GAL 2 Egzamin , 20 czerwca 2018, Temat A

e Kazdg odpowiedz TRZEBA starannie uzasadnic.

e Rozwiazanie kazdego zadania TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNEJ kartce lub kartkach.

e Na kazdej kartce prosze (CZYTELNIE) podaé: imie, nazwisko, numer indeksu osoby zdajacej,
numer grupy ¢wiczeniowej lub nazwisko prowadzacego, numer zadania i litere tematu.

Zadanie 1[36 pt] Niech ¢ : R® — R3 bedzie endomorfizmem zadanym wzorem

90(%, $27$3) = (—2$1 + 219 — T3, T2, 71 — 2962)

-1 2 s
oraz dla s € R niech A; = 0 1 O bedzie macierza o wyrazach rzeczywistych.
0 2 -1

(a) Dla jakich s € R istnieje taka baza B przestrzeni R3, ze M (p)8 = A?
(b) Znalez¢ baze¢ Jordana dla endomorfizmu .
(c) Poda¢ przyktad takiej macierzy B, ze B? = Ay i obliczy¢ (Ag)" dla kazdej liczby naturalnej n.

Zadanie 2 [36 pt]

Rozwazmy afiniczng przestrzen euklidesows (R3, <, >) , gdzie <, >4 oznacza standardowy iloczyn
skalarny. Niech K = (1,1,1) 4+ 1in((2,0,1)) i L = (1,2,1) + lin((1,0, —2)).

(a) Zalez¢ wzér na takie przeksztalcenie afiniczne f: R?* — R3, ze f(p) =pdlap e L

PF((1,1,1) +4(2,0,1)) = (1,2,1) + (1,0, —2) dla t € R.

(b) Znalezé odlegtosé o( K, L) miedzy prostymi K i L.

(c) Tle jest takich izometrii f : R* — R3 ze f((1,1,1) +¢(2,0,1)) = (1,2,1) + ¢(1,0,—2) dlat € R
i f(L)=K?

Zadanie 3[48pt]
Rozwazmy dla kazdego a € R forme kwadratowa ¢, : R*> — R zadana wzorem
C]a(flf1, Ta, xg) = axf + 2x915.

Niech h, : R® x R® — R oznacza taka symetryczng forme dwuliniows, ze q,(a) = h.(,a) dla
kazdego a € R?, W = {(z1,x9,73) € R® | x1 — 229 + 23 = 0} i niech X, C R® dla a € R bedzie
hiperpowierzchnig opisana réwnaniem

ax% 4+ 2z9x34+ 221 +1 =0
a) W zaleznosci od a € R wyznaczy¢ rzad i sygnature formy kwadratowej g,.
b) Dla jakich a € R w przestrzeni dwuliniowej (R?, h,) zachodzi R? = W & W+?

(
(
(¢) W zaleznosci od a € R podaé typ afiniczny hiperpowierzchni X, (podaé¢ nazwe i naszkicowac).
(d ) Poda¢ typ afiniczny krzywej X; N W.



Imie i nazwisko numer indeksu grupa lub nazwisko osoby prowadzacej ¢wiczenia

GAL 2, Egzamin, 20 czerwca 2018, Temat A

Podpisa¢ niniejsza kartke i wpisa¢ w puste miejsca odpowiedzi wraz z uzasadnieniami na kazde z
pytan z zadania 5. Rozwigzanie zadania 4 TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNYCH kartkach.

Zadanie 4 [40 pt]

Niech (V, h) bedzie nieosobliwg przestrzenia dwuliniowa nad R.

(a) Zalézmy, ze dimV > 410 # a € V jest wektorem izotropowym. Pokazaé, ze istnieja pod-
przestrzenie liniowe Wip i Wy # W; wymiaru 3 przestrzeni V takie, ze przestrzen dwuliniowa
(Wi, hlw,xw,) jest nieosobliwa dla i = 1,2 oraz o € Wy N Wh.

(b ) Zalézmy, ze dimV > 310 # a € V jest wektorem izotropowym. Pokazaé, ze istnieja pod-
przestrzenie liniowe Wi 1 Wy # W; wymiaru 2 przestrzeni V' takie, ze przestrzen dwuliniowa
(Wi, hlw,xw,) jest nieosobliwa dla i = 1,2 oraz lin(a) = Wy N Wa.

Zadanie 5 [8 x 5 pt] Prosze ponizej odpowiedzieé¢ z uzasadnieniem na nastepujace pytania :
1. Niech V = W, @ W5, gdzie V jest przestrzenig wymiaru skonczonego nad R i niech Wy, W5 beda

wlasciwymi podprzestrzeniami liniowymi V. Czy (-1) moze moze byé¢ wartoscia wtasna endomorfi-
zmu ¢ : V — V bedacego rzutem na Wy wzdtuz Wy ?

2. Niech V' bedzie przestrzenia wymiaru 3 nad C. Czy moze istnie¢ endomorfizm ¢ : V — V taki,
ze endomorfizmy ¢, p?, ¢, ..., tworza baze przestrzeni End(V)?

3. Niech H bedzie przestrzenig afiniczng wymiaru 6 i niech M;, M, beda podprzestrzeniami afi-
nicznymi H wymiaru 4. Czy moze mie¢ miejsce réwnos$¢ dim My N My =17



4. Niech (H, <,>) bedzie afiniczng przestrzenia euklidesowa i niech funkcja f : H — H zachowuje
odleglos¢ (tj. o(p,q) = o(f(p), f(q)) dla kazdych p,q € H. Czy f(H) = H?

5. Niech (H, <,>) bedzie afiniczna przestrzenia euklidesowa wymiaru 5 i niech M bedzie taka
podprzestrzenig afiniczng H, ze symetria prostopadta wzgedem M nie zmienia orientacji H. Jaki
wymiar moze mie¢ M?

6. Rozwazmy takie przeksztalcenia afiniczne f : R" — R™, ze f((0,0,...,0)) = (0,0,...,0). Czy f
jest przeksztatceniem liniowym przestrzeni liniowej R™ w przestrzen liniowa R™ 7

7. Niech (V,h) przestrzen dwuliniowa nad Q i niech o # 0 bedzie wektorem izotropowym. Czy
moze mie¢ miejsce réwnos¢ W = lin(a) & (lin(a))* ?

8. Hiperpowierzchnie X C R* jest opisana réwnaniem z? + 23 + 22 — 22 + 7, = 0. Czy X posiada
srodek symetri, ktory do niej nie nalezy?



GAL 2 Egzamin |, 20 czerwca 2018, Temat B

e Kazdg odpowiedz TRZEBA starannie uzasadnic.

e Rozwiazanie kazdego zadania TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNEJ kartce lub kartkach.

e Na kazdej kartce prosze (CZYTELNIE) podaé: imie, nazwisko, numer indeksu osoby zdajacej,
numer grupy ¢wiczeniowej lub nazwisko prowadzacego, numer zadania i litere tematu.

Zadanie 1[36 pt] Niech ¢ : R® — R3 bedzie endomorfizmem zadanym wzorem

o(x1, 9, 13) = (=219 — T3, —T9, T1 + 279 + 273)

1 -2 s
oraz dla s € Rniech A, = | 0 —1 0 | bedzie macierza o wyrazach rzeczywistych.
0 2 1

(a) Dla jakich s € R istnieje taka baza B przestrzeni R?, ze M (p)8 = A?
(b) Znalez¢ baze¢ Jordana dla endomorfizmu .
(c) Poda¢ przyktad takiej macierzy B, ze B? = Ay i obliczy¢ (Ag)" dla kazdej liczby naturalnej n.

Zadanie 2 [36 pt]

Rozwazmy afiniczng przestrzen euklidesows (R3, <, >) , gdzie <, >4 oznacza standardowy iloczyn
skalarny. Niech K = (1,1,2) 4+ lin((2,1,0)) i L = (1,1,1) + lin((1, —2,0)).

(a) Znlez¢ wzér na takie przeksztalcenie afiniczne f: R? — R3, ze f(p) =pdlap € L

P F((1,1,2) +£(2,1,0)) = (1,1,1) + (1, -2,0) dla t € R.

(b) Znalezé odlegtosé o( K, L) miedzy prostymi K i L.

(c) Tle jest takich izometrii f : R® — R3, ze f((1,1,2) +(2,1,0)) = (1,1,1) + ¢(1,—2,0) dlat € R
i f(L)=K?

Zadanie 3[48pt]
Rozwazmy dla kazdego a € R forme kwadratowa ¢, : R* — R zadana wzorem
C]a(flf1, To, xg) = ax§ + 2x125.

Niech h, : R® x R® — R oznacza taka symetryczng forme dwuliniows, ze q,(a) = h.(,a) dla
kazdego a € R?, W = {(z1, 29, 73) € R® | x1 — 229 + 23 = 0} i niech X, C R?® dla a € R bedzie
hiperpowierzchnig opisana réwnaniem

axg 4+ 21204+ 223+1 =0
a) W zaleznosci od a € R wyznaczy¢ rzad i sygnature formy kwadratowej g,.
b) Dla jakich a € R w przestrzeni dwuliniowej (R, h,) zachodzi R? = W & W?

(
(
(¢) W zaleznosci od a € R okresli¢ typ afiniczny hiperpowierzchni X, (podaé nazwe i naszkicowac).
(d ) Poda¢ typ afiniczny krzywej X; N W.



Imie i nazwisko numer indeksu grupa lub nazwisko osoby prowadzacej ¢wiczenia

GAL 2, Egzamin, 20 czerwca 2018, Temat B

Podpisa¢ niniejsza kartke i wpisa¢ w puste miejsca odpowiedzi wraz z uzasadnieniami na kazde z
pytan z zadania 5. Rozwigzanie zadania 4 TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNYCH kartkach.

Zadanie 4 [40 pt]

Niech (V, h) bedzie nieosobliwg przestrzenia dwuliniowa nad R.

(a) Zalézmy, ze dimV > 410 # a € V jest wektorem izotropowym. Pokazaé, ze istnieja pod-
przestrzenie liniowe Wi i Wy # W) wymiaru 3 przestrzeni V takie, ze przestrzen dwuliniowa
(Wi, hlw,xw,) jest nieosobliwa dla i = 1,2 oraz o € Wy N W,

(b ) Zalézmy, ze dimV > 310 # a € V jest wektorem izotropowym. Pokazaé, ze istnieja pod-
przestrzenie liniowe Wi 1 Wy # W; wymiaru 2 przestrzeni V' takie, ze przestrzen dwuliniowa
(Wi, hlw,xw,) jest nieosobliwa dla i = 1,2 oraz lin(a) = Wy N Wa.

Zadanie 5 [8 x 5 pt] Prosze ponizej odpowiedzieé¢ z uzasadnieniem na nastepujace pytania :

1. Niech V = W, @ W5, gdzie V jest przestrzenig wymiaru skonczonego nad R i niech Wy, W5 beda
wlasciwymi podprzestrzeniami liniowymi V. Czy (-1) moze moze byé¢ wartoscia wtasna endomorfi-
zmu ¢ : V — V bedacego rzutem na Wy wzdtuz Wy ?

2. Niech V' bedzie przestrzenia wymiaru 3 nad C. Czy moze istnie¢ endomorfizm ¢ : V — V taki,
ze endomorfizmy ¢, 0%, 3, ..., ©? tworza baze przestrzeni End(V)?

3. Niech H bedzie przestrzenia afiniczna wymiaru 6 i niech M;, M beda podprzestrzeniami afi-
nicznymi H wymiaru 4. Czy moze mie¢ miejsce roéwnos$¢ dim My N My =17



4. Niech (H, <,>) bedzie afiniczna przestrzenia euklidesowa i niech funkcja f : H — H zachowuje
odleglos¢ (tj. o(p,q) = o(f(p), f(q)) dla kazdych p,q € H. Czy f(H) = H?

5. Niech (H,<,>) bedzie afiniczna przestrzenia euklidesowa wymiaru 5 i niech M bedzie taka
podprzestrzenig afiniczng H, ze symetria prostopadta wzgedem M nie zmienia orientacji H. Jaki
wymiar moze mie¢ M?

6. Rozwazmy takie przeksztalcenia afiniczne f : R" — R™, ze f((0,0,...,0)) = (0,0,...,0). Czy f
jest przeksztatceniem liniowym przestrzeni liniowej R™ w przestrzen liniowa R™ 7

7. Niech (V,h) przestrzen dwuliniowa nad Q i niech o # 0 bedzie wektorem izotropowym. Czy
moze mie¢ miejsce éwnos¢ W = lin(a) & (lin(a))* ?

8. Hiperpowierzchnie X C R* jest opisana réwnaniem z? + 23 + 22 — 22 + 7, = 0. Czy X posiada
srodek symetri, ktory do niej nie nalezy?



