GAL Kolokwium 4, 29 maja 2017, Temat A

e Kazda odpowiedz TRZEBA starannie uzasadni¢.

e Rozwigzanie kazdego zadania TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNEJ kartce lub kartkach.

e Na kazdej kartce prosze (CZYTELNIE) podaé: imie, nazwisko, numer indeksu osoby zdajacej,
numer grupy ¢wiczeniowej lub nazwisko prowadzacego, numer zadania i litere tematu.

Zadanie 1. [18pt]

W przestrzeni R? ze standardowym iloczynem skalarnym dana jest plaszczyzna
M = {(z1,22,23) € R® | 21 + 29 — 23 = 1}

oraz proste K = (2.0,1) +1in((0,—2,1)) i L opisana ukladem réwnan

g, — x3 = 0
$1+$3:2

(a) Znalezé rzut prostopadly prostej K na plaszczyzne M.
(b) Znalezé odlegtosé p(K, L) miedzy prostymi K i L.

Zadanie 2. [18 pt]

a) Dla jakich s,¢ € R przeksztalcenie f: R?® — R3 zadane wzorem
1
f((z1,x2,23)) = §(2x1 — g + 2x3 + 3,221 + 2w + Sx3, tx1 + 2x0 + 223 — 3)

jest izometrig afiniczng (w R3 rozwazamy standardowy iloczyn skalarny)?

b) Niech M = {(x1,72,23) € R® | 21 + w3 — 23 = 1} i L = (0,1,0) + lin((1,0,1)) beda odpowiednio
plaszczyzna i prosta w R3. Znalezé wszystkie punkty g(q), gdzie ¢ = (3,0, —1) i g : R? — R3 jest taka

izometria, ze g(M) = M oraz g(p) = p dla kazdego p € L.

Zadanie 3. [10 pt]

(a) Pokazaé, ze jezeli {a1, ag,....,ap} jest ukladem prostopadlym niezerowych wektoréw liniowej prze-

strzeni euklidesowej (V, <, >), to uklad ten jest liniowo niezalezny.

(a) Pokazaé, ze jezeli {a, ag, ....,ar} jest baza prostopadla podprzestrzeni W liniowej przestrzeni eukli-

desowej (V, <, >), to wektor
<oq,a > < ag,a > < ap,a >
a1 g+ — "y,
< ap,01 > < g, 09 > < ap, o >

jest rzutem prostopadlym wektora o € V na W.




Imie i nazwisko numer indeksu grupa lub nazwisko osoby prowadzacej ¢wiczenia

GAL Kolokwium 4, 29 maja 2017, Temat A

Podpisaé¢ niniejsza kartke i wpisa¢ w puste miejsca odpowiedzi wraz z uzasadnieniami na kazde z pytan
z zadania 5. Rozwiazanie kazdego z pozostatych zadan TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNYCH kartkach.

Zadanie 4. [18 pt] Niech h : R* x R* — R bedzie taka forma dwuliniowa, ze jej macierz w bazie
stardardowej przestrzeni R* ma postaé:

t 00 1
0100
Glhist) =g o 4 0
100 1

a) Dla jakich s,t € R przestrzen dwuliniowa (R*, k) jest euklidesowa?

b) Niech W = lin((1,0,0,0),(1,0,0,1)). W zaleznosci od s,t € R znalezé macierz diagonalna { 8 0 },
gdzie a,b € {-1,0,1}, ktéra (w odpowiedniej bazie przestrzeni W) jest macierza formy
h|WXw:W><W—>R.

Zadanie 5. Prosze ponizej odpowiedzieé¢ z uzasadnieniem na nastepujace pytania [6 x 3 pt]:

1. Niech (H,< , >) bedzie afiniczna przestrzenia euklidesowa wymiaru n > 2 i niech P C H bedzie
plaszczyzna. Czy jest prawda, ze dla kazdego punktu p € P istnieje dokladnie jedna podprzestrzen
afiniczna M C H wymiaru n — 2 prostopadla do P taka, ze M NP = {p}?

2. Niech (V, <, >) bedzie liniowa przestrzenia euklidesowa wymiaru n. Dla jakich k zlozenie k symetrii
prostopadtych wzgledem podprzestrzeni Wi, Wo, ..., Wi wymiaru n — 1 zmienia orientacje przestrzeni V7

3. Niech (V, <, >) bedzie liniowa przestrzenia euklidesowa i niech .4 bedzie baza prostopadla (niekoniecz-
nie ortonormalna) przestrzeni V. Czy jest prawda, ze jezeli macierz M (gb)j endomorfizmu ¢ : V — V
w bazie A jest symetryczna, to ¢ jest endomorfizmem samosprzezonym?



4. Niech (V| h) bedzie nieosobliwa przestrzenia dwuliniowa wymiaru 4. Czy moze istnie¢ baza przestrzeni
liniowej V' zlozona wytacznie z wektoréow izotropowych?

5. Zalézmy, ze macierze symetryczne A, B € M, «,(R) sa podobne. Czy jest prawda, ze A, B sa kongru-
entne?

6. Zalézmy, ze aq, g, ..., Ak, Qgt1, ..., Oy s takimi wektorami liniowe] przestrzeni euklidesowej (V, <, >)
wymiaru n, ze wyznacznik Grama W(agi1,...,p) jest réwny 0. Czy wyznacznik Grama
W(aq, g, ..., Qgy Qg1 -ooy Oy ) Moze byé rézny od zera?

Zadanie 6. [18 pt]
Niech V' bedzie przestrzenia liniowa wymiaru n > 3 nad R i niech h : V x V' — R bedzie nieosobliwa
dwuliniowa forma symetryczna.

a) Niech V4, V_ beda takimi podprzestrzeniami liniowymi przestrzeni V, ze h(a, ) > 0, h(53,3) < 0,
oraz h(a, ) = 0 dla kazdych niezerowych wektoréw « € V., § € V_. Pokaza¢, ze istnieje podprzestrzen
liniowa W C V wymiaru min(dim V;, dim V_) taka, ze h(«, 3) = 0 dla kazdych o, 3 € W.

b) Zalézmy, ze W jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V wymiaru 2 oraz, ze istnieja o, 3 € W
takie, ze h(a, 3) # 0. Udowodnié, ze istnieje podprzestrzen U D W wymiaru 3 przestrzeni V' taka, ze
hluxy : U x U — R jest nieosobliwa forma dwuliniowa.



GAL Kolokwium 4, 29 maja 2017, Temat B

e Kazda odpowiedz TRZEBA starannie uzasadni¢.

e Rozwigzanie kazdego zadania TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNEJ kartce lub kartkach.

e Na kazdej kartce prosze (CZYTELNIE) podaé: imie, nazwisko, numer indeksu osoby zdajacej,
numer grupy ¢wiczeniowej lub nazwisko prowadzacego, numer zadania i litere tematu.

Zadanie 1. [18pt]

W przestrzeni R? ze standardowym iloczynem skalarnym dana jest plaszczyzna
M = {(z1,z2,23) € R®| —x1 + 29+ 23 = 1}

oraz proste K = (1.0,2) +1lin((1,—2,0)) i L opisana ukladem réwnan

g, — x3 = 0
$1+$3:2

(a) Znalez¢ rzut prostopadly prostej K na plaszczyzne M.
(b) Znalezé odlegtosé p(K, L) miedzy prostymi K i L.

Zadanie 2. [18 pt]

a) Dla jakich s,¢ € R przeksztalcenie f : R® — R3 zadane wzorem
1
f((fl‘l, x9, :Bg)) = g(sxl + 2x9 + 223 + 3, 221 4+ T2 — 223, 221 + 29 + tT3 — 3)

jest izometrig afiniczng (w R3 rozwazamy standardowy iloczyn skalarny)?

b) Niech M = {(x1,72,23) € R® | 21 — 2y + 23 = 1} i L = (0,0,1) + lin((1,1,0)) beda odpowiednio
plaszczyzna i prosta w R3. Znalezé wszystkie punkty g(q), gdzie ¢ = (—1,3,2) i g : R? — R3 jest taka

izometria, ze g(M) = M oraz g(p) = p dla kazdego p € L.

Zadanie 3. [10 pt]

(a) Pokazaé, ze jezeli {a1, ag,....,a} jest ukladem prostopadlym niezerowych wektoréw liniowej prze-

strzeni euklidesowej (V, <, >), to uklad ten jest liniowo niezalezny.

(a) Pokazaé, ze jezeli {a, ag, ....,ar} jest baza prostopadla podprzestrzeni W liniowej przestrzeni eukli-

desowej (V, <, >), to wektor

<o, > < g, 00 > < o, >
a1 + ag+ ...+ —m«
< a1,01 > < Q9,0 > < ap, o >

jest rzutem prostopadlym wektora o € V na W.



Imie i nazwisko numer indeksu grupa lub nazwisko osoby prowadzacej ¢wiczenia
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Podpisaé¢ niniejsza kartke i wpisa¢ w puste miejsca odpowiedzi wraz z uzasadnieniami na kazde z pytan
z zadania 5. Rozwiazanie kazdego z pozostatych zadan TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNYCH kartkach.

Zadanie 4. [18 pt] Niech h : R* x R* — R bedzie taka forma dwuliniowa, ze jej macierz w bazie
standardowej przestrzeni R* ma postaé:

100 1
0t 00
Ghsst) =149 0 1 o
1 0 0 s

a) Dla jakich s,t € R przestrzen dwuliniowa (R%, h) jest euklidesowa?

b) Niech W = lin((1,0,0,0),(1,0,0,1). W zaleznosci od s,t € R znalezé macierz diagonalna { 8 0 },
gdzie a,b € {—1,0,1}, ktéra (w odpowiedniej bazie przestrzeni W) jest macierza formy
h|W><WzWXW—>R.

Zadanie 5. Prosze ponizej odpowiedzie¢ z uzasadnieniem na nastepujace pytania [6 x 3 pt]:

1. Niech (H,< , >) bedzie afiniczna przestrzenia euklidesowa wymiaru n > 2 i niech P C H bedzie
plaszczyzna. Czy jest prawda, ze dla kazdego punktu p € P istnieje dokladnie jedna podprzestrzen
afiniczna M C H wymiaru n — 2 prostopadla do P taka, ze M N P = {p}?

2. Niech (V, <,>) bedzie liniowa przestrzenia euklidesowa wymiaru n. Dla jakich k zlozenie k symetrii
prostopadtych wzgledem podprzestrzeni Wi, Wa, ..., Wi, wymiaru n — 1 zmienia orientacje¢ przestrzeni V7?7

3. Niech (V, <, >) bedzie liniowa przestrzenia euklidesowa i niech A bedzie baza prostopadla (niekoniecz-
nie ortonormalng) przestrzeni V. Czy jest prawda, ze jezeli macierz M (gb)ﬁ endomorfizmu ¢ : V — V
w bazie A jest symetryczna, to ¢ jest endomorfizmem samosprzezonym?



4. Niech (V| h) bedzie nieosobliwa przestrzenia dwuliniowa wymiaru 4. Czy moze istnie¢ baza przestrzeni
liniowej V' zlozona wytacznie z wektoréow izotropowych?

5. Zalézmy, ze macierze symetryczne A, B € M, «,(R) sa podobne. Czy jest prawda, ze A, B sa kongru-
entne?

6. Zalézmy, ze oy, ag, ..., g, Qgy1, ..., Oy sa takimi wektorami liniowej przestrzeni euklidesowej (V, <, >)
wymiaru n, ze wyznacznik Grama W(agi1,...,p) jest réwny 0. Czy wyznacznik Grama
W(an, g, ..., Qgy Qg1 -ory iy ) Moze byé rézny od zera?

Zadanie 6. [18 pt]
Niech V' bedzie przestrzenia liniowa wymiaru n > 3 nad R i niech h : V x V' — R bedzie nieosobliwa
dwuliniowa forma symetryczna.

a) Niech Vi, V_ beda takimi podprzestrzeniami liniowymi przestrzeni V, ze h(a, ) > 0, h(53,3) < 0,
oraz h(a, ) = 0 dla kazdych niezerowych wektoréw « € V., § € V_. Pokaza¢, ze istnieje podprzestrzen
liniowa W C V wymiaru min(dim V;,dim V_) taka, ze h(«, 3) = 0 dla kazdych o, 3 € W.

b) Zalézmy, ze W jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V wymiaru 2 oraz, ze istnieja o, 3 € W
takie, ze h(a, 3) # 0. Udowodnié, ze istnieje podprzestrzen U D W wymiaru 3 przestrzeni V taka, ze
hluxy : U x U — R jest nieosobliwa forma dwuliniowa.



