GAL Kolokwium 3, 10 kwietnia 2017, Temat A, Rozwigzania zadan

Zadanie 1. [18 pt]

31 -2t
Niech A; = _01 8 i (1) € Myxs(R) dla t € R.
0 0 1 4

(a) Wyznaczy¢ postaé Jordana macierzy A; dla kazdego t € R.
(b) Wyznaczyé baze Jordana dla endomorfizmu ¢ : R* — R* zadanego warunkiem M (¢)5t = Ay.

Rozwiazanie (a). Macierze A; sa w postaci blokowo-tréjkatnej. Zatem ich wielomian charaktery-
styczny wa,(A) jest postaci det(A; — Aly) = ((3 — A)(5 — A) + 1)(4 — N\)? = (4 — \)*. Zgodnie z
twierdzeniem z wykladu liczba klatek Jordana w postaci Jordana J; macierzy A; odpowiadajacych
wartoéci wlasnej Ao wielkogci nie mniejszej niz k x k réwna jest g = r(Ay — AoLy)* ™1 — r(As — MoLy)¥,
dla k& > 1. W naszym przypadku jedyna wartoscia wlasna wielomianu charakterystycznego w4, () jest
liczba 4. Mamy tez:

-1 1 -2 ¢t 0 0 44t —t+1
-1 12 1 » |00 5 —t+1
Ai—dli=| g o o o W=)T=1y 5 0
0 0 1 0 00 O 0
Zatem, w zaleznosci od ¢, mamy:
3, dlat#1 9 2, dlat#1
=1 e Zh s =0

Oczywiscie r(A; — 414)° = 4, dla kazdego t. A zatem:

e dlat # 1 mamy q; = 1, a wiec istnieje dokladnie jedna klatka Jordana w macierzy J; i ma ona
postag:

Jp =

)

O O O

0 0
1 0
4 1
0 4

S O = =

e dlat —1 mamy q; = 2 oraz g2 = 1, a zatem macierz J; sktada si¢ z dwdch klatek, z ktérych
tylko jedna ma rozmiar przynajmniej 2 x 2. Biorac pod uwage rozmiar macierzy J; widzimy,
ze musi mieé¢ ona postaé (z dokladnoscia do kolejnosci blokéw):

40 00
0 410
Si=10 0 4 1
00 0 4

Uwaga, ktora moze sie przydaé na egzaminie ustnym. Macierze Ay majg wspolczynniki rzeczywiste,
a nie zespolone. Macierze endomorfizmow przestrzeni liniowej R™ nie muszqg mieé¢ postaci Jordana.
Student powinien znaé przyktady takich endomorfizmow i umieé wyjasnié na egzaminie ustnym kiedy
wolno stosowaé twierdzenie Jordana w przypadku, gdy mamy do czynienia z endomorfizmami prze-
strzeni liniowej K™, gdzie K nie jest ciatem algebraicznie domknietym.



Rozwiazanie (b). Posta¢ Jordana Jy macierzy Ag to, zgodnie z rozwiazaniem punktu (a), macierz
postaci:

Jo =

S O =

1
4
0

- o O

0
1
4
0 0 0 4

Niech J = {f1, B2, 03, 34} C R* bedzie baza Jordana endomorfizmu f : R* — R* takiego, ze Ay =
M(f)st, a wige taka baza, ze Mg = Jy. Mamy zatem:

f(B) =4p
(1) f(B2) =P +45:
f(B3) = P2+45;
f(B1) = 0B3+4p
a wiec rownowaznie:
(Ap—4I)A =0
@) (Ao —4l4)B2 = _
(Ao —414)Bs = B2
(Ao —414)Bs = B3

Stad z tatwoscia wyznaczamy na przyktad:
B =(1,1,0,0), 82 = (1,2,0,0), 83 = (1,2,0,1), Bs = (1,4,1,-3).

Uwaga. Kolejnosé wektoréw w bazie Jordana ma znaczenie! Inna kolejnosé wektoréw prowadzi do
innej macierzy, ktora moze nie byé macierzqg Jordana. W tym zadaniu nie bylo konieczne korzystanie
z ogdlnych algorytmow zwigzanych z wyznaczaniem bazy Jordana. Uczenie sie tych (i jakichkolwiek
innych) algorytmow bez zrozumienia istoty ich dzialania jest zresztq szkodliwe. Niezaleznie od ich
znajomosci student powinien rozumiecé skqd biorg sie zaleznosci (1), (2).



Zadanie 2. [18 pt]

Niech H = af((1,1,0),(2,1,1),(1,2,0)) i L = (1,1,1) +1in((—1,1, 1)) beda podprzestrzeniami afinicz-
nymi R3.

(a) Znalez¢ réwnanie plaszczyzny P réwnoleglej do H i zawierajacej punkt (—1,2, —3).

(b) Wyznaczy¢ obrazy punktu (4,—2,—1) przy rzucie na H wzdluz L i przy symetrii wzgledem H
wzdtuz L.

Rozwigzanie (a). Niech A = (1,1,0), B = (2,1,1), C = (1,2,0). Wéwczas AB = [1,0,1] oraz
AC = [0,1,0], a wiec T(H) = lin([1,0,1],[0,1,0]) € R3. Skoro P jest réwnolegta do H, to ich prze-
strzenie styczne T'(P) oraz T(H) sa réwne. Zatem uklad réwnan jednorodnych opisujacych T'(P)
to 1 — x3 = 0. Skoro P = (—1,2,—3) + T(P), to réwnanie opisujace P ma (na przyklad) postaé
Tr1 — T3 = 2.

Rozwiazanie (b). Korzystajac z poprzedniego punktu widzimy natychmiast, ze plaszczyzna H opi-
sana jest rownaniem x; — x3 = 1. A zatem obraz punktu X := (4, -2, —1) przy rzucie na H wzdluz
L to pewien punkt X’ postaci X + A(—1,1,1) spelniajacy, dla pewnego A € R, réwnanie opisujace
H.Azatem X' = (4 -\ -2+ XA-14+XN)i(4d—-XN)—(-14+X) =1 Zatem A =21 X' = (2,0,1).
Wiadomo tez, ze jesli X’ jest obrazem X przy rzucie na H wzdluz L, to punkt X” bedacy obrazem
X przy symetrii wzgledem H wzdtuz L spelnia warunek:

—
(3) X" =X 42X X'
Zatem X" = (0,2, 3).

Uwaga. Wyznaczanie ogolnych wzordow rzutu @ symetriv jest rachunkowo bardziej skomplikowane niz
wyznaczanie obrazow pojedynczych punktéw. Kluczowq sprawq jest takze rozumienie zaleznosci (3).

Zadanie 3. [10 pt]

Niech A1, Ag, ..., A\ beda parami réoznymi warto$ciami wtasnymi endomorfizmu ¢ : V' — V i niech o
bedzie wektorem wlasnym ¢ o wartosci wlasnej A; dla = 1,2, ..., k. Udowodnié¢, ze uklad a1, aq, ..., ag
jest liniowo niezalezny.

Rozwigzanie. Patrz wyklad.



Imie i nazwisko numer indeksu grupa lub nazwisko osoby prowadzacej ¢wiczenia

GAL Kolokwium 3, 6 kwietnia 2017, Temat A

Podpisaé¢ niniejsza kartke i wpisaé w puste miejsca odpowiedzi wraz z uzasadnieniami na kazde z
pytan z zadania 4. Rozwigzanie kazdego z pozostatych zadan TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNYCH
kartkach.

Zadanie 4. Prosze ponizej odpowiedzie¢ z uzasadnieniem na nastepujace pytania [6 x 3 pt]:
(a) Endomorfizm ¢ : R — R" jest diagonalizowalny. Czy jest prawda, ze dimim ¢ = dimim ¢? ?

Odpowiedz. TAK. Zauwazmy, ze jesli v € im(p?), to v = @(w), gdzie w = ¢*(z), dla pewnego
z € R™. Zatem im(p3) C im(y). Niech 0 # v € im(p). Skoro ¢ jest diagonalizowalny, to v nalezy do
podprzestrzeni wlasnej V), dla pewnej wartosci wlasnej A # 0. W szczegdlnosci v = Av', dla pewnego
v' € R". Oczywiscie takze v' oraz A~'v/,A"2v/, ... nalezg do V(). Zatem v = ©3(A"20') € im(¢p%). A
zatem obrazy ¢ oraz > sg réwne, co pociaga réwnoéé¢ ich wymiaréw.

(b) Zalézmy, ze A, B € M,x,(C) sa takimi macierzami, ze dla pewnego A9 € C zachodzi réwnosé
A = B+ \l, gdzie I oznacza macierz jednostkowa. Czy jest prawda, ze istnieje macierz odwracalna
R € M« (C) taka, ze R"!AR i R~'BR sa odpowiednio postaciami Jordana macierzy A i B?

Odpowiedz. TAK. Wiadomo, ze B jako macierz kwadratowa o wspdlczynnikach z ciata C posiada
postaé Jordana Jg = R™!BR, dla pewnej macierzy odwracalnej R € M,,«,(C). Skoro A = B + \oI,
to

RM'MR=RYB+XI)R=R'BR+R '\IR=Jp+ \ol.

Macierz Jp + Mol jest oczywiscie macierza Jordana, a wiec R~!AR jest postacia Jordana macierzy A.

(c) Zalézmy, ze V jest przestrzenig liniowa wymiaru 2 oraz, ze A2 + A + 1 jest wielomianem charak-
terystycznym endomorfizmu ¢ : V. — V. Czy jest prawda, ze ¢> = idy?

Odpowiedz. TAK. Z twierdzenia Cayleya-Hamiltona wynika, ze jesli A = M (f)3!, to mamy réwnanie
macierzowe A2+ A+1 = 0. Mnozac te réwnosé stronami przez A — I dostajemy A3 —1I = 0, co oznacza,
ze qbg = idv.

(d) Niech H bedzie przestrzenia afiniczng wymiaru 4 i niech Hy, Hs beda nieréwnoleglymi podprze-
strzeniami afinicznymi H wymiaru 3. Czy jest prawda, ze H; i Hy maja punkt wspdlny? Jesli tak, to
jakiego wymiaru jest przestrzen afiniczna H; N Ha?

Odpowiedz. Podprzestrzenie Hi oraz Hs majg punkt wspélny. Zauwazmy, ze jako podprzestrzenie
wymiaru 3 przestrzeni czterowymiarowej sa one opisane jednym réwnaniem liniowym (sama przestrzen
H jest izomorficzna z czterowymiarowa przestrzenia afiniczna K* nad cialem K). Zatem przeciecie
Hi N Hy opisane jest uktadem réwnan postaci:
(@) a1x1 + aoxrs + agxrs + agxy = by

alxy + abxe + ajzs + alxs = bo

Uklad ten moze byé sprzeczny jedynie gdy (ai,ag,as,as) = N(a),ab, as,al), dla pewnego X # 0. To
jednak oznaczaloby, ze T'(H1) = T'(Hs) (réwnania jednorodne opisujace Hy i Hy bylyby réwnowazne).

Rozwazmy uktad jednorodny pochodzacy od ukladu (4), opisujacy T(H; N Hs). Widaé jasno, ze
wymiar przestrzeni rozwiazan tego uktadu jest nie mniejszy niz 2 (tw. Kroneckera-Capellego). Gdyby
jednak wymiar ten byl wickszy, oznaczaloby to, ze macierz tego ukladu ma rzad mniejszy niz 2, co
oznaczaloby ponownie, ze T'(H1) = T'(H3) (oczywiscie macierz ta nie moze mie¢ rzedu 0).



(e) Niech H bedzie przestrzenia afiniczna i po, p1,...,px € H. Zalézmy, ze ¢ € H jest takim punktem
nienalezacym do af (pg, p1, ..., pr), ze uktad wektoréw qpg, qpi, ..., @pk jest liniowo niezalezny. Czy uktad

punktéw pg, p1, ..., pr moze by¢ afinicznie zalezny?

Odpowiedz. NIE. Zalézmy przeciwnie, ze uktad punktéw pg, p1, ..., pr jest afinicznie zalezny. Zatem
istnieja skalary ri,...,rk, nie wszystkie rowne zeru, ze

(5) r1pop1 + ... + ripopk = 0.

Niech rg = —r; —rg — ... — rx. Mamy réwnosci:

— — —

rogpo + r1qp1 + .. . TRqPK =
(—7“1—...—rk)qﬁ—i—rlm—i—...rk@):
r1(pog + api) + - - - + re(poq + qpr) =

N ., (5)
r1popi + - .- + TEPOPE ®y.

To przeczy zalozeniu, ze uktad wektoréw qpo, qpi, ..., qpr jest liniowo niezalezny.

(f) Niech f : C® — C®>ig : C° — C° beda przeksztalceniami afinicznymi. Czy ich zlozenie
gf : C5 — C® moze byc izomorfizmem afinicznym?

Odpowiedz. NIE. W przeciwnym przypadku zlozenie przeksztalcen liniowych T'(f),T(g) pomiedzy
przestrzeniami stycznymi do danych przestrzeni afinicznych musialoby by¢ izomorfizmem liniowym.
Jednak T(f) : C® — C° oraz T(g) : C° — C5. W szczegdlnoéci zlozenie tych przeksztalcen ma
nietrywialne jadro (bo jadro T'(f) jest nietrywialne), czyli nie moze by¢ izomorfizmem liniowym. A
zatem zlozenie g f nie moze by¢ izomorfizmem afinicznym.



Zadanie 5. [18pt]
Niech A, B, € My«4(R) maja postaé:

00 00 00 1 0
1110 t 4 —t —4
A*0040’ Bt*0010
1110 t 0 -t 0

dlat € R.

(a) Czy macierz A jest diagonalizowalna?

(b) Dla jakich wartosci parametru ¢t macierze A i By sa podobne?

(c) Podaé przyklad macierzy C takiej, ze C? = A (wystarczy okredlié C jako iloczyn danych macierzy
lub macierzy odwrotnych do danych macierzy).

Rozwigzanie (a). Wielomian charakterystyczny dla macierzy A to p(A) = A2(A — 4)(\ — 1). Za-
tem wartosci wlasne macierzy A to 0,1,4. Skoro krotno$é dwoch ostatnich pierwiastkow to 1, to
dim(V(y)) = dim(V{yy) = 1. Latwo widzie¢, ze dim(Vg)) = 4 — 7(A) = 2, wiec mamy 4 = dim(V/g) +
dim(V(q)) + dim(V{y)), a zatem A jest diagonalizowalna.

Rozwiazanie (b). Aby macierze A oraz B, byly podobne potrzeba, aby dim(ker(B;)) = 2, a wigc
aby rzad macierzy B; wynosil 2. Widaé¢, ze ma to miejsce jedynie, gdy ¢t = 0. Jednak By jest ma-
cierza gérnotrojkatna i jest jasne, ze jej wielomian charakterystyczny jest identyczny jak wielomian
charakterystyczny macierzy A. Powyzej przekonaliSmy sie, ze wymiar podprzestrzeni wlasnej endo-
morfizmu zadanego (w pewnych bazach) macierza By odpowiadajacej wartosci wlasnej 0 wynosi 2,
wiec podobnie jak wyzej wnioskujemy, ze A jest diagonalizowalna. Postaci Jordana macierzy A oraz
By sa oczywiscie identyczne i maja postaé (z doktadnoscia do kolejnosci blokéw):

0000
Rozwiazanie (c). Bierzemy (na przyklad) macierz postaci:
20 00
01 00
S = 00 0O
00 0O

Niech R bedzie macierza odwracalng taka, ze A = R™'J?R (dlaczego taka macierz istnieje?) Szukana
macierz to C := R™'JR. Istotnie: C?> = (R"'JR)? = R"'JRR™'JR =R 'J?R = A.

Uwaga. Widaé, Ze macierz J mozna wybraé na rézine sposoby. Dla danej macierzy kwadratowej X moze
istnie¢ nieskonczenie wiele macierzy Y takich, ze Y? = X. Student powinien umieé¢ podaé przyktad i
geometryczng intuicje takiej sytuacyi.



Zadanie 6. [18 pt]

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa wymiaru skoficzonego nad C. Pokazaé, ze:

(a) jezeli ¢ : V' — V jest rzutem na podprzestrzen W wzdluz podprzestrzeni U, to dla kazdej bazy A
przestrzeni V zachodzi dim W = trM (p)4.

(b) jezeli dla ¢ = 1,2, ...,k endomorfizm ¢; : V' — V jest rzutem na podprzestrzen W; wzdluz pod-
przestrzeni U; oraz @1 + @2 + ... + ¢ =idy, to V=W1 © Wo ® ... ® W}, oraz p;p; = 0 dla i # j.

Rozwigzanie (a). Skoro ¢ jest rzutem na podprzestrzen W wzdluz podprzestrzeni U to z definicji
rzutu W U =V oraz ¢l = id i ¢|y = 0. Niech {aq,...,as} bedzie baza W oraz {f1,...,0:}
bedzie baza U. Wéwczas C = {a1,...,as,01,...,0s} jest baza V i macierz M(go)g ma postaé blo-
kowa (% 8) Oczywiscie tr(M(p)8) = s = dim(W). Wiadomo jednak, ze §lad macierzy nie zmie-
nia sie przy relacji podobienstwa, a zatem niezaleznie od wyboru bazy A przestrzeni V zachodzi
dim W = tr(M(p)§) = tr(M(¢)4).

Rozwigzanie (b). Wezmy dowolny wektor v € V. Z warunku podanego w zadaniu wiemy, ze
v =1d(v) = ¢1(v) + 2(v) + ... + ¢i(v). Element ¢4(v) nalezy do Wy. Zatem V = Wy + ... + W;.
Przekonajmy sie, ze jest to suma prosta. Rozwazmy dowolng baze A przestrzeni V. Niech Ag bedzie
macierza s w bazie A. Oczywiscie Ay +...+ A = I. Skoro tr(A1+...+ Ag) =tr(A1) +...tr(Ax) =
I = dim(V), to z punktu (a) wynika, ze dim(W;) + ... + dim(W}) = dim(V). A zatem dostali-
smy dim(Wh) + ...+ dim(Wy) = dim(W; + Wy + ... Wy). To jest mozliwe wtedy i tylko wtedy, gdy
Wi+ ...+ Wy =W @ Wy...® Wy (patrz wzér dim(U + V) + dim(U NV) = dim(U) + dim(V), dla

dowolnych podprzestrzeni skonczenie wymiarowych).

Pozostaje pokazaé, ze p;p; = 0 dla i # j. Dla kazdego v € V mamy v = vy + v2 + ... vy, gdzie vy
pochodza z W,. Skoro suma Wi + ... + W}, jest prosta, to v; € W, za$ pozostale skladniki sumy
v1 + ... + vy naleza do Uj. W szczegblnodci ¢j(v) = v;. A zatem ¢;(p;(v)) = ¢i(vj) = 0.



