GAL Kolokwium 3, 10 kwietnia 2017, Temat A

e Kazda odpowiedz TRZEBA starannie uzasadni¢.

e Rozwigzanie kazdego zadania TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNEJ kartce lub kartkach.

e Na kazdej kartce prosze (CZYTELNIE) podaé: imie, nazwisko, numer indeksu osoby zdajacej,
numer grupy ¢wiczeniowej lub nazwisko prowadzacego, numer zadania i litere tematu.

Zadanie 1. [18 pt]

31 -2t
Niech A; = _01 8 i (1) € Myx4(R) dla t € R.
0 0 1 4

(a) Wyznaczy¢ postaé Jordana macierzy A; dla kazdego t € R.
(b) Wyznaczy¢é baze Jordana dla endomorfizmu ¢ : R* — R* zadanego warunkiem M (¢)St = Ay.

Zadanie 2. [18 pt]

Niech H = af((1,1,0),(2,1,1),(1,2,0)) i L = (1,1,1) +1lin((—1,1, 1)) beda podprzestrzeniami afinicz-

nymi R3.
(a) Znalez¢ réwnanie plaszcezyzny P réwnoleglej do H i zawierajacej punkt (—1,2, —3).

(b) Wyznaczyé obrazy punktu (4,—2,—1) przy rzucie na H wzdluz L i przy symetrii wzgledem H

wzdtuz L.

Zadanie 3. [10 pt]

Niech A1, Ag, ..., Ay beda parami réznymi wartoSciami wlasnymi endomorfizmu ¢ : V' — V i niech «;

bedzie wektorem wlasnym ¢ o wartosci wtasnej A\; dla = 1,2, ..., k. Udowodnié, ze uktad ag, a9, ...
jest liniowo niezalezny.



Imie i nazwisko numer indeksu grupa lub nazwisko osoby prowadzacej ¢wiczenia

GAL Kolokwium 3, 10 kwietnia 2017, Temat A

Podpisaé¢ niniejsza kartke i wpisa¢ w puste miejsca odpowiedzi wraz z uzasadnieniami na kazde z
pytan z zadania 4. Rozwiazanie kazdego z pozostalych zadan TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNYCH
kartkach.

Zadanie 4. Prosze ponizej odpowiedzieé¢ z uzasadnieniem na nastepujace pytania [6 x 3 pt]:
(a) Endomorfizm ¢ : R — R" jest diagonalizowalny. Czy jest prawda, ze dimim ¢ = dimim ¢? ?

(b) Zalézmy, ze A, B € M;xn(C) sa takimi macierzami, ze dla pewnego A9 € C zachodzi réwnosé
A = B+ \l, gdzie I oznacza macierz jednostkowa. Czy jest prawda, ze istnieje macierz odwracalna
R € M,,»,(C) taka, ze R"!AR i R~!BR sa odpowiednio postaciami Jordana macierzy A i B?

(c) Zalézmy, ze V jest przestrzenig liniowa wymiaru 2 oraz, ze A2 + A + 1 jest wielomianem charak-
terystycznym endomorfizmu ¢ : V — V. Czy jest prawda, ze ¢> = idy?

(d) Niech Hy, Hy beda nieréwnoleglymi podprzestrzeniami afinicznymi R* wymiaru 3. Czy jest praw-
da, ze H1 i Hy maja punkt wspolny? Jesli tak, to jakiego wymiaru jest przestrzen afiniczna H; N Ho?



(e) Niech H bedzie przestrzenia afiniczna i po, p1,...,px € H. Zalézmy, ze ¢ € H jest takim punktem
nienalezacym do af (pg, p1, ..., pr), ze uktad wektoréw qpg, qpi, ..., @pk jest liniowo niezalezny. Czy uktad

punktéw pg, p1, ..., pr moze by¢ afinicznie zalezny?

(f) Niech f:C® — C% i g: C®> — C% beda przeksztalceniami afinicznymi. Czy ich zlozenie gf : Co —
C®% moze byc izomorfizmem afinicznym?

Zadanie 5. [18pt]
Niech A, B; € Myx4(R) maja postaé:

0000 00 1 0
1110 t 4 —t —4
A‘0040’ Bi=1490 1 o0
1110 t 0 —t 0

dla t € R.

(a) Czy macierz A jest diagonalizowalna?

(b) Dla jakich wartosci parametru ¢t macierze A i By sa podobne?

(c ) Poda¢ przyktad macierzy C takiej, ze C? = A (wystarczy okresli¢ C jako iloczyn danych macierzy
lub macierzy odwrotnych do danych macierzy).

Zadanie 6. [18 pt|

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa wymiaru skonczonego nad C. Pokazaé, ze:

(a) jezeli ¢ : V' — V jest rzutem na podprzestrzen W wzdluz podprzestrzeni U, to dla kazdej bazy A
przestrzeni V zachodzi dim W = tr(M (p)4).

(b) jezeli dla i = 1,2,...,k endomorfizm ¢; : V. — V jest rzutem na podprzestrzen W; wzdluz pod-
przestrzeni U; oraz @1 + @2 + ... + ¢ =idy, to V=W @ Wo & ... ® W}, oraz p;p; = 0 dla i # j.



GAL Kolokwium 3, 10 kwietnia 2017, Temat B

e Kazda odpowiedz TRZEBA starannie uzasadni¢.

e Rozwigzanie kazdego zadania TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNEJ kartce lub kartkach.

e Na kazdej kartce prosze (CZYTELNIE) podaé: imie, nazwisko, numer indeksu osoby zdajacej,
numer grupy ¢wiczeniowej lub nazwisko prowadzacego, numer zadania i litere tematu.

Zadanie 1. [18 pt]

3 -1 0 0
Niech A; = _12 g 2 (1) € Myx4(R) dlat € R.
t 1 0 4

(a) Wyznaczy¢ postaé Jordana macierzy A; dla kazdego t € R.
(b) Wyznaczyé baze Jordana dla endomorfizmu ¢ : R* — R?* zadanego warunkiem M (¢)St = Ay.

Zadanie 2. [18 pt]

Niech H = af((0,1,1),(1,1,2),(0,2,1)) i L = (1,0,1) +1lin((1,1, —1)) beda podprzestrzeniami afinicz-
nymi R3.

(a) Znalez¢ réwnanie plaszczyzny P réwnoleglej do H i zawierajacej punkt (2,1, 3).

(b) Wyznaczyé obrazy punktu (—1,—2,4) przy rzucie na H wzdluz L i przy symetrii wzgledem H
wzdtuz L.

Zadanie 3. [10 pt]

Niech A1, Ag, ..., Ay beda parami réznymi wartoSciami wlasnymi endomorfizmu ¢ : V' — V i niech «;
bedzie wektorem wlasnym ¢ o wartosci wtasnej A\; dla = 1,2, ..., k. Udowodnié, ze uktad aq, a9, ..., ay
jest liniowo niezalezny.



Imie i nazwisko numer indeksu grupa lub nazwisko osoby prowadzacej ¢wiczenia

GAL Kolokwium 3, 10 kwietnia 2017, Temat B

Podpisaé¢ niniejsza kartke i wpisa¢ w puste miejsca odpowiedzi wraz z uzasadnieniami na kazde z
pytan z zadania 4. Rozwiazanie kazdego z pozostalych zadan TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNYCH
kartkach.

Zadanie 4. Prosze ponizej odpowiedzieé¢ z uzasadnieniem na nastepujace pytania [6 x 3 pt]:
(a) Endomorfizm ¢ : R" — R" jest diagonalizowalny. Czy jest prawda, ze dimim ¢ = dimim ¢? ?

(b) Zalézmy, ze A, B € M,x,(C) sa takimi macierzami, ze dla pewnego A\g € C zachodzi réwnosé
A = B+ \l, gdzie I oznacza macierz jednostkows. Czy jest prawda, ze istnieje macierz odwracalna
R € M,»»(C) taka, ze R"!AR i R~'BR sa odpowiednio postaciami Jordana macierzy A i B?

(c) Zalézmy, ze V jest przestrzenia liniowa wymiaru 2 oraz, ze A2 + A + 1 jest wielomianem charak-
terystycznym endomorfizmu ¢ : V. — V. Czy jest prawda, ze ¢* = idy?

(d) Niech Hy, Hy beda nieréwnolegltymi podprzestrzeniami afinicznymi R* wymiaru 3. Czy jest praw-
da, ze Hy i Hy maja punkt wspolny? Jesli tak, to jakiego wymiaru jest przestrzen afiniczna Hy; N Hy?



(e) Niech H bedzie przestrzenia afiniczna i po, p1,...,px € H. Zalézmy, ze ¢ € H jest takim punktem
nienalezacym do af (pg, p1, ..., pr), ze uktad wektoréw qpg, qpi, ..., @pk jest liniowo niezalezny. Czy uktad

punktéw pg, p1, ..., pr moze by¢ afinicznie zalezny?

(f) Niech f:C® — C% i g: C®> — C% beda przeksztalceniami afinicznymi. Czy ich zlozenie gf : Co —
C®% moze byc izomorfizmem afinicznym?

Zadanie 5. [18pt]

Niech A, B; € Myx4(R) beda postaci:

000 0 0 t 0 ¢t
1 410 0 4 0 0
A=10901 0| Be=|1 4, 1 _
1 40 0 0 -4 0 0

dlat € R.

(a) Czy macierz A jest diagonalizowalna?

(b) Dla jakich wartosci parametru ¢t macierze A i By sa podobne?

(c ) Poda¢ przyklad macierzy C takiej, ze C? = A (wystarczy okresli¢ C jako iloczyn danych macierzy
lub macierzy odwrotnych do danych macierzy).

Zadanie 6. [18 pt]

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa wymiaru skoniczonego nad C. Pokazaé, ze:

(a) jezeli ¢ : V' — V jest rzutem na podprzestrzen W wzdluz podprzestrzeni U, to dla kazdej bazy A
przestrzeni V zachodzi dim W = tr(M (p)4).

(b) jezeli dla ¢ = 1,2, ...,k endomorfizm ¢; : V. — V jest rzutem na podprzestrzen W; wzdluz pod-
przestrzeni U; oraz @1 + @2 + ... + ¢ =idy, to V =W1 @ Wo & ... ® W}, oraz p;p; = 0 dla i # j.



