GAL II, Kolokwium 1 TEMAT A 04.04.2016

Kazda odpowiedz TRZEBA starannie uzasadnié¢. Rozwiazanie kazdego zadania TRZEBA napisaé¢ na OD-
DZIELNEJ kartce (lub kartkach). Na kazdej kartce prosze podaé: imie, nazwisko (BARDZO CZYTELNIE),
numer indeksu osoby zdajacej, nazwisko prowadzacego ¢wiczenia lub numer grupy do ktérej osoba zdajaca
uczeszcza, numer rozwiazywanego zadania i litere tematu.

1. [18 punktéw]

Dla kazdego t € R endomorfizm ¢ R? dany jest wzorem ¢1((z1, 22, 23)) = (221 + @2, 21 +

R’ >
1 00
2x9,x1 + xo +tas). Niech A=| 0 1 0
0 0 3

(a) Znalezé wszystkie takie t € R dla ktérych istnieja bazy A, B przestrzeni R® takie, ze
M (¢1)5 = A. Dla ¢, podaé przyklad takich baz (jesli istnieja).

(b) Znalezé wszystkie takie t € R dla ktérych istnieje baza A przestrzeni R® taka, ze
M(gat)ft = A. Dla kazdego takiego t € R podaé przyklad takiej bazy.

2. [18 punktéw]
Dla podzbioréw Hy, Hy przestrzeni R? definiujemy zbiér Hy = {tp+(1—t)q | p € Hi,q € Ha,t € R}.

(a) Dla Hy = (1,0,1) +1in((1,1,0)), He = (1,1,2) +1in((1,1,0)) znalez¢ réwnanie opisujace Hs.

(b) Dla H; = (2,1,0) +1in((3,2,1)), Hz = (2,1,0) +1in((1,1,4)) znalezé baze punktows i uktad
bazowy przestrzeni Hs.

(¢) Czy dla H; = (0,0,1) 4+ 1in((1,0,0)), Hy = (1,0,0) + 1lin ((0,1,0)) zbiér Hs jest przestrzenia
afiniczng w R3? Odpowiedz uzasadnié.

3. [10 punktow]
Wykazaé, ze dla dowolnego ciala K i dowolnej macierzy A € M, x,(K) nastepujace warunki sa
rownowazne:
(i) istnieje baza A przestrzeni K™ zlozona z wektoréw wlasnych endomorfizmu ¢ : K" — K"
zadanego warunkiem M (¢)s! = A,

(ii) istnieje macierz odwracalna C' € M, x,(K) taka, ze macierz C~*AC jest diagonalna.



GAL II, Kolokwium 1 TEMAT A 04.04.2016

Kazda odpowiedZ TRZEBA starannie uzasadnié. Rozwiazania zadan 4 i 6 TRZEBA napisa¢ na
oddzielnych kartkach. Kartka z tredcia zadan moze by¢ uzyta do wpisania rozwigzan zadania 5.

Na kazdej kartce prosze podaé: imie, nazwisko (BARDZO CZYTELNIE), numer indeksu osoby
zdajacej, nazwisko prowadzacego ¢wiczenia lub numer grupy do ktorej osoba zdajaca uczeszcza,
numer rozwiazywanego zadania i litere tematu.

4. [18 punktéw]

31 s 0
. . . -1 510

Dla kazdego s € R dana jest macierz A, = 00 401F€ My a(R)
0 01 4

(a) Znalezé postaé Jordana macierzy A w zaleznoéci od s € R.

(b) Dla s = 1 znalezé baze Jordana dla endomorfizmu ¢; : R* - R* zadanego warunkiem
M(p1)3; = Ar.

5. [kazde pytanie za 3 punkty]

(a) Czy istnieje endomorfizm ¢ : V — V' 5-wymiarowej przestrzeni liniowej V nad R taki, ze liczby
1, 4, 7 sa wartodciami wlasnymi ¢ oraz dim Vi) =47

(b) Niech ¢ : V' — V bedzie endomorfizmem n-wymiarowej przestrzeni liniowej V' nad cialem K.
Zalézmy, ze dimker (p) = k. Czy istnieje wielomian g(\) € K[\ taki, ze w,(X) = AF - g(A) ?

(c) Czy istnieje macierz A € M, »,(IR) oraz parami rézne liczby rzeczywiste a1, as, . . ., a,11 takie,
ze dla kazdego i =1,...,n + 1 zachodzi r(A —a;l) =n—17



(d) Dany jest endomorfizm ¢ : C" — C". Wiemy, ze ¢? jest diagonalizowalny. Czy wynika stad,
ze ¢ jest diagonalizowalny? Jak jest odpowiedz, gdy C zastapié przez IR?

(e) Macierze A, B € M, «,(K) sa diagonalizowalne nad cialem K. Zalézmy, ze ich wielomiany
charakterystyczna sg takie same. Czy wynika stad, ze macierze A, B sa podobne?

(f) po,p1,---,pr jest baza punktowa przestrzeni afinicznej H. Czy dla kazdego wektora o € T'(H)
punkty po + a,p1 + «, ..., pr + « tez tworza baze punktows przestrzeni H?

6. [18 punktéw]
Dana jest macierz A € M,,»,,(C).
(a) Zalézmy, ze 1 jest jedyna wartoscia wlasna macierzy A. Wykazaé, ze dla dowolnej liczby natu-
ralnej k macierze A oraz A" sa podobne.

(b) Przypusémy, ze A™ = 0 dla pewnego naturalnego m. Wykazaé, ze istnieje macierz
B € M5, (C) taka, ze A+ I = B2
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