GAL II, Kolokwium 2 TEMAT A 15.05.2015

Kazda odpowiedz TRZEBA starannie uzasadni¢. Rozwiazanie kazdego zadania TRZEBA napisa¢ na
ODDZIELNEJ kartce (lub kartkach). Na kazdej kartce prosze podaé: imie, nazwisko (BARDZO CZYTEL-
NIE), numer indeksu osoby zdajacej, nazwisko prowadzacego ¢wiczenia lub numer grupy do ktérej osoba
zdajaca uczeszcza, numer rozwigzywanego zadania i litere tematu.

1. [18 punktéw]

W przestrzeni R® dana jest prosta L = (2,1,0)+1in ((1,0, —1)) oraz plaszczyzna M = {(z1, 22, 23) €
R® | ©1 + 2x9 — x3 = 2}. Znalezé

(a) wzdr na przeksztalcenie f : R® — R? bedace rzutem na L wzdhiz W = lin ((1,1,1),(0,1,3)),
(b) parametryzacje obrazu plaszczyzny M w jednoktadnosci o srodku (0,0,1) i skali 2.

2. [18 punktéw]

W przestrzeni R* dana jest forma dwuliniowa h((z1,x2,T3,74), (Y1,Y2,Y3,¥4)) = T1y1 + ToYo +

23y3 + Taya + T1y3 + T3y1 + Tays + T3yo, podprzestrzen W = {(z1, 22, 23,24) € R' | 21 = 0} oraz
rodzina podprzestrzeni Z; = lin ((1,0,¢,0),(0,1,0,0)) dla t € R.

(a) Sprawdzié¢, ze forma h ograniczona do podprzestrzeni W jest iloczynem skalarnym. ZnaleZ¢ baze
prostopadly przestrzeni (W, h|w,) oraz znalezé wspélrzedne wektora (0,1,1,1) w otrzymanej
bazie przestrzeni W.

(b) Dla jakich t € R forma h ograniczona do podprzestrzeni Z; jest iloczynem skalarnym na
przestrzeni Z;7

3. [10 punktéw]

(a) Podaé definicje iloczynu skalarnego na rzeczywistej przestrzeni liniowej oraz podaé definicje
iloczynu wektorowego wektoréw aq, ..., a,_1 W n-wymiarowej, zorientowanej przestrzeni euk-
lidesowej liniowej (V, <, >).

(b) Niech <,>:V x V — IR bedzie iloczynem skalarnym na przestrzeni V i niech ay, ..., ax bedzie
uktadem prostopadlym niezerowych wektoréw w przestrzeni V. Wykazaé, ze uklad aq,...,a
jest liniowo niezalezny.



GAL II, Kolokwium 2 TEMAT A 15.05.2015

Kazda odpowiedZ TRZEBA starannie uzasadni¢. Rozwiazania zadan 4 i 6 TRZEBA napisa¢ na
ODDZIELNYCH kartkach. Na kazdej kartce prosze podaé¢: imie, nazwisko (BARDZO CZYTEL-
NIE), numer indeksu osoby zdajacej, nazwisko prowadzacego ¢wiczenia lub numer grupy do ktdrej
osoba zdajaca uczeszcza, numer rozwigzywanego zadania i litere tematu.

4. [18 punktéw]

W przestrzeni R? ze standardowym iloczynem skalarnym dane sa: plaszczyzna H = {(z1,22,23) €
R? | 21 + 29 + x5 = 2}, proste L = (2,0,1) +1in ((1,0,1)), K =(1,2,1) +1in((1,1,0)) oraz krzywa
S={(t*t)|teR}L

(a) Znalez¢é parametryzacje prostej M bedacej obrazem prostej L w symetrii prostopadlej wzgledem
plaszczyzny H.

(b) Obliczy¢ odlegtosé prostej L od prostej K.

(¢) Na krzywej S znalezé punkt lezacy najblizej plaszczyzny H.

5. [kazde pytanie za 3 punkty]

(a) Niech M, N beda podprzestrzeniami przestrzeni afinicznej H. Zalézmy, ze M NN # (). Czy
wynika stad, ze dla kazdych puktéw p € M, q € N wektor pg mozna przedstawia jako g = a+f3
dla pewnych a € T(M),8 € T(N)?

(b) Niech H; bedzie podprzestrzenia afiniczna przestrzeni R"™ i niech H, bedzie podprzestrzenia,
afiniczng przestrzeni R™. Czy dla kazdego przeksztalcenia afinicznego f : Hy — H, istnieje
przeksztalcenie afiniczne F : R" — R™ takie, ze F(p) = f(p) dla kazdego p € H;?

(c) Niech <,>: V x V — R bedzie iloczynem skalarnym. Czy dla kazdej skoriczenie wymiarowej
podprzestrzeni W C V zachodzi V.= W@ WL? Czy warunek, ze W jest skoniczenie wymiarowa
jest istotny?



(d) Czy istnieje b-wymiarowa przestrzen euklidesowa liniowa (V, <,>) zawierajaca uklad 7 wek-
toréw ay, ..., az, ktérego wyznacznik Grama W(aq,...,ar) jest dodatni?

(e) Niech (H, <, >) bedzie przestrzenia euklidesows afiniczna i niech M bedzie jej podprzestrzenia,.
Niech p; € H iniech py bedzie rzutem protopadlym punktu p; na przestrzen M. Czy przestrzen
M moze zawiera¢ punkt ¢ taki, ze p(p1,q) < p(p1,p2)?

(f) Niech A € M,,»,(R) bedzie macierza o kolumnach ki,...,k, i niech B € M, x,(R) bedzie
macierza, o kolumnach t¢1,...,t,. Zalézmy, ze det A = —3 i det B = —7. Czy bazy k1,...,k, i
t1,...,t, sa zgodnie zorientowane?

6. [18 punktéw]

Niech f : H — H bedzie przeksztalceniem afinicznym. Méwimy, ze punkt p € H jest punktem statym

przeksztalcenia f, jedli f(p) = p. Méwimy, ze podprzestrzen M przestrzeni H jest f-niezmiennicza,
jesli dla kazdego ¢ € M zachodzi f(q) € M.

(a) Wykazaé, ze jesli p jest punktem stalym przeksztalcenia f a M C H jest podprzestrzenia f-
niezmiennicza, to H zawiera podprzestrzen f-niezmiennicza N taka, ze p € N, dim N = dim M
oraz N jest rownolegla do M.

(b) Wykazaé, ze jedli przeksztalcenie f ma dokladnie jeden punkt staly, to kazda podprzestrzen
f-niezmiennicza zawiera ten punkt staty.
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