GAL II, Kolokwium 1 TEMAT A 27.03.2015

Kazda odpowiedz TRZEBA starannie uzasadni¢. Rozwiazanie kazdego zadania TRZEBA napisa¢ na
ODDZIELNEJ kartce (lub kartkach). Na kazdej kartce prosze podaé: imie, nazwisko (BARDZO CZYTEL-
NIE), numer indeksu osoby zdajacej, nazwisko prowadzacego ¢wiczenia lub numer grupy do ktérej osoba
zdajaca uczeszcza, numer rozwigzywanego zadania i litere tematu.

1. [18 punktéw]

Niech przeksztalcenie liniowe ¢ : R* - R? bedzie dane nastepujacym wzorem: ((x1, 22, x3,%4)) =
(1 4+ 22 + x4, 21 + 2x2 + T3 + 224, 221 + 322 + 3 + 324).

(a) Znalezé taka baze A przestrzeni R* oraz taka baze B przestrzeni R37 ze macierz M (gp)ﬁ =A=
[a;;] spemia: a;; =0 dla j = 3,4.

(b) Niech r(p) oznacza rzad przeksztalcenia ¢. ZnaleZé taka baze C przestrzeni R* oraz taka, baze
D przestrzeni RB, ze macierz M ()2 = B = [b;;] spemia: b;; =1 dlai=j=1,...,7(p) oraz
bi; = 0 dla pozostatych i, j.

2. [18 punktéw]

Rozpatrzmy endomorfizm ¢ : R® - R® zadany wzorem o((21, x2, x3)) = (—x1—3x2, 621482, 621 +
3o + 5$3).

(a) Czy endomorfizm ¢ jest diagonalizowalny? Jesli jest, to podaé baze przestrzeni R? zlozong z
wektoréw wlasnych endomorfizmu ¢. Jedli nie jest, to dlaczego?

(b) Niech A = M(p)s iniech A0 = B = [bi;]. Obliczy¢ by.

3. [10 punktéw]

(a) Podaé definicje podprzestrzeni p-niezmienniczej dla endomorfizmu ¢ : V' — V oraz definicje
wartosci wlasnej endomorfizmu ¢ : V. — V.

(b) Niech A, B € M, xn(K). Wykazaé, ze:
Istnieje macierz C' € M, x,(K) taka, ze B = C~'AC <= Istnieje endomorfizm ¢ : K™ — K"
oraz bazy A, B przestrzeni K™ takie, ze A = M(p)a, B = M(p)s.



GAL II, Kolokwium 1 TEMAT A 27.03.2015

Kazda odpowiedz TRZEBA starannie uzasadni¢. Rozwiazania zadan 4 i 6 TRZEBA napisa¢ na
ODDZIELNYCH kartkach. Na kazdej kartce prosze podaé: imie, nazwisko (BARDZO CZYTEL-
NIE), numer indeksu osoby zdajacej, nazwisko prowadzacego ¢wiczenia lub numer grupy do ktérej
osoba zdajaca uczeszcza, numer rozwigzywanego zadania i litere tematu.

4. [18 punktéw]

L1 1 -1 1 3 0 -3 0 0
. 4 5 -2 —6 3 60 0
Niech A = _é g ; B=1y o 2 19T 2 ¢ 0 -3

0 0 -1 4 2 —t 3 6

(a) Znalezé posta¢ Jordana macierzy A. Niech ¢ : R® —» R® bedzie endomorfizmem zadanym
warunkiem M (¢)s: = A. Znalezé baze Jordana dla ¢.

(b) Dla jakich t € R macierze B, C sa podobne?
5. [kazde pytanie za 3 punkty]

(a) ¢ € End(V), « jest wektorem wlasnym endomorfizmu ¢ o wartodci wlasnej a, 8 jest wektorem
wiasnym endomorfizmu ¢ o wartosci wlasnej b. Przypusémy, ze a+ 5 tez jest wektorem wlasnym
endomorfizmu . Czy wynika stad, ze a = b 7

(b) Cgzy istnieje endomorfizm rzeczywistej przestrzeni liniowej posiadajacy wektory wlasne a, 8,5
o wartosciach wlasnych 2, 5, -7 odpowiednio, spehiajace: o+ 8+ v = 07

(¢c) ¢ jest endomorfizmem 7-wymiarowej przestrzeni liniowej V. Przypusémy, ze 3 jest wartoscia
wlasna endomorfizmu ¢, przy czym dim V(3) = 6 oraz przypusémy, Ze ¢ nie jest monomor-
fizmem. Czy wynika stad, ze endomorfizm ¢ jest diagonalizowalny?



(d) Dane sa macierze A, B € Max2(R), o ktérych wiemy, ze nie sa diagonalne i maja wielomiany
charakterystyczne wa(\) = (2—\)? = wp(A). Czy wynika stad, ze macierze A, B sa podobne?

(e) Ile jest klas podobiefistwa macierzy w My 4(IR) o wielomianie charakterystycznym wynoszacym
(5 —\)*?

(f) Cazy istnieje macierz A € M, x,(R) taka, ze uklad I, A, A%, A3 ..., A" € M, x,(R) jest liniowo
niezalezny?

6. [18 punktéw]

Rozpatrzmy endomorfizm ¢ : V' — V przestrzeni liniowej V' nad cialem K.

(a) Niech W C V bedzie podprzestrzenia @-niezmiennnicza i niech aq,...,ax beda wektorami
wlasnymi endomorfizmu ¢ o parami réznych wartosciach wiasnych. Wykazaé, ze jesli zachodzi
ar...+apeW toaqu e Wdlai=1,... k.

(b) Wykazaé, ze jesli V' jest skoriczenie wymiarowa i K jest cialem algebraicznie domknietym, to:
endomorfizm ¢ jest diagonalizowalny <= dla kazdej podprzestrzeni p-niezmienniczej W C V
istnieje podprzestrzen ¢-niezmiennicza W' C V taka, ze V =W @ W’.



GAL II, Kolokwium 1 TEMAT B 27.03.2015

Kazda odpowiedz TRZEBA starannie uzasadni¢. Rozwiazanie kazdego zadania TRZEBA napisa¢ na
ODDZIELNEJ kartce (lub kartkach). Na kazdej kartce prosze podaé: imie, nazwisko (BARDZO CZYTEL-
NIE), numer indeksu osoby zdajacej, nazwisko prowadzacego ¢wiczenia lub numer grupy do ktérej osoba
zdajaca uczeszcza, numer rozwigzywanego zadania i litere tematu.

1. [18 punktéw]

Niech przeksztalcenie liniowe ¢ : R* - R? bedzie dane nastepujacym wzorem: ((x1, 22, x3,%4)) =
(1 4+ 23 + 4,21 + T2 + 223 + 324,221 + T2 + 323 + 424).

(a) Znalezé taka baze A przestrzeni R* oraz taka baze B przestrzeni R37 ze macierz M (gp)ﬁ =A=
[a;;] spemia: a;; =0 dla j = 3,4.

(b) Niech r(p) oznacza rzad przeksztalcenia ¢. ZnaleZé taka baze C przestrzeni R* oraz taka, baze
D przestrzeni RB, ze macierz M ()2 = B = [b;;] spemia: b;; =1 dlai=j=1,...,7(p) oraz
bi; = 0 dla pozostatych i, j.

2. [18 punktéw]

Rozpatrzmy endomorfizm ¢ : R® & R? zadany wzorem ¢((x1,z2,23)) = (—21 + 322, —621 +
8xo, —6x1 4+ 322 + 533‘3).

(a) Czy endomorfizm ¢ jest diagonalizowalny? Jesli jest, to podaé baze przestrzeni R? zlozong z
wektoréw wlasnych endomorfizmu ¢. Jedli nie jest, to dlaczego?

(b) Niech A = M(p)s iniech A0 = B = [bi;]. Obliczy¢ by.

3. [10 punktéw]

(a) Podaé definicje podprzestrzeni p-niezmienniczej dla endomorfizmu ¢ : V' — V oraz definicje
wartosci wlasnej endomorfizmu ¢ : V. — V.

(b) Niech A, B € M, xn(K). Wykazaé, ze:
Istnieje macierz C' € M, x,(K) taka, ze B = C~'AC <= Istnieje endomorfizm ¢ : K™ — K"
oraz bazy A, B przestrzeni K™ takie, ze A = M(p)a, B = M(p)s.



GAL II, Kolokwium 1 TEMAT B 27.03.2015

Kazda odpowiedz TRZEBA starannie uzasadni¢. Rozwiazania zadan 4 i 6 TRZEBA napisa¢ na
ODDZIELNYCH kartkach. Na kazdej kartce prosze podaé: imie, nazwisko (BARDZO CZYTEL-
NIE), numer indeksu osoby zdajacej, nazwisko prowadzacego ¢wiczenia lub numer grupy do ktérej
osoba zdajaca uczeszcza, numer rozwigzywanego zadania i litere tematu.

4. [18 punktéw]

0 1 1 0 -1 1 3 -1 -3 0 0
. 4 4 2 -6 3 5 0 0
Niech 4 = _é g g B=1o 0 1 19T 2 ¢ 1 -3
0 0 -1 3 2 ~t 3 5

(a) Znalezé posta¢ Jordana macierzy A. Niech ¢ : R® » R® bedzie endomorfizmem zadanym
warunkiem M (¢)s: = A. Znalezé baze Jordana dla ¢.

(b) Dla jakich t € R macierze B, C sa podobne?
5. [kazde pytanie za 3 punkty]

(a) ¢ € End(V), a jest wektorem wlasnym endomorfizmu ¢ o wartodci wlasnej a, 8 jest wektorem
wiasnym endomorfizmu ¢ o wartosci wlasnej b. Przypusémy, ze a+ 5 tez jest wektorem wlasnym
endomorfizmu . Czy wynika stad, ze a = b 7

(b) Cgzy istnieje endomorfizm rzeczywistej przestrzeni liniowej posiadajacy wektory wlasne a, 8,5
o wartosciach wlasnych 3, 2, -5 odpowiednio, speiajace: o+ 8+ v = 07

(¢c) ¢ jest endomorfizmem 6-wymiarowej przestrzeni liniowej V. Przypusémy, ze 4 jest wartoscia
wlasna endomorfizmu ¢, przy czym dim V(4) = 5 oraz przypusémy, Ze ¢ nie jest monomor-
fizmem. Czy wynika stad, ze endomorfizm ¢ jest diagonalizowalny?



(d) Dane sa macierze A, B € Max2(R), o ktérych wiemy, ze nie sa diagonalne i maja wielomiany
charakterystyczne wa(\) = (3—\)? = wp(A). Czy wynika stad, ze macierze A, B sa podobne?

(e) Ile jest klas podobiefistwa macierzy w My 4(IR) o wielomianie charakterystycznym wynoszacym
(2 - N)*?

(f) Cazy istnieje macierz A € M, x,(R) taka, ze uklad I, A, A%, A3 ..., A" € M, x,(R) jest liniowo
niezalezny?

6. [18 punktéw]

Rozpatrzmy endomorfizm ¢ : V' — V przestrzeni liniowej V' nad cialem K.

(a) Niech W C V bedzie podprzestrzenia @-niezmiennnicza i niech aq,...,ax beda wektorami
wlasnymi endomorfizmu ¢ o parami réznych wartosciach wiasnych. Wykazaé, ze jesli zachodzi
ar...+apeW toaqu e Wdlai=1,... k.

(b) Wykazaé, ze jesli V' jest skoriczenie wymiarowa i K jest cialem algebraicznie domknietym, to:
endomorfizm ¢ jest diagonalizowalny <= dla kazdej podprzestrzeni p-niezmienniczej W C V
istnieje podprzestrzen ¢-niezmiennicza W' C V taka, ze V =W @ W’.



