
GAL II, Kolokwium 1 TEMAT A 27.03.2015

Każda↪ odpowiedź TRZEBA starannie uzasadnić. Rozwia↪zanie każdego zadania TRZEBA napisać na
ODDZIELNEJ kartce (lub kartkach). Na każdej kartce prosze↪ podać: imie↪, nazwisko (BARDZO CZYTEL-
NIE), numer indeksu osoby zdaja↪cej, nazwisko prowadza↪cego ćwiczenia lub numer grupy do której osoba
zdaja↪ca ucze↪szcza, numer rozwia↪zywanego zadania i litere↪ tematu.

1. [18 punktów]

Niech przekszta lcenie liniowe ϕ : R4 → R3
be↪dzie dane naste↪puja↪cym wzorem: ϕ((x1, x2, x3, x4)) =

(x1 + x2 + x4, x1 + 2x2 + x3 + 2x4, 2x1 + 3x2 + x3 + 3x4).

(a) Znaleźć taka↪ baze↪ A przestrzeni R4
oraz taka↪ baze↪ B przestrzeni R3

, że macierz M(ϕ)BA = A =
[aij ] spe lnia: aij = 0 dla j = 3, 4.

(b) Niech r(ϕ) oznacza rza↪d przekszta lcenia ϕ. Znaleźć taka↪ baze↪ C przestrzeni R4
oraz taka↪ baze↪

D przestrzeni R3
, że macierz M(ϕ)DC = B = [bij ] spe lnia: bij = 1 dla i = j = 1, . . . , r(ϕ) oraz

bij = 0 dla pozosta lych i, j.

2. [18 punktów]

Rozpatrzmy endomorfizm ϕ : R3 → R3
zadany wzorem ϕ((x1, x2, x3)) = (−x1−3x2, 6x1+8x2, 6x1+

3x2 + 5x3).

(a) Czy endomorfizm ϕ jest diagonalizowalny? Jeśli jest, to podać baze↪ przestrzeni R3
z lożona↪ z

wektorów w lasnych endomorfizmu ϕ. Jeśli nie jest, to dlaczego?

(b) Niech A = M(ϕ)st i niech A100 = B = [bij ]. Obliczyć b11.

3. [10 punktów]

(a) Podać definicje↪ podprzestrzeni ϕ-niezmienniczej dla endomorfizmu ϕ : V → V oraz definicje↪
wartości w lasnej endomorfizmu ϕ : V → V .

(b) Niech A,B ∈Mn×n(K). Wykazać, że:

Istnieje macierz C ∈Mn×n(K) taka, że B = C−1AC ⇐⇒ Istnieje endomorfizm ϕ : Kn → Kn

oraz bazy A,B przestrzeni Kn takie, że A = M(ϕ)A, B = M(ϕ)B.



GAL II, Kolokwium 1 TEMAT A 27.03.2015

Każda↪ odpowiedź TRZEBA starannie uzasadnić. Rozwia↪zania zadań 4 i 6 TRZEBA napisać na
ODDZIELNYCH kartkach. Na każdej kartce prosze↪ podać: imie↪, nazwisko (BARDZO CZYTEL-
NIE), numer indeksu osoby zdaja↪cej, nazwisko prowadza↪cego ćwiczenia lub numer grupy do której
osoba zdaja↪ca ucze↪szcza, numer rozwia↪zywanego zadania i litere↪ tematu.

4. [18 punktów]

Niech A =

 1 1 1
−1 3 2

0 0 2

, B =


1 −1 1 3
4 5 −2 −6
0 0 2 1
0 0 −1 4

, C =


0 −3 0 0
3 6 0 0
2 t 0 −3
−2 −t 3 6

.

(a) Znaleźć postać Jordana macierzy A. Niech ϕ : R3 → R3
be↪dzie endomorfizmem zadanym

warunkiem M(ϕ)st = A. Znaleźć baze↪ Jordana dla ϕ.

(b) Dla jakich t ∈ R macierze B,C sa↪ podobne?

5. [każde pytanie za 3 punkty]

(a) ϕ ∈ End(V ), α jest wektorem w lasnym endomorfizmu ϕ o wartości w lasnej a, β jest wektorem
w lasnym endomorfizmu ϕ o wartości w lasnej b. Przypuśćmy, że α+β też jest wektorem w lasnym
endomorfizmu ϕ. Czy wynika sta↪d, że a = b ?

(b) Czy istnieje endomorfizm rzeczywistej przestrzeni liniowej posiadaja↪cy wektory w lasne α, β, γ
o wartościach w lasnych 2, 5, -7 odpowiednio, spe lniaja↪ce: α+ β + γ = 0?

(c) ϕ jest endomorfizmem 7-wymiarowej przestrzeni liniowej V . Przypuśćmy, że 3 jest wartościa↪
w lasna↪ endomorfizmu ϕ, przy czym dimV(3) = 6 oraz przypuśćmy, że ϕ nie jest monomor-
fizmem. Czy wynika sta↪d, że endomorfizm ϕ jest diagonalizowalny?



(d) Dane sa↪ macierze A,B ∈ M2×2(R), o których wiemy, że nie sa↪ diagonalne i maja↪ wielomiany
charakterystyczne wA(λ) = (2−λ)2 = wB(λ). Czy wynika sta↪d, że macierze A,B sa↪ podobne?

(e) Ile jest klas podobieństwa macierzy w M4×4(R) o wielomianie charakterystycznym wynosza↪cym
(5− λ)4?

(f) Czy istnieje macierz A ∈Mn×n(R) taka, że uk lad I, A,A2, A3, . . . , An ∈Mn×n(R) jest liniowo
niezależny?

6. [18 punktów]

Rozpatrzmy endomorfizm ϕ : V → V przestrzeni liniowej V nad cia lem K.

(a) Niech W ⊂ V be↪dzie podprzestrzenia↪ ϕ-niezmiennnicza↪ i niech α1, . . . , αk be↪da↪ wektorami
w lasnymi endomorfizmu ϕ o parami różnych wartościach w lasnych. Wykazać, że jeśli zachodzi
α1 . . .+ αk ∈W , to αi ∈W dla i = 1, . . . , k.

(b) Wykazać, że jeśli V jest skończenie wymiarowa i K jest cia lem algebraicznie domknie↪tym, to:
endomorfizm ϕ jest diagonalizowalny ⇐⇒ dla każdej podprzestrzeni ϕ-niezmienniczej W ⊂ V
istnieje podprzestrzeń ϕ-niezmiennicza W ′ ⊂ V taka, że V = W ⊕W ′.



GAL II, Kolokwium 1 TEMAT B 27.03.2015

Każda↪ odpowiedź TRZEBA starannie uzasadnić. Rozwia↪zanie każdego zadania TRZEBA napisać na
ODDZIELNEJ kartce (lub kartkach). Na każdej kartce prosze↪ podać: imie↪, nazwisko (BARDZO CZYTEL-
NIE), numer indeksu osoby zdaja↪cej, nazwisko prowadza↪cego ćwiczenia lub numer grupy do której osoba
zdaja↪ca ucze↪szcza, numer rozwia↪zywanego zadania i litere↪ tematu.

1. [18 punktów]

Niech przekszta lcenie liniowe ϕ : R4 → R3
be↪dzie dane naste↪puja↪cym wzorem: ϕ((x1, x2, x3, x4)) =

(x1 + x3 + x4, x1 + x2 + 2x3 + 3x4, 2x1 + x2 + 3x3 + 4x4).

(a) Znaleźć taka↪ baze↪ A przestrzeni R4
oraz taka↪ baze↪ B przestrzeni R3

, że macierz M(ϕ)BA = A =
[aij ] spe lnia: aij = 0 dla j = 3, 4.

(b) Niech r(ϕ) oznacza rza↪d przekszta lcenia ϕ. Znaleźć taka↪ baze↪ C przestrzeni R4
oraz taka↪ baze↪

D przestrzeni R3
, że macierz M(ϕ)DC = B = [bij ] spe lnia: bij = 1 dla i = j = 1, . . . , r(ϕ) oraz

bij = 0 dla pozosta lych i, j.

2. [18 punktów]

Rozpatrzmy endomorfizm ϕ : R3 → R3
zadany wzorem ϕ((x1, x2, x3)) = (−x1 + 3x2,−6x1 +

8x2,−6x1 + 3x2 + 5x3).

(a) Czy endomorfizm ϕ jest diagonalizowalny? Jeśli jest, to podać baze↪ przestrzeni R3
z lożona↪ z

wektorów w lasnych endomorfizmu ϕ. Jeśli nie jest, to dlaczego?

(b) Niech A = M(ϕ)st i niech A100 = B = [bij ]. Obliczyć b11.

3. [10 punktów]

(a) Podać definicje↪ podprzestrzeni ϕ-niezmienniczej dla endomorfizmu ϕ : V → V oraz definicje↪
wartości w lasnej endomorfizmu ϕ : V → V .

(b) Niech A,B ∈Mn×n(K). Wykazać, że:

Istnieje macierz C ∈Mn×n(K) taka, że B = C−1AC ⇐⇒ Istnieje endomorfizm ϕ : Kn → Kn

oraz bazy A,B przestrzeni Kn takie, że A = M(ϕ)A, B = M(ϕ)B.



GAL II, Kolokwium 1 TEMAT B 27.03.2015

Każda↪ odpowiedź TRZEBA starannie uzasadnić. Rozwia↪zania zadań 4 i 6 TRZEBA napisać na
ODDZIELNYCH kartkach. Na każdej kartce prosze↪ podać: imie↪, nazwisko (BARDZO CZYTEL-
NIE), numer indeksu osoby zdaja↪cej, nazwisko prowadza↪cego ćwiczenia lub numer grupy do której
osoba zdaja↪ca ucze↪szcza, numer rozwia↪zywanego zadania i litere↪ tematu.

4. [18 punktów]

Niech A =

 2 1 1
−1 4 2

0 0 3

, B =


0 −1 1 3
4 4 −2 −6
0 0 1 1
0 0 −1 3

, C =


−1 −3 0 0

3 5 0 0
2 t −1 −3
−2 −t 3 5

.

(a) Znaleźć postać Jordana macierzy A. Niech ϕ : R3 → R3
be↪dzie endomorfizmem zadanym

warunkiem M(ϕ)st = A. Znaleźć baze↪ Jordana dla ϕ.

(b) Dla jakich t ∈ R macierze B,C sa↪ podobne?

5. [każde pytanie za 3 punkty]

(a) ϕ ∈ End(V ), α jest wektorem w lasnym endomorfizmu ϕ o wartości w lasnej a, β jest wektorem
w lasnym endomorfizmu ϕ o wartości w lasnej b. Przypuśćmy, że α+β też jest wektorem w lasnym
endomorfizmu ϕ. Czy wynika sta↪d, że a = b ?

(b) Czy istnieje endomorfizm rzeczywistej przestrzeni liniowej posiadaja↪cy wektory w lasne α, β, γ
o wartościach w lasnych 3, 2, -5 odpowiednio, spe lniaja↪ce: α+ β + γ = 0?

(c) ϕ jest endomorfizmem 6-wymiarowej przestrzeni liniowej V . Przypuśćmy, że 4 jest wartościa↪
w lasna↪ endomorfizmu ϕ, przy czym dimV(4) = 5 oraz przypuśćmy, że ϕ nie jest monomor-
fizmem. Czy wynika sta↪d, że endomorfizm ϕ jest diagonalizowalny?



(d) Dane sa↪ macierze A,B ∈ M2×2(R), o których wiemy, że nie sa↪ diagonalne i maja↪ wielomiany
charakterystyczne wA(λ) = (3−λ)2 = wB(λ). Czy wynika sta↪d, że macierze A,B sa↪ podobne?

(e) Ile jest klas podobieństwa macierzy w M4×4(R) o wielomianie charakterystycznym wynosza↪cym
(2− λ)4?

(f) Czy istnieje macierz A ∈Mn×n(R) taka, że uk lad I, A,A2, A3, . . . , An ∈Mn×n(R) jest liniowo
niezależny?

6. [18 punktów]

Rozpatrzmy endomorfizm ϕ : V → V przestrzeni liniowej V nad cia lem K.

(a) Niech W ⊂ V be↪dzie podprzestrzenia↪ ϕ-niezmiennnicza↪ i niech α1, . . . , αk be↪da↪ wektorami
w lasnymi endomorfizmu ϕ o parami różnych wartościach w lasnych. Wykazać, że jeśli zachodzi
α1 . . .+ αk ∈W , to αi ∈W dla i = 1, . . . , k.

(b) Wykazać, że jeśli V jest skończenie wymiarowa i K jest cia lem algebraicznie domknie↪tym, to:
endomorfizm ϕ jest diagonalizowalny ⇐⇒ dla każdej podprzestrzeni ϕ-niezmienniczej W ⊂ V
istnieje podprzestrzeń ϕ-niezmiennicza W ′ ⊂ V taka, że V = W ⊕W ′.


