GAL II, Egzamin TEMAT A 26.06.2015

Kazda odpowiedz TRZEBA starannie uzasadnié¢. Rozwiazanie kazdego zadania TRZEBA napisaé¢ na OD-
DZIELNEJ kartce (lub kartkach). Na kazdej kartce prosze podaé: imie, nazwisko (BARDZO CZYTELNIE),
numer indeksu osoby zdajacej, nazwisko prowadzacego ¢wiczenia lub numer grupy do ktérej osoba zdajaca
uczeszcza, numer rozwiazywanego zadania i litere tematu.

1. [40 punktéw]

1 010 4 -2 0 0

. . 01 00 3 -1 0 0

Dane sg macierze rzeczywiste A = 101 01 B = 0 01 1
0 0 0 2 0 0 1 1

iloczynem skalarnym?
UWAGA: W pytaniach (a) i (¢), jesli odpowiedZ jest tak, to podaé przyktad szukanej macierzy,
jesli odpowiedz jest nie, to uzasadnié¢ dlaczego taka macierz nie istnieje.

2. [40 punktéw]
Forma dwuliniowa  : R® x R — R dana jest wzorem h((x1,x2,x3), (Y1, Y2, y3)) =

= z1y1 + 2x2Y2 — T3Y3 + 271Y2 + 2T2y1 + Toy3 + T3Y2.

(a) Znalezé baze prostopadly przestrzeni dwuliniowej (R?, h).

(b) Niech W = 1in ((0,1,0), (0,0, 1)). Czy zachodzi R® = W & W+?

(¢) Czy dla kazdej 1-wymiarowej podprzestrzeni Z przestrzeni dwuliniowej (RS, h) mamy
R’ =27z 247

(d) Niech g : R® - R bedzie forma kwadratowa zwiazang z forma dwuliniowa h warunkiem: dla
kazdego (x1,x2,23) € R? g((x1,x2,23)) = h((x1, 22, 23), (€1, T2, T3)).

Niech X = {(z1,22,23) € R? | g((z1,x2,x3)) + 222 + 1 = 0}. Okredli¢ typ afiniczny hiperpo-
wierzchni X i wykonaé szkicowy rysunek.

3. [30 punktéw]

(a) Podaé definicje formy dwuliniowej i formy kwadratowej na przestrzeni liniowej oraz definicje
funkcji wielomianowej na przestrzeni afiniczne;j.

(b) Niech ay,...,a, bedzie baza ortonormalna przestrzeni euklidesowej liniowej (V, < , >). Wyka-
zaé, ze dla kazdego wektora o € V jego wspoélrzedne w bazie ag, ..., q, wynosza: < a,a; >,
<oyag >, ..., <o >

(c) Niech h : W x W — R bedzie taka forma dwuliniowa symetryczna na rzeczywistej przestrzeni
liniowej W, ze dla pewnej bazy prostopadlej a, . . ., a;, przestrzeni dwuliniowej (W, h) zachodzi:
Viz1,..n h(ai,a;) > 0. Wykazaé, ze h jest iloczynem skalarnym.

,,,,,



GAL II, Egzamin TEMAT A 26.06.2015

Kazda odpowiedZ TRZEBA starannie uzasadni¢. Rozwiazania zadan 4 i 6 TRZEBA napisa¢ na
ODDZIELNYCH kartkach. Na kazdej kartce prosze podaé: imie, nazwisko (BARDZO CZYTELNIE),
numer indeksu osoby zdajacej, nazwisko prowadzacego ¢wiczenia lub numer grupy do ktoérej osoba
zdajaca uczeszcza, numer rozwiazywanego zadania i litere tematu.

4. [30 punktéw]
W przestrzeni R® zadany jest standardowy iloczyn skalarny.
(a) Niech f : R® - R® bedzie dane wzorem f((x1,x2,x3)) = %(—m + 229 + axs, 2x1 + bxo +
223, cr1 +dwy —x3) gdzie a,b, ¢, d € R. Dla jakich a,b, ¢, d € R przeksztalcenie f jest izometrig?

(b) Niech g : R® - R? bedzie symetria prostopadta wzgledem plaszczyzny H opisanej réwnaniem
x1 + 29 — 23 = 6. Znalezé uklad réwnan opisujacy prosta M = (1,0,1) 4+ 1lin ((2,1,0)) i znalezé
parametryzacje prostej g(M).

(¢) Niech L = (1,0,0) +1lin ((1,—1,-1)), K = (5,3,—2) + lin((1,2,—1)) i niech » : R> — R?
bedzie rézna od identycznosci izometria spelniajaca warunki: h(p) = p dla kazdego p € L oraz
h(q) € K dla kazdego q € K. Obliczyé¢ h((2,—3,1)).

5. [kazde pytanie za 5 punktdw]

(a) Liczba zespolona z jest warto$cia wlasna macierzy A € M, x,(R). Czy liczba sprzezona do z
wowcezas tez jest wartodcig wlasng macierzy A?

(b) Przestrzen dwuliniowa (V,h) na cialem R nie ma niezerowych wektoréw izotropowych. Czy
musi ona by¢ przestrzenia euklidesowa liniowa?

(c) Macierze symetryczne A, B € M,,«,(R) sa podobne. Czy wynika stad, ze A, B sa kongruentne
nad R?



(d) W n wymiarowe]j przestrzeni euklidesowej afinicznej (H,< ,>) dana jest podprzestrzen M
wymiaru n — 1. Niech f bedzie izometria przestrzeni (H, < ,>). Ile jest réznych od f izometrii
g przestrzeni (H, < ,>) spelniajacych: dla kazdego p € M f(p) = g(p)?

(e) W rzeczywistej przestrzeni liniowej V' wymiaru 9 dane sa podprzestrzenie W, Z przy czym
dimW = 2,dimZ = 7 oraz W N Z = {0}. Czy istnieje taki izomorfizm ¢ : V. — V, ze
podprzestrzenie W, Z sa ¢—niezmiennicze i izomorfizm ¢ zachowuje orientacje przestrzeni V i
Z a zmienia orientacje przestrzeni W7

(f) Endomorfizm n wymiarowe]j rzeczywistej przestrzeni liniowej nie ma wektora wlasnego. Czy
wynika stad, ze n jest parzyste?

6. [30 punktéw]

Niech (V,h) bedzie przestrzenia dwuliniowa nad cialem R. Méwimy, ze izomorfizm ¢ : V — V
jest automorfizmem przestrzeni dwuliniowej (V) h), jesli dla kazdych wektoréw o, € V mamy
h(a, B) = h(p(), ¢(8)). Wykazac, ze

(a) Zlozenie dwéch automorfizméw przestrzeni (V, h) jest automorfizmem przestrzeni (V, h).

(b) Dla kazdej nieosobliwej podprzestrzeni W C V przeksztalcenie ¢ : V' — V zadane: p(a) = «
dla kazdego a € W oraz ¢(a) = —a dla kazdego o € W+ jest automorfizmem przestrzeni
(V.h).

(c) Jesli o, B € V sa nieizotropowe i spelniaja h(a,a) = h(8, 3), to istnieje automorfizm ¢ prze-
strzeni (V, h) taki, ze p(a) = (.



GAL 11, Egzamin TEMAT B 26.06.2015

Kazda odpowiedz TRZEBA starannie uzasadnié¢. Rozwiazanie kazdego zadania TRZEBA napisaé¢ na OD-
DZIELNEJ kartce (lub kartkach). Na kazdej kartce prosze podaé: imie, nazwisko (BARDZO CZYTELNIE),
numer indeksu osoby zdajacej, nazwisko prowadzacego ¢wiczenia lub numer grupy do ktérej osoba zdajaca
uczeszcza, numer rozwiazywanego zadania i litere tematu.

1. [40 punktéw]

2 0 00 5 =3 0 0

. . 01 0 1 4 -2 0 O

Dane sg macierze rzeczywiste A = 00 10| B = 0 01 1
01 01 0 0 1 1

iloczynem skalarnym?
UWAGA: W pytaniach (a) i (¢), jesli odpowiedZ jest tak, to podaé przyktad szukanej macierzy,
jesli odpowiedz jest nie, to uzasadnié¢ dlaczego taka macierz nie istnieje.

2. [40 punktéw]
Forma dwuliniowa 7 : R® x R — R dana jest wzorem h((x1,x2,x3), (Y1, Y2, y3)) =

= T1Y1 + T2Y2 — T3Yys + T1Y2 + T2y1 + T2ys + T3y2.

(a) Znalezé baze prostopadly przestrzeni dwuliniowej (R, h).

(b) Niech W = 1in ((0,1,0), (0,0, 1)). Czy zachodzi R® = W & W+?

(¢) Czy dla kazdej 1-wymiarowej podprzestrzeni Z przestrzeni dwuliniowej (RS, h) mamy
R’ =27z 247

(d) Niech g : R® - R bedzie forma kwadratowa zwiazang z forma dwuliniowa h warunkiem: dla
kazdego (x1,x2,23) € R? g((x1,x2,23)) = h((x1, 22, 23), (€1, T2, T3)).

Niech X = {(z1,22,23) € R? | g((z1,x2,x3)) — 221 + 5 = 0}. Okredli¢ typ afiniczny hiperpo-
wierzchni X i wykonaé szkicowy rysunek.

3. [30 punktéw]

(a) Podaé definicje formy dwuliniowej i formy kwadratowej na przestrzeni liniowej oraz definicje
funkcji wielomianowej na przestrzeni afiniczne;j.

(b) Niech ay,...,a, bedzie baza ortonormalna przestrzeni euklidesowej liniowej (V, < , >). Wyka-
zaé, ze dla kazdego wektora o € V jego wspoélrzedne w bazie ag, ..., q, wynosza: < a,a; >,
<oyag >, ..., <o >

(c) Niech h : W x W — R bedzie taka forma dwuliniowa symetryczna na rzeczywistej przestrzeni
liniowej W, ze dla pewnej bazy prostopadlej a, . . ., a;, przestrzeni dwuliniowej (W, h) zachodzi:
Viz1,..n h(ai,a;) > 0. Wykazaé, ze h jest iloczynem skalarnym.

,,,,,



GAL 11, Egzamin TEMAT B 26.06.2015

Kazda odpowiedZ TRZEBA starannie uzasadnié¢. Rozwiazania zadan 4 i 6 TRZEBA napisa¢ na
ODDZIELNYCH kartkach. Na kazdej kartce prosze podaé: imie, nazwisko (BARDZO CZYTELNIE),
numer indeksu osoby zdajacej, nazwisko prowadzacego ¢wiczenia lub numer grupy do ktoérej osoba
zdajaca uczeszcza, numer rozwiazywanego zadania i litere tematu.

4. [30 punktéw]
W przestrzeni R® zadany jest standardowy iloczyn skalarny.
(a) Niech f : R® - R® bedzie dane wzorem f((x1,za,23)) = %(am1+2m2+2x3, 2271 +bxa+crs, 271+
dwy — x3) gdzie a,b,c,d € R. Dla jakich a,b, c,d € R przeksztalcenie f jest izometria?

(b) Niech g : R® - R? bedzie symetria prostopadta wzgledem plaszczyzny H opisanej réwnaniem
x1 — 2 + 23 = 6. Znalezé uklad réwnan opisujacy prosta M = (1,1,0) 4 lin ((2,0,1)) i znalezé
parametryzacje prostej g(M).

(¢) Niech L = (0,0,1) +lin((—=1,-1,1)), K = (=2,3,5) + lin((~1,2,1)) i niech » : R> — R?
bedzie rézna od identycznosci izometria spelniajaca warunki: h(p) = p dla kazdego p € L oraz
h(q) € K dla kazdego q € K. Obliczy¢ h((1,—-3,2)).

5. [kazde pytanie za 5 punktdw]

(a) Liczba zespolona z jest warto$cia wlasna macierzy A € M, x,(R). Czy liczba sprzezona do z
wowcezas tez jest wartodcig wlasng macierzy A?

(b) Przestrzen dwuliniowa (V,h) na cialem R nie ma niezerowych wektoréw izotropowych. Czy
musi ona by¢ przestrzenia euklidesowa liniowa?

(c) Macierze symetryczne A, B € M,,«,(R) sa podobne. Czy wynika stad, ze A, B sa kongruentne
nad R?



(d) W n wymiarowe]j przestrzeni euklidesowej afinicznej (H,< ,>) dana jest podprzestrzen M
wymiaru n — 1. Niech f bedzie izometria przestrzeni (H, < ,>). Ile jest réznych od f izometrii
g przestrzeni (H, < ,>) spelniajacych: dla kazdego p € M f(p) = g(p)?

(e) W rzeczywistej przestrzeni liniowej V' wymiaru 9 dane sa podprzestrzenie W, Z przy czym
dimW = 2,dimZ = 7 oraz W N Z = {0}. Czy istnieje taki izomorfizm ¢ : V. — V, ze
podprzestrzenie W, Z sa ¢—niezmiennicze i izomorfizm ¢ zachowuje orientacje przestrzeni V i
Z a zmienia orientacje przestrzeni W7

(f) Endomorfizm n wymiarowe]j rzeczywistej przestrzeni liniowej nie ma wektora wlasnego. Czy
wynika stad, ze n jest parzyste?

6. [30 punktéw]

Niech (V,h) bedzie przestrzenia dwuliniowa nad cialem R. Méwimy, ze izomorfizm ¢ : V — V
jest automorfizmem przestrzeni dwuliniowej (V) h), jesli dla kazdych wektoréw o, € V mamy
h(a, B) = h(p(), ¢(8)). Wykazac, ze

(a) Zlozenie dwéch automorfizméw przestrzeni (V, h) jest automorfizmem przestrzeni (V, h).

(b) Dla kazdej nieosobliwej podprzestrzeni W C V przeksztalcenie ¢ : V' — V zadane: p(a) = «
dla kazdego a € W oraz ¢(a) = —a dla kazdego o € W+ jest automorfizmem przestrzeni
(V.h).

(c) Jesli o, B € V sa nieizotropowe i spelniaja h(a,a) = h(8, 3), to istnieje automorfizm ¢ prze-
strzeni (V, h) taki, ze p(a) = (.



