GAL, Kolokwium 4, Zestaw A

23 maja 2014

Kazda odpowiedz TRZEBA starannie uzasadni¢. Rozwiazanie kazdego zadania TRZEBA napisa¢ na
ODDZIELNEJ kartce lub kartkach. Na kazdej kartce prosze (CZYTELNIE )

podac: imie, nazwisko, numer indeksu osoby zdajacej, numer grupy ¢wiczeniowej lub nazwisko prowa-
dzacego, numer zadania i litere zestawu.

Zadanie 1.

Dla jakich t € R forma dwuliniowa h; : R? x R? — R zadana wzorem

he((21, 22, 23), (Y1, Y2, ¥3)) = 221y1 + to1ys + toays + 231 + (2 — 1) 23Y3

jest iloczynem skalarnym na R? ? Dla kazdego takiego ¢t w przestrzeni (R?, h;) znalezé baze przestrzeni
W+, gdzie W = {(x1, 70, 23) € R? | x3=0}.

Zadanie 2.

W (R?, <, >) znalez¢ baze prostopadta przestrzeni

W = {(z1,22,73,74) ER* | 21+ a9— 23 —14=0=21x; + 24}
oraz znalez¢ parametryzacje prostej bedacej rzutem prostopadtym prostej
af((1,1,0,1),(1,0,0,—1)) na W.

Zadanie 3.

a) Dla jakich s,t € R istnieje taka izometria f przestrzeni (R?, <, >) taka, ze
£(1,0,0) = s(1,1,¢) , (0,0,1) = s(t,1,1)?

b) Znalez¢ zbiér wszystkich takich punktéw ¢ € R? | dla ktérych istnieje izometria g przestrzeni
(R3, <, >4 ) spelniajaca warunki:

g((lvoa 1)) = (O’ 070) ) g((la 1, 1)) = (0707 1)a
g((l,0,0)) = (O> 1, 0) ) g((2> 1, 1)) =4q.



GAL, Kolokwium 4, Zestaw B

23 maja 2014

Kazda odpowiedz TRZEBA starannie uzasadni¢. Rozwiazanie kazdego zadania TRZEBA napisa¢ na
ODDZIELNEJ kartce lub kartkach. Na kazdej kartce prosze (CZYTELNIE )

podac: imie, nazwisko, numer indeksu osoby zdajacej, numer grupy ¢wiczeniowej lub nazwisko prowa-
dzacego, numer zadania i litere zestawu.

Zadanie 1.

Dla jakich ¢ € R forma dwuliniowa h; : R? x R? — R zadana wzorem

he((21, 22, 73), (Y1, Y2, ¥3)) = (2 — t)w1y1 + T1Y3 + twoys + tx3y1 + 223Y3

jest iloczynem skalarnym na R? ? Dla kazdego takiego ¢t w przestrzeni (R?, h;) znalezé baze przestrzeni
W+, gdzie W = {(x1, 79, 23) € R? | x3=0}.

Zadanie 2.

W (R?, <, >) znalez¢ baze prostopadla przestrzeni

W = {(z1, 29, 73,24) ER* |2y — 29 + 23 —24 =0 =21 + 24}
oraz znalez¢ parametryzacje prostej bedacej rzutem prostopadtym prostej
af((1,0,1,1),(1,0,0,—1)) na W.

Zadanie 3.

a) Dla jakich s,t € R istnieje taka izometria f przestrzeni (R?, <, >) taka, ze
£(1,0,0) = s(t,1,1) , f(0,0,1) = s(1,1,t)?

b) Znalez¢ zbiér wszystkich takich punktéw ¢ € R? | dla ktérych istnieje izometria g przestrzeni
(R3, <, >4 ) spelniajaca warunki:

g((ov L, 1)) = (O’ 070) ) g((la 1, 1)) = (0707 1)a
g((07 170)) = (O> 170) ) g<<1>27 1)) =4q.



Imie i nazwisko numer indeksu grupa lub nazwisko osoby prowadzacej ¢wiczenia

Zadanie 4. Niech V oznacza przestrzen liniowa macierzy M, ., (R) o wyrazach rzeczywistych i niech
A € V bedzie macierza symetryczna. Niech h : V x V — R bedzie dane wzorem h(X,Y) = tr(XTAY)

dla kazdych X,Y € V| gdzie tr(B) = i b;; oznacza $lad macierzy B = [b;;] € V.

=1
a) Pokazal, ze jezeli A jest macierza iloczynu skalarnego na R™ | to h jest iloczynem skalarnym na V.
b) Pokazaé, ze jezeli h jest iloczynem skalarnym na V', to A jest macierza iloczynu skalarnego na R”™.
Zadanie 5. Poda¢ dowdd twierdzenia méwiacego, ze jezeli (V, <, > |y) 1 (W, <, > |w) sa przestrzeniami

euklidesowymi liniowymi, 4 jest baza ortonormalna V' i B jest baza ortonormalna W, to przeksztatcenie
liniowe ¢ : V — W jest izometria wtedy i tylko wtedy gdy macierz M(¢)5 jest macierza ortogonalna.

Zadanie 6. Prosze ponizej odpowiedzie¢ z uzasadnieniem na nastepujace pytania:

1. Niech h : V x V — R bedzie iloczynem skalarnym, A = {aq,...,a,,} bedzie baza V i niech
G(h; A) = [a;;]. Czy a; > 0 dla kazdego i = 1,...,n?

2. Niech h : V' x V' — R bedzie forma dwuliniowa symetryczna, A = {ay, ..., a,, } bedzie baza V' i niech
G(h; A) = [ai;]. Zatézmy, ze a; > 0 dla kazdego @ = 1,...,n. Czy jest prawda, ze h jest iloczynem
skalarnym 7
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3.Niech (H, <, >) bedzie euklidesowa przestrzenig afiniczna wymiaru 3, Z C H podprzestrzenia afi-
niczna wymiaru 2, f : Z — Z taka funkcja, ze p(p,q) = p(f(p), f(q)) dla kazdych p,q € Z. Ile jest
izometrii g : H — H takich, ze g(p) = f(p) dla kazdego p € Z.

4. Niech (V, <, >) bedzie liniowa przestrzenia euklidesowa i niech ¢ : V' — V bedzie przeksztalceniem
samosprzezonym. Czy dla kazdej bazy A przestrzeni V macierz M ()% jest symetryczna?

5. Niech (H, h) bedzie przestrzenia afiniczna euklidesowa, M C H podprzestrzenia afiniczng H, p € H,
rzutem prostopadtym p na M. Czy jest prawda, ze p(p,q') > p(p,q) dla kazdego ¢ € M ?

6. Niech (V| <, >) bedzie przestrzenia euklidesowa liniowa, ¢ : V' — V izomorfizmem liniowym zmie-
niajacym orientacje. Czy istnieje izomorfizm ¢ : V' — V taki, ze ¢ o ¢ zachowuje orientacje ?



