GAL, Kolokwium 3, Zestaw A

3 kwietnia 2014

Kazda odpowiedz TRZEBA starannie uzasadnié. Rozwigzanie kazdego zadania TRZEBA napisaé na
ODDZIELNEJ kartce lub kartkach. Na kazdej kartce prosze (CZYTELNIE )

podagé: imie, nazwisko, numer indeksu osoby zdajacej, numer grupy ¢wiczeniowej lub nazwisko prowadzacego,
numer zadania i litere zestawu.

Zadanie 1. Dane sa macierze

3 =2 0 0 -1 0 0 O
8 -5 0 O t -1 0 O
A= -2 1 -2 1 B= 0o 1 -1 0
-2 1 -1 0 1 0 0 -1

a) Znalezé postaé Jordana macierzy A.
b) Dla jakich ¢ € R macierze A i B sa podobne?

Zadanie 2. Endomorfizm ¢ : R? — R? jest dany wzorem

O((z1, 22, 23)) = (31, 1 + 229 + T3, T1 + T2 + 223).

a) Znalez¢ wektory wlasne i bazy przestrzeni wlasnych endomorfizmu ¢. Czy endomorfizm ¢ jest diagonali-
zowalny?

b) Niech A = M(¢)3t. Obliczyé A™ dla m € N.

Zadanie 3. W R* dane sa podprzestrzenie afiniczne H = af ((1,0,07 1),(2,1,0,2),(1,1,1,1),(2,2, 1,3))
i M opisana uktadem réwnan

1 — 219 + 13 = 1
2r1 — bx9 + 3x3 + 2x4 = 2 .
41 — 9x2 + bxy 4+ 224 = 4

a) Znalezé parametryzacje przestrzeni H i uktad réwnan opisujacy H.
b) Znalezé obraz punktu p = (1,1,1,1) w symetrii wzgledem M wzdluz W = lin ((1, 1,0,0),(1,0,0, 1))

Zadanie 4.

a) W przestrzeni afinicznej R? dana jest prosta L opisana réwnaniem azi + bra + ¢ = 0 oraz dany jest
izomorfizm afiniczny f : R? — R? okreélony wzorem f(x1,72) = (anz1 + a1axo + b1, ag1x1 + asoxs + bo).
Wykazaé, ze obrazem prostej L w izomorfizmie f jest prosta o rownaniu

a1 aip b —1
det | as1 age by —x9 | =0.
a b c
b) W przestrzeni afinicznej R"™ dana jest podprzestrzen afiniczna L opisana réwnaniem
€171 + 22 + ... + ch Ty + cpp1 = 0 oraz dany jest izomorfizm afiniczny f : R™ — R"™ okre$lony wzorem
f(l‘l,m'g, ,l‘n) = (an{L'l + ... +aipr, + bl, a21x1 + ... + aonTy + bg, veey Qp1T1 + oo + ATy + bn)

Wykazaé, ze obrazem L w izomorfizmie f jest przestrzen afiniczna opisana réwnaniem

aln a2 ... ayp by — a1
a1 a1 ... azr by — @9

det =0.
anl Qp2 ... Qpn by — 2y

C1 (6] Cp, Cn+1



GAL, Kolokwium 3, Zestaw B

3 kwietnia 2014

Kazda odpowiedz TRZEBA starannie uzasadnié. Rozwigzanie kazdego zadania TRZEBA napisaé na
ODDZIELNEJ kartce lub kartkach. Na kazdej kartce prosze (CZYTELNIE )

podagé: imie, nazwisko, numer indeksu osoby zdajacej, numer grupy ¢wiczeniowej lub nazwisko prowadzacego,
numer zadania i litere zestawu.

Zadanie 1. Dane sa macierze

-5 8 0 0 -1 0 0 O
-2 3 0 0 1 -1 0 O
A= 1 -2 -2 1 B= 0 t -1 0
1 -2 -1 0 1 0 -1

a) Znalezé postaé Jordana macierzy A.
b) Dla jakich ¢ € R macierze A i B sa podobne?

Zadanie 2. Endomorfizm ¢ : R? — R? jest dany wzorem

O((z1, 22, 23)) = (3x1 + x2 + T3, 222 + X3, T2 + 223).

a) Znalez¢ wektory wlasne i bazy przestrzeni wlasnych endomorfizmu ¢. Czy endomorfizm ¢ jest diagonali-
zowalny?

b) Niech A = M(¢)3t. Obliczyé A™ dla m € N.

Zadanie 3. W R* dane sa podprzestrzenie afiniczne H = af ((1,0,07 1),(2,1,0,2),(1,1,1,1),(2,2, 1,3))
i M opisana uktadem réwnan

r1 + x2 — 2x3 =1
2rv1 4+ 3x9 — bxy + 2x4 = 2 .
41 + dSx2 — 93 4+ 224 = 4

a) Znalezé parametryzacje przestrzeni H i uktad réwnan opisujacy H.
b) Znalezé obraz punktu p = (1,1,1,1) w symetrii wzgledem M wzdluz W = lin ((1,0, 1,0),(1,0,0, 1))

Zadanie 4.

a) W przestrzeni afinicznej R? dana jest prosta L opisana réwnaniem axi + bra + ¢ = 0 oraz dany jest
izomorfizm afiniczny f : R? — R? okreélony wzorem f(x1,72) = (apz1 + a1a2 + b1, az1x1 + asoxs + bo).
Wykazaé, ze obrazem prostej L w izomorfizmie f jest prosta o rownaniu

a1 aip b —1
det | as1 age by —x9 | =0.
a b c
b) W przestrzeni afinicznej R"™ dana jest podprzestrzen afiniczna L opisana réwnaniem
€171 + 29 + ... + ch Ty + cpp1 = 0 oraz dany jest izomorfizm afiniczny f : R™ — R"™ okre$lony wzorem
f((l?l,xg, ,wn) = (auml + ...+ anx, + bl, a21x1 + ... + aonTy + bg, veey Q11 + oo + ATy + bn)

Wykazaé, ze obrazem L w izomorfizmie f jest przestrzen afiniczna opisana réwnaniem

aln a2 ... ayp by — a1
a1 a1 ... azr by — @9

det =0.
anl Qp2 ... Qpn by — 2y

C1 (6] Cp, Cn+1



Imie i nazwisko numer indeksu grupa lub nazwisko osoby prowadzacej éwiczenia

(I) Prosze odpowiedzie¢ z uzasadnieniem na nastepujace pytania:

1. Niech ¢ : V' — V bedzie endomorfizmem i niech {a, a2, a3} bedzie baza V', przy czym ¢(a1) = 2aq,
o(a2) = az i p(as) = 2as. Czy dim V(Q) =27

2. Niech ¢ : V' — V bedzie endomorfizmem, 3; wektorem wtasnym ¢ o wartosci wlasnej a i niech G2 wektorem
wlasnym ¢ o wartosci wlasnej b, a # b. Czy istnieje niezerowy wektor a € Vi) N V) 7

3.Niech A € M« (R) i zalézmy, ze A™ jest macierza zerowa dla pewnego m > 1. Czy 5 moze byé wartoscia
wtasna A 7

ODWROC STRONE



4. H C K" jest przestrzenia afiniczng. Czy istnieje uktad réwnan liniowych U o n niewiadomych, taki, ze

zbiér rozwiazan U pokrywa sie z H?

5. Niech pg, p1, ..., pn beda afinicznie niezaleznymi punktami przestrzeni afinicznej H. Czy dla kazdego p € H

wektory p]_ﬁo, p;To)l, s pﬁn sa liniowo niezalezne?

6. Niech f: H — H rzut na Hy C H wzdluz W C T(H). Zalézmy, ze dim W = k. Czy istnieje k + 1 réznych
punktéw po, p1, ..., pk takich, ze f(po) = f(p1) = ... = f(pr)?

(II) Prosze poda¢ na oddzielnej podpisanej kartce dowdd twierdzenia méwiacego, ze jezeli
AL, A2, ..., A\p 83 parami ré6znymi wartosciami wlasnymi endomorfizmu ¢ : V — V oraz niezero-
wy wektor «a; jest wektorem wlasnym o wartosci wlasnej \; dlai=1,2,..,n, to {a1,aq,...,a,} jest

liniowo niezaleznym ukladem wektoréw.



