GAL, Egzamin 20 czerwca 2013, Temat A

Kazde zadanie powinno by¢ rozwiazane na oddzielnej kartce. Na kazdej kartce z rozwigzaniem powinno
by¢: imie i nazwisko osoby zdajacej oraz jej numer indeksu, numer grupy ¢wiczeniowej lub nazwisko osoby
prowadzacej ¢wiczenia, numer rozwigzywanego zadania oraz litera - nazwa tematu

Zadanie 1. Niech

0 b 0 a
-1 2 2 0
Aabo =1 o 4 2 0
a 0 ¢ 1

a) Dla jakich wartoéci b € R endomorfizm ¢ : R* — R* zadany whasnogcia M ()3 = Ao,p,1 jest diagonalizowalny?
b) Dla a = 2 podaé przyklad wartosci b, ¢ € R takich, ze istnieje macierz odwracalna C' € My« 4(R) taka, ze
iloczyn C’A(a,b’C)C’_l jest macierza diagonalna. (Uzasadnié, ze C istnieje; nie potrzeba jej obliczad).

Zadanie 2. Niech py = (1,1, —2), p1 = (2,0, —-2), p2 = (2,1,-3), p3 = (1,3, —3). Niech f : R? — R3 bedzie
przeksztatceniem afinicznym zadanym przez warunki

f(po) = po,
f(p1) =p1,
f(p2) = 2p2 — po,
f(p3) = po.

a) Udowodnié, ze nie istnieja podprzestrzenie afiniczne E1, E9 takie, ze f jest rzutem na Ej wzdluz Fs.
b) Niech T' = S(po, p1,p2). Wyznaczyé pole powierzchni (tzn. 2-wymiarowa objeto$é) symplekséw T oraz
f(T).

Zadanie 3. Niech (R%,¢) bedzie przestrzenia z symetryczna forma dwuliniows, ktéra w bazie standardowej
zadana jest przez macierz:

4 2 0 O
21 0 O
0 0 -1 2
00 2 -1

a) Znalezé¢ bazy podprzestrzeni lin{es, ez} oraz lin{ey, ea}*.
b) Znalezé baze, w ktérej macierz £ jest diagonalna z 1, —1 lub 0 na przekatne;j.
¢) Udowodnié, ze wymiar maksymalnej podprzestrzeni catkowicie zdegenerowanej dla £ wynosi 2.

Zadanie 4. Niech 421 23-+4x1+8x3+7 = 0 bedzie réwnaniem hiperpowierzchni K w przestrzeni afinicznej R3 w
standardowym ukltadzie bazowym (tj. punkt (0,0, 0) i baza ey, eg, e3). Niech H = (1,0,0)+lin{(1,0,1), (0,1, —1)}.

a) Okresli¢ typ afiniczny hiperpowierzchni K (podaé nazwe i naszkicowad).
b) Zbadaé, czy K posiada $rodki symetrii i znalezé je, jesli istnieja.
¢) Znalez¢ réwnanie krzywej K NH w ukladzie bazowym (1,0,0) i oy = (1,0, 1), ag = (0,1, —1) ptaszczyzny H.

Zadanie 5.
a) Dane sa dwie plaszczyzny

H = (1,0,0,0,0) +1in{(0,1,1,0,0), (0,0,0,1,0)} oraz K = (0,1,0,0,1) +lin{(0,0,0,1,0), (0,0,0,0,1)}

w euklidesowej przestrzeni afinicznej R ze standardowym iloczynem skalarnym. Wskazaé prosta prostopadia
do obu ptaszczyzn i majaca z nimi punkt wspdlny. Czy prosta ta jest wyznaczona jednoznacznie? Odpowiedz
uzasadnié.

b) Dane sa dwie podprzestrzenie H i K afinicznej przestrzeni euklidesowej takie, ze H N K = (). Udowodni¢,
ze istnieje prosta L prostopadla do H i do K itaka, ze HNL #(0i KNL#0.



GAL, Egzamin 20 czerwca 2013, Temat B

Kazde zadanie powinno byé¢ rozwiazane na oddzielnej kartce. Na kazdej kartce z rozwigzaniem powinno
by¢: imie i nazwisko osoby zdajacej oraz jej numer indeksu, numer grupy ¢wiczeniowej lub nazwisko osoby
prowadzacej ¢wiczenia, numer rozwigzywanego zadania oraz litera - nazwa tematu

Zadanie 1. Niech

1 b 0 a
0 2 a O
Aabo =10 3 2 1
a 0 ¢ O

a) Dla jakich wartoéci ¢ € R endomorfizm ¢ : R* — R* zadany wtasnogcia M ()3 = Ao,1,¢) jest diagonalizowalny?
b) Dla a = 3 podaé przyklad wartosci b, ¢ € R takich, ze istnieje macierz odwracalna C' € My 4(R) taka, ze
iloczyn C’A(a,b’C)C’_l jest macierza diagonalna. (Uzasadnié, ze C istnieje; nie potrzeba jej obliczad).

Zadanie 2. Niech py = (1,2,1), p1 = (0,2,2), p2 = (1,1,2), p3 = (3,1,1). Niech f : R? — R3 bedzie
przeksztatceniem afinicznym zadanym przez warunki

f(po) = po,
f(p1) = 3p1 — 2po,
f(p2) = po,
f(p3) = po.

a) Udowodnié, ze nie istnieja podprzestrzenie afiniczne Ey, E9 takie, ze f jest rzutem na Ej wzdluz Fs.
b) Niech T' = S(po, p1,p2). Wyznaczyé pole powierzchni (tzn. 2-wymiarowa objeto$é) symplekséw T oraz
f(T).

Zadanie 3. Niech (R%,¢) bedzie przestrzenia z symetryczna forma dwuliniows, ktéra w bazie standardowej
zadana jest przez macierz:

-1 2 00
2 -1 00
0 0 4 2
0 0 21

a) Znalez¢ bazy podprzestrzeni lin{es, ez} oraz lin{ey, ea}*.
b) Znalezé¢ baze, w ktérej macierz £ jest diagonalna z 1, —1 lub 0 na przekatne;j.
¢) Udowodnié, ze wymiar maksymalnej podprzestrzeni catkowicie zdegenerowanej dla £ wynosi 2.

Zadanie 4. Niech 429x3+8x2+4x3+7 = 0 bedzie réwnaniem hiperpowierzchni K w przestrzeni afinicznej R3 w
standardowym ukltadzie bazowym (tj. punkt (0,0, 0) i baza ey, eg, e3). Niech H = (1,0,0)+lin{(1,0,1), (0,1, —1)}.

a) Okresli¢ typ afiniczny hiperpowierzchni K (podaé nazwe i naszkicowad).
b) Zbadaé, czy K posiada $rodki symetrii i znalezé je, jesli istnieja.
c¢) Znalez¢ réwnanie krzywej K NH w ukladzie bazowym (1,0,0) iy = (1,0, 1), ag = (0,1, —1) ptaszczyzny H.

Zadanie 5.
a) Dane sa dwie plaszczyzny

H =(0,1,0,0,0) +1in{(1,0,1,0,0),(0,0,0,1,0)} i K =(1,0,0,0,1) +1in{(0,0,0, 1,0), (0,0,0,0,1) }

w euklidesowej przestrzeni afinicznej R ze standardowym iloczynem skalarnym. Wskazaé prosta prostopadia
do obu ptaszczyzn i majaca z nimi punkt wspdlny. Czy prosta ta jest wyznaczona jednoznacznie? Odpowiedz
uzasadnié.

b) Dane sa dwie podprzestrzenie H i K afinicznej przestrzeni euklidesowej takie, ze H N K = (). Udowodni¢,
ze istnieje prosta L prostopadla do H i do K itaka, ze HNL #(0i KNL#0.



