GAL, Kolokwium 4 TEMAT A 18.05.2012

Kazda odpowiedz TRZEBA starannie uzasadni¢. Rozwiazanie kazdego zadania TRZEBA napisa¢ na
ODDZIELNEJ kartce (lub kartkach). Na kazdej kartce prosze podaé: imie, nazwisko (BARDZO CZYTEL-
NIE), numer indeksu osoby zdajacej, nazwisko prowadzacego ¢wiczenia lub numer grupy do ktérej osoba
zdajaca uczeszcza, numer rozwigzywanego zadania i litere tematu.

1. W przestrzeni liniowej R* dana jest forma dwuliniowa h, p): R* x R* — R* wzorem
hiap)(z1, 22,3, 74), (Y1, Y2, Y3, Ya)) = T1y1 + ax1ya + axayr + 4xoys + 223y3 + b23ys + T4y3 + axys.
(a) Dla jakich wartosci parametréw a,b € R forma h(, ) jest iloczynem skalarnym? Odpowiedz
uzasadnic.
(b) Niech M = {(x1,z2,23,24): 21 + 2 + 23 + x4 = 1}. W przestrzeni euklidesowe] afinicznej

(R4,h(171)) znalezé¢ baze przestrzeni T'(M )L oraz znalezé odleglogé punktu p = (3,0,0,0) od
hiperplaszczyzny M.

2. W przestrzeni euklidesowej liniowej (R3,< ,)st) ze standardowym iloczynem skalarnym dana jest
plaszczyzna M = {(x1,22,23): x1 + 22 — 23 = —3} i prosta L = (—2,1,2) + lin((1,0,1)).

(a) Ile jest izometrii f przestrzeni (R3,< ,)st) takich, ze f(p) = p dla kazdego p € L1 f(q) € M
dla kazdego q € M? Odpowiedz uzasadni¢.

(b) Podaé wzér na rézna od identycznosci izometrie przestrzeni (RB, (,)st) spemiajaca warunek:
f(p) = p dla kazdego p € M.

3. W przestrzeni euklidesowej liniowej (R3,< ,)st) ze standardowym iloczynem skalarnym dany jest
endomorfizm ¢: R® — R® wzorem o( (21, 22, 73)) = (421 — 22, —21 + 422, 373).

(a) Czy o jest przeksztalceniem samosprzezonym? Jesli tak, to podaé przyktad bazy ortonormalnej
przestrzeni (R3,< ,Vst) ztozonej z wektoréw wilasnych endomorfizmu ¢ oraz podaé przyklad
macierzy ortogonalnej C' takiej, ze macierz CT AC jest diagonalna, gdzie A = M(p)s;.

(b) Cazy istnieje baza ortonormalna (1, B2, O3 przestrzeni (RS, (,)st) zlozona z wektoréw wiasnych
endomorfizmu ¢ i w ktérej B = %(1, 1,1)? Jedli tak, to policzy¢ ile jest takich baz i podaé
przyklad jednej z nich.

4. Niech (V,(,)) bedzie przestrzenia euklidesows liniowa, a W jej podprzestrzenia. Pokazaé, ze

(a) V=Wao Wk
(b) V ma baze prostopadia.

5. Niech (V,( ,)) bedzie przestrzenia euklidesowa liniowa,

(a) Niech aq,aq,..., o bedzie ukladem ortonormalnym wektoréw przestrzeni (V,( ,)). Wykazad,
Ze aq,Qo, ..., jest baza przestrzeni V wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego wektora 8 € V/
zachodzi: ||(B,a1)ar + (B, az)as + ...+ (B, ax)ak|| = ||6]].

(b) Wykazaé, ze izometria ¢ przestrzeni euklidesowej liniowej (V, ( ,)) jest endomorfizmem diago-
nalizowalnym przestrzeni V wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ jest symetria prostopadia.
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Kazda odpowiedz TRZEBA starannie uzasadni¢. Rozwiazanie kazdego zadania TRZEBA napisa¢ na
ODDZIELNEJ kartce (lub kartkach). Na kazdej kartce prosze podaé: imie, nazwisko (BARDZO CZYTEL-
NIE), numer indeksu osoby zdajacej, nazwisko prowadzacego ¢wiczenia lub numer grupy do ktérej osoba
zdajaca uczeszcza, numer rozwigzywanego zadania i litere tematu.

1. W przestrzeni liniowej R* dana jest forma dwuliniowa h, p): R* x R* — R* wzorem
hiap) (1, 22, 3, 74), (Y1, Y2, Y3, Ya)) = 321Y1 +ax1y + axoyy + 3x2y2 + awsys + w3y +brays + 3x4y4.
(a) Dla jakich wartosci parametréw a,b € R forma h(, ) jest iloczynem skalarnym? Odpowiedz
uzasadnic.

(b) Niech M = {(z1, 2, %3, 24): x1 + 322 + 23 + x4 = 10}. W przestrzeni euklidesowej afinicznej
(R4,h(171)) znalezé¢ baze przestrzeni T'(M )L oraz znalezé odleglogé punktu p = (2,0,0,0) od
hiperplaszczyzny M.

2. W przestrzeni euklidesowej liniowej (R3,< ,)st) ze standardowym iloczynem skalarnym dana jest
plaszczyzna M = {(x1,22,23): x1 — 22 + 23 =3} i prosta L = (2,1,2) + lin((1,1,0)).

(a) Ile jest izometrii f przestrzeni (R3,< ,)st) takich, ze f(p) = p dla kazdego p € L'i f(q) € M
dla kazdego q € M? Odpowiedz uzasadni¢.

(b) Podaé¢ wzér na rézna od identycznosci izometrie przestrzeni (RB, ( ,)st) spemiajaca warunek:
f(p) = p dla kazdego p € M.

3. W przestrzeni euklidesowej liniowej (R3,< ,)st) ze standardowym iloczynem skalarnym dany jest
endomorfizm ¢: R® — R® wzorem o((a1, 2, 23)) = (221, 372 — 73, — 72 + 373).

(a) Czy ¢ jest przeksztalceniem samosprzezonym? Jesli tak, to podaé przyktad bazy ortonormalnej
przestrzeni (R3,< ,Vst) ztozonej z wektoréw wilasnych endomorfizmu ¢ oraz podaé przyklad
macierzy ortogonalnej C' takiej, ze macierz CT AC jest diagonalna, gdzie A = M (¢)s;.

(b) Cazy istnieje baza ortonormalna (1, 82, 3 przestrzeni (RS, (,)st) zlozona z wektoréw wiasnych
endomorfizmu ¢ i w ktdrej Go = %(1, —1,—-1)7 Jesli tak, to policzy¢ ile jest takich baz i podaé
przyklad jednej z nich.

4. Niech (V,(,)) bedzie przestrzenia euklidesows liniowa, a W jej podprzestrzenia. Pokazadé, ze

(a) V=Wao Wk
(b) V ma baze prostopadia,.

5. Niech (V,( ,)) bedzie przestrzenia euklidesowa liniowa,

(a) Niech aq,aq,..., o bedzie ukladem ortonormalnym wektoréw przestrzeni (V,( ,)). Wykazad,
Ze a1, Qo, ..., jest baza przestrzeni V wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego wektora 8 € V
zachodzi: ||(B,a1)ar + (B, az)as + ...+ (B, ax)ak|| = ||6]].

(b) Wykazaé, ze izometria ¢ przestrzeni euklidesowej liniowej (V, ( ,)) jest endomorfizmem diago-
nalizowalnym przestrzeni V wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ jest symetria prostopadia.



