GAL, Kolokwium 1 TEMAT A 30.03.2012

Kazda odpowiedz TRZEBA starannie uzasadni¢. Rozwiazanie kazdego zadania TRZEBA napisa¢ na
ODDZIELNEJ kartce (lub kartkach). Na kazdej kartce prosze podaé: imie, nazwisko (BARDZO CZYTEL-
NIE), numer indeksu osoby zdajacej, nazwisko prowadzacego ¢wiczenia lub numer grupy do ktérej osoba
zdajaca uczeszcza, numer rozwigzywanego zadania i litere tematu.

1 2 00 2 -1 0 0 1 00 -1

. -1 4 0 0 1 0 0 0 0t 2 0

1. Dane sa macierze A = 2 1.3 1 | Q= 0 1 2 1 | Plos) = 00 1 s
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gdzie t, s € R.
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2. Dana jest macierz A =

(a)
(b)

()

Czy macierz A jest diagonalizowalna nad R? Jedli tak, to podaé przyklad takiej macierzy
C € Myx4(R), ze macierz C~1AC jest diagonalna.

Znalez¢ postaé Jordana macierzy Q.

Niech (p:R4 — R bedzie endomorfimem takim, ze M (p)st = Q. Dla jakich wartosci
parametréw t, s € R, istnieje baza A przestrzeni liniowej R* taka, ze M()4 = Pus)-

0

—1 | oraz endomorfizm ¢: R® — R taki, ze M(p)$! = A.
1

O o =
o = O

Zmnalez¢ baze Jordana dla .

Dla jakich liczb catkowitych dodatnich n istnieje n—wymiarowa p—niezmiennicza podprzestrzen
W C R® taka, ze @ W — W jest diagonalizowalny? OdpowiedZ uzasadnic.
(Podprzestrzei W nazywamy ¢—niezmiennicza, jesli Vo € W p(a) € W.)

Niech 43! = B. Wyznaczy¢ macierz B.

3. W przestrzeni afinicznej R? dana jest plaszczyzna M = {(x1, w2, x3) € R?. x1 — Ty + 2x3 = 2} oraz
punkty q1 = (17 715 1)7 q2 = (25072)

(a)

(b)

Niech L bedzie prosta réwnoleglta do prostej af(qi,q2) przechodzaca przez punkt (—1,1,1).
Zmalez¢ punkt przeciecia L z M.

Poda¢ wzér na przeksztalcenie afiniczne f:R® — R® takie, 7e Vp € M f(p) = p oraz
f((2,1,0)) = (0,1, 1).

Niech L, = (2,1,0) +lin ((3,7,1)). Dla jakich r € R istnieje przeksztalcenie afiniczne

g:R> — R? takie, ze Vpe M g(p) = (1,1,1) oraz Vp € L, g(p) = (3,1,3)? Odpowiedz
uzasadnié¢, zaréwno gdy ¢ istnieje, jak i gdy g nie istnieje.

Niech aq,...,a, beda wektorami wlasnymi endomorfizmu ¢ : V' — V| majacymi wartosci
wlasne ar,...,ar, odpowiednio, przy czym a; # a; dla ¢ # j. Wykazaé, ze uklad wektorow
i, ..., jest liniowo niezalezny.

Niech py, . . . px beda punktami przestrzeni afinicznej H. Wykazaé, ze warunek: zaden z punktow
Po, - - - Pr. nie jest kombinacja afiniczna pozostalych jest réwnowazny warunkowi: uklad wek-
toréw popi, . .., Dopk jest liniowo niezalezny.

Dane sa macierze A, B € M,,«,(K). Wykazaé, ze r(A) = r(B) wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje przeksztalcenie liniowe ¢ : K™ — K™ oraz bazy A,B w K™ i bazy C,D w K™ takie,
ze M(p)§ = A oraz M(p)E = B.
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5. Niech V bedzie skoniczenie wymiarowa przestrzenia liniowa nad cialem K.

(a) Niech ¢ : V' — V bedzie endomorfizmem diagonalizowalnym o wartosciach wlasnych aq, ..., ag,
gdzie a; # a; dla i # j. Udowodni¢, ze dla kazdej podprzestrzeni ¢—niezmienniczej W C V
zachodzi réwnos¢ W = (WnNV,,)) ©... 0 (WNV4g,)).

(b) Niech K bedzie cialem algebraicznie domknietym. Wykazaé, ze endomorfizm ¢ : V. — V jest
diagonalizowalny wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej podprzestrzeni p—niezmienniczej W C V'
istnieje podprzestrzen p—niezmiennicza Z C V taka, ze V=W @ Z.

(¢) Niech my,ma,...,mx: V — V beda rzutowaniami takimi, ze
i. mom;=0dlat#j,
. m +me + ...+ 7 =idy.

Udowodni¢, ze dla dowolnych aq,as,...,ar € K, endomorfizm ¢ = a17 + asme + ... + a7k
jest diagonalizowalny.



GAL, Kolokwium 1 TEMAT B 30.03.2012

Kazda odpowiedz TRZEBA starannie uzasadni¢. Rozwiazanie kazdego zadania TRZEBA napisa¢ na
ODDZIELNEJ kartce (lub kartkach). Na kazdej kartce prosze podaé: imie, nazwisko (BARDZO CZYTEL-
NIE), numer indeksu osoby zdajacej, nazwisko prowadzacego ¢wiczenia lub numer grupy do ktérej osoba
zdajaca uczeszcza, numer rozwigzywanego zadania i litere tematu.
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1. Dane sa macierze A = 1 —2.3 1 |’ Q= 0 1 o -1 |’ Py = 0 0 -1 s
-2 4 0 5 1 0 1 -2 0O 0 0 -1

gdzie t, s € R.
(a) Czy macierz A jest diagonalizowalna nad R? Jegli tak, to podaé¢ przyklad takiej macierzy
C € Myx4(R), ze macierz C~1AC jest diagonalna.
(b) Znalezé postaé Jordana macierzy Q.
(c) Niech ¢:R* — R* bedzie endomorfimem takim, ze M(p)St = Q. Dla jakich wartosci
parametréw t, s € R, istnieje baza A przestrzeni liniowej R* taka, ze M()4 = Pu.s)-

2. Dana jest macierz A = 1 -1 2 oraz endomorfizm ¢: R® — R taki, ze M(p)3t = A.

(a) Znalez¢ baze Jordana dla .

(b) Dla jakich liczb calkowitych dodatnich n istnieje n—wymiarowa p—niezmiennicza podprzestrzen
W C R® taka, ze @ W — W jest diagonalizowalny? OdpowiedZ uzasadnic.
(Podprzestrzein W nazywamy ¢—niezmiennicza, jesli Vo € W p(a) € W.)

(c) Niech A™ = B. Wyznaczyé macierz B.

3. W przestrzeni afinicznej R® dana jest plaszczyzna M = {(x1,x2,73) € R?. 2r1 + g — 3 = —2}
oraz punkty q1 = (17 1a0)5 q2 = (2a25 1)

(a) Niech L bedzie prosta réwnoleglty do prostej af(qi,q2) przechodzaca przez punkt (1,—1,1).
Zmalez¢ punkt przeciecia L z M.

(b) Poda¢ wzér na przeksztalcenie afiniczne f: R® — R’ takie, 7e Vp € M f(p) = p oraz
£((1,0,3)) =(1,1,2).

(c) Niech L, = (0,1,2) + lin ((1,—1,7)). Dla jakich r € R istnieje przeksztalcenie afiniczne
g:R® — R® takie, 2e Vpe M g(p) = (=1,1,1) oraz Vpe€ L. g(p) = (2,1,1)? Odpowiedz
uzasadnié¢, zaréwno gdy ¢ istnieje, jak i gdy g nie istnieje.

4. (a) Niech ay,...,a beda wektorami wlasnymi endomorfizmu ¢ : V. — V, majacymi wartosci
wlasne ar,...,ar, odpowiednio, przy czym a; # a; dla ¢ # j. Wykazaé, ze uklad wektorow
Qaq, ..., jest liniowo niezalezny.

(b) Niech py, . . . pr beda punktami przestrzeni afinicznej H. Wykazaé, ze warunek: zaden z punktéw
Po, - - - Pr. nie jest kombinacja afiniczna pozostalych jest réwnowazny warunkowi: uklad wek-
toréw popi, . .., Dopk jest liniowo niezalezny.

(¢) Dane sa macierze A, B € M,,«xn(K). Wykazaé, ze r(A) = r(B) wtedy 1 tylko wtedy, gdy
istnieje przeksztalcenie liniowe ¢ : K™ — K™ oraz bazy A,B w K™ i bazy C,D w K™ takie,
ze M(p)§ = A oraz M(p)E = B.

verte —



5. Niech V bedzie skoniczenie wymiarowa przestrzenia liniowa nad cialem K.

(a) Niech ¢ : V' — V bedzie endomorfizmem diagonalizowalnym o wartosciach wlasnych aq, ..., ag,
gdzie a; # a; dla i # j. Udowodni¢, ze dla kazdej podprzestrzeni ¢—niezmienniczej W C V
zachodzi réwnos¢ W = (WnNV,,)) ©... 0 (WNV4g,)).

(b) Niech K bedzie cialem algebraicznie domknietym. Wykazaé, ze endomorfizm ¢ : V. — V jest
diagonalizowalny wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej podprzestrzeni p—niezmienniczej W C V'
istnieje podprzestrzen p—niezmiennicza Z C V taka, ze V=W @ Z.

(¢) Niech my,ma,...,mx: V — V beda rzutowaniami takimi, ze
i. mom;=0dlat#j,
. m +me + ...+ 7 =idy.

Udowodni¢, ze dla dowolnych aq,as,...,ar € K, endomorfizm ¢ = a17 + asme + ... + a7k
jest diagonalizowalny.



