GAL, egzamin poprawkowy 04.09.2012

Rozwiazanie kazdego zadania TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNEJ kartce (lub kartkach). Na kazdej kartce prosze
podaé: imie, nazwisko (BARDZO CZYTELNIE), numer indeksu osoby zdajacej i numer rozwiazywanego zadania.
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1. (20pkt) Dana jest macierz A = 00 0 3
00 -3 0

(a) Zbadaé diagonalizowalno$é macierzy A nad R i nad C. Jedli A4 jest diagonalizowalna nad K (K = R
lub K = C), to podaé¢ przyktad takiej macierzy C' € My 4(K), ze macierz C~1AC jest diagonalna.

(b) Czy istnieje 2—wymiarowa podprzestrzeiin W C R* taka, ze kazdy wektor a € W jest wektorem
wlasnym endomorfizmu ¢ : R* - R* zadanego warunkiem M (p)s = A? OdpowiedZ uzasadnié.

2. (20pkt) Niech f: R®> — R® bedzie rzutem na plaszczyzne M = {(z1,22,23) | 1 — x2 — 23 = 1} wzdluz
prostej L = (—1,2,-3) 4+ lin((1,—1,1)).
(a) Znalezé parametryzacje obrazu f(T') prostej T = (1,0, 1) + lin((2,1,0)

).
(b) Dla jakich wartosci parametru 7 € R obraz prostej K = (3,1,1) +lin((2,7,2)) przy przeksztalceniu f
nie jest prosta? OdpowiedZ uzasadnié¢. Dla kazdego takiego r znalezé f(K).

3. (20pkt) W przestrzeni euklidesowej afinicznej R® ze standardowym iloczynem skalarnym ( ,) dana jest
plaszczyzna M = {(x1,22,23) € R’ | x1 + x2 — 2z3 = —2} i prosta L = (1,1,2) +1in((1,1,1)).

(a) Niech g : R? — R? bedzie taka izometria, 7e g((1,1,-1)) = (=1,-1,3) oraz g(p) = p dla kazdego
p € M. Obliczyé¢ ¢((3,1,0)).

(b) Tle jest izometrii afinicznych f: R*® — R? takich, 7e f(p) = p dla kazdego p € L oraz f(q) € M dla
kazdego g € M. Odpowiedz uzasadnié.

4. (20pkt) Forma dwuliniowa h: R’ xR* — R dana jest wzorem h((x1, 22, 23), (Y1,Y2,Y3)) = T1ys + Toys +
r3y1.

(a) Znalez¢é baze prostopadla przestrzeni dwuliniowe; (R3, h).

(b) Poda¢ przyklad takiej niezerowej podprzestrzeni W przestrzeni (Rg, h), ze kazdy wektor @ € W jest
izotropowy. Czy istnieje taka 2—wymiarowa podprzestrzenn W przestrzeni (RS, h), ze kazdy wektor
a € W jest izotropowy? OdpowiedZ uzasadnic.

5. (20pkt) W przestrzeni afinicznej R? dana jest hiperpowierzchnia X = {(z1, w9, 23) | 23+ 223 — 2% — 22129+
23?]_ - 23{,‘2 +2= O}
(a) Znalez¢ typ afiniczny X (podaé nazwe i naszkicowad).
(b) Znalezé typ afiniczny krzywej M N X otrzymanej z przeciecia hiperpowierzchni X plaszczyzna M =
{(z1,z2,23) € R? | 1 — xzo = —1}. Czy istnieje plaszczyzna N taka, ze N N X jest afinicznie

izomorficzna z parabola? Odpowiedz uzasadnié.

6. (15pkt) Niech ¢ : V' — V bedzie przeksztalceniem samosprzezonym przestrzeni euklidesowej liniowej V.
Udowodnié,ze jesli «, B € V sa wektorami wlasnymi przeksztalcenia ¢ odpowiadajacymi réznym wartosciom
wlasnym, to wektory «, 8 sa prostopadte.

7. (15pkt) Niech (V, h) bedzie przestrzenia dwuliniows nad cialem K oraz W jej podprzestrzenia. Udowodnié,
ze nastepujace warunki sa réwnowazne:

(a) V=WaWw
(b) W jest podprzestrzenia nieosobliwg,.



8. (20pkt) Niech A € M, (C) bedzie macierza o wspdlczynnikach zespolonych. Udowodnié, ze nastepujace
warunki sa réwnowazne:

(a) Istnieje liczba naturalna m € N taka, ze A™ jest macierza zerows,.
b) tr(A*) =0 dla kazdego k = 1,2,...,n.
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