GAL, egzamin TEMAT A 21.06.2012

Rozwiazanie kazdego zadania TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNEJ kartce (lub kartkach).
Na kazdej kartce prosze podaé: imie, nazwisko (BARDZO CZYTELNIE) i numer indeksu osoby zdajacej oraz numer
rozwiazywanego zadania i litere tematu.

1. (20pkt) Dane sa rzeczywiste macierze

2 1 0 1 11 30 -1
A= -1 0 o],B=|l 0o 20|, c=[0 2 2
3 -1 2 -1 1 3 10 1

(a) Ktére z macierzy A, B, C sa podobne.
(b) ZnajdZ posta¢ Jordana P macierzy A oraz macierz D taka, ze D"'AD = P.

2. (20pkt) W przestrzeni R’ dane sa proste L; = (1,2,0) +1in((1,3,1)), Lz = (4,2,4) + lin ((1, -1, —1)).
(a) Niech M bedzie plaszczyzna w R? réwnolegla do Ly i do Lo i zawierajaca punkt (3,0, 1). Znalezé réwnanie
liniowe opisujace plaszczyzne M.
(b) Ile jest przeksztalcen afinicznych f : R® — R® speliajacych warunek: Vp € Ly f(p) = (5,1,0) oraz
Vp € Ly f(p) = (2,2,1). OdpowiedZ uzasadnij.

3. (20pkt) W przestrzeni euklidesowej R? ze standardowym iloczynem skalarnym ( , ), dana jest plaszczyzna M =
{(z1,29,23) € R? | 1 — 29 + 23 = 2} i prosta L = (1,1,1) + 1lin ((1,2,1)).

(a) Znalez¢ odleglosé prostej L od plaszezyzny M.
(b) Niech f: R® - R? bedzie symetrig prostopadla wzgledem L. Znalezé parametryzacje plaszezyzny f(M).

4. (20pkt) Forma dwuliniowa symetryczna h: R* xR* — R dana jest warunkiem

0 -1 0 1
-1 -1 0 1
0 0 o -1 |’
1 1 -1 -1

G(h; St) =

gdzie St jest baza standardowa.

(a) Znalez¢ baze prostopadla przestrzeni dwuliniowej (R4, h) oraz znalezé sygnature macierzy G(h;St).
(b) Czy w przestrzeni W = lin (e9,£4) C R* jest niezerowy wektor izotropowy formy h? Czy istnieje dwuwy-

. , 4 7. (o . .
miarowa podprzestrzen Z C R” zlozona z wektoréw izotropowych formy h? Odpowiedzi uzasadnié.

5. (20pkt) W przestrzeni afinicznej R’ dane sa hiperpowierzchnie X, = {(x1, 22, 23) € R’ | 22 + (1 +c)z3 + 2% +
22179 — 2w123 — 2793 + w3 = 0}, gdzie ¢ € R, Y = {(21, 22, 23) € R | 2120 — 23 = 0}.

(a) Znalez¢ typ afiniczny hiperpowierzchni X; (podaé nazwe i naszkicowac).

(b) Dla jakich wartosci parametru ¢ € R hiperpowierzchnie X, i Y sa afinicznie izomorficzne.

6. (15pkt) Udowodnié ,ze przestrzenn dwuliniowa (V, h) jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego nieze-
rowego wektora « istnieje wektor 3 taki, ze h(a, 3) # 0.

7. (15pkt) Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad cialem K charakterystyki réznej od 2 i niech ¢: V' — K bedzie
forma kwadratowa. Udowodnié, ze istnieje doktadnie jedna forma dwuliniowa symetryczna
h:V xV — K taka, ze q¢(a) = h(a, a) dla dowolonego oo € V.

8. (20pkt)

(a) Niech h:R* x R* — R bedzie forma dwuliniowa zadana warunkiem G(h; St) = ( g _Oa > dla pewnego

niezerowego a € R. Podaé przyklad takiej bazy A przestrzeni R, ze G(h; A) = ( (1) (1) >

(b) Podaé przyktad form dwuliniowych symetrycznych nieosobliwych hy, ho: R? x R® — R dla ktérych nie
istnieje wspdlna baza prostopadla w R>. Odpowiedz uzasadnic.



GAL, egzamin TEMAT B 21.06.2012

Rozwiazanie kazdego zadania TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNEJ kartce (lub kartkach).
Na kazdej kartce prosze podaé: imie, nazwisko (BARDZO CZYTELNIE) i numer indeksu osoby zdajacej oraz numer
rozwiazywanego zadania i litere tematu.

1. (20pkt) Dane sa rzeczywiste macierze

—2 -1 -1 2 0 -1 0 2 1
A= 1 o 1 |,B=| 2 -1 1 |,c=[ 0o -1 o
0 0 -2 1 0 0 -1 2 -2
(a) Ktére z macierzy A, B, C sa podobne.
(b) ZnajdZ postaé¢ Jordana P macierzy A oraz macierz D taka, ze D"'AD = P.

2. (20pkt) W przestrzeni R’ dane sa proste L; = (1,2,1) +1in((1,1,1)), Lz = (4,3,2) + 1lin ((2, 3,1)).
(a) Niech M bedzie plaszczyzna w R® réwnolegla do Ly i do Lo i zawierajaca punkt (0,1, 2). Znalezé réwnanie
liniowe opisujace plaszczyzne M.
(b) Ile jest przeksztalceni afinicznych f : R® - R® speliajacych warunek: Vp € Ly f(p) = (—2,0,3) oraz
Vp € Ly f(p) = (1,5,2). OdpowiedZ uzasadnij.

3. (20pkt) W przestrzeni euklidesowej R? ze standardowym iloczynem skalarnym ( , ), dana jest plaszczyzna M =
{(z1,29,23) € R? | 1 — 29 —x3 =2} iprosta L = (1,1,—1) +1in((2,1,1)).

(a) Znalez¢ odleglosé prostej L od plaszezyzny M.
(b) Niech f: R® - R? bedzie symetrig prostopadla wzgledem L. Znalezé parametryzacje plaszezyzny f(M).

4. (20pkt) Forma dwuliniowa symetryczna h: R* xR* — R dana jest warunkiem

0 1 -1 0
1 1 -1 0
-1 -1 1 1}
0 0 1 0

G(h; St) =

gdzie St jest baza standardowa.

(a) Znalez¢ baze prostopadla przestrzeni dwuliniowej (R4, h) oraz znalezé sygnature macierzy G(h;St).

(b) Czy w przestrzeni W = lin (e9,e3) C R* jest niezerowy wektor izotropowy formy h? Czy istnieje dwuwy-
miarowa podprzestrzen Z C R* Zlozona z wektoréw izotropowych formy A? Odpowiedzi uzasadnic.

5. (20pkt) W przestrzeni afinicznej R’ dane sa hiperpowierzchnie X, = {(x1,x2,23) € R’ | 22 + (1 — ¢)z3 + 2% +
22129 + 22123 + 22973 — 3 = 0}, gdzie c € R, Y = {(z1, 22, 23) € R? | 129 — x5 = 0}.

(a) Znalez¢ typ afiniczny hiperpowierzchni X_; (podaé nazwe i naszkicowac).

(b) Dla jakich wartoéci parametru ¢ € R hiperpowierzchnie X, i Y sa afinicznie izomorficzne.

6. (15pkt) Udowodnié¢ ,ze przestrzen dwuliniowa (V| h) jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego nieze-
rowego wektora « istnieje wektor 3 taki, ze h(a, 3) # 0.

7. (15pkt) Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad cialem K charakterystyki réznej od 2 i niech ¢: V' — K bedzie
forma kwadratowa. Udowodnié, Ze istnieje dokladnie jedna forma dwuliniowa symetryczna
h:V x V — K taka, ze ¢(a) = h(a, ) dla dowolonego o € V.

8. (20pkt)

0

(a) Niech h: R* x R> — R bedzie forma dwuliniowa zadana warunkiem G(h; St) = ( —a ) dla pewnego

a
0
niezerowego a € R. Podaé przyklad takiej bazy A przestrzeni ]RQ, ze G(h; A) = ( (1) (1) )

(b) Podaé przykiad form dwuliniowych symetrycznych nieosobliwych hy, ho:R* x R? — R dla ktérych nie
istnieje wspélna baza prostopadia w R”. Odpowiedz uzasadnié.



