GAL, egzamin 17.06.2011

Rozwiazanie kazdego zadania TRZEBA napisaé na ODDZIELNEJ kartce (lub kartkach).
Na kazdej kartce prosze podaé: imie, nazwisko (BARDZO CZYTELNIE), numer indeksu osoby zdajacej, numer
rozwigzywanego zadania i litere tematu.

TEMAT B

1. Dane s3 rzeczywiste macierze
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gdzie r,s,t,u € R.

(a) W przestrzeni euklidesowej liniowej R* ze standardowym iloczynem skalarnym ( ,), dany jest en-
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domorfizm ¢:R” — R" taki, ze M(p)gt = Ai-sa = 0 o 4 3 | gdzie St jest baza
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standardows. ZnaleZé baze ortogonalna przestrzeni euklidesowej (R4,( ,1) w ktérej ¢ ma macierz

diagonalns,

(b) Dany jest endomorfizm 1 R* — R* taki, ze M()3 = Agpp). Dla jakich wartosci parametréw

t,u € R istnieje baza A, taka, ze M (w)ﬁzt": = Btu)? Odpowiedz uzasadnié.

(c) Dla jakich wartosci parametréw r, s macierz C(,,4) jest diagonalizowalna nad IR? Odpowiedz uzasadnié.

2. W przestrzeni afinicznej euklidesowej R? ze standardowym iloczynem skalarmym ( ,) dane jest przek-
sztalcenie @y R® — R® wzorem

O(rs) (21, 22,23)) = (521 — 322 — 373, 221 + 222 + 223+ 1, §21 + 229 — 205 + 1), gdaie r,s € R.
(a) Dla jakich wartosci parametréw r, s € R przeksztalcenie P(r,s) jest izometria?
(h) Dany jest réwnolegloscian R C R%o objetosci 54. Znalez¢ objetosé obrazu ¢ (1, _3)(R) tego réwnolegloécianu
przy przeksztalceniu ¢y, _3).

(c) Dla jakich wartoéci parametru s € R przeksztalcenie o1 s zmienia orientacje ale zachowuje objetoéé
3-wymiarowych réwnoleglo$cianéw? Odpowied? uzasadnié.

3. W przestrzeni afinicznej R® ze standardowym iloczynem skalarnym ( ,), dana jest plaszczyzna M =
{(x1,z2,23): T1 — 22 — 23 =1} 1 prosta L = (0,~1,0) + lin(1,0,1) C M.

(a) Znalezé rzut prostopadly prostej K = (1,0,3) + lin{(-2,1, 3)} na plaszczyzne M.

(b) Ile jest zachowujacych orientacje izometrii p przestrzeni enklidesowej (Rs, (,}) takich, ze dla kazdego
p € L, ¢(p) = p oraz dla kazdego g € M, p(q) € M? Kazdg taks izometrie opisaé, pedajac jej wartosci
na dowolnie wybranej bazie punktowej przestrzeni R®.

(c) Dane sg dwie proste L; = (0,0,2) + lin{(1,0,0)} i Ly = (1,0,0) + lin{(0,1,0)}. Ile jest izometrii

f przestrzeni euklidesowej afinicznej (R3,< ,)) takich, ze f(Li) = Lo i f(Ly) = L;. Odpowiedz
uzasadnié.
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4. Funkcjonal dwuliniowy symetryczny h: R*xR* — R dany jest warunkiem G(h, St) = (1) 8 _01 —?1
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gdzie St jest baza standardowa,.

(a) Czy istnieje baza A przestrzeni dwuliniowej (R4, h) taka, ze G(h, A) = ? Odpowied?
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uzasadnié.

(b) Podaé przyklad 2-wymiarowej podprzestrzeni W takiej, ze hjy jest iloczynem skalarnym na W.
Znalezé baze ortogonalna ai, @z, as, oy przestrzeni dwuliniowej (R4, h) taka, ze as, a4 € W.

(¢) Podaé przyklad izotropowej 1-wymiarowej podprzestrzeni U przestrzeni dwuliniowej (R4, h) (tzn. dla

dowolnego a € U, h{o,a) = 0 ). Czy istnieje izotropowa 2-wymiarowa podprzestrzen przestrzeni
dwuliniowej (R*, #)? Odpowied? uzasadnié.

5. Niech K bedzie cialem charakterystyki # 2 i niech (V| h) bedzie przestrzenia dwuliniowa nad cialem K.

(a) Niech a € V bedzie niezerowym wektorem spelniajacym h(a, o) = 0. Wykazag, ze jesli istnieje wektor
B € V taki, Zze h(a, B) # 0, to istnieje wektor 3’ € V, [’ # a taki, ze h(f',8') = 0. gg i

(b) Wykazaé, ze dla kazdych a,b € K, a # 0 macierze ( 2 (Z >,< 2 11) ) ( 1 0 ) sa kongruentne

nad K.

(c) Wykazag, ze jesli (V, h) jest nieosobliwaidim V = 3, to dla kazdych baz prostopadlych A. A’ przestrzeni
(V, h) istnieje ciag By, ..., B baz prostopadtych przestrzeni (V, h) taki, ze A = B;, A’ = B, oraz dla
kazdego i = 1,...,r — 1 bazy B; i B;+; maja wektor wspdlny.

6. Funkcja fr:Rs — R dana jest wzorem f,.({(z1,Z2,23)) = 2? + 22172 — 23123 + 221 + 22 + ro3, gdzie
r € R. Niech X, = {(z1, 22, 23): fr((1,%2,73)) = 0} oraz niech M = {(z1,22,23): =1 + 22 — 3 = 0}.

(a) Okregli¢ typ afiniczny (oraz podaé nazwe i naszkicowaé rysunek) hyperpowierzchni X, w zaleznosci
od warto$ci parametru r € R.

(b) Czy istnieje uklad bazowy w R® w ktérym powierzchnia X jest opisana réwnaniem uf — u3 + uz = 07
Jesli tak, to podaé przyklad takiego ukladu bazowego.

(¢) Okresli¢ typ afiniczny krzywej M N Xo.



