GAL, Egzamin, 15.06.2009

Kazda odpowiedz TRZEBA starannie uzasadni¢. Rozwiazanie kazdego zadania TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNEJ kartce
(lub kartkach). Na kazdej kartce prosze podaé: imie, nazwisko (BARDZO CZYTELNIE) i numer indeksu osoby zdajacej,
numer rozwigzywanego zadania i liter¢ tematu.

TEMAT A

(1) Niech ¢: R? — R3? bedzie endomorfizmem takim, ze o((x1, 72, 73)) = (1 — 23, T2 — T3, —T1 + T2 + X3).

(a) Znalez¢é postaé Jordana macierzy M (p)s:, gdzie St jest bazg standardowa.

1 5
(b) Dla jakich wartosci parametréw r, s € R, istnieje baza A w przestrzeni R3 taka, ze M(@)4a=| 0 3 r
0 2 -1

(c) Czy istnieje baza B w przestrzeni R? taka, ze M (y)g jest macierza symetryczna? Odpowiedz uzasadnié.

(2) W przestrzeni euklidesowej afinicznej R? ze standardowym iloczynem skalarnym, dany jest punkt p = (1,1,—1) i
prosta L:p + lin((1,2,—1)).

(a) Znalezé odleglo$é punktu (1,4, —1) od prostej L.

(b) Niech P bedzie plaszczyzna przechodzaca przez punkt p i prostopadly do wektora (3,5,1). Znalezé réwnanie
opisujace P. Niech ptaszczyzna P bedzie obrazem P przy symetrii prostopadlej wzgledem prostej L. Znalez¢
rownanie opisujace P.

(¢) Zmalezé odleglos$é prostej M: (—1,0,1) +1in((2,1,1)) od prostej L.

(3) Dana jest przestrzeri euklidesowa afiniczna R? ze standardowym iloczynem skalarnym.

(a) Podaé¢ przyktad (podajac wzoér) izometrii euklidesowej afinicznej f:R® — R3, ktéra przeprowadza prosta
af((0,0,0), (0,0,1)) na prosta af((0,0,0), ((0,1,0)).

(b) Dany jest punkt p = (3,2,2) € R® i prosta L: (1,1,2) + lin((1,1,—1)). Ile jest izometrii euklidesowych
afinicznych f:R3> — R3 takich, ze f(p) = p, oraz dla dowolnego punktu ¢ € L, f(q) € L. Odpowiedz
uzasadnic.

(c) Niech f:R?® — R3 bedzie izometria euklidesowa afiniczna taka, ze f(p) = p i f(¢) = ¢ dla dowolnego punktu
q € L, oraz f zmienia orientacjg przestrzeni R3 (gdzie orientacja w R? zadana jest przez baze standardowa).
Opisa¢ f podajac wzér lub podajac wartosci f na jakiej$ bazie punktowej przestrzeni afinicznej R3.

(4) Niech h:R* x R* — R* bedzie funkcjonalem dwuliniowym danym w bazie standardowej St macierza

0 0 -1 1
0 -1 10
GhS=1 1 1 29
1 0 01

(a) Znalezé bazg ortogonalna przestrzeni dwuliniowej (R, h).

01 0 0

L .. . . 1 0 0 0

(b) Dla jakich wartosci parametru ¢t € R, istnieje baza B; taka, ze G(h,B;) = 0 0 ¢+ 0
0 00 t—1

(c) Niech X = {(x1, 72, 23) € R3: =22 + 23129 — 203 + 25 — 1 = 0}

(c.1) Okredli¢ typ afiniczny (oraz podaé nazwe) hiperpowierzchni X.
(c.2) Czy istnieje plaszczyzna P w R? taka, ze X NP jest hiperbola? Jesli tak, podaé przyktad takiej ptaszczyzny
(podajac jej réwnanie w R3).

(5) Niech (V,h) bedzie rzeczywista przestrzenia dwuliniowa wymiaru 2n. Niech przestrzen V bedzie sumg prosta
n—wymiarowych podprzestrzeni V, i V_ takich, ze h jest dodatnio okreslony na V. i ujemnie okreslony na V_,
oraz V4 i V_ sa wzajemnie ortogonalne (tzn. h(vi,v2) = 0 dla dowolnych vq € Vi, vy € V_).

Podprzestrzen liniowa W w (V, h) nazywamy izotropowa, jesli A(a, @) = 0 dla dowolnego oo € W.

(a) Udowodnié, ze kazda podprzestrzen izotropowa w (V, h) ma wymiar nie wigkszy niz n.
(b) Pokazaé, ze istnieje podprzestrzen izotropowa w (V, h) wymiaru n.

(¢) Udowodnié, ze kazda podprzestrzen izotropowa w (V, h) zawiera si¢ w podprzestrzeni izotropowej wymiaru n.
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Kazda odpowiedz TRZEBA starannie uzasadni¢. Rozwiazanie kazdego zadania TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNEJ kartce
(lub kartkach). Na kazdej kartce prosze podaé: imie, nazwisko (BARDZO CZYTELNIE) i numer indeksu osoby zdajacej,
numer rozwigzywanego zadania i liter¢ tematu.

TEMAT B

(1) Niech ¢: R? — R3? bedzie endomorfizmem takim, ze o((x1, 72, 73)) = (1 — 23, T2 + T3, —T1 — To + X3).

(a) Znalez¢é postaé Jordana macierzy M (p)s:, gdzie St jest bazg standardowa.
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(b) Dla jakich wartosci parametréw r, s € R, istnieje baza A w przestrzeni R3 taka, ze M(@)4a=| 0 3 r
0 4 -1

(c) Czy istnieje baza B w przestrzeni R? taka, ze M (y)g jest macierza symetryczna? Odpowiedz uzasadnié.

(2) W przestrzeni euklidesowej afinicznej R? ze standardowym iloczynem skalarnym , dany jest punkt p = (—1,1,1) i
prosta L:p + lin((—1,2,1)).

(a) Znalezé odleglo$é punktu (—1,4,1) od prostej L.

(b) Niech P bedzie plaszczyzna przechodzacg przez punkt p i prostopadla do wektora (—5,3,1). Znalezé réwnanie
opisujace P. Niech plaszczyzna P bedzie obrazem P przy symetrii prostopadlej wzgledem prostej L. Znalez¢
rownanie opisujace P.

(¢) Zmalezé odleglos$é prostej M: (1,0,—1) +1in((1,1,2)) od prostej L.

(3) Dana jest przestrzeri euklidesowa afiniczna R? ze standardowym iloczynem skalarnym.

(a) Podaé¢ przyklad (podajac wzdr) izometrii euklidesowej afinicznej f:R® — R® ktéra przeprowadza prosta
af((0,0,0), (0,1,0)) na prosta af((0,0,0), ((1,0,0)).

(b) Dany jest punkt p = (2,2,3) € R® i prosta L: (1,2,1) + lin((1,—1,1)). Ile jest izometrii euklidesowych
afinicznych f:R3 — R3 takich, ze f(p) = p, oraz dla dowolnego punktu ¢ € L, f(q) € L. Odpowiedz
uzasadnic.

(c) Niech f:R3® — R3 bedzie izometria euklidesowa afiniczna taka, ze f(p) = p i f(¢) = ¢ dla dowolnego punktu
q € L, oraz f zmienia orientacjg przestrzeni R3 (gdzie orientacja w R? zadana jest przez baze standardowa).
Opisa¢ f podajac wzér lub podajac wartosci f na jakiej$ bazie punktowej przestrzeni afinicznej R3.

(4) Niech h:R* x R* — R* bedzie funkcjonalem dwuliniowym danym w bazie standardowej St macierza

0 0 -1 1
0 1 2 0
G(h,St) = 1 9 3 0
1 0 01

(a) Znalezé bazg ortogonalna przestrzeni dwuliniowej (R, h).

0 1 0 0

L .. . . 1 0 0 0

(b) Dla jakich wartosci parametru ¢t € R, istnieje baza B; taka, ze G(h,B;) = 00 t—1 0
00 0 ¢

(c) Niech X = {(x1,72,23) € R3:2v 23 + 23 + 23 — 1 = 0}.
(c.1) Okredli¢ typ afiniczny (oraz podaé nazwe) hiperpowierzchni X.

(c.2) Czy istnieje plaszczyzna P w R? taka, ze X NP jest hiperbola? Jesli tak, podaé przyktad takiej ptaszczyzny
(podajac jej réwnanie w R3).

(5) Niech (V,h) bedzie rzeczywista przestrzenia dwuliniowa wymiaru 2n. Niech przestrzen V bedzie suma prosta
n—wymiarowych podprzestrzeni V, i V_ takich, ze h jest dodatnio okreslony na V. i ujemnie okreslony na V_,
oraz V4 i V_ sa wzajemnie ortogonalne (tzn. h(vi,v2) = 0 dla dowolnych vy € Vi, vy € V_).

Podprzestrzen liniowa W w (V, h) nazywamy izotropowa, jesli A(a, @) = 0 dla dowolnego oo € W.

(a) Udowodnié, ze kazda podprzestrzen izotropowa w (V, h) ma wymiar nie wigkszy niz n.
(b) Pokazaé, ze istnieje podprzestrzen izotropowa w (V, h) wymiaru n.

(¢) Udowodnié, ze kazda podprzestrzen izotropowa w (V, h) zawiera si¢ w podprzestrzeni izotropowej wymiaru n.



