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W poznawaniu teorii liczb warto wyrobié¢ sobie nawyk, zgodnie z ktérym kazdej liczbie catkowitej przypisujemy
zbiér jej dzielnikéw!. O zbiorze tym mozna zadawaé ciekawe pytania: mozna zastanawiaé sie ile ma elementéw,
jakie elementy do niego (nie) naleza, jakie sg relacje miedzy nimi. Mozna pytaé¢ czym sie réznia zbiory dzielnikdéw
dla r6znych liczb. Mozna pytaé: jak wygladaja ich podzbiory (np. zlozone z poteg ustalonej liczby pierwszej).
Nas interesowa¢ bedzie zupelnie elementarna obserwacja uzywana w rozwiazaniach zadan konkursowych.

Jesli m jest dzielnikiem liczby calkowitej n, to réwniez - jest dzielnikiem liczby n.

Wtasno$é¢ ta nadaje zbiorowi dzielnikéw ustalonej liczby n pewna wewnetrzna symetrie, zwlaszcza w przypadku,
gdy n jest liczba dodatnia. Kazdemu ,,matemu” dzielnikowi mozna przypisa¢ odpowiadajacy mu ,duzy dzielnik”
— poza sytuacja, gdy mowa jest o dzielniku y/n (to wyréznia kwadraty liczb calkowitych). Wszystkie dzielniki
liczby catkowitej dodatniej mozna ustawi¢ w ciag rosnacy zaczynajacy sie liczba 1 1 konczacy sie liczba n:

l=di <dy<...<dp=n.

W trakcie tego referatu bedziemy czesto uzywaé pojeé typu ,dwa najwieksze dzielniki” lub ,cztery najmniejsze
dzielniki” danej liczby. Zawsze w takich sytuacjach chodzi nam po prostu o odpowiednia liczbe najwigkszych lub
najmniejszych elementéw ciagu powyzej (przypisanego danej liczbie). I jeszcze jedna definicja, zanim zaczniemy.

DZIELNIK WEASCIWY liczby calkowitej dodatniej n to taki dodatni dzielnik liczby n, ktéry jest mniejszy od n.

Zadanie 1. Wyznacz sume wszystkich dodatnich liczb catkowitych, ktérych najwigkszy dodatni dzielnik wta-
Sciwy rowny jest 55.

ROzZWIAZANIE. Zakladam, ze Czytelnik bez problemu bylby w stanie po prostu odgadnaé¢ wszystkie sktadniki
szukanej sumy. My jednak sprébujemy ubraé cale rozwiazanie w rozumowanie. Niech n bedzie dowolna liczba,
ktérej najwigkszym dzielnikiem jest 55. Twierdzimy, Ze wéwczas liczba g jest liczba pierwsza. Skad to wiemy?
Gdyby dla pewnych liczb calkowitych a,b > 1 zachodzito:

n

= —ab
55 4

woéwcezas liczby 5ba oraz 55b bylyby wiekszymi od 55 dzielnikami wiasciwymi n.

Jaka liczba pierwsza moze by¢ £t 7 To nie jest sprawg dowolna dlatego, ze liczba ta réwniez jest dzielnikiem n, i to
najmniejszym dzielnikiem wiekszym od 1. A jakie dzielniki liczby n juz znamy? Wiemy, ze 55 jest dzielnikiem n,
a zatem kazdy dzielnik 55, czyli 1,5, 11,55 tez jest dzielnikiem n. Korzystamy tu z waznej wlasnosci.

Dzielnik dzielnika jest dzielnikiem.

A zatem g jako najmniejszy dzielnik n wigkszy od 1 nie moze by¢ wigkszy od 5. Skoro jednoczesnie g jest to
liczba pierwsza, to mozliwe sg tylko nastepujace sytuacje:

Do b L=3 b L =5
55 55 55

co daje n = 110 lub n = 165 lub n = 275. Szukana suma to zatem 550.
* k%
To rozumowanie nie byto przesadnie skomplikowane, ale istotny jest moral, ktory warto wprost sformutowac.
Najmniejszy dzielnik wiekszy od 1 jest liczba pierwsza.

Najwigkszy dzielnik wlasciwy to iloraz przez najmniejszy dzielnik pierwszy.

IWarto takze mysleé o zbiorze jej wielokrotnoéci, ale to opowie$é na inny raz...



Zadanie 2. Znajdz dodatnia liczbe catkowita n spelniajaca jednoczesnie nastepujace dwa warunki.
e Suma dwoch najmniejszych dzielnikéw dodatnich liczby n réwna jest 6.
e Suma dwoch najwiekszych dzielnikéw dodatnich liczby n réwna jest 2022.

RoOzwIAZANIE. Najmniejszym dzielnikiem liczby n jest 1, a wiec drugim najmniejszym dzielnikiem jest 5.
W zwigzku z tym, zgodnie z moralem poprzedniego zadania, najwigkszy dzielnik wlasciwy n to %. Najwickszy
dzielnik n to n, a wigc:

g+n:2022:>n= 1685.

Zadanie 3. Wypisano wszystkie dzielniki dodatnie liczby catkowitej n > 1, za wyjatkiem liczb 1 oraz n.
Wiéréd wypisanych liczb najwieksza jest 45 razy wieksza niz najmniejsza. Wyznacz mozliwe wartosci n.

R0OzZwiAZANIE. Ponownie pojawia si¢ motyw najwiekszego dzielnika wlasciwego i najmniejszego dzielnika pierw-
szego. Tym razem nie znamy tych liczb, a jedynie ich iloraz, czyli 45. Niech p bedzie tym najmniejszym dziel-
nikiem pierwszym. Warunki zadania méwia, ze:

45p = n = 45p° = n.
p

Powyzsza réwnosé oznacza, ze 45 i wszystkie jej dzielniki sa dzielnikami n. W szczegdlnosci skoro 3 jest dziel-
nikiem 45, to p < 3. Mamy zatem dwie mozliwosci:

e dla p = 2 liczba n wynosi 45 - 4 = 180,

e dla p = 3 liczba n wynosi 45 - 9 = 405.

Zadanie 4. Znajdz sume trzech najmniejszych dzielnikéw dodatnich liczby 22916 — 1.

RozwiAZANIE. Twierdzimy, ze owe trzy najmniejsze dzielniki dodatnie to 1,3,5. Mozna to zobaczy¢ na kilka
sposobéw. Korzystajac z rachunku na potegach mamy:

92016 _ | _ 41008 _ | _ 1504 _ 1

Dowolna naturalna potega liczby 4 daje reszte 1 przy dzieleniu przez 3. Analogicznie, naturalna potega liczby
16 daje reszte 1 przy dzieleniu przez 5.

Inny sposéb na podzielno$é przez 3: rozktadamy: 22016 — 1 = (21008 _ 1)(21008 4 1) Wéréd kolejnych trzech
liczb 21008 _1 21008 91008 1 1 jedna jest podzielna przez 3 i nie jest to 21998, A zatem 3 jest dzielnikiem 22016 —1.

Inny sposéb na podzielnosé przez 5: patrzymy na cyfry jednosci 27, dla n catkowitych dodatnich. Ukladaja sie
one w cigg okresowy:
274783672,478763"'

22016 22016

(wystarczy przemnozy¢ pisemnie). A zatem ma cyfre jednoéci 6, co oznacza, ze —1 konczy sie cyfra 5.

A zatem liczba ta jest podzielna przez 5, zgodnie ze znana cechg podzielnosci.

Zadanie 5. Dodatnia liczba catkowita n jest suma swoich trzech najwiekszych dzielnikéw wlasciwych. Wykaz,
ze n jest liczba podzielng przez 6.

RozwiAZANIE. Tym razem nie znamy zadnych dzielnikéw liczby n, ale zalozenie jest, jak sie okazuje, bardzo
ograniczajace?. Wystarczy zauwazyé, ze jedli d; < do < dsz sa najwickszymi dzielnikami wtasciwymi liczby n, to
7 < 1 < ¢ sanajmniejszymi wigkszymi od 1 dzielnikami n. Oznaczmy je jako e3 < ez < e1. Mamy teraz:

d161 = d262 = d363 =1.

Aby pokazaé, ze liczba n dzieli si¢ przez 6 nalezy zatem wykazaé, ze e3 = 2 oraz e; = 3. W przeciwnym ra-
zie liczba n nie bedzie podzielna przez 2 lub 3, a sa to najmniejsze mozliwe rézne od 1 dzielniki liczby naturalne;j.

2Warto przed zrobieniem tego zadania zadaé kilka pytan. Na przyktad: czy umiemy wskazaé przyktad liczby spetniajacej warunki
zadania? A czy umiemy wskazaé wigkszy przyklad? A czy widzimy, ze rozklad 6n = 3n + 2n 4 n nie jest zawsze rozktadem na trzy
najwieksze dzielniki? A kiedy jest? Jest tu pole do eksperymentowania.



Skorzystajmy z warunku podanego w zadaniu. Przybiera on teraz postac

n n n
n=ds+do+d = —+—+—.
€3 €2 €1

A zatem w istocie dostajemy klasyczny problem rozkladu 1 na trzy rézne utamki proste (czasem moéwi sie, ze
sa to tzw. utamki egipskie?):

€3 €2 €1

Zalézmy teraz, ze eg # 2. Wowcezas 3 < e3,4 < e4,5 < e5. Oznacza to, ze:

1_~_1+1<1+1_‘_1<1
€3 €9 61\3 4 5 ’

Dostajemy sprzeczno$é. A zatem es = 2. Gdyby teraz e; > 3, to mielibySmy e; > 4, a wiec:
1 1 1

+ =+ <1+1+1<1
er  es e3 2 4 5 7

A zatem es = 3. Pokazalismy, ze 2 i 3 sa dzielnikami liczby n. Jest to zatem liczba podzielna przez 6.

Uwaga. Bardziej zaawansowanym uczniom mozna postawi¢ problem, pochodzacy z IT CPSJ (2013 r. — zawody
druzynowe). Wyznacz wszystkie dodatnie liczby calkowite n takie, ze suma trzech najwickszych dzielnikow liczby
n jest rowna 1457. Okazuje sie, ze sa cztery takie liczby: 987,1023,1085, 1175.

Zadanie 6. Dodatnia liczba calkowita n spelia warunek n = a? + b2, przy czym a > 0 jest najmniejszym
dzielnikiem n réznym od 1, zas b > 0 jest dzielnikiem n. Pokaz, ze n nie jest kwadratem liczby catkowitej.

ROZWIAZANIE. Zgodnie z nasza wiedza a jest liczba pierwsza, jako najmniejszy dzielnik n wigkszy od 1. Kluczowe
jest zauwazenie, ze sktadnik a? ma malo dzielnikéw: jedynie 1, a, a®. Z drugiej strony liczba

n2 — b2 = g2

jest podzielna przez b (obydwa skladniki po lewej stronie sa wielokrotno$ciami b). Stad b jest dzielnikiem liczby

a?, a wiec jedna z liczb 1,a, a?. Rozwazmy kazda z tych mozliwosci.

e Jedli b= 1, to n = a® + 1. Dwie kolejne liczby catkowite nie moga by¢ kwadratami (dlaczego?), wiec n nie
jest kwadratem.

o Jedlib = a, ton = a®+a? = 2a%. Gdyby n bylo kwadratem, to bytoby réwne v/2a, czyli liczba niecatkowita.

e Jedli b= a?, ton = a® +a* = a®(a® +1). Ponownie, gdyby n bylo kwadratem, to réwniez -5 réwniez musi
byé kwadratem, a jak wspomnieliémy wyzej: a® + 1 kwadratem byé nie moze.

Uwaga. Zalozenie o tym, ze b jest dzielnikiem n nie jest potrzebne. Czy Czytelnik umialby to pokazaé?
Zadanie 7. Niech d bedzie dodatnim dzielnikiem liczby catkowitej n > 1. Wykaz, ze 2¢/n < d+ %5 < n + 1.
Pokaz, ze jesli s, jest Srednia arytmetyczna wszystkich dodatnich dzielnikéw liczby n, to zachodza nieréwnosci:

n+1

Vn < s, < 5

ROZWIAZANIE. Nier6wnos¢ d + & > 2y/n przeksztalcamy réwnowaznie do postaci:
d?+n>2ynd = d>—-2ynd+n*>>0 <= (d—/n)>>0.

Ostatnia nier6wnos¢ jest oczywiscie prawdziwa. Przejdzmy do nieréwnosci d + 4 < n + 1. Jedli liczby % oraz d
sa dzielnikami wladciwymi, to kazda z nich jest nie wieksza niz 2. Stad ich suma nie przekracza n. A jeslid =1

5
lub d = n, to rozwazana suma wynosi n + 1.

Alternatywne rozwigzanie: mozna przyja¢ 4 = [ i przepisa¢ nieréwnosé¢ d + 5 < n + 1 do postaci I +d < ld +1
i dalej przeksztalci¢ réwnowaznie do prawdziwej nieréwnosci (I — 1)(d — 1) > 0 (mamy bowiem [,d > 1).

3Dowolng dodatnig liczbe wymierna mozna roztozyé na sume utamkéw prostych. Jak to pokazaé? To proste, nalezy w kazdym
kroku odejmowaé najwiekszy mozliwy utamek prosty. To sprawia, ze licznik rozkladanego utamka zmniejsza si¢ co najmniej o 1.



Zauwazmy dalej, ze jesli liczba n ma k dzielnikéw, to s, = kS(n), gdzie S(n) jest sumag dzielnikéw n. Z drugiej
strony, dodajac do siebie wszystkie wyrazenia d+ %, dla wszystkich dzielnikéw d liczby n, dostajemy dwukrotnosé
sumy dzielnikéw liczby n, czyli 2kS(n) (kazdy dzielnik wchodzi do tej sumy dwukrotnie: raz jako d, a raz jako
%). A zatem dodajac stronami nieréwnosci 2y/n < d+% < n+1 po wszystkich k dzielnikach liczby n, dostajemy:

1
%/ < 2kS(n) <k(n+1) = \/ﬁ<sn<”;.

Zadanie 8. (Iran, 1999) ZnajdZ wszystkie liczby calkowite n > 1, ktérych cztery najmniejsze dzielniki dodatnie
dy < do < d3 < d4 spelniaja
n=d; +ds+d;+d;.

ROZWIAZANIE. Z warunkow zadania bedziemy wyprowadzaé kolejne informacje o dzielnikach di,ds, ds, dy.
Niewatpliwie d; = 1. A zatem:
n=1+d;+d;+d;.

Zauwazmy, ze n nie moze by¢ liczbg nieparzysta, bo wtedy liczby ds, d3, ds jako dzielniki n bylyby nieparzyste,
a zatem w sumie powyzej po lewej stronie mieliby$my liczbe nieparzysta, a po prawej — liczbe parzysta. Wniosek
— n jest liczba parzysta. A zatem dy = 2. Stad:

n=5+d;+d; = n-5=d;+d;.

Zauwazmy teraz, ze skoro n jest parzyste, to znaczy, ze n — 5 jest nieparzyste. A zatem d3 +d3 jest nieparzysta.
Oznacza to, ze liczby ds3, ds sa réznej parzystosci. Jakie mamy mozliwosci?

e Jedli dgs jest parzyste, to musi to by¢ 4. Inaczej bowiem d3 bedzie miato dzielnik wigkszy od 2 i mniejszy
od siebie, co nie jest mozliwe.

e Jesli dg jest nieparzysta liczba pierwsza, to d4 musi byé réwne 2d3 lub ewentualnie d3 = 3,dy = 4.

Zajmijmy sie teraz pokazaniem, ze m nie jest podzielna przez 4. Dlaczego? Kwadrat liczby parzystej jest po-
dzielny przez 4, a kwadrat liczby nieparzystej, czyli (2k + 1)? = 4k? + 4k + 1 daje reszte 1 z dzielenia przez 4.
Zatem n daje reszte 2 z dzielenia przez 4.

W konsekwencji dy = 1,ds = 2,ds = p,ds = 2p, gdzie p > 3 jest nieparzysta liczba pierwsza. Mamy zatem:
n=>5+p?+4p* = 5(1 + p?).
Stad 5 jest dzielnikiem n, a wiec p = 5 i ostatecznie uzyskujemy szukana wartosé n = 130.
Zadanie 9. Niech n > 2 bedzie liczbg catkowita o dzielnikach 1 =d; < dy < ... < d = n. Wykaz nieréwnosé
didy + dods + ... +dy_1dy < n®.

Kiedy liczba didy + dads + ... + di_1d}, jest dzielnikiem liczby n2?

ROZWIAZANIE. Zauwazmy, ze dy, =n, dp-1> %, dy2>7%, dy3>7, ....A zatem:
n o nn 1 1 1 1
didi_14+di_1di_o4---+dod 2ty = — = 2 =(1=——|n? .
k=1 Ap—10p—2 7 Fdady <Mt geg <1.2+2.3+ +k.k+1)n ( I<;+1>n ="
Skad sie wzial ostatni krok? Otdéz mamy:
e T N [ TR (- N R
1-2 2-3 k-k+1 2 2 3) k k+1) E+1 =7

A co z drugg czescia? Twierdzimy, ze rozwazana liczba jest dzielnikiem n rylko wtedy, gdy n jest liczba pierwsza,
czyli gdy didy = n. Zalézmy wiec, ze k > 2 i niech p bedzie najmniejsza liczbg pierwszg dzielaca n. Wowczas:

2
drdp—1 +dp—1dp—o + -+ +dady > dpdr—1 = %

a wiec rozwazana liczba przekracza najwickszy dodatni dzielnik liczby n? (oczywiscie p to takze najmniejszy
dzielnik n?), ale jest mniejsza niz n2, czyli to nie jest dzielnik n?. Rozwiazanie jest zakonczone.



Dodatnia liczbe calkowita n nazywamy ANTYPIERWSZA, gdy n posiada wigcej dodatnich dzielnikéw niz kazda
dodatnia liczba catkowita mniejsza od n. Przykladowymi liczbami antypierwszymi sa: 1,2,4,6,12 i 24.

Do rozwiazania ponizszych zadan przyda nam si¢ wiedza o liczbie dzielnikow liczby catkowitej dodatniej. Z twier-
dzenia o istnieniu i jednoznaczno$ci rozkladu na czynniki pierwsze dowolnej dodatniej liczby catkowitej n > 1
manmy:

n=pi'ps®-...- Dy,
gdzie p1 < p2 < ... < pi sa dzielnikami pierwszymi n. A zatem kazdy dzielnik liczby n moze mie¢, na mocy
jednoznacznoéci rozkladu, jedynie postacé:
1, to i
Py Py e Pis

gdzie t1 < s1,...,tr < Si 1 kazda liczbe t; mozna wybraé tak, aby byla dowolng liczba catkowita od 0 o s;.
A zatem z zasady mnozenia wynika, ze dzielnikéw liczby n jest tagcznie:
(s1+1)(sa+1) ... (s +1).

Zadanie 10. Pokaz, ze zadna z liczb 23 - 52,23 . 34,22 . 32 . 52 nie jest antypierwsza.

ROZWIAZANIE. Ze wzoru na liczbe dzielnikéw wnioskujemy, ze kazda liczbe wyzej mozna podmieni¢ na mniejsza
0 tej nie mniejszej liczbie dzielnikow.
e Liczba dzielnikéw 23 -52 réwna jest (3+1)(2+1) = 12. Ale przeciez réwniez liczba 2232 ma 12 dzielnikéw,
wiec 23 - 52 nie jest antypierwsza.
e Liczba dzielnikéw 22 -3* réwna jest (3+1)(4+1) = 20. Ale przeciez réwniez liczba 24 - 3% ma 20 dzielnikéw,
wiec 23 - 3% nie jest antypierwsza.
e Liczba dzielnikéw 22 - 32 - 52 wynosi (2 + 1)(2 4+ 1)(2 + 1) wynosi 27. Ale mamy mniejsza liczbe majaca
wiecej dzielnikoéw, np.:
22.3%.52>22.3%.4.5=2*.32.5.
A zatem 2% -32 -5 ma (4 +1)(2 + 1)(1 + 1) = 30 dzielnikéw. Czyli 2% - 3% - 52 nie jest antypierwsza.
Zadanie 11. Pokaz, ze jesli n > 1 jest liczba antypierwsza, to n jest liczba parzysta.

ROZWIAZANIE. Zalézmy, ze n = pi'p5* - ... - p;* ma jedynie nieparzyste dzielniki pierwsze. Mozemy zatem

podmieni¢ p; na 2 dostajemy liczbe mniejszg o tej samej liczbie dzielnikéw. A zatem n musi by¢ parzysta.

Zadanie 12. Pokaz, ze dla kazde]j liczby catkowitej k > 1 istnieje liczba antypierwsza n spelniajaca warunek:
kE<n<2k.

ROZWIAZANIE. Zal6zmy przeciwnie, ze istnieje k > 1 takie, ze nie ma liczby antypierwszej pomiedzy k < n < 2k.
Niech h bedzie najwigksza antypierwsza liczba mniejsza niz k. W takim razie jest to tez najwicksza liczba
antypierwsza mniejsza niz 2k. Z drugiej strony, istnieje liczba dodatnia [ taka, ze

k< 2'h < 2k.

7 drugiej strony latwo widzieé, ze liczba dzielnikéw liczby 2!'h jest wieksza niz liczba dzielnikéw h, a wiec do-
staliSmy nowa liczbe antypierwsza — sprzeczno$c.

Zadanie 13. Pokaz, ze liczba 16! =1-2-3-...-15-16 nie jest antypierwsza.

R0OzZwWiAZANIE. Rozwazmy liczbe % - 16!. Oczywiscie jest ona mniejsza od 16!. Zalézmy, ze dla pewnych liczb
catkowitych e; > es > e3 > e4 > e5 > eg mamy 16! = 2¢1 . 32 . 53 . 7¢4 . 11¢ . 13%. Zdefiniowana przez nas
liczba ma rozklad na czynniki pierwsze postaci:

13150 =214, 3% . 5% . 7¢4 . 1% . 3¢+,
Jesli podzielimy liczbe dzielnikéw 13 - 15! oraz liczbe dzielnikéw 16! dostajemy:
(e1 —3)(es +2)
(e1+1)(es +1)
Zauwazmy jednak, ze liczba 2 wchodzi do rozktadu 16! poprzez czynniki 2,4,6,8,10,12,14, czyli w istocie:

e; = 11. Tymczasem eg = 1, co oznacza 4deg + 7 = 11. A zatem liczba 16! nie jest antypierwsza. Zachecam
Czytelnika do wyprowadzenia stad obserwacji, ze n! nie jest antypierwsza, dla n > 16.

>1 <= ejeg—3eg+2e1 —6>=e1eg+e1 teg+1 < e > 4deg+ 7.

Liczby antypierwsze opisal w roku 1915 S. Ramanujan. Wiele wlasnoéci liczb antypierwszych jest trudnych.
Autorowi nie jest np. znany elementarny dowdd tego, ze jedynymi antypierwszymi kwadratami sg liczby 1,4, 16.



