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Tekst ten powstal na podstawie wystapienia przed nauczycielami z Koszalina i okolic, wygloszonego przeze
mnie 16 wrzesnia 2019 roku. Obok czeéci warsztatowej zawiera réwniez krétkie wprowadzenie do Olimpiady.

1 Czym jest Olimpiada Matematyczna Junioréw?

Olimpiada Matematyczna Junioréw (OMJ) to ogdlnopolskie zawody matematyczne, o wysokim standardzie
merytorycznym, skierowane do uczniéow szkél podstawowych. Zawody organizowane sa od pietnastu lat przez
Stowarzyszenie na Rzecz Edukacji Matematycznej z siedziba w Warszawie, wywodzace si¢ w duzej mierze z
grona oséb zaangazowanych weze$niej w Olimpiade Matematyczng dla szkét ponadpodstawowych. Inicjatywa
OMJ (a wezesniej OMG — Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistow) powstala jako odpowiedZ tego srodowiska
na fakt dokonania reformy systemu edukacji w 1999 roku. Uznano bowiem, ze konieczne jest rozszerzenie na
ksztaltujacy si¢ wtedy nowy typ szkoly — gimnazjum, zasiggu oddziatywania spolecznego powotanej przez Pol-
skie Towarzystwo Matematyczne w 1949 roku Olimpiady dla szkét ponadpodstawowych tak, by rozwédj mlodych
zdolnych Polakéw nie odbiegal poziomem od tego, co robi sie w wiodacych (i rozwijajacych sie) krajach $wiata.
Zawody tego typu odbywaja sie przeciez od lat w dziesigtkach krajéw, a takze w skali miedzynarodowej.

Co przychodzi Panstwu na my$l, gdy mowa jest o olimpiadzie matematycznej? Czy najzdolniejsi uczniowie, dla
ktérych chceielibyécie znalezé czas i ciekawa forme zaangazowania? Na pewno i my, i ich rodzice mamy cheé
,stworzenia im szansy”, umozliwienia im ,przebicia si¢”, zagwarantowania im wej$cia do najlepszych licedw.
Moze pojawia sie tez odczucie bezradnosci wobec licznych obowiazkéw i obawa, ze poziom Olimpiady bedzie zbyt
trudny nawet na zajecia dodatkowe? Czy w najlepszych szkolach w Polsce nie ma wiecej $rodkow ¢ mozliwosci, niz
u nas? Historia Olimpiady pokazuje, ze mozliwe jest stworzenie czegos wigcej niz tylko zawoddéw dla najlepszych.

Staramy sie tak ksztaltowaé organizacje, przebieg i program merytoryczny Olimpiady, aby stanowita ona moz-
liwie szeroki projekt edukacyjny — owszem: o wysokim standardzie merytorycznym, ale i o przyjaznym standar-
dzie dziatania. Zgodnie z wytycznymi Stowarzyszenia na Rzecz Edukacji Matematycznej Olimpiada stawia sobie
nastepujace cele: rozbudzanie zamitlowania do matematyki wéréd mlodziezy, wyszukiwanie uczniéw zaintereso-
wanych matematyka, ksztaltowanie umiejetnoéci samodzielnego zdobywania wiedzy i stymulowanie aktywnosci
poznawczej mlodziezy uzdolnionej. Jak wida¢ tylko ostatni z wymienionych celow dotyczy oséb w jakims stopniu
szczegllnych. Oczywiscie, ze chcemy ich znalezé i ukierunkowaé! Nie chodzi jednak tylko o dostarczanie osobom
zdolnym ciekawych zadan i umozliwienie im zweryfikowania swojego talentu poprzez rywalizacje z rowiesnikami,
i nie tylko o ukierunkowanie rozwoju matematycznego mtodych zdolnych wedtug standardéw obowigzujacych
na calym Swiecie. R6wnie wazne cele to ,budzi¢ zamilowanie”, ,wyszukiwaé zainteresowanych” i ,ksztaltowac
samodzielno$¢ myélenia”. Te cele tworza ,,mape drogowa” ku upowszechnianiu tzw. myslenia matematycznego.

Chodzi nam w Olimpiadzie takze o pewien rodzaj wychowania do dojrzalego myg$lenia poprzez matematyke —
a zatem na przyklad do starannosci w formutowaniu mysli, do pokory wobec nawet prostego z pozoru zadania,
do przejrzystego wyrazania swoich przemyslen, do wytrwaltosci wobec trudnosci, do cierpliwosci wobec swojego
wlasnego niezrozumienia réznych zagadnien, do wychodzenia z izolacji, budowania zdrowych relacji i odrzuca-
nia mentalnosci w rodzaju ,wszystko mi sie nalezy tu, i teraz”. Nie ma krolewskiej drogi — znamy to powiedzenie.

Celem zadan olimpijskich nie jest sprawdzenie tego czy ktos zna definicje pierwiastka lub czy ktos umie zastoso-
waé twierdzenie Pitagorasa. Takiej (by¢ moze wygodnej) banalnoéci checemy za wszelka cene uniknaé. Podobnie
jak chcemy uniknaé elitaryzmu. Nie chodzi o dokonanie podzialu na ,lepszych” i ,gorszych”. Olimpiada ma
budzi¢ dociekliwos¢ i zamitowanie do matematyki. Tworzac zadania olimpijskie chcemy ksztaltowaé dobre in-
tuicje matematyczne, uczy¢ rzetelnego podejscia do trudnych probleméw, a jako matematycy — chcemy daé
posmakowaé uczestnikowi charakterystycznej ,iluminacji”, fenomenu radosnego ,,odkrycia” — stynnej ,,Eureki”.



Struktura zawodéw Olimpiady Matematycznej Junioréw

Za przeprowadzanie OMJ odpowiedzialny jest Komitet Gléwny z siedzibg w Warszawie. Olimpiada organizo-
wana jest zgodnie z rozporzadzeniem MEN w sprawie organizacji oraz sposobu przeprowadzania konkursow,
turniejéw i olimpiad. Zawody OMJ sa tréjstopniowe i polegaja na pisemnym, samodzielnym rozwiazywaniu
zadan konkursowych. W roku szkolnym 2019/2020 odbywa si¢ XV edycja OMJ.

Kazda edycja OMJ sklada sie kolejno z zawodéw stopnia pierwszego, drugiego i trzeciego. Zawody stopnia pierw-
szego maja zasieg szkolny, zawody stopnia drugiego — wojewddzki, a zawody stopnia trzeciego — ogoélnopolski.
Zawody stopnia pierwszego sktadajg sie z czedci korespondencyjnej i czesci testowej. Za przygotowanie zadan
konkursowych odpowiedzialna jest Komisja Zadaniowa Komitetu Gléwnego. Propozycje zadan nadsytaé mo-
ze jednak kazdy — nie tylko cztonkowie Komisji. W przeprowadzeniu zawodéw Komitet Glowny wspierany jest
przez dwanascie Komitetéw Okregowych, ktore koordynuja sprawdzanie prac czeéci korespondencyjnej zawodoéw
stopnia pierwszego oraz organizuja, z pomoca KG, zawody stopnia drugiego w swoich okregach. Szczegotowe
informacje oraz zadania z ubieglych lat znalez¢ mozna na stronie internetowej: www.omj.edu.pl.

Zawody pierwszego stopnia kazdej edycji OMJ zaczynaja sie na poczatku wrzesnia. Na stronie OMJ pojawia
sie siedem zadan otwartych, na ktorych rozwiazanie uczestnicy maja okolo péltorej miesigca. Rozwigzania tych
zadan przesyla¢ moga sami — lub za posrednictwem koordynatora szkolnego — do Komitetow Okregowych OMJ.
Rozwiazanie kazdego zadania punktowane jest w skali 0, 2, 5 lub 6 punktéw, przy czym ocenie podlega przed-
stawiony tok rozumowania. Za rozwigzania tych zadan otrzymaé¢ mozna zatem lacznie 42 punkty. Jest to tak
zwana cze$¢ korespondencyjna zawodéw pierwszego stopnia OMJ.

W ramach zawodow pierwszego stopnia odbywa sie — réwnolegle do czesci korespondencyjnej — cze$é testowa.
Jest ona organizowana pod koniec wrzesnia w tych szkotach, ktore zarejestruja swoj udziat w zawodach OM.J.
Polega ona na tym, ze w okreslonym przez Komitet Glowny dniu i godzinie — jednakowych dla catego kraju, w
szkolach zarejestrowanych przez OMJ odbywa sie test sktadajacy sie z 15 pytan wielokrotnego wyboru. Kazde
pytanie testowe sklada sie z trzech niezaleznych stwierdzen, z ktérych czes$é jest prawdziwa, a czesé falszywa
(moga by¢ takze wszystkie prawdziwe lub wszystkie falszywe). Zadaniem uczestnika jest rozstrzygniecie, ktore z
tych trzech stwierdzen sa prawdziwe. Jesli uczen poda poprawne odpowiedzi we wszystkich trzech przypadkach,
otrzymuje 1 punkt. Podanie poprawnych odpowiedzi w dwéch przypadkach premiowane jest 1/2 punktu. W
pozostalych przypadkach uczen nie otrzymuje punktéw. Do zdobycia jest zatem maksymalnie 15 punktéw.

Wynikiem uzyskanym w zawodach pierwszego stopnia jest suma punktow obu czeéci: korespondencyjnej i testo-
wej. Nie jest konieczny udzial w obu czeéciach. Uczen, ktéry nie wezmie udzialtu w danej czesci otrzymuje z niej
0 punktow i zaleznie od wyniku drugiej czesci oraz wynikéw innych uczestnikéw moze zostaé zakwalifikowany
do zawodow drugiego stopnia. Zawody drugiego i trzeciego stopnia odbywaja si¢ w terminie i miejscu oglo-
szonym przez Komitet Gléwny OMJ. Podczas 3 godzin (180 minut) uczestnicy rozwiazuja 5 zadan otwartych
w warunkach kontrolowanej samodzielnosci. W oparciu o wyniki zawodéw trzeciego stopnia Komitet Gléwny
OMJ ustala liste laureatéw, a takze kwalifikuje na tygodniowe Obozy Naukowe oraz Czesko-Polsko-Stowackie
Zawody Matematyczne Junioréw. W ostatnich latach najlepsi biora réwniez udzial w zawodach w Wietnamie.

Szkolny koordynator OMJ

Srodowisko 0s6b zwigzanych z Olimpiada, cho¢ moderowane — jesli tak mozna powiedzie¢ — przez grono pracow-
nikéw akademickich, ktérym szczegdlnie bliska jest edukacja szkolna i popularyzacja matematyki — jest tworzone
przede wszystkim wysitkiem i zaangazowaniem nauczycieli szkolnych. Cho¢ w zawodach uczestnicza dziesiatki
tysiecy uczniéw — to wlasnie praca tysiecy nauczycieli zwigzanych z OMJ sprawia, ze zawody te nie ograniczaja
sie jedynie do rywalizacji najlepszych oérodkéw, ale stanowia cenny i powszechnie dostepny projekt edukacyjny.
To ze $rodowisk zaangazowanych nauczycieli (licealnych) zlozone sa w wiekszosci takze Komitety Okregowe.

Uczestniczenie — z perspektywy nauczyciela — w kolejnych edycjach OMJ i zaangazowanie w jej organizacje daje
wiele satysfakcji i motywacji do pracy. Z pewnoscia moze stymulowaé¢ aktywno$¢ w pracy z uczniem zdolnym,
pozwala nawiaza¢ cenne relacje i daje pewnos¢, ze wybiera sie zaangazowanie w inicjatywe dajaca uczniom
wymierne rezultaty, majace realny wplyw na ich przyszlosé. Juz udzial w etapie rejonowym zawodéw OMJ jest
dla wielu uczniéw podstawa do uzyskania rozmaitych stypendiow czy uprawnien. Udzial w zawodach finalowych
gwarantuje natomiast uprawnienia réwnowazne z tytutem laureata konkursu kuratoryjnego (OMJ to nie jest
konkurs kuratoryjny!). Jest to w szczegélnosci przepustka do najlepszych licedw i szansa na udzial w licznych
inicjatywach ogdlnopolskich popularyzujacych matematyke (obozy, wyjazdy, prelekcje).



Zadaniem koordynatora szkolnego OMJ jest zorganizowanie i przeprowadzenie w swojej szkole czesci testowej
zawodéw OMJ, zgodnie z zasadami okreslonymi przez Komitet Gléwny. Rejestracja szkoty do udzialu w OM.J
odbywa sie poprzez wypelnienie formularza rejestracyjnego on-line i przestanie na wskazany adres czytelnego
skanu papierowej dokumentacji. Formularz rejestracyjny on-line wypelnia osoba wyznaczona przez dyrekcje
szkoty do pelienia funkcji szkolnego koordynatora OMJ. Szkolni koordynatorzy OMJ szkdt, ktére zostaly za-
rejestrowane w systemie, otrzymuja wczesniejszy dostep do zadan testowych i innych poufnych materialéw oraz
odpowiadaja za zachowanie ich w tajemnicy do momentu, az stana sie jawne.

Koordynator szkolny, zgodnie z wytycznymi Komitetu Gtéwnego, zapewnia warunki samodzielnej pracy uczniom
oraz dostarcza im — w odpowiednim dniu i godzinie oraz na umoéwionym miejscu, kompletne zestawy zadan te-
stowych. Koordynator szkolny jest réwniez odpowiedzialny za zabezpieczenie prac i pozostalych dokumentéw
otrzymanych od uczniéw w ramach udzialu w zawodach (m.in. zgody opiekunéw prawnych i samych uczestnikéw
na udzial w zawodach zawierajacej tez klauzule RODO). Po przeprowadzeniu testu szkolny koordynator od-
powiada za wprowadzenie wynikow do systemu informatycznego OMJ i za przestanie dokumentacji do Warszawy.

Co chyba nieuniknione, obok istotnej funkcji administracyjnej rola koordynatora szkolnego staje sie zachecanie
uczniéw (czesto przez ich nauczycieli!) do udzialu w czedci testowej zawodéw OMJ (a posrednio takze w czesci
korespondencyjnej). Chcieliby$my, aby koordynatorzy szkolni byli w swoim otoczeniu swego rodzaju ,ambasa-
dorami Olimpiady”. Stad istotna rola tego seminarium jest przekonanie Panstwa o atrakcyjnosci tych zawodéw.

Koordynator szkolny moze takze, choé¢ nie musi, koordynowaé¢ wysylke czesci korespondencyjnej pierwszego
etapu wérod uczniéw swojej szkoty. Kazdy uczestnik moze samodzielnie przestaé swoje rozwiazania do Komi-
tetu Okregowego. Regulamin OMJ przewiduje jednak szereg wymogdéw formalnych, ktérych dopelnienie jest
konieczne do uznania ucznia za uczestnika OMJ. Sa to: odpowiednia redakcja formalna pracy (naniesienie
poszczegllnych zadan na osobne — i odpowiednie — arkusze, odpowiednie podpisanie pracy) oraz wlasciwe i
terminowe zaadresowanie przesylki (w tym na wilasciwy adres KO). Koordynator szkolny moze dopilnowaé, ze
formalnosci te zostang dopelnione. W wielu przypadkach jest to bardzo potrzebna i przydatna pomoc.

Jak zmierzy¢ sie z zadaniami?

Celem tych warsztatéw jest przekonaé¢ Panstwa, ze punkt wyjscia, z ktérego startujemy wszyscy nasza przygode
z OMJ nie jest daleki od tego, czym zajmujemy sie na co dzien w szkole. Zadania OMJ moga stanowié¢, zwlaszcza
cze$é testowa, przyjemna odmiane od rachunkowych zadan. Czasami by rozpali¢ talent wystarczy tylko iskra.
Liczymy na to przygotowujac te czes¢ zawodow. Jak przekonamy si¢ za chwile test sprawdza w istocie intuicje
matematyczne uczestnikéw: pietnuje nieprawidlowe rozumienie obiektow i stereotypowe myélenie, a nagradza
dociekliwosé, uwaznosé i poprawne rozumienie nieoczywistych zalezno$ci pomiedzy prostymi nawet obiektami.
Test pozwala tez, co wciaz odkrywamy, uczynié¢ krok w kierunku olimpijskiej samodzielnoéci. Co mam na my$li?

Od Olimpiady niejednego odstrasza perspektywa rozwiazywania zadan otwartych. Jest to przeciez serce tych
zmagan — zarowno w czesci korespondencyjnej zawodow pierwszego stopnia, jak i dalej — na etapie okregowym
i ogélnopolskim. Wydaje sie, takze wielu z nas, ze kompletnie nie wiadomo jak zabraé si¢ za te zadania! Nawet
zadania czesci korespondencyjnej pierwszego etapu OMJ na pierwszy rzut oka wygladaja na zupelnie niestandar-
dowe, a skoro niestandardowe, to na pewno: trudne. Czy rzeczywiscie? Zadania te nie sg w rzeczywistosci bardzo
trudne, ale wymagaja rzeczywiscie intuicji, namyshu, czasem dluzszego rozmys$lania — by¢ moze nawet uzupel-
nienia wiedzy w oparciu o pewne zrodta. Dlatego uczestnicy maja péltorej miesiaca czasu na ich rozwiazanie.
Zadania te wymagajg samodzielnej pracy — obok rozwijania intuicji matematycznej rozwijanie samodzielnosci
w poszukiwaniu drogi do celu to drugi wazny krok na ,drodze” do myslenia matematycznego. Trzeba uwolnié¢
sie od przekonania, ze wszystkie problemy rozwiazemy za pomoca jakiego$ wzoru czy gotowego algorytmu.

Skad bra¢ pomysly? Paradoksalnie — pomoca sa zadania testowe. Forma ulozenia trzech stwierdzen, do ktérych
ustosunkowuje sie uczestnik testu to czesto w istocie forma rozbicia pytania zawartego w ostatnim punkcie na
trzy: dwie podpowiedzi i wlasciwy problem. Punkty (a) i (b) zadania nakierowuja czesto we wladciwa strone
lub zwracaja uwage na jakis dodatkowy aspekt, a punkt (c) to wlasciwy problem. Niejedno zadanie otwarte to
przerobiona przez Komisje Zadaniowa propozycja zadania testowego. Bywa oczywiscie, i odwrotnie.

Pozwole sobie w tym miejscu na dygresje, ktéra pokazuje zagadnienie bardziej obrazowo. Rozwiazywanie zada-
nia olimpijskiego jest jak pokonywanie problemu wspinaczkowego na $ciance albo w skatkach — wymaga kilku
ruchéw, jeden jest zwykle odrobine trudniejszy, a calo$¢ nie wymaga wielkich naktadéw sit czy srodkéw. Ruch



wspinaczkowy daje swoiste poczucie radosci i wolnosci. Jest to co$ innego niz turystyka — Sciezka nie jest oczy-
wista, nie potrzeba cigezkiego bagazu czy znajomosci zasad survivalu. Wspinanie wymaga czasu i niekiedy wielu
prob. Najtrudniej jednak przetamaé sama obawe przed wspinaniem. Nie ma innej drogi niz po prostu sprébo-
wac. Gdy sie to stanie przed czlowiekiem odkrywa sie nowa rzeczywistosé. Kto wie, moze ze skal trafi on kiedys
w Tatry, Alpy, a nawet Himalaje? Nawet jesli nie, radosé pltynaca z przetamania samego siebie duzo wnosi w
doroste zycie. Absolwenci Olimpiady Matematycznej Junioréw odwaznie wybieraja rozmaite kierunki studiéw,
nie tylko na uczelniach $cistych. Dokadkolwiek trafiag — matematyczne mys$lenie bedzie im przydatne.

Jest tu jednak dodatkowy aspekt. Do rzemiosta wspinaczkowego, skoro juz uzywamy tej przenosni, nalezy tez pe-
wien zasOb zachowan zwiazanych z bezpieczenstwem. Nawet na najprostszej drodze wspinaczkowej trzeba umiec
uzywad liny i przyrzadéw stuzacych do asekuracji. Inaczej po dojsciu na szczyt nie bedziemy mieli drogi powrot-
nej. Waznym elementem czesci korespondencyjnej zawodéw pierwszego stopnia Olimpiady (a takze i kolejnych
etap6w) jest uczenie sie redagowania rozwiazan. Bardzo niewielu (nawet bardzo zdolnych) uczniéw jest w stanie
przejrzyscie pisa¢ swoje rozumowania. Delikatne wywazenie proporcji pomiedzy drobiazgowoscia, a ,wodolej-
stwem” jest oczywiscie, zwlaszcza na poczatkowych etapach, sprawdzane w stopniu raczej podstawowym. Nie
jest to wszakze tekst przeznaczony do publikacji naukowej. Niemniej jednak niech nie dziwi uczestnika, ze razace
btedy w redakcji, a nawet i braki w dokumentacji nie majace juz nic wspdélnego z sama merytoryczna strona
rozwiazania moga doprowadzi¢ do niskiej oceny pracy a nawet do dyskwalifikacji. Zasady takie jak: umieszcza-
nie rozwiazan na osobnych arkuszach, poprawne podpisywanie kartek z rozwigzaniami, poprawne adresowanie,
dotaczanie odpowiednich zaswiadczen — to elementy wazne i wbrew pozorom istotne takze dla rozwoju mate-
matycznego. Pewien slynny matematyk méwil nawet, ze rozwiazanie problemu to dopiero polowa drogi. Czy
nie podobnie jest w zyciu? Nie wystarczy ,,mie¢ racji”. Trudnosci ze zrozumieniem tego maja zwykle uczniowie
zupelnie poczatkujacy oraz bardzo zaawansowani. Wazna moze by¢ w tym kontekscie rola nauczyciela, ktory
zasygnalizuje niekiedy braki w redakcji — nie podpowiadajac oczywiscie jak je poprawic.

Drugi i trzeci stopien Olimpiady maja w istocie charakter zawodéw. Od nauczycieli i samych uczniéw zalezy to
w jakim stopniu przejda wspdlnie wtajemniczenie w program merytoryczny Olimpiady. Z jednej strony chcemy,
aby zadania Olimpiady dotyczyly w sposéb niebanalny pojeé¢ czy umiejetnosci szkolnych, z drugiej nie stronimy
tez od takich problemoéw, gdzie wykorzystaé trzeba bardziej nieoczekiwane metody czy obserwacje. W tym celu
Komitet Gtéwny Olimpiady redaguje szereg pomocy naukowych, poczynajac od gazetki ,Kwadrat”. Chcemy
uczy¢, zgodnie z jednym z celéow, samodzielnego zdobywania wiedzy, dostarczajac zarazem kompetentnych ma-
terialéw dydaktycznych. Goraco zachecam takze Panstwa do skorzystania z nich.

Chcialbym osobiscie, dopiero rozpoczynajac prace przewodniczacego KG, aby Olimpiada dawala nam wszyst-
kim przekonanie, ze kolejne progi na drodze do wyzyn matematycznych sa mozliwe (choé nie zawsze tatwe) do
zrobienia, o ile wiemy jak i$¢. Najgorsze jest dla wielu uczniéw (i nie tylko!) poczucie zagubienia i bezradnosci
w kontakcie z matematyka. Pokazanie jak postawi¢ pierwsze pewne kroki — to jedno z zadan, jakie Olimpiada
stawia przed soba. Wielu stawia sobie pytanie: jak wychodzac od podstawy programowej — obecnej lub innej
— i8¢ w kierunku myslenia matematycznego? Olimpiada jest na swéj sposéb ,antypodyczna’ wobec wszelkiej
podstawy, siega mozliwie szeroko i odwaznie, zwlaszcza po nieszablonowe metody i pomysty. Nie jest przy tym
jedyna propozycja dla ucznia zdolnego. Warto jednak pdjé¢ droga, ktéra przeszto wielu wybitnie uzdolnionych,
dzi$ studentéw, doktorantéw, w przysztosci —matematykéw, fizykéw, inzynieréw, chemikoéw, lekarzy, i nie tylko.

Tematyka i metoda przyjeta w czeSci warsztatowej

W ramach warsztatéw sprobuje naszkicowaé pewne symptomy wskazujace na to, ze zadania olimpijskie moga
stuzy¢ jako narzedzie edukacyjne. Bedziemy wspolnie szuka¢ odpowiedzi na pytanie: czego prébujemy nauczy¢
w tych zadaniach? Czym réznig si¢ od zadan szkolnych? Przyjrzymy si¢ tym zagadnieniom zaréwno na przykla-
dach zadan testowych, jak i zadan otwartych. W obydwu cze$ciach motywem przewodnim bedzie podzielnosé —
zarO6wno znana uczniom jako zagadnienie zwiazane z zapisem dziesigtnym liczby catkowitej i cechami podzielno-
Sci, jak rowniez z wlasnoécia rozkladu liczby catkowitej na czynniki pierwsze. Powiemy tez kilka stéw o resztach
z dzielenia, najwiekszym wspélnym dzielniku i algorytmie Euklidesa.

Podstawowym narzedziem pracy bedzie dla nas broszura ,,Zadania testowe Olimpiady Matematycznej Junioréw
2011-2018” przygotowana przez Komitet Gléwny OMJ. Zawiera ona uszeregowane dzialami matematyki szkolnej
zadania testowe OM.J wraz z rozwigzaniami oraz z zatacznikiem w postaci danych statystycznych odnoszacych sig
do kazdego zadan. W testach OMJ biorg udzial tysiace uczniéw. Mozliwosé przesledzenia jak wyglada ich starcie
z tymi zadaniami moze by¢ cenng pomoca w przygotowaniu zaje¢ dodatkowych, a takze moze uswiadomié¢ ktore
szczegblnie dzialy matematyki sprawiaja trudnosci. W tekscie odnosimy sie¢ do pozycji zadania w broszurze.



2 Podzielnos¢ w zadaniach testowych OMJ

Pierwsze cztery zadania zwigzane sg z cechami podzielnoéci i zapisem dziesietnym liczby catkowite].

Zadanie 1 (59). Cyfry 1,2,3,4,5,6 mozna ustawié w takiej kolejnosci, aby otrzymad liczbe szesciocyfrowaq,
ktora jest:

a) podzielna przez 5,

b) podzielna przez 9,

¢) liczbg pierwszg.

Zadania olimpijskie narzucaja niekiedy taki stopien dowolnosci wyboru obiektow oraz taki stopien komplikacji
konfiguracji w jakich wystepuja te obiekty, ktore nie sa spotykane w standardowych zadaniach szkolnych. Celem
jest wprowadzenie do problemu elementu poszukiwania czy rozeznania w samej naturze obiektow, ktére bada-
my — zanim jeszcze wezmiemy sie za poszukiwanie metody, ktora do ich badania zastosujemy. W rozwazanym
zadaniu wystepuje tylko pierwsza z trudnosci — rozeznanie w zbiorze liczb o potencjalnie ré6znych wtasnosciach.
Nie jest to jednak zadanie wykraczajace poza program! Uczen ma wszystkie narzedzia, aby je rozwiazac.

Gléwna osig problemu postawionego w zadaniu jest umiejetno$¢ stosowania cech podzielnoéci, co jest standar-
dowym programowym wymaganiem. Sprawdzamy jednak te umiejetnosé nie na konkretnym przyktadzie, ale na
specyficznie okreslonym zbiorze liczb — tu jest jeden aspekt komplikacji. Dodatkowo, zadajemy jedno pytanie
niestandardowe. Zadania testowe sa czesto skonstruowane w taki sposéb, by dwa tatwiejsze podpunkty zawie-
raly jakas podpowiedz do ostatniego — trudniejszego. Tres¢ zadania — gdyby nie bylo ono testowe — zakonczona
problemem postawionym w podpunkcie (¢) bylaby juz dla wielu uczniéw niebanalnym zadaniem otwartym.

PrzejdZzmy do rozwiazania. Najpierw rozwazamy punkt (a). Czy mozna z ustawionych w odpowiedniej kolejno-
sci cyfr 1,2,3,4,5,6 utozy¢ liczbe podzielng przez 57 Oczywiscie tak — wystarczy na przykiad dokonaé¢ drobnej
zamiany kolejnosci i utozyé liczbe 123465. Jest to ni mniej, ni wiecej, tylko sprawdzenie znajomosci kryterium
szkolnego. Zwr6émy, dla pewnosci, uwage na konstrukcje pytania typu: ,,czy mozna”? Wprawdzie sa takie moz-
liwe ustawienia cyfr 1, 2, 3, 4, 5, 6, ktére nie daja liczby podzielnej przez 5, ale problem postawiony w (a) polega
na okresleniu czy ISTNIEJE takie ustawienie, w ktérym podzielnosé zachodzi. Odpowiedz brzmi: TAK.

Takze podpunkt (b) mdgtby chyba znalezé si¢ w szkolnym podreczniku. Ceche podzielno$ci przez 9 sprawdzamy
sumujac cyfry danej liczby. Jak jednak sumowaé cyfry liczby, ktorej nie znamy? Mozemy wprawdzie zbudowaé
wiele liczb z cyfr 1,2,3,4,5,6 ale wszystkie one maja ceche wsp6lna (méwimy czasem: niezmiennik). Suma cyfr
KAZDEJ z tych liczb to 21. A zatem ZADNA liczba sposréd tych, ktére mozna ulozyé z tych cyfr nie jest
podzielna przez 9, bo 21 nie jest podzielna przez 9. A zatem w punkcie (b) odpowiedZ brzmi: NIE.

Dochodzimy teraz do pytania trzeciego, czyli podpunktu (c). Jesli uczen przeczyta je zupelnie niezaleznie od
poprzednich punktéw uzna byé moze, ze pytanie to zupelnie przekracza jego wiedze (czy, co naturalne, jego
znajomosé szesciocyfrowych liczb pierwszych) i w zwiazku tym ,nie podejdzie” do catkiem nietrudnego zadania.
Czy nie byltoby to tadne pytanie ,na szdstke” na sprawdzianie z cech podzielnoéci?

OdpowiedZ na pytanie (c¢) dostaliémy w zasadzie przed chwila. Liczba, ktéra mozemy ulozy¢ z cyfr 1,2,3,4,5,6
ma sume cyfr réwna 21, ktéra to jest liczba podzielng przez 3. A zatem kryterium podzielnosci przez 3 zaswiad-
cza, ze kazda taka liczba jest podzielna przez 3. Liczba szedciocyfrowa podzielna przez 3 nie moze by¢ liczbg
pierwsza (sprawdzamy tu znajomos$é definicji — rzecz jasna). A zatem odpowiedz do punktu (c¢) brzmi: NIE.

Bylo to zadanie sprawdzajace wiedze, ale niekoniecznie w standardowy sposéb. Jak poszto uczestnikom X OMJ?
Zajrzyjmy do statystyk. Malo kto dat si¢ oszukaé¢ podpunktem (a). Poprawnej odpowiedzi udzielito ponad 95%
uczestnikow, a byto ich niemal 14 tysiecy. Mimo to ponad polowa z nich dala si¢ oszuka¢ przy podpunktach
(b) i (c). Prawie 30% uczestnikéw nie zauwazylo rozumowania z punktu (c) i w sposéb intuicyjny ,strzelilo”,
ze w tak duzym (czy rzeczywiscie?) zbiorze liczb musi sie znalezé liczba pierwsza. Prawie 16% nie zauwazylo
réwniez poprawnej odpowiedzi w punkcie (b), stawiajac jednak prawidlowa odpowiedZ w ostatnim punkcie (co
réwniez méwi co$ bardziej o ich intuicji niz poprawnym rozumowaniu). Konsekwentni w popelnianiu bledéw
byli bardzo nieliczni — jedynie 6%. Warto czytaé statystyki zadan testowych. Wnioski sg bardzo ciekawe.

Podsumujmy to, co powiedzieliSmy. Trudnos$¢ zadania testowego nie polega na tym, ze uczen nie ma wiedzy
potrzebnej, by je rozwiazaé. Trudnosé polega na: zrozumieniu struktury logicznej pytania i zastosowaniu znanych
sobie faktow w konfiguracji bardziej ogélnej niz ta, do ktorej jest przyzwyczajony wykonujac zadania szkolne.
Jaki to ma sens dydaktyczny? Otéz taki, ze po rozwigzaniu takich zadan jestedmy znacznie blizej rozumienia
skad sie bierze dana metoda. A i mile zaskoczenie prostota rozwiazania punktu (c) ma tu swoje znaczenie.



Zadanie 2 (53). Suma cyfr dodatniej liczby calkowitej n wynosi 30. Wynika z tego, ze liczba a jest podzielna
przez
a) 2,
b) 3,
c) 5.

Drugie zadanie konfrontuje uczestnika z kryterium bardzo podobnym, z pozoru, do znanego mu kryterium
podzielnosci przez 3. Oto inny typ trudnoéci: tym razem nie komplikujemy zbytnio samych obiektow, ale mody-
fikujemy znang witasnos¢ i sprawdzamy jak uczen odnajdzie sie z nowym narzedziem w reku. LiczyliSmy na to,
ze nikt nie udzieli trzech twierdzacych odpowiedzi tylko na podstawie faktu, ze liczby 2,3 oraz 5 sa dzielnika-
mi liczby 30. Tymczasem taki zestaw odpowiedzi wybrato 18 procent uczestnikéw IX OMJ! To ponad 2000 oséb!

Aby zrozumieé¢ jedng z mozliwych przyczyn warto ponownie zwrdci¢ uwage na konstrukcje logiczng pytania.
Wychodzimy od pewnej informacji i pytamy o jej mozliwe skutki. To jedna z najczesciej spotykanych konstrukeji
w zadaniach testowych. Dlaczego to wazne? Nie wystarczy bowiem poda¢ PRZYKLADU liczby, ktéra ma sume
cyfr réwna 30 i jest podzielna przez 2, 3 czy 5. Trzeba zdecydowad: czy KAZDA liczba, ktérej suma cyfr wynosi
30 jest podzielna przez 2?7 A zatem mozna odpowiedzieé¢: TAK, KAZDA, albo NIE, bo istnicje PRZYKLAD
takiej liczby, ktéra ma sume cyfr 30, a nie jest podzielna przez ktéras z tych liczb. Czasami méwie (niezbyt Sci-
sle), ze to jest zadanie ,na kontrprzyklad”. W zadaniach testowych kryje sie pod charakterystycznym pytaniem
zaczynajacym sie od ,Wynika z tego, ze...” Oczywidcie samo pytanie mozna sformutowaé na wiele sposobow.

Czasem, méwiac zupelnie na marginesie — skoro juz mowa o logice, pojawiaja sie pytania o to jak uczy¢ w szkole
sredniej logiki. Czy ,tabelki logiczne” i podobne zabiegi to nie jest relikt po nurcie ,New Math” z lat 60, ktory
probowal jednoczes$nie aksjomatyzowaé geometrie i uczyé algebry abstrakcyjnej? A moze lepiej uczy¢ logiki
wlagnie robigc takie zadania? A przynajmniej stosujac je jako ilustracje? Zobaczymy wiecej takich przykladow.

Jakie sa zatem prawidlowe odpowiedzi? Jak odpowiadali uczestnicy? Przede wszystkim liczyliSmy, ze uczestnicy
zorientuja sie, ze liczba, ktérej suma cyfr wynosi 30 nie musi by¢ parzysta. Wystarczy przeciez rozwazy¢ liczbe
zlozong z samych cyfr 71”7, ktérych to cyfr jest... 30. Liczba ta jest nieparzysta. Oczywidcie nie ma potrzeby
szukaé tak daleko. Najmniejsza liczba nieparzysta, ktéra sprawia, ze odpowiedZ na podpunkt (a) brzmi: NIE,
to 3999. Kto znajdzie te liczbe widzi natychmiast, ze takze odpowiedZz w podpunkcie (c) to NIE. Bo 3999 ma
sume cyfr 30, a nie jest podzielna przez 5. I nic nie da, ze jest mnostwo przykladow liczb o sumie cyfr 30,
ktore sg podzielne przez 2, 3 czy 5. Wystarczy dopisaé¢ kilka zer, na przyktad 39990 jest podzielna przez 2, 3, 5.
Podpunkt (b) nie powinien sprawi¢ nikomu problemu, bo mowa jest znéw o kryterium szkolnym. Skoro suma
cyfr to 30, a 30 jest podzielna przez 3, to liczba n tez jest podzielna przez 3. A zatem odpowiedz brzmi: TAK.

Zadanie 3 (47). Istnieje dodatnia liczba calkowita o sumie cyfr réwnej 2, ktdra jest podzielna przez:
a) 3,
b) 5,
c) 7.

Na pozér zadanie bardzo podobne do poprzedniego, a jednak sama konstrukcja pytania jest zupelnie inna.
Zwr6oémy na to uwage jeszcze raz — w koncu test sprawdza intuicje i logiczne rozumowanie uczestnikow. Tym
razem mamy do czynienia z typem zadania, ktére nazywam zadaniem ,na przyktad”.

W odréznieniu do poprzedniego zadania nie pytamy czy KAZDA liczba catkowita o sumie cyfr 2 jest podzielna
przez 3. To bylby przeciez nonsens, bo sama liczba 2 nie jest podzielna przez 3. W tresci zadania uzyto sformu-
lowania ,Istnieje...” Mozna by inaczej je sformulowaé, ale sedno jest takie — tym razem czy JAKAKOLWIEK
liczba catkowita o sumie cyfr réwnej 2 jest podzielna przez 3?7 To oczywiscie zadanie szkolne. Liczba jest po-
dzielna przez 3 wtedy i tylko wtedy, gdy jej suma cyfr jest podzielna przez 3. Wobec tego nie istnieje liczba
calkowita o sumie cyfr rownej 2, ktéra jest podzielna przez 3, bo 2 nie jest podzielne przez 3.

Rozumowanie przedstawione wyzej jest wprost banalne, ale 8,5% uczestnikéw testu (czyli ponad 1000 os6b)
rozwiazalo ten podpunkt nieprawidtowo. Daje nam to sygnal o tym jak trudno odejsé od typowych zadan.

Podpunkt (b) sprawdza czy uczestnik rozpoznal jakie to sa liczby calkowite o sumie cyfr réwnej 2. Dokladniej
— sprawdzamy czy uczestnik uwzglednil liczby, ktérych cyfry sa zerami. Jesli tak, to korzystajac ze szkolnego
kryterium podzielnosci przez 5 bez problemu rozwiaze postawiony problem. Owszem — TAK, istnieje dodatnia
liczba calkowita o sumie cyfr réwnej 2, ktéra jest podzielna przez 5. Jest to na przyklad 20, ale tez 110, 1100,
1010 i wiele innych... Proste? A jednak 11,3% uczniéw rozwigzalo ten podpunkt nieprawidtowo.



Dochodzimy wreszcie do chyba najtrudniejszego punktu zadania. Niewiele dzieci zna ceche podzielnosci przez 7,
choé takie cechy (nie jedna, ale wiele!) istnieja (odsytam do Opowiesci matematycznych prof. Szurka). Byé moze
patrzac na posta¢ mozliwych do uzyskania liczb (moga mieé¢ one jedynie cyfry 0, 1, 2) uczen bedzie zgady-
wal, ze takich liczb podzielnych przez 7 nie ma. W istocie, odpowiedziato tak ponad 80% uczestnikéw testu.
A jednak dali si¢ oszukaé! Liczba taka istnieje i jest nig 1001. Nietrudno to sprawdzi¢ przez zwykle dzielenie
pisemne. Szokuje to tym bardziej, ze gdyby$my zadali to samo pytanie w klasie — na pewno szybko pojawitaby
sie odpowiedz. To pokazuje jak dziataja na uczestnikéw warunki egzaminacyjne. To jedna z waznych zalet testu.

Trudno by¢ moze nie protestowaé przeciwko takiemu zadaniu. Czy w czasie 75 minut uczestnicy testu mieli
szanse wpasé na ten przyktad? A co gdyby najmniejszy przyklad byl szeécio- albo siedmiocyfrowy? Trudno jed-
noznacznie opowiedzieé¢. Patrzac z dzisiejszej perspektywy mozna zaryzykowaé przypuszczenie, ze postawienie
takiego zadania bylto z naszej strony ryzykiem. Czasem takie wnioski da si¢ sformutowaé dopiero po zawodach.
Niekiedy jednak z rozmyslem umieszczany jest taki podchwytliwy podpunkt i ma on takze pewien walor eduka-
cyjny. W tym przypadku poprawng konfiguracje wszystkich trzech odpowiedzi znalazto jedynie 11% uczestnikéw.

Bardzo podobnymi zadaniami do dwéch poprzednich sa zadania o numerach 48 (latwe) czy 49 (odrobine trud-
niejsze). Obejrzyjmy jeszcze jedno bardzo ciekawe zadanie o zapisie dziesietnym i cechach podzielnodci.

Zadanie 4 (54). Suma cyfr dodatniej liczby calkowitej n jest réwna liczbie cyfr liczby n. Wynika z tego, ze:
a) kazda cyfra liczby n jest réwna 1,

b) iloczyn cyfr liczby n jest mniejszy niz 2,

¢) suma cyfr liczby n + 1 jest wicksza od sumy cyfr n.

Zadanie to osobidcie uwazam za bardzo tadne, bo dotyka blednych intuicji i lekéw wobec wszelkiej (pozornej
nawet) komplikacji. Nie zdziwi zapewne Panstwa informacja, ze rozklad odpowiedzi w tym zadaniu zupelnie nie
przypominal krzywej Gaussa: az trzy z oSmiu mozliwych konfiguracji odpowiedzi TAK/NIE zaznaczone zostaly
przez okolo 20% uczestnikéw, a jednak zadna z nich nie okazala si¢ poprawna! Tylko 13,2% uczestnikéw nie
pomylilo sie. To zadanie daje material do dlugiej analizy. Podkresle kilka punktow, ktére wydaja mi sie ciekawe.

Duzy rozstrzal odpowiedzi moze $wiadczy¢ o tym, ze wiele oséb albo strzelalo, albo dzialalo w pospiechu. Ale
powiedzieé tyle — to nie powiedzieé nic. Na pewno tre$¢ zadania, choé¢ krétka — jest stosunkowo skomplikowana.
Trzeba ja zapewne przeczytaé dwa lub trzy razy by dobrze zrozumieé o jakich wlasciwie liczbach mowa (ja
musiatem tak zrobié). Jest to, oczywiscie, rzecz naturalna w matematyce. Uczniowie spotkaja sie z podobnymi
definicjami w liceum, zwlaszcza gdy mowa bedzie o réznego typu funkcjach i ich wtasnosciach. To, ze wielu z
nas z niepokojem wspomina chociazby epsilonowo-deltowe definicje granicy wynika wtasnie stad, ze nikt odpo-
wiednio wczeénie nie nauczyt nas czytaé¢ zadan takich, jak powyzsze. Nie mozna ich unikaé¢ w nieskonczono$c.

Skomplikowane sformutowania jak wyzej mozna ,rozpracowywaé¢” ogladajac przyklady obiektéw spelniajacych
postawiony warunek. Jakie sa, dla przyktadu, liczby dwucyfrowe takie, ze suma cyfr tych liczb jest rowna liczbie
cyfr... czyli 27 Sa tylko dwie takie liczby: 20 i 11. Kto znajdzie te przyklady uzyskuje natychmiastowa odpo-
wiedZ negatywna na punkt (a). Uwaga: odpowiedZ TAK w punkcie (a) podalo 40 procent uczestnikéw XIV OMJ!

Podpunkt (b) stawia zagadnienie zwiazane z iloczynem cyfr, ktéry to warunek moze oczywiscie zaskoczyé
uczestnika (nie znajdziemy go w szkole). Konfrontacja z poprzednimi przykladami powinna jednak daé wlasciwa
intuicje: odpowiedz brzmi TAK. Nie wymagamy od ucznia przestawienia dowodu — w koncu to test, ale dowdd
w istocie nie jest trudny i warto go pokazaé¢ omawiajac test na kétku. Pomyst mieéci sie¢ w zdaniu:

wJesli liczba n spelnia warunki zadania, to
albo wszystkimi jej cyframi sq 1, albo w jej zapisie dziesietnym wystepuje cyfra 0.

Jak to pokaza¢? Jest kilka sposobdow, ale warto przytoczyé¢ wazny typ rozumowania: dowdd nie wprost.

Wszyscy wiemy, ze pokazujac prawdziwo$é pewnego zdania mozna uzasadniaé, ze przeciwny mu fakt nie zacho-
dzi. W taki na przyktad sposéb dowodzi sie niewymiernosci liczby /2. Zakladamy, wbrew przypuszczeniu o jej
niewymiernosci, ze jest to liczba wymierna i w ten, czy inny sposéb, dowodzimy, ze jest to niemozliwe — reductio
ad absurdum. Kiedy$ tego rodzaju dowody wystepowaly w dsmej klasie szkoly podstawowej, ale niewatpliwie
nie byly popularne. Kto zajrzy do statystyk z czesci testowych zawodéw I stopnia OMJ ulozonych tematycz-
nie szybko przekona sig, ze mtodziez — patrzac w pewnym przekroju — nie rozumie czym sa liczby wymierne
(na marginesie: czy w obecnej podstawie sa liczby rzeczywiste?) i kazde wyrazenie z pierwiastkami klasyfiku-
je jako ,niewymierno$¢”. Taka ma intuicje. Uczmy rozumowania przez sprzecznos¢ na prostszych zagadnieniach.



Zal6ézmy, ze zdanie, ktore napisaliSmy wyzej nie jest prawdziwe. Co to znaczy? Juz samo to pytanie jest po-
uczajace (kurs logikil). Znaczy to, ze istnieje liczba, w ktdrej zapisie dziesigtnym nie wystepuje liczba 0 i ktérej
wszystkimi cyframi nie sg 1 taka, ktora spelnia warunek zadania. Oczywiscie zgodnie z zalozeniem suma jej
cyfr rowna jest liczbie jej cyfr. Jednak suma jej cyfr to suma skladnikdéw, z ktérych kazdy jest niemniejszy
niz 1, i suma ta réwna jest liczbie skladnikéw! To jest niemozliwe, bo ktérys ze sktadnikéw jest wiekszy niz
1, a wiec suma cyfr tej liczby jest wieksza niz suma skladnikéw. Dochodzimy do sprzecznosci z zalozeniem o
istnieniu takiej liczby, ktora przeczylaby zdaniu napisanemu wcze$niej. A zatem jest ono prawdziwe. Iloczyn
cyfr liczby opisanej w zadaniu wynosi 0 lub 1. Jest zatem mniejszy niz 2. OdpowiedZ w punkcie (b) brzmi: TAK.

Prosze zauwazy¢, ze gdyby punkt (b) byl zadaniem otwartym, wéwczas mégtby byé sformutowany wlasnie tak:
wpokaz, Ze iloczyn cyfr tej liczby wynosi 0 lub 17. Na zadanie otwarte OMJ bylby to jednak problem za prosty. A
skoro w tescie nie ma potrzeby formutowania dowodéw, takie naturalne sformulowanie byloby réowniez za pro-
ste — za duzo by podpowiadalo. Zaznaczenie odpowiedzi TAK bytoby bardzo zgodne z intuicja. A tymczasem
zostala ona udzielona jedynie przez 60% uczestnikéw. Malo? Trudno powiedzieé.

Przechodzimy wreszcie do punktu (c). Widzimy, ze dotyczy on, tym razem, nieco innego zagadnienia niz poprzed-
nie punkty. Jest to charakterystyczne dla trudniejszych zadan testowych. Ich zadaniem jest pewne zréznicowanie
uczestnikow i sprawdzenie ich intuicji. Oczywiscie — liczba n + 1 jest wieksza od n. Ale nie oznacza to, ze po-
wiekszajac liczbe zwigkszamy tym samym jej sume cyfr! To naturalne po chwili zastanowienia — przeciez 10
jest wicksze od 9, ale ma mniejsza sume cyfr. Na te wladnie obserwacje liczyliSmy w tym podpunkcie. A jednak
wygral poépiech i niedokladno$é (skutki edukacji?). Tylko 30% uczestnikéw udzielilo odpowiedzi NIE w tym
punkcie. A przeciez na tym etapie rozumowania nie wiemy wcale czy intuicja powyzsza aplikuje sie takze do roz-
wazanych w zadaniu liczb. Jest tak w istocie, ale trzeba wymy$li¢ przyktad — dla jednych tatwy, dla innych — nie.

Czy Panstwo umieliby podaé przyklad liczby spelniajacej warunki zadania takiej, ze o 1 wieksza ma mniejsza
sume cyfr? Mysle, ze tak, bo juz wiemy, ze takiej liczby szukamy. Intuicja podpowiada, ze ta liczba musi konczy¢
sie cyfra 9. Liczba ta jest choéby dziesieciocyfrowa: 100000009. Suma jej cyfr to oczywiscie 10, a zatem nalezy
ona do omawianego zbioru. Powiekszona o 1 bedzie miata sume cyfr 2. A zatem, ponownie jak w jednym z
poprzednich zadan: konstrukeja pytania kaze powiedzieé¢ czy KAZDA liczba spelniajaca warunki zadania ma te
wlasnosé, ze powiekszona o 1 ma wiekszg sume cyfr. Odpowiedz brzmi NIE, bo wlasnie podaliémy kontrprzyktad.

Zadanie to jest bardziej skomplikowane niz poprzednie i zapewne jego oméwienie wymaga wiecej czasu. Wydaje
nam sie jednak, ze jego miejsce nalezy wlasnie do testu i jest dostepne dla uczniéw szkolty podstawowej. Umie-
jetnos$é czytania tekstu matematycznego (czy w ogéle bardziej skomplikowanego tekstu) to nie lada wyzwanie
przy obecnej ,smartfonowej” kulturze, w ktorej ludzie spedzaja na stronach internetowych srednio ok. 15 sekund.

W tym miejscu zatrzymamy nasze rozwazania dotyczace zapisu dziesigtnego i podzielnosci. Wiecej o zadaniach
olimpijskich dotyczacych tych zagadnien moga Panstwo przeczyta¢ w najnowszym numerze gazetki Olimpiady
Matematycznej Junioréw ,,Kwadrat” redagowanej przez Komisje Zadaniowa Komitetu Gléwnego OMJ.

Zadanie 5 (60). Iloczyn a-b liczb calkowitych a,b jest podzielny przez 400. Wynika z tego, zZe co najmniej jedna
z liczb a,b jest podzielna przez:

a) b

b) 8

c) 10.

Przejdziemy teraz do drugiego typu zadan zwiazanych z podzielnoScig, o ktérych chcialbym powiedzieé kilka
stéw. Ogolnie méwiac chodzi o pytanie: co dzieje sie ze znanymi szkolnymi wlasno$ciami liczb takimi jak: suma
cyfr, zapis dziesietny, podzielno$¢ przez dana liczbe, reszta z dzielenia i inne — gdy zaczniemy wykonywaé opera-
cje na liczbach. Pytania tego typu przerabiaja Panstwo w szkole. Najwazniejsze to by¢ moze pytanie co mozna
powiedzieé o liczbach a, b gdy ich iloczyn jest ujemny? Jakie sa ich znaki? Albo inne pytanie: co oznacza parzy-
stos¢ iloczynu dwoch liczb dla parzystosci kazdego z czynnikéw? Co oznacza nieparzystosé iloczynu dwéch liczb?

Tego rodzaju zadania sa bardzo wazne z punktu widzenia rozumienia czym zajmuje sie matematyka. Mowiac
nawet do$¢ gérnolotnie (i zarazem nieco upraszczajac) — nawet we wspdlczesnych badaniach jest przyjeta pewna
specyficzna kolejnoé¢ poszukiwan, gdy wchodzimy w obszar nowej nieznanej teorii: najpierw prébujemy ogladaé
przyktady i dowiadywaé sie czego$ o wewnetrznych wlasnosciach obiektéw — tak jak w przypadku liczb calko-
witych badaliémy cechy podzielnosci, wlasnosci dzielenia z reszta itd. Potem jest jednak zupelnie nowy krok:
badamy jakie operacje mozna wykonywaé na tych obiektach i co te operacje méwia o strukturze? Uzyje dos¢
amatorskiej analogii — réznica jest taka, jak roznica pomiedzy psychoterapia poznawcza, a behawioralna.



Sa, na marginesie, takze dalsze — bardziej glebokie etapy badan: zastanawiamy sie juz nie tylko nad wpty-
wem dziatan na obiekty, ale w ogdle pytamy jakie sa wszystkie mozliwe dziatania, jaka jest ich struktura, a
na jej podstawie formutujemy twierdzenia klasyfikacyjne. Tego rodzaju wyniki znamy z geometrii: na przyktad
twierdzenie, ktore méwi, ze kazda izometria plaszczyzny jest zlozeniem co najwyzej trzech symetrii osiowych.
To wlasnie przyktad takiego twierdzenia. Plynie z niego wiele pozytku nawet w zadaniach olimpijskich, ale to
temat na inne opowiadanie. Wréémy do zadania.

Zapewne nie zdziwi juz Pafstwa wiesé, ze tylko 18% uczestnikéw rozwigzalo to zadanie poprawnie. Problemem
okazal si¢ trzeci podpunkt, ktory jak juz wiemy jest czesto tym najtrudniejszym. A przeciez pytaliSmy, wy-
dawaé by sie moglo, wylacznie o dobrze znane cechy podzielnosci! I rzeczywiscie, punkt (a) mozna rozwiazaé
korzystajac tylko z wiedzy szkolnej. Jesli iloczyn dwoch liczb ma liczbe jednoéci réwna 0 lub 5, to rowniez jeden
z czynnikéw ma te ceche. Dowodzimy to na przyklad rozumujac nie wprost. Odpowiedz w (a) brzmi zatem: TAK.

Podpunkt (b) byt trudniejszy, bo odpowiedz brzmiala NIE i trzeba bylo wymysli¢ przyklad. Byl on jednak
bardzo naturalny. Wszak 400 = 4 - 100 to pierwszy rozktad liczby podzielnej 400 jaki przychodzi do glowy
w kontekécie zadania. I oczywiScie ani 4, ani 100 nie sg podzielne przez 8. A jednak okolo 40% uczestnikéw
rozwiazalo ten podpunkt niepoprawnie. Szczerze méwiac: zastanawia, ze az 32 procent uczestnikéw zaznaczy-
to trzykrotne TAK odpowiadajac na to pytanie. By¢ moze uznali za wystarczajaca podzielnosé 400 przez 5, 8 i 10.

Takze podpunkt (c¢) jest bardzo ltatwy. OdpowiedZ brzmi NIE i trzeba znowu wskaza¢ KONTRPRZYKLAD (w
koticu to zadanie, w ktérym kazde NIE musi by¢ takim poparte). Jest nim rozklad 400 = 25 - 16, w ktérym
zaden z czynnikow nie jest podzielny przez 10. Wydawaloby sie, ze to zadanie jest bardzo latwe. Przeciez w
zasadzie nie chodzilo w nim o podzielnos$é przez 400 tylko niemal o sama liczbe 400. A przeciez nasi uczniowie
nauczeni sa rozktadaé liczbe na czynniki pierwsze. Czy rozumieja jednak jak DZIAL.A to narzedzie i umieja
zrobié¢ co$ wiecej niz UZYC GO, czyli roztozy¢ liczbe na czynniki? Przyjrzyjmy sie nastepujacemu zadaniu.

Zadanie 6 (57). Liczba 6° - 12'2 jest podzielna przez:
a) 88

b) 1010

c) 1818.

Problem postawiony w tym zadaniu jest oczywiscie wielopoziomowy. Po pierwsze uczestnicy widzac liczbe
69-12'2 moga mieé poczucie, ze jest zbyt duza by wyciggaé o niej sensowne wnioski. Na szczeécie sama konstruk-
cja logiczna zadania jest prosta; nie jest to ani zadanie ,na przyktad” typu ” Istnieje...” ani na ,kontrprzyktad”
typu ,, Wynika sted, ze...” (to moje nazewnictwo jest bardzo umowne i, mam nadzieje, nieszkodliwe).

Zacznijmy od punktu (a). Ciekawe ile os6b sprobowaloby w zadaniu o podzielnosci po prostu podzielié¢ jedna
liczbe przez druga formujac utamek postaci 65'818212. Woéwezas mozna nawet rozpisaé¢ sobie iloczyny w liczniku i
mianowniku, a nastepnie dokonaé¢ skrécenia. Czy taka intuicje maja uczniowie? Oczywiscie mozna tez zauwa-
zyé, ze 65 - 1212 = (26. 36) . (212.212. 312) 4 nastepnie zauwazyé, ze ta liczba réwna jest 318 - 230, A zatem
jest podzielna przez 8% = 224, Wszystko to wiedza szkolna. Tak, czy inaczej odpowiedz w punkcie (a) brzmi
TAK. Intuicja nie zawiodta wiekszoéci uczestnikéw w punkcie (b). Liczba 6° - 1212 nie dzieli sie przez 10'°, bo
w ogdle nie dzieli sie przez 10, ani nawet przez 5. W podpunkcie (¢) po raz kolejny potrzebne jest rozdzielenie
potencjalnego dzielnika 18'® na czynniki pierwsze. OdpowiedZ brzmi: NIE.

Wydaje sig, ze jest to zadanie ,bez historii”, a jednak sadze, ze nie kazdemu podzielnoséé i rozklad na czynniki
pierwsze wydaje sie tematem bliskim dzialaniom na potegach. Moze to tylko moje bledne intuicje.

Zadanie 7 (50). Dane sq takie liczby calkowite a i b, zZe liczby a +b i a — b sq podzielne przez 12. Wynika z
tego, Ze obie liczby a i b sqg podzielne przez

a) 2,

b) 3,

c) 4.

Jak zdazyliSmy juz zauwazy¢ na Olimpiadzie czesto pojawiaja sie warunki, ktérych nasi uczniowie mogli wcze-
$niej nie widzie¢. Co oznacza podzielnosé przez 127 Skojarzenie jest takie, ze jest to jednoczesna podzielnoéé
przez 3 i przez 4. Tak powinno sie rozumieé¢ podzielnoéé przez liczbe zlozona: jest to podzielnoéé¢ przez kazdy z
dzielnikéw pierwszych i to tyle razy wystepuje on w rozkladzie liczby zlozonej na czynniki (dokladne zrozumie-
nie tego zdania gwarantuje, ze w przyszlodci uczniowie zrozumieja czym sa pierwiastki wielokrotne wielomianu).
A jednak zadanie to rozwigzalo w calosci prawidlowo jedynie 25% uczestnikéw. Dlaczego?



Az potowa uczestnikéw uznala, ze wszystkie trzy odpowiedzi sa prawidtowe. Wynika to by¢ moze z przykladu
pary a, b, ktéry przychodzi na mysl jako pierwszy: a = 24,b = 12 lub przykladu typu a = b = 12. A jednak juz
wymyslenie odrobine bardziej skomplikowanego przykladu: ¢ = b = 6 daje KONTRPRZYKLAD (w konicu to
zadanie typu ,Wynika stad, ze...”) w podpunkcie (c¢). Pozostaje pytanie co z punktami (a) i (b). Okazuje sie,
ze odpowiedz brzmi w obydwu przypadkach: TAK. Dlaczego?

Trzeba wykonaé nieoczekiwany manewr i zauwazy¢, ze skoro a 4+ b i a — b sa podzielne przez 12, to takze suma
i roznica tych liczb jest podzielna przez 12. Suma tych liczb to 2a, za$ roéznica to 2b. Zgodzimy sie chyba, ze
jesli 2a jest podzielne przez 12, to samo a jest podzielne przez 6. Podobnie skoro 2b jest podzielne przez 12, to
a jest podzielne przez 6. Dostajemy zatem uzasadnienie naszej odpowiedzi.

Patrzac na wyniki tego zadania widaé chyba, ze uczniowie podchodzili do niego intuicyjnie. Poprawna odpowiedz
na skadinad nielatwe punkty (a) i (b) udzielito prawie 75% uczestnikéw. Jak to mozliwe — mozna zatem zapytaé
— ze 2/3 z nich nie zauwazylo prosciutkiego kontrprzyktadu w punkcie (c)?

Zadanie 8 (44). Wsrdd kazdych pieciu réznych liczb calkowitych istniejq takie dwie, ktorych:
a) réznica jest podzielna przez 3,

b) suma jest podzielna przez 4,

¢) tloczyn jest podzielny przex 4.

Nie brakuje zadan dotyczacych podzielnosci, ktére skonstruowane sa tak, jak powyzsze. W jakim§ zbiorze liczb
calkowitych znajdz pare spelniajaca szczegblna wlasnosé. Czesto korzysta sie tu z tak zwanej zasady szuflad-
kowej Dirichleta — cho¢ stosowanie takiej terminologii by¢ moze niektérych odstrasza. Wiedzialem — méwia
malkontenci — to jest co§ zupelnie poza programem, wiec nie miatem szans tego rozwigzaé! Niezupelnie. Chodzi
po prostu o poréwnywanie mocy nieduzych zbioréw i wycigganie wlasciwych wnioskow. A jednak brak tego
typu zadan w szkole widaé jak na dloni — to zadanie poprawnie rozwigzalo jedynie 8% uczestnikéw.

Jak to rozwiaza¢? Odwolamy sie do podstawowych wlasnoéci reszt z dzielenia. To czesty zabieg, gdy mowa
jest o podzielnosci sum czy iloczynéw liczby. Kazda liczba catkowita daje z dzielenia przez 4 reszte 0,1,2 lub
3. Wobec tego mamy zbiér 5 liczb catkowitych, kazda daje jakas reszte z dzielenia przez 4, a mozliwych reszt
jest 4. Mozna méwié, ze to zasada szufladkowa, a mozna moéwié, ze to zdrowy rozsadek, ze dwie z tych pieciu
liczb daja te sama reszte z dzielenia przez 4. Wezmy réznice tych liczb. Jaka jest jej reszta z dzielenia przez 47
Oczywiscie jest to 0. A zatem w (a) odpowiedZ brzmi: TAK.

W drugim podpunkcie — by¢ moze nieoczekiwanie — istnieje przyktad, ktéry pokazuje, ze teza nie jest prawdziwa.
Nie jest on bardzo skomplikowany. Bierzemy pieé liczb, ktére daja reszte 1 z dzielenia przez 4, na przykltad
{1,5,9,13,17}. Suma kazdych dwich daje reszte 2. A zatem odpowiedZ w (b) brzmi: NIE. Kto wymyslil przykiad
w (b) ma od razu odpowiedz na punkt (c). Wystarczyloby zreszta wziaé pieé réznych liczb nieparzystych.

Zadanie 9 (42). Liczby calkowite a,b,c sq dodatnie. Kazda z nich daje reszte 1 z dzielenia przez 3. Wynika z
tego, ze:

a) liczba a + b+ ¢ jest podzielna przez 3,

b) suma cyfr liczby a + b+ ¢ jest podzielna przez 3,

¢) liczby a + b oraz ¢ sq rézne.

W zadaniach o podzielnoéci zdarza sie, ze pojawia si¢ sporo ,niewiadomych” czy ,stopni swobody”. W poprzed-
nim zadaniu szukalismy wsréd pieciu dowolnych liczb catkowitych, tu sa trzy (cho¢ zwiazane dosé szczegdlnym
warunkiem), a nie brakuje i zadan z czterema liczbami zwiazanymi pewnymi wlasnodciami arytmetycznymi.
Nie jest to na pewno zupelnie tatwe dla ucznia, ktéry nie jest przyzwyczajony do tak szerokiej dowolnosci i by¢
moze nawet nie do konica ja rozumie. Niemniej jednak warunki w zadaniu sa naprawde proste. Niekiedy, mowiac
kolokwialnie — im bardziej skomplikowana wydaje si¢ sama tre$¢ — tym prostsze zadanie. Moi uczniowie méwili
czasem, ze ,najlepiej zagiqé na tatwym”. Tu utatwienie jest takie, ze od razu mowa jest o resztach.

Rozwiazanie opieramy na rachunku na resztach z dzielenia. By¢ moze uczniowie nigdy nie widzieli dowodéw
faktow, ktore uzasadniajg taki rachunek (w przypadku tego zadania znajda je Panstwo w rozwiazaniach zada-
nia), ale oczekujemy od nich zrozumienia, ze gdy pewne liczby daja pewne reszty z dzielenia przez, powiedzmy,
liczbe 3, to suma tych liczb daje reszte bedaca suma reszt (tu mozna chwile podyskutowaé nad pytaniem co
sie dzieje, gdy suma reszt nie jest reszta?). To jest uogélnienie faktu, ze suma liczb parzystych jest parzysta, a
parzysto$¢ sumy liczb nieparzystych zalezy od tego ile jest skladnikéw. Bo parzystos¢ i nieparzysto$é w jezyku
reszt z dzielenia przez 2 to po prostu wtasnoéci posiadania reszty 0 albo 1 z dzielenia przez 2.



Przebrnawszy przez tresé¢ tego zadania mamy w zasadzie problem szkolny. Liczba a + b+ ¢ ma reszte z dzielenia
réwng sumie reszt z dzielenia przez 3 liczb a,b,c. Suma ta wynosi 3. Takiej reszty oczywiscie nie ma, wiec
formalnie rzecz biorac nieco dziwne moze si¢ wydaé stwierdzenie, ze 1 +1 + 1 = 0, ale tak wladnie jest w
rachunku reszt z dzielenia przez 3. Formalnie rzecz biorac wchodzimy tu na obszar tak zwanych kongruencji.
Mozna oczywiscie wyjasni¢ uczniom, ze tak naprawde a =3k + 1, b =31+ 1, c = 3m + 1, dla pewnych k,l,m i
pokazaé, ze wzigcie sumy tych liczb daje 3(k 4+ 1+ m + 1). Wtedy nie ma juz zadnych watpliwosci.

Podpunkt (b) jest szkolna konsekwencja (a) i odpowiedZ brzmi: TAK. Zas podpunkt (¢)? Oczywiscie liczba a+b
daje przy dzieleniu przez 3 reszte 2, za$ liczba ¢ daje przy dzieleniu przez 3 reszte 1. A zatem nie moga by¢
rowne. Odpowiedz brzmi: TAK.

Zobaczmy na koniec jeszcze jedno zadanie zwigzane z podzielnoscia, w ktérym role odegra jeszcze jedna wazna
konstrukcja: najwiekszy wspolny dzielnik. Po raz kolejny wyzwaniem dla ucznia jest przebrnaé¢ przez jego tresc.

Zadanie 10 (66). Dodatnie liczby a i b sq calkowite i ich najwiekszy wspdlny dzielnik jest réwny 1. Ponadto
liczba a - b jest kwadratem liczby calkowitej. Wynika z tego, Ze:

a) obie liczby a,b sq kwadratami liczb calkowitych,

b) najwiekszy wspdlny dzielnik liczb a oraz a + b jest réwny 1,

c) liczba a + b jest kwadratem liczby calkowitej.

Zadanie to na pewno brzmi dosé¢ abstrakcyjnie i juz pierwsze podpunkt wydaje si¢ doéé¢ trudny. Wspomniatem,
ze w starciu ze skomplikowana trescig na dobry poczatek warto oglada¢ przyklady. Czy latwo sobie wyobrazi¢
dwie liczby, ktérych iloczyn jest kwadratem? Latwo. Chocby 2 -8 = 16, 9-4 = 36 czy 7-7 = 49. Tylko jedna
z tych trzech par spelnia jednak dodatkowy warunek zadania: najwigkszy wspélny dzielnik pary liczb 4 oraz 9
rowny jest 1. I te liczby: 41 9 to kwadraty. A jednak tylko nieco ponad 50 procent uczestnikéw testu zaznaczylo
odpowiedZ (a) uznajac by¢ moze takie przyklady za niewystarczajace. A moze nie szukalo przykladéw? Jak
pokazaé, ze w istocie (a) jest prawda?

Dowdéd formalny mozna przeczytaé¢ w materiatach, ale intuicja jest prosta. Mowi ona, ze jesli liczby sa wzglednie
pierwsze, to nie maja wspolnego dzielnika pierwszego. Wyobrazmy sobie rozklad na czynniki liczby ab. Moze by¢
bardzo dziwny i skomplikowany, ale jesli pewne liczba pierwsza p wchodzi do tego rozktadu, to wchodzi ona do
niego jako dzielnik liczby a lub jako dzielnik liczby b. A doktadniej, wchodzi ALBO jako dzielnik liczby a, ALBO
jako dzielnik liczby b, bo nie moze dzieli¢ jednoczesnie obydwu tych liczb. A ile razy wchodzi liczba pierwsza
p do rozkladu liczby ab? Oczywisdcie parzyscie wiele razy, bo ab to kwadrat. I te parzyécie wiele wystapien p
w rozkladzie ab musi wystepowaé w rozkladzie a, albo w rozkladzie b. A przeciez KAZDY dzielnik a i kazdy
dzielnik b wchodzi do rozkladu ab. A zatem kazda liczba pierwsza w rozkladzie a na czynniki wystepuje w nim
z tym samym wykladnikiem co w ab (bo nie ma TEJ p jej w rozkladzie b).

Drugie pytanie znowu wymaga pewnej wiedzy, a moze bardziej doswiadczenia w operowaniu NWD. Gdy liczymy
NWD dwoch liczb, to co robimy? Rozkladamy na czynniki pierwsze i poréwnujemy? Zycze powodzenia Panstwa
uczniom w przypadku liczb 10000001 i 10000003. Jest inny sposéb, ktéry zadanie to ma przypomniec.

Wyznaczajac NWD opieramy sie na tzw. algorytmie Euklidesa. Nie ma w tym momencie znaczenia jak on
dokladnie wyglada. Intuicja jest taka, ze jesli > y, to NWD(z,y) = NWD(y,z —y). Innymi stowy, jesli z iy
maja wspolny dzielnik (na razie nie wazne czy najwiekszy), to takze y oraz x — y maja ten sam wspélny dziel-
nik. W przypadku naszego zadania oznacza to, ze kazdy wspolny dzielnik liczb a + b oraz a jest tez wspdélnym
dzielnikiem liczb (a+b) — a oraz a, czyli b oraz a. A liczby a, b maja, zgodnie z zalozeniem, tylko jeden wspélny
dzielnik dodatni: jest nim 1. A zatem NW D(a + b,b) = 1. Pozostaje punkt (c).

W punkcie (c¢) istnieje kontrprzyktad (pamietajmy z jakim typem zadania mamy do czynienia). To jest latwe,
jesli spojrzymy na przyktady, ktore wypisaliSmy wyzej. Para a = 4,b = 9 ma wlasnosci zadane w zadaniu, ale
przeciez a + b = 13. OdpowiedZ brzmi zatem: NIE.

* * *

Omoéwilidmy dziesie¢ zadan zwiazanych z podzielnoscia, starajac sie zwréci¢ uwage zarowno na edukacyjny, jak
i matematyczny walor zadan testowych OMJ. Wiele z nich odnosi si¢ bezposrednio do programu i czasem tylko
jeden z podpunktéw jako$ go przekracza. Czasem staramy sie przez jakie$§ zadanie zwroci¢ uwage na bledne
intuicje, ktore zauwazamy wérdéd uczniéw, a czasami — przez rézne typy zadan probujemy czego$ uczyc.



3 Podzielnos¢ w zadaniach otwartych OMJ

Zadania otwarte maja to do siebie, ze wymagaja przedstawienia pewnej argumentacji. Rzadko sg zatem kon-
struowane, w przeciwienstwie do rozwazanych wyzej zadan testowych, wokét przykladéw, kontrprzyktadéw czy
prostych zastosowan metod szkolnych, a zwykle wokét jakis obserwacji, sprytnie ukrytych przez uczestnikiem.

Zdazylismy si¢ juz zorientowaé, ze zadania dotyczace liczb catkowitych zwiazane sg z takimi tematami, jak:
e zapis dziesietny i cechy podzielnosci,
e rozklad na czynniki pierwsze,
e reszty z dzielenia,
e NWD i NWW.

Kazdy z tych tematow wiaze si¢ z poprzednimi, ale wprowadza dodatkowe trudnosci i wyzwania. W pierwszym
moga pojawié¢ si¢ nieoczekiwane warunki przypominajace tylko znane cechy podzielnosci, w drugim chodzié¢
moze o rozktady duzych liczb, o zliczanie czynnikéw pierwszych i odpowiednie ich grupowanie, w trzecim i
czwartym natomiast konieczne jest czesto wprowadzanie dodatkowych oznaczen — co nie jest zgodne z intuicja.
Warto pamietaé, a jeszcze lepiej — umie¢ uzasadnié, o kilku przydatnych faktach:

e jesli liczba pierwsza jest wieksza od 2, to jest nieparzysta,

e suma nieparzyscie wielu liczb nieparzystych jest nieparzysta, a suma parzyscie wielu liczb nieparzystych
jest parzysta (i inne zaleznosci tego typu),

e wérdd dowolnych 3 liczb catkowitych pewne dwie daja ta sama reszte z dzielenia przez 2,
e wirdd dowolnych 4 liczb catkowitych pewne trzy daja ta sama reszte z dzielenia przez 3,
e i tak dalej...

e jesli liczba pierwsza dzieli iloczyn liczb catkowitych, to dzieli jedng z nich,

e jesli a jest dzielnikiem b, to istnieje ¢, ze ac = b (jakze tatwiej by bylo uczyé logarytméw, gdyby kazdy
mial w szkole mozliwo$¢ rozwiazania kilku zadan w oparciu o te wlasnosé),

e jedli liczby a i b sa dzielnikami liczby n, to jest nim takze NWW (a, b).

Jak te proste obserwacje moga sie przyda¢ w zadaniach o zobaczymy na kilku przyktadach z drugich i trzecich
etapéw OMJ (i OMG).

Zadanie 1 (VII OMG, II etap). Wyznacz wszystkie pary dodatnich liczb calkowitych a,b, ktérych iloczyn ab
jest podzielny przez 175, a suma a + b réwna sie 175.

Na pierwszy rzut oka jest to zadanie, ktore mozna prébowaé rozbié na przypadki. Skoro suma liczb to 175, a
przeciez sa to liczby dodatnie i spelniajace jaki§ dodatkowy warunek, to nie moze by¢ ich zbyt wiele. Mozna
nawet zaryzykowaé z uczniami debate polegajaca na napisaniu kilku rozkladéw liczby 175 na sume dodatnich
sktadnikéw i wspolne zastanowienie sie kiedy ich iloczyn podzielny przez 175. No wlasnie — kiedy?

Dzielnikami pierwszymi liczby 175 sg liczby 5 i 7. Dokladniej 175 = 52 - 7. Dobrze, zeby uczniowie zrozumieli,
ze podzielnoéé liczby ab przez 175 oznacza podzielno$¢ przez 5 i podzielnosé przez 7. Postugiwanie sie liczbami
pierwszymi jest kluczowe z uwagi na to, ze jesli liczba pierwsza dzieli iloczyn liczb catkowitych, to dzieli jedna
z nich! Ta uwaga napisana byla wyzej.

Wobec tych obserwacji liczba ab jest podzielna przez 5, skad wynika, ze liczba a lub liczba b jest podzielna
przez 5. Bez straty ogdlnosci mozemy przyjaé, ze a jest podzielna przez 5. Skoro jednak b = 175 — a, to takze
liczba b jest podzielna przez 5. Czy to wida¢? Prosze odnotowaé jak sprytnie dobrany jest warunek. Skoro a
dzieli sie przez 5 oraz 175 dzieli si¢ przez 5, to takze ich réznica musi sie dzieli¢ przez 5. Stad wniosek, ze obie
liczby sa podzielne przez 5. Podobnie dowodzimy, ze obie liczby a, b sa podzielne przez 7. Wobec tego liczby a, b
sg podzielne przez 35. To tez nie byle jaka obserwacja, bo wiaze si¢ z liczbami wzglednie pierwszymi i NWW.
Gdyby a, b byly jednoczesnie podzielne przez 6 i 8, to nie oznaczaloby, ze sa podzielne przez 48, ale tylko przez
NWW(6,8) = 24. Wspominaliémy o tym wyzej.



A zatem liczby a,b sa wielokrotnosciami 35. Skoro ich suma to 175, to jesli a = 35k, zas b = 35! (dodatkowe
oznaczenia nie bolal), to a + b = 35(k + 1) = 175. W rezultacie k + 1 = 5, czyli (k,[) jest jedna z czterech par
(1,4),(2,3),(3,2), (4,1). Uzyskujemy stad rozwiazania:

(a,b) = (35,140), (a,b) = (70,105), (a,b) = (105,70), (a,b) = (140,35).
Bezposrednio sprawdzamy, ze wszystkie cztery powyzsze pary liczb (a,b) spelniaja warunki zadania.

Odnotujmy pojawienie sie czestego w zadaniach teorioliczbowych podstawienia nowych zmiennych, ktére wyni-
kaja z podzielnosci — byty to liczby k i [. Nie jest to szkolny typ rozumowania, gdzie dazymy raczej do eliminacji
niewiadomych. Niewatpliwie jest jedna z trudniejszych umiejetnosci, zwlaszcza na poziomie szkoty podstawo-
wej, zdolno$¢ czynienia takich podstawien tylko wtedy, gdy jest to konieczne, a nie w kazdym zadaniu z teorii
liczb (analogia geometryczna: nie w kazdym zadaniu geometrycznym warto jest ,na sile” oznaczaé probowaé
wyliczyé wartosci wszystkich katéw, choé sa zadania, gdzie tak sie robi).

Zadanie 2 (XIII OMJ, I etap). Liczby pierwsze a,b,c sq wieksze od 3. Udowodnij, zZe liczba (a—b)(b—c)(c—a)
jest podzielna przez 48.

Juz kilkukrotnie powiedzieliSmy sobie, ze podzielno$é¢ przez liczbe zlozona oznacza podzielnosé przez jej dziel-
niki pierwsze. W tym przypadku bylyby to liczby 2 i 3. Nie wystarcza to jednak do rozwiazania zadania. Mimo
wszystko by¢ moze warto od tego zaczaé. Jesli pokazemy te podzielnosci juz tylko jeden krok dzieli¢ nas bedzie
od catego rozwiazania.

Kluczowa uwaga jest taka, ze liczby pierwsze sa wieksze od 3. To oznacza przynajmniej tyle, ze sa wszystkie
nieparzyste. A zatem ich réznice sa wszystkie parzyste. To oznacza, ze iloczyn (a — b)(b — ¢)(¢c — a) nie tylko
dzieli sie przez 2, ale nawet przez 8. Niestety musimy pokazac, ze dzieli sie on nawet przez 16, ale o tym za chwile.

Co z podzielnoscia przez 37 Z warunkow zadania wynika, ze liczby a, b, ¢ sa nieparzyste i niepodzielne przez 3.
W szczegoélnosci liczby te moga dawaé tylko reszty 11 2 przy dzieleniu przez 3. W szczegélnosci pewne dwie z
liczb a,b,c daja te sama reszte przy dzieleniu przez 3, wiec co najmniej jedna z liczb a — b, b — ¢, ¢ — a jest
podzielna przez 3. A zatem takze ich iloczyn jest podzielny przez 3.

Pozostaje kwestia podzielnoéci naszego iloczynu przez 16. Kluczowe jest zauwazy¢, ze skoro wszystkie réznice
a —b,b— c,c— a sa parzyste, to wystarczy pokazaé, ze jedna z nich jest podzielna przez 4. Czy widzimy to?
Zmnowu korzystamy z rachunku na resztach. Skoro zadna z a, b, ¢ nie jest parzysta, to pewne dwie z liczb a,b, ¢
daja te sama reszte przy dzieleniu przez 4. Nie jest to dokladnie uwaga z listy podanej na poczatku, ale korzy-
stamy z nieparzystosci a, b, c. A zatem pewna sposrod liczb a—b, b— ¢, ¢c—a jest podzielna przez 4. O to chodzito.

Swoja droga: prosze zobaczy¢ jakie tadne zadanie testowe moglibySmy ulozy¢ na nasze zajecia, skoro juz znamy
cale to rozumowanie. W podpunkcie (a) pytamy o podzielnos$é przez 3, w podpunkcie (b) o podzielnosé przez
8, a w podpunkcie (c¢) — o podzielno$é przez 48. Czy widzicie Pafistwo, ze o tym od poczatku prébuje méwié?

Zadanie 3. Wyznacz wszystkie takie tréjki (a,b,c) dodatnich liczb calkowitych, ze kazda z liczb a+b,b+¢,c+a
oraz a + b+ c jest pierwsza.

Znowu skorzystamy z trywialnej obserwacji dotyczacej liczb pierwszych. Poniewaz a + b+ ¢ jest liczba pierwsza
nie mniejsza od 3, wiec jest to liczba nieparzysta. Co wigecej, mozemy co$ powiedzie¢ o parzystosci jej sktadnikow.
Trzy liczby catkowite dodatnie sumuja si¢ do liczby nieparzystej. Stad wynika, ze wéréd liczb a, b, ¢ jest parzysta
liczba liczb parzystych. Istotnie, gdyby byla dokladnie jedna parzysta, to suma pozostatych dwéch takze byta-
by parzysta, a zatem calta suma byta parzysta, co jest niemozliwe. Podobnie gdyby wszystkie a, b, ¢ byty parzyste.

Rozwazamy mozliwe przypadki. Jesli sa dokladnie dwie liczby parzyste, to ich suma jest liczba zlozona, jako
liczba pierwsza wigksza od 2, wbrew warunkom zadania. Wobec tego kazda z liczb a, b, ¢ jest nieparzysta. Suma
kazdych dwdch z nich jest z jednej strony liczba pierwsza (co wynika z warunkéw zadania), z drugiej za$ liczba
parzysta. Wobec tego kazda z liczb a + b,b + ¢, ¢ + a jest réwna 2. Stad wniosek, ze wszystkie liczby a, b, ¢ sa
réwne 1. Bezposrednio sprawdzamy, ze tréjka (a,b,c¢) = (1,1,1) spelnia warunki zadania.

Widzimy jak dobrze sprawdzaja si¢ podstawowe uwagi zwiazane z podzielnoscia. Ostatnie trzy proste zadania
poswiecimy na przypomnienie kilku sztuczek algebraicznych, ktore stosuje sie niekiedy w zadaniach teoriolicz-
bowych. Nie wymagaja one raczej szerszego komentarza. Gdy sie juz ,wpadnie” na odpowiedni pomyst, zadanie
rozwigzane jest natychmiast.



Zadanie 4. Liczby calkowite a,b, c spelniajg warunek a + b + ¢ = be. Udowodnij, ze liczba (a + b)(a + ¢) jest
podzielna przez 4.

Przeksztalcajac réwnos$é a 4+ b + ¢ = be otrzymujemy:
a+b=bc—c=c(b—1), oraz a+c=bc—b=0b(c—1).

Stad wynika, ze:
(a+b)(at+c)=clb—1)b(c—1)=(b—1)b(c—1)c.

Tloczyn dwéch kolejnych liczb catkowitych jest liczba parzysta, zatem obie liczby (b — 1)b oraz (¢ — 1)c sa
podzielne przez 2. Wobec tego ich iloczyn jest liczba podzielna przez 4, co konczy rozwiazanie zadania.

Zadanie 5 (VI OMG, zawody II stopnia). Dane sq liczby calkowite a i b. Wykaz, ze jesli liczba a® jest podzielna
przez liczbe a + b, to takze liczba b® jest podzielna przez liczbe a + b.

Moja ulubiona sztuczka algebraiczna: ,dodawanie zera”. Przeciez b*> = a® + (b> — a®) = a® + (b — a)(b + a).
Kazdy skladnik prawej strony ostatniej réwnosci jest podzielny przez liczbe a + b, a zatem liczba b? jest takze
podzielna przez liczbe a + b. Jest to dos¢ dobre zadanie na unaocznienie uczniom, ze nie zawsze podstawienia
typu a? = k(a + b) i mozolne rozpisywanie b*> na podstawie poprzedniej réwnoéci jest konieczne.

Zadanie 6 (XI OMJ, III etap). Dane sq takie dodatnie liczby catkowite m i n, Ze liczba m + n? jest podzielna
przez m +n. Wykaz, e liczba m + n> jest podzielna przez m + n.

To zadanie z finalu jest trudniejsze, niz wyglada. Ponownie Zycze powodzenia kazdemu, kto zabierze sie za
rozpisywanie podzielnosci przez wprowadzenie zmiennych pomocniczych. Bedzie to tortura dla sprawdzajacego!
Zamiast tego proponowane jest eleganckie i zupelnie zaskakujace podejécia z ,rozwigzania firmowego” (tzn.
przygotowanego przez twoércéw zadania): w istocie chodzi o to, by zamiast powyzszego rozwiazaé inne zadanie!
Pokazemy, ze zaréwno zalozenie, jak i teza, sa rownowazne znacznie czytelniejszym — z punktu widzenia po-
dzielnosci — warunkom. Zapewniam Panstwa, ze jest wiele pieknych i glebokich rezultatéw matematycznych,
ktore dowodzi sie wlasnie przez takie podejscie. Stad mdj osobisty entuzjazm.

Oto klucz do zadania: jedli liczba x jest dzielnikiem liczby y, to jest tez dzielnikiem liczby y — x (Czy z czyms$
to sig Panstwu kojarzy? Algorytm Euklidesa w innej odstonie? O to nam wladnie chodzi!). Jak z tego korzystamy?

Oto rozwigzanie: liczba m + n jest dzielnikiem liczby m + n? wtedy i tylko wtedy, gdy m + n jest dzielnikiem
liczby:
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m+n?—(m+n)=n?>—n=n(n-—1).

Z kolei m + n jest dzielnikiem liczby m + n® wtedy i tylko wtedy, gdy m + n jest dzielnikiem liczby:
m+n®—(m+n)=n*>—n=nn*>—-1)=n(n—1)(n+1).

A zatem nowe zadanie brzmi: udowodnij, ze jesli m + n jest dzielnikiem liczby n(n — 1), to jest tez dzielnikiem
liczby n(n — 1)(n + 1). Eureka! Przeciez n(n — 1) jest dzielnikiem liczby n(n — 1)(n + 1). Wobec tego jezeli
pierwsza z tych liczb dzieli sie przez m + n, to druga takze, co konczy rozwiazanie.

Moze z uwagi na fakt, ze sam jestem algebraikiem, a moze przez to, ze dowdd ten przypomina mi dziesigtki
pieknych eleganckich i krétkich argumentéw algebraicznych — to zadanie wydaje mi sie szczegdlnie pigkne. Oceng
zostawiam oczywiscie Panstwu.

Czas na krotka konkluzje naszego warsztatu. Co mozna powiedzie¢ na koniec? Nie brakuje oczywiscie trud-
niejszych zadan teorioliczbowych — takich, w ktérych rozwigzania nie widzimy od razu, ktére wymagaja wpro-
wadzania dodatkowych oznaczen, sprawnego operowania pojeciami NWD i NWW, czy nawet jeszcze bardziej
zaawansowanych pomystow. Kazde zawody maja na celu zréznicowanie najlepszych, a i dzieki takim trudniej-
szym zadaniom mozemy nauczy¢ sie czego$ nowego.

Mam nadzieje, ze przynajmniej jedno z zadan obudzilo w Panstwu przekonanie, ze ,to jest tatwe!”. Miafo byé
trudno — a juz nie jest, i naprawde mi sie podoba! Jesli taka reakcje zobaczycie Pafistwo u swoich uczniéw (nie
tylko w zwiazku z matematyka, ale tez innymi wyzwaniami) — to pozostaje tylko zlozyé serdeczne gratulacje.



