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Twierdzenie (Sourour). Niech F bedzie ciatem, natomiast
a, B € F, 1< i< n. Jesli A€ M,(F) jest macierza nieosobliwg,
nieskalarng, taka, ze []'_; By = det A, to istnieja macierze B, C o
warto$ciach wtasnych 1, ..., B,, oraz 71, ..., yn, odpowiednio takie,
ze A = BC. Ponadto, mozna wybra¢ B, C w taki sposéb, ze w
pewnej bazie B bedzie dolnotréjkatna, a C gérnotrdjkatna.
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Niech G bedzie grupa.
Niech * oznacza pewna wtasnos$¢, ktéra moga posiadaé elementy z A.

Przyktad. « moze oznaczaé np. diagonalizowalno$¢, bycie inwolucja,
idempotentem, komutatorem ...

Problem. Jakie elementy moga by¢ wygenerowane przez elementy z
wtasnoécig %7

Czy elementy z wiasnoécig x moga generowaé podgrupe G?
Podpotgrupe G?
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Niech F bedzie ciatem i

Too(F)
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Definicja. Niech A € To.(F). Jedli istnieje X € Too(F) taka, ze
X~1AX jest macierza diagonalna, to méwimy, ze A jest
diagonalizowalna (w 7 (F)).
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Twierdzenie (St). Niech F bedzie ciatem o co najmniej 3
elementach. Kazda odwracalna macierz z T (F) moze by¢
przestawiona w postaci iloczynu (co najwyzej) 4 macierzy
diagonalizowalnych.

Whiosek (SJ(). Niech F bedzie ciatem o co najmniej 3 elementach
oraz n € N. Kazda odwracalna macierz z 7,(F) moze by¢
przestawiona w postaci iloczynu (co najwyzej) 4 macierzy
diagonalizowalnych.
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Problem. Czy to samo mozna powiedzie¢ o macierzach
nieodwracalnych?

Twierdzenie (Alahmadi et al.). Niech R bedzie piericieniem
oraz niech n € N. Kazda macierz ciéle gérnotrdjkatna A € T,(F) jest
iloczynem (co najwyzej) n macierzy gérnotréjkatnych
idempotentnych.
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Twierdzenie (SJ(). Macierz

01 0 0
1 0 0
1 0

o

nie moze by¢ przedstawiona w postaci iloczynu macierzy
diagonalizowalnych w T, (F).
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W szczegdlnosci

Twierdzenie (St). Niech F bedzie dowolnym ciatem, a n € N.

@ Macierz A € Too(F), o zerowej gtdwnej przekatnej, jest
iloczynem dwéch macierzy diagonalizowalnych w 7o, (F) wtedy i
tylko wtedy, gdy A® = 0.

@® Macierz A € T,(F), o zerowej gtéwnej przekatnej, jest iloczynem
dwéch macierzy diagonalizowalnych w T,(F) wtedy i tylko
wtedy, gdy A% = 0.
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Rozwazmy macierze o wyznacznikach ze zbioru {£1}.

Twierdzenie (Gustafson et al.). Kazda macierz kwadratowa nad
ciatem, ktérej wyznacznik jest réwny +1, jest iloczynem (co

najwyzej) 4 inwolucji.
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Uwaga. Zbiér macierzy (gérno)tréjkatnych, ktérych elementy
diagonalne pochodzg ze zbioru {£1} tworzy grupe.

Twierdzenie (St; Bien et al.). Kazda N x N macierz tréjkatna
zdefiniowana nad ciatem, ktérej elementy diagonalne s3 réwne +1,
jest iloczynem (co najwyzej) 4 inwolugji.
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x jest inwolucja = x spetnia g(x) :=x>—-1=0

Problem. Czy podobna wtasnoé¢ jest spetniona dla innych réwnan
(nie)kwadratowych?
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A - algebra nad ciatem F
q(x) = axx® + a1x + a0, a2 # 0

Definicja. Jedli element a € A spetnia réwnanie g(a) = 0, to
powiemy, ze a jest kwadratowy wzgledem g(x), lub krétko, ze a jest
q(x)-kwadratowy.

Przyktad.
* inwolucje s3 g(x)-kwadratowe dla g(x) = x*> — 1
® macierze spetniajace A> = —/ s3 q(x)-kwadratowe dla
ax) = 7 + 1

® macierze spetniajace (A — /)% = 0 s3 q(x)-kwadratowe dla
g(x) = (1 —x)?
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Twierdzenie (Gustafson et al.;Gustafson). Kazda macierz
stopnia n o wyznaczniku +1, zdefiniowana nad ciatem jest iloczynem
co najwyzej 4 macierzy q(x)-kwadratowych, gdzie g(x) = x? — 1.

Twierdzenie (Wang, Wu). Macierz A (stopnia n) moze by¢
przestawiona w postaci iloczynu macierzy g(x)-kwadratowych dla
q(x) = (1 — x)? wtedy i tylko wtedy, gdy det(A) = 1.

W tym przypadku, minimalna liczba macierzy potrzebnych do
rozktadu wynosi 1 dla n=1; 3 dla n=2; oraz 4 dla n > 3.
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Twierdzenie (Bien et al.; Thuy et al.). Kazda N x N macierz
tréjkatna, ktérej elementy diagonalne s3 postaci AJ A5, gdzie

s; + t; = k dla kazdego i € N, A1, \» # 0, moze by¢ zapisana jako
iloczyn k q(x)-kwadratowych macierzy, gdzie

g(x) = (x = A)(x — A2).

Problem. Co sie dzieje w przypadku, gdy A; Ay = 07?
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A1 =0, A =1 = x jest idempotentem ]

Twierdzenie (Erdos). Kazda macierz osobliwa stopnia n moze by¢
zapisana w postaci iloczynu macierzy idempotentnych.
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Twierdzenie (Alahmadi et al.). Niech R bedzie piericieniem
oraz niech n € N. Kazda macierz $cisle gérnotrdjkatna (tzn. z 0-ami
na gtéwnej przekatnej) A € T,(R) jest iloczynem n idempotentnych,
tréjkatnych macierzy.

_ a1 Jn-1(0) | O
J”(O)_[ o] o H 0 11
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Twierdzenie (S’r). Macierz

0 1 0 0

100

1 0

J(0) = 0 1

o

nie moze by¢ przedstawiona w postaci iloczynu macierzy
Go,1(x)-kwadratowych z T, (F).
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e Istnieja macierze w 7o (F), ktdre nie s3 nilpotentne, ale s3
iloczynami idempotentéw.

Przyktad. Macierz

(ktéra nie jest nilpotentna) jest iloczynem nastepujacych nilpotentéw

1100 0000
000 110
11 00

0 1

—HOOOO

0
0
?
E1 0

0
0
0
0
1
0

HOOOOO
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Problem. Co mozna powiedzie¢ w przypadku, gdy A\; = Ay = 07?

(q(x) = x?)
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Twierdzenie (Novak). Kazda n x n macierz rzedu nie wigkszego
niz 5 jest iloczynem (co najwyzej) 3 macierzy o zerowym kwadracie.

Twierdzenie (Truong, St). Niech F bedzie dowolnym ciatem, a
m € N dowolng liczbg. Macierz JZ(0) nie moze by¢ zapisana jako
iloczyn macierzy o zerowym kwadracie z T (F).



Macierze Dla dowolnej liczby k € N, k > 2, istenieja macierze w T (F), ktére

trojkatne o

pewnych nie sa nilpotentne, ale s3 iloczynami k macierzy o zerowym

szczegblnych

przekatnych kwadracie.

Przyktad. Niech

S = Z irnkitienk dlai=12 .. k.

n=0

Mamy S? = 0, ale

k 0o
H5i = E €14 nk,1+(n+1)k>
i—1 n=0

oraz m-ta potega tego iloczynu jest réwna

Z ei+nk,i+m(n+l)k 7& 0.

n=0
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n

Niech q(xn (x) = H(x —\).

i=1

Problem. Co mozna powiedzie¢ o iloczynach macierzy spetniajacych
tozsamos¢ g(x) = 07
Czy tworza grupe/pdigrupe?

Niech

oraz
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Uwaga. Niech F bedzie ciatem i niech \; € F, 1 <i<n, n>3.
Jesli macierz A moze by¢ przedstawiona jako iloczyn k macierzy
dx;. 1. (x)-kwadratowych, to moze by¢ réwniez przedstawiona jako
iloczyn k lub mniej macierzy z Zm(q{kf}/_nzl(x)).
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Twierdzenie (Truong, St). Niech n > 2, r > 3, beda liczbami
catkowitymi oraz \;, dla 1 < i < n, beda niezerowymi elementami F.
Ponadto, niech A = [aj;] bedzie macierza z T (F). Zatézmy, ze

ai = [1]_, X", gdzie >0, uri = r. Jesli dla kazdego i istnieja co
najmniej trzy indeksy j takie, ze jr; > 1 albo istnieja co najmniej dwa
indeksy j takie, ze jr; > 2, to A moze by¢ zapisana w postaci iloczynu
r macierzy z Zoo(qayr, (%))

Whiosek (Truong, St). Niech n,k > 2, r > 3, beda liczbami
catkowitymi oraz \;, dla 1 < i < n, beda niezerowymi elementami F.
Ponadto, niech A = [a;] bedzie macierzg z Ti(F). Zatézmy, ze

ai = [} X, gdzie Y70_y uri = r. Jesli dla kazdego i istnieja co
najmniej trzy indeksy j takie, ze jr; > 1 albo istniejg co najmniej dwa
indeksy j takie, ze jr; > 2, to A moze by¢ zapisana w postaci iloczynu

r macierzy z Zk(qqa;yn (X))
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Niech g(x) = [1i_;(x — ;) bedzie dowolnym wielomianem stopnia n
nad F, n > 2, oraz k > 2.

Uwaga. Zbiory Z.o(qpayr, (X)), Zk(qgayr, (x)) sa pétgrupami.

Uwaga. Zbiory Z.o(qpayr, (X)), Zk(qgayr, (x)) sa potgrupami z
jedynka wtedy i tylko wtedy, gdy A; = 1 dla pewnego indeksu i.

Uwaga. Zbiory Zoo(apayn, (%)), Zk(qqayr, (x)) sa grupami wtedy i
tylko wtedy, gdy {\;} tworzy grupe.
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Definicja. Wielomian g(x), stopnia n, nazywamy palindromicznym,

jesli
x"q (i) = q(x).

Definicja. Wielomian g(x), stopnia n, nazywamy
antypalindromicznym, jesli



Macierze
tréjkatne o
pewnych
szczegblnych
przekatnych

Twierdzenie (Truong, St). Niech n > 2, oraz niech );,

1 < i < n, beda niezerowymi elementami F takimi, ze {\;}7_; jest
grupa (multiplikatywna), natomiast g(x) bedzie wielomianem
palindromicznym lub antypalindromicznym. Ponadto, niech A = [a;;]
bedzie macierza z Too(F). Wtedy A jest iloczynem macierzy z
Zoo(qpann (x)) wtedy i tylko wtedy, gdy qqx;3» (ai) = 0 dla
wszystkich i > 1. Ponadto, kazda taka macierz A moze by¢ zapisana
w postaci iloczynu co najwyzej 4 macierzy z Zoo(q{)\/.}lp:l (x))-

Whiosek (Truong, S’(). Niech n, k > 2, oraz niech \;, 1 <i < n,
beda niezerowymi elementami F takimi, ze {\;}7_; jest grupa
(multiplikatywna), natomiast g(x) bedzie wielomianem
palindromicznym lub antypalindromicznym. Ponadto, niech A = [a;]
bedzie macierzg z Tx(F). Wtedy A jest iloczynem macierzy z
Zk(q{,\’.}/_n:1 (x)) wtedy i tylko wtedy, gdy q{,\,}gzl(aii) =0dla
wszystkich i > 1. Ponadto, kazda taka macierz A moze by¢ zapisana
w postaci iloczynu co najwyzej 4 macierzy z Zk(qqx;3n  (x))-
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Przyktad. Niech F = C oraz q(x) = x? + 1. Wtedy \; = i,

Ao =—1i.

Zatézmy, ze A = [ajj] € Too(F) jest taka, ze a; = 1 dla wszystkich j.
Faktoryzacja elementéw diagonalnych aj; = —i - i wymaga dwéch
czynnikéw. Jednak w twierdzeniu mamy r > 3, wiec w
rzeczywistoéci potrzebujemy 4 czynnikéw (1 = (—i)?i?), aby wyrazi¢
dowolng macierz A w postaci odpowiedniego iloczynu.
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Przyktad. Niech g(x) = x* + 1.

e Kazda macierz z 7o (F), ktdrej elementy na gtéwnej przekatnej
sa réwne ki jest iloczynem 5 macierzy z Zoo(qqx;3n (X))

e Kazda macierz z Too(F), ktdrej elementy na gtéwnej przekatnej
sa réwne %1 jest iloczynem 4 macierzy z Zoo (g0, (X))

® Poniewaz kazda faktoryzacja liczb i w postaci iloczynu =+
wymaga nieparzystej liczby czynnikdw, podczas, gdy kazda
faktoryzacja +1 wymaga parzystej liczby czynnikéw, macierze,
ktére na gtéwnej przekatnej posiadaja elementy +/, jak i £1 nie
moga by¢ przedstawione jako iloczyny macierzy z
Zi(qpy, (%))
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Przyktad. Niech g(x) = (x — i)(x + i)(x — 2).
Wtedy
-2 0 2 -2
A= |: -2 312 02I:|
-2

jest iloczynem macierzy

i =2 142i —1-2j i3—i —3+4i 3—i
_ —i 142i —1-2j _ 2 —24i3—i
Bl—[ i 2i]a B, { i 3—i]’
—i 2

2 —1—i 14i —1—i
_ —i 240 —1—i
B; = [ 2 —1—i] )

—1

takich ze By, B>, B3 € Z4(q(X))

Poniewaz Aj; = —2, w tym przypadku liczba czynnikéw nie moze by¢é mniejsza

niz 3.
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Przyktad. Tym razem q(x) = (x —i — 1)(x + i — 1)(x — 2).
x1=14+i,x=1—1i x3 =2, x1X20 = X3

Macierz
21—i1-2i 1-2i 1-2i
2 1+i 20 —142i
A= 2 1—i 1-2i
2 1+
2

jest iloczynem macierzy

1-i1-2i 1-2j 1-2] 1-2; 147 20 —142i —142i —142i
14 20 —1420 —142i 1-i 1-2i 1-2i 1-2j

B = 1-i 1-2i 1-2i |, Bp= T+ 20 1420 |,
4 20 1—i  1-2i
1-i 1+i

gdzie By, B, € Z5(q(x)).
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Przyktad. Zatézmy, ze element A € F \ {0} jest beztorsyjny.
Niech
gx)=(x—-Nx-1)", n>1

Wtedy dowolna macierz A = [a;] € Too(F) taka, ze a; = A" moze
by¢ zapisana w postaci iloczynu r + 2 macierzy z Z¢(q(x)), i liczba
czynnikdw nie moze by¢ mniejsza niz r.
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