Kwaterniony uogdélnione

1 Wstep

Definicja 1 Kwaternionami uogolnionymi nad ciatem F' bedziemy nazywaé
F-algebry typu A = (%b), gdzie a, b sqg niezerowymi elementams ciata F'. Bazq
tej algebry jest czwdrka (1,4, j, k) z dziataniami: ij = —ji, i* = a, j> =0, k=
7.

Bezposrednio z tgcznosci otrzymujemy:
k* = —ab, ki = —ik = —aj, kj = —jk = bi.

Jezeli F jest ciatem charakterystyki # 2 to A jest algebra polprosta i prosta
wiec jest algebra z dzieleniem lub izomorficzng z algebrg macierzy Ms(F).

Centrum algebry A to F. Ponadto A = F @ Aj, Gdzie F' = lin {1},
Ap =lin{i, 7, k}. W tym zapisie mnozenie przyjmuje postac:
(a+a)b+p)=ab+aef+ba+af+axpf daabéeF, apfec Ay, gdzie
a e 3 jest dwuliniowa forma symetryczna okreélong wzorem:
(x10 + 29) + x3k) @ (Y17 + y2J + ysk) = azx1y1 + brays — abrsys. "lloczyn
wektorowy" jest dwuliniowa forma antysymetryczna okreslona wzorem:
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(z18 + m2j + 23k) X (i +y2j +ysk) =det | v1 v2 s
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Stwierdzenie 2 Niech o, 3,7 € Ag. Wowczas —abdet | B | = (ax[)e~.
Y

Dowéd:
v = (z1, 22, 23) 1 oznaczmy przez M; minor macierzy bez trzeciego wiersza oraz
i-tej kolumny.

L= CLb(Ml,Zl — MQZQ + Mng).

P (—Mle+M2a]+M3k) ® (21 +22+2’3) = —ab(M121 —M222+M323) = L.
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Wektory «, 8 € Ay nazwiemy prostopadtymi gdy o e 3 = 0. Ponadto
ae(axf)=0.

Stwierdzenie 3 e 3 =0 wtedy 1 tylko wtedy, gdy af = —pPa.

Dowéd:
af+fa=aeff+axf+pPea+xa=2aef.

Stwierdzenie 4 Ay={zx € A: vz ¢ F ix*€ F}.
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Dowéd:
Niech z =a+a € A\Fiax? € F. 22 =d*+2cea+2aa+axa =
a?+ 20 e o+ 2ac. Stad 2ac = 0 = a = 0. Zatem v = o € Ay.

U

Podprzestrzen Ag jest ” charakterystyczna ” co opisujemy w twierdzeniu:

Twierdzenie 5 Niech ¢ : A — B bedzie zanurzeniem pierScient,

gdzie A = (%b) 1 B = (%) sq kwaternionamsi wogolnionymsi

i B jest z dzieleniem. Wowczas:
1) ¢(F) C K.
2) $(Ao) C By.

Dowéod:

Ad 1. Przypusémy, ze ¢ € F i ¢(q) € K. Rozpatrzmy centraliza-
tor Zg(¢(q)) = Zp(K(6(q))) = K(é(q)), gdyz kazde maksymalne podciato
jest samocentralizujace. Dalej i,7 € Za(q), wiec ¢(i),phi(j) € Zp(op(q)) =
K(¢(q)) sa przemienne. Otrzymalismy sprzecznosc.

Ad 2. Niech a € Ay. Wtedy (¢(a)))” = ¢(a?) € K 7 1). Zatem ¢(a) € K
lub ¢(a) € By. Ale istnieje § € Ay taka, ze aff # pa. Stad ¢(a)p(B) #
8(8)6(a) wice 9(a) ¢ K.
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Bezposrednio otrzymujemy:
Whiosek 6

Jezeli F' nie jest cialem formalnie rzeczywistym to nie istnieje zanurzenie
algebry A = (‘%’) w kwaterniony.

Twierdzenie 7 Algebra A jest z dzieleniem wtedy i tylko wtedy, gdy
aea=0a=0, dlaa € Ag.

Dowdd:

Algebra A jest z dzieleniem wtedy i tylko wtedy, gdy nie jest pierScieniem
macierzy wtedy i tylko wtedy, gdy nie ma nietrywialnych nilpotentéw. Niech
(a+a)?=0ia#0.

0= (a+a) =a*+20e0a+2aa+axa=a+2uea+ 2aa. Stad
2aa0 = 0= a =0. Zatem ce o = 0.
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Przyklad 8 A= (=) = My(F), gdyz (i + j)* = 0.



Twierdzenie 9 Niech F C R zas a,b < 0 i ¢ : A = (”ijb) — H bedzie
zadany wzorami: ¢(z) = dla x € F, (i) = i/a i ¢(j) = jv/b. Wowczas ¢
jest zanurzeniem.

Dowéd:
Sprawdzamy warunki. ¢(i)> = —a = ¢(i?), ¢(j)? = —b = ¢(j*) oraz
P(1)o(j) = —o(4)d(0).

2 Sumy kwadratow.

Opiszemy nastepujacy podzbior ciata liczb wymiernych:
G={dd+¢: ¢1.€Q" }.

Twierdzenie 10 G jest podgrupg grupy multyplikatywnes {Q*, } .

Ponadto liczba dodatnia wymierna nie nalezy do G wtedy 1 tylko wtedy, gdy
mozna jg zapisaé w postaci ng®, gdzie n jest bezkwadratowq liczbg naturalng i
pewna liczba pierwsza postaci 4k + 3 dzieli n.

Dowod:

e Zbiér G jest zamkniety na mnozenie zgodnie ze wzorem:

(a® + b?)(c* + d?) = (ac + bd)* + (ad — bc)?.

e 7Zbiér G zawiera kwadraty, gdyz ¢*> = (q%)2 - (q%)Q.

e 7bior G zawiera 2 i liczby pierwsze postaci 4k + 1.

e Niech x = ng® = ¢ + ¢ € G, gdzie n jest bezkwadratows liczba natu-
ralng i pewna liczba pierwsza p dzieli n. Mnozac obie strony otrzymu-
jemy rownanie na? = b* + ¢? w liczbach catkowitych. Bez zmniejszenia
ogo6lnosci mozemy przyjac, ze liczby a, b, c sa parami wzglednie pierwsze
i p nie dzieli b ani c. Przechodzac do ciata Z, otrzymujemy: 0 = b+
id?>+1=0. Stad d jest elementem rzedu 4 w Z,, a wiec p jest postaci
4k + 1.

e Niech z = ng? € G, gdzie n jest bezkwadratows liczba naturalna.
Woéwczas zadna pewna liczba pierwsza postaci 4k + 3 nie dzieli n.
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Ale % =n (n—lq) jest tej samej postaci wiec nalezy do G.



Twierdzenie 11 Grupa ilorazowa {Q*, }/G ma naturalng strukture prze-
strzens lintowej nad ciatem Zy o bazie Ztozonej z liczb pierwszych postaci 4k+3.
Ponadto jest izomorficzna z przestrzeniq lintowqg nad ciatem Zo na skoriczo-
nych podzbiorach liczb pierwszych postaci 4k + 3 z roznicg symeltryczng jako
dodawaniem.

Dowod:

g

Uwaga 12 Niech G; = {q% + qg +...+q¢: g € Q} Wtedy Gi G4 = Q+
sg podgrupami oraz grupa ilorazowa G /G1 ma naturalng strukture przestrzeni
hintowej nad ciatem Zo o bazie ztozonej z 2 1 liczb pierwszych postaci 4k + 1.

Gz = {ng*: q € Q n # 8k + 7 jest liczbg naturalng}. Stqd G3 jest
zamkniete na odwracanie ale nie jest zamkniete na mnozenie, Np. 3-5 = 8+7.

3 Algebry wymiaru 4 nad Q.

Twierdzenie 13 A = (75“) ~ My (Q) wtedy i tylko wtedy, gdy a € G.

Dowod:

= Niech 0 = (21 +yj + 2k)?> = —2% + ay* + az*. Stad a = yf—jzg e
< Niecha € Gii=y?+22 Wtedy (i+yj+2k)? = —1+ay®*+az? = 0.

O
Twierdzenie 14 Niech a,b € Q* . Woiwczas algebry A = (‘6“) i B =
(%) sq izomorficzne wtedy © tylko wtedy, gdy a i b nalezq do tej samej

warstwy {@*, } wzgledem G.
Dowéd:

< Niech b = a(2? 4+ y?). W algebrze A wybierzmy elementy
i oraz j' = xj +yk. Wtedy ij' = —j'i oraz j' @ j' = ax?® + by? = b.

= Niech f : A — B bedzie izomorfizmem. Woéwczas f(Ag) = By. Przyj-
mijmy f(i) = zi +yj+ zk , t = yj — zk. Wtedy f(i)t = —tf(i) zatem
f@)t = lin{t, tf(i)}. Poniewaz f(j) € f(i)* wigc f(j) = ut + vtf(i). Teraz
FG)? = wlt+ 02 (tf())°. Ale (tf(i))° = 2 = b(a2 + y?) wiec a = f(j)* =
b(z? + y*)(u? + v?) jest w tej samej warstwie co b.



Twierdzenie 15 Algebra A = (75’“) jest zanurzalna w kwaterniony wtedy
1 tylko wtedy, gdy a < 0.

Dowéod:

< Wynika bezposrednio z twierdzenia 9.
= Niech f: A — H bedzie zanurzeniem w kwaterniony.

Wowezas a = f(a) = f(5%) = f(§)* = —f(J) f(j) <0.
U

Podsumowujac, Kazda algebra z dzieleniem typu, gdzie a > 0 jest izomor-
ficzna z doktadnie jedna algebra typu <%>, gdzie n0 jest iloczynem r6znych
liczb pierwszych postaci 4k + 3 Algebry te sa niezanurzalne w kwaterniony.

Przyktad 16 Niech F = Q(v2) i ¢ : A = (%i) — H bedzie zadany

wzorami: ¢(x +yv2) = x — yv2 dla z,y € Q, ¢(i) = iV2 i ¢(j) = jV2.

Wowczas ¢ jest zanurzeniem.
Sprawdzamy warunki. $(i)? = —1 = ¢(i%), ¢(j)? = —V2 = ¢(v/2) = ¢(5?)
oraz ¢(i)p(j) = —d(j)p(i).

Nie wiemy, czy kazda algebra typu (%’) jest izomorficzna z algebra typu

(=)
7 )

Mozna pokazac, ze (%) jest izomorficzna z algebra typu (%) oraz,
gdy a nie jest kwadratem to algebra (%’) jest izomorficzna z algebra typu
<%> gdy dla pewnych liczb wymiernych x, vy, z zachodzi

b=y’n+22n? —na?z? lub b =2? — (y* — 22)2.



