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CNS

Matematyczna analiza wybranych zagadnien zwigzanych z
przeplywami zlozonymi

sktada sie z cyklu artykutow naukowych, zgodnie z art. 219 ust. 1 pkt 2b
Ustawy:

A-1. T. Piasecki, M. Pokorny, Weak and variational entropy solutions to
the system describing steady flow of a compressible reactive mizture.
Nonlinear Anal. 159, 365-392, 2017;

A-2. T. Piasecki, Y. Shibata, E. Zatorska, On the mazimal L, — L, regu-
larity of solutions to a general linear parabolic system. J. Differential
Equations 268 (2020), no. 7, 3332-3369;

A-3. T. Piasecki, Y. Shibata, E. Zatorska, On the isothermal compressible
multi-component mizture flow: the local existence and maximal L, — L,
reqularity of solutions. Nonlinear Analysis 189 (2019), 111571;

A-4. O. Kreml, S. Necasova, T. Piasecki, Local existence of strong solutions
and weak-strong uniqueness for the compressible Navier-Stokes system
on moving domains. Proc. Royal Soc. Edinburgh A, 150 (2020), 2255—
2300.

Zaczynamy od ogolnego opisu wynikow uzyskanych w artykutach [A-1] - [A-4]
umieszczajac je w kontekscie aktualnego stanu wiedzy w dziedzinie matema-
tycznej mechaniki ptynéw. Nastepnie przechodzimy do bardziej szczegoto-
wego opisu z przedstawieniem gléwnych wynikow oraz idei ich dowodow. Ta
czesé jest podzielona na cztery podrozdziaty, kazdy poswiecony jednej z prac

|A-1]-|A-4].

Wybrany cykl prac poswiecony jest matematycznej analizie uktadéw rownan
rozniczkowych czastkowych wywodzacych sie z mechaniki ptynéw, a doktad-
niej z matematycznych modeli przeptywow $cisliwych. Wspélnym mianow-
nikiem jest tu klasyczny uktad Naviera-Stokesa opisujacy przeplyw cieczy
Scidliwej:

0o + div (pu) = 0, (1a)
O¢(ou) +div (ou ® u) + V(o) = divS(Vu), (1b)

gdzie p,u to, odpowiednio, gestos¢ i pole predkosci ptynu. Zaktadamy, ze



tensor naprezen jest opisany prawem Newtona
b 2 :
S(Vu) =pu [ Vu+ Viu — gle ul ) + ¢divul

Kompletny uktad uwzgledniajacy roéwniez termodynamike uzupelniony jest
réwnaniem opisujacym bilans energii catkowitej (lub, w alternatywnym sfor-
mulowaniu, wewnetrznej). Jego uogolnienie opisujace przepltyw $cisliwej mie-
szaniny pojawi sie¢ w Rozdziale 4.2.

Uktad (1), lub jego pela wersja uwzgledniajaca efekty cieplne, moze by¢
polaczony z innymi réwnaniami rézniczkowymi czgstkowymi tworzac mate-
matyczny jezyka opisu bardziej ztozonych zjawisk, takich jak przeptywy mie-
szanin, przeptywy wielofazowe, uktady typu plyn-struktura, ale takze pro-
blemy niezwiazane na pierwszy rzut oka z mechanika ptynéw, takie jak mo-
dele zachowan zbiorowych. Prace skladajace si¢ na rozprawe poswiecone sa
matematycznej analizie wybranych problemoéw z tej szerokiej rodziny, ktore
mozna ogodlnie okresli¢ jako przeptywy ztozone. Ze wzgledu na duzy stopien
komplikacji rozwazanych uktadéw, ich matematyczne zrozumienie jest nadal
tylko czesciowe, a nawet podstawowa kwestia istnienia rozwiazan pozostaje
otwarta w wielu fizycznie istotnych przypadkach. Prace wchodzace w sktad
rozprawy mozna podzieli¢ na dwie gtéwne kategorie:

1. Istnienie rozwiazan dla modeli $cisliwych mieszanin ([A-1]-[A-3]);
2. Przeptywy $cisliwe w ruchomych obszarach ([A-4]).

Artykuty [A-1]-[A-4] sa czeScia szerszych projektow badawczych prowadzo-
nych we wspotpracy z Yoshihiro Shibatg (Uniwersytet Waseda), Ewelina Za-
torska (Imperial College), Milanem Pokornym (Universytet Karola), Ondfe-
jem Kremlem i éarkq Necasova (Czeska Akademia Nauk). Wybor podykto-
wany jest checia przedstawienia réznych podejsé do kwestii istnienia i regu-
larnosci rozwiazan.

Stabe rozwiazania, rozpatrywane w |[A-1|, sa rozumiane jako obiekty spel-
niajace pewng forme catkowsa lub dystrybucyjna oryginalnego problemu. Ich
zaleta w teorii przeptywow Scisliwych jest to, ze czesto jesteSmy w stanie
wykazaé ich istnienie dla dowolnie duzych danych. Z kolei ich gtéwna wada
jest zazwyczaj brak jednoznaczno$ci, przynajmniej bez dodatkowych zatozen
0 wyzszej regularnodci.



W [A-2]-|A-4] pracujemy z rozwiazaniami regularnymi, rozumianymi jako
funkcje o stabych pochodnych spetniajacych oryginalng postaé¢ rownan pra-
wie wszedzie. Dla uktadu (1) i jego uogolnien rozwazanych w pracach sktada-
jacych sie na rozprawe, tego typu rozwiazania sa jednoznaczne, ale zazwyczaj
jesteSmy w stanie wykazac ich istnienie albo w krotkim przedziale czasowym,
albo przy dodatkowych zatozeniach o matosci danych poczatkowych.

Pojeciem laczacym oba powyzsze typy rozwiazan jest tzw. stabo-silna jed-
noznacznosé (weak-strong uniqueness). Jednoznacznosé regularnych rozwia-
zali oznacza, ze nie ma innych rozwigzan w tej samej klasie. Nie oznacza
to jednak, ze mozemy wykluczy¢ istnienie rozwigzan w stabszym znaczeniu.
Whasnosé stabo-silnej regularnosci wyklucza taki przypadek moéwiac, ze stabe
rozwigzanie odpowiada regularnemu, o ile to ostatnie istnieje.

Artykuty wybrane do pracy poswiecone sa obu wyzej opisanym pojeciom
rozwigzan. Trzy z nich dotyczg modeli mieszanin, opieraja sie jednak na
zupetnie réznych podejsciach.

Praca [A-1] powstala we wspolpracy z M. Pokornym, ktoéra rozpoczatem
wkrotce po uzyskaniu stopnia doktora. Pokazujemy istnienie stacjonarnych
stabych rozwigzan dla modelu $cisliwej mieszaniny opisanego w monogra-
fii [16]. Wprowadzamy réwniez nieco bardziej ogolne pojecie wariacyjnych
rozwigzan entropijnych (zastosowane po raz pierwszy w [22],[23] dla pelnej
wersji (1) obejmujacej bilans energetyczny). Do konstrukeji rozwiazan uzy-
wamy nowych oszacowan gestosci otrzymujac wyniki, ktére wydaja si¢ by¢
optymalne w $wietle dzisiejszego stanu wiedzy. Wyniki z [A-1]| sa opisane
szczegdlowo w rozdziale 4.1.

Rownolegle rozpoczatem wspotprace z Y. Shibata i E. Zatorska. Zajmowali-
$my si¢ podobnym modelem mieszanin, tym razem interesowaly nas jednak
regularne rozwiazania dla problemu zaleznego od czasu. Wspolpraca zaowo-
cowala artykutami [A-2|-[A-3] (poprzedzonymi przez [B-8|, gdzie rozwaza-
lismy prostszy przypadek dwoch skladnikow). Artykuly te poswiecone sa
zagadnieniu istnienia i jednoznacznosci regularnych rozwiazan dla niestacjo-
narnej wersji modelu wprowadzonego w [16]. W zwiazku z tym uzywamy
zupelnie innych narzedzi niz w [A-1]|. Kluczowe jest oszacowanie w maksy-
malnej regularnosci dla uktadu odpowiadajacego linearyzacji oryginalnego
problemu we wspotrzednych Lagrange’a. Wynik ten, ktory jest interesujacy
sam w sobie ze wzgledu na ogodlne sformutowanie i wynikajaca stad mozliwosé
zastosowania do innych probleméw, zostal opublikowany w [A-2]. Opiera si¢
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na wlasciwosciach R-ograniczonych operatoréw rozwiazan dla rodziny po-
wigzanych probleméw rezolwenty. W obszarze ograniczonym otrzymujemy
rowniez wyktadniczy zanik odpowiednich norm rozwigzania.

W pracy |A-3] stosujemy wynik z [A-2|, aby pokaza¢ lokalne istnienie i jed-
noznacznosé dla modelu mieszaniny wprowadzonego w [16]. Zasadnicza trud-
noé¢ polega na tym, ze oryginalny problem jest tylko potdodatnio okreslony,
dlatego rezultaty z [A-2] nie moga by¢ bezposredniego zastosowane. Jednak
przeksztalcenie problemu w tak zwanych zmiennych entropijnych prowadzi
do zagadnienia $cisle parabolicznego.

Zdegenerowane problemy paraboliczne pojawiaja sie w opisie réznych zja-
wisk, oprocz modelowania mieszanin mozemy tu wymieni¢ modele trans-
portu jonéw czy pewne modele biologii matematycznej, dobrym Zrédtem jest
tu monografia [20]. Symetryzacja prowadzaca do sformutowania entropijnego
sama w sobie nie jest nowa idea, ale zaleta naszego podejscia w [A-3] jest jej
bezposredniego wyprowadzenie. Nasz wynik dotyczacy maksymalnej regular-
nosci dla uktadu liniowego udowodniony w [A-2] moze znalezé rowniez inne
zastosowania ze wzgledu na ogélna forme rozwazanego uktadu.

Artykut [A-4] dotyczy innego tematu. Pracujemy z "czystym"uktadem (1),
ale trudno$é polega na tym, ze rozwazamy przeptyw w ruchomym obszarze.
Podobnie jak w [A-3|, interesuja nas regularne rozwigzania. Mozliwe jest
tu podejécie w jezyku maksymalnej regularnosci L, — L,, zastosowaliSmy
je w pracy |B-5]. Jednak to podejscie jest dosé zblizone do [A-3], dlatego
zdecydowalem sie dotaczy¢ do rozprawy [A-4], gdzie stosujemy zupekie inne
meody oparte na oszacowaniach energetycznych.

Istotna nowoscig w [A-4] jest mieszane podejscie do uktadu (1): réwnanie cig-
glosci jest rozwigzywane bezposrednio na ruchomym obszarze, podczas gdy
rOwnanie momentu sprowadzamy do stalego obszaru. Musieliémy rowniez
skonstruowaé¢ operator rozszerzenia dla danych brzegowych, jest to nieza-
lezny wynik ktory moze byé¢ uogélniony i zastosowany do innych problemow.
Wyniki z [A-4| sa opisane w rozdziale 4.3.

Na zakonczenie tej czesci opisze krotko stosowana notacje. Uzywamy standar-
dowego oznaczenia L, dla przestrzeni Lebesque’a. Nastepnie, dla przestrzeni
Banacha X i dowolnego przedziatu czasu I C R przez L,(I; X) oznaczamy
przestrzen Bochnera. Dla k € N, Wlf (Q) oznacza przestrzen Sobolewa funkcji
ze stabymi pochodnymi do rzedu k catkowalnymi z p-ta potega.



sec:mix:weak‘

Dla 0 < s < o0 i m - najmniejszej liczby catkowitej wiekszej niz s definiujemy
przestrzenie Besova jako przestrzenie interpolacyjne

By p(82) = (Lg(€2), Wi (€2))s/mp: (2)
gdzie (-, )s/mp jest funktorem interpolacji rzeczywistej, patrz |1, Rozdzial 7).

Nastepnie, dla s € R przestrzen Bessel’a H,(R, X) to przestrzeri funkcji o
wartosciach w X dla ktorych

g = ([ 17710+ AP ar) " <o

Przestrzenie Lorentza na przestrzeni z miara (X, 1) okreslamy przez interpo-
lacje rzeczywista przestrzeni Lebesgue’a jako

Ly (X, 1) = (Loo(X, 1), Li(X, 1))1ypr for p e (1,00), 7 € [1,00].
Wreszcie, dla 0 < € < 7 definiujemy

Ye={AeC\{0}: Jarg\| <7 —¢€}. (3)

4.1 Stacjonarne stabe rozwigzania dla Scisliwych mie-
szanin

W [A-1] badamy nastepujace uogdlnienie (1) opisujace stacjonarny przeptyw
mieszaniny $cisliwych sktadnikéw:

div (ou) =0,
div (ou ® u) — divS + V7 = of, (4)
div (oFu) 4 div (7u) + div Q — div (Su) = of - u,

div (Qqu)—i—leFk = MWk, ke {1,,n}

E oznacza tu catkowita energie wlasciwa, Q strumieni ciepta, wy produkcje
molowa k-tego sktadnika, F; jego strumien dyfuzji, natomiast mj - mase
molowg. Zakladamy, ze my sa rowne, a wiec bez straty ogélnosci

my=...=my, =1 (5)
Uktad (4) jest uzupelniony warunkami braku poslizgu

ufsn =0, (6)
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wraz z warunkiem zerowej dyfuzji przez brzeg
Fi - n|spn =0, (7)
oraz warunkiem typu Robina dla strumienia ciepta
—Q -n+L(1¥—1) =0, (8)

co oznacza, ze strumien ciepta przez brzeg jest proporcjonalny do réznicy
temperatury wewnatrz () i znanej temperatury zewnetrznej vy. Wspotezynnik
L opisuje izolacje termiczna brzegu, dla uproszczenia zaktadamy, ze jest staty.
Ponadto dana jest catkowita masa mieszaniny

/dix:M>0. (9)

Frakcje masowe Y, k € 1,...,n sa zdefiniowane jako Y, = %’“, gdzie oy jest
gestoscig k-tego sktadnika. Zatem z definicji, spelniaja

iYk ~ 1. (10)

Nie bedziemy tutaj szczegdélowo opisywaé¢ innych relacji konstytutywnych,
sa one szczegdlowo opisane w rozdziale 1 pracy [A-1]. Ograniczymy sie do
definicji rozwiazan z jakimi pracujemy, oraz tych relacji konstytutywnych,
ktore sa niezbedne do precyzyjnego sformutowania wynikow. Dla ci$nienia
zaktadamy

m=m(0,0) = m(0) + mm(0, ), (11)

gdzie ci$nienie czasteczkowe m,, spetnia prawo Boyle’a
T = Z oYy = ov. (12)
k=1

Oznacza ono cisnienie dla mieszaniny n doskonatych gazéw o masie molowe]
rownej 1. Pierwszy skladnik (11), to tzw. zimne ci$nienie (cold pressure), o
ktorym zaktadamy

me(0) ~ o7 dla duzych p, (13)

conserva



7. € C([0,00)) NCY((0,00)), écidle rosnace na R, . Strumieri ciepta Q sklada
sie z dwoch wyrazow. Pierwszy reprezentuje transfer energii spowodowany
dyfuzja, a drugi prawo Fouriera:

Q=) mFr+q,  q=—kVY, (14)
]

gdzie k = k(1) to wspolezynnik przewodzenia ciepla, o ktorym zaktadamy
(14 9™) < k(W) <R+ 9™) (15)

dla pewnych statych m, k, & > 0. Strumien dyfuzji k-tego sktadnika, Fy, jest
dany wzorem

F,=-Y, Y DuVY, (16)
=1

gdzie D = D;; jest macierza dyfuzji o nast¢pujacych wiasnosciach, ktore
omoéwiono w |16, Rozdziat 7|:

D=D' N(D)=RY, R(D)=Y"

17
D jest potdodatnio okreslona R", (17)

gdzie N (D) oznacza jadro macierzy D, natomiast R(ID) jej obraz. Zakladamy,
ze Y = (Y1,...,Y,)" > 0 oraz ze wspolezyniki D;; to rozniczkowalne funkcje
zmiennych ¢, Y7, ... Y, speliajace

Dy (9,Y)] < C(Y)(1+9%) (18)

dla pewnego a > 0. Oznaczajac U= (1,...,1)" widzimy, ze posta¢ Fj impli-
kuje w szczegolnosci {Fy}7_, € U*, skad otrzymujemy

> Fy=0. (19)
k=1
Interesuje nas istnienie stabych rozwiazai zagadnienia (4) z relacjami kon-
stytutywnymi okreslonymi powyzej. Definiujemy je nastepujaco:

Definicja 1. Mowimy, zZe uktad funkcji (o, u, 9, 37) jest stabym rozwigzaniem
(4) z zatozeniami okreslonymi powyzej, jezeli

10
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0>0 pw wQ, o€ LY5(Q), Jqodz = M,
u e We(Q), olu| oraz glul* € L3 (%),
o ¥ € Wh2(Q) N L3(Q), g9, gd|ul,Su, k|VI| € L (Q),

A= Wh(Q), Ve >0 pow. wQ, >0 Vi=1pw wQ, Fr-nlpg =0,

oraz spetnione sqg nastepujgce tozsamosci catkowe:
e stabe sformutowanie rownania ciggtosci

/ ou-Viydr =0
Q
dla kazdej funkcji probnej ¢ € C=(Q);

e stabe sformutowanie rownania momentu

—/ (Q(u®u) :Vp-S: th)dx— / wdiv Vdr = / of - Vipdx
Q Q Q
dla kazdej funkcji probnej Vi € C3°(Q2);

e stabe sformutowanie rownan dyfuzji poszczegolnych sktadnikow

—/YkQu-dea:—/Fk-dex—/wkwdx
Q Q Q

dla kazdej funkcji prébnej v € C®(Q) dla k=1,...,n;
e stabe sformutowanie rownania zachowania energii catkowitej

(20)

(21)

(22)

1, -
_/Q(§Q|u| —|—Qe>u-V1/1dx—|—/Qf<;V19'V1/de—/Q (;hkm> - Vipdr

:/ng-wdx—/ﬂ(Su)-v¢dx+/ﬂwu-wdx—/mL(ﬁ—??o)wdS

dla kazdej funkcji probnej 1 € C=(Q).

(23)

Dopuszczalny zakres v w (13), dla ktorego jesteSmy w stanie wykazaé ist-
nienie stabych rozwigzan w powyzszym znaczeniu, jest ograniczony gltéwnie
przez wyrazy o|u)*uiSu w stabym sformutowaniu réwnania zachowania ener-
gii catkowitej. Dlatego, motywowani pracami [22], [23], wprowadzamy nieco
bardziej ogolne pojecie wariacyjnych rozwiazan entropijnych uktadu (4). Po-
lega ono na zastapieniu stabego sformutowania rownania zachowania energii

catkowitej stabym sformutowaniem nieréwnosci entropijne;j.
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Definicja 2. Uktad funkcji (Q,u,ﬁ,?) jest wariacyjnym rozwigzaniem en-

thm:weak

tropijnym uktadu (4) z zatozZeniami opisanymi powyzej, jezeli
e 0>0pw w, o€ L(Q) dla pewnego s > 1, [, odx = M,
o ucW;*(Q), oue LE(Q),

o D EeWL(Q)NLMQ), r>1, 00,S: W2 kL ¥ ¢ 1Y(q),
5 € L1(0Q),

e Y e W (Q), Vi >0 puw wQ, YXp Vi=1pw wQ, Fr-nlsg =0,

oraz spetnione sq rownania (20)—(22) wraz z nastepujgcq nieréwnosciq en-
tropiying

S: Vu |VO?
/Q 3 wdl‘—F//ﬁl 5

/w Z D VY- VYd:JH—/ SUopds < /MT'wdm—/ osu-Vipdz
Q

k=1

—/Qlogﬁ(kz:chvk> -wdx+/ﬂ<§Fklong> ~wdx+/ Ly dS

o
(24)

_ / Zwk Cpk — Cok log ¥ + log Yy )da
Q

k=1

dla wszystkich niewjemnych ¢ € C>®(Q) oraz globalne zachowanie energii
catkowitej (tzn. (23) z¢ =1):

/89 L(9 — 9 dS = /Q of - udx. (25)

Nastepujace twierdzenie jest glownym wynikiem w pracy [A-1]:

Twierdzenie 1. Zaldzmy, ze v >1, M >0, m > max{2, o 1)}

a < 3—m Q) € C?%. Wowczas istnieje co najmniej jedno wariacyjne rozwigza-
nie entmpijne w sensie Definicji 2. Ponadto, (p,u) jest zrenormalizowanym
rozwigzaniem rownania ci@gfos’ci.

3m

Jezeli dodatkowo m > max{1, 3 4)} v >3,
stabym rozwigzaniem w sensie eﬁmcyz 1.
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Uktad (4) byl po raz pierwszy rozwazany w [17], gdzie wykazano istnienie
stabych rozwiazan w sensie Definicji 1 dla v > % w (13).

Glownym osiagnieciem [A-1] jest rozszerzenie tego ostatniego wyniku na
v > % dzieki zastosowaniu lokalnych oszacowan ci$nienia zamiast tradycyj-
nach oszacowan typu Bogovskiego. Metoda ta byta juz stosowana wczesniej
(12],[15],]24]), ale w [A-1] wypemilismy istotna luke obecna w tych pracach
(opis ponizej).

Druga istotna nowos¢ to wprowadzenie pojecia wariacyjnych rozwiazan en-
tropijnych, co pozwala osiagna¢ v > 1. To uogoélnienie nie jest oczywiste,
poniewaz w kazdym przej$ciu granicznym w procedurze konstrukeji rozwia-
zan musimy przej$¢ do granicy réwniez w nieréwnosci entropijnej. Krotko
opiszemy teraz gléwne idee dowodu Twierdzenia 1.

Dowod opiera sie na 5-stopniowej aproksymacji. Pierwsze cztery etapy sa
zwiagzane z malymi parametrami § > ¢ > A\ > 1 > 0, ostatni jest przyblize-
niem Galerkina dla predkosci. Parametr n odpowiada za wygtadzenie tensora
naprezen i wspolezynnika przewodnictwa ciepta, A regularyzuje strumienie
dyfuzji Fj w sposo6b umozliwiajacy otrzymanie odpowiednich oszacowari dla
Y%, € jest eliptyczng regularyzacja rownania ciaggtosci, wreszcie d regularyzuje
ci$nienie dajac wyzsza catkowalno$é przyblizonej gestosci. Regularyzacja za
pomoca d, £, 7 i przyblizenie Galerkina jest obecnie standardem w konstrukcji
stabych rozwigzan $cigliwego uktadu Naviera-Stokesa, nowoscia jest dodat-
kowy parametr A\, ktory jest niezbedny do uzyskania odpowiednich oszacowan
dla frakcji Y.

Pierwsze kroki dowodu sg standardowe; pokazujemy istnienie rozwiagzania dla
pelnej aproksymacji z oszacowaniem

VY, ||| VY;
VA Z(nqumH S| o togvill) + S || v T
k=1

+H\/QTH v

co pozwala od razu przejs¢ do granic N — oo in — 0.

log ¥
B IVl iz + Vel < €.

R 1,0Q
(26)

NitI9ll 5,00+

Nastepnie, doktadniejsza analiza zaleznosci oszacowan od A\ pozwala na przej-
scie A — 0. Aby przej$é¢ do granicy z € stosujemy oszacowania gestosci typu

13
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Bogovskiego, co jest wystarczajace, poniewaz nadal mamy wyzsza catkowal-
noé¢ gestoscei ze wzgledu na 9.

Przej$cie graniczne o — 0 jest kluczowa czescig pracy. Tutaj powtorzenie
oszacowan typu Bogovskiego pozwala uzyska¢ stabe rozwiazania tylko dla
v > g, to podejscie jest uzywane w [17]. W celu rozszerzenia zakresu dopusz-
czalnych v stosujemy nowatorska technike lokalnych oszacowan ciénienia.

Pomyst zostal wprowadzony w [24] i [15], Polega na przetestowaniu rownania
momentu za pomocy starannie dobranej funkcji zwigzanej z odlegtoscia od
brzegu. Otrzymujemy w ten sposéb oszacowanie

e 4 < (27)

SUp, e
Peoct o T — mo|®

dla pewnego o > 0. Musimy uzy¢ réznych funkcji testujacych dla 3 przypad-
kow: z¢ daleko od brzegu, zy na brzegu i wreszcie x( blisko brzegu. Pierwsze
dwa przypadki sa szczegdtowo omowione w [23], ale trzeci, najbardziej skom-
plikowany, nie zostal omoéwiony ani tam, ani w wyzej cytowanych pracach
[24],[15]. Wypelnienie tej luki jest waznym osiagnieciem [A-1]. Wynik jest
przedstawiony w Lemacie 6, gdzie mozna znalez¢ dokladna postaé¢ funkcji
probnej i oméwienie jej wlasnosci. Nierownosé (27) pozwala oszacowaé klu-

czowa wielkosé
A= / o’ul*dx
Q

dla pewnego b > 1. Otrzymujemy stad oszacowanie dla cisnienia w L, dla
pewnego s > 1 przy zalozeniach pierwszej czesci Twierdzenia 1, co pozwala
udowodnié istnienie wariacyjnych rozwigzan entropijnych, oraz dla s = g
przy silniejszych zalozeniach, co pozwala przejs¢ do granicy rowniez w sta-
bym sformulowaniu réwnania energii catkowitej i udowodni¢ istnienie stabych

rozwigzan.

4.2 Mieszaniny Scisliwe w ujeciu maksymalnej regular-
nosci ([A-2],[A-3])

Druga cze$¢ rozprawy dotyczy regularnych rozwiazan dla modelu opisanego

w poprzednim rozdziale (z pewnymi réznicami w zaktadanych relacjach kon-

stytutywnych) i uwzgledniajacego zaleznosé od czasu. Rozwiazania regularne
sa tu rozumiane jako funkcje z przestrzeni Sobolewa spelniajace réwnania

14



prawie wszedzie. W tej klasie regularno$ci w naturalny sposéb otrzymujemy
jednoznacznos¢, musimy jednak zatozy¢é matosé¢ danych poczatkowych aby
otrzymac¢ globalne w czasie rozwigzanie. Jak juz wspomniano, kluczowym
wynikiem, ktory pozwala udowodni¢ istnienie i jednoznaczno$é jest oszaco-
wanie w maksymalnej regularnosci dla ogélnego problemu parabolicznego
opublikowane w pracy [A-2]. Wynik ten ma charakter bardziej ogolny i moze
znalezé¢ szersze zastosowania, opisuje go szczegbdltowo w podrozdziale 4.2.1.
Nastepnie w podrozdziale 4.2.2 omawiam jego zastosowanie do modelu mie-
szaniny w [A-3].

4.2.1 Maksymalna regularnos$é¢ i zanik wykltadniczy dla pewnej

klasy zagadnien parabolicznych ([A-2])

W [A-2] rozwazamy uktad paraboliczny w ogolnej postaci

Z?:l Rkl(:c)atul(x, t) — div {27:1 Bkl(:c)Vul(a:, t)} = Fk(l', t) w QO x (O, T),
> i1 Bu(z)Vuy(2,t) - n(z) = Gy, na 9Q x (0,T),

Ugli=o(x) = uor(w) w Q,

2

gdzien € N,k € 1,...,n1i jest obszarem klasy C? jednostajnie w RY (N >
2). Pomijamy tutaj dokladna definicje obszaru klasy C? jednostajnie, ogolnie
rzecz biorac, jest to obszar z brzegiem klasy C? taki, ze funkcje opisujace
lokalnie brzeg spetniajg pewne jednostajne oszacowania wraz z pochodnymi
do drugiego rzedu wtacznie.

Zaktadamy, ze wspotczynniki macierzy R and B sg Holderowsko ciagle, oraz
ze spetliony jest warunek koercytywnosci

(B(z)v,¥) > my|v|*, (R(z)v,¥v)>m|v|]* V2zeQ, veC (29)
Glownym wynikiem [A-2] jest nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 2. Zaldzmy, ze wspdtczynniki macierzy B, R sq ograniczone i
Hélderowsko ciggte oraz spetniajq (29), 1 < p,q < oo oraz T > 0. Ponadto,

zatdzmy ze 2/p + 1/q # 1 oraz Q jest obszarem klasy C? jednostajnie w RY
(N > 2). Niech ug = (ugy, ..., upn)’ € B P(Q), F € L,((0,T), L(Q))
oraz G € Ly(R, W;(Q))HH;/Q(]R, L,(Q)) bedq danymi funkcjami. Jezeli2/p+
1/q < 1, zaktadamy dodatkowo warunek zgodnosci

B(Vuy-n) =G(-,0) na 0. (30)

15



Wéwczas uktad (28) ma jednoznaczne rozwigzanie u = (uy, ..., u,) spel-
niajgce oszacowanie:

all oy w0 + 190l 019, La) < C ([[W0ll g20-11m g

+ N F 2, 0., 04(2)) + He_’YtGHLP(R,WqI(Q)) + (1 + 71/2)He_wG’|H;/2(R7Lq(Q)))
(31)
dla dowolnego v > ~y > 0, gdzie C,~vy sqg pewnymi dodatnimi statyms.

Dowo6d Twierdzenia 2 polega na wykazaniu R-ograniczonosci dla rodziny ope-
ratorow rozwigzan odpowiednich problemoéw rezolwenty. Nie formutujemy tu-
taj zagadnienia rezolwenty ani definicji R-ograniczonoéci, szczegdty opisane
sa w [A-2|. Fundamenty tego podejscia wywodza sie z pracy Weisa [27], zob.
takze (6], gdzie to podejscie jest szczegdtowo wyjasnione w zastosowaniu do
réwnania ciepla. Twierdzenie 2.17 z [10] wyjasnia, w jaki sposob twierdzenie
Weisa pozwala wywnioskowaé¢ maksymalna regularno$é dla problemu zalez-
nego od czasu z R-ograniczonosci rodziny rozwiazan powiazanych problemow
rezolwenty.

Stosujemy tu klasyczne podejscie, polegajace na rozwigzaniu najpierw pro-
blemu w calej przestrzeni, nastepnie w potprzestrzeni, wreszcie na zaburzonej
polprzestrzeni i uzyciu standardowej lokalizacji do wywnioskowania rezultatu
dla obszaru o zaktadanej regularnosci.

Glowna techniczna trudnoscia i kluczowym osiagnieciem [A-2] jest analiza w
polprzestrzeni. Problem jest technicznie skomplikowany juz dla uktadu (1),
ktory w tym podejsciu jest rozwazany w pracy [10], natomiast dla uktadu opi-
sujacego mieszanine komplikuje sie jeszcze bardziej. Wiele elementow skta-
dowych dla tego podejscia zostato opracowanych w poprzednich pracach do-
tyczacych maksymalnej regularnosci dla prostszych problemoéw, zaczynajac
od roéwnania ciepta i uktadu Stokesa ([10],[25],[26]). Szczegodlnie wazne dla
nas byty tu wyniki z [10], gdzie autorzy udowadniaja lokalne i, przy dodat-
kowym zalozeniu malosci, rowniez globalne istnienie i jednoznacznosé dla (1)
w maksymalnej regularnosci takiej jak w Twierdzeniu 2. Korzystamy z tych
rezultatow, wprowadzajac zasadnicza nowosé, jaka jest jawny wzoér na roz-
wigzanie w polprzestrzeni i dow6d maksymalnej regularno$ci w oparciu o te
formute.

Drugim gtéwnym wynikiem [A-2| jest twierdzenie o wykladniczym zaniku
rozwiazania przy dodatkowych zalozeniach ograniczonosci obszaru i zerowej
$redniej danych:
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Twierdzenie 3. Niech 1 < p,q < oco. Zatézmy, ze 2/p+ 1/q # 1 oraz Q

jest ograniczonym obszarem z brzegiem klasy C*. Zatézmy, ze ugy, F oraz G
spetniajq zatozenia Twierdzenia 2. Ponadto, zatozmy ze istnieje o > 0 takie,
ze

'F € L((Ry), Ly(Q)"), €"'G € Ly(Ry, W) (") N Hy2(R, Ly(2)")

dla dowolnego v < . Wowczas rozwigzanie u otrzymane w Twierdzeniu
2 jest okreslone dla wszystkich t > 0 oraz zanitka wyktadniczo, a doktadnie
spetnia oszacowanie:

e allz, @0z + 100l @0 o) < Cloll g2a-1m

+ ||F||Lp((R+)’Lq(Q)) + ||€,th||Lp(R+,WqI(Q)) +(1+ 71/2)||6,YtG||H;/2(R’Lq(Q)))

@

Wyniki tego typu pozwalaja tatwo wykazaé globalne w czasie rezultaty dla
problemoéw nieliniowych przy dodatkowych zalozeniach o matosci danych.

dla dowolnego v < vy z pewng statg C' > 0.

Dowod Twierdzenia 3 opiera sie na Twierdzeniu 2 i teorii pétgrup analitycz-
nych. Najpierw rozwazamy jednorodny problem

ROy, —div (BVu) =0 w Q,

B(Vul) . n‘F = 0, ul’t:O = Uy,

(33
oraz odpowiadajace mu zagadnienie rezolwenty

R)\lll,)\ — div (BVuM) = 0, B(Vvl) . l’l‘r =0. (34)

Pokazujemy, ze rozwiazania (34) spelniaja oszacowanie rezolwenty

Alaiallzy@) + laallwe < Cllfllz,@)

dla dowolnego A € X, gdzie ¢ € (0,7) rowniez jest dowolny. Wynika stad
istnienie Cp - analitycznej potgrupy {T'(t)}ier, zwiazanej z (33) i majace]

wtasnosé wyktadniczego zaniku.

Nastepnie zauwazamy, ze z Twierdzenia 2 wynika, ze dla dostatecznie duzego
1 > 0 rozwiazanie przesunietego problemu

R(Opuy + nuy) — div (BVug) =0 w Q,
B(Vuy) -njp =G,  usfi=0 = ug

(35)
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rowniez zanika wyktadniczo (w tym celu rozwazamy zagadnienie dla e’'uy
dla dostatecznie matego v > 0).

W ostatnim kroku rozwazamy problem

Royuz — div (BVu3) = —nRuy  w €,

36
B(VUg) . Il|r = G, 1_13|t:0 = Up. ( )

Jego rozwigzanie dane jest wzorem

us(-,t) = —n/o T(t — s)Rus(-, s)ds,

co wraz z wykladniczym zanikiem potgrupy 7'(-) daje wyktadniczy zanik us.
Whioskujemy stad, ze u = uy + us jest rozwiazaniem wyjéciowego problemu
i spetnia oszacowanie (32).

4.2.2 Istnienie i jednoznacznos$é dla uktadéw opisujacych Scisliwe
mieszaniny: [A-3]

W pracy |A-3| rozwazamy uktad opisujacy przeplyw scisliwej mieszaniny do-
wolnej liczby skladnikéw ze stata temperatura:

00 + div (pu) =0
d(ou) +div(ou®u) —divS+ Vp =0 w(0,T)xQ  (37)
an + div (lel) + div Fk =0

w obszarze 0 C R3, uzupelniony warunkami brzegowymi
u=0,F,-n=0 na (0,7) x 00 (38)
i warunkami poczatkowymi
o =u’, olio=obdlak=1...n wQ. (39)

W ukladzie (37) o oznacza catkowita gestosé

0= Z Ok (40)
k=1
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u jest Srednig predkoscia, a g jest gestosdcia k-tego sktadnika. Strumienie
dyfuzji Fy sa okreslane przez relacje konstytutywne (16) i spetniaja (19).
Gloéwna réznica w przyjetych relacjach konstytutywnych w poréwnaniu z
[A-1] polega na tym, ze teraz zakladamy, Ze ci$nienie jest liniowa funkcja
czesciowych gestosci:

o Ok
p= —.

Tym razem dopuszczamy, aby masy molowe my byty rézne i nie zaktadamy
warunkow wzrostu (15) i (18).

Glowng trudnoscia w matematycznej analizie uktadu (37) jest to, ze przy
zalozeniach (17) jest on tylko zdegenerowanie paraboliczny. Posiada jednak
strukture, ktéra pozwala przeformutowaé go jako jednostajnie paraboliczny
dzieki zastosowaniu odpowiedniej zamiany zmiennych.

Niech (g,u, g1, ..., 0,) bedzie regularnym rozwiazaniem uktadu (37) takim,
ze wszystkie czesciowe gestodci p; sa ograniczone z dotu przez dodatnia stata.
W rozdziale 2 [A-3] udowadniamy, ze przy tych zalozeniach zamiana zmien-
nych

1 1

m2

- 0 o
(Qahla"'ahn—l): ZkalOg 21 7"'710g 1 = qj(@l)v@ﬂ)
k=1

(ay

0" 0"
jest dyfeomorfizmem oraz uktad (37) mozemy przepisaé jako

atQ + le (QU) = 07

3

\% :

00u+ p(u-Viu+ QE S g {gl - méglg} Vhi_1 = pAu+ (p+v)Vdivu,
o 1=2 o

n—1

n—1
S Ru@hu+u- Vi) + {gkﬂ - M} divu = div (Z Blehl>

z
1=1 ¢ =1
(42) |sys:normal

z warunkami brzegowymi

n—1

u=0 > ByVh'n=0, k=1...n—1 na(0,7)x0Q (43)
=1
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i warunkami poczatkowymi

(44
%= Y e (1)
k=1

oraz R i BB sa macierzami (n — 1) x (n — 1) o wspolczynnikach

Mp+1MM+10k+101+1
R = mk+1gk+1(5kl — S , (46) def :Rkl

4

gdzie

Ok+101+1 Dp41,41
B = —. (47) |lag:5b
;
dakl=1,. . n—1

Ponadto, macierze R i B sa jednostajnie koercytywne. Gtowny wynik [A-3|
to nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 4. Zatozmy, ze
¢ 2<p<o0,3<qg<oo,2/p+3/qg<l;
o Q) jest obszarem klasy C® jednostajnie w R3;
e istniejqg dodatnie state ay,as, C, L takie, Ze
Vi 1€l ..,n [[VDult )i < CY Vot )rye pw. na(0,T),
j=1
a <oh(z)<ay VYreQ kel, ... n,

HV<Q(1)> RN Q?L)”Lq(Q) + HUOHBE’(;*/P)(Q) + Hh(l)v s 7h2—1”33$*1/17)(9) <L

e dane poczgtkowe spetniajq warunek zgodnosci
Wlr=0, VA, nr=0, k=1,...,n—1. (48)
Oznaczmy
(0°(@), (@), .., hy_y(2)) = (] (2), ... &) (2)).
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Wowczas istnieje T > 0 zaleine od ay, ay oraz L takie, Ze uktad (42) z wa-
runkami brzegowymi (43) i warunkami poczgtkowymi (44) ma jednoznaczne
rozwigzanie (0,u, hy, ..., hy,_1) spetniajace oszacowanie:

lo = & llwzo.mywa) + 110wl ooy B || 20,732 (2)
() 0 w2 < COL,

T
a; < o(x,t) <mas+ay dla (z,t) € Qx(0,7), / IVu(:, )|l L) <9,
0

gdzie C' jest stalq niezalezng od L, oraz § jest matq liczbg dodatnig.

Twierdzenie 4 jest sformutowane dla uktadu zsymetryzowanego (42), ale wta-
snosci transformacji pozwalaja wywnioskowaé te sama regularnosé dla ory-
ginalnego problemu.

Aby udowodni¢ Twierdzenie 4, przeksztalcamy uktad we wspotrzednych La-
grange’a 1 stosujemy oszacowanie z [A-2| do jego linearyzacji. Wspotrzedne
Lagrange’a definiujemy jako

x(t,y) :y+/0 u(z(s,y),s)ds. (49)

Nasza regularno$é rozwiazan zapewnia, ze powyzsza transformacja jest do-
brze okreslona. Jej zaleta jest to, ze czton konwekcyjny znika: pochodna ma-
terialna 0; +u-V staje sie po prostu pochodng po czasie. Dlatego oznaczajac

v(y,t) =u(z,t), n(yt)=o(x,t), i(y,t)=hi(z,t),i=1,...,n—1,

50)

i stosujac transformacje (49) do uktadu (42) otrzymujemy

om+ ndivv = R (U),

n—1
nowv — pAv — (p+ v)Vdivv + ZiVn + Z <Ql+1 - %) Vi, = Ry (U),
4 =1 4

n—1 n—1
Z Rklﬁtﬁl + (Qk+1 - %) diVV - diV (Z Bklvigl) == Rg(U);
=1 e =1

k=1,...,n—1,

51
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z warunkami (43)-(44), z (u, hi, 0) zastapionym przez (v, Uk, n).

Ostatni wiersz (51) jest uktadem n — 1 réwnan, w ktorym rozpoznajemy
strukture (28); dlatego mozemy zastosowaé¢ Twierdzenie 2 do wywnioskowa-
nia maksymalnej regularnosci tego uktadu. Pierwsza i druga linia (51) to nic
innego jak linearyzacja $cisliwego uktadu Naviera-Stokesa, ktory byt rozwa-
zany w ujeciu maksymalnej regularnosci w [10], oraz w wersji blizszej (51) w
naszym artykule |B-8|. Laczac te wyniki otrzymujemy maksymalna regular-
nos¢ dla (51) z dang prawa strona. Aby zastosowa¢ te wyniki do udowodnienia
Twierdzenia 4 starannie szacujemy nieliniowosci Ry (U) — R3(U) i stosujemy
twierdzenie Banacha o punkcie statym.

Opracowanie spojnych ram dla szacowania tego typu nieliniowosci w podej-
ciu L, — L, jest jednym z gtéwnych osiagnie¢ [A-3]. Oszacowania opieraja
sie gléwnie na twierdzeniach Sobolewa i interpolacji.

Wypracowane w [A-3] schematy wykorzystaliSmy pozniej w innych pracach:
we wspomnianym juz [B-5] dla ukladu (1) na ruchomym obszarze, a ostat-
nio w [B-2], gdzie udowadniamy istnienie regularnych rozwiazan dla innego
modelu opisujacego przeptyw zlozony.

Na zakoniczenie wspomnijmy, ze chociaz globalne istnienie przy zatozeniach
matosci danych nie zostalo udowodnione w [A-3|, mozna je wydedukowaé z
Twierdzenia 3 analogicznie do dowodu Twierdzenia 2 z [B-8]. W tym celu
musimy pozby¢ sie zalozenia zerowej $redniej w Twierdzeniu 3. Mozna to
zrobi¢ podobnie jak w ostatnim kroku dowodu twierdzenia 5.1 z [B-8§].

4.3 Lokalne istnienie i slabo-silna jednoznaczno$é dla
Scisliwego ukladu Naviera-Stokes’a w ruchomym ob-

Szarze ( [A-4] ) .

W [A-4] rozwazamy uktad (1) na obszarze, ktory porusza sie z danym polem
predkosci V:

d
O = X(t,Q), EX(z&,ac) = V(t,X(t,z)). (52)

Uktad jest uzupeliony warunkiem poczatkowym

(0,0)]t=0 = (00, o) (53)
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oraz warunkiem brzegowym Dirichleta
(u—V)log, =0 (54)
lub warunkiem poglizgu

(U_ — V) . n’agt = O,

%)
[Sn]tan + /f[u - V]tan|8§2t = Oa ( )

gdzie k > 0 jest wspotczynnikiem tarcia.

Istnienie stabych rozwiazan dla tego problemu wykazano w [13] w przypadku
warunkow brzegowych Dirichleta (54) oraz w [14] dla warunkow poslizgu (55).
W obu przypadkach zastosowano metode penalizacji. Polega ona na rozwa-
zeniu problemu na wiekszym, stalym obszarze z wyrazem penalizacyjnym
uwzgledniajacym funkcje charakterystyczna ruchomego obszaru. Jednak ta-
kie podejscie nie moze by¢ zastosowane do wykazania istnienia regularnych
rozwigzan, poniewaz nie mamy wystarczajacej informacji na temat regular-
noéci brzegu, w zwiazku z czym mozemy przej$é do granicy tylko w stabym
sformutowaniu.

Pierwszy gtowny wynik [A-4] méwi o lokalnym istnieniu regularnych rozwia-
zal.

Twierdzenie 5. Zatdzimy, ze Qo C R3 jest ograniczonym obszarem klasy C?,
7(+) jest funkcja gestosci klasy C* oraz V. € C3((0,T) x R?). Zatézmy po-
nadto, ze ug € H3(Qy), 0o € H*(Q) oraz istniejq dodatnie state ci, co takie,
Ze ¢y < 0y < ¢y. Wowezas istnieje T > 0 takie, ze uktad (1) z warunkamsi
brzegowymi (54) lub (55) i warunkiem poczgtkowym (53) ma jednoznaczne
rozwigzanie (u,0) o reqularnosci u € Lo (0,T; H*(Qy)) N Ly(0,T; H*(Q)),

w € Loo(0, T3 H (Q)NLo(0, T3 HA()), e € La(0,T; Lo()), 0 € Loo(0, T HA(2)),

0t € Ly(0,T; H ().

Rozwazamy zaréwno warunki brzegowe Dirichleta, jak i poslizgu, szczegotowy
dowdd jest przedstawiony tylko dla tego drugiego przypadku, ktory w tym
ujeciu jest bardziej skomplikowany. Dowdd dla przypadku Dirichleta mozna z
niego tatwo wywnioskowaé. Idea dowodu jest klasyczna; definiujemy schemat
iteracyjny na ruchomym obszarze

O10n+1 + 1y - Voui1 + 0pi1divu, =0,

. 56
Qn+1atun+1 — HUp41 — vVdiv Upt+1 = —On+1Up - vun - vP(Qn—i—l); ( )
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uzupelniony przez (53) oraz (54) lub (55). Aby pokazaé, ze ciag przybli-
zen jest dobrze okreslony, musimy rozwiaza¢ uktad problemoéw liniowych w
ruchomym obszarze, co prowadzi do kilku trudnosci technicznych. Pierwsza
dotyczy liniowego rownania cigglosci. Najwygodniejsze podejscie prowadzace
do uzyskania wymaganej regularnosci rozwigzan to metoda charakterystyk.
We wspotrzednych Lagrange’a (49) rozwiazanie liniowego réwnania ciagtosci

0o+ u-Vop=—pdivu

jest dane przez

ot a(t) = sy (- [ divu(s, a(s, war). 60

Jednak zamiana zmiennych sprowadzajaca zagadnienie do statego obszaru
zaburza strukture, ktora daje wzor (57). Dlatego rozwazamy liniowe rownanie
cigglosci bezposrednio na ruchomym obszarze, gdzie mozemy skorzystacé ze
wzoru (57). Za jego pomoca pokazujemy odpowiednie oszacowania gestosci.
Potrzebujemy do tego oszacowar dla zamiany zmiennych (Lemat 3.2 w [A-
3]). Rezultaty te rozwijaja teorie regularnych rozwiazai rowania transportu,
moga wiec znalez¢ szersze zastosowania.

Liniowe réwnanie momentu odpowiadajace drugiemu rownaniu ukltadu (56)
sprowadzamy do statego obszaru przy uzyciu wspotrzednych Lagrange’a okre-
Slonych przez dane pole wektorowe V. Istnienie rozwiazan na stalym obszarze
wykazujemy przy uzyciu klasycznych metod energetycznych, musimy jednak
starannie oszacowa¢ sktadniki pochodzace z zamiany zmiennych. Najpowaz-
niejsza techniczna trudno$é¢ wynika z niejednorodnych danych brzegowych
pochodzacych z zamiany zmiennych. Dla warunkéw brzegowych poslizgu mu-
simy skonstruowaé¢ rozwiazanie u, uktadu

(up, = V) -n=d(u,V),

[S(Vuy)Jsan + £[1y — V]gan = B(u, V), (58)

spetniajace oszacowanie

||y < E(T)[1+ [[(u—V)|lym)],
gdzie
| fllyery =Nl o o.1m2@) 00207503 92)) F+ | Fell Lo (0,751 (@) L2 (0,752 (2))

+ ||ftt||L2(0»T;L2(Q))
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oraz E(T') jest male dla matych czasow. Konstrukcja jest podana w Lemacie
4.4, wynik jest intersujacy sam w sobie, dowdéd mozna réwniez zmodyfikowaé
w celu zastosowania do innych warunkéw brzegowych.

Majac dobrze okreslony schemat iteracyjny (56), mozemy uzy¢ naszych osza-
cowan liniowych, aby pokaza¢ ograniczono$¢ ciaggu przyblizen, ktora z kolei
pozwala udowodnié¢ zbieznosé (56). W tym celu rozwazamy uktad spelniony
przez roéznice rozwigzan. Tutaj najbardziej skomplikowane jest wyprowadze-
nie oszacowan dla niejednorodnego réwnania transportu otrzymanego z row-
nania ciggtosci.

Drugim glownym rezultatem [A-4| jest stabo-silna jednoznacznos$é rozwiagzan
(1) w ruchomym obszarze (52). Rezultat dla warunku brzegowego Dirichleta
zostal wykazany w [9], w [A-4] rozszerzamy go na warunki poslizgu (55). Do-
wod opiera sie na nier6wnosci relatywnej energii (Twierdzenie 6.2). Uzywamy
tu koncepcji z [12] zmodyfikowanych w sposéb umozliwiajacy oszacowanie
dodatkowych sktadnikéw zwigzanych z polem predkosci V.

5 Informacja o wykazaniu sie istotng aktywno-
scig naukowsa

Jestem autorem lub wspoétautorem 20 oryginalnych artykutéw naukowych
opublikowanych lub przyjetych do druku w pismach takich jak J. Differential
Equations, STAM J. Mathematical Analysis and Applications, Soft Matter,
Proc. Royal Soc. Edinburgh A, Annales IHP Analyse Nonlinéaire i PLOS

One. W zdecydowanej wiekszosci dotycza one matematycznej teorii ptynow.

Na wczesnym etapie mojej dziatalnos$ci naukowej, w pracy doktorskiej i bez-
posrednio po uzyskaniu stopnia doktora, zajmowalem sie regularnymi roz-
wiazaniami stacjonarnej wersji uktadu (1).

Pozniej, gtownie w wyniku wspotpracy z M. Pokornym, zaczalem zajmo-
wac sie teorig stabych rozwiazan. W tym samym czasie zainteresowalem sie
matematyczna teorig mieszanin, ktérej podstawy przedstawiono w monogra-
fii [16]. Wspotpraca z M. Pokornym przyniosta do tej pory 3 opublikowane
prace, w tym [A-1]. Bedac czestym gosciem w Pradze nawiazatem wspotprace
zZ éérkad Necasova i Ondiejem Kremlem, ktéra zaowocowata do tej pory 3-ma
publikacjami.
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Zglebiajac matematyczng teorie mieszanin, nawiazatem wspotprace z Yoshi-
hiro Shibata i Ewelina Zatorska. ByliSmy zainteresowani udowodnieniem ist-
nienia i jednoznacznosci regularnych rozwigzan za pomoca podejscia maksy-
malnej regularnosci. Wspoélpraca zaowocowata dotychczas 4-ma wspolnymi
publikacjami, z ktorych dwie wchodza w sktad rozprawy habilitacyjne;j.

Wygtositem wyktady na okoto 20 konferencjach i warsztatach, w zdecydowa-
nej wiekszosci miedzynarodowych, w szczegoélnosci zaproszone wyktady na
dwoch konferencjach AIMS (Orlando 2012, Taipei 2018), Japanese-German
Workshop (Waseda University, Tokyo, 2016), Vorticity, Rotation and Sym-
metry (Luminy 2020) oraz Mathflows (Luminy 2022).

Wyglositem réwniez kilka referatéw na seminariach badawczych na Wydziale
MIM UW (w szczegolnosci wyktad na Kolokwium Wydziatu MIM w listopa-
dzie 2022), Uniwersytecie Karola, w Instytucie Matematycznym PAN oraz
Instytucie Matematycznym Czeskiej Akademii Nauk.

6 Osiagniecia dydaktyczne oraz organizacyjne

6.1 Dzialalno$¢ organizacyjna

Bratem udzial w organizacji 7 miedzynarodowych konferencji naukowych, ich
szczegolowa lista przedstawiona jest w Wykazie osiggnieé¢ naukowych.

6.2 Dydaktyka

1. Prowadzenie wyktadow na Wydziale Matematyki, Informatyki i Mechaniki
UW:

e Rownania Rozniczkowe Czastkowe (wyktad fakultatywny dla studen-
tow 3-5 roku Matematyki)

e Zaawansowany Kurs Rownan Rézniczkowych Czastkowych (wyktad mo-
nograficzny dla studentoéw etapu magisterskiego i doktorantow)

2. Prowadzenie ¢wiczen na Wydziale Matematyki, Informatyki i Mechaniki

UW:
e Rownania Roézniczkowe Czastkowe (3-5 rok Matematyki)

e Analiza Matematyczna IT (2. rok Matematyki)

26



e Rownania Rozniczkowe Zwyczajne (2. rok Matematyki)

e Analiza Matematyczna dla Informatykéw (1. rok Informatyki)

6.3 Opieka naukowa nad studentami

e 2019-2023: Promotor 9 prac licencjackich na Wydziale MIM UW

7 Opis pozostalych wynikow

7.1 Rozprawa doktorska (prace [B-14]-|B-16])

Moja praca doktorska opierata si¢ na serii trzech prac dotyczacych istnie-
nia regularnych rozwiazan uktadu (1) w obszarach ograniczonych. Pierwszy
artykul [B-15] byt moim wprowadzeniem do tej dziedziny; dotyczy prostego
problemu liniowego. W dwoch kolejnych artykutach rozwazam stacjonarny
uktad nieliniowy, w obydwu wykazalem istnienie i jednoznacznosé¢ regular-
nych rozwiazan, kluczowa réznica polega na metodzie dowodu.

W [B-16] zastosowatem metode regularyzacji eliptycznej. Polega ona na do-
daniu do réwnania ciagtosci czlonu eliptycznego, dzieki czemu caty uktad
staje sie eliptyczny. Jest to metoda dobrze znana, ale w przypadku bardziej
ztozonych ukladow jej zastosowanie staje sie problematyczne, jesli chodzi o
wyprowadzanie oszacowan niezaleznych od parametru regularyzacji.

Z tego powodu w |B-14] postanowilem zastosowaé¢ inna metode, definiujac
ciag rozwiazan przyblizonych podobnie do (56) i pokazujac jego zbieznosé do
rozwigzania oryginalnego problemu.

7.2 Stacjonarne regularne rozwiazania - ciag dalszy (|B-
12]7[B'13]7[B'9]’[B'7])

Prace te stanowia kontynuacje badan prowadzonych w trakcie studiéw dok-
toranckich. W [B-13| dowodzimy stabilnosci przeptywu Poiseuille’a (lub jego
uogolnienia, ktorego istnienie w kanale o ogélnym gladkim przekroju rowniez
wykazujemy). Stabilnosé jest pokazana w klasie regularnych rozwiazan.

[B-12] jest pierwszym efektem wspotpracy z M. Pokornym, nawiazanej wkrotce
po obronie doktoratu. Tutaj interesuje nas pelny uktad obejmujacy bilans
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energii. Pokazujemy istnienie rozwiazan regularnych zblizonych do szczegol-
nego rozwiazania o statej gestosci p, statej predkosci v w kierunku osi cylin-
dra i nietrywialna funkcja temperatury o, ktoéra jest rozwigzaniem réwnania
zachowania energii z danymi (v, 9).

W obu wyzej opisanych artykutach konstrukcja rozwigzan odbywa sie metoda
kolejnych przyblizen, z wykorzystaniem doswiadczen zdobytych w [B-14].

Moja ostatnia publikacja zwiazana z tym tematem to [B-7]. Nasza motywacja
byl rezultat z [21], gdzie wykazano istnienie regularnych rozwiazan (1) w
klasie takiej jak w naszych wczedniejszych pracach, tzn. z predkosdcia w I/Vp2
1 gestoscig w Wpl, przy pewnych zalozeniach na brzeg obszaru w otoczeniu
punktow, w ktorych charakterystyki rownania cigglosci sa styczne do brzegu.

Po kilku nieudanych probach wzmocnienia tego rezultatu dla rozwigzan w
tej samej klasie wpadliSmy na pomyst, aby zmniejszy¢ wymagana regularnosé
rozwigzan pracujac w utamkowych przestrzeniach Sobolewa z norma Stobo-
deckiego. W tych przestrzeniach zachowujemy jednoznaczno$é¢ rozwiazan, co
uzasadnia nazywanie ich wciaz regularnymi rozwigzaniami.

Wstepny wynik w tym kierunku zostal opublikowany w [B-9]. W [B-7| obni-
zenie wymaganej regularnosci rozwigzan pozwolito nam, kosztem dos¢ tech-
nicznych obliczen, znacznie ostabi¢ zalozenia z [21]. Nasz warunek dotyczacy
brzegu obszaru w otoczeniu punktéw osobliwych spetniony jest w szczegol-
nosci przez kazdy brzeg, ktory jest analityczny w otoczeniu tych punktow.

7.3 Dynamika $cisliwych mieszanin (|B-10],|B-8],|B-3])

Praca [B-10] jest uogdlnieniem wynikéw z [A-1| na przypadek warunkow brze-
gowych poslizgu dla predkosci. Whasnosci tego typu warunkéw brzegowych w
potaczeniu z lokalnymi oszacowaniami cisnienia (podobymi do [A-1], jednak
ze zmodyfikowanymi funkcjami testowymi pasujacymi do warunkéw brzego-
wych poslizgu) pozwolity nam wykazaé istnienie stabych rozwiazan dla v > g
w (13), co jest mniej restrykeyjne niz w [A-1]. Wykazaliémy réwniez istnienie
wariacyjnych rozwiazan entropijnych dla v > 1, podobnie jak w [A-1].

[B-8] jest pierwsza publikacja powstata w wyniku wspotpracy z Y. Shibata i
E. Zatorska (dwie kolejne zostalty wlaczone do rozprawy habilitacyjnej jako
[A-2] i [A-3]). Udowadniamy lokalne oraz, przy dodatkowym zalozeniu ma-
tosci danych, rowniez globalne istnienie i jednoznaczno$é dla uproszczonej
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wersji uktadu (37) z dwoma sktadnikami. Zaleta tego uproszczenia jest to, ze
poduktad opisujacy dyfuzje poszczegdlnych sktadnikéw w uktadzie zsymetry-
zowanym (42) redukuje sie do pojedynczego réwnania, co znacznie ulatwia
wyprowadzenie oszacowania w maksymalnej regularnosci dla problemu linio-
wego.

Stosujac wspolrzedne Lagrange’a otrzymujemy uktad, dla ktorego jestesmy
w stanie pokaza¢ oszacowanie w maksymalnej regularnosci L, — L,. Zaleta
tego podejscia jest to, ze w problemie rezolwenty réwnanie ciaglosci sprowa-
dza sie¢ do prostej relacji algebraicznej, w ktorej gestos¢ wyraza sie jawnym
wzorem w zaleznosci od predkosci. Aby udowodnié lokalne istnienie linearyzu-
jemy uktad wokot danych poczatkowych (jak pozniej w [A-3]), natomiast glo-
balny rezultat wymaga linearyzacji wokot statych, co do ktorych zaktada sie,
ze poczatkowe dane sa do nich zblizone. Aby zastosowaé oszacowanie mak-
symalnej regularnosci, musimy odpowiednio oszacowa¢ nieliniowosci. Ramy
opracowane w [B-8| pozwolily nam zaatakowaé bardziej skomplikowany przy-
padek dowolnej liczby sktadnikow w [A-3] i zastosowaé te technike do innych
probleméw: uktadu (1) na ruchomym obszarze w [B-5] i pewnego uktadu
opisujacego przeplyw ztozony w [B-2].

Teoria maksymalnej regularnosci oparta na R-ograniczonodci jest poteznym
narzedziem w analizie probleméw nieliniowych, ale ma jedna wade: ogranicza
sie do przestrzeni UMD, w szczeg6lnosci musza to by¢ przestrzenie reflek-
sywne, co wyklucza regularnos¢ L, w czasie. Jednym z mozliwych sposobow
obejscia tego ograniczenia jest praca w przestrzeniach Lorentza.

W [B-3] idziemy w tym kierunku, wykazujac globalne istnienie dla uktadu opi-
sujacego dynamike niescisliwej mieszaniny z nietrywialnymi reakcjami che-
micznymi przy zalozeniu malosci danych. Kolejna nowoscia w poréwnaniu
z wezedniejszymi pracami dotyczacymi mieszanin jest to, ze nie zakladamy
dyfuzji poszczegdlnych sktadnikdéw, co oznacza, ze nie mamy efektu regulary-
zacji w tym poduktadzie. Ceng do zaptacenia jest to, ze potrzebujemy dos¢
technicznego zalozenia dotyczacego funkeji opisujacych reakcje chemiczne,
aby uzyskaé¢ oszacowania czesciowych gestosci. Oszacowanie réwnania mo-
mentu w przestrzeniach Lorentza uzyskuje sie przez interpolacje z klasycz-
nych oszacowan L, — L, dla ukladu Stokesa. Chociaz wynik obwarowany jest
technicznymi zatozeniami, wyglada obiecujaco jako pierwszy rezultat w prze-
strzeniach Lorentza dla tego typu ukladow, z perspektywami uogélnienia na
inne problemy.

29



7.4 Przeplywy Scisliwe w ruchomych obszarach (|B-5])

Projekt realizowany jest we wspotpracy z Sark@ Necasova i Ondfejem Krem-
lem z Pragi. Nasza pierwsza praca na ten temat bylo [A-4|. Poniewaz rownole-
gle pracowatem z modelami mieszanin w podej$ciu maksymalnej regularnosci,
wpadlismy na pomyst, aby zastosowaé to podejscie do naszego problemu. Klu-
czowy idea jest to, ze za pomoca pojedynczej transformacji Lagrange’a okre-
slonej przez rozwiazanie jednoczesnie przeksztatcamy pochodng materialng
w pochodng czasowa, oraz sprowadzamy problem na ruchomym obszarze do
statego obszaru. Warto zauwazy¢, ze do wykazania globalnego istnienia nie
potrzebujemy wykladniczego zaniku ani malosci V- w L,(R, L,(R?)), tylko
jego pochodnych.

7.5 Modele dwuskladnikowe (|B-2])

W tej pracy wykorzystaliémy nasze doswiadczenia z [B-8| i [A-2]-[A-3] do
analizy $cisliwego uktadu typu Naviera-Stokesa opisujacego przeptyw dwu-
sktadnikowy z pojedynczym polem predkosci i ciSnieniem danym jako funkcja
uwiktana obydwu gestosci. Udowadniamy lokalne w czasie istnienie rozwiazan
oraz, zaktadajac dodatkowo ograniczono$é obszaru i mato$é danych, istnienie
globalne.

Kluczowy pomyst polega na przeformutowaniu problemu w sposéb pozwala-
jacy na zastosowanie oszacowanl maksymalnej regularnosci L, — L, dla pro-
blemu liniowego. Oszacowanie nieliniowosci jest dosé skomplikowane przede
wszystkim ze wzgledu na uwiklana postacé cisnienia, bardzo przydatne oka-
zalo sie tu doswiadczenie z naszych wczesniejszych prac.

7.6 Uklady ptyn-cialo state [B-6]

Wykazujemy stabo-silna jednoznacznosé¢ dla uktadu opisujacego dynamike
uktadu sktadajacego sie z ciata statego zanurzonego w $cisliwym ptynie. Teo-
ria istnienia zarowno stabych, jak i regularnych rozwiazan dla tego problemu
zostata rozwinigta, odpowiednio, w [7],[11] 1 3], [18]. Wiemy, Ze rozwigzania
regularne sg jednoznaczne. Nie wyklucza to jednak sytuacji, w ktorej mamy
regularne rozwigzanie oraz, to dla tych samych danych, inne, stabe, okreslone
na tym samym przedziale czasowym. Taka mozliwosé jest wykluczona przez
wlasciwosé stabo-silnej jednoznacznosci.
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Dla scisliwego uktadu Naviera-Stokesa (1) wlasnosé ta zostala wykazana w
[12], gdzie wprowadzono kluczowy koncept relatywnej nieréwnosci entropij-
nej. Ten przetomowy artykut postuzyt jako inspiracja dla wielu podobnych
wynikéw. Jednak w przypadku problemu plyn-ciato state podejécie to nie
moze by¢ bezposrednio zastosowane, poniewaz potrzebujemy spdjnego, sta-
bego sformutowania na obszarze odpowiadajacym ciatu statemu.

Innym problemem jest to, ze relatywna energia powinna by¢ rozpatrywana w
ustalonym obszarze, podczas gdy tutaj mamy dwa problemy na dwoch roz-
nych ruchomych obszarach: jednym okreslonym przez stabe rozwiazanie, oraz
drugim, odpowiadajacym regularnemu rozwigzaniu. Dlatego musimy spro-
wadzié¢ silne rozwigzanie do obszaru stabego rozwiagzania w taki sposob, aby
ciatlo stale zostato przeksztalcone w cialo state. W tym celu stosujemy za-
miane inspirowana praca [19]. Przeksztatcone silne rozwiazanie spetnia uktad
o bardzo ztozonej prawej stronie, ktéra wchodzi do relatywnej nieréwnosé
energetyczna i musi by¢ starannie oszacowana.

Praca |B-11] ma zupetnie inny charakter. Interesuje nas analiza dynamiki ma-
tych elastycznych cial w przeplywie laminarnym (profil Poiseuille’a w kanale
nieograniczonym). Nie rozwijamy jednak rygorystycznej teorii matematycz-
nej, skupiamy sie na modelowaniu i numerycznej analizie dynamiki. Badamy
dwa rodzaje cial: elastyczne wtokna modelowane jako sekwencje matych ku-
lek oraz pecherzyki zlozone z membrany wypelnionej lepkim ptynem, ktore
sa dobrym modelem czerwonych krwinek. PrzeanalizowaliSmy numerycznie
migracje w poprzek kanatu, akumulacje i ewolucje ksztattu tych dwoch ty-
pow elastycznych obiektow. Nasze symulacje wykazaly, ze dynamika obydwu
typow struktur wykazuje podobne podstawowe cechy gdy ich aspect ratio jest
taki sam, a lepko$¢ pecherzykow jest wysoka w poréwnaniu z otaczajacym
je ptynem. Nasze symulacje pokazaly rowniez liniowa zaleznos¢ pozycji aku-
mulacji od wzglednej sztywnosci i innych uniwersalne skalowania. Wigkszos¢
pracy zwiazanej z ta publikacjg zostata wykonana podczas mojego rocznego
pobytu w IPPT PAN.

7.7 Niejednorodne réwnania Naviera-Stokes’a (|B-1])

Niejednorodny uktad Naviera-Stokesa jest z matematycznego punktu widze-
nia umiejscowiony miedzy modelem $cisliwym (1) a klasycznym uktadem
Naviera-Stokesa dla przeptywow niescisliwych. Gestosé jest zmienna, ale ptyn
jest niescisliwy, co znajduje odzwierciedlenie w warunku zerowej dywergencji.
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Jesli gestosé poczatkowa jest Scisle dodatnia i wystarczajaco regularna, ana-
liza jest zblizona do analizy uktadu niescisliwego. Dopuszczenie mozliwosci
zerowania sie gestosci prowadzi do istotnych trudnosci, poniewaz réwnanie
momentu staje sie tylko zdegenerowanie paraboliczne. W niedawnym arty-
kule [4] wykazano globalne w czasie istnienie regularnych rozwiazan w dwoch
i trzech wymiarach przestrzennych (w tym drugim przypadku przy dodatko-
wym zalozeniu o matosci danych) w przypadku, gdy poczatkowa gestosé jest
jedynie ograniczona i moze znika¢. Wykazano réwniez jednoznacznosé¢ roz-
wiazan, ale kwestia ich stabilnosci pozostata otwarta. W [B-1] zajeliémy sie
ta kwestia, udowadniajac stabilno§¢ rozwiazan skonstruowanych w [4]. Otrzy-
mujemy oszacowanie w przestrzeni energetycznej dla predkosci i w ujemne;j
przestrzeni Sobolewa dla gestosci.

Pomyst polega na wykazaniu wyktadniczego zaniku rozwiazan, co jest nie-
zaleznie interesujacym wynikiem. Otrzymane oszacowania daja kontrole nad
|€”*Vvl| L, (., 1) z Pewna dodatnia staly 8. To z kolei pozwala na globalne
zdefiniowanie wspolrzednych Lagrange’a, ktére maja istotng zalete:

dzieki niescisliwosci gestos¢ w uktadzie Lagrange’a jest stata, wiec wystarczy
wykazaé stabilnos¢ dla rownania momentu. Dlatego najpierw udowadniamy
oszacowanie stabilnosci we wspotrzednych Lagrange’a. Problem polega na
tym, ze réznica gestosci poczatkowych moze byé niezerowa na zbiorze, w
ktorym jedna z nich znika - aby pokona¢ te trudnosé, poréwnujemy dwa roz-
wiazania z odpowiednim rozwiazaniem "posrednim". Ten trik pozwala zasto-
sowa¢ wlasnosci rownania dywergencji odkryte w [5] w polaczeniu z oszacowa-
niami energetycznymi do zamkniecia oszacowania stabilnosci we wspotrzed-
nych Lagrange’a. Ostatnim krokiem jest powr6t do wspotrzednych Eulera; w
tym celu musimy poréwna¢ rozwigzania wzdtuz réznych charakterystyk za
pomoca metryk typu Wassersteina.

7.8 Modelowanie epidemiologiczne [B-4]

Artykul ten stanowi calkowicie nowy kierunek w moich badaniach. Kie-
rujac sie potrzeba lepszego zrozumienia dynamiki pandemii Covid-19 na
jej wezesnym etapie, opracowalismy modyfikacje klasycznego modelu SEIR,
ktora uwzglednia przypadki niezdiagnozowane i kwarantanne. Stosujac me-
tody wprowadzone w [8] byliSmy w stanie wyznaczy¢ jawna warto$¢ wspot-
czynnika reprodukcji R w zaleznosci od parametréw modelu.

Parametry zostaly dopasowne do danych dotyczacych dynamiki Covid-19 w
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DM1

Polsce w marcu-kwietniu 2020 r. Wzieliémy pod uwage kolejne lockdowny,
zaktadajac skokowe zmiany parametréow transmisji. Analize utrudniata ni-
ska wiarygodno$é¢ danych wynikajaca przede wszystkim z trudnej do osza-
cowania liczby przypadkéw niezdiagnozowanych. Z tego powodu musielismy
badac¢ roézne scenariusze zakltadajac rézne proporcje przypadkéow niezdiagno-
zowanych.

Mimo tych trudnosci nasze wyniki okazaly sie by¢ w znacznym stopniu
zgodne z rzeczywistoscig. Otrzymane szacunkowe wartosci R byty nieco po-
nizej jednego, co oznaczato, ze epidemia jest pod kontrola, ale nawet lekkie
ztagodzenie restrykcji moze doprowadzié¢ do jej wybuchu. Jak sie p6zniej oka-
zato, dokladnie taka byta sytuacja w Polsce w tym czasie. Nasz model wy-
korzystalismy réwniez do przewidywania rozwoju epidemii w Polsce, biorac
pod uwage kilka scenariuszy dla réznych pozioméw ztagodzenia ograniczen
i proporcji niezdiagnozowanych przypadkéw. Pozniejsze porownanie efektow
prognoz z rzeczywistymi danymi pokazato ich wysoka trafnosé.

Projekt jest rozwojowy, na szczeScie sytuacja epidemiczna jest ustabilizo-
wana, jednak z drugiej strony dysponujemy ogromng iloscia danych, ktore
mozna wykorzysta¢ do analizy. Szczegdlnie interesujaca kwestia jest
mozliwos¢ oszacowania proporcji niezdiagnozowanych przypadkow.
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