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4 Omoéwienie osiggnieé¢ naukowych, o ktérych mowa w art. 219 ust. 1
pkt. 2 ustawy

Osiagnieciem naukowym, o ktérym mowa w art. 219 ust. 1 pkt. 2 ustawy jest cykl pieciu powigza-

nych tematycznie artykuléw naukowych w dziedzinie nieliniowych réwnan rézniczkowych czastkowych.

Dotycza one analizy pewnej klasy ukladéw réwnan pojawiajacych sie w biologii matematycznej, w
szczegblnosci w makroskopowym modelowaniu wzrostu zywych tkanek. Cykl nosi tytut

GRANICE OSOBLIWE W MECHANICZNYCH MODELACH WZROSTU TKANEK

i sktada sie z nastepujacych artykutéw opublikowanych w latach 2020-2025:

[A] N. David, T. Debiec, B. Perthame, Convergence rate for the incompressible limit of nonlinear
diffusion-advection equations, Annales de I'Institut Henri Poincaré (C) Analyse Non Linéaire
40(3) (2023), 511-529, doi.org/10.4171/ATHPC/53

[B] T. Debiec, B. Perthame, M. Schmidtchen, N. Vauchelet, Incompressible limit for a two-species
tumour model with coupling through Brinkman’s law in any dimension, Journal de Mathématiques
Pures et Appliquées 145 (2021), 204-239, doi.org/10.1016/j.matpur.2020.11.002
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[C] N. David, T. Debiec, M. Mandal, M. Schmidtchen, A Degenerate Cross-Diffusion System as the
Inviscid Limit of a Nonlocal Tissue Growth Model, STAM Journal on Mathematical Analysis
56(2) (2024), 20902114, doi.org/10.1137 /23M 1575573

[D] T. Debiec, M. Schmidtchen, Nonlocal approximation of an anisotropic cross-diffusion system,
Nonlinear Analysis 260 (2025), 113835, |doi.org/10.1016/j.na.2025.113835

[E] T.Debiec, M. Mandal, M. Schmidtchen, From Finite to Continuous Phenotypes in (Visco-)Elastic
Tissue Growth Models, Journal of Differential Equations 437 (2025), 113375,
doi.org/10.1016/j.jde.2025.113375

Powyzszy cykl jest powiazany badaniem pewnych granic osobliwych pojawiajacych siec w naturalny
sposéb przy analizie rozwazanych w nim zagadnien. Granice tego typu odgrywaja centralng role za-
réwno w analizie stosowanej, jak i teoretycznej, poniewaz tacza roézne systemy modelowania i czesto
prowadza do prostszych lub bardziej przystepnych opiséw ztozonych zjawisk. W mechanice ptynéw, na
przyktad, granice osobliwe tacza modele Scisliwe i niescisliwe, podczas gdy w teorii kinetycznej rownanie
Boltzmanna formalnie redukuje si¢ do rownan Naviera-Stokesa, wiazac mikroskopowa dynamike cza-
stek z makroskopowym zachowaniem pltynu. W biologii matematycznej podobne procedury graniczne
tacza modele gestosci komoérek z opisem wzrostu nowotworu jako gemoetrycznej dziedziny lub z opi-
sami kontinuum ruchu zbiorowego, zastepujac duze populacje wspoétdziatajacych agentow efektywnymi
prawami makroskopowymi.

Poza znaczeniem w modelowaniu, granice osobliwe stanowia potezne narzedzie analityczne. Na
przyktad, aproksymacje typu phase-field oferuja systematyczny sposéb opisu ewolucji ostrych inter-
fejsow, takich jak przeptyw krzywizny $redniej, podczas gdy metody zanikania lepkosci regularyzuja
hiperboliczne prawa zachowania i wybieraja fizycznie istotne rozwigzania. Dzieki tym rolom granice
osobliwe ujawniaja gtebokie powiazania miedzy odmiennymi uktadami fizycznymi i biologicznymi oraz
prowadza do trudnych probleméw matematycznych na styku analizy, modelowania i zastosowan.

4.1 Tlo matematyczne i biologiczne

W ostatnich dekadach matematyczne modele wzrostu nowotworéw coraz czesciej przyjmuja perspektywe
mechaniczng, ujmujac rozwdj guza w kategoriach dynamiki ptynéow. W skali makroskopowej zywe
tkanki moga by¢ traktowane jako zlozone plyny poruszajace sie w osrodku porowatym, mianowicie w
macierzy pozakomoérkowej. W zwiazku z tym, modele ciaglte wzrostu nowotworu zazwyczaj przyjmuja
postaé nieliniowych réwnan rézniczkowych czastkowych, w ktérych czasowa i przestrzenna ewolucja
gestosci populacji komoérek opisywana jest za pomoca uktadéw reakcji—dyfuzji.

W tym kontekscie cisnienie generowane przez proliferacje komoérek odgrywa kluczows, role zaré6wno
w napedzaniu ruchu komorek, jak i w regulacji ich proliferacji oraz $mierci. Gdy komorki sie dziela,
wywierajg silty mechaniczne na swoje otoczenie, prowadzac do ruchu zbiorowego w kierunku mniej
zattoczonych obszaréw. Jednocze$nie nadmierne ci$nienie moze hamowaé¢ dalsze podziaty lub sprzyjaé
$mierci komoérek, zapewniajac naturalny mechanizm sprzezenia zwrotnego ograniczajacy wzrost. Te
mechanicznie napedzane procesy stanowiag kluczowe ogniwo pomiedzy zachowaniem biologicznym a
modelowaniem matematycznym.

Z biologicznego punktu widzenia, rozwoj guzow litych przebiega zazwyczaj w dwoch gléwnych eta-
pach. We wczesnej, beznaczyniowej fazie komorki nowotworowe agreguja sie w niewielka, w przyblizeniu
sferyczng mase pozbawiong wtasnego unaczynienia. Sktadniki odzywcze i tlen docieraja do guza jedy-
nie na drodze dyfuzji z otaczajacych tkanek, co prowadzi do charakterystycznej struktury: aktywnie
proliferujacych komorek w poblizu brzegu, otoczonych przez coraz bardziej spoczynkowe, a ostatecznie
nekrotyczne obszary w kierunku wnetrza. Na tym etapie wzrost guza jest w duzej mierze kontrolowany
przez lokalng gestosé komorek, dostepnosé sktadnikéw odzywezych oraz cisnienie mechaniczne.

Gdy guz przekracza ograniczenia narzucone przez dyfuzje, inicjuje angiogeneze, czyli tworzenie no-
wych naczyn krwiono$nych. Faza naczyniowa umozliwia szybszy i mniej regularny wzrost, poniewaz
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guz silniej oddzialuje ze swoim otoczeniem i rozwija zlozony, ewoluujacy ksztatt. Naprezenia mecha-
niczne, niestabilnos¢ naczyn oraz heterogenicznosé przestrzenna staja sie coraz wazniejsze, a ekspansja

guza jest naturalnie opisywana w kategoriach rosnacej dziedziny z poruszajaca sie granicg.

Te cechy biologiczne motywuja dwa komplementarne podejscia modelowe w skali makroskopowe;.
Gdy guz jest postrzegany jako ciaglty rozktad populacji komorek, jego ewolucje mozna opisaé¢ za po-
moca modeli opartych na gestosci, sformutowanych jako uktady réownar czastkowych. Alternatywnie,
gdy nacisk kltadziony jest na ksztalt i ekspansje samej masy guza, naturalne ramy stanowig opisy
geometryczne w postaci probleméw ze swobodnym brzegiem.

Modele oparte na gestosci Na poziomie makroskopowym jednym z najczesciej stosowanych podejsé
do modelowania wzrostu tkanek sg réwnania reakcji—dyfuzji. Ewolucja w czasie i przestrzeni gestosci
populacji komorek n = n(t, x) jest klasycznie opisana przez rownanie ciggtosci z cztonem wzrostu,

on + div(nv) = g(n,p,...), (1)

gdzie v oznacza pole predkosci komorek, a p cisnienie. Czton Zrodlowy g reprezentuje bilans proliferacji
i moze zaleze¢ od réznych wielkosci, takich jak ci$nienie lub poziom skladnikéw odzywczych. Takie
modele oparte na gestosci, zakorzenione w prawach zachowania, stanowia jedng z gléwnych rodzin
modeli cigglych w biologii matematyczne;j.

Wezesne podejécia koncentrowaly sie gtdéwnie na oddzialywaniu pomiedzy komoérkami nowotwo-
rowymi a dyfundujacymi substancjami chemicznymi, takimi jak skladniki odzywcze (np. tlen lub
glukoza), czy dwutlenek wegla, ktore silnie wplywaja na dynamike guza. W szczegolnosci, wzrost
ograniczony dostepnoscia sktadnikow odzywczych byt intensywnie badany w kontekscie guzéw bez-
naczyniowych. Wraz z rozwojem modelowania uwaga przesunetla sie na uwzglednianie ruchu komdrek
oprocz dyfuzji i zuzycia sktadnikow odzywczych. Komorki moga migrowaé na drodze konwekcji, ak-
tywnej dyfuzji lub chemotaksji — ukierunkowanego ruchu wzdtuz gradientéw chemicznych. Obszerne
przeglady makroskopowych modeli wzrostu guzéow beznaczyniowych mozna znalezé w [32), 49, [55].

Nowsze prace podkreslaja mechaniczne aspekty rozwoju nowotworu. Jeden z najwczesniejszych mo-
deli mechanicznych, wprowadzony przez Greenspana [35], rozszerza opis oparty na sktadnikach odzyw-
czych poprzez wprowadzenie pojecia cisnienia wewnetrznego. W takich modelach guz jest postrzegany
jako lepki ptyn przeptywajacy przez osrodek porowaty — macierz pozakomoérkowa — a pole predkosci
v jest powiazane z ciSnieniem poprzez prawo Darcy’ego,

v =—-Vp.

Relacja ta wyraza tendencje komoérek do przemieszczania sie wzdluz spadkéw cisnienia, z dala od
obszaréw nadmiernego zageszczenia.

Dalsze udoskonalenie, zaproponowane przez Byrne i Drasdo [11], podkresla wplyw zatloczenia
zaroéwno na ruch komorek, jak i na proliferacje. W ich modelu ci$nienie nie tylko napedza ruch, lecz takze
dziata jako czynnik ograniczajacy wzrost, ucielesniajac zasade hamowania kontaktowego. Ewolucja
gestodci komorek opisana jest wowcezas prawem bilansu postaci

on + div(nv) = aH(pg — p), oraz v = —Vp,

gdzie H oznacza funkcje skokowa Heaviside’a, a pg jest cisnieniem homeostatycznym — minimalnym
poziomem, przy ktérym proliferacja zostaje zahamowana.

Aby domkngé réwnanie na n, nalezy zalozyé konstytutywna zaleznosé cisnienia od gestosci. Naj-
czestszym wyborem w literaturze matematycznej jest relacja barotropowa

p(n)=n", y=1,
dla ktoérej ré6wnanie przyjmuje postaé¢ rownania osrodka porowatego. Innym fizycznie istotnym
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wyborem jest prawo ci$nienia
n

€ b
1—n

ktorego osobliwo$é w n = 1 bezposrednio narzuca, ze gesto$¢ nie moze przekroczyé¢ wartosci maksy-

p(n) = €>0,

malnej, n < 1. W kontekscie modeli wzrostu komoérek ma to wymuszaé¢ warunek braku naktadania sig¢
komorek.

Modele ze swobodnym brzegiem Alternatywny makroskopowy opis wzrostu nowotworu zapew-
niaja modele z brzegiem swobodnym, ktére przyjmuja bardziej geometryczny punkt widzenia. W mo-
delach tych guz jest reprezentowany jako zalezna od czasu dziedzina Q(t) C RY, ktorej brzeg 9€(t)
ewoluuje zgodnie z lokalnymi warunkami mechanicznymi i biologicznymi. Ewolucja guza jest zatem de-
terminowana nie tylko przez réwnania zdefiniowane wewnatrz Q(t), lecz takze przez sam ruch brzegu,
ktory stanowi istotng cze$é¢ rozwiazania. Sformulowania z granica swobodna maja dluga historie w
matematycznym modelowaniu wzrostu nowotworow, siegajaca pionierskiej pracy Greenspana [36]; zob.
takze [311, [33] [49]. Zapewniaja one geometrycznie jawny opis ewolucji guza, uchwytujac zaréwno ogra-
niczenia mechaniczne wynikajace z upakowania komorek, jak i oddziatywania biochemiczne wynikajace
z obecnosci sktadnikéw odzywcezych.

Przyktadowo, model tego typu opisuje wzrost ci$nienia wewnatrz obszaru guza §(t) o stalej gestosci
komorek w nastepujacy sposob

Ap=yg(p,c), wQ(t),
p=0, na 99Q(t).

Stezenie sktadnika odzywczego ¢ = ¢(t, z) jest dane przez

Oic — Ac=—Xe, w Qt),
¢ = cp, w 0Q(t),
c(0) = co, na (0),

gdzie dane sa wartosci poczatkowe i brzegowe, wraz z poczatkowa dziedzing (0), a A > 0 oznacza
wspolezynnik konsumpcji sktadnikéw odzywezych. Dziedzina €(t) ewoluuje zgodnie z

V., =—=Vp-n na 9Q(t),

gdzie V,, oznacza sktadowa normalng predkosci brzegu, a n jest zewnetrznym wektorem normalnym.
Zakltadajac, ze sktadnik odzywczy jest wszedzie dostepny w wystarczajacej ilosci, stezenie to mozna
pominaé, co prowadzi do prostego, czysto mechanicznego modelu [11].

Klasyczne zagadnienie Hele-Shaw Podobnie jak w modelach opartych na gestosci, powyzsze
podejscie do modelowania tkanek ma duzy zwiazek z mechanika ptynéw. Przeplyw Hele-Shaw opi-
suje ruch lepkiego, nieicisliwego ptynu wtlaczanego pomiedzy dwie réwnolegte ptyty oddzielone waska
szczeling [54]. Pomijajac zaleznosé od kierunku pionego, poziomy przeptyw spetnia prawo Darcy’ego,

v =—Vp, divv=0 w Q(t),

gdzie Q(t) oznacza obszar zajmowany przez ptyn w chwili ¢. Na brzegu 0€)(t) ci$nienie jest stale (czesto
przyjmowane réwne zeru), normalna predkosé¢ interfejsu spelia V;, = —0yp, a przeplyw jest styczny
do nieruchomej zewnetrznej granicy ['oyier- Zaktadajac, ze obszar ptynu i jego brzeg moga by¢ opisane
przez

Q) = {l(x) <t}, 09t) = {t —{(z) = 0},

dla pewnej funkcji £ = £(z), problem Hele-Shaw mozna sformutowaé jako

Lz) =0, wQ0),
Ap=0, w Qt),

ot
=

Tomasz Debiec autoreferat



z warunkiem Ohp = @ na wewnetrznej granicy Dinner, gdzie @ jest staly szybkoscia, z jaka ptyn
jest wtlaczany do uktadu. Niech 2 oznacza caly dziedzine pomiedzy Dipner 1 Touter- Jak pokazano
w [30], powyzszy problem mozna przeformutowaé jako zalezna od czasu nieréwnosé¢ wariacyjna: znalezé
w(t) € HL(Q) takie, ze

/ V- V(v —w)ds > /(19(0) C 1) — w) e + /rmneer(v —w)do, VoeHLQ), (2)
Q Q

gdzie przez H}F(Q) rozumiemy te funkcje z H', ktore sa nieujemne p.w. w §2. Funkcja w jest powigzana z
ci$nieniem z pierwotnego sformutowania poprzez tzw. transformacje Baiocchiego. Podobna nieréwnosé
wariacyjna odgrywa kluczowa role w granicy niescidliwej dla rownania osrodka porowatego.

4.2 Granica Hele-Shaw dla réwnania osrodka porowatego

Rownanie osrodka porowatego (PME — porous medium equation) jest paradygmatycznym przykltadem
nieliniowego, zdegenerowanego réwnania parabolicznego. Ma postaé

o = An”, reR? t>0, (3)

gdzie k > 1 jest wykladnikiem dyfuzji. Dla & = 1 réwnanie sprowadza sie do klasycznego réwnania
ciepta, natomiast dla k > 1 degeneracja wyrazu dyfuzji w poblizu n = 0 wprowadza kilka charaktery-
stycznych cech. Najbardziej typowa wlasciwosciag PME jest skoriczona predkosé propagacji: rozwigzania
z poczatkowymi danymi o zwartym nosniku utrzymuja zwarty nosnik w czasie, patrz [58|. Jest to w
wyraznym kontrascie do réwnania ciepta, ktérego rozwiazania rozprzestrzeniaja sie natychmiastowo.
W konsekwencji pojawia sie przesuwajaca sie granica swobodna, oddzielajaca obszar {n > 0} od prézni
{n = 0}. Wprowadzajac zmienna ci$nienia

p= b, (4)
PME mozna zapisa¢ jako rownanie cigglosci z polem predkosci spetniajagcym prawo Darcy’ego,
on + div(nv) = 0, v =—Vp.
Dla zmiennej ci$nienia otrzymujemy nieliniowe réwnanie
o = (k — L)pAp + |Vp|*. (5)

Charakter paraboliczny réwnania dominuje tam, gdzie p > 0, natomiast w poblizu p = 0 réwnanie
zachowuje sie jak rownanie pierwszego rzedu d;p = |Vp|?. To mieszane zachowanie wyjasnia istnienie
przesuwajacego sie ze skoniczona predkoscia brzegu, napedzanego przez gradient cisnienia.

Warto zauwazy¢, ze rownanie osrodka porowatego (3) pojawia sie naturalnie w wielu kontekstach fi-
zycznych, np. w opisie przeplywu gazu izentropowego przez oSrodek porowaty, filtracji wod gruntowych
czy promieniowania cieplnego w plazmach. Jest ono réwniez naturalne w modelowaniu biomatematycz-
nym, poniewaz badania eksperymentalne wykazaty, ze motoryka komorek zalezy od lokalnej gestosci,
co uzasadnia stosowanie nieliniowych praw dyfuzji zamiast klasycznej dyfuzji liniowej [10].

Zagadnienie ,mesa” Jednym z kluczowych zagadnien w analizie PME jest zrozumienie jego za-
chowania asymptotycznego w granicy k — oo, tzw. niescisliwa granica. Wraz ze wzrostem k prawo
ci$nienia staje sie coraz bardziej sztywne, a rozwigzanie n rozwija ostre interfejsy, ktore oddzielaja
obszary nasycone od nienasyconych. Ta wlasno$é¢ graniczna taczy PME z klasycznym zagadnieniem
Hele-Shaw o swobodnym brzegu. Zagadnienie to siega lat 80. XX wieku [4}, 29] i od tego czasu przyciaga
duzg uwage. Rownanie PME mozna zapisaé¢ jako nieliniowe réwnanie dyfuzji

dn = div(Dg(n)Vn), Dg(n) = knF~1.
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W miare jak k — oo, wspotezynnik dyfuzji Dy(n) degeneruje w sposéb osobliwy:

0, n<l,
Dy(n) ~
oo, n>1.

Dla rozwigzania problemu Cauchy’ego z danymi poczatkowymi n'™ sugeruje to pojawienie sie obszaru,
w ktorym gesto$é graniczna ns, jest rowna 1 (w szczegdlnosci kazdy obszar, gdzie n'™ > 1, zapada
sie” natychmiast), oraz obszaru, w ktorym rozwiazanie pozostaje nieruchome (poniewaz wspolczynnik
dyfuzji zanika, gdy n < 1). Formalnie, rozwiazanie dazy wiec do niezaleznej od czasu granicy ne, =
Noo (), wykazujac obszary typu ,mesa” gdzie {n. = 1}.

To heurystyczne wyprowadzenie mozna sformutowaé precyzyjnie w nastepujacym sensie, dzieki
Caffarelliemu i Friedmanowi [12]. Wykorzystujac stynne oszacowanie Aronsona-Bénilana, pokazuja oni,
ze stabe rozwigzanie problemu Cauchy’ego zbiega w granicy k — oo do stacjonarnej gestosci granicznej
0 < noo < 1, ktora pokrywa sie z danymi poczatkowymi, jesli [|[n™"||p= < 1. Jeli natomiast ||n'®||pe >
1, to ny spelnia

1, x € A,

Peol) = {nm), ¢ A

gdzie zbior A (obszar typu ,mesa’) jest okreslony przez nieréwnosé wariacyjna rownowazna stacjonar-
nemu problemowi Hele-Shaw, podobnie jak w . W tym sensie PME stanowi regularyzacje modelu
Hele-Shaw, a granica k — oo odpowiada stanowi niescisliwemu.

Warunek wysycenia Z prawa ciS$nienia mamy
1
k — 1 k—1 k
np = T pk-t,

Poo(l — M) = 0.

co formalnie implikuje, ze

To fundamentalne ograniczenie oznacza, ze w obszarach o dodatnim ci$nieniu gesto$é¢ jest w pekni
wysycona, czyli {poc > 0} C {no = 1}. Réwnowaznie, oznacza to, ze poo € Px(Neo), gdzie Py jest

Pl = {{0}, ne0,1),
[0,00), n=1.

wykresem monotonicznym:

Ponadto, przechodzac do granicy k£ — co w réwnaniu ci$nienia , otrzymujemy
PocApec = 0,

co implikuje, ze Apo, = 0 na zbiorze (t) = {poo(t) > 0}, jak w klasycznym zagadnieniu Hele-Shaw.

Uwzglednienie proliferacji Gdy rownanie PME jest rozwazane na ograniczonym obszarze z nieze-
rowymi warunkami brzegowymi, problem graniczny staje si¢ niestacjonarny. Brzeg dziala jak zrodto,
a przesuwajacy sie front ewoluuje zgodnie z prawem Darcy’ego v = —0nhpoo, dajac klasyczny przeptyw
Hele-Shaw [34]. Inng sytuacja, w ktorej granica jest niestacjonarna, jest obecnosé wyrazow zrodtowych
bezposrednio w réwnaniu gestosci.

W kontekscie wzrostu guza, PME mozna rozszerzy¢ o wyraz proliferacyjny zalezny od ci$nienia,
modelujagcy narodziny i $mier¢ komorek. Popularny model, rozwazany przez Perthame’a, Quirdsa i
Vazqueza [52], ma postaé

on — div(nVp) = nG(p), p= i nh 1, (6)
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gdzie G(p) jest szybkoscia wzrostu spelniajaca
G'(p) <0, G(pg) =0,

przy czym pg oznacza ciSnienie homeostatyczne — poziom, powyzej ktorego proliferacja ustaje z
powodu hamowania kontaktowego. Rownanie dla cignienia w tym przypadku przyjmuje postaé

dip = (k= 1)p(Ap + G(p)) + |Vpl*.
Dla k — oo otrzymuje sie uktad graniczny

atnoo - Apoo = nooG(poo)a
Poo(APoc + G(poo)) = 0, (7)
Poo =0, 0<n, <1, poo(l_noo)zo

Drugie réwnanie w nazywa sie zazwyczaj relacjq komplementarnosci, rozszerzajac klasyczne wa-
runki Hele-Shaw na przypadek niezerowych wyrazow zrédtowych. Oznacza ono, Ze ci$nienie spelnia

rOwnanie eliptyczne

_Apoo(t) - G(poo(t))v w {poo(t) > 0}7
Poo(t) =0, na 9{poo(t) > 0}.

W obszarach, gdzie poo = 01 neo < 1 (tzw. mushy regions), gestosé ewoluuje zgodnie z rownaniem
OtNoo = NooG(0), prowadzac do wzrostu wyktadniczego az do osiagniecia nasycenia. Warto zauwazy¢, ze
z powodu obecnodci takich obszaréw nie jest oczywiste wyprowadzenie prawa predkosci dla swobodnego
brzegu guza 0{n. = 1}. Poniewaz gesto$¢ zmienia sie tam z wartosci 1 do wartosci ny, = nineG Ot

normalna sktadowa predkosci V;, jest dana wzorem

_ [Vpeol
1—np

Vo
To prawo predkosci zostalo najpierw sformutowane w [52], a nastepnie udowodnione w [43], 50].

4.3 Model mechaniczny z prawem Brinkmana

Alternatyws dla czysto algebraicznego opisu predkosci tkanki jest prawo Brinkmana, ktore uzupetnia
zaleznos¢ Darcy’ego o efekt lepkodci:
v =—-Vp+vAv, (8)

gdzie v > 0 jest wspodlczynnikiem efektywnej lepkosci. Ta postaé jest czesto interpretowana jako
regularyzacja prawa Darcy’ego i jest szeroko stosowana w mechanicznych modelach wzrostu nowo-
tworu [5, 26], 44 (53], 56, (9)].

Wskaza¢ mozemy dwa standardowe (i komplementarne) uzasadnienia poprawki Brinkmana w .
Po pierwsze, Allaire [2] uzyskuje prawo Brinkmana jako granice homogenizacji rownan Naviera-Stokesa
dla cieczy niescisliwej postawionych w dziedzinie perforowanej przez okresows sie¢ bardzo maltych prze-
szkod. Kluczowym pomystem jest wykonanie asymptotycznego rozwiniecia dwuskalowego dla predkosci
i ci$nienia oraz usrednienie po komoérce okresowej. Gdy rozmiar przeszkdd i ich wzajemna odleglosé
daza do zera w odpowiednio dobrany sposéb, interakcja lokalnego przeptywu Stokesa wokot przeszkod
generuje w makroskali nie tylko liniowy opér Darcy’ego, ale takze wyraz dyfuzji lepkosciowej. W tym
krytycznym skalowaniu, wiodaca predkosé¢ cieczy spelnia efektywne réwnanie w postaci , gdzie do-
datkowy wyraz zerowego rzedu wynika z nagromadzonego oporu wszystkich przeszkod. Jesli przeszkody
sa mniejsze (skala subkrytyczna), ich wplyw zanika wiodaco i w granicy otrzymujemy réwnania Sto-
kesa; jesli sa wicksze (skala superkrytyczna), wyraz oporu dominuje i pojawia si¢ prawo Darcy’ego
(czysto algebraiczna zaleznos¢ miedzy Vp a predkoscia) bez Laplasjanu.
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Jest to zgodne z drugim punktem widzenia, gdzie rownanie Brinkmana traktowane jest jako fenome-
nologiczna interpolacja miedzy przeplywem Stokesa (dominuje termin lepkosciowy, istotny w poblizu
granic lub w osrodkach o wysokiej porowatosci) a przeptywem Darcy’ego (dominuje opér od porowa-
tego szkieletu osrodka). Fizycznie, Laplasjan modeluje Scinanie lepkosciowe (efektywna lepkosé tkanki),
a wyraz zerowego rzedu modeluje opér macierzy pozakomorkowe;j.

Zaktadajac przeptyw potencjalny, v.= —VW  Perthame i Vauchelet [53] proponuja nastepujacy

model:
On — div(nVW) = n, G(p),

—VvAW + W =p, (9)

i badajg granice k — oo.

7 analitycznego punktu widzenia, operator eliptyczny —vA + Id dzialajacy na potencjal predkosci
W zapewnia dodatkows regularnos¢ przestrzenng. Utatwia to uzyskanie zwartosci predkosci i moze
by¢ korzystne przy przyblizeniach numerycznych [56]. Z drugiej strony, regularnosé cisnienia staje sie
znacznie bardziej subtelna. W szczeg6lnosci, nawet dla gtadkich danych poczatkowych moga pojawiaé
sie niecigglosci w cisnieniu, a standardowe oszacowanie Aronsona-Bénilana, typowe dla PME, nie jest
dostepne. Przechodzac do granicy w rownaniu dla cinienia zwigzanym z @, widzimy, ze dla k — oo
ci$nienie graniczne spelnia relacje komplementarnosci typu Hele-Shaw zmodyfikowang o efekty lepkosci.

Model (9) stanowi punkt wyjscia dla prac [BJ-[E|] w tej rozprawie, zaréwno w kontekscie granicy
niescidliwej k — oo, jak i $cistego otrzymania modelu Darcy’ego przy zaniku parametru lepkosci.

4.4 Aproksymacja nielokalna ukladow krzyzowo—dyfuzyjnych

Potencjal W, rozwigzujacy —vAW + W = p, mozna zapisa¢ w postaci rozwiazania podstawowego jako
W =K, *p, gdzie —vAK,+ K, = do.

Zatem model @ jest rownaniem nielokalnym, a poniewaz K,, — dg, przejscie do granicy v — 0 stanowi
przejscie nielokalne-do-lokalnego pomiedzy prawami predkosci Brinkmana a Darcy’ego. W tym sensie
pytanie, czy rozwiazania ukladu @ aproksymuja rozwigzania @, wpisuje sie w fundamentalny i
szeroko badany problem aproksymacji nieliniowych réwnan dyfuzji.

W ciagu ostatnich dekad powstala obszerna literatura ujawniajaca glebokie zwiazki miedzy réwna-
niami dyspersji nielokalnej a lokalnymi modelami nieliniowej dyfuzji. Prototypowym przyktadem jest
réwnanie agregacji

On = div(n VK¢ % n),

szeroko badane w kontekstach zachowan zbiorowych i uktadéw oddziatujacych czastek. Gdy jadro
interakcji K. staje sie coraz bardziej zlokalizowane, oczekuje sie, ze rozwiazania zbiegna do rozwiazan

Ogn = div(n Vg x n) = div(nVn).

Ta granica jest ewidentnie osobliwa — odzwierciedla przejscie od transportu do dyfuzji — i zapewnia
Scisty pomost pomiedzy mikroskopowymi mechanizmami interakcji a makroskopowym opisem konti-
nuum.

Po stronie analitycznej, uzyskano znaczace wyniki dotyczace przejécia nielokalne-do-lokalnego dla
jednogatunkowych réwnan dyfuzji. Wezesne deterministyczne aproksymacje czastkami pojawily sie
w [24], nastepnie rozwinieto je w [45], a w pelni §ciste dowody mozna znalezé¢ w |9, [14]. Te wysitki
osiagnety punkt kulminacyjny w bardzo niedawnej pracy Carrillo, Esposito i Wu [I13], ktora zapewnia
kompleksowy schemat nielokalnych aproksymacji ogélnych rownan dyfuzji zdegenerowanej. Charak-
terystyczng cecha tych podejsé jest wykorzystanie techniki podwdjnego wygtadzenia, pozwalajacej
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odtworzy¢ strukture dyssypacji entropii lokalnego réwnania granicznego.

Pomimo sukceséw, metody te napotykaja powazne ograniczenia przy rozszerzeniu na wielogatun-
kowe uktady krzyzowo-dyfuzyjne, szczegélnie takie bez autodyfuzyjnosci lub ze sprzezeniem poprzez
wspolne cignienie populacyjne (lub zawierajace wyrazy wzrostu), jak na przyktad

ont = div(a11 nMvn® 1 a9 n(l)Vn(2))
(10)
dn? = div(ag; nPVnM + agy nPvn?).

Istnieje tylko kilka wynikéw dotyczacych aproksymacji nielokalnej takich uktadow [9, 27|, dla szczegol-
nych sil interakcji a;; > 0. Ze wzgledu na swojg symetri¢ i stabg parabolicznosé, tego typu réwnania
krzyzowo-dyfuzyjne odgrywaja wazna role w modelowaniu uktadéw uwzgledniajacych efekt wyklucze-
nia objetosciowego (size-exclusion), polegajacy na tym, ze sktadowe maja skoriczony rozmiar i kon-
kuruja o dostepng przestrzen. Powyzsze wlasno$ci prowadza do charakterystycznych zjawisk, takich
jak segregacja i powstawanie ostrych interfejsow, i oznaczaja, ze rozwiazania zazwyczaj nie wykazuja
lepszej regularnosci niz wahanie ograniczone. Opracowano szereg narzedzi analitycznych do badania
istnienia i zwartosci dla tych uktadéw, w tym oszacowania typu Aronsona-Bénilana [8, 38, [40] oraz
argumenty dotyczace zbieznosci norm |39, 46].

4.5 Praca [A] — Tempo zbieznosci dla modelu Darcy’ego

Omoéwimy teraz wyniki uzyskane w pracy |A|, w ktorej ustanowiono tempo zbieznosci dla granicy
niescisliwej nieliniowych réwnan reakcji—dyfuzji typu osrodka porowatego. Wyniki tej pracy natural-
nie wpisuja sie w szersza tematyke niniejszej rozprawy, jaka jest badanie granic osobliwych taczacych
mechaniczne modele oparte na gestosci, z ograniczeniami na ciénienie, z ich nieécisliwymi odpowiedni-
kami. Nowos¢ pracy [A] polega na uzyskaniu ilosciowych oszacowan bledu w zaleznosci od parametru
scidliwosci w relacji cisnienie-gestos¢ — zagadnienia, ktére do tej pory pozostawalo w duzej mierze
otwarte. O ile granica niescisliwa (lub tzw. granica ,sztywnego cisnienia”) réwnan typu osrodka poro-
watego jest obecnie dobrze rozumiana w sensie jakosciowym — m.in. dzieki pracom [12, 43, 50, 52],
wspomnianym w Podrozdziale — o tyle niemal nic nie bylo wiadomo na temat tego, jak szybko
rozwiazania zbiegaja do granicznego problemu typu Hele-Shaw.
Ogolna postaé¢ rownania ewolucyjnego rozwazanego w tym kontekscie to

O — div(nVp) —div(nVV) =ng,  w (0,7) x RY, (11)

gdzie n = n(t,x) > 0 oznacza gestos¢ komorek, p = p(n) jest ciSnieniem, V = V (¢, z) jest zadanym
zewnetrznym potencjatem dryfu (reprezentujacym na przyklad ruch chemotaktyczny), a g = g(t, =)
jest tempem wzrostu. Zauwazmy, ze w poréwnaniu z ogélnym modelem (|1)) rozpatrujemy jedynie
przypadek liniowych wyrazow reakcji postaci ng(t, x), gdzie tempo wzrostu jest zadana funkcja czasu i
przestrzeni. Nadal dopuszczamy wyboér g = 0, co pozwala otrzymaé tempo zbieznosci dla klasycznego
mesa problem. Rozwazane sa dwie rodziny praw ci$nienia:

Prawo potegowe: pr(n) = n" 7,

Prawo zatloczenia: pe(n) =

a granica niescidliwa odpowiada, odpowiednio, granicom k — oo oraz € — 0.
Zalozenia i gtléwne wyniki W dalszej czesci skupimy sie na przypadku ci$nienia danego prawem

potegowym. Przypadek ci$nienia osobliwego jest w duzej mierze analogiczny i réznice oméwimy pdznie;j.
Przyjmujemy nastepujace zalozenia strukturalne dla réwnania :
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e Dane poczgtkowe. Rozwazamy ciag (n}ﬁn) % nieujemnych funkcji catkowalnych taki, ze istnieje ni%
oraz zbior zwarty K C R?, dla ktérych

it =i, w LR,

supp(ni?) € K, dla kazdego k,

. E
p" = 1 (niM* € L®(R?Y), jednostajnie wzgledem k.

e Potencjal dryfu. Potencjal V' = V (¢, x) spelnia nastepujace oszacowanie
1
D?*V > <)\ + 2AV> Iy, dla pewnego A € R, (12)

gdzie I; oznacza macierz jednostkowa rozmiaru (d x d). Warunek ten jest w szczegdlnosci spet-
niony, gdy drugie pochodne V s ograniczone: jesli D?V jest ograniczona z dohu, a AV jest
ograniczony z gory, to zachodzi.

o Wyraz reakcji. Tempo wzrostu g = g(t, z) spehia
g+ € L¥((0,T) xRY), Ag >0,

gdzie g4 := max(0, g) oznacza czes¢ dodatnia funkcji. Inne, nieréwnowazne zalozenia moga za-
stapi¢ hipoteze subharmonicznodci. Przyktadowo, mozna natozy¢ warunek

(Ag)_ € L=(0,T; LY*(RY)) lub Vg e L®(0,T; LY (RY)).

Kazde z tych zalozen umozliwia zastosowanie odpowiednich nieréwnosci funkcyjnych do kontro-
lowania wyrazéw pochodzacych od cztonu wzrostu.

Przy powyzszych zalozeniach istenieja stabe rozwiazania réwnania takie, ze ny, pr € L>(0,T; L'N
L>®(R%)), jednostajnie wzgledem k. Ponadto, dla kazdego t > 0 istnieje zbior zwarty K(t) taki, ze
supp(px(t)) C K(t). Korzystajac z tych wlasnosci mozemy udowodnié¢ nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1 (Tempo zbieznosci w H_l). Niech d > 3. Przy powyzszych zatozeniach istnieje gra-
niczna gestosé ne, € C([0,T); LY(RY)) taka, ze

p () = 10 (0)| 1 gy S VTR 4 |0 =0 - gy
€lo,

Przez H—'(R%) oznaczamy przestrzen dualng do jednorodnej przestrzeni Sobolewa H'(RY) dystrybu-
cji temperowanych, ktérych gradient jest catkowalny z kwadratem. W warunkach wyzszej regularnosci
mozemy wykorzystaé powyzsze twierdzenie do wyprowadzenia tempa zbiezno$ci w przestrzeniach Le-
besgue’a. W tym celu zauwazmy, ze réwnanie posiada wtasnos$é propagowania regularnosci w
przestrzeni BV.

o Regularnosé w BV . Przyjmijmy nastepujace dodatkowe zalozenia
np € BV(RY), A(nph)* € L'(RY),

oraz

ID?V || oo 0.7y xra) + IV VI oo (0,1 xRy + IVAV ([ L1 0.7y xRy < C-

W tej sytuacji mozna pokazaé, ze ciag rozwiazan (ny)r jest jednostajnie ograniczony w przestrzeni
L>=(0,T; BV (R?)). Wowczas mozemy wykazac, ze:
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Twierdzenie 2 (Tempo zbieznosci w L4/3). Zatozmy dodatkowo jednostajne oszacowanie gestosci w
przestrzeni L>=(0, T; BV (RY)). Wéwczas zachodzi

1.

sup [ (t) = noo ()| pasamay S TV R4+ I —

mn 1/2
nooH T—1(Rd)"
t€[0,T] H=H(RY)

o —a in in |2
sup () = no (1) | oty S TP kW) 4 [l = nl 370
t€[0,T]

dla 1 < p < oo, gdzie

a(p) =

{1/4, gdy p € [1,4/3),
1/3p, gdy p € [4/3,00).

Twierdzenie [2] jest prostym wnioskiem z Twiedzenia 1| oraz ponizszej nieréwnosci interpolacyjnej,
wykazanej w [17, [18],
1£1 < C(d) |13y 1711552
LA/3(RA) = BV (R4) H-1(R9)"

Woweczas, tempo zbieznosci w LP wynika z zalozenia o jednostajnie zwartym nosniku dla p < 4/3 oraz
z interpolacji z jednostajnym oszacowaniem w L dla p € (4/3,c0).

Kluczowa wlasnoscia granicy k — oo jest tozsamo$¢ wysycenia poo(l — noo) = 0. Wynika ona w
prosty sposob z definicji ci$nienia, py = %ni‘l, pod warunkiem, ze ciagi (ng)x oraz (pg)r sa silnie
zbiezne. Ciekawym produktem ubocznym naszej metody dowodu Twierdzenia [I] jest to, ze mozemy
wyprowadzié¢ te tozsamosé przy uzyciu jedynie stabych topologii.

Twierdzenie 3. Istnicje funkcja pso € L¥((0,T) x RY) taka, ze, z doktadnoscig do podciggu, py. zbiega
do poo *-stabo oraz tozsamo$é

Poo(l = Me) =0

jest spetniona prawie wszedzie w (0,T) x RZ.

Omoéwienie wczesniejszej literatury Pierwszy ilosciowy wynik zbieznosci dla rozwigzan réwna-
nia w granicy k — oo zostal uzyskany w pracy [I] (w przypadku g = 0). Autorzy wykorzystuja
interpretacje ewolucji jako przeplywu gradientowego w metryce 2—Wassersteina oraz przyblizaja roz-
wigzania za pomocu schmatu JKO. Wyprowadzaja oni tempo zbieznosci dla aproksymacji w czasie
dyskretnym, a w efekcie otrzymuja wielomianowe tempo zbieznosci na poziomie ciaglym:

sup Wa(ng(t), noo(t)) < C(T) k™24,
t€[0,T]

Ten wynik wymaga, aby potencjal V' = V(z), zalezny tylko od przestrzeni, spelnial nastepujace wa-
runki regularnosci i wypuktosci: istnieje A € R taka, ze

D2V > A, inf V(z) =0, AV || oo (ray < C.
z€R4

Ponadto, wymagaja oni aby dane poczatkowe mialy skonczong energie, [ Vnl™ < oo, oraz drugi mo-
ment.

Chociaz réwnanie nie jest przeptywem gradientowym w przestrzeni H~!, nasze podejscie do-
puszcza obecnosé liniowych cztonéw reakeyjnych postaci ng(t, z) — w tym niekonserwatywnym przy-
padku nie mozna stosowaé teorii Wassersteina. Ponadto, poniewaz pracujemy bezposrednio na poziomie
ciagltym, dowod naszego wyniku jest istotnie prostszy niz w pracy [I].

Podobna strategia jak w [I] zostala nastepnie rozszerzona na przypadek nielokalnego potencjatu
oddziatywania: w pracy [19] czton div(nVV') zostaje zastapiony przez div(nVN xn), gdzie N oznacza
potencjal newtonowski. Autorzy uzyskuja wielomianowe tempo zbieznosci rzedu k=144 Niedawna
praca [2I] omawia pewne ulepszenia naszych wynikow z |A|, przede wszystkim w zakresie zalozen
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12 jedno-

strukturalnych. W szczegblnoséci wyprowadzaja oni tempa zbieznosci tego samego rzedu k~
rodne w czasie oraz bez zalozenia zwartego nosnika danych poczatkowych. Ich podejscie jest zblizone
do naszego w tym sensie, ze — mimo iz pracuja w metryce Wassersteina — bezposrednio obliczaja

ewolucje czasowa Wa(ng,,ng, ), zamiast korzystac z dyskretyzacji czasowych.

Strategia dowodu Niech d > 3. Kluczowym pomysltem stojacym za dowodem Twierdzenia (1] jest
obliczenie pochodnej czasowej roznicy |[ng, (t) — ng, (t)”H_l(Rd) dla 1 < k1 < ko oraz wyprowadzenie
nierownosci typu Gronwalla. To bezposrednie podejscie prowadzi do zaskakujaco prostego dowodu
naszego gtéwnego wyniku, dzieki strukturze dyfuzyjnej rozwazanego problemu.

Doktadniej, niech ¢; := N % ng,, gdzie N oznacza potencjal newtonowski (rozwigzanie fundamen-
talne réwnania Laplace’a w RY). Wowezas, poniewaz nyg, € L'(RY) N L (RY), mamy V; € L?(R9).
Ponadto V; reprezentuje potnorme H ! funkcji N, :

I (Ol -1 gty = [V60(8) 2.
Rozwazmy teraz réwnanie
at(n’ﬂ - nkQ) = A(”ii - n:;) + diV((nlﬁ - nk2>vv) + (nk1 - nkz)g'

Po pomnozeniu przez p; — @2 otrzymujemy

1d

5& R ‘VSOI — V(PQ‘Q dx = /Rd(n]]:i — n:;)(nkz — nkl)d$

_ /Rd(nkl — nkQ)V(gol — QOQ) -VVdz (13)

+/Rd(nk1 _nkz)((pl - 902)9(133'

Zaltozenia poczynione wzgledem g oraz V gwarantuja, ze dwa ostatnie czlony moga zostaé¢ sprowa-
dzone do identycznego cztonu jak po lewej stronie nieréwnosci. Wynika to ze standardowych narzedzi
analizy funkcjonalnej, takich jak nieréwnosci Gagliardo-Nirenberga czy Sobolewa. Informacja o tempie
zbieznosci jest zawarta wylacznie w operatorze dyfuzji. Dla uproszczenia zalézmy, ze ny, < 1. Wowczas

[ ok = ks = ) o= [ (bt = )l = 1)+ (1= ) do
Rd

1 1
< — N, dr + — Ny dz,
kl Rd k'Q Rd
gdzie uzylismy elementarnej nieréwnosci s*(1—s) < %s dla s € [0, 1]. W konsekwencji, dzieki wspolnym
oszacowaniom w L>(0, T; L' (R%)), z wnioskujemy nastepujace oszacowanie

1d

th/ Vo1 — Vg02]2dm < C(]{;l_l 4 k2—1) + C/ IV — Vg02|2d:c.
R4 R4

Stosujac lemat Gronwalla, biorac pierwiastek kwadratowy po obu stronach nieréwnosci oraz przecho-
dzac do granicy ke — 00, otrzymujemy tempo zbieznosci zapowiedziane w Twierdzeniu

Odnotujmy jeszcze, ze przypadek d = 2 rowniez moze zostaé¢ objety powyzsza strategia (prowadzac
do tych samych temp zbieznosci); jednakze nie mozna w ogolnosci zagwarantowaé, ze V¢; nalezy do
L?(R%). Dla uproszczenia pomijamy tutaj szczegoty i odsytamy do pracy [A].

Przypadek ci$nienia singularnego Jak zaznaczono wczesniej, w pracy |A| mozemy réwniez roz-
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patrywaé domkniecie rownania (11]) osobliwym prawem cis$nienia postaci

En

ktore czesto pojawia si¢ w modelach ruchu ttumu oraz wzrostu tkanek. W tym przypadku p.(n) wy-
musza gorne ograniczenie n. < 1 na gestos¢ nawet dla dodatnich € > 0. Z tego powodu nie wymagamy;,
aby dane poczatkowe miaty wspolnie zwarty nosnik. Co ciekawe, pomimo odmiennego jakosciowo cha-
rakteru tego prawa cisnienia, w granicy € — 0 mozna wyprowadzi¢ bardzo podobny problem typu
Hele-Shaw. W istocie, czton dyspersyjny w mozna przepisa¢ w postaci

. £s
div(neVp:) = AH:(n:), H(s):= T s + elog(1 — s).

Dzieki tej strukturze mozemy zastosowaé rozumowanie analogiczne do przedstawionego powyzej, aby
wykazaé tempo zbieznosci rzedu co najmniej /¢ w normie H !

4.6 Praca [B] — Niescisliwa granica dla dwugatunkowego modelu Brinkmana

W niniejszym podrozdziale przedstawiamy wyniki pracy |B], ktorej gtéownym celem jest analiza granicy
niescidliwej dla modelu dwugatunkowego sprzezonego poprzez prawo Brinkmana. Dokltadniej, rozwa-
zamy nastepujacy ukltad réwnan opisujacych ewolucje dwdch gestosci populacji n,(;) = n,(fl)(t, x) oraz
n,(f) = n,(f) (t,x):

o) — div(nvy) = nl GO (py),

2 — (12 9W,) = nf? G ) "
gdzie Wy, spelnia rownanie Brinkmana
—vAW, + Wy = pg, (15)
a cisnienie zadane jest prawem potegowym
PE = % n,f*l, ng 1= n,(cl) + n,(f). (16)
Zakladamy, ze funkcje wzrostu G, i = 1,2, posiadaja nastepujace whasnosci:
e regularnosé: G e CY(R)
e monotonicznoéé: 3pG(i) < —a <0, dlapewneja>0; (17)

e ci$nienie maksymalne: max GY(Py) =0, dla pewnego Py > 0.
=1,
Sa to standardowe zalozenia, ktore przyjmiemy rowniez w pracach [B|-[E|. Parametr v > 0 jest usta-
lony i opisuje lepkosé¢ tkanki, jak wyjasniono w podrozdziale [£.3] Wreszcie, uklad jest wyposazony w
nieujemne dane poczatkowe n,(;)’m > 0, ktore sg jednostajnie ograniczone w L' (R%) N L>®(R%). Ponadto
zaktadamy, ze ciSnienie poczatkowe nie przekracza ci$nienia maksymalnego:

i k in in k=1
PR = - <n,(€1)’ + n,(f)’ > < Py.

Ostatni warunek gwarantuje, ze to samo ograniczenie jest prawdziwe w dowolnym pdZniejszym czasie
— wynika to z zasady maksimum dla réwnania ci$nienia. W konsekwencji rowniez gestosci sa wspoélnie
ograniczone w L (0, T; L= (R%)).

Glowny wynik Rezultatem pracy [B| jest wykazanie, ze dowolne stabe rozwiazanie (nl(cl), n,(f), Piy W)
powyzszego ukladu Brinkmana zbiega silnie (z doktadnoscia do podciagu) przy k — oo do granicy
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( 1 2

N s Moo 5 Poos Woeo), KtOra jest rozwiazaniem ponizszego uktadu:

on) — div(inDVWa) = n® GO (ps), i=1,2,

~VAWoo + Woo = Poc (18)
Poo (Moo — 1) =0, Neo = nglo) + ng),
z relacja komplementarnosci
oo (Wee = poo + 1m0 G0 (poc) + 10 (o) ) = 0. (19)

Pierwsze réwnanie w spelnione jest w sensie dysterybucji, podczas gdy pozostate sa prawdziwe
prawie wszedzie w (0,T) x R Mowiaé bardziej Scisle, dowodzimy nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 4 (Granica niescisliwa). Dla k > 1 niech (ng), ng), i, W) bedzie stabym rozwigzaniem

(1),in nl(f),in)

dwugatunkowego modelu Brinkmana z warunkiem poczgtkowym (n, . Zatozmy, ze

a0 p @i silnie w LL(RY),

dla pewnych funkcji n(oio)’m € L' RYHNL®(RY), i = 1,2. Wéwczas istniejqg funkcje nEQ oraz pso nalezqce
do L>(0,T; L' (R%) N L=(RY)) takie, ze

ng) — 0, silnie w L' (0, T; LL (RY)),
Dk — Poo, Silnie w LI(O,T; LIIOC(Rd)).

Ponadto,
Wi = Wao  silnie w LY(0, T I/Vli’cq(Rd)), 1<q< oo,

gdzie Woo = K, % poo (a K, 0znacza rozwigzanie podstawowe réwnania Brinkmana w R?). Wreszcie,
. 1) (2 S .
czworka (ngo),nf)o), Poos Weo) spetnia réwnania (18) oraz ((19)).

Nowosé i porownanie z literatura Twierdzenie [4] ustanawia Sciste powiazanie pomiedzy opisem
dynamiki dwoch populacji ng) a geometrycznym modelem o swobodnym brzegu typu Hele-Shaw. Blisko
spokrewnione modele bytly szeroko badane w literaturze. Najbardziej bezposrednio nasz wynik rozszerza
analize granicy niescisliwej z [44] 53] na przypadek wielu oddziatujacych gatunkow; zob. takze [51] dla
modelu z aktywnym ruchem.

Podobnie jak w , w powyzszych pracach pole predkosci spelnia prawo Brinkmana. Nastepnie
model zostal rozszerzony na predkosci spelniajace $cisliwe rownania Naviera-Stokesa, uwzgledniajac
liniowy czton wzrostu i ci$nienie typu potegowego [57]. W tym ujeciu autorzy dowodza granicy nie-
scisliwej. Jednakze specyficzna liniowa struktura cztonu wzrostu pozwala im potaczy¢ jedynie staba
zbiezno§é cidnienia z silng zbieznoscia gestosci. Pierwsza jest uzyskiwana poprzez renormalizacje i
przyciecie, natomiast druga wynika z nielokalnego kryterium zwartosci. W tym zakresie nasze podej-
Scie zasadniczo sie rézni, poniewaz musimy wykazaé silna zwartosé cisnienia, aby uwzglednié nieliniowe
funkcje wzrostu G(p), pamietajac przy tym, ze ci$nienie generowane jest przez sume dwoch gatunkow,
a nie jedyna gestosé.

Blisko spokrewniony uktad dwugatunkowy, ale bez proliferacji i ze stacjonarng wersja réwnania
Naviera-Stokesa zamiast prawa Brinkmana, byl analizowany w [7]. Nowos¢ ich podej$cia polega na
uwzglednieniu dodatkowego cztonu tarcia, ktéry wymaga delikatnej analizy. Dowdd przebiega w dwoch
etapach: najpierw wykazujg stabilnos¢ stabo-ciagows za pomoca nielokalnego kryterium zwartosci, po-
dobnie jak w metodzie stosowanej w |B]; nastepnie konstruuja rozwiazania przyblizone we wspoltrzed-
nych Lagrange’a i stosuja odpowiednia regularyzacyje. Usuwajac ja, otrzymuja ostatecznie rozwiazanie
w zmiennych Eulera. Niemniej jednak, w tej pracy nie rozwazano granicy niescisliwej; uwaga skupiona
byta wytacznie na istnieniu stabych rozwiazan.
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Sprzezenie dwoch réwnan dla poszczegdlnych gatunkéw poprzez prawo Brinkmana, napedzane teraz
przez wspdlne cisnienie populacyjne, zasadniczo zmienia zachowanie uktadu, a strategia sformutowania
kinetycznego zastosowana w [53] nie moze by¢ bezposrednio uzyta. Inne podejscie jest mozliwe w
przypadku jednowymiarowym. Nasz argument w [22] opiera si¢ na jednorodnych ograniczeniach BV
dla kazdego gatunku. W rezultacie jesteSmy w stanie wykaza¢ zwartos¢ nieliniowej rodziny (¢ (pr))x
ci$nienia, gdzie ¢, — Id gdy k — oco. To ostatecznie wystarcza, aby wyprowadzié silng zbieznosé samego
ci$nienia. Niestety, tatwo zauwazyé, ze podejscie BV zawodzi w wyzszych wymiarach, co wymaga
zastosowania nowych technik, aby rozszerzy¢ nasz wynik poza jeden wymiar przestrzenny.

Nawet w przypadku Darcy’ego, czyli gdy v = 0, charakter ukltadu powoduje istotne trudnosci
analityczne [8] 15 38]. Tutaj mozna ostatecznie wywalczy¢ troche wyzsza regularnosé cisnienia, ktora
jest wystarczajaca, aby zapewni¢ silng zwartosé gradientu. Podobne trudnosci pojawiaja sie réwniez,
gdy ci$nienie nie jest dane prawem potegowym, lecz wybucha przy skoriczonym progu [16, 23]. Wspolna
cecha tych prac jest szczegbtowa analiza réwnania spetnianego przez ci$nienie populacyjne, co umozliwia
dowod istnienia rozwigzan wraz z jednorodnymi oszacowaniami wzgledem parametru sztywnosci k.

Glownym wktadem pracy [B] jest potaczenie technik opracowanych dla przypadku jednego gatunku
w dowolnych wymiarach przestrzennych z tymi dla przypadku dwugatunkowego w jednym wymiarze.
W potlaczeniu z nielokalnym kryterium zwartosci wprowadzonym w |3}, [6] daje to niezbedna zwartosé
do przeprowadzenia niescidliwej granicy.

Glowne kroki dowodu Nasza strategia jest nastepujaca. Rozniczkujac w czasie i korzystajac
z réwnan ciaglosci , wyprowadzamy réwnanie na ci$nienie

k _
Opr — Vi - VW, =

v

1
P (Wi = pic+ v GO (i) + (1 =) G (pr) ) (20)

gdzie r, = n,(:) /ni oznacza odsetek populacji. Choé¢ prawa strona jest jednostajnie ograniczona w
LY((0,T) x R?) (co samo w sobie stanowi jedno z gléwnych technicznych oszacowan), to takie ograni-
czenie jest niewystarczajace dla standardowych metod zwartosciowych. Mowiac ogdlnie, idea stojaca
za podejsciem kinetycznym polega na przejéciu do granicy w w sensie miar oraz analizie miary
defektu wynikajacej z prawej strony réwnania. Jest to trudne, poniewaz nieliniowosci zawieraja czyn-
nik r; (ktory nie wystepuje w przypadku jednego gatunku). Adaptacja techniki zastosowanej przez
Perthame—Vauchelet [53] bylaby jednak mozliwa gdyby utamek populacji zbiegal silnie. To z kolei by-
toby gwarantowane przez silng zbieznosé poszczegblnych gestosci nl(f) — co zatem musi stanowié¢ nasz

pierwszy krok.

Zwartos¢ gestosci W tym celu stosujemy nielokalne kryterium zwartosci wprowadzone przez pare

Belgacem—Jabin [3] i dalej rozwiniete przez pare Bresch—Jabin [6]. Jest ono rownowazne klasycznemu
kryterium Kotmogorowa; jednak zamiast kontrolowaé¢ przesuniecia przestrzenne, kontroluje sie splot z
odpowiednim osobliwym jadrem. Méwiac doktadniej, niech

¢(2)
Kn(z) = ——"%—7,
M R
gdzie ¢ € C2°(R?) jest nieujemna oraz radialnie malejaca, ¢ = 1 na B1(0) oraz supp ¢ C Bo(0). Mozna
wowcezas wykazaé nastepujace kryterium: jesli ciag (ue)e, ograniczony jednostajnie w LP(R?), spelnia

lim Tim sup |log 4|~ / Kn(x — 1) ue(z) — ue(y)P dzdy = 0, (21)
h—0 /300 R2d
wowczas ciag (ug)e jest zwarty w L (R?). Odwrotnie, jesli ciag (ug), jest zwarty (globalnie) w LP(RY),
to spelniona jest granica w .
Jak po raz pierwszy wykazano w [3], kryterium to stanowi potezne narzedzie w analizie liniowych i
nieliniowych réwnan ciagtosci: zakladajac, ze dane poczatkowe sg zwarte, oblicza sie ewolucje czasowq
catki w , prowadzac do nieré6wnosci Gronwalla. Ponizej przedstawiamy krotki zarys gtownych kro-
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kéw wymaganych w naszym przypadku.

Korzystajac z réwnania (1) dla gestosci n\”), obliczamy
aufn (@) = ) ()| + dive (~VWa(@) | (@) — 0 (1))
+ div, (~VWi(y)[nf (@) - nf) (y)()
5 (AW (@) + AW()|nf (@) = 1 (W) (22)
(AWi(@) = AW(y) (n} (@) + i (v) ) sien (nf) (@) = (9))

" ( v @GD (@) = 0 )G (pr(y)) )sign (n (@) = () ).

Mnozac przez jadro Kp(z — y), catkujac wzlgedem z i y, oraz uzywajac symetrii, otrzymujemy

d ol @y @)
G oo e =)0 @) = )]y
—— [ VK@ —y) - (VWi(2) = VWi(y))|nf (@) = ()] dedy
R
=2 [ Kl = ) AW () [ ) — i ()] d dy (23)

+2 /R L (e =) (AW () — AWy (y))nd) (g;)sign<n§j> (2) —n(y )> dedy

+ | Knlw =) (nf) @G (@) = 0 (1) GO (r(w)) )sign (n (@) = nf () ) de dy.
R2d

Sa teraz dwie zasadnicze trudnosci: oszacowanie ostatnich dwoch wyrazéw oraz oszacowanie ,komuta-
tora” zawierajacego VK. (Odnotujmy, ze drugi wyraz po prawej stronie jest prosty, gdyz AW jest
jednostajnie ograniczony.) Zacznijmy z tym drugim.

Gdyby pole predkosci byto jednostajnie lipschitzowskie, to komutator mozna by oszacowaé bezpo-
$rednio przez

Lin(V) [ Kata = )|nf’(@) = )] do

i ten wyraz stanowilby czesé nieréwnosci Gronwalla. Poniewaz nie dysponujemy taka regularnoscia,
musimy zastosowaé bardziej wyrafinowane oszacowania, aby poradzi¢ sobie z tym czlonem. W tym
celu wprowadzamy wage transportowa vy, spetniajaca rownanie dualne

Oy, — Vg - VW, = —ABy v, vE(0,2) =1, (24)

gdzie By jest wyrazem tlumiacym, ktéry wybierzemy poézniej, a A > 0 jest duzym parametrem. Za-
uwazmy, ze 0 < v, < 1.

W zwigzku z tym modyfikujemy obliczenia prowadzace do (23)), mnozac réwniez przez (vg(x)+
vk(y)). Konsekwencja wprowadzenia takiej zaleznej od czasu wagi jest to, ze w rownaniu pojawia
sie dodatkowy czton

o =) @) = ) )| Gron(@) = IWi(e) - V() de dy. (25)
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Wracajac do komutatora, zapisujemy teraz

[ VKb =) (VW) = VW) nf] (@) = ()]ve() d dy

S [ Kone = 9) (Do VW) + Diay TWi () g (@) = 1 ()| ox() da dy

(26)
S [ K EIDLTWL) = DLy TW(- + 2o 0

+ | K =)Dy VW@l () = i (v) [vk() de dy.

Uzylismy tutaj najpierw nieréwnosci
u(z) = u)| S |z — yl(D)z—yju(z) + Dig—yju(z)),

gdzie
1 |Vu(z + z)|

Dsu(z) := Er=

= - dz;
0 Jyz1zs

a nastepnie dodalismy 1 odjelismy odpowiedni wyraz, aby uzyskac réznice D), _,| VIV (y) =Dy VW (x),
i ostatecznie zastosowaliémy nieréwnosé Cauchy’ego-Schwartza. Czlon penalizacyjny w jest wy-
brany tak, aby dla dostatecznie duzego A ostatni czlon w zostal wchloniety przez . Wykorzy-
stujac odpowiednie oszacowania typu square-function mozna wykazaé, ze pozostaly czton jest rzedu
| log h|1/ 2. Pomyst zastosowania wag zostal po raz pierwszy wprowadzony przez Brescha i Jabina [6] w
kontekscie rownan Naviera-Stokesa dla cieczy $cidliwej.

Oszacowanie ostatnich dwoch wyrazéow po prawej stronie jest nieco prostsze, jednak wymaga
dodatkowego pomystu, aby domknaé¢ wszystkie oszacowania. W szczz)egélnoéci wydaje sie, ze niemoz-

(2

liwe jest bezposrednie uzyskanie zwartosci poszczegélnych gestosci ny,”. Zamiast tego musimy rozwazac
propagacje zwartosci dla n,(cl), n,(f) oraz nfﬂl) + n,(f) jednoczesnie. Ze wzgledu na nieliniowg strukture ci-
$nienia (ktore jest funkcja catkowitej gestosci populacji), podejscie to umozliwia uzyskanie korzystnych

zniesieri. Na przyktad, korzystajac z prawa Brinkmana, mozemy zapisaé¢

(AWi(w) — AWi(y)ng (@)sien (nf (2) = 0 (1)) S (W) = W) + v Ipe(e) = pey) o} (@),

i nie mamy zadnej kontroli nad wyrazem zawierajacym réznice cisnien. Z drugiej strony, przy wypro-
wadzeniu réwnania dla catkowitej gestosci otrzymujemy wyraz

(AW(z) — AW (y))ne(z)sign(ng(z) — nk(y)) = (wyraz z W) — v~ pr(z) — pe(y)Ine(z),

gdzie wykorzystujemy fakt, ze ci$nienie ma ten sam znak co gestos¢. Gdy dodamy zatem wszystkie
trzy oszacowania, problematyczny czlon znika.
Ostatecznie otrzymujemy nastepujaca wlasnosé gestosci:
lim limsup |logh|™! / Kn(z —y) n](j) (x) — ng) (y)| (vg(z) + vi(y)) dedy = 0.
h—=0  k—co R2d
Nie jest to jeszcze wystarczajace do stwierdznia zwartosci, gdyz pod catka mamy wagi. Ich usuniecie

jest mozliwe, poniewaz jesteSmy w stanie kontrolowaé¢ miare zbioru gdzie waga jest mata. Dokladniej,
mozna wykazaé, ze

n,(j) (z)|[log vk (x)|dz <

H:p e R : uy(x) SUH <

= |logn| Jgd |log n|’

gdzie ostatnia calka jest jednostajnie ograniczona dzieki dualnej naturze réwnan na n,(f) oraz vy (zob.
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Proposition 4.5 w [B]). Rozkladajac dziedzing R?? w odpowieni sposob otrzymujemy teraz

limsup |logh|™? /R?d Kn(z —y) ‘n,(;)(:c) - n,(;)(y)‘ dzdy

k—o0

1 ; ; 1
< = limsup |logh|™* / Kn(z — ’n(z) z) —n¥ ’ vg(z) + v dedy + ———
Htimau [loghl™ [ Kie =) o) — ) 0)] (o) + on(o) ey +

n |logn|”

1/2

Poniewaz w(h) — 0 przy h — 0, to wybér n = w(h)'/* gwarantuje, ze oba wyrazy znikaja przy h — 0.

Zwartos¢ ci$nienia i sformulowanie kinetyczne Wréémy teraz do réwnania na ci$nienie (20) i wpro-

wadzmy oznaczenie

Qi = Wi — pi + vriGY (pg) + v(1 = 1) G (1)
Wtedy po prawej stronie rownania mamy wyraz v~ (k — 1)prQp. Z oszacowania a priori wiemy,
ze prQr — 0 silnie w L1((0,T) x R%). Z drugiej strony,
peQr =0 < pp=0 lub Q, =0,
a drugi warunek jest rownowazny z
pr = Hp (Wh),
gdzie rodzina funkeji H, (W) jest zdefiniowana przez

-1

H (W) = [Id —rGO() =1 - 1GP O W),

Sugeruje to, ze jedyna przeszkoda dla silnej zwartosci sa oscylacje pp wokot dwoch wartosci pp =~
0 oraz py ~ H, (Wy). Wykorzystujac lokalne silne zbieznosci ry oraz W, mozemy wywnioskowac,
ze te oscylacje nie moga utrzymaé sie w granicy (w przeciwnym razie warunek prQr — 0 zostalby
naruszony).

Aby $cisle przeprowadzi¢ ten program, wprowadzamy funkcje kinetyczna

Xk (s 3€) = Lioce<py(ta))s

i wybieramy podciag, taki ze xx zbiega x-stabo w L* do pewnej funkeji granicznej x(t, z; ). Wyko-
rzystujac silna zwartosé rp oraz Wy, wraz z ograniczeniem pg|Qr| < 1/k, pokazujemy, ze wszystkie

dopuszczalne stabe granice sg postaci

S(pr) = S(0)(1 = f) + S(Hro. (Wee)) f, (27)

dla pewnej funkcji mierzalnej f spelniajacej 0 < f(Z,x) < 1. Poniewaz dla dowolnej gladkiej funkcji S

mozemy napisaé
S = 50) = [ S'€) (e de
wynika stad, ze
Xt 2:8) = f(t, 2) Loce<H, 40y (Weo (b:2))}- (28)
W szczegolnosci, biorac S(p) = p, otrzymujemy identyfikacje
Poo (t7 .%') = f(t, x>Hroo(t,x) (WOO(tv x))? (29)

gdzie pso jest x-stabg granica py.
Pozostaje jeszcze scharakteryzowaé funkcje f. W tym celu, z réwnania wyprowadzamy, ze Xk
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spetnia rownanie:

. W, — 1 [*°
Orxr — div(xe VIWg) + xa ky s _ y/5 Xk(t, z3n) dn = py,
gdzie
k—1
pr(t,;§) = ” PeQk Ofe—p, }-

Miary uy sa jednostajnie ograniczone w przestrzeni skoriczonych miar Radona. Mozemy teraz przejsé
do granicy k£ — oo w powyzszym réwnaniu i, korzystajac z 7 wywnioskowaé nastepujace rownanie
na f
1—
Ouf =V - TWao = i XHr, (W) L 20,

gdzie p jest stabg granicg py w sensie miar dodatnich. Teraz wykorzystujemy strukture transportowa
ostatniego rownania, argumentujac, ze nosnik pi propaguje sie wzdtuz przeptywu generowanego przez
—VWj. Fakt ten, w polaczeniu z silng zbieznoscia przeptywu, pozwala nam stwierdzi¢, ze f = 1y, <o}
Ta identyfikacja, wraz z i , wystarcza do wydedukowania silnej zbieznosci pr, w L ((0,T)xR%).

loc

4.7 Praca [C] — Brinkman—to—Darcy

Przedstawimy teraz wyniki pracy |[C|, w ktorej udowadniamy, ze dwugatunkowy uktad Brinkmana,

wprowadzony w pracy [B], stanowi dobre przyblizenie dwugatunkowego modelu Darcy’ego, podobnego

do tego analizowanego w [A]. Skupiamy sie na przypadku liniowego ci$nienia p(n) = n, jednak nie jest

trudno dostosowaé nasza metode, aby uwzglednié¢ cignienie typu potegowego p(n) ~ n*, przyjmowane

wczesniej. Rozwazmy zatem nastepujacy uktad réwnan opisujacych ewolucje dwoch gestosci populacji
(@) _ () C_1 9.

ny’ =ny’(t,x), 1 =1,2:

anH — div(nl(,l)VW,,) =nl) GV (n,),
n'? — div (n,(,Z)VWl,) =n® G (n,), (30)
—vAW,+W,=n,, n,= n) 4 n@

W przeciwienistwie do rozwaznego wczesniej uktadu , parametr v > 0 nie jest juz ustalony i
bedziemy badaé¢ zwartosé rodziny rozwigzan (nl(,i))l,>0 dlai=1,2.

Zalozenia i gtowny wynik Funkcje wzrostu G() spelniajg te same zalozenia co w [B], zob. (sa
gtadkie, $cisle malejace i kazda z nich ma pierwiastek). Poniewaz nasza metoda przej$cia do granicy
v — 0 opiera sie na strukturach entropijnych réwnan pierwotnych i granicznych, musimy natozy¢
odpowiednie zalozenia na dane poczatkowe, aby moc propagowaé kontrole nad entropia. Najpierw
wprowadzamy funkcjonat entropii

H(f) = /IR F(@)1og f(x) ~ 1) dr.

. . . . 1),i 2), 1),i 2),i L
Zaltozmy, ze dane sa nieujemne funkcje n(y ) " nl(, ) " n(() ) " n(() )in takie, ze

n@n e LYRY) N L®(RY), jednostajnie,
22 n()i e LY (RY), jednostajnie,

oraz )i )]
p(in n(()z)JH, stabo w L'(RY),

H[ni] > limsup H[n"],
v—0
gdzie ni* := n,(jl)’in + nl(,z)’in oraz nion = nél)’in + n((f)’in. Zauwazmy, ze powyzsze zatozenia implikuja, ze
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n(()i)’in naleza do L'(R?) N L>(R?) i maja skoniczony drugi moment. Ponadto, ograniczenie w L' N L™

oraz jednostajnie skoniczony drugi moment zapewniaja, ze

sup / n' K, *ny' de < co, oraz sup / nt|logny'| dz < oco.
v>0 JRd v>0 JRd

W szczegolnosci, entropia w czasie poczatkowym jest skoniczona. Mozna pokazaé, ze powyzsze wlasnosci
sa propagowane w czasie. Przy tych zalozeniach mozemy sformutowaé nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 5. Niech (7_1,(,1), n,(,Q), Wy)uso bedzie ciggiem stabych rozwiqzan uktadu (30) 2 warunkiem

poczgtkowym (n,(jl)’in,n,(?)’m). Istnieje wowczas podcigg oraz funkcje n((]z), 1=1,2, takie, ze

n) € L0, T; L' (RY) n L (R%Y) N L2(0, T; H' (RY)),
oraz

n{ — n(()i), silnie w L*(0,T; L*(R%)),
W, — no, silnie w L*(0,T; HY(R?)).

Ponadto, granica (n(()l),n((f)) jest stabym rozwigzaniem ponizszego dwugatunkowego uktadu Darcy’ego
&mél) — div (n(()l)Vng) = nél) G(l)(no),

(31)
8tné2) —div (néQ)Vno) = néQ) G®@ (ng),

gdzie ng = n((]l) + n(()2), z warunkiem poczgtkowym (nél)’in, n(()2)’in).

Nowosé w kontekscie nielokalnych aproksymacji Jak wyjasniono w podrozdziale [£.4] mozli-
woéé §cistego powiazania nielokalnego uktadu typu Brinkmana z lokalnym uktadem typu Darcy’ego z
dyfuzja krzyzows stanowi istotny problem zaréwno z punktu widzenia zastosowan, jak i teorii istnie-
nia rozwigzan dla zdegenerowanych uktadéw parabolicznych typu . 7 perspektywy modelowania,
Twierdzenie [ wyjasnia zalezno$¢ miedzy dwoma szeroko stosowanymi opisami dynamiki tkanki i uza-
sadnia stosowanie modeli bezlepkosciowych jako granicy modeli lepko$ciowych o bardziej regularnej
predkosci.

Matematycznie jest to problem dalece nietrywialny: uktad Brinkmana jest typu transportowego,
podczas gdy uklad Darcy’ego wykazuje zdegenerowana dyfuzje i wyzszg regularnosé. Kluczowe zna-
czenie ma fakt, ze istniejace techniki zbieznosci nielokalnej-do-lokalnej wydaja sie niewystarczajace w
tym przypadku. Metody oparte na optymalnym transporcie i wygladzaniu, skuteczne w niektérych
przypadkach jednogatunkowych [9, [I3] [14], nie pozwalaja uwzglednié¢ czlonéw wzrostu ani sprzezenia
wielu gatunkéw poprzez wspodlne cisnienie. Z kolei podejscia wariacyjne opracowane dla modeli wzro-
stu tkanki |25, 4I] nie odnosza sie do granic nielokalno—lokalnych. Ponadto, bezposrednia zwartosé
gestosci jest niedostepna z powodu powstawania frontéw pomiedzy gatunkami i efektow segregacji.
Nowos¢ naszego podejscia polega na wykorzystaniu struktury entropii, wspélnej dla lepkos$ciowego
uktadu Brinkmana oraz jego granicy bezlepkosciowe;j.

Zamiast szuka¢ silnej zwartosci gestosci, wykazujemy silng zbieznosé pola predkosci poprzez porow-
nanie nieréwnosci dyssypacji entropii dla uktadu lepko$ciowego z tozsamoscig entropijng dla réwnania
granicznego. Strategia ta, inspirowana wczesniejszymi pracami nad granica niescisliwa i przyblizeniem
parabolicznym [39] 46], pozwala przezwyciezy¢ brak oszacowan na pochodne i §cisle uzasadni¢ przejscie
z uktadu Brinkmana do Darcy’ego.

W ten sposéb nasza praca wypelnia wyraZzna luke w literaturze: dostarcza pierwszego Scistego wy-
prowadzenia uktadu dyfuzji krzyzowej typu porous medium z kwadratows nieliniowoscig i czlonem
wzrostu jako granicy bezlepko$ciowej nielokalnego modelu Brinkmana. Opracowujemy przy tym na-
rzedzia, ktore bez watpienia mozna zastosowaé do szerszej klasy uktadow dyspersji wielogatunkowe;j.
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Warto na przyktad wspomnieé, ze bardzo podobny pomyst pozwala udowodni¢ odpowiednik Twierdze-
nia [b| w przypadku nieliniowych praw cisnienia [28].

Strategia dowodu Gléwng trudnoscia w uzyskaniu wystarczajacej zwartosci wzgledem parametru
lepkosci jest brak jakiejkolwiek kontroli wyzszego rzedu nad polem predkosci —VW,, ktéra wyni-
kataby z réwnania eliptycznego, jakie ono spelnia. Bez takiej kontroli dysponujemy wystarczajaca
informacja jedynie aby wywnioskowa¢ staba zbieznos¢ (pod)ciagéw interesujacych nas wielkosci. Dosé
latwo mozna wyprowadzi¢ jednostajne ograniczenia w L>(0,T; LP(R?)) dla rozwiazania (nl(,l),nl(,2))
uktadu . W szczegblnoscei, zatozenia dotyczace szybkosci reakcji umozliwiaja zastosowanie zasady
maksimum dla catkowitej gestosci populacji, a w konsekwencji poszczegdlne gestosci s wspolnie ogra-
niczone w L>(0, T'; L>°(R?)). Te ograniczenia w LP dla gestosci implikuja ich staba prezwartosé, co jest
niewystarczajace do przejécia do granicy w nieliniowych czlonach . Dla cztonu transportowego, na
przyktad, musimy wykazaé albo silng zwartosé¢ poszczegblnych gestosci i stabg zwartosé pola predkodci,
albo stabg zwartos¢ poszczegolnych gestosci i silng zwartosé pola predkosci. Chociaz wykazanie, ze pole
predkosci jest stabo prezwarte, mozna osiggnaé¢ z nieréwnoéci entropijnej, jak wyjasniono ponizej, po-
prawa zbieznosci poszczegdlnych gestosci okazuje sie trudnym problemem. Dlatego przyjmujemy druga
strategie i dowodzimy silnej zbieznosci pola predkosci.

Dowod silnej zwartosci W, w L2(0,T; H*(R?)) bez jakiejkolwiek jednostajnej kontroli drugiej po-
chodnej stanowi zatem gtéwne wyzwanie w pracy |C|. Nasza strategia opiera si¢ na ustaleniu najpierw
rOwnania granicznego dla tacznej gestosci ng oraz wykorzystaniu jego struktury do wywnioskowania
silnej zwartosci pola predkosci poprzez poroéwnanie nierdwnosci dyssypacji entropii dla n, z rdwnoscig
dyssypacji entropii dla ng. Doktadniej, najpierw pokazujemy, ze catkowita gestosé populacji n, spetnia
nier6wnoscé

Hn, (T)] — H[n"] —/OT /Rd ny, AW, dz dt

(32)
T
< / / logn, [n(yl)G(l)(n,,) + n(VQ)G(Q)(nZ,)] dz dt.
0 JRrd
Dzieki jednoznacznej kontroli nad n,|logn,|, wynika stad, ze
T
—/ / n, AW, dz dt < C, (33)
0 JRrd

jednostajnie wzgledem v. Ta ograniczono$é wyrazu dysspacji ma dwie kluczowe konsekwencje. Po
pierwsze, korzytajac z réwnania Brinkmana mozemy poréwnaé te wielkosé z [V, |2:

T T T T
—/ / n,,AW,,dxdt:/ / |VWZ,|2dmdt—|—1// / |AW,,|2d9cdt2/ / VW, |2 dz dt,
0 R4 0 Rd 0 R4 0 Rd

i W ten sposéb otrzymujemy wspolne ograniczenie predkoici VW, w przestrzeni L2(0,T; L?(RY)). W
potaczeniu z ograniczeniem na pochodng czasowa 0;W, i lematem Aubin-Lionsa, daje nam to staba
zwartos¢ W, w L?(0,T; L%OC(R‘I)). Korzystajac teraz z faktu, ze W,, = K, * n,, tatwo mozna ziden-
tyfikowaé, ze granica jest funkcja ng (czyli staba granica ciagu (n,),). Ponadto, wybierajac podciag
mamy VW, — Vng w L2(0,T; L?(R%)).

Po drugie, korzystajac znow z (33)) mozemy przenies¢ zwartosé W, na n,. Istotnie, mamy

T T
0 = Woll 22 012 atyy = / / (W — 1) (W — ny) dz dt = / / VAW, (W, — n,) dz dt
” 0 JRd 0 JRd

T T
= — / / VWI,dedtu/ / n, AW, do dt
0 JRd 0 JRd

—C.

IN

[\]
[\]
=
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Ta informacja jest wystarczajaca do stwierdzenia, ze graniczna gestos¢ catkowita spelnia réwnanie
Ono — div (ngVng) = n(()l)G(l)(no) + n(()2)G(2) (no),

a w konsekwecji rownosé entropijna

T
Hno(T)] — H[nd] +/O /Rdeo]dedt
(34)

T
= / / log ng [n(()l)G(l)(no) + n[()2)G(2) (no)} dz dt.
0 Jre

Przy zalozeniu, ze H[nl'] dominuje H[n"], mozemy poréwnaé oraz (34), co prowadzi do

T T
/ |VWV|2d:cdt§/ / |Vno|? dzdt + &,.
0 JRd 0 JRd

Blad &, zawiera réznice pomiedzy entropiami w czasie koricowym oraz roznice cztonéw wzrostu. Ta
pierwsza ma odpowiedni znak dzieki wypuklosci funkcjonatu entropii; ta druga znika w granicy, czego
mozna wykazac za pomoca standardowych narzedi teorii miary. Tym sposobem otrzymujemy nastepu-
jaca wlasnosé gornej polciagtosci

lim Sélp ||VW11 HLZ(O,T;LQ (R%)) < ||Vn0 ||L2(O,T;L2(Rd)) .
v—r
W polaczeniu z poélciagtoscia dolna zapewniana przez stabg zbieznosé, implikuje to zbiezno$é norm, a
w konsekwencji zbieznosé w silnej topologii L2(0, T; L?(R9)).

4.8 Praca [D|] — Rozszerzenie anizotropowe

Artykut [D] stanowi naturalna kontynuacje programu zapoczatkowanego w [C|, gdzie obecnie pro-
bujemy dostosowaé¢ podobna strategie do skonstruowania nielokalnego przyblizenia zdegenerowanego
uktadu dyfuzji krzyzowej z dyfuzja anizotropowa. Rozwazamy nastepujacy lokalny model dwoch ga-

tunkoéw dla ewolucji gestosci néi) = n[()i) (t,z),i=1,2,

8,57181) —div (n(()l)AVno) = nél) G(l)(no),

8,57182) —div (n(()z)AVno) = n82) G2 (no), (35)
ng = nél) + TL82),

gdzie A = A(t,z) € R¥9 jest dana funkcja macierzowa. Uklad ten wpasowuje si¢ w ogolna postac
z anizotropowg wersja prawa Darcy’ego

v(t,z) = —A(t,x)Vp(t, ).

W pracy [D] konstruujemy nielokalne przyblizenie podobne do uktad Brinkmana z przypadku
izotropowego A = Id. Dokladniej, rozwazamy nastepujacy uktad

ot — div(n,(})AVWy) =nV @B (n,),
on?) — div(n(f)AVWl,) =n? G (n,), (36)
—vdiv(AVIW,) + W, =n,,

i badamy granice v — 0. Odnotujmy, ze w pracy [D] uzwamy oznaczenia m, zamiast W, — zmieniamy
je tutaj, aby zachowaé sp6jnosé z reszta tego rozdziatu.

[\]
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Zalozenia i gléwny wynik Funkcje G nadal spelniajg standardowe zalozenia , a jedyny
pierwiastek funkcji G oznaczamy tutaj przez #(Y) > 0. Dane poczatkowe rowniez spelniajg analogiczne
warunki jak w [C]: niech n(@in i =1 2 beda nieujemnymi funkcjami takimi, ze

o nin e LI(RY) N L>(RY),
e 0 S n(i),in S T—L(’L)7
° ‘x’2(n(1)’in+n(2)’in) c Ll(Rd).

Zwroéémy uwage, ze dla uproszcezenia przyjmujemy dane poczatkowe stale wzgledem v. Mozliwe sa
oczywiscie bardziej ogbdlne wybory ciggéw danych. Wreszcie, od tensora A wymagamy nastepujacej

eliptycznosci i regularnosci:
2 .
o AcWhe(0,T; L*(R%)) N quqd(O,T; WH4(R%)), dla pewnego q > d,
e A(t,r) jest symetryczna dla p.w. (t,z) € (0,T) x R,

o A(t,x) jest A-jednostajnie eliptyczna: IX > 0 : ETA(t, z)€ > N|€|?, dla wszystkich & € R? oraz
p.k. (¢t,x).

Przy tych zatozeniach mozemy wykazaé nastepujaca regularno$é pola predkosci —AVW,,, dla kazdego
v>0:
AVW, € L*(0,T; HY(RY), div(AVW,) € L>=(0,T; L>(R%)).

W konsekwencji nie jest trudno skonstruowaé stabe rozwiazania uktadu (36) z jednostajna kontrola
normy L*(0,T; L'(R?) N L>®(R%)). Naszym glownym wynikiem jest teraz wykazanie, ze te stabe roz-
wigzania zbiegaja, przy v — 0, do stabego rozwigzania anizotropowego uktadu dyfuzji krzyzowej .

Twierdzenie 6. Dla v > 0, niech (n,(,l),n(f), W) bedzie stabym rozwigzaniem uktadu z warunkiem
poczgtkowym (n(l)’in, n(2)’in). Wowczas istnieje podciqg, taki ze
nl(,") B néi), *-stabo w L>(0,T; L' N LOO(Rd)), 1=1,2,
Ny, — No, silnie w L*(0,T; L*(RY)),
W, — ny, silnie w L*(0,T; HY(R?)),

gdzie ng = nél) —I—néQ), oraz (n(()l), néQ)) jest stabym rozwigzaniem uktadu z warunkiem poczgtkowym

(n(l),in7 n(2),in)'

Motywacja i nowos§é Uklad dyfuzji krzyzowej w ma postac
on) = pW div(n(i)V(n(l) + n(2)))a 1=1,2,

gdzie wspotezynniki dyfuzji DM = D@ sg takie same dla obu gatunkow i stale. Uklady tej postaci
zaproponowano w [10] do modelowania choréb zakaznych oraz w [37] do modelowania dynamiki popu-
lacji z efektem przeciwdzialania przeludnieniu. Gdy wspotezynniki D) zaleza od przestrzeni i/lub od
rozwigzan, uktad przyjmuje postaé

o = div(n®DOV(n® +n®)),  i=12.

7 punktu widzenia modelowania, taka anizotropia jest istotna w zastosowaniach takich jak dynamika
populacji, epidemiologia czy wzrost tkanki, gdzie ruch jest ksztaltowany przez heterogeniczne srodo-
wisko lub preferowane kierunki. Jak wspomniano wczesniej, w ostatnich latach przedstawiono szereg
ogblnych wynikow dotyczacych dobrego postawienia probleméw w przypadku izotropowym [15, [38-
40, [46], stosujac strategie od transportu optymalnego po teori¢ regularnosci rownan parabolicznych i
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metody dyssypacji energii. Artykuly |[C] i |E] w przedstawionym cyklu rowniez poswiecone sa rozwo-
jowi takich metod. Wyniki obejmujace anizotropowy uktad dyfuzji krzyzowej pozostaja jednak nadal
nieliczne.

W [42] autorzy stosuja strategie wprowadzona w [C]| do klasy uktadéw anizotropowych na ograni-
czonych dziedzinach, wygtadzonych dodatkowym czlonem An(?). Jednak ze wzgledu na silne zalozenia
dotyczace macierzy dyfuzji, fizycznie istotny szczegdlny przypadek anizotropowego prawa Darcy’ego
v = AVp nie jest objety. W pracy [D] wypelniamy te luke, nawet przy braku samodyfuzji.

Najwazniejszym wynikiem tej pracy jest to, ze implikuje istnienie stabych rozwiazan dla lokalnego
uktadu (35]), co samo w sobie jest nietrywialne. Nalezy przy tym przyznac, ze uktad jest niefizyczny,
poniewaz zawiera tensor A zaréwno w réwnaniu ewolucji gestosci, jak i w réwnaniu pola predkosci. Wy-
prowadzenie i analiza bardziej biologicznie realistycznego anizotropowego uktadu Brinkmana stanowi
bardzo ciekawy otwarty problem, ktéry zamierzamy podja¢ w naszej przysziej pracy.

Strategia dowodu Dowdd Twierdzenia[6] podaza podobna droga jak Twierdzenie [5] Jednakze, obec-
nos¢ anizotropii wymaga dodatkowej uwagi i bardziej skomplikowanych obliczen. Kluczowym krokiem
jest ustalenie tozsamosdci entropijnej spetnianej przez stabe rozwiazania uktadu . W tej pracy kon-
centrujemy sie w mniejszym stopniu na tym, w jaki sposob stabe rozwigzania uktadu Brinkmana sg kon-
struowane za pomoca aproksymacji parabolicznej. Zamiast tego w pelniejszy sposéb wykorzystujemy
regularnosé pola predkosci, aby pokazaé, ze kazde stabe rozwiazanie spelia réwnosé entropijna.
Osiggamy to poprzez odpowiednig procedure wygtadzania oraz klasyczne oszacowania komutatoréw.
Nastepnie korzystamy z jednorodnej kontroli nad cztonem dyssypacji entropii, aby wywnioskowaé silng
zbieznosé catkowitej gestosci oraz staba zbieznosé VW,,. Wlasciwosci te sa wystarczajace do przejscia do
granicy w rownaniu dla catkowitej gestosci populacji. Ponadto pozwalaja wyprowadzi¢ odpowiadajaca
tozsamosé entropijna dla réwnania granicznego. Wreszcie pordéwnujemy dwie tozsamosci entropijne,
aby poprawi¢ staba zbieznos¢ VW, i wywnioskowaé silng zbieznos¢ pola predkosci.

Formalnie, gtéwng idee dowodu mozna podsumowaé nastepujagco. Dodajac réwnania dla poszcze-
golnych gestosci i testujac logarytmem logn,, otrzymujemy tozsamosé entropijna, z cztonem dyssypa-
cyjnym

T
—/ / n, div(AVW,)dzdt < C,
0 R4

ktory, dzieki anizotropowemu réwnaniu Brinkmana oraz eliptycznosci A, kontroluje norme VW, w
przestrzeni L2. To implikuje, ze VW, — Vng oraz W,, — ng. Ponadto,

T
I// / n, div(AVIW,)dzdt — 0,
0 R4

co, ponownie z powodu réwnania Brinkmana, implikuje, ze n, i W, maja te sama granice w L2, tzn.
n, — ng. Na koniec, poréwnujac tozsamosci entropijne dla v > 0 i v = 0, wnioskujemy

T T
/ VW, - AVW, dzdt < / Vngy - AVngdx dt + w(v),
0 JRd 0o JRrd
gdzie w(v) — 0 przy v — 0. Wynikajaca stad wlasnosé¢ polciaglosci gornej, w polaczeniu z potciagloscia
dolna normy L?, prowadzi do zbieznosci ||[VW, |12 — [|Vnol|z2. Wraz ze staba zbieznoscia implikuje
to silng zbieznosé w L? pola VW,

4.9 Praca [E] — Stratyfikacja fenotypowa

Na koniec opisujemy wyniki uzyskane w artykule [E|. Naszym celem byly dwie kwestie. Po pierwsze, pro-
ponujemy model typu Brinkmana, w ktérym populacja komérek jest strukturyzowana za pomoca cig-
glej zmiennej fenotypowej a € [0, 1], 1 wyprowadzamy ten model jako granice ukladu N-gatunkowego,
analogicznego do wersji dwugatunkowej , gdy liczba gatunkéw dazy do nieskoriczonosci. Po drugie,
badamy zwiazek z fenotypowo strukturyzowanym modelem Darcy’ego, zaproponowanym w [20)].

[\]
t
=
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Oznaczenia i zalozenia Niech N € N; N > 2, oznacza catkowita liczbe rozréznialnych gatunkow.
W granicy struktury ciagtej oczekujemy funkcji szybkosci wzrostu parametryzowanej przez zmienng

fenotypows. W zwiazku z tym rozwazamy
G:Rx[0,1] = R, (n,a)— G(n;a),

i definiujemy '
Gg\l,) (n) = G(n;iN~1),

dlat=1,..., N. Zakladamy nastepujace wtasnosci funkcji GG, analogicznie do :
e regularnosé: G € C1(R x [0,1]),
e monotoniczno$é: max,e(o1] InG(-;a) < —a < 0 dla pewnego a > 0,

e gestosé maksymalna: Va € [0, 1] istnieje n*(a) > 0 takie, ze G(n*(a); a) = 0 oraz fi := sup,¢jo1;7*(a) <
00.

Podobnie konstuujemy dane poczatkowe. Niech
"R % [0,1] = [0,00),  (z,a) — n'(x;a),
bedzie dana funckcja Carathéodory’ego taka, ze dla wszystkich a € [0, 1]
n'(-;a) € L' N L®(RY), n'"(z;a) < 7.
Ponadto zaktadamy, ze

sup / 2|2 n'"(x;a) dz < oco.
acfo,1] JRra

Ostatecznie ktadziemy .
ng\lf)aln(x) — in (x;iN_l) )

W tym rozdziale bedziemy zajmowaé sie ciagami funkcji ( f](\;'))izlw,N, dla ktérych wprowadzamy

zmienng fenotypowa poprzez nastepujaca interpolacje:

2
N N

N .
In(tasa) = Sy (6 2) L (@), (37)
=1

Ponadto, rozwazamy usrednione wielkosci

N .
fo(ta) = % S 19 ), (38)
i=1

dla ktorych obserwujemy, ze
) i+1/N 1
7
[yt =>" () / lda = / fn(t,z;a) da.
=1 i/N 0
Punkt wyjscia Rozwazmy nastepujacy uktad N-gatunkowy, gdzie nl(,Z)N = n,(f)N (t, z) oznacza gestosé
i-tej populacji, dlai=1,..., N,

0,57?,(;;)]\7 —div (n,(j)NVWl,N) = n,(j)NGE\Z,) (nyn),
2 (0,2) =n"(a), (39)
_VAWV,N + WV,N — ﬂlﬁN’
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gdzie (usredniona) catkowita gestosé populacyjna n, y jest zdefiniowana wzorem . Zaleta wpro-
wadzenia wielkosci interpolowanych jak w jest mozliwo$é zapisania uktadu w nastepujacy
zwiezty sposéb

Oy N — div(n, NVW, N) = n, NGN (0, N; @),

nyn(0,z;0) = ni(z;a). (40)
—I/AWV’N =+ WV,N = Q%N.
Uklady graniczne W oparciu o uktad interesuja nas dwie granice — granica fenotypu ciaglego
(N — o0) oraz granica bezlepkosciowa (v — 0). Jesli chodzi o pierwsza z nich, przechodzac formalnie
z N — o0, otrzymujemy fenotypowo stratyfikowany lepkoelastyczny model wzrostu tkanki postaci
atnl/,oo - div(nu,ooku,oo) = nV,OOG(QZ/,oo; a),
Nyoo(0,750) = n'"(x;a),

_VAWV,OO + Wl/,oo =n

1,007

1
Nyoo = fo Ny, 00 da.

Z kolei przechodzac z v — 0, otrzymujemy bezlepkosciowy uktad N-gatunkowy, analogiczny do ,

{ Oyno.n — div(nonVng n) = nonGn(ng x;a), (42)

nyN(0,z;a) = ni(z;a).
Jednak najsilniejszym wynikiem pracy [E| jest uzyskanie zwartosci wystarczajacej do przejscia do
granicy {gcznej i otrzymania fenotypowo stratyfikowanego modelu bezlepkosciowego.
Dno,00 — div (10,00 V12 o) = 10,00G(129 o3 @),
10,00 (Oa x; CL) = nin (CC, CL), (43)

1
QO,OO = fO n07oo da'

Glowne wyniki Mozemy teraz sformuowaé gtowne rezultaty pracy [E].

Twierdzenie 7 (Granica ciagtego fenotypu). Niech v > 0 bedzie ustalone. Dla N € N, niech (nl(f)N, WL.N);

bedzie stabym rozwigzaniem uktadu [39). Wowczas istnieje funkcja ny, oo : R? x [0,T] x [0,1] - [0, 00)
taka, ze
Mool - a) € L0, T; LY(RY) N L®(RY)),  dla p.w. a € [0,1],

oraz, z doktadnosciq do podciggu
Ny, N RN Moo, *-stabo w L>=(0,T; LP(R%)), 1 < p < oo,

N = Ty s silnie w L2(O, T; L2(Rd)),

Wun = Wyoo i= Ky x1,, o,  silnie w L*(0,T; HL (RY)).
Granica (ny o0, Wy.o0) jest stabym rozwigzaniem uktadu .

Twierdzenie 8 (Laczona granica). Niech v = v(N) bedzie dowolnym ciggiem takim, ze v(N) — 0 gdy
N — 0o. Dla N € N niech (nz(/l()N),N’ WI/(N),N)i]\Ll bedzie stabym rozwigzaniem uktadu , spetniajgcym

nierduwnosé entropijng ([A5). Wowczas istnieje funkcja nooo : R? x [0,T] x [0,1] — [0,00) taka, Ze

Nn0.00(+ - 3a) € L2(0,T; LY(RY) N L®°(RY)),  dla p.w. a € [0,1],

[\]
~
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1
Moo = [ 10 da € L0, T5HY D),
0
oraz, z doktadnos$ciq do podciggu,

Ny(N),N B No,00, *-stabo w L>(0, T Lp(Rd)), 1<p<oo,
Dy (N),N — 1,00 silnie w L2(O,T; LQ(Rd))7

Wo(N),N = N oy Silnie w L*(0,T; HY(RY)).
Funkcja graniczna ng o jest stabym rozwigzaniem uktadu .

Motywacja i nowo$¢é Heterogeniczno$é fenotypowa odgrywa fundamentalng role w wielu uktadach
biologicznych, w szczegdlnodci we wzroscie tkanek i rozwoju nowotworéw. Rozne subpopulacje komoérek
czesto wykazuja odmienne wladciwosci wzrostu, przezywalnosci i migracji, a ich interakcja poprzez
wspo6lne zasoby oraz nacisk mechaniczny w decydujacy sposéb ksztaltuje zachowanie zbiorowe. Modele
matematyczne, ktore w sposéb jawny uwzgledniajag taka heterogeniczno$¢é — powszechnie okreslane
jako modele populacji strukturyzowanych (structured population models) — stanowia zatem kluczowe
narzedzia wspolczesnej biologii matematycznej.

Klasycznym punktem wyjscia dla modelowania fenotypowo strukturyzowanego sa réwnania typu
Lotki—Volterry z ciagly zmienng cechy fenotypowe;j

on(t;a) = Agn(t;a) +n(t;a)R(n; a),
1
w(t) = [ nitia)da

gdzie mutacje sa modelowane poprzez dyfuzje w przestrzeni fenotypow, a selekcja poprzez zalezna
od fenotypu funkcje wzrostu [47, 48]. Modele te mozna rozszerzy¢ o strukture przestrzenna, albo
poprzez liniowa dyfuzje z mobilnoscia zalezna od cechy, albo poprzez nieliniowe mechanizmy dyspersji
napedzane cisnieniem mechanicznym — co prowadzi do wprowadzenia w powyzszym roéwnaniu cztonu
divy(D(a)n(t, z;a)Vp).

Glownym wkladem pracy [E] jest ustanowienie Scistego pomostu pomiedzy modelami wzrostu tka-
nek z dyskretng liczba gatunkéw a modelami z ciagta struktura fenotypowa, a takze jednoczesne
wyjasnienie relacji pomiedzy opisami lepkosprezystymi (typu Brinkmana) i bezlepko$ciowymi (typu
Darcy’ego). Punktem wyjscia jest N-gatunkowy uktad Brinkmana z fenotypowo zaleznymi funkcjami
wzrostu oraz wspoélnym cisnieniem populacyjnym. Analizujemy zachowanie stabych rozwiazan tego
uktadu w granicy, gdy liczba gatunkéw dazy do nieskonczonosci.

W pierwszym kroku dokonujemy przejscia do granicy ciaggtego fenotypu N — oo przy ustalonej
lepkosci. Prowadzi to do nowego, lepkosprezystego modelu wzrostu tkanek z ciagla zmienng fenotypowa,
co stanowi $cisle matematyczne uzasadnienie opisow z cigglym cechowaniem jako granic ukladéw z
dyskretng liczba gatunkéw. Choé modele Darcy’ego z ciagta struktura fenotypowa byly wczesniej
proponowane na poziomie formalnym [20], brakowalo dotad rygorystycznego wyprowadzenia z uktadow
o skoriczonym N.

Nastepnie dowodzimy istnienia granicy lacznej, w ktorej lepkosé dazy do zera jednoczesnie z
dazeniem liczby gatunkéw do nieskoriczonosci. W wyniku otrzymujemy bezlepkosciowy model typu
Darcy’ego z ciagta zmienna fenotypowa, dostarczajac $cistego potaczenia pomiedzy czterema para-
dygmatami modelowania: fenotypami dyskretnymi i ciagltymi oraz mechaniks tkanek lepkosprezysta i
porowata.

7 matematycznego punktu widzenia kluczowa innowacja techniczna jest wyprowadzenie nieréwnosci
entropowych oraz wlasnoéci zwartosci, ktore sg stabilne wzgledem tych jednoczesnych granic. Zapewnia
to Sciste podstawy matematyczne dla stosowania modeli Darcy’ego i Brinkmana z ciggla strukturag
fenotypowa w zastosowaniach biologicznych oraz prowadzi do rozwoju narzedzi analitycznych, ktore
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moga znalez¢ zastosowanie w szerszej klasie modeli populacji strukturalnych, obejmujacych interakcje
mechaniczne i heterogenicznos$é fenotypowa.

Strategia dowodéw Dowody Twierdzen [7] oraz [§ opieraja sie na starannej adaptacji metod rozwi-
nietych w pracach [C| i [B]. W szczegolnosci, nielokalne kryterium zwartosci jest wykorzystywane do
uzasadnienia granicy N — oo, natomiast poréwnanie tozsamosci entropowych prowadzi do uzyskania
zwartosci jednoczesnie wzgledem parametréow v oraz N. Naszym pierwszym wynikiem jest istnienie
stabych rozwigzan N-gatunkowego lepkosprezystego uktadu , oraz, co najwazniejsze, wykazanie
kluczowych jednostajnych oszacowan niezaleznych od N.

Lemat 9 (Istnienie rozwiazan). Dla dowolnegov > 0 i N > 2 istnieje stabe rozwigzanie (n,(f)N, W)Y,
uktadu takie, ze

1. n&)N € L>(0,T; L' N L™®(R%)), jednostajnie wzgledem v i N,
2. 3C > 0 takie, ze 0 < nl(f)N < C, jednostajnie wzgledem v i N,
3. W, n € L°°(0,T; L' N L>(RY)),jednostajnie wzgledem v i N,

4. Wyn € L0, T; WH(RE)) N L0, T; W2 (RY)), dla 1 < ¢ < 00, 1 < 7 < o0, jednoznacznie
wzgledem N,

oraz takie, ze n, N = Zfil ng)N(t, 1‘)1<i_1 ; ](a) spetnia uktad (40).

"N

Aby udowodni¢ powyzszy lemat, rozwazamy paraboliczng regularyzacje uktadu przez wpro-
wadzenie wyrazu —eAnl(j)N w réwnaniu gestosci. Pojawiaja sie woéwczas dwa delikatne punkty anali-
tyczne: oszacowanie gérne dla nl(f)N oraz przejscie do granicy € — 0. Po pierwsze, standardowy argu-
ment prowadzi do zasady maksimum n., y < 7 (przypomnijmy, ze 7 jest ci$nieniem homeostatycz-

(@)

nym). Ograniczenie w L dla Ny, N wynika nastepnie z poréwnania z ograniczonym nadrozwigzaniem

2[|Gl oot

L[ Leen(t, x)e , patrz Proposition 3.2 w [EJ.

Aby przej$¢ do granicy € — 0, stosujemy kryterium zwartosci . Podobnie jak w [B], dowodzimy
zwartosci kazdej z funkcji n&)j N oraz przeskalowanej catkowitej gestosci populacji n,,, ;v jednoczesnie.
W tym celu rozwazamy wielkosci

Q,= » Ki(z = y)|ne, n(@) — ne v (y)| dedy,

oraz

1
h — / ICh(fL' - y) / ’ne,u,N(x) - nG,V,N(y)‘ dadx dy,
R2d 0

i stosujemy metode podwajania zmiennych do réwnan na néll)j ~» aby wyprowadzi¢ nieré6wnos¢ typu

Gronwalla postaci

S u+@,0] £ 5 + okl + [@u(t) + @, (1]
(44)
+ [ Kol = )W (@) = Wy ()] e dy,

Pierwszy wyraz po prawej stronie wynika z cztonu parabolicznego, a drugi z oszacowania komutatora
1
V=0 (W (0) = TWen () [ Presaar(@) = sy (9)] dad .
R 0

Zauwazmy, ze

Z lChw—)

R2d

”EZI)/N(QC) — néz,),N(y)‘ dx dy.
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Zatem, lemat Gronwalla zastosowany do nieréwnosci (44]), w polaczeniu ze zwartoscia danych poczat-

kowych oraz potencjatu predkosci W, n, prowadza do

lim limsup |logh|™! sup Kn(z — y)‘nill)/N(x) - ngl,)jN(y) dzrdy =0,
h—=0 =0 te[0,T] JR2d s Vs
dla kazdego i = 1,..., N, co z kolei implikuje lokalng silng zwartosé kazdej gestosci ng N brzy € — 0.

Dysponujac istnieniem stabych rozwiazan, dowodzimy teraz, ze (przeskalowana) catkowita gestosé

populacji spetnia nastepujaca nieréwnosé entropijna:

Lemat 10 (Nieréwno$¢ entropijna). Niech (nl(f)N, W, NN, bedzie stabym rozwigzaniem skonstuowa-

nym w Lemacie[9 Wowczas zachodzi nastepujgca nierdwnosé:

T
Hiny  (T)] — Hlnly] — / / 1y N AW,y de dt
0 Rd

T 1
S/ / lognVN/ ny, NGN (1, n;a) dadz dt,
0o JRrd " Jo ’

gdzie przypominamy oznaczenie
Hif = | f)(los f(e) 1) da.

Dzieki wspoélnym ograniczeniom z Lematu |§|7 nieréwnosé zapewnia jednostajna kontrole nad
wyrazem dyssypacji — fOT f]Rd n, yAW,, y dz dt. Co kluczowe, ograniczenie to jest jednostajne zaréwno
wzgledem v, jak i N. Dlatego mozemy wybraé¢ dowolny ciag v = v(N) tak, aby v(N) — 0 przy N — oo,
i przeprowadzi¢ wspolna granice. Schemat rozumowania jest podobny do krokéw opisanych w pracy [C]:
(a) wykorzystujemy termin dyssypacji, aby wywnioskowa¢ silng zbieznosé potencjatu predkosci, a stad
catkowitej gestosci; (b) wyprowadzamy réwnanie dla granicznej catkowitej gestosci oraz odpowiadajaca
mu rownos¢ entropijna; (¢) na podstawie poroéwnania struktur entropijnych dedukujemy silna zbieznosé

predkosci. Stad wynika Twierdzenie

Glowny pomyst dowodu Twierdzenia m polega na powrocie do nieréwnosci . Mozemy zauwazyc¢,
ze dzieki wspolnym ograniczeniom z Lematu@, wszystkie state ukryte pod symbolem < sa niezalezne od
N. (Zaleznosé od v jest niekorzystna, poniewaz przy wyprowadzeniu wykorzystujemy pochodne
wyzszego rzedu We, n.) Dlatego, przy ustalonym v > 0, mozemy scatkowaé¢ w czasie i przejs¢ do
granicy N — oo w , uzyskujac silna zwarto$é gestosci nl(,Z)N wzgledem N. To daje wystarczajaca
informacje, aby wyprowadzi¢ staba posta¢ ukltadu (41)).

Na koniec warto odnotowa¢ dwie mniejsze obserwacje. Po pierwsze, rozwigzania n, o, ukltadu (41
rowniez spehiaja odpowiednia nieréwnosé entropijna, co pozwala zastosowaé¢ metody z pracy |C| do
wykonania granicy v — 0 dla fenotypowo ustrukturyzowanego modelu Brinkmana. Po drugie, dzieki

zastosowaniu lematu Aubin-Lionsa przeprowadzamy granice N — oo na poziomie modelu Darcy’ego,
wyprowadzajac uktad z .
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5 Informacja o wykazywaniu sie istotna aktywnosciag naukowa reali-
zowang w wiecej niz jednej instytucji.

Po ukoriczeniu studiéw doktoranckich na Uniwersytecie Warszawskim w pazdzierniku 2020 odbytem
staz podoktorski na Sorbonne Université, gdzie bytem zatrudniony przez dwa lata do pazdziernika 2022.
Bytem tam cztonkiem Laboratoire Jacques-Louis Lions i pracowatem w grupie prof. Benoit Perthame.
Wezesniej, spedzitem tam szeSciomiesieczny staz w ramach programu NAWA im. Iwanowskiej (wrzesien
2019 — marzec 2020).

Od pazdziernika 2022 jestem zatrudniony jako adiunkt na Uniwersytecie Warszawskim: najpierw
przez dwa lata jako adiunkt badawczy, a obecnie, od pazdziernika 2024, jako adiunkt im. Samuela
Eilenberga. W latach 2024-2025 bylem kierownikiem ze strony polskiej dwuletniego projektu NAWA
Wspoélne Projekty Badawcze, celem ktérego jest wsparcie mobilno$ci naukowcéow w realizacji projek-
tow badawczych, realizowanych wspoélnie przez partneréw z Polski i Niemiec (finansowanie ze strony
niemieckiej zapewnia DAAD).

Po uzyskaniu stopnia doktora odbytem nastepujace staze i wizyty studyjne:

1. Dresden Junior Fellow na TU Dresden (Faculty of Mathematics, Institute of Scientific Compu-
ting), Niemcy. Czas trwania: 6 miesiecy (04.2024-10.2024).

2. Dwa staze badawcze na The Pennsylvania State University (Department of Mathematics), State
College, PA, USA. Opiekun: Prof. Pierre-Emmanuel Jabin. Czas trwania: 3 tygodnie (02.2024)
oraz 4 tygodnie (10.2022).

3. Dwa staze badawcze na University of Oxford (Oxford Centre for Nonlinear Partial Differential
Equations), UK. Opiekun: Prof. Endre Siili. Czas trwania: 2 tygodnie (11.2023) oraz 3 miesiace
(10.2021-01.2022).

4. Oberwolfach Research Fellow, Mathematisches Forschungsinstitut Oberwolfach, Niemcy. Czas
trwania: 2 tygodnie (09.2023).

Uczestniczytem réwniez w 16 konferencjach lub warsztatach, gdzie wygtositem 12 zaproszonych refera-
tow. Pelna lista wystgpien konferencyjnych oraz stazy, rowniez tych przed uzyskaniem stopnia doktora,
znajduje sie w zataczniku ,Wykaz osiggnie¢ naukowych”. Ponadto, wyglositem zaproszone referaty na
nastepujacych seminariach:

1. Seminarium Réwnan Roézniczkowych, Instytut Matematyczny PAN, 01.2025 & 12.2020.

2. Oxford PDE Seminar, University of Oxford, 11.2023.

3. Necas PDE Seminar, Instytut Matematyczny, Czeska Akademia Nauk, 12.2022.

4. Oberseminar Analysis, Technical University Dresden, 12.2022.

5. Computational and Applied Mathematics Colloquium, Penn State University, USA, 10.2022.

6. Analysis Seminar, Universitdt Ulm, 06.2019.

6 Informacja o osiagnieciach dydaktycznych, organizacyjnych oraz
popularyzujacych nauke.

6.1 Dydaktyka

1. Cwiczenia do wyktadéw prowadzonych na Wydziale Matematyki, Informatyki i Mechaniki, Uni-
wersytet Warszawski:

e Analiza matematyczna II (dla informatykow), 2025/2026.
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6.2

Wybrane zagadnienia z analizy funkcjonalnej, 2025,/2026, 2024 ,/2025.
Analiza funkcjonalna, 2024,/2025, 2018/2019.

e Rownanie transportu i przeptywy pltynow scisliwych, 2018/2019.

Nieliniowa analiza funkcjonalna 2017/2018.

Analiza matematyczna I (dla informatykow), 2017/2018.
Inne ¢wiczenia:

e Matematyka, Wydzial Chemii UW, 2024 ,/2025.
e Matematyka, Wydzial Geologii UW, 2016,/2017.
e Roéwnania rozniczkowe zwyczajne, Wydzial Matematyki i Nauk Informacyjnych, Politech-

nika Warszawska, 2016,/2017.

Cykl wyktadéw Transport equation: renormalisation and quantitative reqularity estimates, Gra-
duate lecture series on Applied Analysis, TU Dresden, 2024

Nauczyciel matematyki i fizyki, The Swan School, Warszawa (IB Diploma Programme), 2014—
2017

Supervisor, Warwick Mathematics Institute, University of Warwick, 2013/2014 (opieka nad kil-
kuosobowg grupa studentéw oraz sprawdzanie ich prac domowych z Analizy, Algebry liniowej i
Rownan rézniczkowych).

Opieka nad studentami

Jestem obecnie promotorem pracy magisterskiej pod tytutem A viscoelastic tissue growth model with

a singular pressure law”; spodziewany termin obrony: czerwiec 2026.

6.3

1.
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Organizacja

Miedzynarodowa konferencja Mathematical Biology: Analysis and Applications, Uniwersytet War-
szawski, Warszawa, lipiec 2025. Czlonek komitetu organizacyjnego.

Miedzynarodowa konferencja 95th Annual Meeting of the International Association of Applied
Mathematics and Mechanics (GAMM), Poznan, kwiecien 2025. Zaproszony czlonek komitetu
organizacyjnego (Co-Chair) sekcji Applied Analysis.

Tematyczny Program Badawczy Hyperbolic conservation laws and fluid dynamics, Uniwersytet
Warszawski, Inicjatywa Doskonatosci - Uczelnia Badawcza (IDUB), sierpieri 2023-sierpieri 2024.
Czlonek komitetu organizacyjnego.

. Miedzynarodowa konferencja International Congress on Industrial and Applied Mathematics

(ICIAM), Tokio, Japonia, sierpieri 2023. Wspolorganizator minisympozjum Asymptotic appro-
aches to multi-scale PDFEs in mathematical physics.

Miedzynarodowa szkota Structured population models, Uniwersytet Warszawski, maj 2023. Czto-
nek komitetu organizacyjnego.

Tematyczny Program Badawczy PDEs in Mathematical Biology, University of Warsaw, Uniwer-
sytet Warszawski, Inicjatywa Doskonatosci - Uczelnia Badawcza (IDUB), styczeni—grudzien 2023.
Czlonek komitetu organizacyjnego.

Miedzynarodowa konferencja SIAM Conference on Analysis of Partial Differential Equations,
Berlin, Niemcy (online), marzec 2022. Wspotorganizator minisympozjum Population dynamics:
individual-based and continuum models.
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8. Miedzynarodowa konferencja Mathematical challenges in modelling population dynamics, Labo-
ratoire Jacques-Louis Lions, Sorbonne Université, Paryz, Francja, luty 2022. Cztonek komitetu
organizacyjnego.

9. Miedzynarodowa konferencja Mathematical Analysis in Broad Understanding, Uniwersytet War-
szawski, pazdziernik 2018. Czlonek lokalnego komitetu organizacyjnego.

10. Miedzynarodowa konferencja Transport phenomena in mathematical biology, IMPAN, Warszawa,
styczenn 2018. Czlonek komitetu organizacyjnego.

11. Miedzynarodowa konferencja Current Topics in Kinetic Theory, IMPAN, Warszawa, marzec 2017.
Czlonek lokalnego komitetu organizacyjnego.

7 Inne informacje

7.1 Stypendia i nagrody

1. Stypendium Ministra Nauki dla wybitnych mtodych naukowcow, 2024-2027.

2. Wyr6znienie, Miedzynarodowa Nagroda im. Stefana Banacha za wybitna prace doktorska w dzie-
dzinie nauk matematycznych, Polskie Towarzystwo Matematyczne, 2021.

3. Stypendium START, Fundacja na rzecz Nauki Polskiej (FNP), 2020-2021.

4. Laureat programu im. Iwanowskiej, Narodowa Agencja Wymiany Akademickiej (NAWA), 2019-
2020.

5. Stypendium doktorskie ETIUDA, Narodowe Centrum Nauki (NCN), 2019-2020.

6. Stypendium mobilnosciowe dla doktorantow, Zintegrowany Program Rozwoju, Uniwersytet War-
szawski, 2018-2020.

7. Nagroda dla mlodych matematykéw za najlepszy referat wygtoszony na XLVI Konferencji Za-
stosowann Matematyki, Polskie Towarzystwo Matematyczne, 2017.

7.2 Aktywno$é recenzencka

Recenzent dla nastepujacych czasopism: Communications in PDE, SIAM Journal on Mathematical
Analysis, Nonlinear Analysis: Theory, Methods and Applications, Nonlinear Analysis: Real World Ap-
plications, Journal of Mathematical Fluid Mechanics, Journal of Mathematical Physics, Journal of
Nonlinear Science, Nonlinearity, Kinetic & Related Models, Communications on Pure and Applied
Analysis, Zeitschrift fiir angewandte Mathematik und Physik, Proceedings of the Royal Society of Edin-
burgh A, Acta Applicandae Mathematicae, Applied Mathematics Letters, Mathematische Nachrichten,
Zeitschrift fiir Analysis und thre Anwendungen, Acta Mathematica Scientia, Colloquium Mathemati-
cum.

7.3 Inne rezultaty badawcze
7.3.1 Rozprawa doktorska

Moja rozprawa doktorska stanowi zbiér wynikéw dotyczacych matematycznej analizy szerokiej klasy
rownan rézniczkowych czastkowych motywowanych zagadnieniami fizyki i biologii matematycznej. Te-
maty, ktore badamy, sa réznorodne ze wzgledu na wtasnosci jako$ciowe oraz zastosowania — jednakze
wsp6lng ich cecha jest potrzeba starannego rozwijania calego wachlarza metod stabej zbieznosci i
zwartosci, nieodzownych przy analizie zjawisk nieliniowych.
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W pierwszej czesci rozprawy badamy zwiazek pomiedzy regularnoscia a wielko$ciami zachowywa-
nymi dla pewnych rownain obecnych w mechanice ptynéw. Gtéwnymi wynikami sg tutaj warunki wy-
starczajace do zapewnienia spelnienia lokalnej réwnosci energetycznej przez stabe rozwiazania uktadu
Eulera-Kortewega, oraz $cisliwych uktadéw Eulera i Naviera-Stokesa w zdegenerowanym przypadku
wystepowania obszaréw prozni.

Nastepnie badamy podstawowe réwnanie w dziedzinie dynamiki populacji ze struktura, a mia-
nowicie réwnanie wzrostu-podziatu. Jest to liniowe rownanie catkowo-rézniczkowe opisujace wspotza-
wodnictwo pomiedzy procesami wzrostu komorkowego a fragmentacja. Gtéwnym wynikiem tej czesci
rozprawy jest wykazanie, ze rozwiazanie pochodzace z danych poczatkowych w przestrzeni nieujemnych
miar Radona zbiega, w odpowiedniej normie z waga, do stanu stacjonarnego.

W ostatniej czesci rozprawy rozwazamy dwugatunkowy model wzrostu komoérek z predkoscia zadang
przez prawo Brinkmana — tozsamy z modelem 7, ale w jednym wymiarze przestrzennym. Sa
to badania nad niescisliwg granica poprezedzajace prace [B| opisana w Rozdziale 4 W tym przypadku
dowdd opiera si¢ na propagowaniu regularnosci w przestrzeni BV'.

7.3.2 Inne publikacje — dobre postawienie i koncepcje rozwigzan w mechnice cieczy

Ponizej opiszemy pokrétce wyniki uzyskane w nastepujacych publikacjach, niebedacych czescig roz-
prawy doktorskiej ani osiagniecia habilitacyjnego:

[O1] T. Debiec, J. Skipper, E. Wiedemann, A General Convex Integration Scheme for the Isentropic
Compressible Euler Equations, Journal of Hyperbolic Differential Equations 20(1) (2023), 95-117,
doi.org/10.1142/S0219891623500042

[02] J. A. Carrillo, T. Debiec, P. Gwiazda, A. Swierczewska-Gwiazda, Dissipative measure-valued
solutions to the Euler-Poisson equation, SIAM Journal on Mathematical Analysis 56(1) (2024),
304-335, doi.org/10.1137/22M 1525983

|O3| T. Debiec, E. Siili, Corotational Hookean Models of Dilute Polymeric Fluids: Ezistence of Global
Weak Solutions, Weak-Strong Uniqueness, Equilibration and Macroscopic Closure, STAM Journal
on Mathematical Analysis 55(1) (2023), 310-346, doi.org/10.1137/22M149867X

[O4] T. Debiec, E. Siili, On a class of generalised solutions to the kinetic Hookean dumbbell model for
incompressible dilute polymeric fluids: existence and macroscopic closure, Archive for Rational
Mechanics and Analysis 249 (2025), 43, doi.org/10.1007/s00205-025-02115-x

Wypukle catkowanie dla Scisliwego ukladu Eulera W pracy [O1] rozwazamy izoentropowy
scisliwy uktad Eulera w przestrzeni R%, d > 2,

atp + divm = 0,
(46)

mem

oym + div < > + Vp(p) =0,

gdzie p = p(t,z) oznacza gestosé cieczy, a m = m(t,z) jej ped. Cisnienie p jest nieujemna, $cisle
wypukta funkcja gestosci i zaktadamy, ze p > p > 0 dla pewnej dolnej wartosci p.

W ostatnich latach pojawilo sie wiele prac poswieconych niejednoznacznosci tego uktadu w klasie
stabych rozwiazan. Nawet przy uwzglednieniu odpowiedniego warunku entropijnego moze istnieé¢ nie-
skonczenie wiele stabych rozwiazan wychodzacych z tych samych danych poczatkowych. W istocie zbior
danych poczatkowych, dla ktorych takie niejednoznaczne rozwiazania istnieja, jest gesty w przestrzeni
energetycznej.

W pracy [O1] przedstawiamy charakteryzacje otoczki A-wypuklej zbioru konstytutywnego dla
uktadu (46). Taki zbior konstytutywny pojawia sie przy przeformulowaniu ukladu Eulera jako li-
niowego ukltadu réwnan rézniczkowych czgstkowych sprzezonego z punktowymi nieliniowymi wiezami.
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Doktadniej, rozwazamy nastepujacy liniowy uktad réwnan

Op +divm =0,
om +divM +VQ =0,

a zbiorem konstytutywnym dla uktadu Eulera nazywamy wowczas zbior stanow (p,m, M, Q), dla
ktorych spelnione sa ponizsze nieliniowe ograniczenia

1
M=m@m=mls,  Q=plp)+ "

Taki formalizm oraz geometryczna analiza zbioru konstytutywnego umozliwilty badanie scisliwego
uktadu Eulera poprzez potaczenie analizy fal ptaskich Tartara z metoda catkowania wypuktego. To pio-
nierskie podejscie zostalo po raz pierwszy zastosowane do niescisliwych rownan Eulera przez De Lellisa
i Székelyhidiego, ukazujac glebokie zjawiska niejednoznacznosci stabych rozwigzari réwnani dynamiki
plynow.

Dotychczas uzyskane wyniki w przypadku scidliwym rozwijaly sie zasadniczo w dwoch kierunkach:
albo traktowano réwnania Eulera dla cieczy $cisliwej jako uktad ,kawatkami” niescigliwy i wykorzy-
stywano analize geometryczna rozwinieta w przypadku niescisliwym jako swoista czarna skrzynke (do
tej kategorii naleza wszystkie rezultaty oparte na zagadnieniach Riemanna); albo tez ustalano z gory
gesto$¢ 1 manipulowano zbiorem konstytutywnym zaleznym od tej zadanej funkcji. W obu tych po-
dejsciach ,dzikie” rozwiazania Scisliwych réwnan Eulera, wykazuja oscylacje — a tym samym nie-
jednoznacznos$é — wytacznie w polu predkosci. Pelna analiza geometryczna zbioru konstytutywnego
odpowiadajgcego w pelni Scisliwemu przypadkowi nie zostata dotad przeprowadzona. W konsekwencji,
aktualny stan badan pozostawial otwartym pytanie, czy oscylacje w gestosci mogtyby prowadzi¢ do
odmiennych scenariuszy.

W pracy [O1] zamykamy to zagadnienie poprzez analize ,pelnego” zbioru konstytutywnego oraz
wykazanie, ze kazdy stan nalezacy do otoczki A-wypuktej Scisliwego zbioru konstytutywnego moze
zosta¢ zapisany jako A-wypukla kombinacja stanéw, w ktorych oscyluje ped (i tylko on). Innymi
stowy, same oscylacje pedu (a zatem takze oscylacje predkosci) wystarczaja do opisu zbioru rozwiazan
osiagalnych metoda wypuktego catkowania. Powyzszy rezultat uzupetniliémy dwoma konstrukcyjnymi
twierdzeniami, ktére pokazuja, ze kazde podrozwigzanie przyjmujace wartosci w otoczce A-wypuklej
zbioru konstytutywnego generuje doktadne rozwiazania, ktére sa, w odpowiednim sensie, rezydualne
wsrod podrozwigzan. Stanowi to nowy punkt wyjscia do konstruowania ,dzikich” rozwigzan réwnan
Eulera dla osrodka scidliwego.

Rozwigzania o wartosciach miarowych dla ukladu Eulera-Poissona W pracy [O2] badamy
pewna klase bezcisnieniowych uktadéw Fulera-Poissona z oddzialywaniami nielokalnymi oraz ttumie-
niem. W szczegolnosci, w ograniczonej gladkiej dziedzinie @ C R¢ rozwazamy nastepujacy uktad
rownan dla gestosci p = p(t, x), predkosci u = u(t, x) oraz potencjatu & = ®(¢, x):

Op + div(pu) =0,

I (pu) +div(pu ® u) = —ypu — pV® — pu, (47)

1
AD=p— —
g \Q!/dex’

gdzie v > 0 jest wspolczynnikiem tarcia. Uktad ten mozna interpretowaé jako hydrodynamiczny model
typu Eulera z nielokalnymi sitami odpychania—przyciggania oraz efektami wyréwnywania wynikaja-
cymi ze sprzezenia Poissona. W zastosowaniach, tego rodzaju uklady pojawiaja sie zaréwno w fizyce
matematycznej, jak i w naukach spotecznych, jako modele dynamiki kolektywnej oraz zjawisk sa-
moorganizacji typowych dla uktadéw czastek oddzialujacych. Sa one istotne m.in. w fizyce plazmy,
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astrofizyce (osrodki samograwitujace) oraz w modelach ruchu zbiorowego w biologii.

Zajmujemy sie zagadnieniem istnienia globalnych rozwigzan powyzszego uktadu w szerokiej klasie
danych poczatkowych. Poniewaz wykazanie istnienia rozwiazar dystrybucyjnych dla dowolnych danych
poczatkowych o skoiiczonej energii jest w zasadzie niemozliwe, popularnym kierunkiem badan jest
ostabienie pojecia rozwigzania do pewnej ,bardzo stabej” koncepcji, ktéra omija subtelne problemy
zwartosci, wystepujace notorycznie w nieliniowych uktadach rownan rézniczkowych czastkowych.

Obecnie za najbardziej istotne takie uogélnienie uwaza sie pojecie dyssypatywnych rozwigzan mia-
rowych. Mowiac skrotowo, sktadaja sie one z klasycznej miary Younga (rodziny sparametryzowanych
miar probabilistycznych na przestrzeni stanéw), uzupelionej o odpowiednie miary defektowe, ktore
uwzgledniaja mozliwe koncentracje masy, pedu lub energii, oraz ktére spetniaja uktad W pew-
nym usrednionym sensie. ,Dyssypatywno$¢” oznacza tutaj, ze zachodzi miarowa wersja nieréwnosci

energetycznej
d1

/ plul®> + |V®|? + plz|* dx —i—’y/ plul* dz < 0.

dt2 Jq Q

Koncepcja ta przyciagneta znaczng uwage ze wzgledu na zaskakujaca wlasnos$é spetniania zasady stabo-
mocnej jednoznacznosci. W tym kontekscie oznacza to, ze kazde dyssypatywne rozwiazanie miarowe
wychodzace z deterministycznych danych poczatkowych pokrywa sie z jednoznacznym rozwigzaniem
gtadkim tak dtugo, jak dlugo to ostatnie istnieje. Jest to wlasnoéé niezwykle istotna dla koncepcji
rozwigzan, ktére — jak rozwiazania miarowe — z zalozenia wydaja sie bardzo stabe.

Pierwszym wynikiem pracy [O2] jest istnienie globalnych w czasie dyssypatywnych rozwiazan mia-
rowych. Nastepnie, definiujac odpowiedni funkcjonal relatywnej energii, wyprowadzamy nieréwnosé
relatywnej energii, ktéra umozliwia poréwnanie rozwiazania miarowego z rozwiazaniem klasycznym
wychodzacym z tych samych danych poczatkowych. Prowadzi to do wyniku (czesciowej) stabo-mocnej
jednoznacznosci. Byto to pierwsza praca badajaca rozwiazania miarowe dla uktadu hydrodynamicznego
obejmujacego oddzialywania nielokalne oraz brak cisnienia.

Kinetyczne modele przeplywéw polimerowych Ptyny polimerowe sg ptynami zlozonymi, skta-
dajacymi sie z rozpuszczalnika, w ktorym rozpuszczone sa diugie taricuchy molekularne (polimery).
W odréznieniu od ptynéw newtonowskich, ktérych reakcja na naprezenie zalezy liniowo od szybko-
Sci odksztalcenia, ptyny polimerowe wykazuja zaréwno wtasciwosci lepkie, jak i sprezyste. Ta lepko-
sprezystosé wynika z mikrostruktury tanicuchéw polimerowych: podczas przeptywu tancuchy ulegaja
rozcigganiu, orientacji i relaksacji, wywierajac sprezyste naprezenia na otaczajacy je rozpuszczalnik.

Typowym punktem wyjscia dla mikro-makroskopowych modeli rozciericzonych ptynéw polimero-
wych jest uktad Naviera-Stokesa-Fokkera-Plancka (NSFP). W tym ujeciu niescisliwe rownania Naviera-
Stokesa na pole predkosci u(t, z) sa sprzezone z rownaniem Fokkera-Plancka na funkcje gestosci praw-
dopodobienstwa (¢, x,q) okreslona na dziedzinie fizycznej Q oraz w przestrzeni konfiguracji D, opi-
sujacej konfiguracje czasteczki polimeru, czesto idealizowanej jako tzw. ,hantla”’ z wektorem orientacji
q. Dodatkowe naprezenie polimerowe pojawia sie w réwnaniu pedu poprzez wzér Kramersa

T(tw):/Dib(t,fv,Q) (¢®q)dg — </D¢(t,x,Q)dq) Id,

a pelny uktad odzwierciedla rownowage pomiedzy adwekcja hydrodynamiczng, dyssypacja, sitami spre-
zystymi oraz dyfuzja zaréwno w zmiennych fizycznych, jak i w zmiennych konfiguracyjnych. Prowadzi
to do nastepujacej ogdlnej postaci uktadu NSFP

Ou+ (u-Vy)u—vAzu+ Vep =div, 7,
div, u =0, (48)
O+ - Vap + divg(Var) ) — gt = divg (MV,(1/M)),

gdzie v > 0 jest lepkoscia rozpuszczalnika, p > 0 jest wspoétczynnikiem dyfuzji srodka masy, M (q)
jest zadanym Makswellianem, a 7 spelnia powyzsza tozsamosé Kramersa. Uktad opisuje mi-
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kro—makroskopowe sprzezenie: czton adwekeji w przestrzeni konfiguracji w rownaniu Fokkera-Plancka
modeluje rozciaganie polimeréw przez gradient predkosci ptynu, natomiast dodatkowe naprezenie w
rownaniu pedu reprezentuje sprzezenie zwrotne deformacji polimeréw z dynamika, ptynu.

Na poziomie formalnym, scatkowanie rownania kinetycznego wzgledem ¢®q prowadzi do makrosko-
powych modeli typu Oldroyda-B, w ktérych ewolucja tensora naprezen polimerowych jest zadana przez
pochodna konwekeyjng odzwierciedlajaca deformacje plynu. Sciste uzasadnienie tej réwnowaznosci na
poziomie stabych rozwiazan stanowi jednak trudny problem i w najbardziej ogblnych przypadkach
nadal pozostaje otwarty. Pomimo ze modele tego typu odgrywaja kluczows role w reologii i zastoso-
waniach, ich analiza matematyczna napotyka istotne trudnosci wynikajace z nieliniowego sprzezenia
pomiedzy stopniami swobody plynu i polimeréw oraz z braku odpowiednich oszacowan a priori w
trzech wymiarach przestrzennych.

Model korotacyjny Powszechnie stosowane uproszczenie modelu mikro—makroskopowego polega na

zalozeniu, ze czton adwekcyjny w przestrzeni konfiguracji wykorzystuje cze$é antysymetryczng gra-
dientu predkosci (tzw. tensor wirowosci), zamiast pelnego gradientu. To ,korotacyjne”’ przyblizenie
czesto upraszcza analize poprzez eliminacje pewnych nieliniowych sprzezeri oraz umozliwia uzyskanie
silniejszych oszacowan a priori dla funkcji gestosci prawdopodobieristwa. W ujeciu makroskopowym
analogiczne uproszczenia prowadza do korotacyjnych wariantéw modelu Oldroyda-B, w ktorych po-
chodna konwekcyjna zostaje zastapiona bardziej przystepna w analizie pochodna rotacyjna. W pracy
[O3] przedstawiamy kompleksowe badanie korotacyjnego uktadu NSFP oraz jego makroskopowego od-
powiednika — korotacyjnego modelu Oldroyda-B. Wykazujemy istnienie globalnych w czasie stabych
rozwiazan dla szerokiej klasy danych poczatkowych oraz pokazujemy, ze spelniaja one pewna postaé
zasady stabo-mocnej jednoznacznosci. Ponadto szacujemy tempo zbieznosci do stanu réwnowagi oraz
dowodzimy domkniecia makroskopowego modelu kinetycznego.

Rozwiazania uogolnione dla ogolnego uktadu NSFP W pracy [O4] dowodzimy kilku wynikéw o istnie-

niu globalnych rozwiazan dla kinetycznego modelu NSFP (48) z liniowym potencjalem sprezystosci,
zadanym przez prawo Hooke’a. Wprowadzamy pojecie uogdlnionych rozwigzan dyssypatywnych, ktore
jest ztagodzeniem klasycznego pojecia stabego rozwiazania i pozwala na obecno$é miary defektu w
bilansie pedu, aby uwzgledni¢ potencjalny brak zwartosci w polimerowej sktadowej tensora naprezen.
Dowodzimy globalnego istnienia takich uogélnionych rozwiazan dla wymiaréw przestrzennych d > 2,
pokazujac réwniez, ze spelniajg one nieréwnos$é energetyczng kontrolujacg zaréwno energie kinetyczna
plynu, jak i funkcje entropii zwiazang z gestoscia prawdopodobienstwa.

Co najwazniejsze, jesteSmy w stanie zidentyfikowaé¢ miare defektu dyssypatywnego, ktéra dominuje
nad wyzej wymieniong miarg koncentracji i spelnia odpowiednig nieréwnosé¢ energetyczna — miano-
wicie nieréownos¢ energetyczng zwiazana z makroskopowym modelem Oldroyda-B.

Znaczenie tej ,dodatkowej” nier6wnosci energetycznej polega na tym, ze pozwala ona na sformuto-
wanie twierdzenia o warunkowej regularnosci: jesli uogélnione rozwiazanie dyssypatywne ma wystarcza-
jaco regularne pole predkosci, to w rzeczywistosci jest ono stabym rozwiazaniem pierwotnego modelu
kinetycznego. Ponadto w dwéch wymiarach przestrzennych wykazujemy $ciste domkniecie makrosko-
powe: przy odpowiednich zatozeniach o regularnosci danych poczatkowych tensor naprezen polimero-
wych uzyskany z gestosci prawdopodobienistwa 1 spetnia dyfuzyjny makroskopowy uktad Oldroyda-B,
a miary defektéw zanikaja. W dwoch wymiarach daje to Sciste powigzanie miedzy kinetycznym opi-
sem mikro-makro a jego makroskopowym odpowiednikiem i rozszerza wczesniejsze wyniki dotyczace
globalnego istnienia na znacznie szersza klase danych poczatkowych.
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