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3. OPIS OSIAGNIEC NAUKOWYCH: KOMBINATORYCZNE WEASNOSCI POKRYCIOWE

3.1. Wprowadzenie. W 1924 roku Menger [32] zaobserwowal, ze kazda przestrzen metryczna X, ktora jest
o-zawarta (jest przeliczalna suma swoich podzbioréw zwartych) ma taka wlasnosé, ze dla dowolnej bazy B
tej przestrzeni istnieja zbiory By, Ba,... € B, takie ze lim, ;o diam(B,) = 0 oraz X = |J, .y Bn. Menger
postawil hipoteze [32], ze wlasnosé ta charakteryzuje o-zwarto§¢ w klasie przestrzeni metrycznych. Hurewicz [26]
przedstawil wtasnosé Mengera w rownowaznej postaci bez odwolywania sie do metryki: dla dowolnego ciagu U,
Us, ... pokryé otwartych danej przestrzeni topologicznej istnieja zbiory skoniczone F; C Uy, Fo C Us, . .., takie ze
rodzina J,, oy Frn jest pokryciem otwartym danej przestrzeni. Tym samym definicja wtasnosci Mengera zostata
rozszerzona na wszystkie przestrzenie topologiczne. Sierpiriski [26] wykazal, ze zbidr Luzina, czyli nieprzeliczalna
podprzestrzen prostej rzeczywistej z naturalna topologia, ktorej przeciecie z dowolnym zbiorem pierwszej kategorii
na prostej jest co najwyzej przeliczalne, stanowi kontrprzyktad dla hipotezy Mengera. Istnienie zbioru f.uzina jest
niesprzeczne z ZFC a jego konstrukcja jest na przyktad mozliwa przy zalozeniu, ze zachodzi hipoteza continuum.
W 2006 roku Bartoszynski i Tsaban [9], wykorzystujac idee z pracy Fremlina i Millera [21], przedstawili jednolita
konstrukcje w ZFC podprzestrzeni prostej, ktora ma wlasnosé Mengera i nie jest o-zwarta.

X X X X

F1 Clh F2 C U F3 CUs

Schemat wtasnosci Mengera
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To krotki zarys wlasno$ci Mengera bedacej jedna z klasycznych i jednoczesnie najwazniejszych wtasnosci
rozwazanych w prezentowanej tematyce. Kombinatoryczne wtasnosci pokryciowe sa wlasnosciami topologicznymi
opartymi na schematach generowania pokrycia danej przestrzeni topologicznej z ciagu pokry¢ tej przestrzeni [48].
Pochodza one z réznych obszaréw matematyki jak topologia, teoria mnogosci, teoria wymiaru, teoria miary czy
teoria przestrzeni funkcyjnych oraz umozliwiaja stosowanie metod kazdej z tych dziedzin w pozostatych.

Przez przestrzen rozumiemy nieskoniczona przestrzenn topologiczna Tichonowa. Pokryciem danej przestrzeni
nazywamy rodzine zbioréw, ktorej suma jest cala przestrzenia. Niech ¢/ bedzie pokryciem przestrzeni X. Pokrycie
U jest y-pokryciem, jezeli jest nieskoniczone oraz dla kazdego punktu xz € X zbior {U € U : © ¢ U } jest skoriczony.
Pokrycie U jest w-pokryciem, jezeli X ¢ U oraz dla kazdego zbioru skoriczonego F C X istnieje zbior U € U,
taki ze FF C U. Niech O, I', Q beda rodzinami wszystkich pokryé¢ otwartych, ~v-pokry¢ otwartych oraz w-pokryé
otwartych danej przestrzeni. Dla ustalonych rodzin A, B € {O,T',Q} definiujemy nastepujace wtasnoscil, ktore
dana przestrzeri moze posiadac.

S1(A,B): dla kazdego ciagu Uy, Us, ... € A istnieja elementy Uy € Uy, Us € Ua, . . ., takie ze {U, : n e N} € B,

Stin(A, B): dla kazdego ciagu Uy, Us, ... € A istnieja zbiory skoriczone skonczone Fy C Uy, Fo C Us, . . ., takie ze
Unen Fn € B,

Usin (A, B): dla kazdego ciagu Uy,Us, ... € A, istnieja zbiory skonczone skoriczone Fy C Uy, Fo C Us, . . ., takie ze
{UF.:neN}eB.

Zgodnie z ta notacja przestrzen ma wtasnosé Mengera, jesli spelnia Sg, (0, O). Rozwazane wlasnosci pokryciowe
zostaly wprowadzone w powyzszej formie przez Scheepersa [48], ktory przedstawil relacje zachodzace pomiedzy
nimi w postaci diagramu nazywanego dzisiaj diagramem Scheepersa. Skrajne wtasnosci w diagramie naleza do
klasycznych i byly wprowadzone przez Mengera (Sq, (O, O)) [32, 26], Hurewicza (Ug, (O, T)) [26, 27], Rothbergera
(51(0,0)) [43], Gerlitsa i Nagy’ego (S1(€2,T') (ta ostatnia rowniez znana jako wlasnos¢ v) [23]. Inne wlasnosci
byly rozwazane przez Arhangel’skilego (Sqn(€2,2)) [1], Sakai’ego (S1(€2,€2)) [44], Bukovsky’ego (S:(I',I")) [14]
oraz innych w powigzaniu z badaniami nad lokalnymi wlasnosciami przestrzeni funkcyjnych.

Hurewicz Menger
Uﬁn(O,F) Uﬁn(O,Q) R d Sﬁn(0,0)
b 0 0

San(T, Q)

Si(T,T) Si(

Sl(Q,F) S1 ,Q) B — Sl(0,0)
p cov(M) cov(M)
wlasnosé v Gerlits—Nagy Rothberger

Diagram Scheepersa. Trywialne wlasnosci oraz te, ktore sa rownowazne w ZFC, nie zostaly w nim ujete.

IWtasnosci Sgy (A, B) oraz S1(A, B) mozna réwniez definiowaé dla dowolnych rodzin zbioréw A i B.
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Rozwazane wlasnosci nazywamy kombinatorycznymi, gdyz sa one Scisle powiazane ze struktura kombinato-
ryczng przestrzeni Baire’a NV [41] (w N przyjmujemy topologie dyskretna a w NV topologie produktowa). Na
przykltad zerowymiarowa przestrzen Lindel6fa ma wlasno$é Mengera wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy ciagly obraz
Y tej przestrzeni w NY nie jest dominujacy [27], tzn. istnieje funkcja g € NV, taka ze dla dowolnej funkcji f € Y
zbior {n : f(n) < g(n) } jest nieskonczony. Dla kazdej wlasnosci z diagramu definiujemy tzw. krytyczng liczbe kar-
dynalng tj. minimalng moc podprzestrzeni NV, ktéra nie posiada danej wlasnosci. Poniewaz NY nie ma wtasnosci
Mengera, najstabszej z powyzszych wlasnosci, wiec dla wszystkich tych wtasnosci krytyczne liczby kardynalne sa
dobrze okreslone i zostaly one zapisane w diagramie. Dla wlasnosci Mengera krytyczng liczbg kardynalna jest
liczba dominujaca 9. Oznacza to w szczegolnosci, ze kazda podprzestrzein NY mocy mniejszej niz 9 jest Mengera
i to bez wzgledu na jej strukture. Definicje uzytych w dalszej czesci tej prezentacji liczb kardynalnych takich jak
cov(M), cof (M), g, ¢, g oraz ich wlasnosci mozna znalez¢ w pracy Blassa [12]. Kombinatoryka odgrywa rowniez
kluczowsa role w konstruowaniu przestrzeni posiadajacych rozwazane wlasnosci. Szczegélna uwaga skierowana
jest na specjalne podzbiory prostej czyli przestrzenie homeomorficzne z podprzestrzeniami prostej rzeczywistej z
naturalng topologia.

Kombinatoryczne wlasnosci pokryciowe znalazty zastosowania w innych obszarach: w teorii przestrzeni funk-
cyjnych [52], forcingu [18], teorii Ramsey’a w algebrze [65], kombinatoryce podprzestrzeni dyskretnych [2], w
hiperprzestrzeniach z topologia Vietorisa [30], produktach przestrzeni Lindelofa [3] i produktach przestrzeni pa-
razwartych [56].

3.2. Produkty zbioréw Mengera [57, 59]. Todorcevié¢ [68, §3] udowodnil ze w ZFC istnieja ogolne przestrzenie
topologiczne posiadajace wlasnosé -y, ktérych produkt nie ma wlasnosci Mengera. Rezultat ten pokazuje, ze
zadna z wlasnosci wystepujacych w diagramie nie jest zamknieta na skonczone produkty. W klasie podzbioréw
prostej sytuacja jest duzo bardziej subtelna i zalezy ona od przyjetej aksjomatyki teoriomnogosciowej. Przez zbior
posiadajacy wlasnosé¢ topologiczna P rozumiemy przestrzen z klasy podzbioréw prostej (posiadajaca wlasnosé
P). Przy zalozeniu, ze zachodzi hipoteza continuum, Miller, Tsaban i Zdomskyy [36] skonstruowali dwa zbiory
posiadajace wlasnosé v, ktorych produkt nie jest Mengera. W kontrascie do tego rezultatu, w modelu Lavera [31]
zbiory posiadajace wlasnosci z najnizszego rzedu w diagramie sa przeliczalne [31]. W tym przypadku, w trywialny
sposob, wlasnosci te sa zamkniete na skoniczone produkty w klasie podzbioréw proste;.

Problem, czy w ZFC istnieja zbiory Mengera, ktorych produkt nie ma wlasnosci Mengera zostal zasugerowany
przez Scheepersa (Open problems in Topology |69, Problem 6.7]). Just, Miller, Scheepers i Szeptycki udowodnili,
ze istnieja takie zbiory przy zalozeniu, ze zachodzi hipoteza continuum [28, Theorem 3.7]. Nastepnie Scheepers
i Tsaban, pokazali w oparciu o podobne metody, ze wystarczy zalozenie cov(M) = cof(M) [53, Theorem 49|.
Zbior cov(M)-Luzina to przestrzen homeomorficzna z podzbiorem prostej X, takim ze |X| > cov(M) oraz
|X N M| < cov(M) dla dowolnego zbioru M pierwszej kategorii. Zbiory z przytoczonych przykladow sa zbiorami
cov(M)-Luzina (kazdy taki zbior jest nawet dziedzicznie Rothbergera; istnienie takich zbioréw jest niezalezne od
ZFC). Inna konstrukcje takich zbioréw zaproponowali Repovs i Zdomskyy [42, Proposition 3.4] przy zalozeniu
b = 0 (dokladny opis struktury tych zbioréw zostanie przedstawiony w dalszej czesci). W trakcie badan, ktorych
rezultaty zostaly zaprezentowane ponizej, Zdomskyy [73] udowodnit, ze w modelu Millera produkt dowolnych
dwodch zbioréw Mengera jest Mengera. Wynik ten pokazuje, ze do istnienie zbioréw Mengera, ktorych produkt
nie jest Mengera niezbedne sa dodatkowe zalozenia teoriomnogosciowe.

Utozsamiamy kostke Cantora {0, 1} z rodzina P(N) wszystkich podzbioréw zbioru liczb naturalnych N. Po-
niewaz kostka Cantora jest homeomorficzna ze zbiorem Cantora na prostej, wiec kazda podprzestrzen P(N) jest
elementem klasy podzbioréow prostej. Niech [N]*° bedzie rodzina wszystkich nieskoriczonych podzbioréw N oraz
Fin rodzing wszystkich skoriczonych podzbioréw N. Kazdy zbior a € [N]*° identyfikujemy z ciagiem rosnacym
jego elementéw, elementem przestrzeni Baire’a NV, Zatem zachodzi inkluzja zbioréw [N]> C NN. Ponadto topo-
logia przestrzeni [N]* jest zgodna z topologia podprzestrzeni indukowang przez NY. W zaleznosci od kontekstu
elementy przestrzeni [N]*° bedziemy nazywali zbiorami lub funkcjami. Niech k bedzie liczba kardynalna nieskon-
czong. Dla funkcji a,b € [N]* piszemy a <* b, jezeli zbior {n : b(n) < a(n) } jest skoniczony. Zbior X C [N]* jest
k-nieograniczony, jezeli | X| > k oraz dla dowolnej funkeji b € [N]* zachodzi [{z € X : & <* b}| < k. Przestrzen
X jest 0-skoncentrowana, jezeli | X| > 0 oraz istnieje zbior przeliczalny D C X, taki ze | X \ U| < 0 dla dowolnego
zbioru otwartego U w X zawierajacego D. W ZFC istnieje zbior 0-nieograniczony X i wtedy X UFin jest zbiorem
0-skoncentrowanym. Kontrprzyktad dla hipotezy Mengera, ktory skonstruowali w ZFC Bartoszyniski i Tsaban [9],
ma taka wlasnie postaé. Zaznaczmy tez, ze kazdy zbior d-skoncentrowany jest Mengera [70, Corollary 1.14] i nie
jest o-zwarty. Wspomniane wyzej w kontekscie produktow przyktady zbiorow Mengera sa 0-skoncentrowane.
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Czysto kombinatoryczne podejscie do problemu produktow zbiorow Mengera umozliwito wskazanie nowych
przyktadéw przy stabszych zalozeniach teoriomnogosciowych niz dotad wymienione, niektore z tych zalozen sa
sprzeczne z hipotezg continuum. Zastosowano tu catkowicie nowa konstrukcje dowodows.

Jezeli X C P(N), to traktujemy X jako przestrzen z topologia podprzestrzeni P(N).

Twierdzenie 3.1 ([57, Theorem 2.7]). Niech k € {cf(d),d} oraz X C [N]> bedzie zbiorem zawierajgcym zbior
k-nieograniczony. Wtedy istnieje zbior 0-skoncentrowany Y C [N]*° (w szczegdlnosci bedgcy zbiorem Mengera),
taki ze produkt X XY nie ma wlasnosci Mengera.

Opiszemy teraz wybrane zalozenia teoriomnogosciowe, ktére zapewniaja istnienie zbioréw Mengera spelnia-
jacych zalozenia twierdzenia 3.1. Zalozmy, ze 0 jest liczba singularng i niech X C [N]*° bedzie zbiorem cf()-
nieograniczonym o mocy cf(d) (zbioér taki istnieje w ZFC [57, dyskusja przed lematem 2.6]). Wtedy X jest
trywialnym zbiorem Mengera, tzn. jego moc jest mniejsza od liczby kardynalnej 0 krytycznej dla wlasnosci Men-
gera. Jest to pierwszy w literaturze przyktad trywialnego zbioru Mengera, ktérego iloczyn ze zbiorem Mengera
nie jest Mengera. Inne zalozenie to nier6wnosé¢ 0 < v, ktora pozwala na konstrukcje zbioru Mengera w [N]*,
ktory jest d-nieograniczony [57, Theorem 3.3, Theorem 3.2]. Zaznaczmy réwniez, ze singularnosé liczby 0 pociaga
za soba nieréwnosé 0 < t [57, dyskusja w dowodzie (2)= (1) Theorem 3.3]. Nieréwnos¢ ? < v wynika zaréwno
z rownosci cov(M) = cof(M) (wykorzystanej przez Scheepersa i Tsabana) jak i b = 0 (wykorzystanej przez
Repovsa i Zdomskyy’ego).

W zwiazku z twierdzeniem 3.1 i jego konsekwencjami pojawilto sie pytanie, czy nieréwnosé 0 < t jest wa-
runkiem koniecznym do istnienie dwoch zbioréw Mengera, ktorych produkt nie jest Mengera. Metody uzyte w
dowodzie twierdzenia 3.1 zostaly rozwiniete w innej pracy [59, Theorem 2.12|, aby wykaza¢ nastepujacy rezultat,
ktory dostarcza odpowiedzi negatywnej. Niech add(San(O,O)) bedzie minimalng mocg rodziny podzbioréw P(N)
posiadajacych wtasnosé Mengera, ktorej suma nie jest Mengera.

Twierdzenie 3.2 ([59, Theorem 2.12]). Niech X C [N]*° bedzie zbiorem zawierajgcym zbior add(Sga (O, O))-
nieograniczony. Wtedy istnieje zbior Mengera Y C [N]*°, taki ze produkt X x Y nie ma wtasnosci Mengera.

W ZFC istnieje zbior add(Sqn (O, O))-nieograniczony o mocy add(Sg,(0,0))[59, Lemma 2.15]. Jezeli wiec
add(Sgn (0, 0)) < 0, to X w twierdzeniu 3.1 moze by¢ trywialnym zbiorem Mengera. Nieroéwnos$é add(Sg,(0,0)) <
0 jest spelniona na przykltad w modelu Blassa—Shelaha (|59, Theorem 2.12|, [13]) lub gdy o jest liczba singu-
larna [64, Corollary 2.3(3)]. Zaznaczmy tez, ze w modelu Blassa—Shelaha zachodzi nier6wnosé 9 > t.

Gloéwne osiggniecia

e Jezeli 0 < v lub add(Sqn (0, 0)) < 0, to istnieja zbiory Mengera X 1Y, ktorych produkt X x Y nie ma
wlasnosci Mengera.

3.3. Produkty zbioré6w Mengera z silnymi wlasnosciami [59, 61]. Przy pewnych zalozeniach mozliwe jest,
aby zbiory X i Y z konca poprzedniego podrozdziatu mialy dodatkowe silniejsze wtasnosci, na przyktad aby
wszystkie skoniczone potegi tych zbioréw byly Mengera lub aby byly one dziedzicznie Mengera. Wyniki badan w
tym obszarze poprzedzimy potrzebnymi notacjami.

Przez ultrafiltr na N rozumiemy maksymalny w sensie inkluzji niepusty zbior U C P(N), taki ze dla dowolnych
a,b € U zachodzi anNb € U oraz dla dowolnych a € U oraz b € P(N), jezeli a C b, to b € U. Niech U C [N]>®
bedzie ultrafiltrem. Dla funkcji a,b € [N]> piszemy a <y b, jezeli {n :a(n) < b(n)} € U. Zbiéor A C [N]*> jest
<y-ograniczony, jezeli istnieje funkcja b € [N]*°, taka ze a <y b dla wszystkich funkcji a € A. Niech b(U) bedzie
minimalng moca podzbioru [N]*°, ktory nie jest <gy-ograniczony. Zachodza nieréwnosci b < b(U) < cf(0). Zbior
X C |N]* nazywamy U-skalg, jezeli | X| > b(U) oraz dla dowolnej funkeji b € [N]*° zachodzi [{z € X 1 <y b}| <
b(U). W ZFC istnieje U-skala [71, Lemma 2.9] i jesli X jest U-skala, to wszystkie skoriczone potegi zbioru X UFin
sa Mengera [71, Theorem 4.5].

Wroémy do rezultatu Repovsa i Zdomskyy’ego [42, Theorem 3.3]. Udowodnili oni, ze przy zalozeniu b = 0
istniejg U-skala X i V-skala Y dla pewnych ultrafiltrow U, V' C [N]*°, takie ze produkt (X UFin) x (Y UFin) nie
ma wlasnodci Mengera (w szczegolnosci wszystkie skoriczone potegi zbioréow X UFin oraz Y UFin sa Mengera). W
toku dalszych prac wykazano, ze teza ta zachodzi przy stabszym zatozeniu ale dowod jest duzo bardziej zlozony.



AUTOREFERAT 5

Twierdzenie 3.3 (|59, Theorem 2.5(3)|). Zatdzmy, ze d <t i jest liczbg regularng. Istniejg wtedy U-skala X
i V-skala Y dla pewnych ultrafiltrow U,V C [N]*°, takie ze produkt (X UFin) x (Y UFin) nie jest Mengera.

Twierdzenie 3.3 znajduje zastosowanie w produktach przestrzeni funkcyjnych. Niech Y bedzie przestrzenia i
dla dowolnego elementu y € Y zdefiniujmy Q, :={ A CY :y € A}. Przestrzen Y posiada przeliczalng ciasnosé
wiatrakowq [1], jesli dla dowolnego y € Y spelnia Sq, (€2, Q) czyli dla dowolnego y € Y oraz zbiorow Ay, As,... C
Y, takich ze y € ﬂneN“Tn istnieja zbiory skoriczone Fy C Ay, F» C Aa, ..., takie ze y € |, ey Frn- Zdefiniowana
tu wlasnosé¢ jest uogélnieniem pierwszego aksjomatu przeliczalnosci. Dla przestrzeni X niech C,(X) bedzie
przestrzenia, funkcji ciaglych o wartosciach rzeczywistych okreslonych na X z topologia zbieznosci punktowe;j.
Jezeli X jest przestrzenia metryczna osrodkows, to przestrzen C,(X) posiada przeliczalna ciasnosé wiatrakows
wtedy 1 tylko wtedy, gdy X spelnia Sg,(£2,2) [52, Theorem 35| (réwnowaznie wszystkie skonczone potegi X sa
Mengera [28, Theorem 3.9]). Jezeli wiec X 1Y sa zbiorami z twierdzenia 3.3, to przestrzenie C,(X U Fin) i
C,(Y UFin) posiadaja przeliczalng ciasno$é¢ wiatrakows ale ich produkt C,(X U Fin) x C,(Y U Fin) nie ma tej
wlasnosci [59, Proposition 3.1(1)].

Zakladajac rownosé cov(M) = ¢, wielu autorow niezaleznie wykazalo, ze istnieja dwa zbiory cov(M)-Luzina,
ktorych wszystki skoriczone potegi sa Rothbergera i ktorych produkt nie jest Mengera ([64, Proposition 3.1], [28,
strona 205], [51, Theorem 13|, [29, Rozdzial 3|, [8, Theorem 4]). Metody z teorii kategorii uzyte w tych konstruk-
cjach posiadaja istotne ograniczenia, ktére uniemozliwiajg ostabienie zalozen. Naturalnym pytaniem byto, czy
mozna udowodni¢ istnienie takich zbioréw przy zatozeniu cov(M) = cof (M) (ktére pozwala na konstrukeje zbioru
cov(M)-Luzina). Wykazano, ze odpowiedz jest pozytywna ale przy dodatkowym zalozeniu, ze liczba cov(M)
jest regularna. W szczegolnosci nastepujacy wynik udowadnia istnienie takich zbioréw w modelu Sacksa [47, 10],
gdzie cov(M) = cof(M) = 8y < ¢. W modelu tym metody z teorii kategorii zawodza. Technika podejscia do
tego problemu jest calkowicie inna od stosowanych wczesniej i wykorzystuje metody kombinatoryczne.

Twierdzenie 3.4 ([61, Theorem 2.1]). Zatdzmy, ze cov(M) = cof (M) oraz liczba cov(M) jest regularna. Istniejg
U-skala X 1V -skalaY dla pewnych ultrafiltrow U,V C [N]*, takie ze X UFin i Y UFin sq zbiorami cov(M)-Luzina
oraz produkt (X UFin) x (Y UFin) nie ma wlasnosci Mengera

Dla ultrafiltrow U i V z twierdzenia 3.4 zachodzi b(U) = b(V) = cov(M) i stad wszystkie skoriczone potegi
zbioréw X U Fin oraz Y UFin z tego twierdzenia sa Rothbergera [59, Lemma 2.21]. Obserwacja ta w polaczeniu
z twierdzeniem 3.4 znajduje zastosowanie w produktach przestrzeni funkecyjnych [61, Corollary 4.1].

Gloéwne osiggniecia

e Jezeli 0 < v oraz liczba 0 jest regularna, to istnieja dwa zbiory, ktérych wszystkie skoriczone potegi sa
Mengera i ktérych produkt nie ma wtasnosci Mengera.

o Jezeli cov(M) = cof (M) i cov(M) jest liczba regularna, to istnieja dwa zbiory cov(M)-Luzina, ktorych
wszystkie skoniczone potegi sa Rothbergera i ktorych produkt nie ma wlasnosci Mengera.

3.4. Wlasno$é Mengera parametryzowana poétfiltrami [57]. Pétfiltrem [4] nazywamy zbior S C [N]>, taki
ze dla dowolnych zbioréw s € S oraz b € [N]*°, jezeli zbior b\ s jest skoficzony, to b € S. Przykladami potfiltrow
sa [N]>°, filtr ¢F ko-skoriczonych podzbioréw N oraz kazdy ultrafiltr zawarty w [N]>. Niech S bedzie potfiltrem.
Dla funkcji a,b € [N]*° piszemy a <g b, jezeli {n:a(n) <b(n)} € S. Zbior A C [N]* jest <g-ograniczony,
jezeli istnieje funkcja b € [N]*, taka ze a <g b dla wszystkich funkcji @ € A. Niech b(S) bedzie minimalna moca
podzbioru [N]>, ktory nie jest <g-ograniczony. Zachodza réwnosci b(cF) = b oraz b([N]>) = 2.

Niech S bedzie potfiltrem. Przestrzen X jest S-Mengera, jezeli dla kazdego ciagu U, Us, . .. pokryé otwartych
X istnieja podrodziny skonczone Fy C Uy, Fo C Ua, .. ., takie ze dla kazdego x € X zachodzi{n:z € |JF,} € S.
Wiasnosé [N]>°-Mengera jest wlasnodcia Mengera oraz wlasnosé cF-Mengera jest wlasnodcia Hurewicza. Zachodza
nastepujace implikacje:

Hurewicz — S-Menger — Menger.

Wtlasnosé S-Mengera posiada nastepujacaa charakteryzacje kombinatoryczna. Dla przestrzeni X funkcja ¥: X —
[N]> jest gdrnie ciggta, jezeli zbiory {x € X : ¥U(z)(n) < m} sa otwarte dla dowolnych liczb naturalnych n
oraz m. W Kklasie przestrzeni Lindelofa przestrzen X jest S-Mengera wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy gornie
ciagly obraz przestrzeni X w [N]> jest <g-ograniczony. [35, Theorem 7.3]. Zawezajac klase do zerowymiarowych
przestrzeni Lindel6fa, w zacytowanym tu twierdzeniu zamiast gérnie cigglych obrazéw wystarczy rozwazaé ciggte
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obrazy. Jednak w ogélnym przypadku nie jest to mozliwe. Rozwazane tu wlasnosci pokryciowe sa dziedziczne
na podzbiory domkniete. Podprzestrzen plaszczyzny

X = (R\ Q) x [0,1]) U(R x {1}) C 2.

nie jest Mengera, gdyz przestrzen (R \ Q) x {0} (homeomorficzna z [N]>) jest domknietym podzbiorem X i
nie ma wilasnosci Mengera. Poniewaz zbior X jest spojny, wiec kazdy ciagly obraz przestrzeni X w [N]* jest
singletonem.

Nastepujacy lemat stanowi kluczowe narzedzie w rozwazaniu produktéw przestrzeni posiadajacych wlasnosé
Mengera parametryzowang polfiltrami zar6wno w klasie przestrzeni dziedzicznie Lindelofa [57, Sections 5 and 6]
jak 1 wszystkich przestrzeni [58]. Wynik ten jest uogodlnieniem lematu udowodnionego przez Millera, Tsabana i
Zdomskyy’ego [35, Lemma 6.3] do klasy wszystkich przestrzeni topologicznych. Wezesniejszy dowod [35, Lemma
6.3] nie ma zastosowania do tej ogolniejszej sytuacji, dlatego tez konieczne bylto uzycie innych metod.

Lemat 3.5 (|57, Lemma 5.1]). Niech X C [N]*, Y bedzie dowolng przestrzenig oraz ¥: (X UFin) x Y — [N]*
bedzie funkcjq gornie ciggla. Wtedy istnieje funkcja gdrnie cigglta ®:Y — [N]*°, taka zZe dla dowolnych punktéw
x € X iy €Y oraz liczby naturalnej n:

jezeli ®(y)(n) < x(n), to ¥(z,y)(n) < ®(y)(n).

Dla czytelno$ci prezentowanych wynikéw ograniczymy sie do pokazania zastosowan lematu 3.5 dla wtasnosci U-
Mengera dla ultrafiltrow U C [N]°>° w klasie przestrzeni dziedzicznie Lindelofa. Tsaban i Zdomskyy udowodnili, ze
w przypadku pewnych specjalnych U-skal X dla ultrafiltrow U C [N]* wszystkie skoniczone potegi zbioru X UFin
sa U-Mengera [71, Theorem 4.5]. Wynik ten jest szczegdlnym przypadkiem nastepujacego, duzo ogolniejszego
twierdzenia.

Twierdzenie 3.6 ([57, Theorem 5.3(2)]). Niech U C [N]* bedzie ultrafiltrem oraz X bedzie U-skalg. W klasie
przestrzeni dziedzicznie Lindeldfa zbior X U Fin jest produktowalnie U-Mengera.

Jezeli u < g, to dla dowolnego ultrafiltra U C [N]> wlasno§¢ U-Mengera jest rownowazna wlasnosci Mengera
w klasie podzbior6w prostej [66, dowdéd Theorem 3.7]. W kontrascie do tego wyniku otrzymano nastepujacy
rezultat.

Twierdzenie 3.7 ([57, Theorem 6.9]). Zatdzmy, zZe b = 0 oraz U jest ultrafiltrem. W klasie przestrzeni dzie-
dzicznie Lindeldf istnieje zbior produktowalnie U-Mengera, ktory nie jest Hurewicza i nie jest produktowalnie
Mengera. Ponadto wtasno$é U-Mengera jest istotnie silniejsza od wtasnosci Hurewicza oraz istotnie stabsza od
wtasno$ci Mengera w klasie podzbiordw prostej.

Glowne osiggniecia

e Lemat o produktach i funkcjach gornie ciagtych.

e Dla dowolnego ultrafiltra U C [N]*° oraz U-skali X zbior X U Fin jest produktowalnie U-Mengera w
klasie przestrzeni dziedzicznie Lindelofa.

e Jezeli b =0, to w klasie przestrzeni dziedzicznie Lindel6fa dla dowolnego ultrafiltra U C [N]* wlasnosé
U-Mengera jest istotnie stabsza od wlasnosci Hurewicza oraz istotnie silniejsza od wlasnosci Mengera.

3.5. Rozdzielenie wlasnosci Mengera i Scheepersa [59]. W teorii kombinatorycznych wtasnosci pokrycio-
wych jeden z probleméw dotyczy ustalania dodatkowych relacji pomiedzy wtasnosciami z diagramu Scheepersa
w klasie podzbior6w prostej. Na przyklad, przy zalozeniu u < g, wlasnosci Mengera i Scheepersa Ug, (O, Q)
sa rownowazne w tej klasie. Z drugiej strony przy zalozeniu cov(M) = cof(M) istnieje zbior cov(M)-Luzina
(posiada wiec wlasnosé Mengera), ktory nie jest Scheepersa [53, Theorem 32]. Metody kombinatoryczne, ktore
doprowadzity do udowodnienia wymienionych wyzej rezultatéw zostaly zastosowane i w tym kontekscie.

Glowne osiagniecia

e Jezeli 0 < t, to istnieje zbior Mengera, ktory nie jest Scheepersa [59, Theorem 2.1].
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3.6. Produktowalnosé [57, 58]. Niech P bedzie wlasnoscig topologiczng. Przestrzenn X jest produktowalnie
P w danej klasie przestrzeni, jeSli dla dowolnej przestrzeni Y z danej klasy posiadajacej wtasno$é P produkt
X x Y posiada wlasnosé P. Przestrzen jest produktowalnie P, jesli jest produktowalnie P w klasie wszystkich
przestrzeni.

Miller, Tsaban i Zdomskyy udowodnili przy zalozeniu 0 = Ny, ze w klasie przestrzeni dziedzicznie Linde-
16fa kazdy zbior produktowalnie Lindelofa jest produktowalnie Mengera oraz produktowalnie Hurewicza [35,
Theorem 8.2]. Ponizszy wynik pokazuje relacje pomiedzy zbiorami produktowalnie Mengera i produktowalnie
Hurewicza w klasie przestrzeni dziedzicznie Lindel6fa przy zatozeniu b = 0. Dowdd tego rezultatu wykorzystuje
twierdzenie 3.1.

Twierdzenie 3.8 ([57, Theorem 4.8(2)]). Zaldzmy, ze b = 0. W klasie przestrzeni dziedzicznie Lindeldfa kazdy
zbior produktowalnie Mengera jest produktowalnie Hurewicza.

Prowadzone badania dotyczyly réwniez produktowalnosci wlasnosci w klasie wszystkich przestrzeni. Przy
zalozeniu 0 = Ry, Aurichi i Tall [3], uogolniajac kilka wczesniejszych wynikow, pokazali, ze kazda przestrzen
produktowalnie Lindel6fa ma wtasnosé Hurewicza. Ponizsze twierdzenie uogoélnia rezultat Aurichi’ego i Talla.

Twierdzenie 3.9 ([58, Theorem 3.14]). Zaldzmy, ze 0 = V1. Kazda przestrzen produktowalnie Lindeldfa jest
produktowalnie Mengera i kazda przestrzen produktowalnie Mengera jest produktowalnie Hurewicza.

Naturalnym pytaniem jest czy w twierdzeniu 3.9 klasy przestrzeni produktowalnie Lindel6fa, produktowalnie
Mengera i produktowalnie Hurewicza sa rézne. Niech X = {z, : a < 9} bedzie skalg dominujgcqg w [N]*,
tzn. dla dowolnej funkcji € [N]* istnieje liczba porzadkowa a < 9, taka ze x <* z, oraz z, <* zg dla
dowolnych liczb porzadkowych a < 8 < d (zbior taki istnieje, gdy b = 0 [70, Lemma 1.4]). Miller, Tsaban i
Zdomskyy pokazali, ze w klasie przestrzeni dziedzicznie Lindeltfa zbiér X U Fin jest produktowalnie Hurewicza
i produktowalnie Mengera [35, Theorem 6.5(1), Theorem 6.2]. Metoda rzutowaii wykorzystana w jednym z
tych wynikéw [35, Theorem 6.2] zostala zastosowana w polgczeniu z tzw. uzwarceniami Dedekinda pewnych
specjalnych przestrzeni do udowodnienia nastepujacego rezultatu. Stanowi to nowe podejscie w rozwazanej
problematyce.

Twierdzenie 3.10 (|58, Lemma 3.4, Corollary 3.6]). Niech X bedzie skalg dominujgeq w [N]* mocy Ry i niech
(X UFin)ps bedzie zbiorem X UFin z takqg topologiq, ze punkty z X sq izolowane a otoczenia punktéw z Fin sq
takie same jak w naturalnej topologii dziedziczonej z P(N). Wtedy przestrzeri (X U Fin)ys jest produktowalnie
Mengera i nie jest produktowalnie Lindeldfa.

Podkreslmy réwniez, ze niesprzecznym z 0 = N; jest istnienie przestrzeni produktowalnie Mengera, ktora nie
jest produktowalanie Hurewicza [58, Proposition 3.15(2)].

Gléwne osiggniecia

e Zalozmy, ze b = 0. W klasie przestrzeni dziedzicznie Lindel6fa kazda przestrzen produktowalnie Mengera
jest produktowalnie Hurewicza.

e Zalozmy, ze 0 = N;. Kazda przestrzeri produktowalnie Lindel6fa jest produktowalnie Mengera i kazda
przestrzen produktowalnie Mengera jest produktowalnie Hurewicza. Zadna z tych implikacji nie jest
odwracalna.

3.7. Nieograniczone wieze [62]. Zwrocilismy juz uwage, ze jesli X jest zbiorem 9-nieograniczonym, to X UFin
jest zbiorem Mengera. Bartoszynski i Shelah [7] pokazali, ze jesli X = {z, : @ < b} C [N]*® jest zbiorem,
ktory nie jest <*-ograniczony w [N]|>* oraz z, <* zg dla dowolnych liczb porzadkowych @ < 8 < b, to zbioér
X UFin jest Hurewicza. Jest to pierwsza jednolita konstrukcja w ZFC zbioru Hurewicza, ktory nie jest o-zwarty,
bedac jednoczesnie kontrprzyktadem do hipotezy Hurewicza [26], ze w klasie przestrzeni metrycznych o-zwartosé
jest rownowazna wlasnosci Hurewicza. Przywolane tu zbiory sa przyktadami nietrywialnych zbioréw Mengera i
Hurewicza, odpowiednio. Nie zawsze konstrukcja takich nietrywialnych zbioréw dla danej wlasnosci jest mozliwa.
W modelu Lavera zbiory posiadajace wlasnosé S;(T',I") maja moc mniejsza niz b [34, Corollary 4.4], sa wiec one
trywialne w odniesieniu do wtasnosci S;(I',I"). W modelu tym podobna sytuacja dotyczy wlasnosci v, ktora
charakteryzuje zbiory przeliczalne w klasie podzbioréw prostej [31].

Nie zawsze struktura kombinatoryczna zbiorow posiadajacych dana wlasno$é¢ P z diagramu zapewnia, ze ich
produkt réwniez ma wtasnos¢ P. Wyniki z podrozdziatu 3.2 pokazuja, ze przy pewnych zalozeniach istnieja
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zbiory 0-nieograniczone X i Y, takie ze produkt (X U Fin) x (Y U Fin) nie jest Mengera. Z drugiej strony
zbior X U Fin z wyniku Bartoszyriskiego i Shelaha jest nawet produktowalnie Hurewicza w klasie przestrzeni
dziedzicznie Lindeldfa [57, Theorem 5.4]. Przedstawimy teraz wyniki badari dotyczace produktoéw nietrywialnych
zbiorow posiadajacych wlasnosé Sy (T, T') lub wlasnos$é v o specyficznej strukturze kombinatorycznej.

Niech k bedzie liczba kardynalna nieskoniczona. Zbior { z, : o < k} C [N]* jest k-nieograniczong wiezg [34],
jezeli nie jest <*-ograniczony oraz zbiory x, \z s sa skonczone dla dowolnych liczb porzadkowych 8 < a < k. Jesli
X jest b-nieograniczona wieza (zbior taki istnieje na przyktad przy zatozeniu p = b lub b < 0 [34, Lemma 2.2]),
to zbior X U Fin posiada wtasnosé Sq(T',T") [34, Proposition 2.5]. Niech add(S;(T',T")) bedzie minimalna moca
rodziny podzbiorow P(N) posiadajacych wtasnosé S;(I',T'), ktorej suma nie ma tej wlasnosci. Miller i Tsaban
pokazali, ze przy zaltozeniu add(S;(I",T")) = b kazda skoriczona potega zbioru X U Fin ma wtasnosé¢ Sq(T',T") [34,
Theorem 2.8]|. Niech I'p,, bedzie rodzing wszystkich przeliczalnych y-pokryé sktadajacych sie ze zbioréw bore-
lowskich danej przestrzeni. Miller, Tsaban i Zdomskyy udowodnili, ze jesli X jest b-nieograniczona wieza a Y
jest zbiorem posiadajacym wlasnos$é Si(I'por, I'Bor), to produkt (X UFin) x Y ma wlasnosé Sq(T',T) [36, The-
orem 7.1]. Przyktadem zbioru posiadajacego wtasnosé S1(I'sor, ['Bor) jest zbidr Sierpiriskiego (|28, Theorem 2.9],
[70, Theorem 2.4]), tzn. nieprzeliczalny podzbior prostej, ktorego przeciecie z kazdym zbiorem miary Lebesgue’a
zero na prostej jest co najwyzej przeliczalne. W toku badan uogélnione zostalty wszystkie wspomniane tu wyniki.

Twierdzenie 3.11 ([62, Theorem 3.1|). Niech n bedzie liczbg naturalng, Xi,...,X, bedg b-nieograniczonymi
wiezami oraz Y bedzie zbiorem posiadajgcym wtasnosé S1(I'sor, I'Bor). Wtedy produkt

(X1 UFin) x -+- x (X,, UFin) x Y
ma wtasnosé S1(T,T).

Wtasnosci S1(T,T) i S1(T'Bor; IBor) sa powiazane z lokalnymi wlasno$ciami przestrzeni funkcyjnych. Niech X
bedzie przestrzenia. Ciag fi, fa,... € Cp(X) zbiega quasinormalnie do funkeji stale réwnej zero 0, jezeli istnieje
ciag liczb rzeczywistych dodatnich €, €s,... zbiegajacy do zera, taki ze dla dowolnego punktu z € X mamy
| fn(2)| < €, dla wszystkich liczb naturalnych n z wyjatkiem skonczenie wielu. Przestrzen X jest QN-przestrzeniq
(wQN-przestrzeniq), jezeli dowolny ciag f1, fa, ... € Cp(X) punktowo zbiezny do 0, jest zbiezny (posiada podciag
zbiezny) quasinormalnie do 0. Na podstawie przelomowego rezultatu Tsabana i Zdomskyy’ego [67, Theorem 2|,
kazdy podzbior P(N) jest QN-przestrzenia wtedy i tylko wtedy, gdy spelnia Si(I'or,'Bor). Ponadto kazda
doskonale normalna przestrzen spelniajaca Si(I',T') jest wQN-przestrzenia [16, Theorem 7]. QN-przestrzenie,
wQN-przestrzenie i ich modyfikacje byly intensywnie badane przez Bukovsky’ego, HaleSa, Rectawa, Sakai’ego i
Scheepersa [15, 16, 17, 24, 45, 46, 50].

Tsaban i Orensthein pokazali, ze jesli X jest p-nieograniczona wieza (ktorej istnienie jest rownowazne réwnosci
p = b [39, Lemma 3.3]), to zbiér X UFin posiada wtasnosé v ([39, Theorem 3.6], [40, Theorem 6]). Miller, Tsaban
i Zdomskyy udowodnili, ze jesli X jest Nj-nieograniczona wieza, to zbiér X U Fin jest produktowalnie v w klasie
podzbioréw prostej [36, Theorem 2.8]. Wyniki te zostaly uogolnione do nastepujacej postaci.

Twierdzenie 3.12 (|62, Theorem 4.1(1)]). Jezeli n jest liczbg naturalng, Xi,...,X, sq p-nieograniczonymi
wiezami, to produkt

(X1 UFin) x -+ x (X,, UFin)
ma wtasnosé .
Twierdzenie 3.13 (|62, Theorem 4.1(2)]). Jezeli X jest p-nieograniczong wiezq i kazdy podzbior P(N) mocy
mniejszej niz p jest produktowalnie v w klasie podzbioréw prostej, to X U Fin jest produktowalnie v w klasie
podzbiorow prostej.

Gloéwne osiggniecia

e Jezeli n jest liczba naturalna, X, ..., X, sa b-nieograniczonymi wiezami i Y jest zbiorem posiadajacym
wlasnosé Sq1(I'or, I'Bor), to produkt

(X1 UFin) x -+ x (X,, UFin) x Y

ma wlasnosé S; (T, T').
e Jezeli n jest liczbg naturalna i X,..., X, sa p-nieograniczonymi wiezami to

(X1 UFin) x -+ x (X,, UFin)
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ma wlasnosé .
e Jezeli X jest p-nieograniczong wieza i kazdy podzbior P(N) mocy mniejszej niz p jest produktowalnie ~
w klasie podzbioréw prostej, to X U Fin jest produktowalnie v w klasie podzbioréw prostej.

3.8. Zbiory zero-addytywne [60]. Przestrzeri P(N) wraz z dzialaniem roznicy symetrycznej @ jest grupa
topologiczna. W P(N) rozwazamy produktowa miare Lebesgue’a. Zbior X C P(N) nazywamy zero-addytywnym,
jezeli dla dowolnego zbioru miary zero N C P(N) zbior X ® N := {2z @y : 2 € X,y € N} ma miare zero.
Galvin i Miller przy zalozeniu, ze zachodzi aksjomat Martina, udowodnili, ze istnieje zbiér mocy p posiadajacy
wlasnosé v, ktorego kazdy ciagly obraz w P(N) jest zero-addytywny [22, Theorem 7|. Bartoszyriski i Rectaw [6]
przy zalozeniu p = ¢ skonstruowali zbiér mocy p posiadajacy wlasnosé vy, ktory nie jest zero-addytywny. Idee
z dowodow twierdzen z poprzedniego podrozdzialu w polaczeniu z charakteryzacje kombinatoryczng Shelaha
zbioréow zero-addytywnych [54] oraz zwiazanymi z nia wynikami Zindulki [74] pozwolily na ostabienie zalozen we
wspomnianych wynikach przy jednoczesnym zastosowaniu innych technik dowodowych.
Niech non(MNaqq) bedzie minimalng moca podzbioru P(N), ktéry nie jest zero-addytywny.

Gléwne osiggniecia

e Zalozmy, ze p = non(MN,qq) = c¢. Istnieje podzbiéor P(N) mocy p posiadajacy wlasnosé v, ktorego
wszystkie ciagte obrazy w P(N) sa zero-addytywne, i ktory zawiera homeomorficzna kopie zbioru, ktory
nie jest zero-addytywny [60, Theorem 2.2|.

e Zalézmy, ze p = b = non(N). Istnieje podzbior P(N) mocy p posiadajacy wlasnosé v, ktory nie jest
zero-addytywny [60, Theorem 3.1].

3.9. Twierdzenia o kolorowaniu [55]. Kolorowaniem zbioru niepustego X nazywamy dowolna funkcje x: X —
{1,...,k} dla pewnej liczby naturalnej k. Dla danego kolorowania x zbioru X zbior A C X jest x-monochromatyczny,
jesli istnieje liczba naturalna i, taka ze x[A] = {i} (jesli kolorowanie x jasno wynika z kontekstu, to zbioér A na-
zywamy monochromatycznym). Stynne twierdzenie Hindmana [25] mowi, ze dla dowolnego kolorowania zbioru
N istnieje zbior nieskoniczony A C N, taki ze wszystkie skonczone sumy parami réznych elementéw z A maja ten
sam kolor. Uogoélnienie tego twierdzenia do wyzszych wymiaréw poprzedzimy potrzebnymi notacjami. Przez [N]?
oznaczamy zbioér wszystkich dwuelementowych podzbioréw N, réwnowaznie jest to zbidr wszystkich krawedzi w
grafie zupelnym o wierzchotkach w zbiorze N. Niech Fin(N) bedzie zbiorem wszystkich skoriczonych podzbiorow
niepustych zbioru N. Niech + bedzie zwyklym dzialaniem dodawania w N oraz ustalmy ciag ai,as,... € N. Dla
zbioru G = {i1,...,i,} € Fin(N), gdzie n jest liczba naturalna oraz i; < --- < i,, definiujemy a¢ = a;, +---+a;,
Dla zbioréw G, H € Fin(N) piszemy G < H, jezeli maxG < min F. Ciag a1, as, ... nazywamy wtasciwym, je-
§li dla dowolnych zbiorow G, H € Fin(N), takich ze G < H, zachodzi ay # ag. Grafem sumowalnym ciagu
wlasciwego a1, as, ... € N nazywamy zbior

{{ac,an}:G,H € Fin(N),G < H }.

{2,4y =G < H = {6,8,9}

Schemat grafu sumowalnego ciagu wiasciwego a1, ao, ...

Uogolnieniem twierdzenia Hindmana jest twierdzenie Millikena—Taylora [37, 63|, ze dla dowolnego kolorowania
zbioru [N]? istnieje ciag wlasciwy w N, ktorego graf sumowalny jest monochromatyczny.
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W dowodach twierdzen o podobnym charakterze przydatnym narzedziem jest uzwarcenie Cecha—Stone’a BN
przestrzeni N z topologia dyskretna, tj. zbior wszystkich ultrafiltrow na N z topologia generowana przez zbiory
postaci {p € BN : A € p}, gdzie A C N. Drziatanie zwyklego dodawania + w N mozna rozszerzy¢ do dziatania
na BN, oznaczanego réwniez przez +, tak ze dla kazdego g € SN funkcja na SN okreslona wzorem p — p + ¢
jest ciagla. Zbior N z dzialaniem + jest pdtgrupg tzn. dzialanie to jest taczne. Roéwniez SN z rozszerzonym
dzialaniem + jest polgrupa. Na podstawie lematu Ellisa—Numakury [20, 38] kazda niepusta zwarta podpolgrupa
ON zawiera ultrafiltr idempotentny, tzn. istnieje w tej podpoélgrupie ultrafiltr e, taki ze e + e = e. Dowody
wymienionych wyzej w tym podrozdziale twierdzen mozna oprzeé o istnienie ultrafiltru idempotentnego w SN.

Ultrafiltr p € AN jest duzy dla niepustej rodziny R C Fin(N), jezeli dla dowolnego zbioru A € p istnieje zbior
R € R, taki ze R C A. Ultrafiltr p € AN jest duzy dla ciggu R1,Ra, ... C Fin(N) niepustych rodzin, jesli jest
duzy dla kazdej rodziny z tego ciggu. Na przyklad istnieje w SN ultrafiltr idempotentny duzy dla ciggu R1, R,
... C Fin(N) rodzin wszystkich rosngcych ciagéw arytmetycznych (utozsamiamy ciag z jego zbiorem wartosci)
dlugosci 1,2,. .., odpowiednio [19, Lemma 2|. Grafem dzielnym ciagu Fy, Fa,... € Fin(N) parami roztacznych
zbioréw nazywamy zbior

{{a,b}:a€ F;,be Fj,i#j,i,jeN}.
Niech Fi, Fy, ... € Fin(N) bedzie ciagiem zbioréw, takim ze wszystkie ciagi w produkcie Fy x Fy x - - - sa wlasciwe.
Grafem sumowalnym dzielnym ciggu Fy, Fs, ... € Fin(N) nazywamy zbior

@ o O o la
O N\ o
Q) \_@ ()

{{ag,aH}:al,ag,...EFl X Fy x -« ,G,HEFin(N),G<H}
Fy

%0 o
o
\ZCJLG-FGS—FGJQ x“”é&

{2,4} =G < H={6,8,9}

o0 -

o
I

]

Schemat grafu sumowalnego dzielnego ciagu Fi, F», . ..

Nastepujace twierdzenie Bergelsona i Hindmana [11] pokazuje, ze struktura zbioréw monochromatycznych
przy kolorowaniach [N]? moze by¢ bardzo bogata. Dla dowolnego kolorowania zbioru [N]? istnieja rosnace ciagi
arytmetyczne Ry, Ro,... € Fin(N) dlugosci 1,2. .., odpowiednio, takie ze wszystkie ciagi w Ry X Ry X --- sa
wlasciwe oraz graf sumowalny dzielny ciagu Ry, R, ... jest monochromatyczny.

Powyzsze definicje oraz lemat Ellisa—Numakury mozna rozszerzy¢, zastepujac zbiér N dowolnym zbiorem
nieskoniczonym S z dziataniem tacznym + okreslonym na S i rozwazajac S jako przestrzen z topologia dyskretna.
Do tego szerszego ujecia za chwile powr6cimy.

Dla pewnych kombinatorycznych wlasnosci pokryciowych istnieja ich charakteryzacje przy uzyciu kolorowari.
Pokazemy to na przyktadzie wlasno$ci Mengera. Pokrycie przestrzeni jest A-pokryciem, jezeli jest nieskoniczone
i kazdy element przestrzeni nalezy do nieskoriczenie wielu zbioréw z tego pokrycia. Niech X bedzie przestrze-
nig metryczng osrodkows z topologia 7. Przestrzen X posiada wlasnosé Mengera wtedy i tylko wtedy, gdy dla
dowolnego kolorowania zbioru [r]? oraz w-pokrycia otwartego U przestrzeni X istnieja parami rozlaczne zbiory
Fi1,Fa, ... € Fin(U), takie ze | J, ., Fn jest A-pokryciem X oraz graf dzielny ciagu Fi, Fs,... jest monochroma-
tyczny ([48, Theorem 10], [28, Theorem 6.2]). Tsaban jako pierwszy udowodnil twierdzenie dotyczace kolorowar
zwiazanych z polgrupa bedaca topologia przestrzeni wraz z dzialaniem sumy teoriomnogosciowej U [65, The-
orem 4.6]. Niech X bedzie przestrzeniag Mengera z topologia 7. Wtedy dla dowolnego nieskoniczonego pokrycia
otwartego U przestrzeni X oraz dowolnego kolorowania zbioru [r]?, istnieja parami rozlaczne zbiory Fi, Fa,
... €U, takie ze |, oy Fn jest A-pokryciem X, ciag JFi,Fo,... jest wlasciwy oraz graf sumowalny ciagu
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UF1,UFa, ... jest monochromatyczny. Zaznaczmy, ze twierdzenie Millikena—Taylora jest wnioskiem z twier-
dzenia Tsabana [65, Example 4.7]. Jednym z kluczowych narzedzi uzywanym przez Tsabana w dowodach obok
ultrafiltrow idempotentnych sa gry topologiczne.

Dla niepustych rodzin zbiorow A i B definiujemy gre Gy (A, B), w ktorej bierze udzial dwoch graczy Alicja
i Bob?. W pierwszej rundzie Alicja wybiera zbiéor A; € A a Bob odpowiada zbiorem skoriczonym Fy C A;. W
drugiej rundzie Alicja wybiera zbior Ay € A a Bob odpowiada zbiorem skoriczonym Fp C A, itd. W trakcie
rozgrywki tworzony jest ciag

(A17F17A27F27"')a

gdzie A, € A oraz F, jest podzbiorem skonczonym A, dla kazdej liczby naturalnej n. Bob wygrywa gre,
jezeli suma |J,,cn Fn jest elementem rodziny B. W przeciwnym razie gre wygrywa Alicja. Jezeli Alicja nie
ma strategii zwycieskie] w grze Ggn(A, B), to zachodzi Sg, (A, B). W pewnych przypadkach prawdziwa jest
rowniez implikacja odwrotna. Hurewicza pokazal, ze przestrzenn X ma wlasnos¢ Mengera Sg, (0, O) wtedy i tylko
wtedy, gdy Alicja nie ma strategii zwycieskiej w grze Gg,(O,O) [26]. Podobna sytuacja zachodzi rowniez dla
innych kombinatorycznych wtasnosci pokryciowych i odpowiadajacym im gier. Zauwazmy réwniez, ze Bob ma
strategie zwycieska w grze Gayn ([N]>°, [N]>), co jest kluczowym faktem, jesli z ponizszego twierdzenia wnioskujemy
twierdzenia o kolorowaniach zwiazanych z liczbami naturalnymi.
Dla zbioru S niech [S]* bedzie rodzina wszystkich nieskoriczonych podzbioréw S.

Twierdzenie 3.14 ([55, Theorem 2.2|). Niech S bedzie potgrupg. Zatdimy, ze rodzina A C [S]™° zawiera
ultrafiltr idempotentny duzy dla ciggu R, Ra,... C Fin(S) oraz B C [S]* jest rodzing, takq ze Alicja nie ma
strategii zwycieskiej w grze Gan(A, B). Wtedy dla dowolnego kolorowania zbioru [S]? istniejq skoriczone rodziny
F1 C Ry, Fo CRa,... oraz zbiory Fy C|JF1, Fo CFe,... posiadajgce nastepujgce wtasnosci.

(1) Zbior |, ey Frn jest elementem rodziny B.
(2) Wszystkie ciqgi w produkcie |JF1 x |JFa X --- sq¢ wlasciwe.
(8) Graf sumowalny dzielny ciggu | Fi,J Fa, ... jest monochromatyczny.

Twierdzenie 3.14 ma wiele zastosowari, ktore zostaly szczegélowo zaprezentowane w pracy o kolorowaniach [55].
Tutaj zaprezentujemy dwa przyktady. Wnioskiem z twierdzenia 3.14 jest powyzsze twierdzenie Bergelsona i Hind-
mana [11]. Do tego celu przyjmujemy, ze polgrupa S jest zbior N z dzialaniem dodawania +, A = B = [N]* oraz
R1,Ra,... C Fin(N) jest ciagiem rodzin wszystkich rosnacych ciagéw arytmetycznych o wyrazach naturalnych
dhugoéci 1,2,. .., odpowiednio oraz ustalmy kolorowanie zbioru [N]2. Rodzina [N]* zawiera ultrafiltr idempo-
tentny duzy dla ciagu R1,Ra,... [19, Lemma 2|. Poniewaz Bob ma strategie zwycieska w grze Ggy, ([N]*°, [N]*°),
wiec zalozenia twierdzenia 3.14 sg spelnione. Wtedy zbiory |JFi,|J Fa,... z tezy twierdzenia 3.14 zawieraja
ciaggi arytmetyczne Ry, Rs, ... dlugosci 1,2, ..., odpowiednio. W szczego6lnosci graf sumowalny dzielny ciagu R,
Rs, ... jest monochromatyczny.

Innym wnioskiem z twierdzenia 3.14 jest implikacja w twierdzeniu dotyczacym charakteryzacji wlasnosci Men-
gera przy uzyciu kolorowan, ktére zostalto wyzej przytoczone. Niech X bedzie przestrzenia metryczna osrodkowsa
posiadajaca wlasno$é Mengera i niech U bedzie w-pokryciem otwartym X. Mozemy zaltozyé, ze U jest rodzing
przeliczalng. Ponumerujmy jej elementy U = {U,, : n € N} i przyjmijmy, ze polgrupa S w twierdzeniu 3.14 jest
zbior U z dziataniem (U;, Uj) = Umaxyi jy, gdzie i, j € N. Niech A:={V € Q:V CU } oraz B bedzie rodzing A-
pokryé otwartych X. Dla liczby naturalnej n definiujemy R, := {{U,},{Un+1}, ... }. Wtedy rodzina A zawiera
ultrafiltr idempotentny duzy dla ciagu Ri, Ra,... [55, Example 3.11(3)]. Niech A bedzie rodzina wszystkich
A-pokry¢ otwartych danej przestrzeni. Wtasnosé Mengera Sgy, (O, O) jest rownowazna wlasnosci Sap (€2, A) i stad
Alicja nie ma strategii zwycieskiej w grze Gg, (2, A) na X [49, Theorem 5]. Wtedy zbiory Fy, Fy, ... C U z tezy
twierdzenia 3.14 sa skoiiczone i parami roztaczne oraz graf sumowalny dzielny ciagu Fy, Fs, ... jest tym samym
co graf dzielny tego ciagu (co wynika z przyjetego dzialania potgrupowego).

Twierdzenia udowodnione w réznych artykulach przez Scheepersa i jego wspotautoréw maja nastepujaca struk-
ture. Niech A i B beda niepustymi rodzinami zbiorow. Wtedy wtasnosé Sqy (A, B) (S1(A, B)) jest rownowazna
temu, ze dla dowolnego kolorowania zbioru [ J.A]? oraz dowolnego zbioru A € A istnieja parami roztaczne zbiory
skoticzone Fy, Fy,... C A (zbior nieskoniczony F' C A), takie ze graf dzielny ciagu Fi, Fy, ... (graf [F]?) jest mo-
nochromatyczny. Sytuacja ta zachodzi dla wlasnosci pokryciowych: Sg, (2, A) (rownowaznej wlasnosci Mengera),

2w podobny spos6b definiowana jest gra Gi(A, B), ktéra jest modyfikacja gry Gan(A, B), gdzie zbiory wybierane przez Boba sa
singletonami.
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San(£2,9), S1(Q, 1), S1(2,9Q), S1(2, A) (rownowaznej wlasnosci Rothbergera) oraz dla lokalnych wlasnosci prze-
strzeni C,(X), gdzie X jest przestrzenia metryczng osrodkows: przeliczalnej $cistosci wiatrakowej San(Qo, Q0o),
silnej przeliczlanej Scistosci wiatrakowej S1(Qo, Qo) oraz wlasnosci silnie Frechet—Urysohna S1(Q0,T0) (gdzie

1)

={ACCLX): (3 fi, foy..- € A) (limn_>oo fn= 0) 1. W kazdym z tych przypadkow jedna z implikacji jest

wnioskiem z twierdzenia 3.14 (badz jego wersji dla gry Gy (A, B) [55, Theorem 2.2]). W artykule, ktorego wyniki
sa przedmiotem tego podrozdzialu zaproponowano réwniez jednolite dowody implikacji odwrotnych.
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badaczy z ponad 15 krajow. Konferencja byla poprzedzona tygodniem warsztatowym skierowanym do studentéow i
mtlodych badaczy.

Komitet redakcyjny . ... 2020
Pismo: Topology and its Applications, wydawnictwo: Elsevier
Czlonek komitetu redakcyjnego (wspoélnie z Boazem Tsabanem i Lyubomyrem Zdomskyy’'m) specjalnego numeru
czasopisma Topology and its Applications zwiazanego z konferencjg Frontiers of Selection Principles. Link do wydania:
https://www.sciencedirect.com/journal/topology-and-its-applications/special-issue/108JC10LKMT.
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