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4 Omoéwienie osiggnieé, o ktéorych mowa w art. 219 ust.

1 pkt. 2 ustawy z dnia 20 lipca 2018 r. Prawo o szkol-

nictwie wyzszym i nauce

e Tytul cyklu powiazanych tematycznie artykutéw naukowych:

Korespondencja wezet-kotczan:
struktura, intepretacje 1 generalizacje

e Cykl powigzanych tematycznie artykutéw naukowych, zgodnie z art. 219 ust. 1. pkt 2b

ustawy:!

— [habl| J. Jankowski, P. Kucharski, H. Larraguivel, D. Noshchenko, and P. Sulkowski,

— [hab2|

— [hab3]

— |hab4]

Quiver diagonalization and open BPS states,
Commun. Math. Phys. 402 (2023) 1, 1551-1584, |arXiv:2212.04379).

T. Ekholm, P. Kucharski, and P. Longhi,
Knot homologies and generalized quiver partition functions,
Lett. Math. Phys. 113 (2023) 6, 117, |arXiv:2108.12645].

T. Ekholm, A. Gruen, S. Gukov, P. Kucharski, S. Park, and P. Sulkowski,
Z at large N: from curve counts to quantum modularity,
Commun. Math. Phys. 396 (2022) 1, 143-186, |arXiv:2005.13349].

T. Ekholm, A. Gruen, S. Gukov, P. Kucharski,
S. Park, M. Stosic, and P. Sulkowski,

Branches, quivers, and ideals for knot complements,
J. Geom. Phys. 177 (2021) 104520, [arXiv:2110.13768|.

— [hab5| J. Jankowski, P. Kucharski, H. Larraguivel, D. Noshchenko, and P. Sulkowski,

Permutohedra for knots and quivers,
Phys. Rev. D 104 (2021) 086017, |arXiv:2105.11806].

'Wszystkie prace byly pisane w jezyku angielskim, stad taki jezyk przyjeto w tej lidcie.
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— |hab6] P. Kucharski,
Quivers for 3-manifolds: the correspondence, BPS states,
and 3d N = 2 theories,
JHEP 09 (2020) [arXiv:2005.13394].

— |hab7] T. Ekholm, P. Kucharski, and P. Longhi,
Multi-cover skeins, quivers, and 3d N = 2 dualities,
JHEP 02 (2020) 018, [arXiv:1910.06193].

— [hab8| T. Ekholm, P. Kucharski, and P. Longhi,
Physics and geometry of knots-quivers correspondence,
Commun. Math. Phys. 379 (2020) 2, 361-415, |arXiv:1811.03110].

— [hab9| P. Kucharski, M. Reineke, M. Stosic, and P. Sulkowski,
Knots-quivers correspondence,

Adv. Theor. Math. Phys. 23 (2019) 7, 1849-1902, |arXiv:1707.04017].

— |[hab10] P. Kucharski, M. Reineke, M. Stosic, and P. Sulkowski,
BPS states, knots, and quivers
Phys. Rev. D 96 (2017), 121902(R) |arXiv: 1707.02991].

— |hab11] P. Kucharski, and P. Sulkowski,
BPS counting for knots and combinatorics on words,
JHEP 11 (2016) 120, [arXiv:1608.06600].

— [hab12| S. Garoufalidis, P. Kucharski, and P. Sulkowski,
Knots, BPS states, and algebraic curves,
Commun. Math. Phys. 346 (2016) 1, 75-113, |arXiv:1504.06327].



4.1 Wprowadzenie

Przez wiele lat teorie reprezentacji kotczanéw i teorie weztéow rozwijano w zupelnym oderwa-
niu od siebie. Wyniki Gabriela, Auslandera i Reitena byly niezalezne od dziet Aleksandra,
Briggsa i Redemeistera. Odlegtos¢ dzielaca wezty i kotczany nieco sie zmniejszyta, gdy do
obu dziedzin wkroczylo podejscie zakorzenione w fizyce matematycznej. W swojej przeto-
mowe]j pracy [1] Witten wprowadzil trojwymiarows interpretacje niezmiennikow weztow —
Jonesa i HOMFLY-PT [2, 3, 4] — przy uzyciu teorii Cherna-Simonsa. Z drugiej strony roz-
wazania na temat algebr stanow BPS [5] i teorii Donaldsona-Thomasa |6, 7] zainspirowaly
Kontsevicha i Soibelmana do skonstruowania kohomologicznych algebr Halla i motywicznych
niezmiennikéw Donaldsona-Thomasa |8, 9].

Kluczowa ideg cyklu powigzanych tematycznie artykutéw naukowych sktadajacych sie na
osiagniecie naukowe jest korespondencja miedzy weztami a symetrycznymi kolczanami, ktora
w nowy sposob polaczyla istotne galezie matematyki. Dwie najstarsze publikacje [habll,
hab12| to badania stanéw BPS powiazanych z weztami, ktére stanowia korzenie korespon-
dencji (patrz rozdz. 4.2). Kolejne dwa artykuly [hab9, hab10| wprowadzaja korespondencje
wezel-kotczan i udowadniaja ja dla szerokiej klasy weztow (patrz rozdz. 4.3). Publikacje [hab2,
hab8| dostarczaja interpretacji korespondencji w kategoriach zliczern dyskow holomorficz-
nych i tréjwymiarowych teorii supersymetrycznych, co podsumowano w rozdz. 4.4. Artykuty
[habl, hab5, hab7| zawieraja analize struktur utworzonych przez kotczany odpowiadajace
temu samemu wezlowi oraz lezaca u ich podstaw operacje zakorzeniona w relacjach skein dla
granic dyskow (patrz rozdz. 4.5). Publikacje [hab3, hab4, hab6] uogolniaja korespondencje
wezel-kotczan na przypadek trojrozmaitosci bedacych dopelnieniami weztéw oraz opisujg re-
lacje z krzywymi kwantowymi i niezmiennikami tréjrozmaitosci zamknietych, co omoéwiono
w rozdz. 4.6.

Pozostata cze$é¢ tej sekcji zawiera przeglad niezbednych informacji wstepnych z teorii

wezlow 1 teorii reprezentacji kolczanow.

Wstep — teoria wezlow

Jesli K C S? jest weztem, to jego niezmiennik HOMFLY-PT? Pg(a,q) mozna obliczy¢ z
diagramu wezla poprzez relacje skein [3, 4|. Kolorowe niezmienniki HOMFLY-PT Py g(a, q)
[1, 10, 11] zaleza roéwniez od reprezentacji grupy Liego SU(N) i takze dopuszczaja diagra-

matyczny opis w kategoriach standardowych niezmiennikéw splotéw bedacych satelitami K.

2W zredukowanej normalizacji niezmiennik HOMFLY-PT jest wielomianem. Zwykle bede uzywal norma-
lizacji nieredukowanej, dla ktorej jest on funkcja wymierna.



Niezmienniki HOMFLY-PT mozna traktowa¢ jako deformacje a wielomianu Jonesa Jk(q) [2]
— sq one réwne dla a = ¢* odpowiadajacego grupie SU(2).

Dalsze udoskonalenie (‘refinement’) niezmiennikoéw weztéw bylto motywowane programem
kategoryfikacji, zapoczatkowanym przez konstrukcje homologii Khovanova, ktoérej stopnio-
wana (‘graded’) charakterystyka Eulera jest dana przez Ji(q) [12]. Deformacja ¢ niezmien-
nika HOMFLY-PT, nazywana superwielomianem [13], jest stopniowanym wielomianem Po-
incarego homologii HOMFLY-PT |14, 15]:3

PK(a,q,t) = Z aiqjtkdim’HLj,k(K). (1)

i,j, k€T
Istnieje réwniez kolorowa homologia HOMFLY-PT [16], ktorej stopniowany wielomian Po-
incarego (innymi stowy: kolorowy superwielomian) P r(a,q,t) redukuje sie do kolorowego
wielomianu HOMFLY-PT dla ¢t = —1.

Kolorowe niezmienniki HOMFLY-PT dla reprezentacji catkowicie symetrycznych S (ktore

dla uproszczenia beda oznaczone jako R = r) mozna ztozy¢ w szereg generujacy HOMFLY-

PT
)\aq ZPKTG(] (2)

r>0
ktory pozwala zdefiniowaé¢ niezmienniki Labastidy-Marinio-Ooguriego-Vafy (LMOV) [17, 18,
19]. Jesli rozwazymy pletystyczna funkcje wykladnicza, zdefiniowana dla f(t) = >, o, ant"
iap =0 jako
Exp [f ()] = exp [Z HF(Y) ] = [Ja—-m (3)
k>1 n>0

wtedy (2) mozemy przepisa¢ jako

Pr(Ma.q) = Exp [W} ; (4)

Nk (A, a,q) jest funkcja generujaca niezmienniki LMOV N Ko

Ne(M\a,q) =Y > Nipigh ' (5)

r>01,j7€Z

a formuta (4) pochodzi z konstrukeji fizycznej, w ktorej niezmienniki LMOV sg zliczeniami

stanow BPS w systemie M-bran zwiazanym z weztem K [17]. Ta interpretacja sugeruje, ze

3Wszystkie relacje z homologiami sa rozwazane dla normalizacji zredukowanej, w ktorej P(a, q,t) sa wie-
lomianami.



Nk i € Z, co jest trescia hipotezy LMOV [17, 18, 19].

7 geometrycznego punktu widzenia szereg generujacy HOMFLY-PT i niezmienniki LMOV
mozna interpretowaé odpowiednio jako funkcje podziatu Gromova-Wittena i zliczenia krzy-
wych holomorficznych [17, 20, 21, 22|. Jedna z konsekwencji tej relacji jest przypuszcze-
nie, ze wielomian augmentacji (‘augmentation polynomial’) homologii kontaktowej wezta
[23, 24| mozna zidentyfikowaé¢ (z doktadnoscia do czynnika) za pomoca a-zdeformowanych
(‘a-deformed’) wielomianow A [20, 25, 26, 27|. Oryginalne wielomiany A zostaly wprowa-
dzone w [28| jako wielomiany definiujace krzywych algebraicznych zwigzanych z weztami.
Wielomiany A i ich deformacje a mozna przeksztalci¢ w operatory anihilujace odpowiednio
niezmienniki Jonesa i HOMFLY-PT pokolorowane reprezentacjami catkowicie symetrycznymi
[29, 30, 31]:

Ak (1, X, 9) i (q) = 0, Agc(j1, N, a, q) Pk, (a,q) = 0, (6)

gdzie [i i A sa operatorami spelniajacymi relacje komutacyjna /lj\ = qj\ﬂ dziatajacymi na
P ,(a, q) nastepujaco:*

,aPK,r(aa Q) = qTPKJ’(aa Q)a (7)
5\PK,r(Cba Q) = PK,T+1(CL7 Q)-

Istnieje réwniez deformacja ¢ réwnania (6), w ktorej superwielomian A, oznaczany jako

AK(,&, A a,q, t), anihiluje kolorowe superwielomiany P ,(a, q,t) [26].

Wstep — teoria reprezentacji kotczanéw

Kotczan @ to skierowany graf, tj. para (Qo, @), gdzie Qy jest skonczonym zbiorem wierz-
chotkow, a () skoriczonym zbiorem strzalek pomiedzy nimi. Macierz sasiedztwa @) to macierz
|Qo| X |Qo| z elementami C;; réwnymi liczbie strzalek z i do j. Jesli Cy; = Cj;, to méwimy ze
kotczan jest symetryczny. Jedli ustalimy kolczan @) i ciato F, reprezentacja V' kotczanu @) przy-
pisuje przestrzen F-wektorowa V; o wymiarze d; kazdemu wierzchotkowi ¢ € )y i F-liniowe
przeksztalcenie kazdej strzalce a € (1. Wymiary wszystkich przestrzeni wektorowych danej
reprezentacji mozna wygodnie podsumowaé wektorem wymiaréw d = (d;)icq, -
Najtatwiejsza droga do zdefiniowania motywicznych niezmiennikéw Donaldsona-Thomasa

(DT) dla symetrycznych kotczanéw prowadzi przez motywiczny szereg generujacy zdefinio-

“Dziatanie i i A na Jx ,(q) jest identyczne.



wany jako

oq x° I il zd
PQ(JJ, Q) = Z(_Q)dCd 2. .2 = Z (_Q)Zi’j:l Ciasds H 2. .92 ) (8)
~ (%), T 1 (6P,
ARG 0 -
gdzie mianownik jest iloczynem symboli ¢g-Pochhammera:
n—1
(z0)n = [J(1 - 2¢"). (9)
k=0
Jesli przepiszemy (8) jako
Qo(x,q
Pota,) = Bxp 2420, (10)
to Qg(x, q) jest szeregiem generujacym niezmienniki DT Qg 45 [8, 9]:
Qo(x,q) = Z Q0.a.sT%". (11)

deNQo,s€Z

Niezmienniki DT mozna réwniez wprowadzi¢ jako liczby Bettiego homologii przecie-
ciowej (‘intersection homology’) przestrzeni modutéw wszystkich reprezentacji potprostych
kotczanu () o wektorze wymiaréw d lub jako liczby Chowa-Bettiego przestrzeni modutow
wszystkich reprezentacji prostych kotczanu @ o wektorze wymiaréw d [32, 33]. W przypadku
kotczanow z jednym wierzchotkiem i m petlami, niezmienniki DT maja interpretacje kombi-
natoryczna w kategoriach nieprzemiennych schematéw Hilberta [34]. Efimov udowodnit, ze

dla dowolnego symetrycznego kolczanu @ niezmienniki DT sg liczbami catkowitymi [35].°

4.2 Korzenie korespondencji: stany BPS zwigzane z weztami

Korzenie korespondencji wezet-kotczan tkwia w badaniach nad relacja miedzy wielomia-
nami A a niezmiennikami LMOV |[habl1, hab12].
Glownym wynikiem mojej pracy z S. Garoufalidisem i P. Sutkowskim [hab12| bylto wyra-

zenie (pewnej wersji) niezmiennikow LMOV w kategoriach funkcji, ktora rozwiazuje rownanie

AK(M? )‘7 a, Q) = 07

5Zaleznosé niezmiennikéw DT od znaku jest réwniez znana i przy nieco innej definicji mozna udowodnié,
ze sg one nieujemne [35]. Jednak ze wzgledu na fakt, ze wchodza one w korespondencje wezel-kotczan w
kombinacjach liniowych, ktére nie zachowuja znaku, skupie sie tylko na ich catkowitosci.
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bedace granica ¢ — 1 (nazywana réwniez granica klasyczna) rownania (6). Analizujac forme
tego wyrazenia, przypuszczaliSmy, ze pewna wersja N ,.; ; powinna by¢ podzielna przez r, co
zostalo pozniej udowodnione w [36]. PokazaliSmy rowniez zwiazek pomiedzy a-zdeformowanymi
wielomianami A a funkcjami hipergeometrycznymi i liczbami Catalana. To proste kombinato-
ryczne twierdzenie okazalo wierzchotkiem gory lodowej, ktéra powoli odstaniata sie w naszych
pozZniejszych pracach.

W [hab11], razem z moim promotorem P. Sutkowskim, badatem zwiazek pomiedzy zdefor-
mowanymi wielomianami A a niezmiennikami LMOV w bardziej ogélny sposob, bez rozwaza-
nia granicy klasycznej. Skonstruowaliémy model kombinatoryczny oparty na jezyku formal-
nym, ktérego struktura byta zakodowana w zdeformowanym wielomianie A danego wezta. 7
drugiej strony, funkcja generujaca zwigzana z rozwazanym modelem kodowata pewna wersje
niezmiennikéw LMOV. Jednak najbardziej znaczacym rezultatem [habl1| bylo zauwazenie,
ze model kombinatoryczny oparty na zdeformowanym wielomianie A danego wezla jest row-
nowazny kombinatoryce zdegenerowanej kohomologicznej algebry Halla pewnego kotczanu
opisanego przez Reinekego w [34]. Poczatkowo relacja ta wydawata sie przypadkowa (byta
badana dalej w [37] bez prob formutowania ogolnych stwierdzeni), ale wkrotce okazala sie

bardzo gteboka i istotna.

4.3 Korespondencja wezel-kotczan

Razem z M. Reinekem, P. Sutkowskim i M. Stosiciem skupilem sie na pytaniu, czy relacje
znaleziona w [hab11| mozna przenie$¢ na ogolny poziom teorii weztéw i teorii reprezentacji

kotczanéw, co doprowadzito do sformutowania korespondencji wezel-kotczan:®

Twierdzenie 1. [hab9,40| Dla kazdego wezta drzewiastego K istnieje symetryczny kotczan
Q 1 liczby catkowite {a;,qi}ticq, (2adajace zamiane zmiennych) takie, Ze szereg generujgcy

HOMFLY-PT dla K jest rowny motywicznemu szeregowi generujgcemu dla Q):

PK()\7CL7Q) = PQ(Q?,C])

CEl':)\*laaiqqi*Cii . (12)

W |hab9| udowodnilismy korespondencje wezel-kotczan dla wszystkich wezlow skreconych,
weztow torycznych (2,2p+ 1) i wezlow z co najwyzej 6 skrzyzowaniami. Pézniej Stosi¢ i We-

drich przedstawili dowod dla wszystkich weztow wymiernych [39] i weztow drzewiastych [40].

6Korespondencje zaprezentowano réwnolegle w dwoch artykutach. Pelng analize przedstawiono w [hab9],
natomiast [habl10] stanowilo krotkie podsumowanie najwazniejszych wynikow. Korespondencje mozna takze
sformutowaé dla splotow (sploty drzewiaste to domkniecia platanin (‘tangles’) algebraicznych wprowadzonych
przez Conwaya [38]).
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W [hab9, hab10] postawilismy hipoteze, ze Twierdzenie 1 obowiazuje dla wszystkich weztow.
Korespondencje wezel-kotczan mozna réwniez sformutowaé na poziomie szeregéw generu-

jacych niezmienniki LMOV oraz DT (zob. (10) i (4)):

NK()\7 a, Q) = QQ<m7 Q)

T,=A"1a% qli—

Poniewaz udowodniono, ze niezmienniki DT kotczanéw symetrycznych sa liczbami catkowi-
tymi [35], powyzsze dowody okazaly sie eleganckim i skutecznym sposobem udowodnienia

catkowitos$ci niezmiennikéow LMOV:

Whiosek 2. [hab9, hab10| Korespondencja wezet-kotczan automatycznie implikuje hipoteze
LMOV.

Oprocz relacji miedzy niezmiennikami LMOV i DT, korespondencja wezel-kolczan nie-
sie informacje o kategoryfikacji niezmiennikow HOMFLY-PT [hab9, hab10]. Okazuje sie, ze
kazdemu wierzchotkowi kotczanu odpowiada generator homologii HOMFLY-PT, a liczby cal-
kowite a;, ¢; z zamiany zmiennych sa rowne stopniom a i ¢ dla danego generatora. Ponadto
liczba petli dotaczonych do danego wierzchotka jest rowna stopniowi homologicznemu odpo-
wiedniego generatora:

Warto zauwazy¢, ze kotczan wyznaczony jest wylacznie przez niezmienniki HOMFLY-PT,

wiec na innej Sciezce rozwoju mogltby stuzyé¢ jako reguta wskazujaca wlasciwa konstrukcje
homologii HOMFLY-PT.

4.4 Geometryczne i fizyczne interpretacje korespondencji

Poniewaz niezmienniki LMOV sa zakorzenione w zliczaniu stanéw kwantowych lub, row-
nowaznie, krzywych holomorficznych, naturalnym bylto poszukiwanie geometrycznych i fi-
zycznych interpretacji korespondencji wezet-kolczan. W Uppsali wraz z innym postdokiem
P. Longhim udato mi sie naméwi¢ mojego promotora T. Ekholma do pracy nad tym proble-
mem.

W [hab8] badalismy geometrie rozwigzanego konifoldu (‘resolved conifold’)”, w ktorej
funkcja podziatu Gromova-Wittena zliczajaca wszystkie (roztaczone) uogoélnione krzywe ho-

lomorficzne koiiczace sie na podrozmaito$ci konormalnej Lx odtwarza szereg generujacy

"Rozwiazany konifold to wiazka calkowita (‘total bundle’) O(—1) @ O(—1) — CP'. Podrozmaitos¢ ko-
normalna do K, oznaczana jako Ly, jest podrozmaitoscia lagranzowska przypisang do wezta K — szczegobly
konstrukeji opisane sa w [17, 21, 22].
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HOMFLY-PT [17, 21, 22]. Pokazalismy, ze geometryczne znaczenie korespondencji wezel-
kotczan jest takie, ze cale spektrum krzywych holomorficznych koriczacych sie na Lx moze
zosta¢ wygenerowane przez skonczong liczbe dyskow holomorficznych odpowiadajacych wierz-
chotkom kotczanu. Przeciecia i samoprzeciecia brzegéw dyskéow odpowiadaja strzatkom i pe-
tlom kotczanu, podczas gdy a; jest druga klasa homologii dysku powiazanego z wierzchot-
kiem 7, a q; — Cj; jest liczba jego przecie¢ z czterowymiarowym tancuchem z brzegiem réwnym
2- L. 7 fizycznego punktu widzenia korespondecje mozna rozumieé jako dualno$é pomiedzy
teoriami supersymetrycznymi 3d N = 2: jedna zwigzang z weztem, wprowadzona w [41, 42|,
a druga zwiazana z kotczanem, opisana przez nas w [hab8|. Niezmienniki LMOV sg zlicze-
niami stanéw kwantowych w pierwszej, podczas gdy niezmienniki DT sa takimi zliczeniami
w drugiej, a rownanie [41, 42| oznacza, ze sa to dwa zliczenia tego samego widma stanow.
Podobnie (12) mozna interpretowaé jako rownosé funkeji podziatu obu teorii.

W [hab2]| jeszcze udoskonalilismy interpretacje z [hab8| i wykorzystalismy je jako naczelne
zasady przy proponowaniu uogoélnienia (12) na poziom skategoryzowany. Gléwnym nowym
aspektem interpretacji geometrycznej byta ztozona struktura dyskéw holomorficznych wynika-
jaca z rozciggania symplektycznej teorii pola (‘symplectic field theory stretching’) [43|. Bazu-
jac na tej interpretacji, zaproponowaliSmy uogdlnienie (12) na przypadek wielokrotnie naw-
inietych dyskow (ktore wystepuja dla weztow takich jak 949 1 10439, jak pokazalismy w [hab§])
oraz wielomianéw Poincarego homologii HOMFLY-PT, czyli superwielomianéw. Z drugiej
strony badanie symetrii teorii 3d N' = 2 powigzanej z weztem ujawnilo fizyczne pochodzenie
zaleznosci (14). PokazaliSmy takze, jak rozniczka kasujaca (‘cancelling differential’) kolorowe;j
homologii HOMFLY-PT [16] jest reprezentowana w kolczanie i jak wielomian A kazdego
wezla spelniajacego (12) mozna przeksztalcic w krzywa kwantowa brany torycznej w C3

(zob. [44, 45, 46]) przy uzyciu zmiennych nieprzemiennych.

4.5 Struktura korespondencji wezel-kolczan

Kiedy wprowadzilismy korespondencje¢ wezel-kotczan w [hab9|, zauwazylismy, ze dla 10194 —
czyli wezla torycznego (3,5) — istnieja dwa odpowiadajace sobie kolczany tej samej wielkosci,
ktore roznig sie pozycja jednej pary strzalek. W [hab7| pokazaliSmy, ze analogiczne zjawisko
mozna zaobserwowadé takze dla wezta ésemkowego i wyjasni¢ za pomoca transformacji kot-
czandéw 1 parametrow generujacych, ktora nazwaliémy rozplataniem (‘unlinking’). Opierajac

sie na interpretacjach z [hab8| i relacjach skein z [22|, zdefiniowaliSmy ja nastepujaco:
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Definicja 3. [hab7] Rozwazmy symetryczny kotczan @) z macierza sasiedztwa C' oraz wektor

parametréow generujacych & dane wzorem

C{11 Oli
C =
Clj Cij
_Clm Cim
r = [(L’l,...,Ii,...,Ij,...

Olm

(15)

Rozplatanie wierzchotkow i oraz j to operator U(ij) dzialajacy na C' i @, ktéry usuwa jedna

pare strzalek pomiedzy ¢ oraz j i tworzy nowy wierzchotek z nastepujacymi strzatkami i

parametrami generujacymi®:

Cu . Chi Olj

Chi : Cii Cij —1
U(ij)C =

Clj . Oij -1 ij

Clm . Cim ij
Ulij)e = [21,. .. iy oo Tjy oo Ty ¢ 5]

Cim Cui + O
G GOy
Cim C,—1+C,
Crum Cim + Cjm

(16)

Najprostszy przyktad rozplatania wraz z jego przedstawieniem w postaci relacji skein dla

brzegdéw dyskéw holomorficznych przedstawiono na Rysunku 1.

8W celu zaoszczedzenia miejsca uzywamy jednej kropki zamiast --- do oznaczenia pominietych kolumn

macierzy.
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Rysunek 1: Przyktad rozplatania i jego geometryczna reprezentacja pokazujaca pochodzenie
nazwy |[hab7]|.

W [hab7] udowodnilismy kluczows wtasciwosé rozplatania:

Twierdzenie 4. [hab7| Rozplatanie zachowuje motywiczny szereg generujgcy dowolnego kot-

czanu symetrycznego Q:

Konsekwencje tego twierdzenia obejmuja nowe dualnosci pomiedzy teoriami 3d N' = 2 i nowe
wecielenie relacji przekraczania Sciany (‘wall-crossing relations’) wprowadzonych przez Kont-
sevicha 1 Soibelmana w [8, 9]. Co wiecej, (17) w polaczeniu z (12) moze zosta¢ uzyte do
wygenerowania rownowaznych kotczanéow, ktére odpowiadaja temu samemu weztowi i two-
rzg bardzo skomplikowane struktury.

Razem z J. Jankowskim, H. Larraguivelem, D. Noshchenka i P. Sutkowskim szczego-
towo zbadatem te struktury w [habb|. Znalezlismy warunki, ktére gwarantuja, ze zamiana
miejscami pozadiagonalnego elementu macierzy sasiedztwa (co opisuje zmiane pozycji pary
strzalek wspomniang wezesniej) prowadzi do innego kolczanu odpowiadajacego temu samemu

weztowi:

Twierdzenie 5. |hab5| Rozwazmy kotczan Q) odpowiadajgcy weztowi K oraz inny kotczan Q'
z takg samq liczbg wierzchotkow @ tg samg zmiang zmiennych zwigzang z korespondencjg
wezet-kotczan. Jesli Q i Q' sq powigzane sekwencjq roztgcznych transpozycji, z ktorych kazda

zamienia pozadiagonalne elementy macierzy sqsiedztwa:
Cup <> Cq, Cha <> Cye, (18)
dla pewnych parami réznych a,b, c,d, € Qq, takich ze
Tqly = Ty (19)
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oraz
Cab = Ccd - 17 Cai + Cbi = Cci + Cdi - 5ci - 5di7 Vi € Q07 (20)

lub
Ceg = Cap — 1, Cei + Cgi = Coi + Cpi — 0gi — Opi, Vi € Qo, (21)

wowezas szeregi generujgce QQ oraz Q' — po zastosowaniu zmiany zmiennych zwigzanej z ko-

respondencjq wezet-kotczan — sq rowne: Py = Pgy.

Pokazalismy réwniez, ze jesli iteracyjnie zastosujemy takie transpozycje i przedstawimy po-
wstajaca strukture jako graf (z kolczanami i transpozycjami przypisanymi odpowiednio do
wierzchotkow i krawedzi), to taki graf sktada sie z permutoscianéw (tj. (n — 1)-wymiarowych
wieloscianow, ktorych wierzchotki odpowiadaja permutacjom n elementéw, krawedzie zas
transpozycjom sasiednich elementow). Przyktad takiego grafu dla wezta 11, przedstawiono

na Rysunku 2.

Rysunek 2: Graf przedstawiajacy réwnowazne kotczany odpowiadajace weztowi 11;. Wyrdz-
nione obiekty to rzuty czterowymiarowych permutoscianéw |[habj|.

W [habl| rozwazylismy pytanie dotyczace wyniku (zwykle nieskoriczonego) procesu roz-
platywania wszystkich strzatek taczacych rézne wierzchotki symetrycznego kotczanu, co mozna

rozumie¢ jako diagonalizacje macierzy sasiedztwa:

Definition 6. [habl| Kolczan diagonalny to taki, w ktorym wszystkie strzalki sa petlami,

tzn. wszystkie wierzchotki sa roztaczone.

Gléwny wynik byt nastepujacy:’

9Twierdzenie 7 zostato udowodnione dla uogélnienia standardowego kotczanu, ktore sktada si¢ z dwoch
rodzajow strzalek (zwyklych i ,ujemnych”), ale tutaj skupie sie na standardowych kotczanach.
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Twierdzenie 7. [habl| Dia kazdego symetrycznego kotczanu Q istnieje diagonalny kotczan Q)
(00)

oraz zbior réwnan {x§°°) =z, (21, ., Z|Qo|, q)}ieQéw takie, ze motywiczne szeregi generu-

jace Q 1 Q) sq réwne po identyfikacji parametréw generujgcych zadanej przez ten zbidr:

T1,..7)Qq4q)

Poniewaz kohomologiczna algebra Halla, niezmienniki DT i ich model kombinatoryczny dla
kotczanéw z jednym wierzchotkiem i m petlami sa znane [34|, twierdzenie to otworzyto moz-
liwo$¢ przeniesienia ich na dowolny kolczan symetryczny. W [habl]| zostato to zrobione dla
niezmiennikéw DT i ich modelu kombinatorycznego, wraz z fizyczna interpretacja w ka-
tegoriach teorii 3d N/ = 2 oraz jak dotad najbardziej efektywnym algorytmem obliczania

niezmiennikow LMOV.

4.6 Generalizacja: korespondencja miedzy tréjrozmaitosSciami i kol-

czanami

Podczas mojego stazu podoktorskiego w California Institute of Technology wraz z grupa,
ktora obejmowata wszystkich moich opiekunéw (P. Sutkowskiego, T. Ekholma i S. Gukova)
oraz doktorantow z Caltechu (A. Gruena i S. Parka), pracowalem nad niezmiennikami dopet-
nien weztow w S* wprowadzonymi przez Gukova i Manolescu [47] nazywanymi Fx. W [hab3|
zdefiniowaliémy ich a-deformacje, ktora opisuje zachowanie tych niezmiennikéow dla grupy
SU(N) dla duzego N, i udowodniliémy istnienie a-zdeformowanego Fy dla dopelnien weztow
torycznych (2,2p + 1). Odkryli$my rowniez, ze sa one bezposrednio powiazane z kolorowymi
niezmiennikami HOMFLY-PT, co umozliwito zapisanie jawnych formul zadajacych opisane
wyzej niezmienniki. 7Z drugiej strony, wykorzystaliSmy te relacje, aby w potaczeniu z zli-
czeniami holomorficznych pierscieni kolowych na dopelieniach weztow [21, 22, 48] poda¢
interpretacje a-zdeformowanego Fx w kategoriach zliczenn krzywych holomorficznych.
Podczas pracy nad [hab3| zauwazylem, ze zwigzek miedzy a-zdeformowanymi niezmien-
nikami Fx a kolorowymi niezmiennikami HOMFLY-PT mozna wykorzysta¢ do uogolnienia
korespondencji wezel-kotczan dla dopelnieri wezlow w S3. Doprowadzito to do [hab6], w kto-

rym udowodnitem nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 8. [hab6] Dla dowolnego Mr(22p11) — dopetnienia wezta torycznego (2,2p + 1)
w S ~ istnieje symetrycany kotczan Q i liczby catkowite {n;, a;, ¢ }ico, (2adajgce zamiane

zmiennych) takie, Ze a-zdeformowany niezmiennik Fx dla Mpopi1) jest mowny szeregowi
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generujgcemu dla Q:

FT(272P+1) (/’[’7 a’ q) = PQ(CU7 q)'gjizuniaaiqqi : (23)

Postawitem réwniez hipoteze, ze analogiczne twierdzenie powinno obowiazywaé dla dopel-
nienia. dowolnego wezta w S% i pokazalem, ze Twierdzenie 8 implikuje istnienie analogéw
niezmiennikéw LMOV dla dopelien weztow torycznych (2,2p+1) w S? (i potencjalnie — dla
wszystkich dopelnienn weztow). Ponadto przeanalizowalem fizyczng interpretacje Twierdze-
nia 8 pod katem struktury teorii 3d N = 2 powigzanych z obiema stronami korespondencji.

Wyniki, ktore otrzymatem w |hab6]|, zachecilty T. Ekholma, A. Gruena, S. Gukowa,
S. Parka, M. Stosi¢a i P. Sutkowskiego do wtaczenia sie w badania korespondencji miedzy
dopelnieniami weztow i kotczanami. W [hab4| odkrylismy, ze dla kazdego dopelnienia we-
zta istnieje rodzina niezmiennikow Fi, ktora bijektywnie odpowiada gateziom wielomianu A
odpowiedniego wezlta (badane wezesniej Fix zawsze odpowiadalo do gatezi abelowej). Otrzy-
maliSmy jawne wzory na niezmienniki F dla réznych gatezi oraz dopetnien weztow i wyko-
rzystaliSmy je do udowodnienia korespondencji z kotczanami w tych przypadkach. Ponadto
wykorzystalismy podejscie R-macierzowe opracowane w [49, 50|, aby udowodnié¢ twierdzenie

analogiczne do Twierdzenia 8 dla grupy SU(2) i wiekszej klasy wezlow:

Twierdzenie 9. |hab4| Dia dowolnego My — dopetnienia homogenicznego wezta warkoczo-
wego (‘homogeneous braid knot’) K w S — istnieje symetryczny kotczan Q i liczby catkowite
{n;, giticq, (2adajace zamiane zmiennych) takie ze niezmiennik Fy dla My jest rowny sze-

regowt generujgcemu dla Q):

FK(/“’? Q) = PQ(Q:, q)|xi:'u,niqqi . (24)

Oprocz tego zdefiniowalismy (kwantowe) wielomiany B iidealty AB, bedace analogami i uogol-
nieniami wielomianéw A, w ktoérych zmienna a staje sie operatorem tworzacym dualng pare
zZ I;, podobnie do i i Az (7).12 Omowilismy takze geometryczng interpretacje wielomianéw B
i idealow AB w kategoriach zliczeni krzywych holomoficznych, co otworzyto droge do trakto-
wania krzywych zamknietych razem z otwartymi. Na koniec pokazalismy, ze wzor zadajacy
chirurgie Dehna, podany w [47], umozliwia przeksztalcenie kolczanow zwiazanych z dopetnie-
niami weztéw na kolczany zwiazane z zamknietymi trojrozmaitosciami poprzez niezmienniki
Z [51, 52|, ktore sa szeroko badanymi obiektami majacymi interesujace relacje z teoria liczb

i algebrami operatoréw wierzchotkowych [53, 54, 55, 56, 57, publ|.

00perator a dziala poprzez mnozenie przez a = ¢", natomiast b powoduje przesunigcie N — N + 1.
Operatory (a,b) dzialaja na rzad N w sposob catkowicie analogiczny do dzialania (fi, A) na reprezentacje r.
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Uwaga Szczegotowa ocena mojego wktadu w kazda publikacje dostepna jest w Wykazie
osiggnie¢ naukowych albo artystycznych, stanowigcych znaczny wktad w rozwoj okreslonej

dyscypliny.

5 Informacja o wykazywaniu sie istotna aktywnoscia na-
ukowg albo artystyczna realizowana w wiecej niz jed-
nej uczelni, instytucji naukowej lub instytucji kultury,

w szczegolnosci zagranicznej.

5.1 Zagraniczne staze podoktorskie

e University of Amsterdam (Holandia),

Korteweg-de Vries Institute for Mathematics and Institute of Physics

— Staz podoktorski w latach 2021-2022

— Wspolpraca naukowa z prof. Miranda Cheng, jej studentem Davide Passaro oraz

dr Toang Coman-Lohi

e California Institute of Technology (USA),

Division of Physics, Mathematics and Astronomy

— Staz podoktorski w latach 2018-2021

— Wspoélpraca naukowa z prof. Sergiejem Gukowem oraz jego studentami: Angusem

Gruenem i Sunghyukiem Parkiem

e Uppsala University (Szwecja),

Department of Mathematics

— Staz podoktorski w latach 2017-2018

— Wspélpraca naukowa z prof. Tobiasem Ekholmem i dr. Pietro Longhim
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5.2 Kierowanie grantami realizowaymi w zagranicznych osrodkach

naukowych

o Niezmienniki topologiczne, stany BPS 1 kolczany — spdjny opis w ramach kwantowej

teorii pola

Typ projektu: Mobilnosé Plus

Instytucja finansujaca: Ministerstwo Nauki i Szkolnictwa Wyzszego

Miejsce realizacji: California Institute of Technology (USA)

Termin realizacji: 2018 — 2021
Fundusze: 608 400 zt

Rola: gtéwny badacz

5.3 Prezentacje na konferencjach miedzynarodowych i seminariach

organizowanych za granica

e Knot-quiver correspondence: structures and interpretations

— Seminarium, George Washington University, USA, 04/2024

— Seminarium, Academia Sinica, Tajwan, 11/2023

e Unlinking symmetric quivers

— Konferencja DT invariants for symmetric quivers: algebra, combinatorics, and to-
pology, IRMA Strasbourg, Francja, 09/2023

e Knot-quiver correspondence: a modern perspective

— Seminarium, LMU Munich, Niemcy, 04,/2023

— Seminarium, Northeastern University, USA, 04,/2023
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o Quivers for 3-manifolds

— Konferencja String Math 2022, Warszawa, 07/2022

e Quantum topology, strings, and quivers

— Seminarium, University of Amsterdam, Holandia, 09/2021

o Knots-quivers correspondence

— Seminarium, University of Guadalajara, Meksyk, 08,/2019

— Seminarium, California Institute of Technology, USA, 04/2019

— Seminarium, University of Heidelberg, Niemcy, 03/2018

— KAWS 2018, Interational Centre for Theoretical Sciences, Bangalore, Indie, 01,/2018

o 7 inwvariants at rational T

— Konferencja Mathematics and Physics of Knots,
Mittag-Leffler Institute, Sztokholm, Szwecja, 06/2019

Science upside down: physics applied in math

— Konferencja Los Angeles Postdoctoral Research Symposium,
University of California Los Angeles, USA, 06,/2019

Knots-quivers correspondence — a physical perspective

— Seminarium, ETH Zurich, Szwajcaria, 02/2019

Physics and geometry of knots-quivers correspondence

— Konferencja Quantum Fields, Knots, and Strings, Warszawa, 09/2018

— Konferencja Combinatorics of Moduli Spaces, Cluster Algebras, and Topological
Recursion, Moskwa, Rosja, 06/2018
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5.4

Extremal A-polynomials

— Seminarium, University of Heidelberg, Niemcy, 03/2018

Knots, (extremal) A-polynomials, and BPS invariants

— Konferencja Physics and knot homologies, Isaac Newton Institute for Mathemati-
cal Sciences, Cambridge, Wielka Brytania, 04/2017

Knots and BPS states

— Seminarium, King’s College London, Wielka Brytania, 11/2016

BPS invariants from (extremal) A-polynomials,

— Konferencja Strings 2016, Pekin, Chiny, 08/2016

Knots, BPS states, and algebraic curves

— Konferencja Combinatorics of Moduli Spaces, Hurwitz Numbers, and Cohomologi-
cal Field Theories, Moskwa, Rosja, 06/2016

New look on LMOV invariants

— Konferencja Group Theory and Knots, Natal, Brazylia, 11/2014

Miedzynarodowe staze, workshopy i szkoly

Workshop A Deep-Learning Era of Particle Theory

— Mainz Institute for Theoretical Physics, Moguncja, Niemcy, 06/2022

Workshop Knots, Strings, Symplectic Geometry and Dualities

— Mittag-Leffler Institute, Sztokholm, Szwecja, 09,/2020 — 12/2020
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Workshop Quantum knot invariants and Supersymmetric Gauge Theories

— Kavli Institute for Theoretical Physics, Santa Barbara, USA, 11,/2018 — 12/2018

Workshop Categorification in Mathematical Physics

— Simons Center for Geometry and Physics, Stony Brook, USA, 04/2018

Introductory workshop: Enumerative Geometry Beyond Numbers

— Mathematical Sciences Research Institute, Berkeley, USA, 01/2018

Kavli Asian Winter School on Strings, Particles, and Cosmology

— International Centre for Theoretical Sciences, Bangalore, Indie, 01,/2018

Pre-StringMath Summer School

— University of Hamburg, Niemcy, 07/2017

Staz na King’s College London (UK)

— Czas trwania: 10/2016 — 01,/2017

— Opiekun naukowy: prof. Neil Lambert

Workshop Knot homologies, BPS states, and SUSY gauge theories

— Simons Center for Geometry and Physics, Stony Brook, USA, 05/2015

Spring School on Superstring Theory and Related Topics

— International Centre for Theoretical Physics, Triest, Wtochy, 03/2015-04/2015
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5.5

Workshop Quantum Curves and Quantum Knot Invariants

— Banff International Research Station, Banff, Kanada, 06/2014

International School Stringtheory.pl/201}

— Uniwersytet Warszawski, 04,2014

International School String Steilkurs

— DESY, Hamburg, Niemcy, 03/2014

CERN Winter School on Supergravity, Strings and Gauge Theory

— CERN, Genewa, Szwajcaria, 02/2014

Staz w DESY, Hamburg (Niemcy)

— Czas trwania: 07/2012 — 09/2012

— Opiekun naukowy: dr. Ingo Kirsch

Utrecht Summer School in Theoretical Physics

— Utrecht University, Holandia, 08/2011

Biezace uczestnictwo w miedzynarodowych zespotach badawczych

Zespot badawczy skupiajacy sie na zastosowaniu uczenia maszynowego do hipotezy

Andrewsa-Curtisa

— prof. Sergei Gukov (California Institute of Technology, USA i Dublin Institute for
Advanced Studies, Irlandia)

— dr. Anibal Medina-Mardones (Western University, Kanada)
— dr. Ali Shehper (Rutgers University, USA)
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— Barttomiej Lewandowski (Uniwersytet Warszawski)

e Zespot badawczy skupiajacy sie na relacji miedzy kotczanami zwiazanymi z czterowymi-
arowymi 1 trojwymiarowymi teoriami supersymetrycznymi
— dr. Sunghyuk Park (Harvard University, USA)
— dr. Pietro Longhi (Uppsala University, Szwecja)
— dr. Dmitry Noshchenko (Dublin Institute for Advanced Studies, Irlandia)
— prof. Piotr Sultkowski (Uniwersytet Warszawski)
— dr. Heélder Larraguivel (Uniwersytet Jagielloniski)
e Zespot badawczy skupiajacy sie na nowych réwnowaznosciach kotczanoéw, ich interpre-
tacjach algebraicznych oraz relacjach z teoria liczb
— prof. Boris Feigin (Hebrew University of Jerusalem, Izrael)
— prof. Vladimir Dotsenko (University of Strasbourg, Francja)

— prof. Miranda Cheng (University of Amsterdam, Holandia i Academia Sinica,

Tajwan)
— dr. Dmitry Noshchenko (Dublin Institute for Advanced Studies, Irlandia)
e Zespot badawczy skupiajacy sie na relacjach miedzy homologami weztoéw a symetrycznymi
kolczanami
— prof. Ramadevi Pichai (Indian Institute of Technology Bombay, Indie)
— dr. Marko Stosi¢ (Technical University of Lisbon, Portugalia)
— dr. Dmitry Noshchenko (Dublin Institute for Advanced Studies, Irlandia)
— dr. Vivek Kumar Singh (New York University Abu Dhabi, ZEA)

— Sachin Chauchan (Indian Institute of Technology Bombay, Indie)
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6.1

Informacja o osiggnieciach dydaktycznych, organiza-

cyjnych oraz popularyzujacych nauke lub sztuke.

Osiagniecia dydaktyczne

Promotorstwo pracy magisterskiej Barttomieja Lewandowskiego na Wydziale Matem-

atyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego (w trakcie realizacji)
Teoria weztow — 30 godzin seminarium monograficznego

Calculus — 45 godzin wyktadow i ¢wiczen

Algebra z geometria — 30 godzin zajec¢

Matematyka dla optykéw okularowych — 45 godzin zajec¢

Metody matematyczne fizyki — 45 godzin zaje¢

Mechanika klasyczna, program rozszerzony — 45 godzin zajec¢

Elektrodynamika — 45 godzin zajec¢

Algebra z geometria — 30 godzin zajec¢

Rachunek rézniczkowy — 90 godzin zajec¢
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6.2 Osiagniecia organizacyjne

e Semestr Simonsa Knots, homologies, and physics

— Instytut Matematyczny PAN, Warszawa
— 03/2024 — 06,/2024

— Organizator, wspélnie z dr. hab. Maciejem Borodzikiem, dr. Wojciechem Poli-
tarczykiem i prof. Piotrem Sutkowskim, z pomoca Jakuba Paligi i Barttomieja

Lewandowskiego
— Serie wykladéw (niektore organizowane we wspotpracy z Uniwersytetem Warszaw-
skim):
« prof. R. Pichai (Indian Institute of Technology Bombay, Indie)
Chern-Simons Field Theory Invariants: Knots, Links and Three-Manifolds
« prof. M. Powell (University of Glasgow, Wielka Brytania)

Symmetries of 4-manifolds

% prof. W. Li (Chinese Academy of Sciences, Chiny)

Introduction to quiver BPS algebras

% dr. D. Noshchenko (Dublin Institute for Advanced Studies)

Quivers, Nahm sums and hidden symmetries in knot homologies

« prof. I. Dai (University of Texas at Austin, USA)

Floer homology and symmetries of knots and manifolds

« prof. S. Gukov (Caltech, USA oraz Dublin IAS)

Categorification of quantum invariants: from knots to 3-manifolds

« prof. J. Przytycki (George Washington University, USA)

Introduction to Skein Modules and their Khovanov type categorification

« prof. M. Stoffregen (Michigan State University, USA)

A tour of monopole Floer Spectra

« dr. M. Stosic (Technical University of Lisbon, Portugalia)

Knot quantum wnvariants, graphs, and combinatorics

« prof. V. Dotsenko (University of Strasbourg, Francja)

Introduction to Koszul duality

« prof. M. Hogancamp (Northeastern University, USA)

Link homology and how to compute it
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— Integralna czescia Semestru Simonsa byly dtugoterminowe wizyty wyktadowcow

wymienionych powyzej oraz nastepujacych naukowcow:

*

S. Chauchan (Indian Institute of Technology Bombay, Indie)
dr. S. Cheng (Fudan University, Chiny)
dr. A. Mallick (Rutgers University, USA)

*

*

*

dr. I. Matkovic (Uppsala University, Szwecja)
dr. S. Park (Harvard University, USA)

*

o Summary Workshop: Knots, homologies, and physics

— Instytut Matematyczny PAN (we wspotpracy z Uniwersytetem Warszawskim i
Fundacja Simonsa)

— 05/2024

— Organizator, wspoélnie z dr. hab. Maciejem Borodzikiem, dr. Alberto Cavallo, dr.
Wojciechem Politarczykiem, prof. Piotrem Sulkowskim i prof. Henrykiem Zotad-

kiem, z pomoca Jakuba Paligi i Barttomieja Lewandowskiego

e Learning Workshop: Knots, homologies, and physics

— Uniwersytet Warszawski (we wspolpracy z Instytutem Matematycznym PAN i
Fundacja Simonsa)

— 03,2024

— Organizator, wspoélnie z dr. hab. Maciejem Borodzikiem, dr. Alberto Cavallo, dr.
Wojciechem Politarczykiem, prof. Piotrem Sulkowskim i prof. Henrykiem Zotad-

kiem, z pomoca Jakuba Paligi i Barttomieja Lewandowskiego

o Learning Workshop on BPS States and 3-Manifolds

— International Centre for Theoretical Physics, Triest, Wlochy
— 02/2023 — 03/2023

— Organizator, wspoélnie z prof. Sergiejem Gukowem i dr. Pawlem Putrowem
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e Workshop Computer science for knotty math problems

— Dublin Institute for Advanced Studies, Dublin, Irlandia
— 11/2022

— Organizator, wspolnie z prof. Sergiejem Gukowem

e Rada Naukowa Instytutu Fizyki Teoretycznej

— Uniwersytet Warszawski, Wydzial Fizyki
— 10/2016 — 09/2017

— Czlonek rady

o Wydzialowa Komisja do spraw Jakosci Ksztalcenia

— Uniwersytet Warszawski, Wydzial Fizyki
— 10/2016 — 09/2017

— Czlonek komisji

e Wybory Dziekana

— Uniwersytet Warszawski, Wydziat Fizyki
— 04/2016 — 06,/2016

— Elektor reprezentujacy doktorantow

6.3 Osiagniecia w popularyzacji nauki
o Warsztaty Rubber world of topology

— Crane Country Day School, Santa Barbara, USA, 12/2018
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Physics Cafe Knots and physics

— Wheeler Opera House, Aspen, USA, 03/2018

Prezentacja Czas i jego rola w ramach popularnonaukowego wydarzenia

Swiaty rownolegte — fizycy kontra humanisci,

— Uniwersytet Warszawski, 10/2016

Wspotzatozyciel (wraz z K. Nesterukiem) Stowarzyszenia Popularyzatorow Idei Nauko-
wych SPIN

— Uniwersytet Warszawski, 12/2008 — 09/2013

Wyktad Trudne pytania: pierwsza pomoc dla rodzicow dociekliwych dziect

— XVI Festiwal Nauki, Uniwersytet Warszawski, 09/2012

Wyktad Fizyka w obrazkach

— XVI Festiwal Nauki, Uniwersytet Warszawski, 09/2012

Warsztaty Fizyka dla dzieci (z J. Dziekanska)

— Szkola Podstawowa w Lysinach, 11,/2011

Warsztaty Co jest w pudetku? Sekrety fizykow

— XV Festiwal Nauki, Uniwersytet Warszawski, 09/2011
— Szkota Podstawowa w Pobyltkowie Duzym, 03/2011

Publikacja Przeciqgi i podkrecanie pitki, czyli prawo Bernoulliego

— Neutrino 12 (2011) 14, 03/2011
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Wyktad Od wahadet sprzezonych do masera amoniakalnego

— XII Festiwal Nauki i Sztuki, Uniwersytet w Siedlcach, 10/2010
— XV Festiwal Nauki, Uniwersytet Warszawski, 09/2010
— V LO w Warszawie, 05/2009

Wyktad Interferencja: od prezkow do kwantow (z J. Zielinska)

— XII Festiwal Nauki i Sztuki, Uniwersytet w Siedlcach, 10/2010
— XV Festiwal Nauki, Uniwersytet Warszawski, 09/2010

Warsztaty Niezwykle szczegdlna teoria wzglednosci (z. M. Godziszewskim)

— VI Wakacyjne Warsztaty Wielodyscyplinarne, Olsztyn, 08/2010

Wyktad LHC — w poszukiwaniu fundamentow Wszechswiata

— Liceum w Serocku, 04/2010
— Gimnazjum w Serocku, 04/2010
— 1T LO w Kedzierzynie-Kozlu, 02,/2009

Publikacja Zakreceni — popularyzacja nauki okiem SPIN-u (z K. Nesterukiem)

— Foton 107 (2009) 75, 12/2009

Wyktad Co znaczq rownania?

— XXXIIT LO w Warszawie, 09/2009

Wyktad Czym jest swiatto? (z K. Nesterukiem)

— V LO w Warszawie, 06/2009
— XIV LO w Warszawie, 04,/2009
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7 Inne osiggniecia

7.1 Inne publikacje oraz preprinty

e Struktury stojace za korespondencja wezet-kotczan

— |prel] V. Dotsenko, E. Feigin, P. Kucharski, and M. Reineke
Categorification of quiver diagonalization and Koszul algebras,
[arXiv:2402.12768].

— |pre2] P. Kucharski, H. Larraguivel, D. Noshchenko, and P. Sulkowski,
Unlinking symmetric quivers,
[arXiv:2312.14905].

e Przeciecie topologii i teorii liczb

— [pre3] M.C.N. Cheng, I. Coman, P. Kucharski, D. Passaro, and G. Sgroi
3d Modularity Revisited,
[arXiv:2403.14920].

— |publ| P. Kucharski,
Z invariants at rational T,
JHEP 09 (2019) 092, [arXiv:1906.09768].

e Fizyka teoretyczna

— [pub2| P. Kucharski, N. Lambert, M. Owen,
The (2,0) superalgebra, null M2-branes and Hitchin’s system,
JHEP 10 (2017), 126 [arXiv:1706.00232].

— [pub3| I. Kirsch, P. Kucharski,
Spin-k/2 — spin-k/2 SU(2) two-point functions on the torus,
Nucl. Phys. B869 (2013) 315-325 |arXiv:1211.0121].
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Struktury stojace za korespondencja wezel-kolczan

Najnowsze wyniki dotyczace struktur stojacych za korespondencja wezet-kotczan sa opisane
w preprintach [prel, pre2.

W [prel| wraz z V. Dotsenka, E. Feiginem i M. Reinekem skategoryzowalem rozplaty-
wanie i zaplatywanie wprowadzone w [hab7] na poziom algebr kwadratowych Ag zwiazanych
z symetrycznymi kolczanami (zob. [58]). To umozliwilo nam reinterpretacje diagonalizacji
kolczanu z |habl]| jako izomorfizm miedzy Ag a iloczynem tensorowym algebr zwiazanych
z kolczanami z jednym wierzchotkiem i m petlami. Poniewaz dla takich kolczanow algebry
kwadratowe sa algebrami Koszula [58], ten izomorfizm dowodzi koszulnosci Ag, co postaw-
iono jako hipoteze w [58].

W |[pre2|, wraz z H. Larraguivelem, D. Noshchenko i P. Sutkowskim, badalem klasy
rownowaznosci kolczanéw, ktére mozna przeksztatcié w siebie nawzajem za pomoca rozpla-
tywania. Przeanalizowaliémy monoid ztozony z operatoréw rozplatania (zob. Definicja 3)
i udowodnilismy, ze wszystkie tozsamosci operatorow w tym monoidzie mozna wyprowadzi¢
z trzech podstawowych relacji. Ponadto pokazalismy, ze dowolne dwie sekwencje rozplatania
mozna uzupeti¢ innymi sekwencjami w taki sposéb, ze tworza one tozsamosé operatorow.
Uzylismy tych twierdzen, aby udowodnié¢, ze wszystkie kolczany, ktore sa powigzane przez
transpozycje z Twierdzenia 5, moga by¢ sukcesywnie rozplatywane do jednego kotczanu,
ktory zawiera informacje o calej klasie rownowaznosci i jest nazywany kotczanem uniwersal-
nym. UogoélniliSmy takze ten wynik na kotczany, ktére nie odpowiadaja weztom, co moze
mie¢ znaczenie dla kohomologicznych algebr Halla, wierzchotkowych algebr Liego i ich algebr

dualnych w sensie Koszula oraz algebr operatoréw wierzchotkowych.

Przeciecie topologii i teorii liczb

W [pre3| wraz z M.C.N. Cheng, I. Coman, D. Passarem i G. Sgroiem skupiltem sie na wzajem-
nym oddziatywaniu topologicznych i teorioliczbowych wlasciwosci niezmiennikow Z opisuja-
cych trojwymiarowe rozmaitosci zamkniete |51, 52|. Udowodnilismy, ze przestrzen wektorowa
rozpieta przez niezmienniki Z dowolnej sfery Brieskorna (z liniami Wilsona i bez) jest izomor-
ficzna z reprezentacja Weila metaplektycznej grupy éEQ(Z); analogiczng relacje dla dowolnej
zamknietej tréjwymiarowej rozmaitosci postawiliSmy jako hipoteze. Ponadto zweryfikowal-
iSmy hipoteze falszywosci-sztucznosci (‘false-mock conjecture’ zaproponowana w [53]) dla
nieskoriczonej rodziny tréjwymiarowych rozmaitosci (sfer Brieskorna (2,3, 6r + 1)).

W [publ]| poréwnatem dwa aspekty niezmiennikow Z opisujacych trojwymiarowych roz-

maitosci zamkniete [51, 52]. Z jednej strony niezmienniki Z redukuja sie do niezmiennikdw
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Wittena-Reshetikhina-Turaeva rozmaitosci tréjwymiarowych [1, 11] dla ¢ — e+ [52, 53).
Z drugiej strony wtasciwosci modularne niezmiennikoéw Z sugeruja, ze wszystkie pierwiastki
jednosci sa traktowane na rowni [59]. W [publ] rozwiazalem te rozbieznosé i zaproponowatem
relacje miedzy niezmiennikami Z a niezmiennikami Wittena-Reshetikhina-Turaeva dla dowol-
nego pierwiastka jednosci, po czym sprawdzitem ja w jawnych obliczeniach dla réznych roz-

maitosci.

Fizyka teoretyczna

W [pub2| wraz z N. Lambertem i M. Owenem badatem system wzajemnie oddzialujacych
rownan z szesnastoma supersymetriami i symetria R dang przez SO(2) x SO(6), gdzie pola
zaleza od dwoch wymiaréw przestrzennych i jednego wymiaru zerowego, ktory jest wyprowad-
zony z reprezentacji szeSciowymiarowej superalgebry (2,0). Naszym gtownym wynikiem byto
pokazanie, ze dla szczegdlnego wyboru pél dynamika moze by¢ zredukowana do ruchu na
przestrzeni moduloéw rozwiazan systemu Hitchina [62].

W [pub3| wraz z 1. Kirschem badatem klase funkcji dwupunktowych na torusie dla oper-
atorow podstawowych w modelu Wessa-Zumino-Wittena SU(2) na catkowitym poziomie k.
Glownym wynikiem tej pracy bylo jawne wyrazenie dla blokéw pradéw (‘current blocks’)
funkeji dwupunktowych torusa spin-k /2-spin-k /2 dla wszystkich k przy uzyciu metody opisanej
w |60, 61].

7.2 Granty realizowane w polskich o$rodkach naukowych
e Topologia kwantowa 1 uczenie gtebokie
— Typ projektu: SONATA
— Instytucja finansujaca: Narodowe Centrum Nauki
— Miegjsce realizacji: Instytut Matematyki, Uniwersytet Warszawski
— Termin realizacji: 2023 — 2026 (w trakcie realizacji)
— Fundusze: 1 258 000 zt

— Rola: gtéwny badacz
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