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Omowienie osiggnied, o ktérych mowa w art. 219 ust. 1 pkt. 2 usta-
wy z dnia 20 lipca 2018 r. Prawo o szkolnictwie wyzszym i nauce
(Dz. U. z 2021 r. poz. 478 z p6zn. zm.). Omdéwienie to winno do-
tyczy¢ merytorycznego ujecia przedmiotowych osiagnieé, jak i w
spos6b precyzyjny okresla¢ indywidualny wktad w ich powstanie,
w przypadku, gdy dane osiggniecie jest dzielem wspdétautorskim,
z uwzglednieniem mozliwosci wskazywania dorobku z okresu calej
kariery zawodowej

Tytut

Systemy nieskonczone stanowe z danymi.

Publikacje uwzglednione w osiggnieciu naukowym:

Publikacje konferencyjne

M

[10]

P. Hofman, S. Lasota, R. Lazic, J. Leroux, S. Schmitz, and P. Totzke: Coverability Trees for
Petri Nets with Unordered Data; FoSSaCs, 2016.

Roéwny wkiad wszystkich autoréw. 16,5 %

P. Hofman, J. Leroux, P. Totzke: Linear combinations of unordered data vectors; LICS, 2017.

Zaproponowalem temat badawczy i mialem znaczacy wklad kombinatoryczny. Na przyktad udo-
wodnilem twierdzenie o charakteryzacji histogramoéw, ktére jest kluczowe dla pracy. 65 %

P. Hofman, S. Lasota: Linear Equations with Ordered Data. CONCUR 2018

Zaproponowatem temat badawczy i odegratem gléwna role w zaprojektowaniu algorytmu. Sta-
womir Lasota jest gléwnym autorem dowodu trudnosci obliczeniowe]j problemu. 60 %

U. Gupta, P. Shah, S. Akshay, P. Hofman: Continuous Reachability for Unordered Data Petri
Nets is in PTime. FoSSaCs 2019

Zaproponowatem temat badawczy oraz sposéb jego rozwigzania. Wiekszos¢ szczegotow technicz-
nych dowodéw to wkiad dwdch studentéw. Ja i Akshay S. nadzorowaliSmy studentéw podczas
pisania publikacji. 40 %

P. Hofman, M. Juzepczuk, S. Lasota, M. Pattathurajan: Parikh’s theorem for infinite alphabets.
LICS 2021

Zaproponowalem temat badawczy i mam istotny wklad w dowody. Na przyktad zapropono-
walem wykorzystanie teorii Sciezek Hamiltona w grafach skierowanych w dowodzie jednego z
dwoéch gléwnych twierdzen. Zaproponowatem takze technike ‘ciecia i wklejania’ oparta na kom-
patybilnosci weztéw w drzewie derywacji. Zaproponowatem rowniez wykorzystanie twierdzenia
Ramseya do udowodnienia, ze kompatybilne wezty muszg istnie¢ w wystarczajaco duzym drzewie
derywacji. 40 %

A. Ghosh, P. Hofman, S. Lasota: Solvability of orbit-finite systems of linear equations. LICS
2022

Poczatkowo zaproponowatem badania tylko nad rozwiazaniami skoniczonymi. Perspektywa al-
gebry liniowej pochodzi od Stawomira Lasoty i w zwiazku z tym to jemu przypada autorstwo
kierunku badan. Jestem autorem gléwnych pomystéw kombinatorycznych wykorzystywanych w
algorytmie do rozwiazywania rownan. Twierdzenie o istnieniu bazy zostalo opracowane przez

Arke Ghosha. 33 %



[11] A. Ghosh, P. Hofman, S. Lasota: Orbit-finite linear programming. LICS 2023 (Artykul wyréz-
niony).

Pytanie badawcze zostato postawione przez Arke Ghosha. W algorytmie do rozwiazywania ukta-
dow nieréwnosci nad ciatem QQ zaproponowalem ulepszona procedure wyréwnywania rozwigzania,
podczas gdy Arka Ghosh jest autorem rozwigzania uzyskanego za jej pomocg ukladu réwnan
wielomianowych. Odegratem réwniez wiodaca role w procesie dowodzenia nierozstrzygalnosci
nieréwnosci nad Z. 33 %

Publikacje w czasopismach naukowych

[8] Piotr Hofman, Jakub Rézycki: Linear equations for unordered data vectors in [D]* — Z%. Logical
Methods Computer Science 18(4) 2022

Przedstawitem ogdlng strategie dowodu i przeprowadzitem dowdd dla jednego z przypadkéw.
Zaproponowatem studentowi Jakubowi Roézyckiemu prace nad uogdlnieniem wynikow. Jakub
Roézycki jest autorem wigkszosci technicznych lematéw. Nadzorowalem studenta podczas pisania
artykutu. 65 %

4.1 Opis osiggniecia
4.1.1 Omoébwienie

Wyniki, z ktorych sktada sie osiagniecie naukowe, skupiaja sie wokot modelu sieci z danymi. Model
ten rozszerza sieci Petriego. Osiagniecie dotyczy nowych technik dla tego modelu obliczeniowego, ale
wskazuje takze na mozliwoé¢ zastosowania opracowanych technik dla innych modeli. Najwiekszy wktad
to, opracowane metod rozwiazywania nieskonczonych systeméw réwnan i nieréwnosci liniowych [5 [6]
10}, 1T, 8], ktére moga pojawié sie, gdy prébujemy rozszerzy¢ wyniki znane dla zwyklych sieci Petriego
do sieci z danymi. Ponadto prezentuje rozszerzenie do sieci z danymi dwoch innych technik znanych
dla sieci Petriego [4l [7]. Ostatni element osiagniecia wskazuje gdzie mozna wykorzystaé¢ dotychczas
opracowane techniki do analizy systeméw opisanych przy pomocy innych formalizméw [9].

4.1.2 Wprowadzenie

Jednym z ugruntowanych dzialow teoretycznej informatyki jest analiza réznych modeli obliczeniowych.
Najbardziej podstawowym z nich jest automat skonczony, ktéry jest maszyna o skonczonej liczbie
mozliwych konfiguracji. Do klasycznych rozszerzen tego modelu zaliczy¢ mozna automaty ze stosem,
sieci Petriegoﬂ i maszyny Turinga. W tych modelach nieskoficzona liczba mozliwych konfiguracji
wynika z nieograniczonej liczby komorek pamieci.

Przetom lat 80. i 90. ubieglego wieku wyraznie pokazal, ze te klasyczne podejscia nie sa przydatne
do modelowania pewnych aspektéw systemdw, takich jak na przyktad czas. Dlatego naukowcy zaczeli
rozwazaé automaty skonczone rozszerzone o skoniczong liczbe komoérek pamieci zdolnych przechowywadé
dane z dziedziny nieskonczonej, na przyklad wspominany juz czas. Oczywiscie, w tych modelach
sposoby manipulacji danymi sa ograniczone. Niektore z najbardziej znanych modeli obliczen tego
rodzaju to automaty czasowe [I2] i automaty rejestrowe [I3]. Naturalnym kolejnym krokiem bylto
polaczenie nieskonczonej liczby komorek pamieci i alfabetow nieskonczonych, jak to ma miejsce w
automatach danowych ze stosem [I4], rachunku 7 [15], czy sieciach Petriego z danymi [24].

Punkt wyjscia dla tej pracy badawczej sistanowilo pytanie dotyczace osiagalnosci w sieciach z
danymi bez porzadku. Rozpoczniemy od opisu tego modelu i pytania o osiagalnosé, ktére jest centralne
dla tej serii prac. Nastepnie przejdziemy do wstepnych wynikéw [4] i [5]. W dalszej kolejnosci wskaze,
jak poézniejsze badania wynikly z wstepnych prac nad osiagalnoscia i opisze uzyskane rezultaty.

4.1.3 Nieformalne wprowadzenie do sieci z danymi

Sieci Petriego zostaly opracowane przez Carla Adama Petriego [16] i sa badane od ponad 50 lat. Sieci
Petriego sa zdefiniowane ponizej za pomocg reprezentacji graficznej i prostej semantyki. Z jednej strony

'Poczatkowo Petri definiowal je jako ”proste sieci”; tutaj odnosimy sie do sieci PT (PT-nets)



sg one proste i przydatne do modelowania proceséw nawet dla oséb, ktore nie sa informatykami. Z
drugiej strony ich potencjalnie bardzo zlozone zachowanie [I7] sprawia, ze stanowia one interesujacy
i wymagajacy temat badan.

Definicja 1 Sie¢ Petriego jest zdefiniowana ja-
ko tréjka (P, T,E), gdzie P reprezentuje miejsca
(ilustrowane jako niebieskie kola), T reprezentuje
I tranzycje (ilustrowane jako czarne prostokqty), a

Py \P 4 E reprezentuje krawedzie (ilustrowane jako czar-

ne strzalki). Graf Sieci Petriego jest dwudziel-

Wysylka ny; nie ma krawedzi miedzy dwoma miejscamsi

I Rejestracia I ant miedzy dwoma przejsciami. Do sieci Petrie-
P P go wprowadzamy Zetony (ilustrowane jako czar-

ne kropki na diagramie). Formalnie, méwimy o

/ markowaniu sieci Petriego. Sieci Petriego symu-

Wypelnienie formularzy

lujg procesy poprzez tworzenie i usuwanie Zeto-

O now zgodnie z nastepujgcg zasadg: Wybierz przej-

a scie t € T, usun jeden Zeton z kazdego miejsca

polgczonego z t za pomocq krawedzi wchodzgcych

i dodaj jeden zeton do kazdego miejsca polgczo-

Rysunek 1: nego z t za pomocq krawedzi wychodzgcych. Ten
proces nazywamy odpaleniem tranzycji t.

Napisanie podsumowani

,,start koniec

Przyklad 2 W sieci przedstawionej na rysunku[l mozemy odpali¢ tranzycje ,Rejestracja”, ktdre usu-
wa jeden Zeton z miejsca ,start” i umieszcza jeden Zeton zaréwno w Ps, jak i Ps. W tym momencie
mamy wybor co do kolejnych tranzycji: albo ,Wypelnienie formularzy”, albo ,Napisanie podsumowa-
nia”. Odpalenie pierwszej tranzycji przenosi jeden zeton z Py do Py, podczas gdy odpalenie drugiego
przenosi jeden Zeton z P3 do Ps. Nastepnie mozemy odpalié tranzycje ,,Wysytka”. Wazne jest zazna-
czente, Ze nie mozemy odpali¢ tranzycji ”Wysylka” dopoki nie zakonczymy pisania podsumowania 1
nie skoniczymy z formularzami, poniewaz odpalenie tranzycji ,Wysyltka” wymaga zZetonow w Py i Ps.

Mimo wielu sukceséw, sieci Petriego nie zawsze wystarczaja do modelowania pewnych aspektéw
systeméw. Pytania algorytmiczne dotyczace rozszerzen i modyfikacji sieci Petriego sa przedmiotem
wielu badan, co czyni je wazna czeScia informatyki teoretycznej [18], 4 [19] 20, 2T, 22| 23].

Relatywnie nowy obszar badan pojawit sie, gdy grupa naukowcéw, inspirujac sie automatami
rejestrowymi, zdefiniowala sieci z danymi jako sieci Petriego, ktorych zetony przenosza dane [24. 25], 26].



Pierwsza istotna réznicg miedzy sieciami Petrie-
2o a sieciami z danymi jest to, ze w sieci z danymi

3 kazdy zeton przenosi pewne dane ( w poczatko-

Pl wych pracach pojedyncza dana) z dziedziny da-
Q nych . Dane reprezentujemy za pomoca greckich

x liter wewnatrz zetondéw. Oczywiscie dane wply-

Y,z waja na zachowanie sieci. Osigga sie to poprzez

p2 formuta ¢ v P4 zmienne, ze skonczonego zbioru V, etykietujace
2x @ krawedzie i formule logiczna ¢ etykietujaca tran-

zycje. Formuta ¢ wykorzystuje zmienne etykie-

tujace krawedzie oraz pewne predykaty, ktorych

jeszcze nie okresliliémy. Aby odpali¢ tranzycje,

\L przypisujemy wartoéci z D do zmiennych, tak
aby formuta byta spelniona. Nastepnie zuzywamy

P3 i produkuje zetony zgodnie z warto$ciowaniem

- zmiennych. Na przyklad, jesli formula ¢ okre-
@ sla, ze wszystkie zmienne musza by¢ rozne, tj.
Y v p=(xFyF#zhNeFzANzFu#yAu+#z),to
’ mozemy przypisa¢ nastepujace wartosci zmien-

D2 v P4
o9 formuta ¢ nym: x = v,y = a,z = B,u = J. Aby odpa-
@ li¢ tranzycje z proponowanym warto$ciowaniem
zmiennych, zuzywamy z miejsca p; jeden zeton z
dana « i jeden zeton z dana [, z miejsca ps zu-
zywamy 2 zetony z dang vy, w miejscu p3 produ-

kujemy zeton z dang 7, a w miejscu p4 tworzymy
zeton z dana §.

Rysunek 2:

Roézne klasy sieci z danymi odzwierciedlaja rézne dziedziny danych D, na przykiad D moze by¢
uporzadkowanym zbiorem lub zbiorem bez porzadku, oraz z r6zne dostepne predykaty, ktérych mozna
uzy¢ w formutach etykietujacych tranzycje. Motywacja do rozwazania réznych dziedzin danych sg rézne
potrzeby pojawiajace sie¢ przy modelowaniu. Na przyktad, z jednej strony, dane nieuporzadkowane
z nieréwnosciami (#) moga by¢ uzywane do modelowania identyfikator6w proceséw lub unikalnych
zasobéw, z drugiej strony, jesli dane sg uporzadkowane i mozna je poréwnywacé, mozemy zakodowaé
w nich zaleznosci czasowe. Oczywiscie, im bardziej skomplikowana struktura danych, tym bardziej
skomplikowana obliczeniowo staje si¢ ich analiza. Dlatego w sieciach z danymi naukowcy skupiaja si¢
tylko na bardzo prostych dziedzinachﬂ

Na przyktad, w pracy [24] autorzy skoncentrowali sie na D = Q, tj. zbiorze liczb wymiernych i
pozwolili tylko na predykaty sprawdzajace nieréwnosci. Wazna wtasciwoscia takich sieci jest to, ze jesli
7 jest monotoniczng bijekcja Q — Q, a o jest warto$ciowaniem zmiennych V — Q, to ¢ o m réwniez
jest poprawnym wartosciowaniem. To spostrzezenie jest kluczowe dla sformalizowania sieci z danymi
jako obiektéw matematycznych, z ktorymi wygodniej jest pracowad, przynajmniej z perspektywy ich
analizy.

Powyzsze definicje sieci Petriego i sieci z danymi sa skrojone do modelowania. Z czysto matematycz-
nego punktu widzenia wielu badaczy, w tym ja sam, woli pracowaé z Systemami Dodawania Wektorow
(VAS), ktére sa rownowazne sieciom Petriego. O sieciach wspominamy tutaj, poniewaz ta perspektywa
jest bardziej intuicyjna i pomaga zrozumie¢ rézne definicje oraz stawiane pytania badawcze, ktére sg
rozwigzywane w zbiorze prac sktadajacych sie na to osiagniecie.

W poréwnaniu z kolorowanymi sieciami Petriego.



4.1.4 Systemy Dodawania Wektoréw i Systemy Dodawania Wektoréw z DanymiE]

W dalszej czesci uzywamy liter N, 7Z,Q, Q>o, aby oznaczaé¢ zbiory liczb naturalnych, catkowitych,
wymiernych i nieujemnych wymiernych. Uzywamy czcionki mathbb i duzych liter do oznaczania
zbioréw oraz pogrubionych matych liter do oznaczania wektoréw.

Porzadek jest dobrym quasi-porzgdkiem (WQO), jesli nie zawiera nieskonczonego antytancucha ani
nieskonczonego ciggu malejacego. Na przyktad N jest WQO, ale Z nie jest. Dickson udowodnil, ze jesli
XiY sa WQO, to X x Y z porzadkiem po wspélrzednych (x,y) C (2/,y') < (x <2) i (y <) jest
takze WQO. Dla podzbioru X' uporzadkowanego zbioru X, przez domkniecie w dét X’ | rozumiemy
najmniejszy zbior X" taki, ze X' C X" i jesli y € X’ oraz x < y, to x € X”. Podobnie, podzbiér X" jest
domknieciem w gore zbioru X', oznaczanym przez X' T, jedli jest to najmniejszy zbidr taki, ze X' C X”
ijesli x € X" oraz x < y, to y € X".

System tranzycyjny to skierowany graf etykietowany; jego wierzchotki nazywane sa konfiguracjami,
a krawedzie - krokami. Zapisujemy m — m/, aby oznaczyé krawedz opisana etykieta e z wierzchotka m
do wierzcholka m/. Zapisujemy takze m — m/, jesli istnieje etykieta e tak, ze m — m/. Ponadto, przez
m = m’ rozumiemy domkniecie przechodnie relacji —. Nazywamy to relacja osiagalnosci i méwimy,
ze istnieje bieg z konfiguracji m do konfiguracji m’. Dla zbioru konfiguracji X zapisujemy m — X, jesli
istnieje = € X takie, ze m — x; nazywamy to osiagalnoscig zbioru X. Zbiér konfiguracji osiggalnych z
danej konfiguracji m oznaczamy jako Reach(m).

Definicja 3 System Dodawania Wektoréw (VAS) to zbior T wektorow w przestrzeni ZF, gdzie k to
liczba miejsc w odpowiadajgcej mu sieci Petriego. Stqd czesto zamiast o wymiarach od 1 do k mowimy
o miejscach w VAS.

VAS indukuje system tranzycyjny, gdzie konfiguracje (tj. markowania) to wektory w przestrzeni

NF. W systemie tranzycyjnym istnienie krok m LR m’, jesli istnieje t € T taki, Ze m’ =t + m.

Dla przyktadu VAS odpowiadajacy sieci Petriego z Rysunku [l| ma cztery wektory:

-1 0 0 0 1
1 -1 0 0 0
1 0 -1 0 . . 0
0 1 0 1 a konfiguracja poczatkows jest 0
0 0 1 -1 0
0 0 0 1 0

Co wigcej, odpalenie tranzycji ” Rejestracja” z rysunku [I, ttumaczy sie na

nastepujacy krok

(= ool el
looo.—w—n
OO~ Rk O

0

Dla wektora t € T uzywamy oznaczen °t i t® do okreslenia zbioréw miejsc (wymiaréw) p, takich
ze odpowiednio t(p) < 01 t(p) > 0. Dla wektora v € QF;, *v oznacza Utegtetvie)>op °t- Podobnie
definiujemy v°.

Zbiér konfiguracji to N¥, zatem jest on w naturalny sposéb uporzadkowane po wspéirzednych C.

Dla danego VAS-u T i dwéch jego konfiguracji m i m’, spolecznoéé¢ definiuje kilka klasycznych
probleméw:

3Zdecydowalem sie uzywaé bardziej klasycznego stowa ”dane” w tym dokumencie, chociaz nazwa, ktéra jest obecnie
najczesciej uzywana, to ”atomy”. Podkresla ona koncepcje enkapsulacji danych. Aby dowiedzie¢ sie wiecej [11 2] [3].



e Problem osiagalnodci: pytamy, czy m’ € Reach(m).
e Problem pokrywalnosci: sprawdzamy, czy m’ € Reach(m) |.
e Problem braku terminacji: badamy, czy istnieje nieskonczona Sciezka rozpoczynajaca sie w m.

e Problem nieograniczonosci i nieograniczonos$ci miejsca p: badamy, czy zbiér Reach(m) jest nie-
skoficzony, oraz czy dla kazdego n € N istnieje m” € Reach(m) taka, ze m”(p) > n.

e Problem istnienie blokady: ten problem jest réwnowazny osiagalnoéci pewnego domknietego w
dot zbioru.

e Problem zywotno$é: sprawdzamy, czy dla kazdego m’ € Reach(m) i t € T istnieje konfiguracja
m” € Reach(m') taka, ze t C m”.

Kazdy z powyzszych probleméw, z wyjatkiem ostatnich dwoch, ktére mozna zredukowaé do osia-
galnosci, wiaze sie¢ z konkretnymi technikami, ktére zostaly opracowane na przestrzeni lat:

e Osiggalnos$é: Trudno jest zidentyfikowaé pojedyncza technike, na ktorej opiera sie algorytm
osiagalnosci [27), 28, 29, B0, B1], a takze jednoznacznie opisa¢ pomysly kluczowe dla niedaw-
nych dowoddéw trudnosci problemu [32, B3, B34]. W nastepnej sekcji zajmiemy sie niektérymi
elementami sktadowymi algorytmu osiagalnosci.

e Pokrywanie: Teoria dobrze ustrukturyzowanych systemoéw tranzycyjnych, a konkretnie algo-
rytm pokrywania wstecz [35].

e Problem braku terminacji: Teoria dobrze ustrukturyzowanych systeméw tranzycyjny, tym
razem konkretnie wskazujemy na algorytm wprzdéd oraz na drzewo-pokrywalnosci [35].

e Problem ograniczono$ci i ograniczonosci miejsca p: Najczesciej wykorzystywany jest al-
gorytm drzewa pokrywalnosci [36].

VAS z danymi

7 tym wprowadzeniem jesteSmy gotowi, aby zdefiniowaé VAS z danymi. Poniewaz kazdy token
przenosi dane, przedefiniowujemy konfiguracje jako wektory z danymi. Wybieramy nieskonczona dzie-
dzine danych D; uzywamy malych liter greckich «, 3,7, d, 0, ¢ do oznaczenia poszczegdlnych wartosci
danych, a greckiej litery € do oznaczania zmiennej przyjmujacej wartosci w . Niech Aut oznacza
zbiér automorfizmoéw dziedziny danych, a litere 7 rezerwujemy na jego elementy.

Definicja 4 (Wektory danych.) Niech k € N. Wektor danych to funkcja o skoriczonym nosniku
v:D — QF, gdzie skoriczony nosnik oznacza, e v(€) = 0 dla wszystkich, poza skoticzong liczbg, danych
£eD.

Wektory danych mozna sumowaé po wspdlrzednych, tzn. (v +v')(€) & v(€) +v/(€) dla wszystkich
¢ € D. Podobnie, dla a € Q, mozna mnozyé wektor z danymi v przez stalq a, precyzyjnie av(§) =
a-v(&) dla kazdego £ € D.

Mowimy, Ze wektor z danymi jest nieujemny, jesli jest funkcjg v:ID — ng-

Wreszcie, dla m € Aut, przez v om mamy na mysli wektor z danymi (v o m)(§) = v(n(§)) dla
wszystkich £ € D.

Podstawowa koncepcja sieci z danymi zostala wprowadzona w [24]. Ponizej definicja wyrazona w
jezyku VAS-6w z danymi.

Definicja 5 System dodawania wektoréow z danymi to (zwykle nieskoriczony) zbior T wektoréw z da-
nymi w D — ZF, ktéry jest zamkniety wzgledem dzialania elementami grupy Aut, oraz ma skoriczenie
wiele orbit wzgledem tego dzialania.

Poniewaz VAS z danymi ma skoriczong liczbe orbit, mozina go przedstawié jako reprezentantdw
kazdej orbity wraz z opisem grupy automorfizmdéw Aut.



Indukuje on etykietowany system tranzycyjny, gdzie konfiguracje sq¢ nieujemnymi catkowitoliczbo-
wymi wektorami z danymi, to znaczy nalezg do D — NF, a krok v 5V dlateT istnieje w systemie,
jesli v = v +t.

W przypadku biegu w etykietowanym systemie tranzycyjnym indukowanym przez VAS z danymi,
mowimy, ze dana £ € D pojawia sie w biegu, jesli istnieje konfiguracja m w trakcie biegu, taka Ze

m(€) # 0.

Przyktad 6 System VAS z danymi odpowiadajgcy pojedynczej tranzycji na rysunku [ jest zdefinio-
wany dla nieskonczonej dziedziny danych D, gdzie Aut to wszystkie bijekcje D — . Ma jedng orbite
1 moze by¢ reprezentowany jako pojedynczy wektor z danymi:

a g v 6 o .
pp -1 -1 0 0 0 O
pp 0 0 -2 0 0 O (1)
ps 0 0 1 0 0 O
ps4 0 O O 1 0 O

Jesli zastosujemy do niego automorfizm danych, ktéry zamienia o iy, pozostawiajgc wszystkie inne
dane bez zmian, otrzymamy inng mozliwg instancje tranzycji:

a B v 6 o ...

pp 0 -1 -1 0 0 O

pp =2 0 0 0 0 O

ps3 1 0 0 0 0 O

ps 0O O 0 1 0 O

Odpalenie tranzycji z Rysunku[3 tlumaczymy jako krok

a g v 0 o ... a [ v 6 o ... a B v 6 o ...
pr 1 1 1 0 0 O pp -1 -1 0 0 0 O pp 001 0 0 O
pp 00 2 00 O|+|pp O O -2 00 O0O|=|p2 00 0 0 0 O
p3 00 0 0 0 O p3 0 0 1 0 0 O p3 00 1 0 0 O
ps 10 0 0 0 O pse 0O O 0O 1 0 O pse 1 0 01 0 O

W pracy [24] rézne sieci z danymi powstaja z réznych grup automorfizméw. Autorzy rozwazali
dwie podstawowe sieci z danymi. Oto odpowiadajace im VAS-y z danymi.

Definicja 7 VAS z danymi bez porzadku (UDPN ) powstajg, gdy Aut to zbidr wszystkich bijekcji z
D— D.

Definicja 8 Aby zdefiniowaé VAS z uporzadkowanymi danymi (UDPN ), wyposazamy dziedzine da-
nych D w gesty porzgdek liniowy, najprostszym z nich jest zbior liczb wymiernych Q. Jako grupe
automorfizmow danych Aut przyjmujemy wszystkie bijekcje zachowujgce porzedek z D do D.

W pracy [24] autorzy udowodnili, ze problemy zwiazane z terminacja i pokrywalnoscia sa rozstrzy-
galne. Udowodnili tym samym, ze sieci z danymi naleza do ciekawej klasy z potencjatem do analizy
symbolicznej. Nie jest trudno udowodnié, ze problem osiggalnosci dla VAS-éw z uporzadkowanymi da-
nymi jest nierozstrzygalny, mozna to zrobi¢ wykorzystujac nierozstrzygalno$é¢ osiagalnosci w sieciach
Petriego z tukami resetujacymi [37].

Dlatego pierwszy problem badawczy, ktéry przyciagnatl moja uwage, to problem osiggalnoéci dla
VAS-6w z danymi bez porzadku:

Problem badawczy 9 Majgc dany VAS z danymi bez porzqdku T oraz dwa wektory z danymi mg @
m, pytamy czy m nalezy do Reach(myg)?



4.1.5 Proéby rozwigzania problemu osiggalnoSci.

Naturalnym podejsciem do rozwigzania problemu osiagalnoéci dla VAS-6éw z danymi bez porzadku jest
analiza algorytmu rozwiazywania problemu osiagalnosci dla Vas-6w bez danych [27] i zastanowienie
sie, czy podobne podejscie moze zadzialaé¢. Dwa fundamentalne sktadniki algorytmu Kosaraju [27] to
konstrukcja drzewa pokrywalno$ci i réwnanie stanu. Oba te elementy mozna przenie$¢ do VAS-6w z
danymi bez porzadku [4, 5]. Niemniej jednak te obiecujace wyniki sa niewystarczajace do rozszerzenia
calego algorytmu Kosaraju na VAS-y z danymi bez porzadku. Kluczowe trudnosci pojawiaja sie przy
prébach udowodnienia terminacji algorytmu. Krytyczna wlasnoscia wykorzystywanag przez Kosaraju
jest ograniczenie na ilo$é wymiaréw rozwazanego VAS-a. Niestety, w kontekécie danych, kazda dana
generuje wlasny zestaw wymiaréw, co prowadzi do nieskoniczonej liczby wymiaréw. Niemniej jednak
oba wyniki [4, [5] sa interesujace, maja potencjalne zastosowania i zostaly docenione przez recenzentéw.

4.1.6 Drzewo pokrywalnosci [4]

Jedna z waznych wlasciwosci VAS-6w jest monotoniczno$é. Precyzyjnie, dla danych dwoch konfiguracji
my i mg, takich ze mg C mg’, jesli istnieje krok mg LA my, to istnieje takze krok myg’ LN mj, i
m; C mj. Czyli dowolne zachowanie, ktére mozna obserwowaé z konfiguracji mniejszej, moze zostaé
zaobserwowane z konfiguracji wigkszej. Naturalnym pytaniem jest obliczenie/opisanie domkniecia w
dét zbioru konfiguracji osiggalnych, tj. Reach(m) |. Klasyczny algorytm drzewa pokrywalnosci pozwala
obliczy¢ domkniecie w dét zbioru konfiguracji osiaggalnych. Jednym z jego konsekwencji jest mozliwosé
rozstrzygania problemu ograniczonosci zbioru konfiguracji osiagalnych i ograniczonoéci miejsca.

W VAS-ach z danymi bez porzadku, porzadek C jest naturalnie uogdlniany. m Cp m’, jesli dla
kazdej danej & € D mamy m(§) T m’/(§). Autorzy pracy [26] zauwazyli, ze pojecie ograniczonosci
miejsca mozna doprecyzowaé na dwa sposoby:

e Istnieje dana & i miejsce p, takie ze dla kazdego n € N, istnieje konfiguracja m € Reach(myg),
dla ktérej m(§)(p) > n (brak ograniczenia na glebokosci).

e Istnieje miejsce p, takie ze dla kazdego n € N, istnieje konfiguracja my, oraz rézne dane {1, &2, ...,&,} C
D, takie ze dla kazdej £ € {&1,&2,...,&n}, mn(€)(p) > 0 (brak ograniczenia szeroko$ci miejsca).

Pokazali réwniez, ze pierwszy z tych dwéch probleméw (brak ograniczenia glebokosci) jest nie-
rozstrzygalny dla VAS-6w z uporzadkowanymi danymi. Ten wynik opiera si¢ na nierozstrzygalnosci
problemu braku ograniczenia dla sieci Petriego z lukami resetujacymi [37], oraz wspomnianej juz
zaleznosci miedzy VAS-ami z uporzadkowanymi danymi a sieciami Petriego z tukami resetujacymi.

W pracy [4] wraz z Stawomirem Lasota, Ranko Lazicem, Jérome Leroux, Sylvain Schmitz i Pa-
trickiem Totzke uogdlniliémy konstrukcje algorytmu drzewa pokrywalnosci na VAS-y z danymi bez
porzadku. Nierozstrzygalno$é udowodniona przez autoréw pracy [26] pokazuje, ze nasza konstrukcja
nie moze by¢ prosta adaptacja klasycznego algorytmu, poniewaz musimy uwzgledniaé réznice miedzy
dwiema grupami automorfizméw, wszystkich bijekcji w D — ID oraz wszystkich bijekcji monotonicz-
nymi w D — D. Gléwne wyniki opisane w pracy [4] sa nastepujace:

Twierdzenie 10 (Twierdzenie 2.5. w [4]) W VAS-ach z danymi bez porzqdku ograniczenie na gle-
bokosé miejsca implikuje ograniczenie szeroko$ci miejsca.

Twierdzenie 11 (Twierdzenie 2.6. w [4]) Problem braku ograniczenia glebokosci i problem braku
ograniczenia szeroko$ci miejsca dla VAS-6w z danymi bez porzadku sq w klasie F,o, czyli w klasie
ztoZonodci Hiper-Ackermannowskiej.

Problemy zwigzane z ograniczonoscia sa wazne. Jesli mozemy udowodnié¢, ze dany system jest ogra-
niczony, to przynajmniej w teorii mozemy skonstruowac caly graf osiggalnych konfiguracji i sprawdzié¢
jego wilasciwosci. W przypadku ograniczenia szerokosci miejsc, mozemy uprosci¢ VAS z danymi. Po-
niewaz ilo$¢ danych, ktére moga pojawi¢ sie w osiggalnych konfiguracjach jest ograniczona, to mozemy
je reprezentowaé eksplicite (z dokladnoscia do automorfizmu danych) jako oddzielne miejsca. W tej
sytuacji mozemy zamieni¢ VAS z danymi na normalny VAS o wiekszej liczbie miejsc, a co za tym idzie
uzywaé algorytmoéw i technik opracowanych do analizy VAS-6w.



4.1.7 Roéwnanie stanéw [5]

Aby wprowadzi¢ réwnanie stanu dla VAS-6w, przeprowadzamy nastepujacy rozumowanie. Zal6zmy,
ze w pewnym VAS-sie istnieje sekwencja krokow

t1 t2 ts tn
mg — Mg — 1Mg — ... — IMy.

Wéwczas zachodzi nastepujace rownanie:
mg+ty +ta+ ... +t, = my.

W rezultacie mozemy sformutowaé nastepujace lemat, ktéry jest dobrze znany w spotecznosci zajmu-
jacej sie sieciami Petriego:

Lemat 12 Jesli my, jest osiggalna z mg, to my, — mg mozna przedstawic jako sume wektoréw ze
zbioru T.

Zazwyczaj wyrazamy to jako
my, — Mg = AX? (2)

gdzie A to macierz, jej kolumny to wektory z T, a my szukamy rozwiazania x € NITI.

Zauwazmy, ze tzw. relacja osiggalnoéci catkowito liczbowej, zdefiniowana jako R!™(mg,m;) =
{(mg,m;y) € Z* x ZF | m; — mg = Ax dla pewnego x € NITI}_ jest nadaproksymacja relacji osiagal-
nosci, tj. my € Reach(mg) = R™(mg, my).

Mozemy bezposrednio uogdlnié¢ to réwnanie na VAS-y z danymi, po prostu méwiac, ze réznica
m, — my, gdzie mg i m, to wektory z danymi, moze by¢ przedstawiona jako suma wektoréow z
danymi ze zbioru T. Aby uzyskaé reprezentacje macierzowa, powinnismy utozsamiaé¢ wektory z danymi
postaci D — ZF z funkcjami D x {1,...,k} — Z. W reprezentacji macierzowej, A ma nieskoficzona
liczbe kolumn i wierszy, a x jest ograniczone do wektoréw w NITI ktére maja tylko skoniczong liczbe
niezerowych koordynat (poniewaz szukamy skonczonych biegéw).

W artykule [5] badatem ten problem razem z Jéromem Leroux i Patrickiem Totzke. Udowodnili$my
nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 13 (Wniosek 8, [5]) Problem wyrazalnosci dla wektoréw z danymi bez porzqdku o
wartosciach w (ZF,4) jest N P-zupelny.

Algorytm rozwiazywania réwnania stanu dla VAS-6w z danymi bez porzadku opiera si¢ na kon-
cepcji histogramoéw, ktéra jest jednym z gléwnych wkladéw artykulu. Aby wprowadzié¢ histogramy,
rozpoczniemy od przykladu. Rozkladamy krok t z réwnania [l jako iloczyn dwdéch macierzy: macierz
przejscia oznaczona jako m(t), ktora zalezy tylko od orbity przejscia (orbity wektora z danymi), oraz
macierz instancjacji h(t), ktéra wiaze wartosci danych ze zmiennymi uzywanymi do reprezentacji
przejscia w sposob symboliczny. Druga macierz nazywana jest prostym histogramem.

[ ‘ a B v 6 0o .. | ‘ y 2z z wu | [ ‘ a B v 6 o ...]
D1 -1 -1 0 0 0 O P1 -1 -1 0 O x 1 0 000 O
D2 0 0 =2 0 0 0]=/|po 0 0 -2 0 Y 01 000 O (3)
D3 0O 0 1 00 O D3 0O 0 1 0 z 0 01 00 O
4 0O 0 0 1 0 0 4 0O 0 0 1 U 0 0 01 0 O
Niech t; = t om; dla pewnych 7; € Aut oraz ¢ € 1,...,n. Ze wzgledu na liniowos¢, suma wektoréw

z danymi z tej samej orbity moze by¢ zapisana nastepujaco: >, <, ti = m(t)- (32, h(ti)). Rozwazamy
macierz (3_;<, h(t;)). Posiada ona dwie proste wlasciwosci: suma elementéw w kazdym wierszu wynosi
n, a suma elementéw w kazdej kolumnie jest nie wicksza niz n. Teraz jesteSmy gotowi do zdefiniowania
histogramow.

Definicja 14 (Definicja 2 w [5]) Histogram nad skoriczonym zbiorem S zmiennych to funkcja cal-
kowitoliczbowa H : S x D — N taka, Ze dla pewnego n € N, nazywanego stopniem H, zachodzg
nastepujgce dwa warunki:
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1. > gep H(x, B) = n dla dowolnego x € S

2. > ses H(z, B) < n dla dowolnego B € D.

Zachodzi nastepujacy twierdzenie.

Twierdzenie 15 (Twierdzenie 3 w [5]) Funkcja H : S x D — N jest histogramem stopnia n € N
wtedy, 1 tylko witedy, gdy H jest sumq n prostych histograméw nad S.

Dowéd tego twierdzenia opiera si¢ na Twierdzeniu o Malzenstwach Halla, tj. ze istnieje doskonale
skojarzenie w grafie dwudzielnym (X, Y, E) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego podzbioru X' C X,
moc jego sasiedztwa jest nie mniejsza niz | X'|.

Korzystajac z histograméw, udowodnilidmy, ze jeéli istnieje rozwiazanie réwnania stanu, to istnieje
takie, ktére uzywa matej liczby danych. Wreszcie, aby rozwiaza¢ réwnanie, trzeba zgadnaé histogramy
(ktére uzywaja malej liczby danych), po jednym dla kazdej orbity tranzycji w T, i sprawdzié, czy
zgadniete histogramy, gdy pomnozone przez odpowiadajace im macierze przej$é¢, sumuja sie do celu
(lewa strona réwnania [2).

Podsumowujac, w [5] rozwiazaliémy réwnanie stanu dla VAS-6w z danymi bez porzadku, wpro-
wadzajac skompresowang forme rozwigzania o nazwie histogram i pokazujac, ze histogram mozna
przeksztalci¢ w rozwiazanie, jesli spelnia pewne wtadciwosci, ktére mozna sprawdzi¢ w czasie wielo-
mianowym.

4.1.8 Dalsze kierunki badan

Po wielu nieudanych prébach rozwigzania problemu osiagalnoéci dla VAS z danymi, w ramach zespotu,
w sktadzie ktérego byli Stawomir Lasota, Ranko Lazic, Jérome Leroux, Radostaw Pidrkowski i ja,
zaproponowalem inny kierunek badan.

Motywacja byto to, ze réwnanie stanu i inne techniki oparte na algebrze liniowej stanowia rdzen
wielu wynikéw dotyczacych podklas sieci Petriego, a takze sa skutecznie wykorzystywane do poprawy
wydajnosci narzedzi. Na przyktad, rozwazmy prosta metode poprawy algorytmu naiwnego stuzace-
go do sprawdzenia osiggalnodci. Naiwny algorytm przeszukuje graf osiagalnych konfiguracji. Jesli w
pewnym momencie znajdzie docelowa konfiguracje mj, ogtasza sukces. Jesli przejdzie przez caly graf,
koniczy sie niepowodzeniem, a jesli zabraknie mu pamieci lub czasu, zatrzymuje sie¢ bez jednoznacznej
odpowiedzi. Mozemy go udoskonali¢ na dwa sposoby.

e Pierwszy z nich polega na tym, ze dla kazdej osiagnietej konfiguracji m, algorytm sprawdza,
czy istnieje rozwigzanie rownania stanu m; — m = Ax. W przypadku negatywnej odpowiedzi
przerywa eksploracje tej czesci grafu, do ktérej mozna dotrzeé¢ z m, poniewaz mj nie moze do
niej naleze¢. Nalezy zauwazy¢, ze dowolna nadaproksymacja relacji osiagalnosci mozne by¢ uzyta
do przyciecia przestrzeni poszukiwan algorytmu naiwnego w podobny sposéb.

e Drugi sposéb opiera sie na uzyciu algorytmu A* z heurystyka wybierania $ciezki do rozszerzenia
na podstawie normy x (minimalizuje norme).

Te dwa podejécia nie bylyby wykonalne bez przetomu w SAT i SMT solverach, ktére sa wykorzy-
stywane do rozwiazywania réwnania standéw. Powyzsze proste obserwacje wywotaly ciagg badan nad
rownaniami stanu dla VAS-6w z danymi, ktére odpowiadaja réznym rodzajom sieci z danymi.

4.1.9 Roéwnanie stanéw dla sieci z uporzadkowanymi danymi [6]

Biorac pod uwage powyzsze zaproponowalem zbadanie rownanie standéw dla VAS-6w z uporzadkowa-
nymi danymi. Mialem nadzieje na szybkie zastosowania rozwijanych teorii, ze wzgledu na wczeéniejsze
prace innych badaczy:

e W 2015 roku Michael Blondin, Alain Finkel, Christoph Haase i Serge Haddad zaprezentowali
bardzo proste narzedzie do sprawdzania pokrywalnosci w sieciach Petriego [39]. Narzedzie to wy-
korzystuje ciagla osiagalnosé (technike podobna do réwnania stanéw) jako przyblizenie relacji
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osiggalnosci w celu przyciecia przestrzeni poszukiwan w algorytmie pokrywalnosci wstecz. Po-
mimo swojej prostoty narzedzie, ktére stworzyli, doréwnywalo wiodacym narzedziom do spraw-
dzania pokrywalnosci.

e W tym samym roku Thomas Geffroy, Jérome Leroux i Grégoire Sutre przedstawili podobna
co do wydajnoéci implementacje algorytmu pokrywalnoéci wstecz z przycinaniem opartym na
réwnaniu stanéw, a nie na osiagalnosci ciaglej [40].

e W 2001 roku Parosh Aziz Abdulla i Aletta Nylén wprowadzili sieci Petriego z zegarami [41], w
ktorych kazdy token ma stempel czasowy reprezentujacy ”wiek” tokenu. Ten model, chociaz nie-
zby popularny, uogélnia wiele innych rodzajéw sieci Petriego z czasem rozwazanych w literaturze.
Co ciekawe, w pracy [42] Rémi Bonnet, Alain Finkel, Serge Haddad i Fernando Rosa-Velardo
pokazali, ze pokrywalnos¢ w sieciach Petriego z zegarami wprowadzonych przez Parosha Aziza
Abdulle mozna zredukowaé do pokrywalnoéci w VAS-ach z uporzadkowanymi danymi.

Poniewaz algorytm wstecznej pokrywalnosci dziala dla VAS-6w z uporzadkowanymi danymi [24],
naturalnym pomystem jest wykorzystanie réwnania stanu dla VAS-6w z uporzadkowanymi danymi
do budowy narzedzia do sprawdzania pokrywalnosci w sieciach Petriego z zegarami. Te ostatnie sg
formalizmem wystarczajaco ekspresywnym, aby znalez¢é zastosowanie w przemyéle.

Wspdlnie z Stawomirem Lasota opublikowali$my wyniki naszych badan w pracy [6]. Udowodnili-
Smy, ze réwnanie stanu mozna rozwiazaé¢ dla VAS-6w z uporzadkowanymi danymi, niestety okazalto
sie jednoczeénie, ze jest to problem Ackermann trudny.

Twierdzenie 16 (Twierdzenie 1 w [6]) Problem osiggalnosci w VAS mozna w czasie wielomiano-
wym, zredukowad do problemu réwnania standw dla VAS-a z uporzgdkowanymi danymi. W przeciwnym
kierunku redukcja wymaga czasu wyktadniczego.

Algorytm opiera sie na histogramach, ale na histogramach dostosowanych do uporzadkowanej
dziedziny danych. Konkretnie udowodniliSmy, ze jesli istnieje rozwigzanie, to istnieje inne rozwiazanie,
ktére mozna przedstawi¢ za pomoca histograméw w specjalnej postaci. Istnienie taki histograméw
zostalo nastepnie zredukowane do problemu osiggalnosci w starannie zaprojektowanym VAS-ie.

Aby udowodnié¢ trudnosé problemu, zakodowaliS§my w nim osiggalnos¢ w VAS-ach. UzyliSmy tran-
zycji, ktére produkuja dane z wiekszymi wartosciami niz wartosci danych, ktoére sg konsumowane.
Zatem mozna traktowaé¢ dane jako znaczniki czasowe i w ten sposéb zakodowaé, w sumie wektoréw z
uporzadkowanymi danymi, kolejnoéé¢ wykonywania przejsé w trakcie dzialania VAS-a.

Twierdzenie [16| pokazuje, ze rownanie stanu dla VAS-6w z uporzadkowanymi danymi, nie bedzie
przydatne jako szybka heurystyka do analizy sieci Petriego z zegarami. Niespodziewanie zlozonosé
spada do czasu wielomianowego, jeéli rozwigzujemy réwnanie standéw nad dodatnimi liczbami wy-
miernymi Q>0, a nie nad liczbami naturalnymi. Wynik ten jest uzyskiwany w podobny sposéb jak
Twierdzenie ale aby znalezé histogramy, nalezy uzy¢ ciaglej osiggalnosci w VAS, ktéra jest w czasie
wielomianowym [18, 43] (zamiast zlozonosci Ackermanowskiej [34, B3] dla normalnej osiagalnosci). To
zainspirowalo mnie do podjecia prac nad ciagla osiagalnoscig dla VAS-6w z danymi: najpierw nad
ciagla osiggalnodcia dla VAS-6w z danymi bez porzadku, a nastepnie dla VAS-6w z uporzadkowanymi
danymi.

4.1.10 Ciagla Osiggalnos¢ dla VAS-6w z Danymi|7]

Definicja 17 W semantyce ciagtej dla VAS-6w, zbior konfiguracji jest rozszerzony do funkcji ze zbioru
miejsc w nieujemne liczby wymierne Qso. Mowimy takze, ze istnieje krok z konfiguracji m do m’, jesli
istnieje nieujemna liczba wymierna a € Qo i przejscie t € T takie, Zem' =m+a - t.

Ciagla osiagalnosé jest nadaproksymacja relacji osiagalnosci. W [I8], autorzy zaprezentowali pelna
charakteryzacje relacji ciaglej osiagalnosci w czasie wielomianowym. Jednym z kluczowych elementéw
tej charakteryzacji jest nastepujace twierdzenie, pokazujace zwiazek miedzy ciggla osiggalnoscia a
réwnaniem stanéw.
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Lemat 18 (Lemat 12, [18]) Niech (T, mq) bedzie siecig Petriego z poczgthkowym markowaniem mg
oraz niech v € ng, taki, ze zachodzq:

e m=mg+ Av;
o Vp € °v, zachodzi mo(p) > 0;
e Vp € v*, zachodzi m(p) > 0.

Wowczas istnieje bieg z mg do m w semantyce cigglej.

Na poczatku 2018 roku razem z Aksheyem S. z IIT Bombay, i jego dwoma studentami Utkarsh-
em Gupta i Preey-em Shah-em rozpoczatem prace nad uogélnieniem ciagtej osiagalnoéci na VAS-y z
danymi bez porzadku. Wyniki, w tym gtéwne twierdzenie przedstawione ponizej, zostalty opublikowane
na konferencji FoSSaCS 2019 [7].

Twierdzenie 19 (Twierdzenie 1 w [7]) Jesli konfiguracja m'’ jest osiggalna w sposdb ciggly z kon-
figuracji poczgtkowej m, to istnieje bieg m 2 em w semantyce cigglej, taki zZe zbior uzytych danych
w trakcie biegu jest ograniczony przez funkcje lintowq od wielkosci wejscia.

Korzystajac z powyzszego ograniczenia, otrzymujemy algorytm o wielomianowej ztozonosci dla
problemu ciaglej osiggalnosci w VAS-ach z danymi bez porzadku.

Twierdzenie 20 (Twierdzenie 3 w [7]) Niech T to VAS z danymi bez porzqdku, m,m’ to dwie
konfiguracje. Rozstrzygniecie, czy m’ jest osiggalna w semantyce cigglej z m, jest problemem w klasie
PTIME.

Aby udowodni¢ Twierdzenie bierzemy pewien bieg i pokazujemy, ze istnieje wtedy tez inny
bieg, w ktorym nieformalnie méwiac tranzycje wystepuja w sposdb bardziej jednorodnyﬂ Dla takie-
go biegu, ktéry ma jednorodng strukture udato sie pokazaé, ze jesli wykorzystuje on wiele réznych
danych, ktoére nie wystepuja ani w konfiguracji poczatkowej, ani w koncowej, to istnieje inny bieg
jednorodny, ktéry uzywa mniejszej liczby danych. Korzystajac z tego, stopniowo zmniejszamy liczbe
danych wystepujacych w biegu.

Aby udowodnié¢ Twierdzenie[20], dostosowujemy techniki uzywane dla cigglej osiagalnosci w sieciach
Petriego bez danych z [18,[44] do przypadku z danymi i uzyskujemy charakteryzacje ciaglej osiggalnosci
dla VAS-6w z danymi bez porzadku. Nastepnie pokazujemy, jak charakteryzacja ta moze by¢ potaczona
z powyzszym ograniczeniem na ilo$¢ danych oraz technikami opartymi o histogramy [5], aby uzyskaé
wielomianowej wielkoSci system réwnan liniowych z dodatkowymi warunkami, postaci jesli x > 0 to
y > 0.Nastepnie wystarczy rozwiaza¢ stworzony uklad réwnan.

Problem ciaglej osiagalnoéci w dziedzinie danych uporzadkowanych jest znacznie bardziej wyma-
gajacy i pozostaje nierozwiazany. Gtéwna trudno$¢ w tym przypadku wynika z relatywnie niskiego
poziomu symetrii wystepujacych w dziedzinie danych uporzadkowanych, co sprawia, ze trudno jest
zmniejszy¢ liczbe uzywanych danych w trakcie biegu w sposéb podobny do przedstawionego w Twier-
dzeniu 19l

4.1.11 Tokeny niosgce wiele danych [8]

W 2016 roku Mikotaj Bojanczyk zapytal mnie, czy mozliwe jest rozwiazanie rownania stanéw w
przypadku, gdy tokeny moga przenosié¢ krotki danych. Najpierw wyttumacze jak dopuszczenie tokendw,
ktére moga przenosi¢ wiele danych, zmienia definicje VAS-6w z danymi. Nastepnie opisze wyniki i
pytania, ktére pojawity sie w trakcie badan.

Konstrukcja sieci z danymi jest prosta, patrz na Rysunek

“Patrz dowéd Twierdzenia 19 w [7].
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Na lewo widzimy odpalenie tranzy-
cji w sieci z danymi, w ktorej kaz-
dy token przenosi pare danych. Za-
t6zmy, ze formuta okresla, ze kazde
dwie zmienne sa rézne. Przypisuje-
my x = «, y = (3, z = 7 a nastep-
nie usuwamy i produkujemy toke-
ny zgodnie z etykietowanymi krawe-
dziami. W tym modelu wiadomo, ze
zarOwno problem osiggalnosci, jak
i problem pokrywalnosci sa nieroz-
strzygalne, nawet dla dziedziny da-
nych bez porzadku [45]. Niemniej
jednak, w praktyce rozwdj narzedzi
do analizy takich sieci jest potrzeb-
ny. Na przyktad, w srodowisku zaj-
mujacym si¢ modelowaniem proce-
séw biznesowych, analiza przepty-
wéw pracy z danymi stanowi jeden
z badanych obszaréw [46].

Rysunek 3:

Aby zdefiniowaé¢ odpowiadajacy VAS z danymi, musimy zaczaé od rozszerzenia definicji wektora z
danymi. W kolejnych sekcjach bedziemy zakladaé, ze Aut to zbiér wszystkich bijekcji w D — D, to
znaczy wszystkie dalsze wyniki dotycza danych bez porzadku.

Definicja 21 (Wektor z Danymi uogdlnienie) Zaléimy, ze D to dziedzina danych, a Aut to zbidr
jej automorfizmow. Niech B to zbior rozkladajgcy sie na skoviczenie wiele orbit dziatania grupy Aut.
Wektor danych nad B jest definiowany jako dowolna funkcja v z B do 7Z, ktora przypisuje 0 wszystkim,
oprocz skoriczonej liczby, elementom zbioru B.

Przyklad 22 Zaloimy, zZe zbior B jest zbiorem wszystkich par danych. Ma on dwie orbity wygenero-
wane przez pary (o, a) i (a, ), zakladajgc, ze w((x,y)) = (7(x),n(y)) dla 7 € Aut.

Uwaga 23 Nie jest to najbardziej ogolna postaé wektorow z danymi, ktore rozwazamy. Rozwazane sa
tez wektory z danymi, ktore majq skonczone wsparcieﬂ. Wektor danych ma skonczone wsparcie, jesli
jest zbiorem par (element dziedziny, warto$é) o skoriczonym wsparciu. Zbior S ma skoriczone wsparcie,
jesli istnieje skonczony podzbior X C D, taki Ze S jest niezmienniczy ze wzgledu na dziatania podgrupy
Autx C Aut, gdzie Autx to podgrupa Aut zlozZona z elementow bedgcych identycznoscig na zbierze
X (stabilizator X). Na przyklad wektor z danym v : D — N taki, zZe v(a) = 1,v(8) = 2,v(§) = 3 dla
kazdego § € D\ {«a, B} ma skoniczone wsparcie X = {«, 5}.

Az do Sekcji wystarczy jednak zrozumienie jedynie definicji

VAS z danymi, jak wczesniej, jest zbiorem wektoréw z danymi zamknietym na dzialanie grupy Aut
i majacym skonczong liczbe orbit. Indukuje on system tranzycyjny, gdzie konfiguracjami sg wektory
z danymi z B — N.

W 2017 roku opracowalem algorytm dla przypadku, gdy B jest zbiorem dwuelementowych zbioréw
danych. W tym przypadku mozemy zidentyfikowaé dane z wierzchotkami, a pary danych z krawedziami
grafu nieskierowanego. Dlatego wektor z danymi v mozna zidentyfikowaé z grafem z krawedziami
etykietowanymi liczbami caltkowitymi, gdzie kazda krawedZ («, ) ma wage v(a, 3).

5Tutaj wystepuje konflikt w nazewnictwie angielskim. Pojecie skoiczonego supportu zostalo wprowadzone do teorii
zbioréw z atomami wiele lat temu, kiedy nikt nie rozwazal jeszcze funkcji w ramach tej teorii.
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Przyklad 24 (Przyklad 1.2 w [8]) Rozwazimy wektory z danymi postaciB — Z, gdzie B = {{£,&'} |
§,& €D, & #E'}. Mozemy je postrzegaé jako grafy wazone, z wierzcholkami oznaczonymi elementami
z . Zalozmy, Ze zbior T jest zbiorem tréjkgtow, gdzie wagi wszystkich krawedzi sq rowne 1, tzn.

1 jesliz € {{€, ¢}, {¢, €71 {¢, €7}

aggren(T) = { . .
0 w przeciwnym razie
iT={agen €eB—-Z1&,8,8"eD, &#E #E" # &} Zbior T jest zamkniety na automorfizmy w Aut.
Rzeczywiscie, dla dowolnego m € Aut i dowolnego acgrgn € T, wektor z danymi ar ey (enrery € T
Na koniec chcemy dowiedziec sig, czy ponizszy wektor as moze byé wyrazony jako skoriczona suma
wektoréw z danymi z TU (—1) - T.

6 if v ={y,6}

0 w przeciwnym razie

as(r) = {

(ays to pojedyncza krawedZ o wadze 6). Odpowied? jest twierdzqca, ale jest to nietrywialna suma.

A5 = (3760 + Ay + Asps — awagﬁ) + (a'y,é,p + Aysw + Apws — a’ypw) + (a’yé)\ + Aysk +axks — a“y)w‘ﬁ) - (apécr +
A5¢ + Arps — Apog) — (Awsh + Auwsk + Axks — Awrk)- Idea stojgca za tq sumq jest nastepujgca:

Najpierw konstruujemy ga-

5 5 dzet gsao, jak przedstawio-
no po lewej stronie. Tréjka-

9 ty o wagach 1 sa kolorowane
na niebiesko, a tréjkaty o wa-

gach —1 sa kolorowane na po-

Y a B = , _
maraficzowo. gose = G5 —
aaﬁa+aa'y§_aa'yo+a’yﬁa_a’yﬁ§

-2 Nastepnie, uzywamy takich
\ / gadzetéw razem z trojkatami
o Vok w nastepujacy sposob: g.sq +

Eiva + 23(175 = Ays§-

Powyzszy przyklad ukazuje zlozonos¢ problemu. Zaprosilem studenta, Jakuba Rézyckiego, do
udzialu w projekcie. Razem zajelidmy sie przypadkiem, gdy B jest skonczong sumg orbit zbioréw
o tej samej wielkosci. Na przyklad B = {0,1} x {{«,5} | a, 8 € D and a # [} jest suma 2 orbit.
Wektory o dziedzinie réwnej B odpowiadaja grafom z krawedziami etykietowanymi parami liczb.

Wyniki naszej pracy zostaly opublikowane w pracy [8]. PrzeformulowaliSmy problem z réwnania
stanu na problem X-wyrazalnoéci, sformutowany nastepujaco: majac dany wektor z danymi v i rodzine
wektorow z danymi T o skonczenie wielu orbitach, pytamy, czy v mozna wyrazi¢ jako wazong sume
elementéw z T, gdzie wagi pochodza ze zbioru X. Tak wiec réwnanie stanu jest uchwycone przez
X = N. Udowodnilismy dwa wazne twierdzenia.

Twierdzenie 25 (Twierdzenie 2.1 w [8]) Niechk,l € NiB = {1...1}x(podzbiory D o rozmiarze k).
Zatozimy, ze T C B — Z jest skonczenie orbitowy. Wowczas problem Z-wyrazalnosci jest w PTIME
(zalezno$é od k jest wykladnicza).

Twierdzenie 26 (Twierdzenie 2.2 w [8]) Dlak,l,B, i T jak w Twierdzem’u problem N -wyrazalnosci
jest w NEXPTIME.

Pierwsze z tych dwoch twierdzen wynika z kombinatorycznej charakteryzacji wektoréw z danymi,
ktore mozna wyrazié¢ jako Z-wazone sumy elementéw zbioru T. ZidentyfikowaliSmy zbiér whasnosci,
ktore sa konieczne i wystarczajace do charakteryzacji wyrazalnosci. Jedli spojrzymy na wektory z
danymi jako na grafy wazone, to jedna przykladowa z tych wlasnosci wyglada nastepujaco: kazda
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etykieta krawedzi w docelowym grafie musi by¢ wyrazalna jako Z-wazona suma etykiet krawedzi w
grafach z rodziny T. Pozostate wlasnosci maja podobny charakter.

Dowdéd drugiego wyniku opiera sie na redukcji do problemu Z-rozwiazywalnosci. Po pierwsze,
zidentyfikowalismy wektory z danymi w T, ktore sg odwracalne, tzn. t € T jest odwracalny, jedli —v
jest wyrazalny jako N-wazona suma elementéw zbioru T. Wektory z danymi, ktére nie sg odwracalne,
nazwaliSmy nieodwracalnymi. Udowodnilidémy, ze odwracalnos¢ mozna sprawdzi¢ w PTIME. Nalezy
zauwazy¢, ze jeSli kazdy t € T jest odwracalny, to problem N-rozwiazywalnosci jest taki sam jak
problem Z-rozwiazywalnosci. Nastepnie udowodniliémy wykladnicze ograniczenie na liczbe wektorow
z danymi, ktore nie sa odwracalne i moga pojawié¢ sie w rozwiazaniu. Na podstawie powyzszego
zaproponowaliSsmy nastepujacy algorytm:

1. Niedeterministycznie zgadujemy nieodwracalne elementy sumy i

2. sprawdzamy, czy pozostala cze$¢ docelowego wektora danych v moze by¢ wyrazona jako Z-
wazona suma wektoréw z danymi odwracalnych w zbiorze T.

Warto zauwazy¢, ze ta technika redukcji N-rozwigzywalnosci do Z-rozwigzywalnosci dziata takze
dla bardziej skomplikowanych zbioréw B (dziedzin wektoréw danych).

4.1.12 Od n-rachunku do obrazéw Parikha [9]

Wstepne wyniki dotyczace sieci z danymi, w ktérych kazdy token przenosi zestaw danych [§], wywo-
taly pytania o zastosowania poza sieciami z danymi, w szczegdlnosci w algebrach proceséw. ZajeliSmy
sie tym razem z doktorantem Mohnishem Pattathurajanem, ktéry byl pod opieks Stawomira Lasoty.
Zmalazt on prace autorstwa Fernando Rosy-Velardo i Marii Martos-Salgado, w ktérej przedstawiono
odwzorowanie z m-rachunku do v-sieci [47]. Klasa v-sieci miedci sie pomiedzy VAS-ami z uporzad-
kowanymi danymi a VAS-ami z danymi bez porzadku. Zastanawialiémy sie, czy N-rozwigzywalnosé
moglaby zostaé zastosowana do analizy w-rachunku.

Spoteczno$é skupiona wokot algebr procesow jest dobrze znana z koncentracji na réwnowaznosciach,
takich jak bisymulacja. Naszym gléwnym celem bylo zaproponowanie nowej nadaproksymacji relacji
bisimilarnosci. Upraszczajac problem i dalej go abstrahujac, doszliémy do nastepujacego scenariusza:
Rozwazmy procesy sktadajace sie z stanu kontrolnego i wewnetrznych danych przechowywanych w
rejestrach. Kazdy proces moze wyemitowaé¢ wiadomosé w postaci (a, x) € ¥ x D, gdzie ¥ to skoficzony
alfabet, a nastepnie proces przeksztalca sie w skonczony zbiér proceséw o tej samej formie. Ten mo-
del moze byé¢ widziany jako rozszerzona wersja BPP (Basic Parallel Processes) lub jako przemienna
gramatyka bezkontekstowa rozszerzenia o dane. W [48] Hirshfeld udowodnil nierozstrzygalnosé row-
nowaznodci $ladow nawet dla BPP bez danych. Postanowiliémy zatem zbadaé¢ réwnowaznosé jezykdw
Parikha w przemiennych gramatykach bezkontekstowych z danymi.

Definicja 27 Niech A bedzie zbiorem. Homomorfizm Parikha Par to odwzorowanie z wolnego mono-
idu nad A (czyli stow nad alfabetem A ) do wolnego monoidu przemiennego nad A, takie Ze dla kazdego
a €A, Par(a) = a.

Obraz Parikha stowa w nad alfabetem A jest oznaczany jako Par(w).

Jezykiem Parikha systemu jest obraz Parikha jezyka sladéw systemu.

Aby sprawdzi¢ réwnowaznosé obrazow Parikha miedzy dwiema przemiennymi gramatykami bez-
kontekstowymi z danymi, najpierw trzeba umieé¢ scharakteryzowaé¢ obraz Parikha przemiennej grama-
tyki bezkontekstowej z danymi. Innymi stowy, pierwszym krokiem powinno by¢ uogélnienie twierdzenia
Parikha z gramatyk bezkontekstowych na gramatyki bezkontekstowe z danymi. Twierdzenie Parikha
moéwi, ze obrazy Parikha gramatyk bezkontekstowych sg takie same jak obrazy Parikha automatéw
skoficzonych i ze sa one zbiorami semiliniowymi w NIAI [49].

Wspdlnie z Mohnishem Pattathurajanem i Stawomirem Lasota w pracy [9] udato nam sie uogdlnié
twierdzenie Parikha do przypadku gramatyk bezkontekstowych z danymi, gdzie kazdy nieterminal
(proces) przenosi pojedyncza dana. Gléwne wyniki pracy sa ujete w dwdch ponizszych twierdzeniach.
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Twierdzenie 28 (Twierdzenie 6 w [9]) Obrazy Parikha jezykéw automatow rejestrowych z jednym
rejestrem sq zbiorami regulamymﬁ.

Twierdzenie 29 (Twierdzenie 7 w [9]) Obrazy Parikha jezykéw przemiennych gramatyk bezkon-
tekstowych z jednym rejestrem sq zbiorami reqularnymi.

Dowdéd pierwszego twierdzenia przebiega podobnie do dowodu dla automatéw skonczonych. Naj-
pierw zmieniamy etykiety krawedzi na wyrazenia regularne odpowiadajace pojedynczym literom. Na-
stepnie stopniowo upraszczamy automat. Usuwamy stany jeden po drugim i zmieniamy etykiety kra-
wedzi na bardziej skomplikowane wyrazenia, zachowujac obraz Parikha jezyka. Trudna czescia jest
radzenie sobie z petlami. Wyrazenia regularne z danymi nie sg w stanie w pelni uchwyci¢ ztozonosci
petli w automatach rejestrowych. Kluczowe jest to, ze pracujemy z obrazami Parikha jezykéw, a nie
jezykami. Dzieki temu mozemy zmienia¢ kolejnoéc¢ liter w stowie, tak aby odpowiadajacy bieg po mo-
dyfikacji méglt byé opisany wyrazeniem regularnym z danymi. Co ciekawe, przeorganizowanie bazuje
miedzy innymi na twierdzeniu dotyczacym warunkéw wystarczajacych dla istnienia $ciezek Hamiltona
w grafie skierowanym [50]( w przyblizeniu: w dostatecznie gestych grafach istnieja cykle Hamiltona).

Dowdéd twierdzenia [29] opiera sie na przeksztalcaniu dowolnego drzewa wyprowadzenia, w drzewo o
okreslonym ksztalcie, mianowicie drzewo cienkie, zachowujac przy tym jego obraz Parikha. Intuicyjnie,
drzewo cienkie to takie, ktore ma niewiele dtugich gatezi. Nastepnie pokazane jest, ze obrazy Parikha
stéw wyprowadzonych za pomoca drzew cienkich sg sumami obrazéw Parikha jezykéw automatéw
rejestrowych. Procedura przeksztalcania dowolnego drzewa polega na operacjach wycinania i wkleja-
nia. Fragmenty drzewa wyprowadzenia, ktére mozna bezpiecznie wyciac¢ i wkleié, sa identyfikowane za
pomoca twierdzenia Ramseya. Problemem tutaj jest unikanie zerwania zaleznosci pomiedzy danymi w
rejestrach. Twierdzenie Parikha dla ogélnych automatéw rejestrowych i gramatyk bezkontekstowych z
danymi pozostaje nadal otwartym problemem. Réwniez pytanie o rownosé dwéch zbioréw regularnych
z danymi pozostaje otwarte.

7 powodu tego projektu zostalem promotorem pomocniczym Mohnisha Pattathurajana.

4.1.13 Roéwnania z danymi [10, 11]

Kolejnym owocem mojej pracy z Jakubem Roézyckim [8] sa wyniki dotyczace elementéw algebry linio-
wej z danymi. Pod ich wplywem, Stawomir Lasota zaproponowal ten kierunek badawczy mnie oraz
swojemu doktorantowi, Arce Ghosh. Poprosit mnie takze o wspét-opieke nad Arka. Pierwszym celem
bylo opracowanie algorytmu rozwiazywania skonczonych ukladéw réwnan i nieréwnosci nad liczbami
wymiernymi. Wyniki tej wspélpracy zostaly opublikowane w dwéch pracach [10] [11].

Najpierw zauwazmy, ze nie jest jasne, co oznacza rozwiazanie nieskonczonego uktadu réwnan. Mo-
zemy ograniczy¢ sie tylko do rozwigzan skonczonych, ale mozemy tez pyta¢ o dowolne rozwiazanie
lub rozwigzania skonczenie reprezentowalne. Ostatnie dwie mozliwosci musza by¢ doprecyzowane. Na
przyktad, czy korzystamy z jakiegos pojecia zbieznosci lub do jakiego rodzaju skoniczonych reprezen-
tacji sie ograniczamy? Zdecydowalidmy, ze rozwigzanie nie powinno zaleze¢ od kolejnosci sumowania,
a przez skonczong reprezentacje rozumiemy wektor z danymi o skoficzonym wsparciu (Uwaga ,
poniewaz ogdlnie rozwazamy obiekty skoniczenie orbitowe. Przyjrzyjmy sie¢ przyktadowi, aby zobaczy¢
réznice:

Przyktad 30 (Przyklad 4.1 w [10]) Niech kolumny bedq indeksowane przez C C D?, gdzie C to
zbior par roznych elementow z D, a wiersze przez B, ktory jest zbiorem dwuelementowych podzbioréw
D. Rozwazmy uklad rownan

Tee +xee =1 (£, €D, E#£L).

W postaci macierzowej mozna go przedstawié jako

5To jest uogdlnienie zbiréw semiliniowych.
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Wszystkie réwnania sq skoriczone. Wektor x(££') = % dla kazdego £’ € C jest rozwigzaniem. Uklad
nie ma rozwigzania skornczonegd'|, poniewaz iloczyn wektora skonczonego przez tg macierz nie moze
daé nieskonczonego wyniku t = 1g. Ponadto, uklad nie ma rownieZ rozwigzania catkowitoliczbowego
o skonczonym wsparciu, poniewaZz jakiekolwiek takie rozwigzanie x musialoby spetniaé, dla pewnych
réznych danych &,& € D, réwnosé x(£€') = x(£¢'), co jest sprzeczne z x(E€") + x(£'E) = 1. Wreszcie,
ma on nieskonczone-catkowitoliczbowe rozwigzanie, ktore nie ma skonczonego wsparcia. Mianowicie,
jesli wprowadzimy liniowy porzedek na zbiorze D, to kazdej zmiennej xeer, gdzie & < &', przypisujemy
wartosé 1, a kazdej zmiennej x¢er, gdzie & < &, przypisujemy wartosé 0.

SkupiliSmy sie¢ na rozwiazaniach o skofczonym wsparciu, poniewaz sa one bardziej ogdlne niz
rozwiazania skonczone. ZaczeliSmy od definicji zbioréw Fin — lin(B) i Lin(B). Pierwszy z nich to
zbior wszystkich wektorow danych, ktére sa niezerowe dla skonczonej liczby elementéw B, a wartosci
przyjmuja w K, gdzie K to dowolny pierscien przemienny. Drugi to zbiér wszystkich wektoréw o
skonczonym wsparciu, z B do K.

Baza przestrzeni wektoréw z danymi S to orbitowo skoniczony zbiér wektoréow z danymi, taki ze
kazdy wektor z danymi z S mozna jednoznacznie roztozy¢ na skonczona kombinacje liniowa wektoréw
z danymi z bazy. Oczywiscie, wedtug definicji, zbidr wektorow charakterystycznych dla elementéw B
jest baza Fin — lin(B). Co bardziej interesujace prawdziwe jest nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 31 (Twierdzenie 3.3 (Twierdzenie o Bazie Orbitowo-Skoniczonej) w [10]) Dia
kazdego zbioru orbitowo-skoriczonego B, przestrzen Lin(B) ma baze orbitowo-skoriczong.

To twierdzenie pozwala nam z pytania o rozwiazania o skonczonym wsparciu przejé¢ do pytania
o rozwiazania skonczone (o skonczonym noséniku). Wystarczy zmieni¢ baze, w ktérej zapisane jest
rozwiazanie. Dzigki temu byliémy w stanie udowodnié¢ nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 32 (Twierdzenie 4.4. w [10]) Problem Solv(K) jest rozstrzygalny dla kazdego usta-
lonego efektywnego pierscienia komutatywnego K. Gdzie Solv(K) to problem rozwigzania ukladu réw-
nan z danymi.

Algorytm opiera si¢ na procedurze stopniowego upraszczania uktadu réwnan, konczac na réwno-
waznym skonczonym ukladzie réwnan liniowych.

W drugim artykule [IT] postanowili$émy zrozumieé nieréwnosci. Tutaj, zaskakujaco, rozwiazywanie
ich nad Z jest nierozstrzygalne.

Twierdzenie 33 (Twierdzenie 16 w [11]) Sprawdzanie, czy istnieje skonczone rozwigzanie w 7
orbitowo-skonczonego ukltadu nierdwnosci, jest nierozstrzygalne.

Pokazalismy, ze w systemie nieréwnoéci mozemy zakodowaé dzialanie maszyny Minskiego. Uzy-
wamy par danych, aby stworzy¢ tancuch («, 3), (8,7)(7,9),... (0, ¢), ktérego uzywamy do ustalenia
porzadku, wokét ktorego budujemy kolejne konfiguracje i kroki wykonywane przez maszyne Minskiego.
Do stworzenia tego tancucha uzywamy wzmocnionego warunku Kirchhoffa. Dla kazdego wierzchotka
(danej), suma wag krawedzi wchodzacych jest réwna sumie wag krawedzi wychodzacych i jest mniej-
sza rowna niz 1. Oczywidcie musimy okresli¢ zrédto i cel Sciezki. Do okreslenia konfiguracji uzywamy

"o skonczonej liczbie niezerowych elementéw.
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zmiennych i réwnan indeksowanych tréjkami danych. Nie wiemy, czy nierozstrzygalnosé¢ zachodzi, jesli
ograniczymy liczbe danych wystepujacych w opisie zmiennych do dwéch (liczba danych pojawiajaca
sie w indeksie réwnania odpowiada liczbie danych przenoszonych przez pojedynczy token w sieci z
danymi).

Ten wynik moze by¢ zaskakujacy, poniewaz wczesniej wspomnieliSmy, ze rozwiazanie systemu réw-
nan nad N mozna zredukowaé¢ do pytania o rozwiazanie systemu rownan nad Z. Kluczowa réznica
polega tutaj na tym, ze w poprzednim wyniku zaktadaliémy i wykorzystywaliémy fakt, ze docelowy
wektor ma skonczony noénik (ma tylko skoniczona liczbe niezerowych elementéw) i ze szukamy roz-
wigzan o skonczonym noséniku. Drugim istotnym elementem jest to, ze jesli zamienimy nieskonczony
system nieréwnoéci nad Z na system réwnan nad N, to bedziemy musieli szuka¢ rozwiazan nieskonczo-
nych. Pomyst wykorzystania Twierdzenia (Twierdzenia o istnieniu bazy) takze nie dziala. Musimy
wtedy dodaé nieskonczong liczbe nieréwnosci gwarantujacych, ze rozwiazanie zapisane w bazie jest
nieujemne (co zabiera nas znowu do pierwotnego problemu).

Twierdzenie 34 (Twierdzenie 6 w [11]) Sprawdzanie, czy istnieje rozwigzanie skoriczone nad Q
dla orbitowo-skorniczonego systemu nieréwnosci, jest rozstrzygalne.

Tutaj pomyst jest podobny do tego z pracy dotyczacej osiagalnosci ciaglej [7], ale istotnie pogle-
bia koncepcje ujednolicania rozwigzania. Wykorzystujac te technike, zamieniamy nieskoniczony system
nieréwnosci na skonczony system nieréwnosci wielomianowych, ktéry rozwiazujemy przy uzyciu aryt-
metyki Tarskiego. Procedura zachowuje funkcje celu w programowaniu liniowym, dzigki czemu mozemy
rozwigzywaé orbitowo-skonczone programy liniowe.

4.1.14 Podumowanie

Wskazane rezultaty stanowia spdjng catosé. Jasne jest tez, ze bardzo wiele ciekawych pytan pozostaje
otwartych, a tematyka jest rozwojowa. Mam nadzieje kontynuowaé badania w tym obszarze przez
najblizszych kilka lat.

5 Informacja o wykazywaniu sie istotng aktywnoscig naukowa al-
bo artystyczng realizowang w wiecej niz jednej uczelni, instytucji
naukowej lub instytucji kultury, w szczegdblnosci zagranicznej

Jestem wspoélautorem 29 prac konferencyjnych (w tym 6 prac opublikowanych przed obrona mojej pra-
cy doktorskiej) oraz 10 prac naukowych publikowanych w czasopismach (w tym 3 opublikowane przed
obrona mojej pracy doktorskiej). Pracowalem za granica od listopada 2013 roku do wrzesnia 2016
roku. Najpierw na Uniwersytecie Bayreuth pod kierunkiem profesora Wima Martensa nad teoretycz-
nymi aspektami baz danych. Nastepnie w Laboratoire Spécification et Vérification, Centre National
de la Recherche Scientifique w Paryzu pod kierunkiem profesora Stefana Gollera nad systemami o
nieskonczonej liczbie standéw. W tym czasie zbudowalem znaczng cze$é mojej sieci miedzynarodowych
kontaktéw naukowych. Wspolpracowatem m.in. z Patrickiem Tozke z Uniwersytetu w Liverpoolu,
Dmitrem Chistikovem z Uniwersytetu w Warwick, Christofem Haase z Uniwersytetu Oksfordzkiego,
Georgiem Zetzche z Instytutu Maxa Plancka, Michaelem Blondinem z Université de Sherbrooke, Jo-
anng Ochremiak z CNRS, Aksheyem S. z Indian Institute of Technology Bombay, Jeromem Lerux z
CNRS, Ranko Laziciem z Uniwersytetu w Warwick i Bartoszem Klinem z Uniwersytetu Oksfordzkiego.

Moje zainteresowania badawcze nie ograniczaja sie wyltacznie do sieci z danymi. Po obronie pra-
cy doktorskiej publikowalem w obszarach takich jak jezyki VAS-6w [51, 52, [53], systemy jedno-
licznikowe [54), 55, 56l 57, B8], synteza strategii [59, [60], teoria baz danych [61) [62], systemy z cza-
sem [63], réwnowaznosci systeméw o nieskonczonej liczbie stanéw [64] i workflowy (opisy proceséw
biznesowych) [65].
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6 Informacja o osiggnieciach dydaktycznych, organizacyjnych oraz
popularyzujacych nauke lub sztuke

6.1 Dydaktyka

e Zajecia prowadzone na Wydziale Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszaw-
skiego:

Cwiczenia:
— ¢wiczenia z Teorii wspotbieznodci,
— (wiczenia z Inzynierii oprogramowania,
— ¢wiczenia z sieci Petriego,
— ¢wiczenia z wstepu do programowania,
— (wiczenia z algorytmicznej teorii liczb,
— ¢wiczenia z Teorii informacji,

— ¢wiczenia z wstepu do informatyki dla humanistéw.
Wyktady:

— wyktad z inzynierii oprogramowania,

— wyktad z teorii wspotbieznodci,

— w 2018 datem pojedynczy wyktad z algebraicznych metod dla sieci Petriego w Indian In-
stitute of Technology (IIT) Bombay.

e bylem zaangazowany organizacje zaje¢ przygotowujacych do olimpiady matematycznej w XIV
liceum ogdlnoksztalcacym imienia Stanistawa Staszica w Warszawie.

e Studenci:

— Byltem opiekunem pracy licencjackiej Jakuba Rézyckiego (z matematyki).
— Jestem promotorem pomocniczym Mohnish-a Pattathurajan-a (obrona pracy jest wyzna-
czona na 13 pazdziernika 2023).

— Jestem opiekunem doktoranta Arka-i Gosh-a (mam nadzieje zosta¢ powolany na drugiego
promotora lub promotora pomocniczego).

Zaproszone wyklady

wydarzenie “Automata, Logic and Games”, National University of
22 Sie. — 25 Wrz. 2016  Singapore, tytul wyktadu: “State equation for Unordered Data Petri
Nets”

Komitety programowe

79 Wre 2017 11th In.ternatlonal Workshop on Reachability Problems (Londyn, Wielka
Brytania)
10 — 14 Wrz. 2018 Developments in Language Theory 2018 (Tokio, Japonia)

24th International Conference on Foundations of Software Science and

27 Mar. = 1 Kwi. 2021 Computation Structures (Luksemburg, Luksemburg; online)

16th International Conference on Reachability Problems (Kaiserslautern,
17 — 19 PaZ. 2022 Niemcy)
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Komitety organizacyjne (co-chair)

5 -9 Sie. 2019

12 — 17 Wrz. 2022

Developments in Language Theory 2019 (Warszawa, Polska)

33rd International Conference on Concurrency Theory (Warszawa, Polska)

Inne osiggniecia i dziatalnosé

Wrz. 2021 — teraz

Wdrozenie i zarzadzie programem Zaawansowanych studiéw magisterskich
na Uniwersytecie Warszawskim.

Przedstawiciel innych nauczycieli akademickich w Radzie Wydziatu.

Organizator Autobézu 2016 - Wyjazd badawczy grupy Automata, Logika i
Gry z Uniwersytetu Warszawskiego (https://autoboz.org/).

Organizator seminarium dla grupy ,,INFINI: Algorytmy do Weryfikacji
Symbolicznej” w LSV, CNRS & ENS de Cachan.

Organizator Autobdézu 2015 - Wyjazd badawczy grupy Automata, Logika i
Gry z Uniwersytetu Warszawskiego.

Organizator Autobézu 2014 - Wyjazd badawczy grupy Automata, Logika i
Gry z Uniwersytetu Warszawskiego.

Przed uzyskaniem stopnia doktora.

2016 — 2020
2016
2015 - 2016
2015
2014
2013
2010 - 2011
2010 - 2014
2008 — 2009
2007 - 2008
2003

Organizator Autobézu 2013 - Wyjazd badawczy grupy Automaty, Logika
i Gry z Uniwersytetu Warszawskiego.

Cztonek Rady Doktorantow na Wydziale Matematyki, Informatyki i
Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego.

Stypendium doktoranckie finansowane przez Program Operacyjny Kapitat
Ludzki Unii Europejskiej (,,Miedzyuczelniane Studia Doktoranckie z
Matematyki”).

Przewodniczacy Samorzadu Studentéw na Wydziale Matematyki,
Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego (w trakcie studiéw
magisterskich).

Przewodniczacy Studenckiego Kota Naukowego ,,Pasjonatéw
Matematyki” (w trakcie studiéw magisterskich).

Finalista LIV Olimpiady Matematycznej.
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7

Oprécz kwestii wymienionych w pkt. 1-6, wnioskodawca moze po-
dac¢ inne informacje, wazne z jego punktu widzenia, dotyczace jego
kariery zawodowej
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