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W pozostalej czesci tej sekcji omoéwione sg wyniki zawarte w pracach wiagczonych do dziela. W niniejszym
dokumencie staramy sie przedstawi¢ ogolny opis wynikow i raczej przekazac intuicje na temat metod, niz
pokazywac szczegoély techniczne. Czytelnika zainteresowanego szczegédtami odsytamy do oryginalnych prac.
Prace [FMR22, |[ACDR22] sa dostepne w wolnym dostepie na stronie wydawcy. Prace [OPR20, |OR21a] sa
dostepne w wolnym dostepie na stronie wydawcy w wersji skroconej (konferencyjnej). Pelne wersje tych
prac sa dostepne w serwisie arXiv [95,(97]]. Wreszcie, wstepna wersja pracy [OR21b|] ukazala sie w materiatach
konferencji SODA 2020 i jest dostepna w wolnym dostepie na stronie wydawcy [98]. Uaktualniona wersja
jest dostepna bezplatnie w serwisie arXiv [96].

Uwaga. Ze wzgledu na brak polskojezycznej literatury w tematyce rozprawy, a co za tym idzie, powszechnie
przyjetej polskiej terminologii, zachecamy Czytelnika do zapoznania sie z sekcjami[4)i[5.] w anglojezycznej wersji
tego dokumentu (Summary of Professional Accomplishments).

4.1 Wprowadzenie

Homomorfizmem z grafu G w graf H nazywamy funkcje ze zbioru wierzchotkow grafu G w zbior wierz-
chotkéw grafu H, ktora zachowuje krawedzie. Je$li G ma homomorfizm w H, zapisujemy to jako G — H.
Dla ustalonego grafu H, w problemie homomorfizmu graféw, oznaczanego jako Hom(H), dla danego grafu G
chcemy zdecydowad, czy G ma homomorfizm w H. W niniejszym dokumencie G i HH zawsze bedg uzywane
w takim wlasnie kontekscie, a graf H zawsze bedzie ustalony (w szczegdlnosci jego rozmiar traktujemy jako
stala). Liczbe wierzchotkoéw grafu G zawsze bedziemy oznaczali przez n.

W problemie listowego homomorfizmu, oznaczanym jako LHoM(H), instancja sktada sie z grafu G i funkcji
list L : V(G) — 2V (H) " Zadanie polega na zdecydowaniu, czy istnieje homomorfizm z G w H, ktéry
zachowuje listy L, tj. kazdy wierzchotek z G jest zmapowany na jakis$ wierzcholek ze swojej listy. Zazwyczaj
w kontekscie listowych homomorfizméw dopuszczamy petle na wierzchotkach grafu H. Graf nazywamy
zwrotnym (ang. reflexive), jesli kazdy jego wierzchotek ma petle. Jesli zaden wierzcholek grafu nie ma petli,
mowimy, ze graf ten jest przeciwzwrotny (ang. irreflexive).

Na homomorfizmy graféw mozna patrze¢ jako na uogdélnienie kolorowan grafow: jesli H jest grafem
pelnym o k wierzchotkach, to problem Hom(H) jest rownowazny problemowi k-COLORING, czyli pytaniu
o istnienie poprawnego k-kolorowania danego grafu. Podobnie, listowe homomorfizmy uogélniaja listowe
kolorowania.

Pojecie homomorfizméw grafow jest bardzo elastyczne i moze by¢ uogélniane na rdzne sposoby, obejmu-
jac wiele znanych probleméw obliczeniowych. Na przyklad, dla danego grafu G mozemy szukac¢ najwiekszego
podgrafu indukowanego, ktéry ma homomorfizm w ustalony graf H. Zauwazmy, ze dla H = K problem
ten jest rownowazny problemowi szukania najwiekszego zbioru niezaleznego (MAX INDEPENDENT SET), za$
dla H = K> otrzymujemy problem szukania najwiekszego indukowanego podgrafu dwudzielnego, ktory
jest rownowazny szukaniu najmniejszego zbioru rozcinajgcego wszystkie cykle nieparzyste (MiN Opp CYCLE
TRANSVERSAL). Jesli szukamy najwigkszego (niekoniecznie indukowanego) podgrafu, ktory ma homomorfizm
w H, wtedy przypadek H = K> jest rownowazny dobrze znanemu problemowi Max CuT.

Tematyka taczaca ciag prac wchodzacych w sktad osiggniecia naukowego jest badanie, w jaki sposob
wyniki uzyskane dla ré6znych konkretnych probleméw obliczeniowych przenoszg si¢ na ich uogélnienia jako



warianty problemu Hom(H). Celem jest uzyskanie dychotomii i $cistych oszacowan ztozonosci. Skupimy sie
na dwoch typach pytan:

1. Dla kazdego grafu H, jaka jest najlepsza stala cy, dla ktdérej dany wariant problemu Hom(H) moze by¢
rozwigzany w czasie c4; - n®W), zakladajac, ze graf G jest dany razem z dekompozycja drzewiasta o

szerokosci co najwyzej t? (patrz sekcja [4.2)

2. Dla jakich grafow H i F' dany wariant problemu Hom(H ) moze zosta¢ efektywnie rozwigzany w klasie
graféw, ktore nie zawieraja F' jako indukowanego podgrafu? (patrz sekcja [4.3)

Inne wyniki w podobnej tematyce, nieuwzglednione w osiggnieciu, sa oméwione w sekcji

4.2 Scisle ograniczenia zlozonosci dla grafow o ograniczonej szerokosci drzewiastej

Znane meta-twierdzenie Courcelle’a [29] mowi, ze kazdy problem, ktéry mozna wyrazi¢ w logice CMSO4
(Counting Monadic Second-Order), moze by¢ efektywnie rozwiazany dla graféw o ograniczonej szerokosci
drzewiastej. Dokladniej méwigc, moze by¢ rozwigzany w czasie f(t) - n, gdzie ¢ jest ograniczeniem na sze-
roko$¢ drzewiasta, a f jest pewna funkcja zalezng od formuly CMSO; opisujacej dany problem. Okazuje
sie jednak, ze funkcja f, ktéra wynika z dowodu twierdzenia Courcelle’a, jest bardzo szybko rosngca. Z
drugiej strony, czesto mozemy zaprojektowaé znacznie szybsze algorytmy, dedykowane dla konkretnych
problemoéw [7, 31,32, [109]]. W szczegdlnosci, dla wielu naturalnych probleméw NP-trudnych funkcja f jest
postaci ¢!, dla pewnej stalej c.

W swojej przetomowej pracy Lokshtanov, Marx i Saurabh [83]] pokazali bardzo silne dolne ograniczenia
na zlozono$¢ wielu klasycznych problemoéw, parametryzowanych przez szeroko$¢ drzewiasts. Zatozenie z
teorii zlozonosci, na ktorym oparli swoje wyniki, to tzw. Silna Hipoteza o Czasie Wykladniczym (ang. Strong
Exponential Time Hypothesis, w skrocie SETH) [66, 67]. Mowi ona, ze nie istnieje stata ¢ > 0 taka, ze dla
kazdego ustalonego k, kazda instancja problemu k-SAT o n zmiennych moze by¢ rozwigzana w czasie (2 —
g - n®M). Lokshtanov, Marx i Saurabh [83] pokazali miedzy innymi, ze zakladajac SETH, dla kazdego
g = 3, problemu g-CoLORING dla graféw o n wierzchotkach i szerokosci drzewiastej co najwyzej ¢ nie da sie¢
rozwiazaé w czasie (q—¢)* -n®W) dla zadnego ¢ > 0. To dolne ograniczenie $ciéle odpowiada standardowemu
algorytmowi opartemu o programowanie dynamiczne na dekompozycji drzewiastej, ktoéry dziala w czasie
gt - nPW,

Skoro problem ¢-COLORING jest rownowazny problemowi Hom(k;), naturalnym kierunkiem badan jest
proba uzyskania podobnych $cistych ograniczen dla problemu Hom(H) i jego wariantéow. Dokladniej méwiac,
dla kazdego ,interesujacego” grafu H chcemy znalez¢ stalg cpy, dla ktorej rozwazany problem, ograniczony
do instancji danych z dekompozycja drzewiasta o szerokosci co najwyzej ¢:

t 001

+ moze by¢ rozwigzany w czasie cj; - n ), ale

« nie moze by¢ rozwiazany w czasie (cyy — €)* - n9(), dla zadnego € > 0, przy zalozeniu jakiego$ stan-
dardowego zalozenia z teorii ztozonosci.

Konkretne problemy rozwazane w tym kontekscie to Hom(H ), LHom(H ) i #LHom(H), czyli zliczeniowy wari-
ant LHom(H). Instancja tego ostatniego problemu jest taka sama jak w problemie LHom(H), czyli jest to graf
G zlistami L : V(G) — 2V natomiast naszym zadaniem jest policzenie, ile jest homomorfizméw z G w
H, ktore zachowuja listy L.

We wszystkich rozwazanych przypadkach koniecznym warunkiem, by graf H byl ,interesujacy”, jest to,
zeby definiowat problem trudny obliczeniowo. Czasami mozemy jednak zalozy¢ tez inne wlasnosci grafu H.

W kazdym z trzech rozwazanych wariantéw problemu Hom(H) udato nam sie odpowiedzie¢ na postaw-
ione pytanie. Pomimo oczywistego podobienstwa w sformutowaniu zadan badawczych, rozwigzanie w kazdym
przypadku okazalo si¢ inne i otrzymanie go wymagalo uzycia narzedzi istotnie réznigcych sie od tych, ktérych
uzyto w pozostalych dwoch przypadkach.

W nastepnych trzech podsekcjach zawsze zakladamy, ze GG jest n-wierzchotkowym grafem danym razem
z dekompozycja drzewiastg o szerokosci ¢ i liczbie weztéw ograniczonych wielomianowa funkcja n. Ponadto
zakladamy, ze zaro6wno G 1 H sa spojne, bo latwo jest zredukowac ogdlny przypadek do takiego.



4.2.1 Zlozonos¢ problemu Hom(H) (praca [[OR21b]).

Pierwszym omoéwionym problemem jest po prostu Hom(H). Dychotomia dotyczaca zlozonosci problemu
zostata pokazana przez Hella i Nesettila [62]]: Hom(H) da sie rozwigza¢ w czasie wielomianowym, jesli graf
H jest dwudzielny lub ma wierzchotek z petla, a w przeciwnym przypadku problem jest NP-trudny. Graf,
ktéry jest przeciwzwrotny (czyli nie ma wierzchotkéw z petlami) i nie jest dwudzielny nazwiemy nietrywial-
nym. Ponadto mozemy zalozy¢, ze graf H jest rdzeniem (ang. core), czyli nie ma homomorfizmu w swéj wlas-
ciwy podgraf. Istotnie, jesli H ma homomorfizm w H' i H' jest podgrafem grafu H, do problemy Hom(H)
i Hom(H') sg rownowazne. Dlatego w tej podsekcji skupimy sie na przypadku, ze H jest nietrywialnym
rdzeniem.

Glowna role w pracy [OR21b] odgrywa pewna operacja sktadania grafow. Iloczynem prostym grafow H;
i Hy nazywamy graf Hy x Hj, zdefiniowany jako:

V(Hl X Hg) :V<H1) X V(HQ)
E(Hy x Hy) ={(uv)(uv") |uu’ € E(Hy)ivv' € E(Hs)}.

Grafy Hy, Ho sa czynnikami grafu Hy x Ha. Definicja iloczynu prostego rozszerza sie¢ w sposob naturalny na
wieksza liczbe czynnikéw. Dla p > 1, przez H? oznaczamy graf uzyskany jako iloczyn prosty p kopii grafu
H. Zauwazmy, ze kazda funkcja ¢ : V(HP) — V (H) okreSlona jako rzut na dowolng ustalong wspolrzedng
jest homomorfizmem.

Nietrywialny graf jest nierozktadalny, jeli nie moze by¢ wyrazony jako iloczyn prosty nietrywialnych
graféw. Okazuje sie, ze kazdy nietrywialny graf H moze by¢ jednoznaczny sposob (z dokladnoscig do zmiany
kolejnosci czynnikéw) przedstawiony jako iloczyn prosty grafow nierozktadalnych Hy, ..., H, (by¢ moze
p = 1). lloczyn prosty Hy x ... x H, bedziemy nazywac rozktadem bazowym grafu H (formalnie rozkladem
bazowym jest ciag czynnikéw tego iloczynu).

Zastandowmy sie teraz, w jaki sposéb mozna rozwigzaé problem Hom(H ). Standardowy algorytm oparty
na programowaniu dynamicznym na dekompozycji drzewiastej o szerokoéci t ma ztozonos¢ |V (H)|* - n©®M).
Okazuje sie jednak, ze w pewnych przypadkach to proste podejscie moze by¢ poprawione. Latwo zwery-
fikowa¢, ze G — Hy x Ha x ... x Hy, wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ¢ € [p| zachodzi G — H;. Zatem
jesli H ma rozktad bazowy Hy x ... x H,, to sprawdzenie, czy G — H, sprowadza si¢ sprawdzenia, czy
G — H,; dla kazdego i € [p]. Podsumowujac, w tym przypadku problem Hom(H) mozemy rozwigza¢ w cza-
sie max;ep, |V (H;)|' -n®0). Gléwnym wynikiem pracy [OR21b] jest pokazanie, ze powyzsza obserwacja jest
zasadniczo jedynym algorytmicznym narzedziem, ktére moze zostac uzyte do rozwigzania problemu Hom(H)
parametryzowanego przez szerokos$¢ drzewiasta grafu wejsciowego.

Rozwazmy najpierw klase tzw. grafow rzutowych (ang. projective). Sa to grafy H, dla ktérych, dla kazdego
p = 1, kazdy homomorfizm z H? w H jest rzutem na jedng ze wspolrzednych, ewentualnie zlozonym z
automorfizmem H. Podkreslmy dwa fakty dotyczace grafow rzutowych. Po pierwsze, mimo ze ich definicja
wydaje sie bardzo techniczna, jest to klasa bardzo szeroka: prawie kazdy graf jest rzutowym rdzeniem [61,(87]].
Po drugie, kazdy graf rzutowy jest nierozktadalny.

Twierdzenie 4.2.1.1. Niech H bedzie ustalonym spdjnym nietrywialnym rzutowym rdzeniem o k wierzchotkach.
Niech n it bedq, odpowiednio, liczbg wierzchotkow i szerokosciq drzewiastq grafu wejsciowego G.

(a) Problem Hom(H) moze byé rozwigzany w czasie k' - n©1),

(b) Problem Hom(H) nie moze by¢ rozwigzany w czasie (k — )t - n°®1) dla zadnego ¢ > 0, przy zalozeniu
SETH.

Wynik algorytmiczny w Twierdzeniu [4.2.1.1 wynika bezposrednio z dyskusji powyzej. Dolne ogranicze-
nie pokazane jest przez redukcje z problemu k-CoLoriNG. Kluczowym elementem dowodu jest konstrukcja
gadzetu krawedzi: grafu F' z dwoma wybranymi wierzchotkami z, y o nastepujacych wlasnosciach:

« dla kazdego homomorfizmu z F' w H, wierzcholki x i y zmapowane sg na rézne wierzchotki z H,
« kazde mapowanie x, y na roézne wierzcholki z H moze zostaé rozszerzone do homomorfizmu z F'w H.

Konstrukcja gadzetu oparta jest na wykorzystaniu narzedzi z algebraicznej teorii graféw. Pokazujemy, ze graf
F = H**=1) 7 odpowiednio wybranymi wierzchotkami z, i istotnie ma wymagane wlasnosci (oczywiscie



przy zalozeniu, ze graf H jest rzutowy). Warto byé moze wspomnieé, ze narzedzia algebraiczne sg czesto
stosowane w badaniu homomorfizméw: pomagaja one uchwycic¢ pewne globalne wtasnosci grafow.

PrzejdZmy teraz do kolejnego szczegolnego przypadku, kiedy graf H nie jest nierozkladalny, czyli ma
rozklad bazowy H; X ... x H), dla pewnego p > 2. Zalézmy bez straty ogélnosci, ze |V (Hy)| > |V (H;)]
dla kazdego i € [p|. W pracy definiujemy pewna podklase graféw rzutowych, nazwang grafami prawdziwie
rzutowymi. Definicja ta jest do$¢ techniczna, wiec pominiemy ja w niniejszym dokumencie. Pokazujemy, ze
przy dodatkowym zalozeniu, ze graf H; jest prawdziwie rzutowy, jesteSmy w stanie skonstruowac gadzet
krawedzi podobny jak w poprzednim przypadku. Jako wniosek otrzymujemy, ze w rozwazanym przypadku
problem Hom(H) nie moze by¢ rozwiazany w czasie (|V (H;)| — )t - n() dla zadnego £ > 0 (znowu przy
zalozeniu SETH). To dolne ograniczenie §cisle odpowiada zlozonosci algorytmu oméwionego powyzej.

Podsumowujac, dostajemy nastepujgce twierdzenie.

Twierdzenie 4.2.1.2. Niech H bedzie ustalonym spojnym nietrywialnym rdzeniem z rozktadem bazowym Hy X
... x Hp, gdziek = |V (Hy)| > |V (H;)| dla kazdego i € [p] oraz graf Hy jest prawdziwie rzutowy. Niechn it
bedg, odpowiednio, liczbg wierzchotkow i szerokoscig drzewiastq grafu wejsciowego G.

(a) Problem Hom(H) moze by¢é rozwigzany w czasie k' - O,
(b) Problem Hom(H) nie moze by¢ rozwigzany w czasie (k — )t - n°®1) dla zadnego ¢ > 0, przy zalozeniu
SETH.

Dos¢ zaskakujacy jest fakt, ze pytanie o ztozonos$¢ problemu w pozostatych przypadkach okazuje sie byé
blisko powigzane z dwoma hipotezami z algebraicznej teorii graféw z poczatku XXI wieku, postawionymi
przez Larose’a i Tardifa [[81] i przez Larose’a [80]]. Zakladajac te dwie hipotezy, kazdy nietrywialny rdzen jest
albo rzutowy, albo jest iloczynem prostym prawdziwie rzutowych grafow nierozktadalnych. Oznacza to, ze
przypadki rozwazane w Twierdzeniach [4.2.1.1]i pokrywa wszystkie ,interesujace” grafy H.

Wkladem habilitanta bylo znalezienie ogblnego schematu dowodéw dolnych ograniczen i naszkicowanie
dowodéw poszczegdlnych krokéow, w tym rozwazenie grafow rzutowych jako szczegdlnego przypadku oraz
definicja grafow prawdziwie rzutowych.

4.2.2 Zlozonos¢ problemu LHom(H) (praca [OPR20]).

Kolejnym rozwazanym problemem jest LHom(H ). Przypomnijmy, ze w tym problemie dopuszczamy w grafie
H wierzcholki z petlami. Dychotomia dotyczaca zlozonosci problemu LHom(H) zostala pokazana w trzech
krokach: najpierw dla zwrotnych graféw H przez Federa i Hella [49], potem dla przeciwzwrotnych grafow H
przez Federa, Hella i Huanga [50]], i wreszcie dla wszystkich graféw H, znéw przez Federa, Hella i Huanga [51]].
Klasa grafow, dla ktorych problem LHom(H) da sie rozwigzaé w czasie wielomianowym, nazywana jest
grafami bitukowymi (ang. bi-arc graphs). Zatem grafy, ktore beda dla nas ,interesujace” w tej sekcji, nie
sa bitukowe. Oznaczmy ich klase jako H.

Rozwazmy instancje (G, L) problemu LHoM(H ). Zauwazmy, ze mozna zalozy¢, ze dla kazdego v € V(G)
jego lista L(v) jest zbiorem nieporéwnywalnym, tj. nie zawiera takich wierzchotkéw a,b € V(H), ze kazdy
sasiad a jest takze sasiadem b. Faktycznie, jesli istnieje homomorfizm z G w H, ktéry mapuje v € V(G) na a,
wtedy mapujac v na b otrzymamy inny homomorfizm z G w H. Zatem mozemy bezpiecznie usuna¢ wierz-
cholek a z listy L(v). Podsumowujgc, naturalnym gornym ograniczeniem na ztozono$¢ algorytmu rozwigzu-
jacego LHom(H) jest i(H)! - n®(1), gdzie i(H) oznacza rozmiar najwiekszego zbioru nieporéwnywalnego
w H. Zauwazmy, ze i(H) moze by¢ dowolnie mniejsze niz |V (H )|, wiec ta prosta obserwacja daje nam juz
poprawe w stosunku do podejscia naiwnego.

Okazuje sie jednak, ze i(H ) nadal nie jest ,wlasciwym” parametrem. Okrasa, Piecyk i habilitant [OPR20]
zdefiniowali nowy parametr grafowy i*(H) i pokazali nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.2.2.1. Niech H bedzie ustalonym grafem spojnym w H i niech k = i*(H). Niechn it bedg,
odpowiednio, liczbq wierzchotkow i szerokosciq drzewiastq grafu wejsciowego G.

(a) Problem LHom(H) moze byé rozwigzany w czasie k' - nOM).

(b) Problem LHom(H) nie moze byé rozwigzany w czasie (k — )t - n®W) dla zadnego e > 0, przy zatozeniu
SETH.



Rozwazmy najpierw przypadek, ze graf H jest przeciwzwrotny i dwudzielny. Mozemy wtedy bezpiecznie
zalozy¢, ze graf G takze jest dwudzielny: w przeciwnym przypadku nie istnieja zadne homomorfizmy z G
w H. Co wigcej, klasy dwudzielnosci G przechodza na rézne klasy dwudzielnosci H. Mozemy zatem tatwo
zredukowac przypadek dwudzielny do takiego, w ktorym dla kazdego wierzchotka z G, jego lista jest za-
warta w odpowiedniej klasie dwudzielnosci H. Podsumowujac, podstawa funkcji wyktadniczej w ztozonosci
obliczeniowej algorytmu moze zostaé¢ ograniczona przez rozmiar najwiekszego zbioru nieporéwnywalnego
zawartego w jednej klasie dwudzielnosci H.

Okazuje sie jednak, ze jest jeszcze jedna obserwacja, ktéra moze zosta¢ wykorzystana do rozwigzania
LHom(H). OdkryliSmy pewna dekompozycje grafu H, ktéra pozwala rozbi¢ problem na mniejsze podprob-
lemy, rozwiagzaé je niezaleznie, a nastepnie z tych cze$ciowych wynikéw otrzymac ostateczng odpowiedz,
rozwigzujac jeszcze jedna, prostszg instancje problemu listowego homomorfizmu. Méwimy, ze graf H jest
dekomponowalny, jesli jego wierzchotki moga by¢ podzielone w sposéb pokazany na Rysunku Scisle
mowiac, musimy jeszcze zalozy¢, ze kombinacje niektorych zbior6w sa niepuste, ale pominmy to w niniejszym
dokumencie. Graf, ktéry nie jest dekomponowalny, jest niedekomponowalny.
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(a) Dekompozycja graféw dwudzielnych. (b) Trzy dekompozycje w ogélnym przypadku.

Rysunek 1: Schemat dekompozycji grafu H, ktére mogg by¢ wykorzystane do wykorzystania LHom(H).
Kota odpowiadaja zbiorom wierzchotkow: biale reprezentuja zbiory niezalezne, czarne reprezentuja zwrotne
kliki, za§ pomaranczowe reprezentuja dowolne podgrafy. Podobnie grube czarne linie oznaczaja, ze wszystkie
krawedzie miedzy dang parg zbioroéw istnieja, cienkie pomaranczowe linie oznaczaja, ze krawedzie moga, ale
nie musza istnie¢, za$ brak linii oznacza, ze miedzy danymi zbiorami nie ma krawedzi.

Zbierajagc wszystkie pomysly wymienione do tej pory, parametr i*(H) mozna zdefiniowa¢ jako mak-
simum po wszystkich H' z rozmiaru najwiekszego zbioru nieporéwnywalnego zawartego w jednej klasie
dwudzielnoéci, gdzie H' iteruje po wszystkich niedekomponowalnych spdjnych indukowanych podgrafach
H, ktore sa w H. Algorytmiczny wynik w Twierdzeniu w przypadku, gdy graf H jest dwudzielny,
wynika z rozumowania naszkicowanego powyzej.

Ogo6lny pomyst dowodu dolnego ograniczenia jest podobny, jak dowody analogicznych wynikéw omowio-
nych w sekcji konstruujemy gadzet, ktory ,zachowuje si¢ jak krawedz w problemie k-COLORING” i
nastepnie redukujemy z tego problemu. Jednakze, w przeciwienstwie do poprzedniej sekcji, konstrukcja
gadzetu jest czysto kombinatoryczna. Opiera sie ona na glebokiej i uwaznej analizie struktury (dwudziel-
nych) graféw w H i definicji dekompozycji.

Niech H’ bedzie sp6jnym niedekomponowalnym indukowanym podgrafem grafu H, nalezacym do H,
ktorego jedna klasa dwudzielnosci zawiera nieporéwnywalny zbioér S rozmiaru k = ¢*(H). Taki graf H' i
zbior S istnieja z definicji i*(H ). Zauwazmy, ze skoro H' jest indukowanym podgrafem H, dolne ogranicze-
nie dla LHoM(H') natychmiast implikuje analogiczne dolne ograniczenie dla LHom(H). Faktycznie, kazda
instancje LHom(H') mozemy traktowa¢ jak instancje LHom(H), gdzie wierzcholki z V(H) \ V(H') nie po-
jawiaja sie na zadnej liscie. Dlatego wystarczy pokaza¢ interesujace nas dolne ograniczenie dla LHom(H’).

Najpierw uzywamy strukturalnego wyniku Federa, Hella i Huanga [50]], ktory implikuje, ze skoro H'
nalezy do ‘H, zawiera obstrukcje, ktora jest albo indukowanym cyklem dlugosci co najmniej 6 lub tzw. asteroidg
krawedziowq. Nastepnie pokazujemy, ze struktura dowolnej obstrukcji jest dostatecznie bogata, aby wyrazié
(formalnie pp-zdefiniowac, ang. pp-define) dowolna relacje na jej wierzchotkach (relacje te musza przestrze-
ga¢ klas dwudzielnosci). W koncu pokazujemy, ze mozemy zbudowa¢ gadzet, ktéry w sposéb jednoznaczny
L2tumaczy” dowolny wierzcholek v € S na ciag wierzchotkéw z ustalonej obstrukcji w H'. W konstrukcji
tego gadzetu kluczowe sg zalozenia, ze H' jest spdjny i niedekomponowalny. Skladajac dwie kopie takiego
gadzetu z odpowiednim gadzetem kodujacym relacje réznosci na ciggach wierzchotkéw z obstrukeji, otrzy-



mujemy gadzet, ktéry wyraza relacje réznosci na S. Jest to dokladnie to, co oznacza ,zachowywac sie jak
krawedz w problemie k-COLORING”.

Przejdzmy teraz do ogblnego przypadku, tj. nie zakladamy, ze graf H jest dwudzielny. Przez H* oznaczmy
dwudzielny graf H x Ks: dlakazdego wierzchotkaa € V(H ) graf H* zawiera dwa wierzchotkia’, a”, a kazdej
krawedzi ab € E(H) odpowiadaja krawedzie a’b” i a”b' w H*. Jesli H nie jest dwudzielny, definiujemy

Dolne ograniczenie w Twierdzeniu[4.2.2.1lmoze by¢ tatwo wywnioskowane z przypadku dla dwudzielnych
grafow H. Dokladniej mowiac, istnieje prosta redukcja z LHom(H*) do LHom(H), ktéra zachowuje graf
instancji. Okazato sie jednak, ze otrzymanie wyniku algorytmicznego jest znacznie bardziej skomplikowane.
W szczegolnosci wymagato ono zdefiniowania dodatkowych trzech dekompozycji grafu H (patrz Rysunek|1b)
i pokazania, jak kazda z nich moze by¢é wykorzystana w algorytmie.

Wkladem habilitanta bylo zidentyfikowanie ostatecznego parametru i*(H). Co wiecej, ze strony algo-
rytmicznej, byt on odpowiedzialny za odkrycie dekompozycji grafu H i sposobu, jak mozna wykorzystac¢
je do rozwigzania problemu LHoM(H). Ze strony dolnego ograniczenia, wkiadem habilitanta byla ogdlna
idea dowodu. Warto podkresli¢, ze idea ta byta oparta na wcze$niejszych wynikach Marxa, Egri’ego i habili-
tanta [46]], gdzie habilitant takze sformulowal gléwne pomysty w dowodzie.

4.2.3 Zlozonos¢ problemu #LHom(H) (praca [FMR22]).

Dychotomia dotyczaca zlozonosci problemu #LHom(H) zostala pokazana przez Dyera i Greenhill [44]: jesli
H jest grafem pelnym dwudzielnym lub klikg zwrotna, problem mozna rozwigzac¢ w czasie wielomianowym,
a w przeciwnym przypadku jest on #P-trudny (przypominamy, ze zakladamy, ze graf H jest spojny). Dlatego
w tej sekcji ,interesujace” grafy to takie, ktore nie sg biklikami ani klikami zwrotnymi.

Zauwazmy, ze, w odrdznieniu od sytuacji w poprzedniej sekcji, nie mozemy zalozy¢, ze kazda lista jest
zbiorem nieporownywalnym. Stabsza wersja tej obserwacji nadal jednak dziata: mozemy zalozy¢, ze zadna
lista nie zawiera pary wierzchotkéw o dokladnie tym samym sasiedztwie. W przeciwnym przypadku, jesli
istnieje v € V(G) taki, ze a,b € L(v) maja to samo sgsiedztwo, mozemy usunaé¢ a z L(v) i kazdy homomor-
fizm, ktory mapuje v na b zlicza¢ podwoéjnie. Taka modyfikacja moze by¢ tatwo dodana do standardowego
algorytmu opartego na programowaniu dynamicznym na dekompozycji drzewiastej. Naturalnym gérnym
ograniczeniem na stalg stojaca w podstawie wyrazenia wyktadniczego w ograniczeniu na zltozonos$¢ algo-
rytmu dla #LHomM(H) jest wiec rozmiar najwiekszego zbioru wierzchotkéw H o parami réznych sgsiedztwach
(taki zbidér nazywamy po angielsku irredundant).

W szczegdlnym przypadku, gdy H jest dwudzielny, mozna wprowadzi¢ jeszcze jedno usprawnienie:
znéw mozemy wykorzystaé fakt, ze kazdy graf G, ktéry ma homomorfizm w H, musi by¢ dwudzielny i
klasy dwudzielnosci G mapowane sa na rézne klasy dwudzielnosci H. Prowadzi to do definicji nowego
parametru: je$li H nie jest dwudzielny, irr(H ) jest rozmiarem najwiekszego zbioru wierzchotkéw o parami
réznych sasiedztwach, a w przeciwnym przypadku jest rozmiarem najwiekszego zbioru wierzchotkéw o
parami réznych sasiedztwach, zawartego w jednej klasie dwudzielnoci.

Gléwnym wynikiem pracy [FMR22] jest pokazanie, ze irr(H ) jest faktycznie ,wlasciwym” parametrem,
ktéry definiuje ztozonosé¢ problemu #LHoM(H). W szczeg6lnosci nie istniejag dekompozycje grafu H, ktore
moga by¢ wykorzystane do szybszego zliczania listowych homomorfizméw.

Twierdzenie 4.2.3.1. Niech H bedzie ustalonym grafem spojnym, ktory nie jest biklikq ani klikq zwrotng, i
niech k = irr(H). Niech n it bedg, odpowiednio, liczbg wierzchotkéw i szeroko$cig drzewiastq grafu wejs-
ciowego G.

(a) Problem #LHom(H) moze byé rozwigzany w czasie k' - nPM,
(b) Problem #LHom(H) nie moze byé rozwigzany w czasie (k — &) - nPM dlg zadnego € > 0, przy zafozeniu
#SETH.

(Hipoteza #SETH to zliczeniowa wersja SETH: Nie istnieje € > 0 taki, ze dla kazdego k, warto$ciowania
spelniajace dowolna formule k-SAT o n zmiennych moga by¢ policzone w czasie (2 — €)™ - n®W). Zauwazmy,
ze SETH implikuje #SETH.)

Gorne ograniczenie z Twierdzenia wynika z rozumowania przedstawionego powyzej. W celu
pokazania dolnego ograniczenia, rozwazmy znoéw szczegdlny przypadek, gdy graf H jest dwudzielny. Podob-
nie jak w sekcjach [4.2.1]i[4.2.2] chcemy skonstruowa¢ gadzet, ktory symuluje krawedZ w problemie zliczania



poprawnych k-kolorowan. Logika stojaca za konstrukcja tego gadzetu jest podobna do tej w dowodzie dol-
nego ograniczenia z Twierdzenia

Zauwazmy, ze mozemy skupi¢ sie na grafie H' otrzymanym z H przez podzielenie zbioru wierzchotkow
na klasy abstrakeji zawierajace wierzcholki o tych samych sasiedztwach, a nastepnie usuniecie wszystkich
poza jednym wierzchotkiem z kazdej klasy. Poniewaz H nie jest biklika, graf H’ zawiera indukowany pod-
graf Py, czyli $ciezke o czterech wierzchotkach. Okazuje sig, ze indukowane $ciezki o czterech wierzchotkach
odgrywaja kluczowa role w dowodzie. Najpierw pokazujemy, ze struktura $ciezki Py jest dostatecznie bogata,
by wyrazi¢ dowolne relacje na jej wierzchotkach (z doktadnoscia o klas dwudzielnosci). Nastepnie analizu-
jemy, w jaki sposob kopie P, pojawiaja sie w H'. Zauwazamy, ze z faktu, ze wierzchotki H’' majg parami
rozne sgsiedztwa, wynika, ze kopie P; ,rozpinaja” caty graf H'. Te dwie wlasno$ci pozwalaja nam zbudowa¢
gadzet, ktory w sposob unikalny ,ttumaczy” kazdy wierzchotek H’ na cigg wierzchotkdw z ustalonej kopii Py.
Wreszcie, podobnie jak w sekcji otrzymujemy gadzet, ktéry koduje relacje réznosci na wierzchotkach
grafu H'.

Dowdd oparty jest na glebokiej strukturalnej analizie grafu H', podobnie jak w przypadku dowodu Twie-
rdzenia[4.2.2.1] Jednakze nie jest do wystarczajace do pokazania poszukiwanego dolnego ograniczenia. Poniewaz
chcemy udowodni¢, ze problem zliczania jest ,trudniejszy” niz problem decyzyjny, uzywamy metod typowych
dla dowodzenia trudnosci zliczania, glownie interpolacji. Przypusémy, ze dysponujemy szybkim algorytmem
zliczajacym listowe homomorfizmy w H', gdzie |V (H')| = irr(H') = k, i chcemy wykorzysta¢ go do zliczenia
poprawnych k-kolorowari danego grafu G. W redukcji konstruujemy wiele instancji problemu #LHom(H'),
rozwigzujemy kazda z nich naszym hipotetycznym algorytmem, zbieramy wyniki i na ich podstawie mozemy
znalez¢ liczbe kolorowan grafu GG, rozwiazujac odpowiedni uktad réwnan.

Krok z przypadku dwudzielnego do ogdlnego jest podobny jak w poprzedniej sekcji: znowu uzywamy
grafu H* i wykorzystujemy bliski zwiazek migdzy problemami #LHom(H) i #LHom(H*).

Wkladem habilitanta byla analiza struktury Sciezek P, w grafie H' i pokazanie, jak wyrazi¢ dowolne
relacje, uzywajac kopii takiej $ciezki. Dodatkowo, habilitant uczestniczyt w konstruowaniu pozostatych
gadzetow (istotna cze$¢ pracy byla wykonana w trakcie regularnych spotkan). Wreszcie, we wczesnej fazie
projektu, kiedy rozwazany byl szczegélny przypadek graféw zwrotnych, habilitant zasugerowal budowanie
gadzetow w oparciu o zwrotng Sciezke o trzech wierzchotkach. Okazato sie, ze w grafach zwrotnych takie
Sciezki odgrywaja podobna role jak $ciezki Py w grafach dwudzielnych.

4.3 Zlozonos$¢ problemow obliczeniowych w dziedzicznych klasach grafow

W drugiej czeéci cyklu prac zajmujemy sie ztozonoscig probleméw obliczeniowych w klasach graféw zdefin-
iowanych przez zabranianie pewnych podstruktur. Dla rodziny F graféow, graf G nazywamy F-wolnym, jesli
nie zawiera zadnego grafu z F jako indukowanego podgrafu. Jesli 7 = { F'}, piszemy krotko F-wolny zamiast
{F}-wolny. Zauwazmy, ze klasy graféw zdefiniowane przez zabranianie indukowanych podgrafow sg dzie-
dziczne, tj. sa zamkniete na usuwanie wierzchotkow. Z drugiej strony, kazda dziedziczna klasa grafow moze
by¢ zdefiniowana przez pewna (by¢ moze nieskoriczona) rodzine zabronionych podgraféw indukowanych.

Dla uproszczenia opisu, skupimy si¢ glownie na grafach F'-wolnych dla pewnego spéjnego grafu F'. Dwie
szczegollne rodziny zabronionych grafow, ktore beda odgrywaly istotng role w tej sekcji, to sSciezkii podpodzi-
aly szponu. Sciezka o t wierzchotkach jest oznaczana jako P;. Dla liczb a,b,c > 1, przez S, . 0znaczamy
graf otrzymany ze Sciezek P11, Pyy1, Pet1 przez wybor jednego z koncoéw kazdej Sciezki i utozsamienie ich.
Réwnowaznie, S . jest otrzymany z grafu K 3 (czyli gwiazdy o trzech liSciach, zwanej tez szponem - ang.
claw) przez podpodzielenie kazdej z krawedzi, odpowiednio, a — 1 razy, b — 1 razy i ¢ — 1 razy.

Badanie zlozonosci réznych problemoéw obliczeniowych w dziedzicznych klasach graféw jest jednym z
gléwnych obszaréw zainteresowan algorytmicznej teorii graféw [23,[24,[57]]. Kanoniczne problemy rozwazane
w tym kontekscie to problem najwiekszego wazonego zbioru niezaleznego - MAX WEIGHT INDEPENDENT SET
(MWIS) i problem k-kolorowania — k-COLORING.

Omoéwmy najpierw krotko stan wiedzy na temat tych probleméw. Juz na poczatku lat osiemdziesigtych
XX wieku, Alekseev [3] zauwazyl, ze jesli graf I jest spojny, to problem MWIS w grafach F'-wolnych jest NP-
trudny, chyba ze F jest Sciezkg lub podpodziatem szponu. Co wiecej, dowody NP-trudnosci wykluczaja tez ist-
nienie algorytmoéw podwyktadniczych, przy zatozeniu tzw. Hipotezy o Czasie Wyktadniczym (ETH) [66 (67]].
Mowi ona, ze instancje problemu 3-SAT o n zmiennych nie moga by¢ rozwigzane w czasie podwykladniczym,
czyli w czasie 2°().

Grafy Py-wolne maja bardzo prosta strukture [30], dzieki czemu latwo rozwigza¢ w tej klasie wiele prob-
lemoéw, w tym MWIS. Kolejny przypadek, czyli grafy Ps-wolne, stanowil znacznie wigksze wyzwanie. Wielo-



mianowy algorytm dla MWIS w tej klasie pokazali Lokshtanov i in. [84], a pdzniej, uzywajac podobnych
metod, Grzesikiin. [[60] rozszerzyli ten wynik na grafy Ps-wolne. Zlozonos¢ problemu dla grafow Pr-wolnych
jest problemem otwartym. Nie wiemy takze, czy problem MWIS jest NP-trudny w grafach P;-wolnych dla
dowolnej stalej t. Powszechnie uwaza sie, ze tak nie jest i dla kazdego ¢ problem MWIS w grafach P;-wolnych
da sie rozwiaza¢ w czasie wielomianowym.

Przekonanie to jest poparte istnieniem algorytmu podwyktadniczego autorstwa Bacsé i in. [5], a od
niedawna takze algorytmu quasiwielomianowego autorstwa Gartlanda i Lokshtanova [55]. Algorytmy te
dzialaja dla kazdej stalej ¢. Inny, szybszy i prostszy algorytm quasiwielomianowy zostal pokazany przez
Pilipczuka, Pilipczuka i habilitanta [104] (patrz tez sekcja[5.1.2).

Przypadek grafow S, .-wolnych jest jeszcze bardziej tajemniczy. Wiadomo, ze problem MWIS mozna
rozwiaza¢ w czasie wielomianowym dla graféw S 1 1-wolnych (ang. claw-free) przez adptacje¢ metody $ciezek
roszerzajacych uzywanej do znajdowania najwiekszego skojarzenia w grafie [92,|107]]. Lozin i Milani¢ [86]
pokazali wielomianowy algorytm dla graféw S 1 1-wolnych (wczesniej Alekseev [4] pokazal algorytm dla
niewazonej wersji problemu). Ztozonos¢ w pozostatych przypadkach jest nieznana i powszechnie wierzy sie,
ze dla nich takze istnieja algorytmy wielomianowe.

Podejscie, ktore dziata dla grafow S, j .-wolnych dla kazdych ustalonych a, b, ¢, zastosowali po raz pier-
wszy Chudnovsky i in. 25| 26]. Autorzy pokazali, ze problem MWIS w tej klasie da si¢ rozwigza¢ w czasie
podwykladniczym, istnieje dla niego takze quasiwielomianowy schemat aproksymacyjny (QPTAS). PdzZniej
szybsze i prostsze algorytmy, zarowno podwyktadniczy, jak i QPTAS, zostaly pokazane przez Majewskiego i

in. [88] (patrz tez sekcja5.1.2).

Klasyczne wyniki dotyczace ztozonosci problemu k-CoLoriNG dla k > 3 implikuja, ze jedyne spojne grafy
F, dla ktorych mozemy liczy¢ na algorytmy wielomianowe (a nawet podwyktadnicze) w grafach F-wolnych,
to $ciezki [47, 64} 82]. Dla uproszczenia notacji, problemem (k,t) bedziemy nazywac problem k-COLORING
w grafach P;-wolnych. Problem (k,5) da sie rozwigza¢ w czasie wielomianowym dla kazdej statej k& [63].
Problem (k,6) da sie rozwigza¢ w czasie wielomianowym dla & < 4 [108]], a w pozostalych przypadkach
jest NP-trudny [65]. Wreszcie, dla problemu (3, 7) znany jest algorytm wielomianowy [17], a problem (k, t)
dlak > 4it > 7 jest NP-trudny [65]]. Co wigcej, wszystkie wymienione dowody NP-trudnosci wykluczaja
istnienie algorytmow podwykladniczych, zakladajac ETH. Podsumowujac, otwarte przypadki to problemy
(3,t)dlat > 8.

Wychodzac poza algorytmy wielomianowe, Groenland i in. [59] pokazali, ze problem (3, ¢) da si¢ rozwiazaé
w czasie podwykladniczym dla kazdego ustalonego t (patrz tez sekcja[5.1.1). Pézniej, Pilipczuk, Pilipczuk i
habilitant [[104] poprawili ten wynik, prezentujac algorytm quasiwielomianowy (patrz tez sekcja[5.1.2).

Co ciekawe, prawie wszystkie algorytmy wspomniane powyzej dzialajg takze dla bardziej ogdlnego prob-
lemu listowego k-kolorowania (LisT k-COLORING). Jedynym wyjatkiem jest przypadek £ = 4it = 6:
wiadomo, Ze problem LisT 4-COLORING jest NP-trudny w grafach Ps-wolnych [58].

4.3.1 Zlozonos$¢ problemu LHom(H) w grafach F-wolnych (praca [OR21al]).

Skoro (listowe) homomorfizmy uogélniaja (listowe) k-kolorowania, naturalnym kierunkiem badan jest rozwaze-
nie zlozonosci wariantéw problemu Hom(H) w grafach F-wolnych. Czwarta praca z cyklu skupia sie na
problemie LHom(H); kilka innych wariantéw oméwiono w sekeji[5.1.1}

Przypomnijmy, ze w problemie LHoMm(H) zazwyczaj dopuszczamy petle na wierzcholkach grafu H. Co
wiecej, problem LHom(H) da sie rozwiaza¢ w czasie wielomianowym, jesli H jest grafem bitukowym, a w
przeciwnym przypadku jest NP-trudny. Podobnie jak w sekcji[4.2.2] przez H oznaczaé bedziemy klase grafow,
ktoére nie sa bitukowe. Jak pokazali Piecyk i habilitant [[103]], dla kazdego grafu H € H, problem LHom(H)
w grafach F-wolnych jest NP-trudny i, zakladajac ETH, nie da sie rozwigzaé w czasie podwykladniczym,
chyba ze F jest $ciezkg lub podpodzialem szponu. Zatem w pracy [OR21a] skupiamy sie na tych dwoch
przypadkach.

Najpierw rozwazmy przypadek, gdy F' jest Sciezka. Definiujemy klase graféw drapieznych (ang. preda-
cious) i pokazujemy nastepujaca dychotomie.

Twierdzenie 4.3.1.1. Niech H bedzie ustalonym grafem.

1. Jesli H nie jest drapiezny, to dla kazdego t problem LHom(H ) mozna rozwiqzaé w czasie nOlog®n) giq
n-wierzchotkowych grafow P;-wolnych.



2. W przeciwnym przypadku istnieje t, dla ktorego problem LHom(H ) jest NP-trudny w grafach P;-wolnych
i, zaktadajgc ETH, nie moze byc rozwigzany w czasie podwyktadniczym.

Definicja grafow drapieznych wykorzystuje narzedzia dla problemu LHom(H ), oméwione juz w sekcjif4.2.2]
Bez wchodzenia w szczegodly techniczne, graf H jest drapiezny, jesli istnieje niedekomponowalny spdjny in-
dukowany podgraf grafu H*, ktéry nie jest bitukowy i zawiera nieporownywalne Cy, czyli indukowany cykl
dlugosci cztery, ktorego przeciwlegle wierzchotki sa parami nieporéwnywalne.

Algorytm dla grafow, ktore nie sa drapiezne, jest rozwinieciem algorytmu Pilipczuka, Pilipczuka i habili-
tanta dla problemu 3-CoLORING [[104]. W szczegblnosci graf K3 nie jest drapiezny, wiec istnienie quasiwielo-
mianowego algorytmu dla problemu (L1sT) 3-COLORING jest szczeg6lnym przypadkiem Twierdzenia[4.3.1.1]

Mowiac bardzo ogdlnie, najpierw wykorzystujemy dekompozycje grafu H, podobnie jak dzialo sie to w
sekcjif4.2.2] Nastepnie probujemy rozbi¢ graf G' na multiplikatywnie mniejsze czesci, wykonujac rozgalezienia
(and. branching) na starannie wybranych parach (v,a), gdzie v € V(G) i a € L(v). Przez rozgalezianie
mamy na mysli rozwazenie dwoch przypadkéw: albo v jest mapowany na a, albo nie. Zauwazmy, ze w
tym pierwszym przypadku, mozemy uaktualni¢ listy sasiadow v, gdyz pewne wybory staly sie niemozliwe,
a nastepnie usung¢ wierzchotek v z aktualnie rozwazanej instancji. Kluczowa obserwacja mowi, ze zawsze
istnieje para (v, a), na ktorej rozgalezienie istotnie przybliza nas do rozbicia grafu na male skladowe.

Glowna role w dowodzie negatywnego wyniku w Twierdzeniu odgrywa nieporownywalne Cly
zawarte w H*. Graf G budowany w redukcji sklada sie z duzej bikliki, do ktorej podlaczone sa gadzety
stalego rozmiaru; grafy o takiej strukturze nie zawierajg dlugich indukowanych $ciezek. Listy ,gléwnych
wierzcholkow”, czyli wierzchotkéw bikliki, zawieraja wierzchotki z nieporéwnywalnego Cy. Stalej wielkosci
gadzety, ktore podlaczone sa do glownych wierzchotkéw, budowane sg za pomocg narzedzi otrzymanych w
pracy [OPR20].

PrzejdZmy teraz do przypadku zabronionych podpodzialow szponu. Zauwazmy, najpierw, ze P; jest in-
dukowanym podgrafem Sy ; ;. Zatem, na mocy Twierdzenia[4.3.1.1} jeéli H jest drapiezny, nie mozemy liczy¢
na istnienie algorytmu podwykladniczego dla problemu LHom(H) w grafach F-wolnych, dla kazdego pod-
podziatu szponu F'. Co wiecej, jesli H zawiera przeciwzwrotny trojkat (czyli trzy parami sgsiadujace wierz-
cholki bez petli), dolne ograniczenie natychmiast wynika z faktu, ze problem 3-CoLORING jest NP-trudny i nie
da sie rozwigza¢ w czasie podwykladniczym (zakladajac ETH) w grafach krawedziowych (ang. line graphs),
ktore sa w szczegolnosci Sy 1 1-wolne [64]. Zatem grafy H, dla ktérych mozemy liczy¢ na istnienie algorytmu
podwyktadniczego, nie sa drapiezne i nie zawieraja tréjkatow.

W pracy [OR21a] nie udalo sie w pelni sklasyfikowaé graféw H pod wzgledem istnienia algorytméw
podwyktadniczych dla LHom(H) w grafach bez ustalonego podpodzialu szponu. Pokazujemy jednak taka
dychotomie w dwdch szczegdlnych przypadkach: je$li H jest przeciwzwrotny (czyli nie ma wierzchotkéw z
petlami) oraz jesli jest zwrotny (czyli wszystkie wierzcholki majg petle).

W pierwszym przypadku otrzymujemy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.3.1.2. Niech H bedzie ustalonym grafem przeciwzwrotnym.

1. Jesli H nie jest drapiezny i nie zawiera trojkqta, to dla kazdego podpodziatu szponu F', problem LHom(H )
dla n-wierzchotkowych grafow F'-wolnych da sie rozwigzac¢ w czasie 90(n®/" logn)

2. Jesli H jest drapiezny lub zawiera tréjkaqt, to istnieje podpodziat szponu F, dla ktorego problem LHom(H )
Jjest NP-trudny w grafach F'-wolnych i nie da si¢ rozwigzac w czasie podwyktadnicznym, zaktadajgc ETH.

Negatywny wynik w Twierdzeniu[4.3.1.2) wynika bezposrednio z argumentdéw przedstawionych powyzej,
skupmy sie zatem na wyniku algorytmicznym. Poniewaz H jest przeciwzwrotny i nie ma trojkatéow, natych-
miast mozemy zauwazy¢, ze jesli G ma trojkat, to na pewno nie ma zadnego homomorfizmu w H (niezaleznie
od list). Dlatego mozemy bezpiecznie zalozy¢, ze G nie ma trojkatéow. Pokazujemy, ze wierzcholki takiego
{F, K3}-wolnego grafu G mozna podzieli¢ na ,male zbiory”, a caly graf G ma, moéwigc bardzo ogolnie, struk-
ture Sciezki lub cyklu zbudowanego z tych zbioréw. Dzieki temu problem mozna rozwigza¢, wywotujac algo-
rytm rekurencyjnie dla kazdego zbioru, a nastepnie sktadajac te czesciowe wyniki za pomocg programowania
dynamicznego.

Struktura, o ktorej mowa powyzej, jest bardzo uproszczona forma rozszerzonej dekompozycji pasowej (ang.
extended strip decomposition), ktora okazuje si¢ kluczowym narzedziem uzywanym w projektowaniu algoryt-
moéw dla graféw bez podpodzialéw szponu. Nie zglebiamy tego tematu w tym miejscu z dwoch powodow.
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Po pierwsze, rozszerzone dekompozycje pasowe odgrywaja kluczowsa role w algorytmie oméwionym w kole-
jnej sekeji, czyli sekeji [4.3.2)i s dokladniej oméwione tam. Po drugie, rozszerzona wersji pracy [OR21al,
ktoéra jest dostepna w serwisie arXiv [97]], zawiera ulepszony algorytm dla przypadku, kiedy graf H jest
przeciwzwrotny. Zauwazamy tam, ze kazdy graf { F, K3 }-wolny zawiera zbalansowany separator, ktory jest
sasiedztwem stalej liczby wierzchotkéw. Laczac ten wynik z rozgalezianiem na wierzchotkach duzego stopnia,
otrzymujemy znacznie prostszy i szybszy algorytm, ktérego ztozonoé¢ wynosi 20(vnlogn),

W przypadku, kiedy graf H jest zwrotny, otrzymujemy nastepujacy wynik.

Twierdzenie 4.3.1.3. Dla kazdego zwrotnego grafu H € H istnieje podpodziat szponu F', dla ktérego problem
LHom(H ) w grafach F-wolnych jest NP-trudny i nie da sie rozwiqzaé w czasie podwyktadniczym, zaktadajgc
ETH.

Innymi stowy, jedyne przypadki, gdzie moglibysmy liczy¢ na istnienie algorytmu podwyktadniczego, da
sie rozwigza¢ w czasie wielomianowym nawet bez zadnych dodatkowych zalozen na instancje¢ problemu.

Glownym wkladem habilitanta byta definicja grafow drapieznych, t.j. zrozumienie, dla jakich grafow H
problem da sie rozwigza¢ efektywnie w grafach P;-wolnych. Algorytm quasiwielomianowy jest oparty na
rozszerzeniu metody uzytej przez Pilipczuka, Pilipczuka i habilitanta [[104]. Habilitant zasugerowat tez, jak
powinna wyglada¢ ogélna struktura konstrukeji w dowodzie negatywnego wyniku w Twierdzeniu
W przypadku podpodziatéw szponu, habilitant mial istotny wkiad w cze$é algorytmiczna. W szczegdlnosci,
wniodst gldowne pomysty dotyczace programowania dynamicznego na zdegenerowanej rozszerzonej dekom-
pozycji pasowej oraz do wspomnianego twierdzenia o separatorach w grafach { S, .., K3 }-wolnych. Pokazat
tez dolne ograniczenia w kilku przypadkach.

4.3.2 Wielomianowy algorytm dla MWIS w grafach o ograniczonym stopniu bez duzych podpodzi-
alow szponu (praca [ACDR22]).

Przypomnijmy, Ze wielomianowe algorytmy dla problemu MWIS w grafach S, j .~wolnych znane s3 tylko dla
dwdch najprostszych przypadkow, czyli (a, b, ¢) = (1,1,1) [92,/107] i (a, b, c) = (2,1,1) [86]. Znamy jednak
algorytmy, ktoére dzialaja dla grafow F-wolnych dla kazdego podpodziatu szponu F': quasiwielomianowy
schemat aproksymacyjny [26} |88] oraz algorytm podwykladniczy [25} 26} 88].

Glownym wynikiem pracy [ACDR22|| jest nastepujacy wynik.

Twierdzenie 4.3.2.1. Dla kazdego podpodziatu szponu F' i stalej A, problem MWIS w grafach F-wolnych o
najwiekszym stopniu A da si¢ rozwigzaé w czasie wielomianowym.

WprowadZmy najpierw niezbedne narzedzia, a potem naszkicujemy dowdd tego wyniku. Zbiér Z C
V(@) rozmiaru trzy nazywamy skrepowanym (ang. constricted) w grafie G, jesli nie istnieje w G indukowane
poddrzewo, ktore zawiera wszystkie wierzchotki z Z. W swoim stynnym rozwiazaniu problemu three-in-
a-tree, Chudnovsky i Seymour [27] pokazali, ze jesli zbiér Z jest skrepowany w G, to G ma tzw. rozsz-
erzong dekompozycjq pasowq. Bardzo ogdlnie moéwiac, oznacza to, ze G ma strukture zblizong do grafu
krawedziowego pewnego grafu H, gdzie wierzchotki grafu G zgrupowane sa w zbiory, nazywane atom-
ami, ktore odpowiadajg wierzchotkom, krawedziom i tréjkatom w grafie H. Dysponujac taka struktura,
mozna uzy¢ jej do rozwigzania problemu MWIS przez rozwiagzanie problemu dla kazdego atomu osobno,
a potem zlozeniu czeSciowych rozwigzan przed redukcje to problemu najwiekszego wazonego skojarzenia
(Max WEIGHT MATCHING) w pewnej modyfikacji grafu H (tak wlasnie dziala QPTAS pokazany przez Chud-
novsky iin. [26])). Jednakze, aby to podejscie zadzialato, musimy zapewni¢, ze zaden atom nie zawiera ,prawie
wszystkich” wierzchotkow grafu.

Glownym wynikiem strukturalnym w pracy [ACDR22] jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.3.2.2. Dla kazdego podpodziatu szponu F' i dla kazdej liczby naturalnej A istniejg liczby nat-
uralne d, z oraz liczba rzeczywista § € (0, 1), dla ktérych spetniona jest nastepujgca wlasno$é. Dla kazdego n-
wierzchotkowego F'-wolnego grafu G o najwigkszym stopniu co najwyzej A, w czasie wielomianowym mozemy
zwrocié jeden z ponizszych wynikow:

(i) zbioér S rozmiaru co najwyzej d taki, ze kazda sktadowa G — S ma co najwyzej § - n wierzchotkow, lub
(ii) zbior X rozmiaru co najwyzej z i rozszerzona dekompozycja pasowa grafu G — X, w ktorej kazdy atom

ma co najwyzej 10% - n wierzchotkow.
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Pierwszy wynik pozwala nam uzy¢ podejécia opartego na strategii dziel i zwyciezaj: dla kazdego zbioru
niezaleznego w .S (mys$lmy o nim jako o przecieciu pewnego optymalnego rozwiazania z .S), probujemy nieza-
leznie znaleZ¢ jego optymalne rozszerzenie w kazdej sktadowej grafu G — S; przypomnijmy, ze sktadowe te
sa multiplikatywnie mniejsze niz G. Jesli otrzymamy drugi wynik, znowu analizujemy kazdy mozliwy zbior
niezalezny w X i probujemy go rozszerzy¢, postepujac jak Chudnovsky i in. [26]], tj. rozwiazujac problem
rekurencyjnie dla kazdego atomu, a potem znajdujac skojarzenie o najwiekszej wadze w odpowiednim grafie
(otrzymanym z dekompozycja G — X).

Pozostalo zatem udowodni¢ Twierdzenie[4.3.2.2] Przypu$¢my, ze wyniku (i) nie da sie otrzyma¢, chcemy w
tej sytuacji uzyskaé¢ wynik (ii). Najpierw iteracyjnie dekomponujemy graf uzywajac tak zwanej dekompozycji
ze zbiorem centralnym (ang. central bag decomposition), uzytej wczesniej przez Abrishami i in. [1]. W ten
sposob otrzymujemy zbiér § C V(G) zwany centralnym (ang. the central bag) taki, ze:

(P1) graf G[f] jest S 1,1-wolny,

(P2) graf G moze by¢ zrekonstruowany z G[3] przez iteracyjne dodawanie ,matych” sktadowych, z ktorych
kazda sasiaduje ze zbiorem o ograniczonym rozmiarze i prostej strukturze.

Teraz chcemy znalez¢ ,dobra” rozszerzona dekompozycje pasowa grafu G[3] uzywajac wilasnosci (P1), a
potem iteracyjnie rozszerzaé¢ te dekompozycje, az do uzyskania dekompozycji catego grafu.

Zanim jednak rozpoczniemy, dodajemy do grafu G trzy wierzcholki vy, va, v3, otrzymujac graf G’ taki, ze
zbior 8’ := B U {v1, v, v3} ma wlasnosci (P1) i (P2) wzgledem G’. Co wiecej, istnieje statego rozmiaru zbior
X taki, ze {v1, v, v3} jest skrepowany w G’ — X.

Rozszerzona dekompozycja pasowa grafu G'[3'] — X moze zosta¢ otrzymana przy wykorzystaniu struk-
turalnej charakteryzacji grafow S 1,1-wolnych, pokazanej przez Chudnovsky i Seymoura [27]. Z wtasnosci
zbioru 8’ i faktu, ze wynik (i) nie zachodzi, wnioskujemy, ze atomy tej dekompozycji sa mate.

Nastepnie, uzywajac faktu, ze zbior {v1, v9, v3} jest skrepowany w G’ — X, mozemy iteracyjnie wywoty-
waé wspomniane juz twierdzenie (three-in-a-tree) Chudnovsky i Seymoura [27]], aby dodawaé nowe wierz-
chotki do dekompozycji grafu G'[3'] — X az do uzyskania dekompozycji grafu G’ — X. W tym kroki uwaznie
analizujemy, jak dekompozycja zmienia sie w tym procesie i pokazujemy, Ze przy zalozeniu, ze wynik (i) nie
zachodzi, atomy nie staja sie zbyt duze. Ostatecznie, poniewaz zaczeliSmy od dekompozycji grafu G’'[3'] — X
o matych atomach, na samym konicu dostajemy rozszerzona dekompozycje pasowa G’ — X, ktorej wszystkie
atomy nadal sa male. Wreszcie, usuwajac wierzcholki vy, v, v3, otrzymujemy zadang dekompozycje G — X.

Glownym technicznym wkiadem habilitanta byt dowod, ze rozszerzona dekompozycja pasowa zbioru
centralnego G’[f'] — X moze by¢ rozszerzona do dekompozycji grafu G’ — X przez iteracyjne wywolywanie
twierdzenia Chudnovsky i Seymoura [27]]. Co wiecej, w trakcie tego procesu atomy pozostaja mate (Lemat 4.1
w pracy). Ponadto habilitant byl odpowiedzialny za pokazanie, jak z Twierdzenia[4.3.2.2] otrzyma¢ Twierdze-
nie[@3.2.1

5 Dzialalnos¢ naukowa

5.1 Inne wyniki

Omoéwmy krotko wyniki uzyskane przez habilitanta, ktore nie zostaly uwzglednione w osiagnieciu i przed-
stawione szczegotowo w sekcji [4] Podzielone sa na podsekcje pod wzgledem tematyki.

5.1.1 Zlozono$¢ probleméw pokrewnych do Hom(H) przy réznych ograniczeniach na instancje
wejsciowe.

W ostatnich kilku latach zainteresowania naukowe habilitanta skupione byty gléwnie na badaniu ztozonosci
wariantow problemu homomorfizmu grafow w réznych kontekstach i przy réznych zalozeniach dotyczacych
instancji.

Ograniczenia oparte na SETH dla ré6znych parametryzacji. W pierwszych dwdch pracach rozwazana
jest ztozonoé¢ wariantéw problemu Hom(H) w zaleznosci od pewnych strukturalnych parametréw instancji
wejsciowej, analogicznie do wynikéw oméwionych w sekeji Praca [46] jest poprzednikiem wynikow
opisanych szczegdtowo w sekcji tj. Scistych oszacowan na zlozonos$¢ problemu LHom(H) parametry-
zowanego przez szeroko$¢ drzewiasta. Znajduje sie w niej rozwiazanie dla szczegoélnego przypadku problemu,
kiedy zaktadamy, ze graf H jest zwrotny. W pracy [[103]] Piecyk i habilitant pokazuja Scisle oszacowania dla
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problemu LHom(H) przy parametryzacji przez rozmiar najmniejszego zbioru rozcinajacego wszystkie cykle
(ang. feedback vertex set) oraz gorne i dolne ograniczenia dla probleméw LHom(H) i Hom(H) parametry-
zowanych przez szerokosc cieciowq (ang. cutwidth) grafu wejsciowego. W szczegdlnosci pokazano tam, ze przy
standardowych zalozeniach z teorii ztoZonosci nie istnieje stala c taka, ze dla kazdego H problem Hom(H)
moze byé rozwigzany w czasie ¢t -n®() dla n-wierzcholkowych instancji o szerokosci cieciowej t. Wynik ten
odpowiada na pytanie zadane przez Jansena.

Zlozonos$é¢ w grafach F-wolnych. W pracy [21] Chudnovsky i in. rozpoczeli systematyczne badanie
ztozonosci problemu znajdowania (listowych) homomorfizméw w ustalony cykl, przy zalozeniu, ze instancje
naleza do pewnej klasy dziedzicznej. Gtéwnym wynikiem jest wielomianowy algorytm dla problemu LHom(CY,)
w grafach Py-wolnych, gdzie k € {5,7} U [9, +00). Podobne pytanie bylo rozwazane w pracy [36], jednak
tym razem grafem, w ktory chcemy znalez¢ homomorfizm, jest 5-kofo W5 (ang. 5-wheel), czyli graf otrzy-
many z cyklu C5 przez dodanie wierzchotka uniwersalnego. Okazuje sie, ze problem Hom(W5) zachowuje sie
w sposob nieco zaskakujacy, jesli rozwazamy instancje, ktore nie zawieraja ustalonego podpodziatu szponu.

W pracy [59] pokazano, ze problem Hom(H) (i jego uogélnienia) moze by¢ rozwigzany w czasie pod-
wykltadniczym w grafach P;-wolnych (dla kazdego ustalonego t), jesli H nie zawiera C4 jako podgrafu. Ten
wynik byl pozniej istotnie rozszerzony, tak jak oméwiono w sekeji

Tematem pracy [43] jest ztozono$¢ problemu listowego lokalnie surjektywnego homomorfizmu (ang. list
locally surjective homomorphism problem) w dziedzicznych klasach grafow. W problemie tym szukamy lis-
towych homomorfizmow, ktore sa jednoczesnie surjektywne na sgsiedztwie kazdego wierzchotka z grafu
wejsciowego.

Problemem rozwazanym w pracy [22] jest znajdowanie najwiekszego indukowanego podgrafu, ktory
ma homomorfizm w ustalony graf H. Uzyskano tam wielomianowe i podwykladnicze algorytmy dla tego
problemu w pewnych podklasach graféw FPs-wolnych. W szczegolnosci pokazano, ze problem znajdowania
najmniejszego zbioru przecinajacego wszystkie cykle nieparzyste (MiN OpD CyCLE TRANSVERSAL) moze by¢
rozwigzany w czasie podwyktadniczym w grafach Ps-wolnych.

Zlozono$é¢ w grafach przeci¢é obiektow geometrycznych. Poza zabranianiem (indukowanych) pod-
grafow, wiele interesujacych dziedzicznych klas grafow mozna zdefiniowac, rozwazajac grafy przecieé pewnych
obiektéw geometrycznych. Dla rodziny S zbioréw (zazwyczaj podzbioréw R?), zbiorem wierzcholtkow jej
grafu przeciec jest S, a zbiory Sp, S € S sasiadujg wtedy i tylko wtedy, gdy S1 N Sy # 0.

W pracy [99]] Okrasa i habilitant pokazali dychotomie dotyczace zlozonosci kilku wariantéw problemu
Hom(H) w grafach przeciec¢ krzywych na plaszczyznie (ang. string graphs) i grafach przecie¢ odcinkéw na
plaszczyznie (ang. segment graphs). Podobne pytania dla ,grubych” (ang. fat) obiektéw, takich jak kota i
trojkaty, byty rozwazane w pracy [78].

Inne problemy. W pracy [20] Cheniin. pokazujg dolne ograniczenia dla problemu sparsyfikacji (ang. spar-
sification) instancji problemu LHoMm(H ). Gtéwnym wynikiem pracy jest, ze jesli H nie jest grafem bitukowym,
to przy standardowych zalozeniach z teorii ztozonosci nie istnieje efektywny algorytm, ktory potrafi zre-
dukowa¢ dowolng n-wierzchotkows instancje problemu LHom(H) do rownowaznej instancji o rozmiarze
O(n?7¢), dla zadnego € > 0.

W pracy [8] rozwazana jest ztozono$¢ pewnego wariantu problemu Hom(H), zwanego listowym pokry-
waniem (ang. list covering) w grafach, ktore moga zawiera¢ wielokrotne krawedzie, petle i potkrawedzie
(krawedzie o jednym koncu). Problem ten motywowany jest pewnymi pytaniami z topologicznej teorii
grafow.

5.1.2 Zlozonos¢ innych problemow w ograniczonych klasach grafow.
Habilitant uzyskal takze inne wyniki dotyczace ztozonosci klasycznych probleméw kombinatorycznych w

ograniczonych klasach grafow.

Zlozonos¢ dla grafow F-wolnych. Centralnym zagadnieniem algorytmicznej teorii grafow jest zrozu-
mienie ztozonosci problemu MWIS i jego uogdlnien w grafach F-wolnych. Te uogélnienia czesto wyrazane
sg jako problem szukania najwiekszego indukowanego podgrafu pochodzacego z pewnej klasy grafow rzad-
kich, np. o ograniczonej szerokosci drzewiastej lub o ograniczonej degeneracji. Zauwazmy, ze problem zna-
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jdowania najwiekszego indukowanego lasu jest rOwnowazny, przez dopelnienie rozwigzania, klasycznemu
problemowi znajdowania zbioru przecinajacego wszystkie cykle (MIN FEEDBACK VERTEX SET).

W pracy [94] pokazano pewne ogélne podejscie do tego typu probleméw. Konkretnym zastosowaniem
tej metody jest na przyklad podwykladniczy algorytm dla problemu Min FEEDBACK VERTEX SET w grafach
P;-wolnych. W pracy [2] pokazano, ze ogdlny problem szukania najwiekszego indukowanego podgrafu o
ograniczonej szerokosci drzewiastej moze by¢ rozwigzany w czasie wielomianowym w grafach Ps-wolnych
oraz grafach Cs4-wolnych, czyli grafach, ktore nie zawieraja indukowanego cyklu o co najmniej czterech
wierzchotkach. W szczegoélnosci wynika z tego, ze problem MIN FEEDBACK VERTEX SET mozna rozwigza¢ w
czasie wielomianowym w grafach Ps-wolnych. Wynik ten byl rozwigzaniem znanego problemu otwartego.

W pracy [[104] pokazano nowy algorytm quasiwielomianowy dla problemu MWIS w grafach P;-wolnych.
Ten algorytm jest prostsza (i szybsza) wersja przelomowego algorytmu Gartlanda i Lokshtanova [55]. Co
wiecej, algorytm ten mozna zaadaptowac do problemu LisT 3-CoLORING. Metoda zastosowana w [104] zostata
potem wykorzystana w dowodzie dychotomii dla problemu LHom(H) dla graféw P;-wolnych, ktéra byta
omowiona w sekeji[4.3] W pracy [56] quasiwielomianowy algorytm dla MWIS w grafach P;-wolnych [[104]
jest rozszerzony w dwoch kierunkach:

+ W czasie quasiwielomianowym potrafimy nie tylko rozwigza¢ problem MWIS, ale takze znalez¢ naj-
wiekszy indukowany podgraf o ograniczonej degeneracji, spelniajacy ustalona formute w logice CMSOa,

« zaprezentowano wersje algorytmu, ktora dziala dla graféw C's;-wolnych; klasa ta $cisle zawiera klase
grafow Pi-wolnych.

W pracach [33} (100, [101]] pokazano szereg pozytywnych i negatywnych wynikéw dotyczacych réznych
wariantow klasycznych probleméw znajdowania zbioru przecinajacego pewne typy cykli w grafie: MIN FEED-
BACK VERTEX SET, MIN EVEN CycLE TRANSVERSAL i MIN ODD CycLE TRANSVERSAL dla instancji, ktore nie
zawieraja ustalonego lasu liniowego (czyli grafu, ktérego kazda skltadowa jest Sciezka).

W pracy [88]] pokazano quasiwielomianowy schemat aproksymacyjny i algorytm podwykladniczy dla
problemu MWIS w grafach S, j .-wolnych, dla dowolnych a, b, c. Algorytmy te s3 prostsze i szybsze niz ich
odpowiedniki przedstawione przez Chudnovsky i in. [2526].

Praca [42]] zawiera szereg pozytywnych i negatywnych wynikéw dotyczacych parametryzowanych algo-
rytmoéw aproksymacyjnych dla problemu MAx INDEPENDENT SET w grafach F-wolnych.

Grafy przeciec obiektow geometrycznych. Zagadnieniem rozwazanym w pracy [6] jest ztozonos¢ prob-
lemu k-CororiNG w klasie graféw przecie¢ kot i, ogolniej, grafow przecieé¢ kul w R?. Gtéwnym wynikiem
sa prawie Sciste ograniczenia, ktore pokazuja pltynng zmiane ztozonosci wraz ze wzrostem liczby koloréw
(traktowanej jako funkcja liczby wierzchotkow).

Praca [13] skupia sie na problemie najwiekszej kliki (Max CLIQUE) w grafach przecie¢ kol; pytanie o
jego zlozonos¢ jest znanym zagadnieniem otwartym. Jako dwa gtéwne wyniki pokazano dla tego problemu
QPTAS i algorytm podwykladniczy. Ten pierwszy zostal potem poprawiony do efektywnego wielomianowego
schematu aproksymacyjnego (EPTAS) przez Bonamy i in. [[10]]; ostateczna wersja pracy powstala z polaczenia
dwéch wspomnianych prac konferencyjnych [9].

W pracy [[15] Bonnet i habilitant zajmuja sie pytaniem, jakie problemy mozna rozwigza¢ w czasie pod-
wykltadniczym w grafach przecie¢ krzywych i grafach przecie¢ odcinkéw. W pracy znajduje sie szereg pozy-
tywnych i negatywnych wynikéw w tej tematyce.

Grafy o ograniczonej §rednicy. W pracy [40] Debski, Piecyk i habilitant badajg problem 3-CoLoRING dla

grafow o $rednicy 2; jego ztozonos¢ jest innym znanym zagadnieniem otwartym. Gléwnym wynikiem jest
. . ta: 9O (nt/31og? n) , . . . soe s .

algorytm podwykladniczy o zlozono$éi 2 , ktory istotnie poprawia wczesniejsze najlepsze znane

ograniczenie gorne, tj. 20(v1987) [91]. Zauwazmy, ze, w odréznieniu od wszystkich innych klas omawianych

w niniejszym dokumencie, klasa graféw o ograniczonej $rednicy nie jest dziedziczna.

5.1.3 Teoria grafow.

W tej sekcji krotko przedstawimy wyniki habilitanta dotyczace bardziej strukturalnych zagadnien teorii
grafow.
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Grafy bez ustalonych podgrafow indukowanych. W pracy [11] pokazano, ze w przypadku grafow P;-
wolnych i Cs¢-wolnych degeneracja jest ograniczona przez funkcje wielomianowa rozmiaru najwiekszej
zbalansowanej bikliki zawartej w grafie jako podgraf. W pracy [52] pokazano, ze klasy grafow, ktore nie
zawieraja duzych struktur zwanych creatures i skinny ladders maja wielomianowo wiele minimalnych sepa-
ratorow. Wynik ten poprawit wczesniej znane quasiwielomianowe ograniczenie uzyskane przez Gartlanda i
Lokshtanova [54]]. Wyniki w pracy [34] sa kontynuacja badan na temat szerokosci klikowej (ang. clique-width)
w dziedzicznych klasach graféw. Pytamy, dla jakich klas graféw szerokos¢ klikowa staje sie ograniczona przy
dodatkowym zalozeniu, ze grafy nie zawieraja separatorow, ktore sg klikami. Problem ten jest umotywowany
faktem, ze powyzsze zalozenie czesto jest spelnione w zastosowaniach algorytmicznych.

Grafy zdefiniowane geometrycznie. Problemem badanym w pracy [[19] jest ograniczenie na liczbe maksy-
malnych klik w grafach przecie¢ jednoktadnych kopii danego wielokata i pewnych uogoélnieniach takich klas.
W pracy [48]] pokazano, ze pewne klasy graféw i hipergraféw maja eleganckie reprezentacje za pomoca styka-
jacych sie wielokatow umieszczonych w przestrzeni R3. W pracy [102] pokazano, ze rozpoznawanie tzw.
2-zgieciowych grafow EPG (ang. 2-bend EPG graphs) jet problemem NP-trudnym.

Grafy skierowane. W pracy [89] rozwazana jest wlasno$¢ Erd6sa-Posy dla skierowanych cykli. Reed i
in. [105] pokazali, Ze rozmiar najmniejszego zbioru przecinajacego wszystkie cykle skierowane (ang. directed
feedback vertex set) jest ograniczony przez pewna funkcje najwiekszej liczby parami rozlagcznych skierowanych
cykli, ktore mozna upakowac w grafie, jednak funkcja ta ro$nie bardzo szybko. W pracy [89] pokazano, ze
ograniczenie moze by¢ poprawione do wielomianowego, jesli zamiast rozwaza¢ pakowania roztacznych cykli,
rozwazymy rodziny cykli, ktdre pokrywajg kazdy wierzchotek co najwyzej dwukrotnie.

Problem badany w pracy [90] jest nieco podobny. Pokazano tam, ze skierowana szerokos$¢ drzewiasta
jest ograniczona przez funkcje wielomianowa rozmiaru najwiekszej rodziny zbioréw zwanej cierniem (ang.
bramble), w ktorej kazdy wierzcholek nalezy do ograniczonej liczby zbiorow.

Inne obszary teorii grafow. Glownym wynikiem pracy [93] jest dowdd hipotezy Gerbnera i Palmera, ze
dla kazdego grafu H, jesli r jest dostatecznie duze, to r-dzielny graf Turana zawiera najwiecej kopii grafu
H sposrod wszystkich K, 1-wolnych grafow o danej liczbie wierzchotkow. W pracy [79]] poprawiono znane
gorne ograniczenie na liczbe chromatyczna grafu planarnego o ograniczonym stopniu; problemu tego dotyczy
hipoteza Wegnera.

5.1.4 Inne.

Na koniec wymienmy starsze wyniki habilitanta oraz wyniki, ktdre nie pasujg naturalnie do zadnej z kategorii
wydzielonej powyzej.

Harmonijne i achromatyczne kolorowania graféw i hipergrafow. Harmonijnym kolorowaniem (odpowie-
dnio, achromatycznym kolorowaniem) k-jednorodnego (ang. k-uniform) hipergrafu nazywamy kolorowanie
jego wierzchotkow, ktore spelnia nastepujace warunki:

« jesli dwa wierzchotki naleza do tej samej hiperkrawedzi, otrzymuja rézne kolory,

« dla kazdego zbioru k koloréow istnieje co najwyzej (odpowiednio, co najmniej) jedna hiperkrawedz,
ktorej wierzchotki pokolorowane sg dokladnie tymi kolorami.

Takie kolorowania i zwigzane z nimi parametry chromatyczne badano w cyklu prac [[18} [37, 39, [45]]. Blisko
zwigzanym problemem jest konstrukcja tzw. ciggdw o promieniu k (ang. sequences of radius k), ktorych
dotyczy praca [[12]. Wreszcie, pewne uogolnienie ciaggéw o promieniu k na grafy jest zaproponowane i badane
w pracy [38]].

Etykietowanie L(2,1) i pokrewne problemy. Wczesne prace habilitanta skupione byly wokot wari-
antu etykietowania grafow zwanego etykietowaniem L(2,1) (ang. L(2,1)-labeling) i jego uogdlnierr. Jeden
kierunek badan dotyczyt dokladnych algorytméw wykladniczych [68] 169, 7173} [106]], a drugi ograniczeni na
zwigzany z tym problemem parametr chromatyczny dla graféw przecie¢ koét, zar6wno w wariancie offline [28]],
jak i online [74].
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Pozostale prace. W pracy [14] badana jest parametryzowana ztozono$¢ problemu zamieniania zetonoéw
(ang. token swapping), pokazano tam szereg pozytywnych i negatywnych wynikéw. Praca [53|] dotyczy
problemu zmiany danego kolorowania grafu w poprawne przez przekolorowanie jak najmniejszej liczby
wierzchotkéw. Znowu pokazano szereg wynikéw z zakresu zlozonosci parametryzowanej tego problemu.
W pracy [41] wprowadzona jest klasa ztozonosci VIR, pokazano tam kilka wynikéw z nig zwigzanych.
Klasa V3R jest analogiem klasy Il z hierarchii wielomianowej dla zmiennych rzeczywistych. W pracy [35]
W pracy [16] badana jest zlozonos¢ problemu projektowania RNA (ang. RNA design), pochodzacego z bio-
logii obliczeniowej. W pracy [85] badana jest ztozZono$¢ problemu znajdowania ciasnych obwodéw Eulera
w hipergrafach. W pracy [70] zaproponowano i przeanalizowano teoretyczny model zapobiegania atakom
typu DDoS w sieciach. W pracach [75H77|] zaprojektowano nowe algorytmy dedykowane dla procesoréow
graficznych (GPU).

5.2 Udzial w projektach badawczych

2013 - 2015 Ciggi pokrywajqgce zbiory i achromatyczne kolorowania grafow
(OPUS3, 2012/05/B/ST1/00652, kierownik: Zbigniew Lonc) — wykonawca

2013 - 2015 Nowe algorytmy i struktury dla procesoréw GPU wykonujgce masowe operacje na danych
(SONATA4, 2012/07/D/ST6/0248, kierownik: Krzysztof Kaczmarski) — wykonawca

2016 - 2017 ERC Starting Grant PARAMTIGHT (kierownik: Daniel Marx) — wykonawca
2018 LMS Grant w programie Research in Pairs (kierownik: Daniél Paulusma) — wykonawca

2018 - 2019 Zlozonosé probleméw homomorfizmu dla szczegélnych klas grafow
(MINIATURAZ2, 2018/02/X/ST6/00145) — kierownik i glowny wykonawca

2019 - 2022 ERC Starting Grant CUTACOMBS (kierownik: Marcin Pilipczuk) — wykonawca

2019 - teraz Program optymalnosci w problemach homomorfizmu grafow
(SONATA14, 2018/31/D/ST6/00062) — kierownik i glowny wykonawca

2022 - teraz ERC Starting Grant BOBR (kierownik: Michat Pilipczuk) - wykonawca

5.3 Dzialalnos¢ naukowa prowadzona w wiecej niz jednej jednostce

Habilitant odbyt staz podoktorski (postdoc) w MTA SZTAKI (Institute for Computer Science and Control,
Wegierska Akademia Nauk) od stycznia 2016 do stycznia 2017. Poza gléwnym miejscem zatrudnienia, tj.
Politechnika Warszawska, jest tez zatrudniony na niepelny etat na stanowisku badawczym na Uniwersytecie
Warszawskim: od 2019 do 2022 w grancie ERC CUTACOMBS (kierownik: Marcin Pilipczuk), a od 2022 w
grancie ERC BOBR (kierownik: Michat Pilipczuk). Ponadto aktywnie wspolpracuje z wieloma naukowcami
z réznych instytucji w tym Princeton University (Maria Chudnovsky, Paul Seymour), Durham University
(Daniél Paulusma), czy ENS Lyon (Edouard Bonnet). Szczegdtowa lista wizyt naukowych jest podana ponize;j:

20.10 - 28.10.2010 Jan Kratochvil, Uniwersytet Karola, Czechy

17.03 - 23.03.2011 Armin Figenschuh, Zuse Institute Berlin, Niemcy

23.03 - 30.03.2012 Mathieu Liedloff, Dieter Kratsch, Université d’Orleans, Francja
12.05 - 20.05.2012 Jan Kratochvil, Uniwersytet Karola, Czechy

16.06 - 23.06.2012 Jan Kratochvil, Uniwersytet Karola, Czechy

27.10 - 01.11.2014 Jan Kratochvil, Martin Pergel, Uniwersytet Karola, Czechy
30.04 - 02.05.2015 Keith Edwards, University of Dundee, Zjednoczone Kroélestwo
21.09 - 27.09.2015 Martin Pergel, Uniwersytet Karola, Czechy

28.03 - 02.04.2017 Dariusz Dereniowski, Politechnika Gdanska, Polska
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03.07 - 07.07.2017 Dariusz Dereniowski, Politechnika Gdanska, Polska

05.07 - 20.07.2018 William Evans, Alexander Wolff, University of British Columbia, Kanada
11.11 - 16.11.2018 Daniél Paulusma, Durham University, Zjednoczone Krdlestwo

30.01 - 06.02.2019 Maria Chudnovsky, Princeton University, USA

01.15 - 14.05.2019 Daniél Paulusma, Durham University, Zjednoczone Kroélestwo

31.10 - 06.11.2019 Andreas Feldmann, Charles University, Czechy

15.02 - 21.02.2020 Maria Chudnovsky, Princeton University, USA

22.03 - 26.03.2020 Maria Chudnovsky, Princeton University, USA (wizyta wirtualna)

28.09 - 29.09.2023 Andreas Feldmann, Uniwersytet Karola, Czechy

13.02 - 24.02.2023 Martin Milani¢, University of Primorska, Stowenia

5.4 Doktoranci

Aktualnie habilitant jest promotorem pomocnicznych dwoch doktorantek:

5.5

1.

2.

Karolina Okrasa, Politechnika Warszawska, dyscyplina: Matematyka
Temat: Kombinatoryczne i obliczeniowe aspekty homomorfizmow grafow
Gléwny promotor: prof. Zbigniew Lonc

Marta Piecyk, Politechnika Warszawska, dyscyplina: Matematyka
Temat: Problemy i warianty homomorfizméw grafow
Gléwny promotor: prof. Zbigniew Lonc

Jest takze opiekunem naukowych grantow obu doktorantek:

Karolina Okrasa: Uogoélnienia problemu kolorowania w grafach z zabronionymi strukturami (PRELUDIUM?20,
2021/41/N/ST6/01507),

Marta Piecyk: Problem homomorfizmu grafow w strukturalnie ograniczonych klasach (PRELUDIUM21,
2022/45/N/ST6/00237).

Praca dla spolecznosci
Edytor w czasopismie Graphs & Combinatorics.
Udzial w komitetach programowych miedzynarodowych konferencji:

— jako wspolprzedowniczacy komitetu programowego: WG 2021 (razem z Lukaszem Kowalikiem i
Michalem Pilipczukiem),

— jako cztonek: EuroCG 2020, MFCS 2022, IPEC 2022.
Organizacja warsztatow i konferencji:

— Fine-grained Complexity of Hard Geometric Problems, warsztaty w ramach konferencji SoCG
2019 (razem z Edouardem Bonnetem),

— PARUW?2 and PARUW3 (Parameterized Algorithms Retreat of University of Warsaw, oba z Marcinem
Pilipczukiem i Michatem Pilipczukiem),

- WG 2021 (z Lukaszem Kowalikiem, Marcinem Pilipczukiem i Michatem Pilipczukiem),
— Structural Graph Theory Boot Camp, planowany jesienig 2023 (z Marcinem Pilipczukiem i Michalem
Pilipczukiem).

Recenzent rozprawy doktorskiej Vaclava Blazeja (CVUT - Czech Technical University, Praga), 2022.

Recenzent dla miedzynarodowych konferencji informatycznych (w tym FOCS, STOC, SODA, ICALP,
SoCG, ESA, STACS) oraz czasopism naukowych (w tym ACM Transactions on Computation Theory,
Journal of Combinatorial Theory Ser. B, SIAM Journal on Computing, SIAM Journal on Discrete Math-
ematics).
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5.6

Inne osiggniecia naukowe

Habilitant wygtosit lub planuje wyglosi¢ kilka zaproszonych referatow i wyktadow:

Referaty i wyklady.

The quest for optimality in geometric intersection graphs (zaproszony wyklad), Homonolo 2019, Nova
Louka, Czechy

The advantages of being modest: subexponential- and quasipolynomial-time algorithms for H -free graphs
(zaproszony referat), Graph Width Parameters: from Structure to Algorithms, ICALP 2021 satellite
workshop, Glasgow, Zjednoczone Krélestwo (warsztaty online)

H -free graphs: from structure to algorithms (zaproszony referat), The 56th Czech and Slovak Conference
on Graph Theory 2021, Rajecké Teplice, Stowacja

Understanding graphs with no long claws (zaproszony referat), Minisymposium: Induced Subgraphs,
29th British Combinatorial Conference 2022, Lancaster, Zjednoczone Krolestwo,

Graphs with no long claws: Recent advance (zaproszony referat), Belgian Graph Theory Conference,
2023 (wydarzenie planowane), Ghent, Belgia,

Optimality program in graph homomorphismsﬂ (zaproszony referat), The 31st Workshop Cycles and
Colourings, 2023 (wydarzenie planowane), Novy Smokovec, Stowacja,

zaproszony wyktadowca na Ecole de Printemps d’Informatique Théorique (EPIT, Spring School on The-
oretical Computer Science), 2024 (wydarzenie planowane), Aussois, Francja

Ponadto, wyglosil szereg referatow na miedzynarodowych konferencjach informatycznych i matematy-
cznych, w tym SODA 2020, ESA 2020, 2019, GD 2019, STACS 2018, 2017, WG 2020, 2019, 2018, 2016, 2012.
Wreszcie, prezentowal swoje wyniki na licznych seminariach badawczych, w tym Princeton Discrete Mathe-
matics Seminar, New York Combinatorics Seminar, ACiD Seminar w Durham, Math Research Seminar na Uni-
versity of Primorska, Berlin-Poznan-Hamburg(-Warsaw) Seminar in Discrete Mathematics, Bordeaux Graph
Theory Seminar, Seminar on Theory of Computing na Uniwerytecie Karola w Pradze, Extremal Combina-
torics Seminar w Instytucie Rényi’ego w Budapeszcie, Jagiellonian TCS Seminar, seminarium z Matematyki
Dyskretnej na UAM w Poznaniu.

Nagrody.

Nagroda Rektora za Wybitne Osiaggniecia Naukowe, Politechnika Warszawska: nagroda indywidualna
III stopnia (za lata 2013-14), nagroda indywidualna I stopnia (za lata 2016-17, 2018-19, 2020-21)

Best Paper Award na konferencji WG 2018 za prace: E. Bonnet, P. Rzazewski, Optimality Program in
String and Segment Graphs, WG 2018 Proc., LNCS 11159, pp. 164-175, 2018

jeden z trzech finalistéw konkursu Open Mind dla miodych polskich kombinatorykéow, 2018

6 Inna dzialalnos¢

Dydaktyka.

Od 2010 roku habilitant prowadzi zajecia ze studentami na Politechnice Warszawskiej. Wiekszos¢
kurséw dotyczy teorii graféw i algorytmiki. W szczegélnosci koordynuje i wyklada przedmiot Mate-
matyka Dyskretna 2, ktéry jest podstawowym kursem teorii grafow dla studentéw kierunku Infor-
matyka i Systemy Informacyjne, a takze przedmiot Teoria zlozonosci dla studentéw studiéw magis-
terskich z Matematyki, w specjalizacji Matematyka w Cyberbezpieczeristwie. Ponadto przygotowat i
prowadzil (lub nadal prowadzi) kilka obieralnych przedmiotéw dotyczacych teorii graféow i algoryt-
mow, przede wszystkim dla probleméw trudnych obliczeniowo. Prowadzil tez dwusemestralny kurs
dla doktorantéw: The probabilistic method.

!'Planowany tytut.
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« Habilitant wypromowat 10 prac magisterskich z matematyki i informatyki, a takze 42 prace licencjackie
i inzynierskie w matematyki, informatyki i analizy danych. W sumie daje to 94 wypromowanych stu-
dentéw — wiele prac inzynierskich bylo pracami zespotowymi (studenci, ktorzy ukonczyli pod opieka
habilitanta zaréwno prace inzynierska/licencjacka, jak i magisterska, liczeni sg w tej sumie podwdjnie).

« Praca magisterska Karoliny Okrasy, przygotowana pod opiekg habilitanta, dostata nagrode Outstand-
ing Master Thesis Award przyznawang w ramach konkursu VCLA International Student Awards 2020
organizowanego przez Vienna Center for Logic and Algorithms.

Popularyzacja nauki. Przez wiele lat habilitant byt zaangazowany w rdézne projekty majace na celu popu-
laryzacje nauki, w szczego6lnosci matematyki i informatyki, w tym Archipelag Matematyki, MatFizChem PW,
MiNI Akademia Matematyki i wiele innych.
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