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1 Wprowadzenie

1.1 Uwaga o uzytej nomenklaturze

W referacie ponizej, gdzie tylko to mozliwe, bede uzywal polskiej termino-
logii. Gdy dla danego pojecia nie zostal dotychczas wypracowany uznany
odpowiednik w jezyku polskim, pozostane przy terminach anglojezycznych.
Przyktadem takich pojeé¢ sa persistent homology, czy persistence diagrams.

1.2 Kilka st6w o mojej tematyce

Topologia stosowana i obliczeniowa, w szczegélnosci Topologiczna Analiza
Danych, jest stosunkowo mtoda dyscypling. Jeszcze dwadziescia-trzydziesci
lat temu topologia byta domena wylacznie matematyki czystej, bardzo od-
legta od bezposrednich zastosowan. Kilka nurtéw badan sprawito, ze pewna
jej czesé wpisala sie w kanon nauk informatycznych i stosowalnych.
Topologia stosowana wywodzi sie z bardziej klasycznej geometrii obli-
czentowej. To tam rozpoczely sie badania nad problemem odtwarzania po-
wierzchni na podstawie skonczonej chmury punktéw prébkowanej z tejze
powierzchni (manifold reconstruction problem). Zaczeto wtedy rozwazaé
pytanie, czy pewne niezmienniki topologiczne, jak na przyktad grupy ho-
mologii kompleksu uzyskanego z takiej rekonstrukcji, sa zgodne z grupami
homologii powierzchni, ktéra chcieliSmy uzyskaé. Rozwdj topologii stosowa-
nej byt rowniez motywowany probami zastosowania technik geometrycznych
w naukach biologicznych; probowano wtedy wykorzysta¢ algorytmy oblicza-
nia grup homologii do detekcji wysokowymiarowych zbioréw punktéw, ktére
tworza nie do konca zamkniety okrag. Préby te okazaly sie nieskuteczne
ze wzgledu na znieksztalcenie szumem i inne niedoskonatosci rzeczywistych
danych. Zdano sobie wtedy sprawe, ze w takich przypadkach pewne cha-
rakterystyki topologiczne, ktére sa niezmiennikami przeksztalcen cigglych,
moga okazaé sie skuteczne. To wtaénie ta niezmienniczo$é¢ ze wzgledu na
przeksztaltcenia ciggle sprawila, ze metody topologiczne dobrze radza sobie
z niepelnymi oraz znieksztatconymi szumem danymi. Te rozwazania dopro-
wadzily do powstania persistent homology [1] oraz algorytmu mappera [12].



Rozwdéj topologii stosowanej nastapil réwniez dzigki Scistym metodom
dynamiki obliczeniowej, w szczegdlnosci pionierskim badaniom prof. Ma-
riana Mrozka nad zjawiskiem chaosu w ukladzie Lorenza [13]. Metody
uzyte w tej pracy wykorzystywaly Sciste obliczenia numeryczne bazujace
na teorii indeksu Conleya. Obliczenia indeksu Conleya, w duzym skrocie,
na pewnym etapie sprowadza si¢ do obliczenn homologii relatywnych pew-
nego zbioru, relatywnie do czeéci jego brzegu. Potrzeba obliczania indeksu
Conleya dla coraz bardziej skomplikowanych danych wymagata opracowa-
nia oraz implementacji szybkich i efektywnych pamieciowo metod obliczania
grup homologii. Prace nad tym problem byty zrédlem powstania grupy, a
dzisiaj mozna juz powiedzie¢ nawet szkoty szkoty topologii stosowanej rozwi-
nietej w przez prof. Mariana Mrozka w Instytucie Informatyki Uniwersytetu
Jagiellonskiego.

Topologia obliczeniowa jest dyscypling lokujaca sie¢ pomiedzy matema-
tyka, informatyka i naukami stosowanymi, ktéra taczy w sobie metody tych
trzech dyscyplin. Bazuje ona na adaptacji Scistych geometrycznych metod
topologii do rozwiazywania praktycznych probleméw pochodzacych z mo-
delowania matematycznego. Zazwyczaj pierwszym etapem badan jest ad-
aptacja matematycznej metody obliczania pewnych niezmiennikéw tak, by
mogla byé¢ uzyta dla dyskretnych/skoriczonych danych. Nastepnie, opraco-
wywane sg efektywne algorytmy dedykowane obliczeniu tych niezmiennikéw.
Na koncu, te algorytmy sa implementowane w taki sposéb, aby mogty zo-
staé uzyte w praktyce. Nalezy zwréci¢ uwage, ze dwa z trzech wymienionych
powyzej etapow mieszcza sie¢ w ramach nauk matematycznych co sprawia,
ze topologia obliczeniowa jest czesto uwazana za dyscypling z pogranicza
matematyki stosowanej i informatyki teoretycznej.

Topologia stosowana i obliczeniowa jest intensywnie rozwijana w czo-
lowych instytucjach naukowych, w szczegélnosci w grupie prof. Gunnara
Carlsona oraz prof. Leonidasa Guibasa (Stanford University), prof. Her-
berta Edelsbrunnera (University of Illinois, Duke, IST-Austria), prof Fre-
defica Chazala (Inria Scalay), prof. Konstantina Mischaikowa (Rutgers),
prof. Yasuaki Hiraoki (Kyoto) czy grupie prof. Ulrike Tillmann (Oxford
University) i wielu innych. W Polsce metody topologii obliczeniowej sa roz-
wijane przede wszystkim w grupie prof. Mariana Mrozka. Poniewaz sama
dyscyplina jest z pogranicza informatyki i matematyki, wspomniane grupy
prowadza dzialalnosé zaréwno w instytutach informatyki jak i matematyki.



1.3 Ogéblny opis osiggnie¢ w rozprawie Algorytmiczna Topo-
logia Stosowana.

Poczynajac od pracy magisterskiej z 2007 roku jak i rozprawy doktorskiej
z 2012 roku, moje zainteresowania naukowe lokuja si¢ na pograniczu ma-
tematyki (dokladniej: geometrii i topologii obliczeniowej, statystyki i teorii
uktadéw dynamicznych), informatyki (efektywnych algorytméw i ich im-
plementacji) oraz zastosowan w réznych dziedzinach nauki. Uwazam, ze
abstrakcyjna matematyka ma bardzo wiele do zaoferowania naukom inzy-
nierskim, naukom o materiatach a w szczegdlnosci szeroko rozumianej ana-
lizie danych. Jednak, aby umozliwi¢ uzycie zaawansowanych metod mate-
matycznych, abstrakcyjne modele matematyczne muszg by¢ przedstawione
tak, aby byly zrozumiate dla specjalistéw reprezentujacych dziedziny, w kté-
rych maja one znalezé¢ zastosowanie. Co wiecej, egzystencjalne, czesto nie-
konstruktywne dowody twierdzen matematycznych, powinny by¢ stopniowo
uzupelniane efektywnymi algorytmami, za ktérymi idg implementacje kom-
puterowe.

Koniecznosé algorytmizacji i implementowania réznych koncepcji sta-
nowi pierwsza z trudnosci, jaka napotykamy w matematycznej informatyce
stosowanej. Kolejng trudnoécia jest koniecznos¢ wypracowania wspdlnego
jezyka z przedstawicielami nauk, w ktérych stosowana jest matematyka i in-
formatyka (w moim przypadku, z inzynierami, chemikami, fizykami a nawet
socjologami i przedstawicielami nauk politycznych, medycznych i innych).
Ten wspélny jezyk pozwala im nie tylko zrozumie¢ modele matematyczne,
ale, co bardzo wazne, przedstawia¢ problemy tamtych nauk w formie mozli-
wie bliskiej precyzyjnego jezyka uzywanego w matematyce.

Osiagniecia naukowe sktadajace si¢ na moja rozprawe habilitacyjng miesz-
cza sie w ramach algorytmicznej topologii stosowanej, bedacej dyscyplina z
pogranicza matematyki, informatyki i zastosowan. Mozna je naturalnie po-
dzieli¢ na kilka szczegétowych podgrup.

W pierwszej z nich zajmuje sie metodami wektoryzacji persistence dia-
grams. Publikacja [V1] przedstawia pierwszy w literaturze efektywny al-
gorytm do wektoryzacji persistence diagrams. Polega on na transformacji
persistence diagrams do tak zwanych persistence landscapes. CzeScia skla-
dowa publikacji jest efektywna implementacja w C++, ktéra jest uzywana
przez liczne zespoly na $wiecie (jest pierwsza implementacja umozliwiajaca
uzycie persistence diagrams w statystyce i nauczaniu maszynowym). Praca
[V2] pozwala na wektoryzacje persistence diagrams, ktére adaptuja sie do
rozwazanego zbioru diagraméw. Konsekwentnie, tego typu wektoryzacje sa
znacznie bardziej efektywne, co znalazto potwierdzenie w licznych ekspery-



mentach przedstawionych w pracy [V2].

Kolejnym punktem jest praca [S1], w ktérej uogdlnia sie, wprowadzone w
grupie Mariana Mrozka, techniki upraszczania komplekséw symplicjalnych
z zachowaniem ich homotopii (homologii) na przypadek komplekséw z fil-
tracja. W tej sytuacji, techniki te moga skutecznie przyspieszy¢ obliczenia
persistent homology kompleksow z filtracja.

W swojej pracy badawczej rozwazam réwniez relacje matematyki dys-
kretnej i ciaglej. Praca [CD1] przedstawia, bazujaca na koncepcji arytmetyki
przedziatlowej, metode dyskretyzacji funkcji f : R® — R tak, by odleglosé
w metryce L°° pomiedzy aproksymacja oraz rzeczywista wartoscia funkcji
byla zawsze mniejsza niz zadana na wejsciu stata. Metoda ta w szczegdlnosci
pozwala obliczaé persistent homology dla funkcji cigglych.

Prace [MS1] i [MS2] przedstawiaja zastosowania metod topologii oblicze-
niowej do analizy materialowej. W pierwszej z prac proponujemy schemat
poréwnania materialéw nanoporowatych przy pomocy odpowiednio skon-
struowanego filtrowanego kompleksu symplicjalnego i jego persistent homo-
logy. W drugiej pracy rozwazamy bardziej teoretyczne pytanie - na ile in-
formacje z kostkowych persistent homology rozwiazania pewnego réwnania
rézniczkowego (w tym przypadku réownania Cahna-Hilliarda-Cooka) zacho-
wujg informacje o parametrach tegoz réwnania.

Seria prac [E1]-[E2] jest uwienczeniem dlugoletniej wspélpracy z grupa
inzynieréw elektrykéw. Celem tej wspdlpracy byl, po pierwsze, teoretyczny
rozwbj Dyskretnego Geometrycznego Podejécia do réwnan Maxwella. Praca
[E1] jest podsumowaniem tego projektu. Nastepnie, by zaprezentowane
przez nas techniki matematyczne mogty zostaé¢ uzyte w srodowisku inzynie-
réw, konieczny byl rozwdj bardzo szybkich algorytméw implementujacych
teoretyczne obserwacje z [El]. Praca [E2] jest ukoronowaniem kilku cze-
Sciowych publikacji powstalych na przestrzeni osmiu lat, w ktérych udato
nam si¢ przedstawi¢ coraz to szybsze algorytmy obliczajace wymagane nie-
zmienniki topologiczne. Przedstawiamy w niej najszybszy obecnie dostepny
algorytm oraz implementacje umozliwiajaca poprawne uzycie Dyskretnego
Geometrycznego Podejécia do réwnan Maxwella w praktyce. Na tym etapie
nalezy nadmienié, ze implementacja przedstawiona w [E2] zostala wdrozona
przez firme EMWorks do jej komercyjnego oprogramowania stuzacego do
modelowania réznych komponentéw elektrycznych (https://www.emworks.
com/)



2 Algorytmy i implementacja: czy sg istotne?

W przypadku praktycznych zastosowan matematyki i informatyki imple-
mentacje proponowanych algorytméw maja kluczowe znaczenie i sg nieod-
tacznym uzupelnieniem wynikéw teoretycznych. Takie implementacje nie
tylko Swiadcza o tym, ze proponowane algorytmy mozna w praktyce zasto-
sowad, ale przede wszystkim sa narzedziem uzywanym przez liczna grupe
naukowcéw z calego $wiata. To one, w ostatecznym rozrachunku, pozwalaja
na praktyczne wykorzystanie wynikow teoretycznych.

Nalezy zaznaczy¢, ze udostepnienie dla $rodowiska naukowego popraw-
nej i czytelnej implementacji jest zadaniem trudnym i zmudnym; wymaga
nie tylko wyobrazni, glebokiej wiedzy programistycznej i cierpliwosci, ale
réwniez wiedzy z zakresu inzynierii oprogramowania oraz metod testowania
oprogramowania. Ponizej przedstawiam liste bibliotek programistycznych
zaimplementowanych przeze mnie w okresie pomiedzy uzyskaniem stopnia
doktora a chwila obecna. Te biblioteki sa integralna cze$cia niniejszej roz-
prawy habilitacyjnej.

1. BallMapper pakiet CRAN zaimplementowany w jezyku R, https://
cran.r-project.org/web/packages/BallMapper/index.html — pa-
kiet ten zostal stworzony calkowicie przez mnie.

2. Persistence Landscape Toolbox. Toolbox to obliczen statystycznych
i uczenia maszynowego ( https://www2.math.upenn.edu/~dlotko/
persistencelandscape.html) - réwniez dostepny w rozbudowanej
wersji jako czes¢ biblioteki Gudhi. Pakiet ten zostal stworzony cal-
kowicie przez mnie i jest czeScia rozprawy habilitacyjnej.

3. Thinlt software, toolbox do obliczania szkieletéw 2,3 oraz 4 wymiaro-
wych modeli ( http://www.comphys.com/thinit.html). Pakiet ten
zostal stworzony catkowicie przez mnie i jest czescia rozprawy habili-
tacyjnej.

4. Implementacja komplekséw kostkowych, reprezentacji persistence dia-
grams oraz kilka dodatkowych pakietéw w bibliotece Gudhi - w tym
przypadku kod przeszedl skrupulatny proces recenzji (dostepne w Gu-
dhi 1.3.0 lub wyzszej, http://gudhi.gforge.inria.fr/). Pakiet ten zostal
stworzony catkowicie przez mnie i jest czedcig rozprawy habilitacyjnej.

5. Implementacja metod przypisywania niezmiennikéw do drzew zanurzo-
nych w R3. Jest ona gléwnie wykorzystywana to klasyfikacji réznych



typéw neuronéw. Poczatkowa wersja implementacji dostepna pod ad-
resem https://github.com/reemkhalilneurolab/morphology zostata
zaimplementowana w pakiecie programistycznym Matlab. Pakiet ten
zostal stworzony wspdlnie z Ahmadem Farhadem.

3 Szybkie obliczenia persistent homology

Persistent homology jest jednym z najbardziej udanych narzedzi topologicz-
nej analizy danych. Idea, by skupia¢ uwage na homologiach rosnacej filtracji
bardziej niz na homologiach calej przestrzeni, pojawiata sie w pracach Va-
nessy Robins oraz Massimo Ferriego i kierowanej przez niego grupy z Bolonii
juz w latach dziewieédziesiatych. Jednak po raz pierwszy pomyst ten zostat
sformalizowany przez Herberta Edelsbrunnera w sposéb ogélny w pracy [1].

Przypomnijmy pokrotce definicje persistent homology. Filtracjg kom-
pleksu symplicialnego K nazywamy wstepujacy ciag podzbioréw kompleksu
K

lcKocKic...CcKp1CK,=K

taki, ze kazdy z KC;, dla i € {0,...,n}, jest kompleksem symplicialnym. Po-
wyzszy cigg inkluzji indukuje nastepujacy ciag homomorfizméw w grupach
homologii w dowolnym wymiarze k:

0— Hk(Ko) — Hk(l(:l) — ... = Hk(ICn,l) — Hk(lCn) = Hk(lC)

Majac dane 0 < i < j < n rozwazamy homomorfizm fli’j s Hiy (Ky) — Hi(K5)
indukowany przez inkluzje K; — K;. Persistent homology jest formalnie
zdefiniowane jako obrazy tego homomorfizmu.

Przedstawmy teraz nieformalng intuicje tego pojecia. Niech bedzie dany
cykl 0 # ¢ € Hi(K;). Méwimy, ze cykl ¢ jest utworzony w Hy(K;) o ile ¢ nie
jest w obrazie f%/ dla i < j. Innymi stowy, w tej sytuacji, niezerowy cykl ¢
pojawia sie po raz pierwszy w Hj(K;). Méwimy, ze cykl c jest zakoriczony
w Hi(K;) o ile ¢ € H(K;) oraz albo 0 = ¢ € Hi(K;) dla i < j albo 0 #
[c1] = [¢] € Hi(K;), dla i < j, oraz cykl ¢; zostal utworzony wczesniej niz
c. Intuicyjnie, cykl ¢ jest zakonczony w Hy(K;), o ile staje si¢ on trywialny
w nastepnym kompleksie albo w tym kompleksie staje si¢ réwny innemu
cyklowi, ktory zostal utworzony wczeéniej.

Dla cyklu ¢ ktéry zostal utworzony w Hy,(K;) oraz zakonczony w Hy(KC;),
para liczb (7, j) jest zwana persistence pair cyklu c. Zbiér wszystkich persi-
stence pairs nazywamy persistence diagram. Poniewaz dla kazdej persistence
pair (i,7), mamy i < j, persistence diagram jest zazwyczaj reprezentowany
jako zbiér punktéw w R? lezacych powyzej prostej y = .



Juz w pracy [1] zaobserwowano, ze podstawowy algorytm do obliczania
persisent homology jest szczegdlnym przypadkiem diagonalizacji Gaussa ma-
cierzy brzegu kompleksu filtrowanego — zatem jego pesymistyczna ztozonoéé
obliczeniowa! wynosi O(n?), gdzie n jest liczba symplekséw w rozwazanym
kompleksie. Istnieja przyklady rodzin komplekséw symplicialnych, dla kté-
rych algorytm ten osiaga swoja pesymistyczna ztozonosé.

Jednoczesnie, w przypadku obliczen standardowych grup homologii, grupa
krakowska wypracowala liczne algorytmy upraszczajace dane, z zachowa-
niem ich grup homologii (w szczegblnosci [2] oraz [3]), ktére w praktycznych
przypadkach istotnie przyspieszaja obliczenia. W tym przypadku, grupy
homologii byly uzyte do zdefiniowania homologicznego Indeksu Conleya.

W pracy [S1] metody redukcji zostaly zaadoptowane do komplekséw z
filtracja. Gléwna idea pracy jest obserwacja, ze pare redukcyjna lub ko-
redukcyjna (o, 7) mozna usunaé z rozwazanego kompleksu z filtracja, o ile
wartos¢ filtracji na ktérej pojawia sie sympleks o jest taka sama jak wartosé
filtracji sympleksu 7. Nalezy zaznaczy¢, ze takie redukcje sa bardzo szyb-
kie, gdyz ich przeprowadzenie nie wymaga zadnych obliczen algebraicznych
i dlatego moze by¢ wykonane na poziomie struktury danych reprezentujacej
kompleks symplicialny. W szczegdlnoéci prawdziwe jest nastepujace twier-
dzenie:

Twierdzenie (Twierdzenie 4.2 w [S1])

Niech K bedzie kompleksem z filtracjg dang przez funkcje g : K — R. Niech
(0,7) € K x K bedzie parg (ko)redukcyjng takq, ze g(o) = g(1). Wtedy
persistent homology kompleksu KC oraz kompleksu K\ {o, T} sq izomorficzne.

O ile sama metoda nie zostala przez nas zaimplementowana, jest ona
posrednio uzyta w pakiecie Perseus [4], ktory do niedawna byl wiodacym
narzedziem do obliczen persistent homology.

4 Persistence diagrams, statystyka i ich wektory-
zacja

Od czaséw zdefiniowania persistence diagrams w 2002 roku w pracy [1], przez
ponad 10 lat byly one uzywane do opisu danych wytacznie w subiektywny
sposéb - poprzez wizualne poréwnanie kolekcji dwoch, lub rzadko wiekszej
ilosci diagraméw. Powodem tego stanu rzeczy jest to, ze persistence dia-

!Przez pesymistyczng ztozonoéé algorytmu rozumiemy maksymalna, teoretycznie moz-
liwa liczbe krokéw wykonanych przez algorytm, bedaca funkcja rozmiaru danych wejécio-
wych.
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Rysunek 1: Adaptacyjne versus nie adaptacyjne metody wektoryzacji.

grams sa chmurami punktéw w R? o zmiennej wielkoéci. Przestrzen persi-
stence diagrams, mimo ze jest przestrzenia polska, nie jest ani przestrzenia
Banacha, ani tym bardziej przestrzenia Hilberta. W zwiazku z tym, nie
jest to przestrzen, na ktérej mozna stosowaé tradycyjne metody statystyki i
nauczania maszynowego. Dodatkowo nie jest znana jednoznaczna definicja
sredniej dwoch lub wiecej persistence diagrams.

Pierwsza teoretyczna metoda oferujaca wlozenie przestrzeni persistence
diagrams do przestrzeni funkcji LP(R x N, R), znana jako persistence land-
scapes, zostala zaproponowana w pracy [5]. Niedlugo potem, w pracy [V1]
przedstawiliSmy efektywne obliczeniowo algorytmy konstrukcji persistence
landscapes. Sam algorytm konstrukcji jest skomplikowany - wykorzystuje on
odpowiednio zmodyfikowana idee sweep line, ktéra majac na wejéciu persi-
stence diagrams, zwraca indeksowany przez spéjny prefiks liczb naturalnych,
ciag funkcji kawatkami liniowych posiadajacych wlasnoéé, ze n-ta funkcja
jest nie mniejsza niz funkcja (n + 1)-sza. Konsekwentnie, wykres wszystkich
funkcji przypomina nachodzace na siebie tanicuchy goérskie, stad nazwa.

Dodatkowo, oprécz algorytméw i implementacji, praca [V1] zawiera liczne
przykltady uzycia proponowanych metod - w szczegdlnosci przedstawiamy
tam uzycie persistence landscapes do testu permutacyjnego oraz prostych
klasyfikatoréw. Poréwnujemy tez prezentowana przez nas reprezentacje do-
kladna z alternatywna reprezentacja przyblizona (gdzie funkcje kawaltkami
liniowe sa przyblizane na jednostajnej siatce punktéw).

Jak wspomniano wczesniej, algorytmy i implementacja przedstawiona w
[V1] daly pierwszy na Swiecie dzialajacy pakiet laczacy persistent homology
z metodami statystyki, nauczania maszynowego oraz sztucznej inteligencji.

W kolejnej pracy [V2] zajmowalem sie adaptacyjng wektoryzacja persi-
stence diagrams. Aby uzmystowi¢ sobie sens podejécia adaptacyjnego, wy-
obrazmy sobie sytuacje, w ktorej jakis proces produkuje persistence dia-
grams, ktorych punkty sa skoncentrowane w pewnym konkretnym obszarze
R?, jak przedstawiono na Rysunku 1.
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W tym przypadku, jezeli punkty z kolejnych persistence diagrams réznia
sie nieznacznie od pozostalych, wtedy persistence landscapes skonstruowane
na ich podstawie beda bliskie w normie LP. Jednak, czasami zalezy nam
na uwypukleniu subtelniejszych réznic pomiedzy diagramami. Nalezy za-
znaczy¢, ze jest to przypadek czesto spotykany w praktyce. W tej sytuacji
powinnidémy zastosowa¢ metody adaptacyjne, ktére moéwiac nieformalnie,
daja lepszag rozdzielczo$¢ w rejonach diagramu, w ktorych gestoéé punktdw
jest odpowiednio duza.

Metoda wektoryzacji przedstawiona w pracy [V2] opiera sie na wyborze
podzbioru punktéw L z diagraméw D (L C D), budowie (w najprostszej
wersji) komoérek Voronoi’a punktéw z L?. Niech bedzie dany dobry porzadek
na punktach z L. Kazdemu punktowi [ € L przypisujemy liczbe punktéw z
D ktoére sa w komorce Voronoi odpowiadajacej punktowi I. W ten sposéb
uzyskujemy wektor w RIE| opisujacy zbiér D.

Przedstawiona powyzej metoda, mimo ze intuicyjnie jasna, ma powazne
niedociagniecie - nie jest ona stabilna; infinitezymalna zmiana wejsciowego
diagramu moze istotnie zmieni¢ wyjsciowy wektor. W pracy [V2] rozwazamy
caly szereg metod, ktére sg stabilne i oparte na podobnej idei jak przedsta-
wiona powyzej. Moim oryginalnym wkladem w prace [V2] bylo przedsta-
wienie dowoddéw stabilnosci wszystkich rozwazanych tam metod. Jednym z
gtéwnych wynikéw pracy jest twierdzenie o stabilnosci tak zwanych persi-
stence VLAD ktére podane jest ponizej:

Twierdzenie Niech B i B’ bedq persistence diagrams, takimi, Ze B, B’ C
[a,b] x [a,b] oraz niech A = {w;, p;, Xi,i = 1,..., N} bedzie Gaussian Mi-
xture Model spelniajgcym warunek, Ze w; # 0. Wtedy stabilny persistence

VLAD w RN (jest to jedna z rozwazanych metod wektoryzacji) jest funkcjq
Lipschitzowskg wzgledem odlegtosci 1-Wassersteina, to znaczy:

||VSPVLAD () _ SPVLAD B/ < . \W(B, B'),

gdzie C jest stalg zalezng od [a,b] X [a,b].

5 Od matematyki cigglej do dyskretnej

Relacje pomiedzy matematyka ciagla i dyskretng nie sa tatwe ani trywialne.
Czesto, prébujac rozwiazaé jakis problem, naukowcy zajmujacy sie matema-
tyka czysta siegaja po metody komputerowe, szukajac inspiracji dla rozwia-

2Komérks Voronoi’a dla punktu p € L nazywamy zbiér punktéw x € R?, ktére sa
blizsze p niz innym punktom z L.
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zania analitycznego. Jednak, bardzo czesto, z wylaczeniem probleméw ma-
tematyki dyskretnej, nie mamy zadnych gwarancji, ze rozwigzanie obliczone
nam przez komputer jest w jakikolwiek sposéb bliskie ciagltemu rozwigzaniu
problemu.

Préoby uzycia komputeréw do uzyskiwania $cistych matematycznie roz-
wiazan maja obecnie okolo piecdziesiecioletnia historie. W Polsce sa one
aktywnie rozwijane w szczegdlnosdci przez grupe Mariana Mrozka i Piotra
Zgliczynskiego z Uniwersytetu Jagiellonskiego, z ktorej sie wywodze.

W pracy [CD1] zajmuje sie zagadnieniem $cistej dyskretyzacji funkeji cia-
glych. Zal6zmy, ze mamy dang funkcje f : Z — R™, gdzie Z C R" jest zbio-
rem zwartym. W rozwazanym przez nas przypadku Z jest n-wymiarowym
prostopadltoscianem w R”. Dla celéw pracy, zbiér Z bedzie podzielony na
tak zwany kompleks prostopadlodcianow, to jest kolekcje n-wymiarowych
domknietych prostopadtoscianéw Q ktére w caloéci wypelniaja Z i prze-
cinaja si¢ wyltacznie na wspdlnych krawedziach. We wspomnianej pracy
zaproponowaliémy algorytm czesciowy® zwracajacy przyblizenie funkcji f,
oznaczone przez Lf, jako funkcje kawatkami stala. Jest ona stata na kaz-
dym prostopadtoécianie z rodziny Q. Co wiecej, dla zadanej na wejéciu
statej e > 0, o ile algorytm zakonczy dzialanie, mamy gwarancje, ze

[(f =0Of)lzll< e

Przyktad ilustrujacy takie aproksymacje jest pokazany na Rysunku 2.

Gléownym narzedziem umozliwiajacym nam uzyskanie aproksymacji o
tych wlasnosciach jest arytmetyka przedzialowa [6] oraz algorytmy kombi-
natoryczne konstrukcji pokrycia @ zbioru Z. Naturalnym jest tu pytanie,
czy dla pewnej klasy funkcji, nasz algorytm, przy odpowiednich zalozeniach,
zawsze poda poprawng odpowiedz. O ile, dla dowolnej funkcji f, takie twier-
dzenie jest falszywe, o tyle, mozna je udowodnié¢ dla funkcji Lipschitzowskich
przy zatozeniu, ze mamy dostatecznie dokladna reprezentacje liczb rzeczywi-
stych bedacych koncéwkami naszych przedziatéw. Mowi o tym nastepujace
twierdzenie (Twierdzenie 3.2 w [CD1]):

Twierdzenie (Zlozonoé¢ obliczeniowa dla funkcji Lipschitzowskich).

Niech R C R" bedzie zwartym prostopadloscianem oraz funkcja f: R — R™
bedzie funkcjq Lipschitzowskq ze stalq Lipschitza L. Zalozmy, ze algorytm
zaprezentowany w pracy [DC1] uruchomiony na komputerze, ktéry ma mozli-
wos¢ reprezentowania liczb rzeczywistych z nieskonczong precyzjq, dla funk-

3 Algorytm czesciowy ma wlasnosé, ze moze zakonczy¢ dziatanie nie zwracajac odpowie-
dzi. Innymi slowy, w przeciwienstwie do standardowego algorytmu, dla pewnych danych
wejsciowych moze on nie przedstawi¢ oczekiwanego wyniku, ale odpowiedzie¢ 'nie wiem’.
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Rysunek 2: Przyklady aproksymacji funkcji: Po lewej, f(z) = 2 — 25z +
10822 — 16223 + 81z* na przedziale [0,1] ze stalg € = % Kolorem mniebie-
skim przestawiamy wykres funkcji, za$ kolorem czerwonym przedstawiamy
elementy Of aproksymacji funkcji f. Po prawej, widzimy aproksymacje
funkcji Ackley’a [7] ze stalg e = 2.

cji f oraz stalej € obliczyl reprezentacje Of funkcji f. Wtedy otrzymany
podzial prostopadioscianu R bedzie mial co najwyzej

a(L)diam(R)
2¢

n wymiarowych prostopadtosciancw. Stala o(L) zalezy od stopnia skom-
plikowania wzoru funkcji g (jak dokladnie opisano w pracy) za$ diam(R)
oznacza Srednice prostopadlo$cianu R w normie maksimum.

Zaprezentowana w pracy [CD1] aproksymacja ma potencjalnie bardzo
szeroki zakres stosowan. Jako jeden z przykltadéw podaliSmy Scista aproksy-
macje persistent homology dla funkcji ciagtych. W ten sposéb uzyskalismy
jedyna istniejaca w chwili obecnej metode Scistego obliczania persistent ho-
mology dla funkcji cigglych.

6 Zastosowania w inzynierii elektrycznej

Historia moich badan we wspoélpracy z inzynierami elektrykami, w szczegél-
noéci z prof. Rubenem Specogna z Uniwersytetu w Udine siega poczatkdw
moich studiéw doktoranckich w 2008 roku. Dzisiaj, pomimo uptywu pra-
wie pietnastu lat, nasze wiezi naukowe wcigz sa bardzo silne. To wladnie
interakcja z inzynierami przekonala mnie, Zze wiele dziedzin nauki i tech-
niki potrzebuje wspoélpracy z matematykami i informatykami. Matematycy
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sg nieocenieni w poprawnym i formalnym zdefiniowaniu i wyabstrahowa-
niu problemu nad ktorym pracujg inzynierowie. Informatycy za$ pomagaja
w przygotowaniu najbardziej efektywnych algorytméw i ich implementacji,
tak by wypracowana w tym interdyscyplinarnym $érodowisku metoda byla
uzyteczna jako calo$¢ i mogla zostaé zastosowana w praktyce.

Jako cze$¢ mojej rozprawy habilitacyjnej pragne przedstawi¢ prace [EE1],
ktora jest przykladem matematycznej formalizacji problemu jak i prace
[EE2], ktéra podsumowuje dluga droge rozwoju szybkich algorytméw do
obliczania niezmiennikéw znalezionych w [EE1]. Praca [EE3] przedstawia
algorytm umozliwiajacy obliczenia reprezentantéw generatoréw kohomologii
dla dwuwymiarowych rozmaitosci. Jest on waznym elementem sktadowym
algorytmu przedstawionego w [EE2].

W pracy [EE1] zajmujemy sie tak zwanym Dyskretnym Geometrycz-
nym Podejsciem (DGP) do Réwnan Maxwella [8] dla przypadku pradéw
zmiennych o niskiej czestotliwosci. W tej sytuacji mozna uznaé, ze prad
przesuniecia w rownaniach Maxwell’a jest zerowy. DGP nie bazuje jednak
na dyskretyzacji réwnan rézniczkowych. Zaklada ono, ze dziedzina K C R3,
na ktorej poszukujemy rozwigzania jest zadana przez kompleks symplicialny
K. Ten kompleks jest sumg dwdch podkomplesow: K. — kompleksu mode-
lujacego przewodnik oraz K, — kompleksu modelujacego izolator. Te dwa
kompleksy stykaja sie na sumie dwuwymiarowych rozmaitosci bedacych ich
wspolna czescia.

Dla danego kompleksu symplicialnego K metoda DGP polega, w pierw-
szym etapie, na przypisaniu zmiennym fizycznym geometrycznych elemen-
téw kompleksu K, oraz kompleksu do niego dualnego*. Pogladowo to przy-
porzadkowanie jest przedstawione na Rysunku 3. I tak, dla przyktadu, prad
elektryczny, I, jest kolaicuchem® zbudowanym na dwuwymiarowych sym-
pleksach w K. Sita Magnetomotoryczna, F, jest kotancuchem zbudowanym
na jednowymiarowych sympleksach (krawedziach) w K i tak dalej.

Majac zwiazek zmiennych fizycznych z geometria, mozemy wypisaé dys-
kretne odpowiedniki réwnan Maxwell’a, ktére w tym przypadku sg uktadem
algebraicznych réwnan liniowych. Dla przyktadu;

1. Prawo zachowania tadunku méwi, ze (I,0v) = 0 dla kazdego czwo-
roscianu v € K — innymi stowy, prad ktéry wplywa do v, musi z v
wyplynag,

4Ktérego, dla prostoty tekstu, nie bedziemy tutaj definiowali, dalsze szczegélty sa do-
stepne w [EE1].

5Najprosciej rzecz ujmujac kotancuch jest funkcjg z rodziny symplekséw pewnego wy-
miaru w R posiadajaca pewne dodatkowe wlasnosci.
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Rysunek 3: Powigzanie zmiennych fizycznych z geometrycznymi elementami
kompleksow rozpinajgcych dziedzine obliczen K.

2. Réwnanie Ampere’a ma postaé¢ (I, f) = (F,df) dla kazdego dwuwy-
miarowego sympleksu f € K - innymi slowy, prad przeptywajacy przez
dwuwymiarowy sympleks f jest réwny sile magnetomotorycznej na
brzegu f.

Brakujace réwnania, bedace dyskretnymi odpowiednikami praw Fara-
daya oraz Gaussa, nie zostaly tu przedstawione w celu oszczednoéci miejsca.
Sa one réwniez réwnaniami liniowymi. Otrzymany catosciowy uklad réwnan
algebraicznych mozna rozwigzaé przy pomocy deterministycznych lub przy-
blizonych iteracyjnych metod rozwiazywania ukladéw réwnan. Jednakze,
jest bardzo wiele wewnetrznych zaleznosci pomiedzy niewiadomymi (zmien-
nymi fizycznymi), ktére powoduja, ze wskaznik uwarunkowania rozwazanego
uktadu liniowego jest bardzo wysoki. Ponadto, liczba niewiadomych (czyli
rozmiar ukladu), jest istotnie wieksza od minimalnej. W zwiazku z tym
metody iteracyjne, ktére sa jedyna praktycznie dostepna opcja dla duzych
uktadéw rownan, albo nie zbiegaja do rozwiazania, albo zbiegaja do niego
bardzo powoli.

By rozwiazaé¢ ten problem, wprowadza sie dwa potencjaly - Magnetic
Scalar Potential T, zdefiniowany na krawedziach K. oraz Flectric Vector
Potential ), zdefiniowany na wierzchotkach K.

Kazda zmienna fizyczna moze zostaé¢ obliczona przy uzyciu tych dwéch
potencjatéw. W szczegdlnosci, sita magnetomotoryczna jest wyrazona wzo-

rem:
F =T + 09 + poprawka topologiczna (1)

Liczba niewiadomych w uktadzie réwnan, w ktérym obliczamy wylacznie
wartosci T oraz €2 jest Srednio okoto 10 razy mniejsza niz dla petnego uktadu
rownan opisanego powyzej. Réwniez wskaznik uwarunkowania uktadu ba-
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Rysunek 4: Po prawej, szkic przewodnika w ksztalcie wypelnionego torusa
wraz z ptaszczyzng S rozcinajgeg go na pot. Po prawej rzut samej plaszczy-
zny S. Na niebiesko oznaczono elementy torusa przecietego przez S. Dwa
jednowymiarowe cykle c1 oraz co wraz z dwuwymiarowymsi brzegami by oraz
b majgcymi wlasnosé, ze Oby = c1 oraz by = ¢y sq widoczne na rysunku
po prawej.

zujacego na potencjatach jest istotnie lepszy. Te wlasnosci sprawiaja, ze
DGP, wraz z poprawka topologiczna z [EE1], jest metoda bardzo efektywna
obliczeniowo.

Wyjasnienie koniecznosci uzycia poprawki topologicznej w réwnaniu 1,
zobrazujemy przy pomocy Rysunku 4.

Zalézmy na moment, ze poprawka topologiczna nie jest potrzebna i ze
sita magnetomotoryczna moze by¢ wyrazona prostszym wzorem F = T+ ().
Wiemy, ze T jest zerowy na przedstawionych krawedziach, poniewaz sg one
zawarte w catosci w kompleksie K, zatem powyzszy wzor redukuje sie do F =
6€). Ponadto, skoro €2 jest zerowymiarowym kocyklem, z definicji kocyklu
(6092 = 0) otrzymujemy:

(F,0s) = (692, 0s) = (609, s) =0

dla s bedacego zaréwno 2-tancuchem, ktérego brzegiem jest cykl c; jak i cykl
ca. W przypadku cyklu ¢; ten wynik jest poprawny — poniewaz tancuch s
znajduje sie¢ w izolatorze, nie przeplywa przez niego zaden prad. Jednak,
ten wynik nie jest poprawny w przypadku cyklu co. Zauwazmy, ze cykl co
ma wlasnosé, ze kazdy 2-tancuch ktérego jest on brzegiem, musi zawieraé
elementy przewodnika K.. Przez te elementy przewodnika bedzie plynal
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niezerowy prad, zatem warto$é¢ sity magnetomotorycznej na co powinna byé
niezerowa.

Podstawowym wynikiem pracy [EE1] jest teoretyczne zdefiniowanie wspo-
mnianej powyzej topologicznej poprawki. Jej sens mozna nieformalnie wy-
wnioskowaé z Rysunku 4; Wezmy cykl ¢, ktéry jest nietrywialny w Hq(K,)
(lub jest catkowita wielokrotnoscia takiego nietrywialnego cyklu). Wartosé
F na ¢, (F,c), musi byé¢ réwna pradowi w przewodniku — ktéry jest para-
metrem metody — lub odpowiedniej wielokrotnosci wartosci tego pradu dla
cyklu ¢ okrazajacego przewodnik wielokrotnie.

Jak wykazaliSmy formalnie w pracy [EE1], wziecie za poprawke topolo-
giczng kotancuchéw bedacych generatorami pierwszej grupy kohomologii IC,,
H'(K,), w pelni rozwigzuje problem i czyni z DGP spéjny system z jedno-
znacznym rozwigzaniem. Formalnie, wspomniany wynik jest przedstawiony
W ponizszym twierdzeniu:

Twierdzenie (Reprezentanci generatoréw kohomologii wystarcza do
spéjnosci DGP)

Niech {ci}?;(llc“) bedq reprezentancami generatoréw H*(K,). Niech {8@}?;(1&)
bedg dualnymi cyklami do nich (w sensie twierdzenia o wspétczynnikach uni-
wersalnych dyskutowanego w [EE1]). Jezeli zdefiniujemy sile magnetomo-
toryczng jako F = 6Q + T + Zf;(l’ca)jici, to prady przeplywajgce przez
2-lanicuchy o; (przecinajace przewodnik K.) bedq réwne j; Amperéw. Wtedy
Magnetic Scalar Potential oraz Electric Vector Potential dajg jednoznaczne
rozwigzanie DGP.

Algorytm przedstawiony w pracy [EE1], pomimo ze poprawny teore-
tycznie, byt jednak zdecydowanie zbyt powolny, by rozwiagzaé problemy o
wielkoéciach rozwazanych w zastosowaniach. Nalezy wspomnieé, ze byl to
ogolny algorytm do obliczania grup kohomologii dla dowolnych komplekséw.
Jednak, w zastosowaniach inzynierskich ilo§é¢ tréjwymiarowych sympleksdw
w kompleksie I czesto jest liczona w milionach - dlatego tez standardowe
algorytmy sa zbyt wolne. Poniewaz naszym celem byto nie tylko teoretyczne
rozwigzanie problemu, ale przedstawienie narzedzia, ktére jest praktycznie
uzyteczne, wiec nie poprzestaliSmy na wyniku teoretycznym z pracy [EE1].
W nastepnych latach rozwineliémy cala serie algorytmdéw zwieniczong algo-
rytmem i implementacja opisana w pracy [EE2]. W ten spos6b rozwinelismy
bardzo szybki algorytm, ktéry sprostat oczekiwaniom inzynieréw. Dla przy-
ktadu, dla pewnego kompleksu symplicialnego modelujacego induktor, po-
siadajacego 2 miliony symplekséw w wymiarze 3, algorytm przedstawiony
w [EE1] nigdy nie zakoniczyl dzialania. Nasze kolejne algorytmy, urucho-
mione na tym samym przykladzie, potrzebowaty kolejno 60000, 25 sekund
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i ostatecznie 1 sekunde aby wykonaé obliczenia. Pozostala czesé obliczen
w tym przypadku zajmuje okoto 30 sekund. Jest zatem jasne, ze algorytm
przedstawiony w [EE2] potrzebuje tylko utamek czasu calo$ciowych obliczen
i moze by¢ z powodzeniem stosowany jako przygotowanie do obliczen.

Algorytm przedstawiony w [EE2] zostal nie tylko doceniony w $rodowi-
sku naukowym. Jest on réwniez uzywany w przemysle przez firme EMWorks
(https://www.emworks.com/)% co jest przykladem przemystowego wdroze-
nia wynikow mojej pracy naukowej.

W pracy [EE3] rozwazam problem obliczania generatoréw kohomologii
dwuwymiarowych rozmaitoéci (z brzegiem i bez). O ile problem ten nie
jest bezposrednio zwiazany z zastosowaniami metod topologicznej analizy
danych w elektromagnetyzmie, jest on istotnym skladnikiem rozwiazania z
pracy [EE2], dlatego zostal oméwiony w tym rozdziale. Przedstawiony w
pracy [EE3] algorytm, w najprostszym przypadku, dziala w czasie O(n),
gdzie n jest iloScia symplekséw na danej powierzchni. Optymalne (w pew-
nym sensie) generatory moga zostac¢ obliczone w czasie nlog(n). O ile kombi-
natoryczne metody obliczania generatoréw homologii dla takich powierzchni
byly znane, uzyskanie generatoréw kohomologii wymagalto zastosowania, w
sposéb konstruktywny, twierdzenia Poincarego o dualno$ci miedzy grupami
homologii i kohomologii dla rozmaitosci (z brzegiem lub bez), co jest klu-
czowym wynikiem pracy [EE3].

Kombinatoryczny algorytm przedstawiony w pracy [EE3] znalazl zasto-
sowanie w metodach obliczania poprawki topologicznej dla DGP do réwnan
Maxwella w pracy [EE2]. Uwazam, ze moze on by¢ réwniez przydatny w
grafice komputerowej, na przyktad by odwzorowaé¢ dwuwymiarowy obrazek
lub teksture na powierzchnie dwuwymiarowa.

Algorytm ten operuje na podziale komérkowym (w najprostszym przy-
padku triangulacji) K rozmaitosci K. Majac dany kompleks K oraz kom-
pleks dualny D(K) oblicza on generatory homologii H;(K) i kohomologii
H'(K) danego kompleksu K jak opisano ponizej;

Obliczenia bazy H'(K) zaczepionej w wierzchotku v
Wejscie: Kompleks IC, kompleks dualny D(K), wierzcholek v € K

e Niech T' C K; bedzie drzewem najkrotszych $ciezek z v do pozostatych
wierzchotkow /C.

SMamy réwniez nieformalne informacje, ze inne firmy oferujace oprogramowanie do
modelowania w elektromagnetyzmie réwniez stosuja nasze wyniki, jednak nigdy nie udato
nam sie uzyskac oficjalnego potwierdzenia. Niestety, kody zrédtowe takich platform nie sa
dostepne, zatem nie jest mozliwe sprawdzenie, jakie techniki sa uzywane w obliczeniach.
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o Kazda krawedZ e € Ky \ T zamyka, wraz z T, cykl w K1 zawierajacy
wierzcholek v. Niech o(e) bedzie dlugoscia tego cyklu.

o Niech 7" bedzie maksymalnym drzewem rozpinajacym na D(Kj) \
D(T). Waga krawedzi D(e), dla e € D(Kq1) \ D(T), jest dana przez

ole).
e Niech E={ec Ky |egT oraz D(e) ¢ T'}.
o Cykle w T zamkniete przez krawedzie z E generuja H;(K).
o Cykle w T zamknigte przez krawedzie z D(E) generuja H!(K).

Ztozonosé obliczeniowa powyzszego algorytmu wynosi O(n log(n)), gdzie n
jest iloscia sympleksow w /C.

7 Pozostale osiggniecia naukowo-badawcze

Metody geometrii i topologii znajduja zastosowania w bardzo szerokim spek-
trum nauk technicznych, przyrodniczych, medycznych, socjalnych oraz poli-
tycznych. W tym rozdziale pokrotce oméwie, w podziale na typy zastosowan,
pozostaly dorobek naukowy od czasu uzyskania stopnia doktora do chwili
obecnej.

7.1 Zastosowania w naukach neurologicznych

Neurologia jest bardzo ciekawym polem dla zastosowan metod topologicznej
analizy danych. W swojej pracy naukowej zajmowalem si¢ analiza skiero-
wanego grafu potaczen miedzy neuronami w kolumnie neuronalnej szczura.
Model ten zostal zaproponowany przez naukowcéw z Blue Brain Project w
pracy [9]. Wynik naszej analizy jest przedstawiony w pracy (A), gdzie za-
proponowali$my techniki uzyskiwania niezmiennikéw topologicznych takiego
grafu skierowanego. Nastepnie te niezmienniki zostaty wykorzystane do ba-
dania wlasnoéci zaréwno statycznego modelu, jak i podgrafu kolumny neuro-
nalnej, ktéry ulega aktywacji pod wptywem réznych zewnetrznych bodzcow.

Innym, nieco mniej abstrakcyjnym przykladem uzycia technik topolo-
gicznych, jest analiza ksztaltu poszczegdlnych komoérek neuronalnych wy-
stepujacych w moézgach zwierzecych oraz ludzkich. Jest to wazny kierunek
badan, poniewaz ksztalt neuronu silnie okresla jego funkcje - dlatego neu-
rolodzy czesto przy pomocy ksztaltu przyporzadkowuja neurony do danych
kategorii, gdzie kazda kategoria neuronéw ma okreslong funkcje w moézgu.
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Dotychczas, od czasu pionierskich badan Santiago Raména y Cajal, przypo-
rzadkowanie neuronéow do ich kategorii, odbywa sie na podstawie opinii eks-
pertéw. W pracy (B) przedstawiliSmy jeden z pierwszych uniwersalnych, i w
pelni automatycznych, algorytmoéw umozliwiajacych klasyfikacje neuronéw.
Techniki takiej klasyfikacji zostaly jeszcze dalej rozwiniete w pracy (C),
ktoéra jest obecnie w fazie recenzji.

7.2 Obliczania grupy podstawowej przestrzeni

Wspélczesna topologia obliczeniowa bazuje na grupach homologii danej prze-
strzeni. Jednakze klasyczna topologia algebraiczna po$wieca sporo uwagi
tak zwanej grupie podstawowej 71(X) dla tukowo spéjnej przestrzeni topo-
logicznej X, oraz tak zwanym wyzszym grupom homotopii tejze przestrzeni.
Jednak ta klasyczna konstrukcja nie jest powszechnie uzywana w topologii
obliczeniowej w zwigzku z trudnosciami obliczeniowymi. O ile stosunkowo
tatwo, majac reprezentacje symplicialna przestrzeni X, wypisaé reprezen-
tacje grupy m1(X), to pytanie, czy dwie reprezentacje sa réwnowazne, jest
pytaniem o izomorfizm grup, ktére jest klasycznym problemem nierozstrzy-
galnym algorytmicznie.

W pracy (D) zauwazylidémy, ze o ile problem izomorfizmu jest nieroz-
strzygalny w ogoélnosci, to, uzywajac heurystyk dostepnych w pakiecie GAP
- Groups, Algorithms, Programming (gap-system.org), mozna zapropono-
waé dzialajacy w praktyce algorytm czesciowy, ktory dla pewnych reprezen-
tacji pozwala stwierdzi¢ czy sa one réownowazne. W przypadku, gdy heu-
rystyka nie pozwala stwierdzi¢ rownowaznosci reprezentacji lub jej braku,
algorytm zwraca odpowiedz "nie wiem”. Nasza intuicja wskazuje, ze im
bardziej skomplikowana reprezentacja grupy, tym bardziej prawdopodobna
jest ostatnia odpowiedz. W zwigzku z tym, przed uzyciem pakietu GAP,
w pracy (D), uzywamy Dyskretnej Teorii Morse’a [10], do uproszczenia re-
prezentacji danej grupy, a dopiero potem, uzywamy metod dostepnych w
pakiecie GAP, by sprobowaé rozstrzygnaé¢ problem izomorfizmu dla zada-
nych reprezentacji.

To podejscie pozwolito nam na klasyfikacje wszystkich weztow, do 12
przecieé, przy pomocy grupy podstawowej ich dopetnienia. Uwazamy, ze
przedstawiona w pracy (D) metoda moze by¢ uzywa w praktyce do badan
zawezlonych bialek oraz tancuchéw DNA / RNA.
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7.3 Znajdowanie szkieletu obiektéw dwu, tréj oraz cztero-
wymiarowych

W pracy (E) zajmowali$my sie Scistymi oraz szybkimi metodami uzyskiwa-
nia szkieletu dwu, trzy oraz czterowymiarowych kompleksoéw symplicialnych
oraz kostkowych. Zaproponowana przez nas metoda gwarantuje istnienie
dyskretnej homotopii (w sensie Dyskretnej Teorii Morse’a [10]) przeksztal-
cajacej zbiér wejsciowy K w jego szkielet S(K). Taka homotopia jest dys-
kretnym odpowiednikiem odwzorowania ciaglego pomiedzy K oraz S(K),
ktére w pewnym sensie gwarantuje, ze ksztalt K jest zachowany w S(K).

Metoda przedstawiana w pracy (E) bazuje wylacznie na komérkach naj-
wyzszego wymiaru w kompleksie K, co gwarantuje jej wysoka efektywnosé
obliczeniowa. Jest to mozliwe dzieki ponumerowaniu oraz zapamietaniu
wszystkich mozliwych lokalnych konfiguracji wokét kazdego sympleksu, lub
kostki C', ktore swiadcza o tym, ze kompleks K z komoérka C' jest homoto-
pijnie réwnowazny kompleksowi K bez komoérki C. Sam proces znajdowania
szkieletu I polega na rekurencyjnym, zachtannym wyszukiwaniu oraz usu-
waniu z K symplekséw lub kostek C, o ktérych mowa powyzej.

7.4 Zastosowania topologicznej analizy danych w naukach
ekonomicznych

Metody topologicznej analizy danych znajduja réwniez zastosowania w dzie-
dzinach takich jak nauki polityczne, ekonomiczne i socjologiczne.

W pracy (G) przeprowadzamy analize szeregéw czasowych cen dwu-
dziestu czterech podstawowych towaréw na amerykanskim rynku w okresie
ostatnich 30 lat. Analiza wzorcéw korelacji pomiedzy szeregami czasowymi
cen wskazuje na istnienie czterech oddzielnych okreséw, w ktorych te kore-
lacje byty relatywnie niezmienne. Okresy te sa od siebie oddzielone trzema
krétkimi przedziatami czasowymi, w ktérych korelacje rozwazanych szere-
géw czasowych wykazuja bardzo duzg zmienno$¢ w krétkim czasie. Te prze-
dzialy zmiennoéci jednoznacznie pokrywaja sie z najwiekszymi kryzysami
ostatnich lat - "kryzysem dot-com”, krachem finansowym w 2008 oraz w
2013 roku. W pracy (G) pokazalidmy, ze uklad korelacji pomiedzy kazdymi
dwoma kryzysami finansowymi jest unikatowy tylko dla tego okresu a rynek,
rozumiany jako uktad dynamiczny, nigdy po kryzysie nie wraca do stanu, w
ktérym byt poprzednio.

W pracy (F) uzywamy opracowanego przeze mnie algorytmu Ball Map-
per [11] do analizy danych, sktadajacych sie z pieciu wskaznikéw charaktery-
zujacych amerykanskie firmy pod katem prawdopodobienistwa, ze dana firma
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zbankrutuje w nadchodzacym roku. W tym celu przeanalizowaliémy dane
z ostatnich pieédziesieciu lat. BadaliSmy tez standardowa metode regresji
logistycznej zwanej Altman Score. Jest to metoda oceny ryzyka kredyto-
wego uzywana przez banki w Stanach Zjednoczonych. Jezeli dana firma ma
warto$¢ Altman Score ponizej pewnej minimalnej wartosci, banki z reguty
nie udzielg jej kredytu w obawie o niewyplacalnos¢. W naszej pracy (F)
pokazaliémy, ze biorac pod uwage historyczne dane, firmy ktére faktycz-
nie w niedlugim czasie zbankrutowatly, sa zlokalizowane jedynie w pewnym
waskim obszarze firm z niska warto$cia Altman Score. Ten wynik, poten-
cjalnie moze pozwoli¢ otworzy¢ dyskusje o bardziej racjonalnej, bazujacej
na danych, polityce kredytowej.

Moje prace w zastosowaniach metod topologicznych do wspomnianych
tutaj dziedzin nie ograniczaja si¢ tylko do powyzszych dwdch pozycji. Jest to
jednak stosunkowo nowy front badan, w ktérym nie mam jeszcze zbyt wielu
opublikowanych wynikéw. Powyzsze dwie publikacje zostaly wybrane jako
przyktad tego, co matematyka i informatyka moze zaproponowaé naukom
politycznym i spotecznym.

7.5 Badania nad Covid-19

W 2020. roku, w trakcie pandemii wirusa Sars-Cov-2, wraz z moja grupa
badawcza wziglem udziat w kilku przedsiewzieciach zwiazanych z bada-
niami nad warunkami, ktore sprzyjaja rozprzestrzenianiu sie wirusa. Na-
sza glowna aktywnoscia, wraz z naukowcami z Oxfordu, bylo zbudowa-
nie rozlegtej bazy danych o koronawirusie. Mieéci sie ona pod adresem
https://covidl9.eng.ox.ac.uk/ i zawiera szerokie spektrum informacji
epidemiologicznych (liczba zakazonych/zgonéw /pacjentéw ktérzy wyzdro-
wieli), informacji o niefarmaceutycznych interwencjach (takich jak restryk-
cje, obowiazek noszenia maseczek itp.), mobilnosci ludzi w trakcie pandemii
oraz pogodzie. Dodatkowo baza danych zawiera wyselekcjonowane informa-
cje ekonomiczne z World Data Bank oraz dane socjologiczne z World Value
Survey i Furopean Value Survey. Naszym gléwnym wkladem koncepcyjnym
jest odwzorowanie dostepnych danych do $cisle okreslonych jednostek geo-
graficznych. Cata baza danych jest bazg relacyjng i umozliwia obstuge zapy-
tan w jezyku SQL. Praca opisujaca omawiang baze danych (H) jest obecnie
w fazie recenzji. Baza danych jest wykorzystywana przez Como Consorcium,
como . bmj . com, do modelowania mozliwych scenariuszy rozwoju pandemii w
réznych regionach $wiata.
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8 Dzialalnosé dydaktyczna

Moja dziatalno$¢ dydaktyczna mozna podzieli¢ na dwa nurty: zajecia ze stu-
dentami studiéw magisterskich oraz warsztaty dla pracownikéw naukowych
i 0s6b zajmujacych sie analiza danych.

Jezeli chodzi o pierwsza kategorie, podczas mojej pracy na Uniwersytecie
Jagiellonskim, uczytem gtéwnie przedmiotéw informatycznych, to jest:

1. Cwiczenia do przedmiotu Programowanie (gdzie prezentowalem jezyki
C/C++, C#, Python, Pearl, Lisp, oraz filozofie programowania obiek-
towo orientowalnego). Zajecia te prowadzilem co roku, pomiedzy 2007
do 2012.

2. Cwiczenia do przedmiotu Topologia klasyczna i obliczeniowa w roku
2012.

3. Wyktad Wstep do Informatyki dla shuchaczy Studiéw Podyplomowych
dla nauczycieli w latach 2007, 2008.

4. Cwiczenia do przedmiotu Wprowadzenie do C# w 2007 roku.

W Swansea University, z racji tego, ze bylem pracownikiem Instytutu
Matematyki, prowadzitem gtéwnie zajecia matematyczne, w szczegdlnosci:

1. Wyklad Methods of Algebra and Calculus, prowadzone w latach 2019
i 2020.

2. Wyktad Numerical Methods with Matlab, prowadzony w latach 2017
oraz 2018.

3. Wyktad Computational Mathematics, prowadzony w latach 2017 oraz
2019.

Prowadzitem tez wykltady dla pracownikéw naukowych oraz przedstawi-
cieli biznesu oraz inzynieréw danych, w szczegélnosci:

1. 20 godzinny minikurs z topologii obliczeniowej i stosowanej dla pra-
cownikéw i studentéw studiéw doktoranckich EPFL (ktéry dal pocza-
tek stale rozwijanemu podrecznikowi dostepnemu pod adresem https:
//arxiv.org/abs/1807.08607).

2. Dwukrotnie prezentowalem metody topologicznej analizy danych na
Data Science Summer School organizowanym przez Ecole Politechni-
que w Paryzu - w 2018 (6 godzin) oraz w 2021 (3 godziny, tutorial
zdalny — przeniesiony z lata na zimie w zwiazku z pandemia).
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3. Podobny tutorial zostal przeze mnie zaprezentowany w grudniu 2018
dla pracownikow Xi’an Jiaotong-Liverpool University w Suzhou w Chi-
nach - w sumie 6 godzin wyktadow i zaje¢ praktycznych.

4. Seria prezentacji dla pracownikéw Data Science and Scale Team w Los
Alamos National Laboratory, NM, USA.

9 Prezentacje na konferencjach miedzynarodowych

Wyniki swoich badan, po uzyskaniu doktoratu, przedstawilem na ponad 50
konferencjach migdzynarodowych w Austrii, Chinach, Danii, Francji, Hisz-
panii, Japonii, Kanadzie, Niemczech, Polsce, Stanach Zjednoczonych, Szwaj-
carii i Wielkiej Brytanii. Ogromna wigkszo$¢ tych referatéw miata status
"invited lectures".

Ponadto, wyglositem 38 wykladéw na zaproszenie na seminariach w ta-
kich o$rodkach jak (w kolejnosci chronologicznej: Instytut Studiéw Zaawan-
sowanych w Princeton, Tulane University, EPFL, Ohio State University,
North Carolina State University, UC Davies, T.U. Gratz, KTH, Nagoya Uni-
versity, Inria, University in Pompalona, QMU London, IST-Austria, Cardiff
University, Penn State University, Princeton University, Exeter University,
University of Aberdeen, Strathclyde University, University of Liverpool, Qu-
eens Universtiy Belfast, University of Udine, Child Mind Institute NYC,
IBM Watson Centre, Uniwersystet Jagiellonski, T.U. Berlin, American Uni-
versity of Sharjah, Universtity Roma "Tor Vergata” oraz Uniwersytet War-
szawski.

10 Dzialalnos$é popularyzatorska

Czegsciag mojej dzialalnosci jest popularyzacja nauki wsrod uczniow szkot
oraz og6lnie, wérdd spoleczenstwa. W swojej karierze naukowej po dokto-
racie dwukrotnie, w latach 2018 oraz 2019 bylem gléwnym organizatorem,
ze strony Departement of Mathematics, Festiwalu Nauki w Swansea. Pre-
zentowalem tez zagadnienia zwiazane z kombinacja ruchéw okresowych w
National Science Museum w Londynie. Ostatnio, we wrzesniu 2020, bralem
udzial jako méwca w Warszawskim Festiwalu Nauki. Niestety, od tego czasu
wszelka aktywnos¢ popularyzatorska nie byla mozliwa ze wzgledu na stan
pandemii.

Bylem réwniez zaangazowany w serie wykladéw dla szkdt (tak zwanych
Masterclasses) dla dzieci w poziomie 9 and 10 w brytyjskim systemie edu-
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kacji (odpowiednik 3.-4. klasy liceum w Polsce), gdzie przeprowadzilem
pie¢ czterogodzinnych wykladéw z demonstracjami z geometrii, topologii,
kryptografii oraz analizy danych (dwukrotnie).

Prowadze réwniez wilasny, nie do konca profesjonalny, kanal youtube,
https://www.youtube.com/channel/UC125Yn2MSsxr0B05zLDQtsQ, na kto-
rym umieszczam zaréwno prezentacje naukowe jak i krétkie demonstracje
popularnonaukowe (obecnie w jezyku angielskim).

11 Prowadzenie grup badawczych

Podczas pobytu w Swansea University w 2018 roku uzyskatem, wraz z na-
ukowcami z Oxford University oraz University of Liverpool, grant badawczy
finansowany przez Engineering and Physical Sciences Reseach Council (EP-
SRC) - sumarycznie wysoko$ci 2.5 miliona funtéw, z czego 800,000 przypadlo
Swansea University, gdzie bytem gtéwnym wykonawca. Ten grant pozwolit
mi na utworzenie grupy badawczej sktadajacej sie z dwoch naukowcow po
doktoracie (postdocéw): Dr. Tak-Shing Chana oraz Dr. Johna Harveya,
oraz dwojki doktorantow - Nicka Sale’a oraz Niklasa Hellmera. Grupa ta
jest czescia wiekszego konsorcjum pomiedzy trzema partnerskimi uczelniami:
https://www.maths.ox.ac.uk/groups/topological-data-analysis

Przez kolejne dwa lata moja grupa zlokalizowana w Swansea zajmowala
sie uzyciem metod geometrii do analizy danych, prébami zrozumienia za-
chowania sieci neuronowych przy pomocy topologii, modelami przej$¢ fazo-
wych (w szczegblnosci modelem Isinga), a ostatnio badaniami nad Covid19.
Obecnie, mimo, ze przeniostem sie z Swansea University do Instytutu Mate-
matycznego PAN, nadal wspélpracuje z pozostawiona tam grupa badawczg i
caltym konsorcjum pomiedzy trzema uniwersytetami. W ramach tej wspot-
pracy kontynuujemy istniejace projekty badawcze i poszukujemy nowych
probleméw do rozwiazania.

W listopadzie 2019 roku uzyskalem prestizowy grant Dioscuri, w ra-
mach ktérego buduje Centrum Dioscuri w Topologicznej Analizie Danych
(https://dioscuri-tda.org/). Projekt Centréw Doskonalosci Dioscuri
zostal zainicjowany przez niemieckie Towarzystwo Maxa Plancka, nadzoro-
wany przez Narodowe Centrum Nauki i realizowany wspolnie przez polskie
oraz niemieckie Ministerstwa Nauki. Obecnie w Polsce istnieje pie¢ Centréw
Doskonalosci Dioscurii; cztery pozostale sa zwigzane z szeroko rozumianymi
naukami biologicznymi. Wstepne finansowanie Centréw Dioscuri jest prze-
widziane na okres pieciu lat.

Centrum Dioscuri w Topologicznej Analizie Danych, ktorego jestem kie-
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rownikiem, rozpoczelo dzialalno$é¢ w Instytucie Matematycznym PAN w
lipcu 2020 roku. Obecnie, oprocz mnie, pracuje w nim dwoch doktoran-
téw. Niedlugo do grupy dotaczy jeden postdoc, za§ w najblizszej przyszlo-
Sci planuje zatrudni¢ dwoch kolejnych postdocéw. Finansowanie Centrum
umozliwia zatrudnienie trzech doktorantéw oraz trzech podocéw przez caly
czas dziatania Centrum.

Zadaniem mojej grupy badawczej, zaréwno tej w Swansea jak i w Cen-
trum Dioscuri w Topologicznej Analizie Danych, jest przygotowywanie ma-
tematycznych i informatycznych rezultatéw na potrzeby zastosowan wdra-
zanych przez naszych wspoélpracownikéw z innych dziedzin nauki.

12 Opieka nad studentami

W trakcie moje pracy na Uniwersytecie Jagiellonskim jak i stazy post-
doktorskich w University of Pennsylvania oraz Inrii nie sprawowatem for-
malnej opieki nad studentami ze wzgledu na brak odpowiednich uprawnien
(w Polsce) oraz zbyt krétki okres stazu (za granica). W Swansea Univer-
sity nadzorowalem okolo dziesieciu studentow piszacych prace licencjackie
oraz dwoch doktorantéw: Niklasa Hellmera (Magisterium, Bonn, 2019) oraz
Nicka Sale’a (Magisterium Oxford, 2019). Po przeniesieniu si¢ do Instytutu
Matematycznego PAN, Niklas zdecydowat si¢ dotaczy¢ do grupy w Centrum
Dioscuri jako doktorant.

Obecnie, w Centrum Dioscuri w Topologicznej Analizie Danych, opie-
kuje sie, jako opiekun pomocniczy, dwoma studentami studiéw doktorskich
pracujacymi na potrzeby Centrum: Niklasem Hellmerem (ktéry uzyskal ty-
tul magistra na Uniwersytecie w Bonn w 2019 roku) oraz Davide Gurnari
(ktéry uzyskal tytul magistra w 2020 roku na Uniwersytecie w Padwie). W
przypadku uzyskania przeze mnie stopnia doktora habilitowanego, zostane
glownym opiekunem zaréwno dla Niklasa jak i Davide. Jestem réwniez opie-
kunem pomocniczym dla Jana Senge, bedacego obecnie studentem studiéw
doktoranckich na Uniwersytecie w Bremie (gléwnym promotorem jest prof.
Dmitry Feichtner-Kozlov).
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