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4.1 Wstep

Podstawa ztozonych systeméw jest interakcja i wspotpraca niezaleznych jednostek. Za-
rowno gdy rozpatrujemy pracownikéw firmy, strony internetowe tworzace siec¢ WWW | czy
cechy w algorytmach uczenia maszynowego, naturalnym zadaniem jest ocena znaczenia



poszczegdlnych elementow. Temat ten jest szeroko badany w informatyce, ekonomii, fizyce
i socjologii.

W naszych badaniach skupiamy sie na dwoch klasycznych modelach interakeji: mode-
lu siectowym i teoriogrowym. W podejsciu sieciowym elementy sa reprezentowane przez
wierzchotki, a interakcje miedzy nimi przez laczace je krawedzie. Role i wzajemne zalez-
nosci miedzy elementami mozna bada¢ za pomoca narzedzi opracowanych w teorii sieci,
zwlaszcza w analizie sieci spotecznych. Dzialem teorii sieci, ktory skupia sie na ocenie
znaczenia elementéow wyltgcznie na podstawie ich pozycji w sieci, jest analiza centralnosci.

Miary centralnosci sa uzywane do identyfikowania kluczowych aktoréw w sieciach spo-
tecznych [68], krytycznych wierzchotkow w sieciach transportowych [20], wskazywania
genow odpowiedzialnych za raka w danych proteomicznych 23], a takze do odnajdywa-
nia instytucji o kluczowym znaczeniu w sieciach finansowych [3]. Jednym z najwazniej-
szych zastosowan w informatyce jest wykorzystanie struktury sieci WWW do opracowania
rankingu stron internetowych w wyszukiwarce Google [43]. Zaproponowany w tym celu
PageRank jest obecnie jedna z najczesciej uzywanych miar centralnosci.

W podejsciu teoriogrowym opartym na teorii gier koalicyjnych, elementy sa nazy-
wane graczami, a kazdej grupie elementoéw, nazywanej koalicjg, jest przypisana wartosé
reprezentujaca jej wyptate lub bardziej ogdlnie — jej jakos¢. Zatézmy, ze wszyscy gracze
decyduja sie wspoltpracowaé i tworza jedna koalicje. Jak powinni podzieli¢ sie wspodlnie
osiagnieta wyplata? Innymi stowy, jakiej wyptaty moze oczekiwaé gracz uczestniczacy w
grze? Te pytania sprowadzaja sie do oceny wktadu kazdego gracza do ogdlnego wyniku
gry, co stanowi gtowny temat badan w teorii gier koalicyjnych.

Gry koalicyjne sa szeroko stosowane w ekonomii (m.in. do badania rynkéw oligopoli-
stycznych [71]), a takze w naukach politycznych (m.in. do analizy zdolnosci koalicyjnych
partii [55]). W informatyce stosowane sa w problemie alokacji zadan [56], badaniu koalicji
klientow na rynku elektronicznym [64], a takze w analizie wspotpracy w sieciach ener-
getycznych [12]. Waznym nowym zastosowaniem w obszarze uczenia maszynowego jest
algorytm SHAP, ktory shuzy do okreslenia wplywu pojedynczej cechy na wynik proce-
su uczenia maszynowego [29]. Algorytm opiera sie na wartosci Shapleya [54] — jednej z
najbardziej znanych koncepcji rozwigzania w teorii gier koalicyjnych.

Zataczona kolekcja prac skupia sie na miarach istotnosci w sieciach (czyli miarach cen-
tralnosci) i w grach koalicyjnych (czyli koncepcjach rozwiazania). Prace [D] i [E| dotycza
klasycznych miar centralnosci, podczas gdy prace [C] i [F| dotycza koncepcji rozwiazania
w grach koalicyjnych. Z kolei prace [A] i [B| tacza obie dziedziny, badajac miary central-
nosci oparte na teorii gier koalicyjnych. Gléwnym celem tych prac jest pogtebienie wiedzy
na temat tych miar i stworzenie solidnych podstaw teoretycznych dla ich stosowania.

Najpierw omowimy nasze wyniki dotyczace analizy centralnosci. Do tej pory zapro-
ponowano ponad sto miar centralnosci, ktére oceniajg wierzchotki w sieci na podstawie
ich réznych cech. Przyktadami sa centralnosé stopnia (ang. degree centrality), ktora oce-
nia wierzcholki na podstawie liczby incydentnych z nimi krawedzi, centralno$¢ bliskosci
(ang. closeness centrality), ktora mierzy odwrotnosé sredniej odlegtosci od innych wierz-
chotkéw oraz centralnosé posrednictwa (ang. betweenness centrality), mierzaca proporcje



Rysunek 1: Rozmiar wierzchotka odpowiada centralnosci stopnia. Intensywnosé¢ koloru
odpowiada centralnosci blisko$ci. Grubosé obramowania odpowiada centralnosci posred-
nictwa. Wierzchotek D jest najwazniejszy wedtug centralnosci stopnia, wierzchotek C —
wedtug centralnosci bliskosci, a wierzchotek B — wedtug centralnosci posrednictwa.

najkrotszych sciezek miedzy dowolnymi dwoma wierzchotkami, ktore przechodza przez
analizowany wierzcholek (zobacz Rys. [1). Poza tymi trzema klasycznymi miarami inne
wazne przyktady to centralnosé wektora wlasnego (ang. eigenvector centrality) [10] oraz
wspomniany wezesniej PageRank [43], ktore oparte sa na idei, ze wierzcholek jest wazny,
jesli jest potaczony z innymi waznymi wierzchotkami.

W zwigzku z mnogoscia miar centralnosci zaproponowanych w literaturze, wyboér od-
powiedniej miary dla danego zastosowania stanowi wyzwanie. Wyboér ten jest czesto do-
konywany na podstawie intuicyjnej interpretacji miary, jej popularnosci lub sukcesu w
innych typach sieci. Jednak takie powody ciezko uznaé¢ za podejécie naukowe i moga one
prowadzi¢ do blednych wynikéw oraz nieprawidlowych wnioskéw. Dlatego w ostatnich
latach wzmocnione zostaly wysitki majace na celu uporzadkowanie przestrzeni miar cen-
tralnosci, aby umozliwi¢ wlasciwy wybor miary [8] (7, 52].

W tym nurcie badan szczegdlnie wazne jest podejscie aksjomatyczne. Podejscie ak-
sjomatyczne polega na analizowaniu prostych wtasnosci, nazywanych aksjomatamsi, ktore
pozwalaja systematyczne badaé¢ réznice i podobiefistwa miedzy miarami centralnosci. Je-
sli aksjomaty sa starannie wybrane, moga one stanowié¢ aksjomatyczna charakteryzacje:
mozna udowodnié¢, ze istnieje unikalna miara centralnosci, ktora je spetnia. W ten spo-
sob, zaproponowano aksjomatyczne charakteryzacje m.in. miary beta (ang. beta measu-
re) [65], 66], centralnosci wektora wlasnego (ang. eigenvector centrality) [25], centralnosci
Katza [16] [69], indeksu Seeleya [1} [44] i centralnosci harmonicznej i zanikania (ang. har-
monic/decay centralities) [19]. Takie wyniki maja znaczenie zaréwno teoretyczne, jak i
praktyczne, poniewaz wtasnosci, ktorymi scharakteryzowano miare centralnosci, dostar-
czaja jasnych wskazan, czy jest ona odpowiednia dla konkretnego zastosowania.

W naszych badaniach stworzyliSmy kilka aksjomatycznych charakteryzacji miar i klas
miar. W pracy [D] identyfikujemy intuicyjna wtasnosé¢, nazwang poréwnaniem wiekszo-
Sciowym (ang. majority comparison), ktora jest spelniona przez centralnosé bliskosci.



Podczas gdy centralno$é bliskosci jest jedng z najstarszych i najpopularniejszych miar
centralnosci, wczesniej nie byly znane cechy odrézniajace ja od wielu podobnych miar
proponowanych w literaturze. Udowadniamy, ze ta wlasno$¢ jednoznacznie charakteryzu-
je centralnosé bliskosci w klasie centralnosci opartych na odlegtosci.

W pracy [E| przedstawiamy aksjomatyczna charakteryzacje PageRanka. Chociaz ist-
nieje kilka aksjomatycznych charakteryzacji uproszczonej wersji PageRanka, zwanej in-
deksem Seeleya, nasza aksjomatyzacja jest pierwsza charakteryzacja PageRanka w pel-
nej, ogbdlnej postaci. Nasza charakteryzacja sktada sie z szesciu aksjomatoéw: pieé¢ z nich
to aksjomaty niezmiennicze, ktore okreslaja, ze centralno$¢ wierzchotkéw nie zmienia sie
podczas pewnych operacji w grafie, a szosty aksjomat definiuje centralnosé¢ w prostym
przypadku brzegowym.

Ponadto analizujemy teoriogrowe miary centralnosci, ktére sa miarami centralnosci
zdefiniowanymi przy uzyciu gier koalicyjnych. Idea polega na ocenie kazdej grupy wierz-
chotkéw w kontekscie struktury grafu, a nastepnie uzyciu koncepcji rozwiazania z teorii
gier koalicyjnych, na przyktad wartosci Shapleya, w celu oceny roli kazdego wierzchot-
ka w grafie. Teoriogrowe miary centralnosci byty z powodzeniem stosowane w analizie
waznosci genow w sieciach biologicznych [37], w identyfikowaniu kluczowych graczy w sie-
ciach terrorystycznych [27], a takze we wskazaniu najistotniejszych urzadzen w sieciach
komunikacyjnych [6].

W pracy [B|, wykorzystujac podejscie aksjomatyczne, proponujemy nowa miare cen-
tralnosci o nazwie centralno$é tqczenia (ang. attachment centrality). Centralnosé taczenia
odzwierciedla role wierzchotka w utrzymaniu grafu spéjnym. Pokazujemy, ze centralnosé
taczenia jest jedyna miarg centralnosci, ktora spetnia kilka pozadanych wtasnosci: Lo-
kalnosé¢ (ang. Locality), Normalizacje (ang. Normalization), Sprawiedliwos¢ (ang. Fair-
ness) i Zysk-Strate (ang. Gain-Loss). Niestety, obliczanie centralnosci taczenia jest trud-
ne: pokazujemy, ze obliczenie centralnosci taczenia jednego wierzchotka jest problemem
#P-zupelnym. Jednak w niektérych klasach graféow wartosci tej miary mozna obliczy¢ w
czasie wielomianowym. Jak pokazujemy, jest to mozliwe w przypadku graféw chordalnych.
Konstruujemy takze algorytm heurystyczny oparty na dekompozycji grafu wzgledem klik
rozcinajacych.

W pracy |[A]| tworzymy aksjomatyczna charakteryzacje calej klasy teoriogrowych miar
centralnosci. Udowadniamy, ze kazdag miare centralnosci mozna uzyskac stosujac to podej-
Scie. Jednak przyjecie naturalnych zatozen dotyczacych stosowanych gier (np. zalozenie,
ze wartos¢ koalicji zalezy tylko od podgrafu przez nia indukowanego) pozwala na cha-
rakteryzacje teoriogrowych miar centralno$ci za pomoca aksjomatéow Sprawiedliwosci i
Zbalansowanych Kontrybucji (ang. Balanced Contributions): aksjomatow zaproponowa-
nych przez Myersona [38], 40] w kontekscie gier koalicyjnych.

Przejdzmy teraz do wynikéw dotyczacych gier koalicyjnych. Standardowy model gier
koalicyjnych opiera sie na dwoch zalozeniach. Po pierwsze, wartosé koalicji nie zalezy od
koalicji tworzonych przez innych. Po drugie, wszystkie koalicje sa mozliwe i uwazane za
rownie prawdopodobne. Te zatozenia nie maja jednak zastosowania w wielu rzeczywistych
scenariuszach. W zwiazku z tym w pracach |C| i [F] rozwazamy rozszerzenia tego modelu.



Po pierwsze, rozwazamy gry z efektami zewnetrznymi. W tym modelu wartosé koalicji
zalezy nie tylko od jej cztonkoéw, ale takze od podziatu jaki tworza inni gracze. W literatu-
rze zaproponowano wiele rozszerzen wartosci Shapleya do gier z efektami zewnetrznymi.
W pracy [F| badamy ztozonosé obliczania tych rozszerzenn w grach zdefiniowanych z uzy-
ciem dwoch zwiezltych reprezentacjach: zanurzonych sieciach wktadéw marginalnych (ang.
embedded MC-nets) 1 wazonych sieciach wktadéw marginalnych (ang. weighted MC-nets).

Po drugie, rozwazamy gry grafowe zaproponowane przez Myersona 38|, w ktorych graf
ogranicza komunikacje i wspotprace miedzy graczami. Konkretnie tylko koalicje, ktore in-
dukuja spojny podgraf, uznawane sa za mozliwe. W pracy [C| rozszerzamy ten model na
grafy znakowane (ang. signed graph), w ktorych kazda krawedz jest etykietowana plusem
lub minusem. Z wykorzystaniem podejscia aksjomatycznego rozszerzamy wartos¢ Myerso-
na, klasyczna koncepcje rozwigzania do tego modelu. Uzyskujemy rowniez kilka wynikow
algorytmicznych dla wartosci Myersona, w tym pseudowielomianowy algorytm dla znako-
wanych gier grafowych, w ktorych gra jest gra gtosowania wazonego, a graf ma ograniczona
szerokos¢ drzewiasta.

Organizacja pozostalej czesci opisu prezentowanej kolekcji prac jest nastepujaca. W
Sekcji przedstawiamy wyniki dotyczace klasycznych miar centralnosci, a mianowicie
centralnosci bliskosci i PageRanka. W Sekcji[4.3|rozwazamy wyniki dotyczace miar central-
nosci opartych na teorii gier koalicyjnych. W Sekcji przedstawiamy wyniki dotyczace
koncepcji rozwigzan w grach koalicyjnych z efektami zewnetrznymi i w znakowych grach
grafowych. Podsumowanie znajduje sie w Sekcji

4.2 Klasyczne miary centralnoéci (|D] i [E])

W tej sekcji prezentujemy nasze wyniki dotyczace klasycznych miar centralnosci.

Zacznijmy od kilku podstawowych definicji. Bedziemy skupia¢ sie gléwnie na (nie-
skierowanych, niewazonych) prostych grafach. Graf to para G = (V,E), gdzie V' to
zbior wierzchotkéw, a E to zbior krawedzi, czyli nieuporzadkowanych par wierzchotkow,
{u,v} C V. Graf jest spdjny, jezeli istnieje w nim $ciezka pomiedzy dowolnymi dwoma
wierzchotkami. Przez G + e, G + E’ bedziemy oznaczaé¢ grafy uzyskane z G przez doda-
nie/usuniecie krawedzi e lub zbioru krawedzi E’.

Miara centralnosci F' to funkcja, ktora dla dowolnego grafu G = (V, E) i kazdego
wierzchotka v € V przypisuje warto$é rzeczywista; te warto$¢ oznaczamy przez F,(G) € R.
Im wyzsza jest ta warto$¢, tym wazniejszy lub bardziej centralny jest wierzchotek.

Wspomniane standardowe miary centralnosci definiujemy nastepujaco [18]:

Centralnosé¢ stopnia (ang. degree centrality) D,(G) = |[{u € V : {u,v} € E}| dla
kazdego G = (V,E),v € V.

Centralnosé bliskosci (ang. closeness centrality) C,(G) = 1/ (X, dist(u,v))
dla kazdego spojnego G = (V, E),v € V, gdzie dist(u,v) to odlegtosé¢ miedzy wierz-
chotkami u i v w grafie G.



Centralnos$¢ posrednictwa (ang. betweenness centrality) B,(G) =3, ,c\\ () Uf;s(tv)

dla kazdego G = (V, E),v € V, gdzie 04(v) to liczba najkrotszych sciezek od wierz-
chotka s do t, ktore przechodza przez wierzchotek v, a o4 to taczna liczba najkrot-
szych $Sciezek od s do t.

Rozpoczniemy opis naszych wynikow od pracy:

[D] Oskar Skibski.
Closeness centrality via the Condorcet principle.
Social Networks 74: 13-18, 2023.

Tematem tej pracy jest centralnosé bliskosci [4], ktora jest jedna z pierwszych miar cen-
tralnosci zaproponowanych w literaturze. Centralno$é bliskosci wierzchotka to odwrotnosé
sumy odlegtosci do innych wierzchotkéw. Naturalnie odzwierciedla ona centralng pozycje
wierzchotka w sieci. Niektore z zastosowan centralnosci bliskosci to mierzenie dystansu
spolecznego pszczol miodnych w odpowiedzi na choroby zakazne [46], przeptywu informa-
cji w sieciach spotecznosciowych [70] i znaczenia lotnisk w sieci transportu lotniczego [67].

Mimo jej znaczenia i popularnosci, niewiele wiadomo o tym, co wyrdznia central-
no$¢ bliskosci sposréod wielu podobnych miar proponowanych w ciggu ostatnich 70 lat.
W szczegolnosci, centralnosé harmoniczna (ang. harmonic centrality) zdefiniowana jako
suma odwrotnosci odlegtosci do innych wierzchotkéw, czesto jest uwazana za naturalne
rozszerzenie centralnosci bliskosci na grafy, ktore moga by¢ niespojne [14], 48] [§]. Inna do-
brze znang alternatywa jest centralnosé zanikania (ang. decay centrality), zaproponowana
przez Jacksona [24], w ktorej wierzchotki w odlegtosci k& dodaja do centralnosci danego
wierzchotka wartogé §%. Te miary centralnosci, wraz z centralnoscia bliskogci i stopnia,
naleza do klasy centralno$ci opartych na dystansach.

Aby rozwigza¢ ten problem uzywamy w naszej pracy podejscia aksjomatycznego i
przedstawiamy charakteryzacje centralnosci bliskosci w klasie centralnosci opartych na
dystansach. W tym celu wprowadzamy nowy naturalny aksjomat o nazwie Pordwnanie
Wiekszosciowe (ang. Majority Comparison), inspirowany teoria wyboru spotecznego.

Zdefiniujmy liste dystansow wierzchotka v jako liste dodatnich liczb naturalnych, ktora
zawiera liczbe wierzchotkéw na kazdej odleglosci: A(v) = (aq, ..., ax), gdzie a; = [{u €
V i d(u,v) = i}| i k = max,d(u,v). Teraz definiujemy klase centralnosci opartych na
dystansach w nastepujacy sposob:

Centralnosci oparte na dystansach Miara centralnosci jest oparta na dystansach,

jesli istnieje funkcja dystansow f, taka ze F,,(G) = f(A(v)), ktora spekia:

— (monotonicznosé) dla kazdej pary list dystansow a = (ay,...,ax),b = (b1,...,by)
takich, ze S8 a; = S0 bii S0 a; > S by dlakazdego 1 < h < k, £ zachodzi
fla) = f(b);

— (spojnosé) dla kazdej pary list dystansow a = (aq,...,ax),b = (b1,...,b) takich,
ze Zle a; = Zle b; 1 dla kazdego 1 < i < k,{ zachodzi f(ay,...,a;_1,a; +
Liagr, . ar) < f(br,. ., b1, + L b, ..., b)) < fla) < f(D).
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Monotoniczno$é¢ odzwierciedla idee, ze funkcja dystansow powinna zwracaé¢ wyzsze warto-
$ci dla mniejszych odlegtosci. W szczegdlnosci monotonicznosé implikuje f(2,1) > f(1,2)
(posiadanie dwoch sasiadow i jednego wierzchotka w odleglosci 2 nie jest gorsze niz posia-
danie jednego sasiada i dwoch wierzchotkow w odlegtosci 2). Z kolei spdjnosé to naturalne
wymaganie, ktére mowi, ze poréwnanie miedzy dwoma listami dystanséw nie zmieni sie,
jesli dodamy te same wartosci do obu list. W terminach graféw, jesli wierzcholek v jest
bardziej centralny w jednym grafie niz w drugim, to nadal bedzie bardziej centralny, jesli
dodamy nowy wierzchotek w odlegtosci ¢ od v w obu grafach, gdzie ¢ nie jest wicksze od
maksymalnej odlegtosci od v w tych grafach.

Wspomniane wczesniej centralnosci oparte na dystansach moga by¢ zdefiniowane jako
F,(G) = f(A(v)) dla nastepujacych funkcji dystanséw (spetiajacych monotonicznosé i
SpOjnosc):

Miara centralnosci F ‘ Funkcja dystansow f

Centralnos¢ bliskosci flay,...,ax) = 1/(22“:1 a;)
Centralno$¢ harmoniczna flag, ... ax) =38 1/a;
Centralno$é¢ zanikania flay,...;ax) = Zle a;0' dla 6 € (0,1)
Centralnos$é¢ stopnia flay,...;ap) = a1

Ekscentrycznosé (ang. eccentricity) | f(ai,...,ax) = 1/k

Aby scharakteryzowaé¢ centralno$é bliskosci w klasie centralnosci opartych na dystan-
sach, proponujemy aksjomat o nazwie Pordwnanie Wiekszosciowe. Ten aksjomat stwier-
dza, ze sposrod dwoch wierzchotkéw potaczonych krawedzia, ten ktory jest blizej wiekszej
liczby wierzchotkéw, powinien mie¢ wyzsza centralnosé.

Przedstawmy formalnie ten aksjomat. Niech Net(u,v) oznacza liczbe wierzchotkow,
ktore sa blizej wierzchotka u niz wierzchotka v: Net(u,v) = [{w € V : d(w,u) < d(w,v)}|.
Powiemy, ze u wygrywa z v, oznaczane jako u > v, jesli Net(u,v) > Net(v, u). Wierzchotki
remisuja, u ~ v, jezeli Net(u,v) = Net(v,u). Piszemy takze u >= v jezeli u > v albo u ~ v.

Poréwnanie Wigekszosciowe (ang. Majority Comparison) Miara centralnosci F
spelia Pordwnanie Wickszosciowe, jesli dla kazdego grafu G = (V) E) i krawedzi
u,v € FE zachodzi u = v & F,(G) > F,(G).

Rysunek [2] ilustruje to pojecie.

Centralnos¢ bliskosci w oczywisty sposob spetnia Poréwnanie Wigkszosciowe: poniewaz
wierzchotki u i v sa sasiadami, kazdy wierzchotek w grafie jest albo blizszy o 1 do u niz do
v, albo blizszy o 1 do v niz do u, albo ma réwna odlegltos¢ do u i v. Stad, poréwnujac sume
odlegltosci do wszystkich wierzchotkow, tak naprawde poréwnujemy liczbe wierzchotkow,
ktore sg blizsze o jeden do u, i liczbe wierzchotkéw, ktore sa blizsze o jeden do v: C;7 1 (G) —
C,;Y(G) = Net(u,v) — Net(v,u).

Glowny wynik pracy mowi, ze centralnosé bliskosci jest jedyna miara oparta na dy-
stansach, ktora ma te wlasnosc.



Rysunek 2: Rysunek z pracy [D] ilustrujacy Poréwnanie Wiekszosciowe na przyktadowym
grafie nieskierowanym. Jasnoszare wierzchotki sg blizej wierzchotka u niz wierzchotka v,
a ciemnoszare wierzcholki sg blizej wierzchotka v niz wierzchotka u. Biate wierzchotki sg
rownie odlegle od obu wierzchotkéw. Stad wynika, ze v > u, a Poréwnanie Wickszosciowe
implikuje F,(G) > F,(G). Strzalki posrodku krawedzi wskazuja zwyciezce poréwnania
wickszosciowego.

Twierdzenie 1. Miara centralno$ci oparta na dystansach spetnia Porownanie Wiekszo-
Sciowe wtedy 1 tylko wtedy, gdy daje tem sam ranking na grafach o n wierzchotkach co
centralnosé bliskosci.

W sformutowaniu twierdzenia méwimy, ze miara centralno$ci daje ten sam ranking
na grafach o n wierzchotkach, co centralnosé¢ bliskosci, jesli dla kazdych dwoch grafow
G = V,E), G = (V,E), V| = |V'| = n i wierzcholkow u € V,v € V' zachodzi
F.(G) < F,(GQ) & C,(G) < Cy(G). Jako przyktad mozna podaé¢ znormalizowana wersje
centralnos¢ bliskosci, ktora jest rowna odwrotnosci $redniej odleglosci w grafie (NC,(G) =
(n —1)/>,cv dist(u,v)), ktora daje ten sam ranking na grafach o n wierzchotkach co
centralno$¢ bliskosci. W szczegdlnodci oznacza to, ze w obrebie dowolnego grafu ranking
wierzchotkow jest taki sam.

Nazwa ,,Poréwnanie Wickszosciowe” pochodzi z interpretacji grafu jako wyboréow. Za-
t6zmy, ze wszystkie wierzchotki w grafie sg zar6wno wyborcami, jak i kandydatami, a kaz-
dy wyborca, sposréd dwoch wierzchotkéw, preferuje tego, ktory jest blizej niego. W tym
kontekscie Porownanie Wiekszosciowe mowi, ze sposréd dwoch sasiednich wierzchotkow,
ten, ktory wygrywa bezposrednie wybory, czyli zdobywa wiekszosé gltosow, jest bardziej
centralny.

Taki model grafu jako wyboréw byt rozwazany przez Teleka [63] i Brandesa et al. [11].
Rozwazali oni jednak inna wlasnos¢, zwana Spdjnoscig Condorcetowskq, ktéra stwierdza,
ze jesli graf zawiera zwyciezce condorcetowskiego, czyli wierzchotek, ktory wygrywa w
bezposrednich wyborach z kazdym innym wierzchotkiem, to powinien on mie¢ najwyz-
sza centralnosé. Zwyciezca condorcetowski moze nie istnie¢ — na Rysunku [3| znajduje sie
przyktad cyklu condorcetowskiego).

Spo6jnosé Condorcetowska (ang. Condorcet Consistency) Miara centralnosci F
spelia Spdjnosé Condorcetowskq, jesli dla kazdego grafu G = (V| E) i wierzchotka
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Rysunek 3: Rysunek z pracy [D]. Przykltad cyklu condorcetowskiego (u,v,w). Jasnoszare
wierzchotki sa blizej wierzchotka u niz wierzchotka v, a ciemnoszare wierzchotki sa blizej
wierzchotka v niz wierzchotka u. Z symetrii wynika, ze mamy u > v = w > u.

v € V takiego, ze v > u dla kazdego v € V \ {v} zachodzi F,(G) > F,(G) dla
kazdego v € V' \ {v}.

Brandes et al. [11] pokazali, ze kilka klasycznych miar centralnosci nie spetnia Spojno-
sci Condorcetowskiej. W naszej pracy przedstawimy dwie uwagi dotyczace tego pojecia:

— Dowodzimy, ze nie istnieje zadna miara centralnosci oparta na dystansach, ktora by-
taby Spojna Condorcetowsko. W tym celu definiujemy dwa grafy G i G, w ktorych
wierzchotki u i v maja takie same listy dystanséw, co oznacza, ze dla miary central-
nosci opartej na dystansach F', mamy F,(G) = F,(G’) oraz F,(G) = F,(G"). Jednak
wierzchotek u jest zwyciezca condorcetowskim w grafie GG, podczas gdy wierzchotek
v jest zwyciezca condorcetowskim w grafie G'. To pokazuje, ze F' nie moze spelniaé
Spojnosci Condorcetowskiej.

— Pokazujemy, ze Poréwnanie Wiekszo$ciowe implikuje Spojnos¢é Condorcetowska w
drzewach. Oznacza to, ze centralnosé bliskosci jest Spojna Condorcetowsko w drze-
wach.

PrzejdZzmy do nastepnej pracy:

[E] Tomasz Was, Oskar Skibski.
Azxiomatic characterization of PageRank.
Artificial Intelligence 318: 103900, 2023.

Nasza praca przedstawia aksjomatyczna charakteryzacje PageRanka, ktory jest jedna
z najwazniejszych miar centralnosci. Znajduje on wiele zastosowaé, np. identyfikowanie
najbardziej wpltywowych uzytkownikéw w sieci spotecznosciowej Twitter [68], poprawa
schematow propagacji w grafowych sieciach neuronowych [26], identyfikowanie genéw no-
wotworowych w danych proteomicznych [23] lub ocena prestizu czasopism na podstawie
sieci cytowan [9].

Problem znalezienia aksjomatycznej charakteryzacji PageRanka byt juz rozwazany w
literaturze, jednak przed nasza praca zadna charakteryzacja nie zostata znaleziona. W
pracach najbardziej zblizonych do naszej zaproponowano aksjomatyzacje indeksu Seeleya
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— uproszczonej wersji PageRanka — oraz jego wariantow [1, 44] 61]. Poniewaz wiekszosé
aksjomatow zaproponowanych w tych charakteryzacjach nie jest spetniona przez Page-
Ranka, nie mozna ich rozszerzy¢ do charakteryzacji PageRanka.

Jako dziedzine naszej aksjomatyzacji wybieramy skierowane multigrafy. Multidigraf
jest para G = (V, E), gdzie V to zbior wierzchotkow, a E to multizbior skierowanych
krawedzi (u,v) € V x V. Multidigrafy sa naturalnym modelem dla sieci WWW, ktora
byla oryginalnym zastosowaniem PageRanka. Ponadto zgodnie z oryginalng praca propo-
nujaca PageRanka [43], zakladamy, ze wierzcholki maja wagi odpowiadajace ich bazowej
istotnodci, oznaczone jako b € RY. W rezultacie miara centralnosci za argument przyjmuje
pare (G,b).

PageRank jest zdefiniowany jako jedyna miara centralno$ci PR, ktéra spelnia naste-
pujace rownanie rekurencyjne:

PRY(G,b
PRIG Y =a- | 3 PEGDN
A (€]
(u,w)ely (G)
gdzie ', (G) i Tt (G) oznaczaja odpowiednio zbiory krawedzi wchodzacych i wychodza-
cych z wierzchotka w w grafie G, a a € [0,1) to dodatkowy zewnetrzny parametr zwany
wspotczynnikiem ttumienia, zwykle ustawiany na wartosé bliska 1, np. 0.85.
Nasza aksjomatyzacja sktada sie z sze$ciu aksjomatow:

Usuniecie Wierzchotka (ang. Node Deletion) Miara centralnosci I spelnia Usunie-
cie Wierzchotka, jezeli dla kazdego multidigrafu G = (V| E), wag b i izolowanego
wierzchotka u € V' zachodzi F,(G,b) = F,((V \ {u}, E),b) dla kazdego v € V' \ {u}.

Usuniecie Krawedzi (ang. Edge Deletion) Miara centralnosci F spelnia Usuniecie
Krawedzi, jezeli dla kazdego multidigrafu G = (V, E), wag b i krawedzi (u,w) € E
zachodzi F,(G,b) = F, (G — (u,w)),b) dla kazdego v € V do ktorego nie istnieje
Sciezka 7 u.

Mnozenie Krawedzi (ang. Fdge Multiplication) Miara centralnosci F  spelnia
Mnozenie Krawedzi, jezeli dla kazdego multidigrafu G = (V, E), wag b, wierzchotka
u € V ik € N zachodzi F,(G,b) = F,(G+ k-T7(G),b) dla kazdego v € V, gdzie
k - E' oznacza zwiekszenie krotnosci kazdej krawedzi w E' k razy.

Zamiana Krawedzi (ang. Edge Swap) Miara centralnosci F' spetnia Zamiane Krawe-
dzi, jezeli dla kazdego multidigrafu G = (V, E), wag b i krawedzi (u,v'), (w,w’) € E
takich, ze F,(G,b) = F,(G,b) i [T}(G)| = [T} (G)| zachodzi F,(G,b) = F,(G —
{(u, ), (w,w')} + {(u,w’), (w,u')},b) dla kazdego v € V.

Przekierowanie Wierzchotka (ang. Node Redirect) Miara centralnosci F' spetnia
Przekierowanie Wierzchotka, jezeli dla kazdego multidigrafu G = (V| E), wag b
i wierzchotkow u,w € V majacych identyczne krawedzie wychodzace (ang. out-
twins) zachodzi F,(G,b) = F,(Ry—(G,b)) dla kazdego v € V' \ {u,w} i F,(G,b) +
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Rysunek 4: Rysunek z [E| (przettumaczony na polski) ilustrujacy aksjomaty niezmien-
nicze. We wszystkich grafach b(v;) = 1 dla ¢ € {1,...,6}, b(v;) = 0. Jesli F spelnia
aksjomaty, to F,,(G,) = --- = F\,(G.) = F, (Gy) + F,,(Gy).

Fu(G,b) = Fy (R (G, D)), gdzie R, ., (G,b) to graf uzyskany przez usuniecie kra-
wedzi wychodzacych z u i scalenie u z w.

Wartos$é Bazowa (ang. Baseline) Miara centralnosci F' spelnia Warto$é Bazowa, je-
zeli dla kazdego multidigrafu G = (V| F), wag b i izolowanego wierzchotka v € V
zachodzi F,(G,b) = b(v).

Pierwszych pieé¢ aksjomatow to aksjomaty niezmiennicze. Nazwa kazdego z nich pocho-
dzi od operacji grafowej, ktora, przy dodatkowych zalozeniach, nie wptywa na centralnosci
okreslonych wierzchotkéw w multidigrafie. Szoésty aksjomat, Wartosé Bazowa, okresla cen-
tralnos¢ wierzcholka w prostym, granicznym przypadku. Rysunek [4]zawiera ilustracje tych
aksjomatow.

Usuniecie Wierzchotka moéwi, ze usuniecie izolowanego wierzchotka z multidigrafu nie
wplywa na centralno$¢ innych wierzchotkéow. Usuniecie Krawedzi mowi, ze usuniecie kra-
wedzi nie wpltywa na centralnos¢ wierzchotkoéw, ktore nie sa potomkami poczatku tej kra-
wedzi. Oba aksjomaty identyfikujg zatem elementy, ktore sa nieistotne dla centralnosci
analizowanego wierzchotka.

Kolejne dwa aksjomaty dotycza modyfikacji krawedzi. Mnozenie Krawedzi stwierdza,
ze stworzenie dodatkowych kopii krawedzi wychodzacych z wierzchotka nie wplywa na
centralno$¢ zadnego wierzchotka. Jest to wazna cecha w zastosowaniu do sieci WWW,
poniewaz mozna ja interpretowaé¢ jako odporno$¢ na manipulacje przez tworzenie duzej
liczby linkéw na stronie: niezaleznie od liczby linkéw, wplyw strony jest do pewnego
stopnia ograniczony. Z kolei Zamiana Krawedzi mowi, ze zamiana koncow dwoch krawedzi
wychodzacych z wierzchotkéw o réwnych centralnosciach i stopniach wychodzacych nie
wplywa na centralnosé zadnego wierzchotka. W szczegblnosci w sieci WWW, jedli istnieja
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dwie réwnie wazne strony z rowna liczba linkéw, to linki z tych stron maja rowny wplyw:
dla waznosci innej strony nie ma znaczenia, z ktorej z tych dwoch stron prowadzi do niej
link.

Nastepny aksjomat jest inspirowany przekierowaniem URL. Wyobrazmy sobie, ze ist-
nieja dwa wierzchotki o identycznych krawedziach wychodzacych (np. dwie identyczne
strony internetowe). Przekierowanie Wierzchotka mowi, ze przekierowanie jednego wierz-
chotka w drugi sumuje ich centralnosci i nie wptywa na centralnos¢ innych wierzchotkow.
W tym przypadku przekierowanie jest zdefiniowane jako usuniecie wszystkich wychodza-
cych krawedzi jednego wierzchotka i przekierowanie jego krawedzi wchodzacych do dru-
giego wierzchotka. Aksjomat ten méwi wiec, ze miara centralnosci jest odporna na prosta
technike manipulacji, ktora polega na stworzeniu kilku kopii tej samej strony. Wreszcie
Wartos¢ Bazowa moéwi, ze centralno$é izolowanego wierzchotka jest rowna jego bazowej
istotnosci, czyli jego wadze.

Glowne twierdzenie pracy stwierdza, ze te szes¢ aksjomatéw jednoznacznie charakte-
ryzuje PageRank.

Twierdzenie 2. Miara centralnosci spetnia aksjomaty Usuniecie Wierzchotka, Usuniecie
Krawedzi, Mnozenie Krawedzi, Zamiana Krawedzi, Przekierowanie Wierzchotka i Wartosé
Bazowa wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest to PageRank.

W dowodzie najpierw pokazujemy, ze jesli miara centralnosci spelnia pierwsze pieé¢
aksjomatow, to jest rowna PageRankowi pomnozonemu przez stala. To pokazuje, ze ak-
sjomat Warto$¢ Bazowa jest potrzebny jedynie do wyeliminowania miar, ktore sg prze-
skalowanym PageRankiem.

Nasz wynik stanowi teoretyczne podstawy do wyboru (lub odrzucenia) PageRanka w
konkretnym zastosowaniu. Na przyktad rozwazmy sie¢ meczéw miedzy tenisistami, gdzie
wierzcholki reprezentuja zawodnikéw, a krawedzie mecze miedzy nimi. W szczegélnosci
krawedz (A, B) reprezentuje mecz rozegrany przez zawodnikow A i B i wygrany przez za-
wodnika B. Aby okresli¢ najlepszego zawodnika w historii tenisa, kilku autoréw stosowato
PageRanka do tej sieci (np. [47]). Jednak szybka analiza naszych aksjomatow pokazuje, ze
PageRank nie jest odpowiednia miara centralnosci do tego zastosowania. W szczego6lnosci
jesli spojrzymy na aksjomat Mnozenie Krawedzi, widzimy, ze zastapienie kazdego przegra-
nego meczu jednego zawodnika przez 100 przegranych meczéw nie wptynie na PageRank
zadnego zawodnika. W rezultacie jesli dokonamy takiej zamiany u zawodnika z najwyz-
szym PageRankiem, dojdziemy do paradoksu, ze zawodnik, ktory najczesciej przegrywal,
jest najlepszym tenisista wszech czasow.

4.3 Teoriogrowe miary centralnosci ([B] i [A])

Dotychczas skupialiSmy sie na klasycznych miarach centralnosci. W tej sekcji omoéwimy
teoriogrowe miary centralnosci — miary centralnosci oparte na teorii gier koalicyjnych.
Zacznijmy od przedstawienia formalnej definicji gier koalicyjnych. Niech N={1,... ,n}
bedzie zbiorem graczy. Gra koalicyjna to para (N, f), gdzie f : 2V — R jest funkcja cha-
rakterystyczna, ktora przypisuje kazdemu zbiorowi graczy S C N, nazywanemu koalicjq,
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wartos¢ rzeczywista f(S). Dodatkowo zaktada sie, ze f(0) = 0. Koncepcja rozwigzania
to funkcja ¢, ktora w dowolnej grze (N, f) kazdemu graczowi ¢ € N przypisuje warto$é
rzeczywista ¢; (N, f). Wartosé ta ma rézne interpretacje: moze by¢ traktowana jako zna-
czenie gracza w grze, wyplate, jaka gracz moze z niej oczekiwaé lub sprawiedliwy udziat
gracza w podziale wartosci koalicji wszystkich graczy, f(N).

Jedna z najwazniejszych koncepcji rozwiazania jest wartosé Shapleya [54]. Wartosé
Shapleya gracza i w grze (N, f) jest zdefiniowana nastepujaco:

[SIINT =[S =1)!
V]!

SViN, f)= >

SCN\{d}

(F(SU{i}) = f(9))-

Wartos¢ Shapleya moze by¢ interpretowana za pomoca nastepujacego procesu negocja-
cyjnego. Wyobrazmy sobie, ze gracze wchodza do koalicji jeden po drugim w losowej
kolejnoéci, zaczynajac od pustej koalicji i koriczac na koalicji wszystkich graczy. Zatoz-
my, ze kazdemu graczowi i, gdy dotacza do koalicji S, przyznajemy wyptate rowna jego
wkladowi marginalnemu do tej koalicji: f(S U {i}) — f(S). Wartos¢ Shapleya gracza i to
oczekiwana wyptata gracza ¢ w tym procesie.

Wartos¢ Shapleya nalezy do klasy semiwartosci (ang semivalues). Koncepcja rozwia-
zania @ jest semiwartoscia, jesli istnieja wagi f* : {0,...,n — 1} — [0, 1] spelniajace
Sime 5°()("1) = 1, takie zer pi( N, f) = Sgcpny A1) (F(SULi}) = f(5)) dla kaz-
dej gry (N, f) orazi € N. Jesli 5*(i) > 0 dla kazdego i € {0,...,n—1}, to jest to dodatnia
semiwartosé.

Wysokopoziomowym pomystem stojacym za teoriogrowymi miarami centralnodci jest
uchwycenie zaleznosci miedzy wierzchotkami przy uzyciu modelu gier koalicyjnych. W tym
celu kazdej grupie wierzchotkéw przypisuje sie wartosé, ktora ocenia jej jakos¢ lub wkiad
w caly graf. W ten sposob powstaje gra koalicyjna, w ktorej wierzchotki sa graczami.
Nastepnie koncepcja rozwiazania (zazwyczaj warto$é Shapleya) jest uzywana do oceny
znaczenia wierzchotkow w powstalej grze.

Dla przyktadu wyobrazmy sobie, ze chcemy oceni¢ wktad wierzchotkéw w utrzyma-
nie grafu spéjnym. Jesli istnieja wierzchotki rozcinajace, to oczywiscie powinny one byé
wyzej ocenione niz inne wierzchotki. Ale co w przypadku grafu dwuspojnego? Stosujac
podejscie oparte na teorii gier, ten cel mozna osiagnaé¢ poprzez przypisanie wyzszej war-
tosci kazdej grupie, ktora indukuje spéjny podgraf i nizszych wartosci innym grupom.
Nastepnie mozna zastosowaé¢ warto$¢ Shapleya, aby uzyskaé¢ ocene kazdego wierzchotka,
traktowanego jako gracza, w stworzonej grze. W ten sposob zostanag wziete pod uwage
wszystkie indukowane podgrafy, w ktorych wierzchotek jest wierzchotkiem rozcinajacym.
Oczywiscie jest to tylko jeden z mozliwych sposobow, dlatego konieczna jest szczegbtowa
analiza, aby zweryfikowac ten prosty pomyst. Jest to tematem pierwszego artykutu ktory
omoéwimy:

[B] Oskar Skibski, Talal Rahwan, Tomasz Michalak, Makoto Yokoo.
Attachment Centrality: Measure for Connectivity in Networks.
Artificial Intelligence 274: 151-179, 2019.
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W tej pracy naszym celem jest aksjomatyczne uchwycenie roli wierzchotka w utrzy-
maniu grafu spojnym. Kilka réznych metod oceniajgcych te role wierzchotka byto rozwa-
zanych w literaturze (np. [27, 2, B7]), jednak nasza praca jest pierwsza, ktora analizuje
ten problem z perspektywy aksjomatycznej.

Wprowadzmy dodatkowa notacje. Dla grafu G = (V, E) i podzbioru wierzchotkow
S C V, niech G[S] = (S, E[9]) = (S,{{u,v} € E : u,v € S}) oznacza podgraf grafu
G indukowany przez S. Podzial zbioru V' na spdjne sktadowe bedziemy oznaczaé przez
K(G), a spojna sktadowa, ktora zawiera wierzchotek v, przez K,(G).

W naszej aksjomatycznej charakteryzacji uzywamy czterech aksjomatow:

Lokalno$é (ang. Locality) Miara centralnosci F' spelia Lokalnosé, jesli dla kazdego
G = (V,E) iv €V zachodzi rownos¢ F,(G) = F,(G[K,(G))]).

Normalizacja (ang. Normalization) Miara centralnosci F' spelmia Normalizacje, jesli
dla kazdego G = (V,E) i v € V mamy F,(G) € [0,|V| — 1], F,(G) = 0 jesli v jest
izolowany i1 F,(G) = |V| — 1 gdy G jest gwiazda, ktorej centrum jest wierzcholek v.

Sprawiedliwo$é (ang. Fairness) Miara centralnosci F' spetnia Sprawiedliwo$é, jesli
dla kazdego G = (V,E) ie = {u,v} ¢ E mamy F,(G +¢e) — F,(G) = F,(G +
e) — F,(G).

Zysk-Strata (ang. Gain-Loss) Miara centralnosci F' spelnia Zysk-Strate, jesli dla kaz-
dego spojnego G = (V,E)ie & E mamy: ) _, F,(G) =) o Fo.(G +e).

Poniewaz miary centralnosci zazwyczaj sa definiowane dla graféw spojnych, Lokalnosé
mozna traktowac jako naturalne rozszerzenie miary do graféw niespéjnych. Aksjomat ten
moéwi, ze centralno$é wierzchotka w calym grafie jest taka sama jak jego centralnosé we-
wnatrz jego spojnej sktadowej. Normalizacja opiera sie na dwoch skrajnych przypadkach,
w ktorych centralnosé wierzchotka jest minimalna i maksymalna. W szczegolnosci aksjo-
mat ten mowi, ze centralnosé jest minimalna (i rowna 0), gdy wierzcholek jest izolowany i
maksymalna (i rowna |V|—1), gdy wierzcholek jest centrum gwiazdy. Konkretne wartosci
sa zgodne z centralnoscig stopnia.

Sprawiedliwo$é mowi, ze usuniecie krawedzi wplywa na centralnosé obu jej koncow w
réwnym stopniu. Sprawiedliwo$é zostala pierwotnie zaproponowana przez Myersona [38] w
grach koalicyjnych, w pracy w ktorej rozwazal gry koalicyjne ograniczone grafem. Zysk-
Strata méwi, ze dodanie krawedzi do grafu spojnego nie wplywa na sume centralnosci
wszystkich wierzchotkow. Intuicja stojaca za tym aksjomatem jest taka, ze skoro graf jest
juz spojny, dodawanie nowych krawedzi jedynie przesuwa istotnosé¢ wierzchotkéw w utrzy-
maniu grafu spéjnym z jednego wierzchotka na inny. Jednak ogélna warto$¢, wynikajaca
z faktu, ze graf jest spojny, pozostaje niezmieniona.

W pracy pokazujemy, ze istnieje jedna miara centralnosci, ktora spelnia Lokalnosé,
Normalizacje, Sprawiedliwos¢ i Zysk-Strate. Ta nowa miara centralnosci nazywa sie cen-
tralnosciq tgczenia.
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Rysunek 5: Ilustracja centralnosci taczenia na malym grafie. Na podstawie grafu G =
(V, E) tworzona jest gra koalicyjna (V, f), zdefiniowana jako f(S) = 2(|S| — |K(G[5])])
dla kazdego S C V. Nastepnie do tej gry zastosowana jest warto$¢ Shapleya.

Centralnosé¢ taczenia (ang. attachment centrality) Dla kazdego G=(V,E), v € V:

ae) - 3 B EE s (raps)) - k@i u )l + ).
SCV\{v}

Twierdzenie 3. Centralnosé tgczenia jest jedyng miarg centralno$ci, ktora spetnia Lo-
kalnosé, Normalizacje, Sprawiedliwo$é i Zysk-Strate.

Wartos¢ (|K(G[S])| — |K(G[S U {v}])| + 1) to liczba skladowych w grafie G[S], z
ktorymi potgczony jest wierzchotek v. Centralnosé taczenia mozna zatem interpretowac
w nastepujacy sposob: gdyby$my usuwali wierzchotki z grafu jeden po drugim w losowej
kolejnoéci, to centralnosé taczenia wierzchotka v € V' bytaby oczekiwang liczba sktadowych
stworzonych przez usuniecie v, pomnozong przez 2 dla celow normalizacji.

Alternatywnie centralnosé taczenia mozna zdefiniowaé jako warto$é Shapleya w grze
(V, f) zdefiniowanej na podstawie grafu G = (V, E') w nastepujacy sposob:

f(S) =2(|S| — |K(G)|) dla kazdego S C V.

Latwo sprawdzi¢, ze wkitad marginalny wierzchotka v do koalicji S rzeczywiscie réwna sie
f(SU{v}) — f(S) = 2(|K(G[S])| — |K(G[S U {v}])| + 1). Rysunek 5| ilustruje dziatanie
centralnodci taczenia.

Alternatywa dla aksjomatu Zysku-Straty jest Monotonicznosé, ktora mowi, ze doda-
wanie nowych krawedzi moze jedynie zwiekszy¢ centralnosé¢ wszystkich wierzchotkow:

Monotoniczno$é (ang. Monotonicity) Miara centralnosci F' spetnia Monotonicznosé,
jesli dla kazdego grafu G = (V. E), v € V, e = {u, w} zachodzi F,(G + e) > F,(G).

Okazuje sie, ze Lokalnosé, Normalizacja, Sprawiedliwo$é¢ i Monotoniczno$é jednoznacz-
nie charakteryzuja centralnos¢ stopnia.

Roéznice w dziataniu centralnosci taczenia i centralnosci stopnia dobrze obrazuje do-
danie krawedzi do drzewa. W drzewie obie centralnosci sa takie same. Teraz jesli dodamy
krawedz miedzy wierzchotkami v i v, to centralno$é¢ stopnia obu wierzchotkéw wzrosnie o
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jeden, a centralnosci innych wierzchotkéw nie zmienia sie. Poniewaz centralnosé taczenia
spetnia aksjomat Zysku-Straty, catkowita suma centralnosci nie moze si¢ zmienié¢. Dlate-
go centralnosé¢ taczenia zaréwno wierzchotka u jak i v wzrasta, ale centralnos¢ wszystkich
wierzchotkéw na $ciezce od v do v w oryginalnym drzewie spada, poniewaz ich rola w
utrzymaniu grafu spéjnym zmniejszyta sie.

W ogolnosci dodanie krawedzi {u, v} wptywa tylko na wierzchotki lezace na indukowa-
nych $ciezkach miedzy u i v. Sciezka p = (vy, ..., v;) w grafie G = (V, E) jest indukowana,
jesli jest $ciezka prosta (wierzcholki sie nie powtarzaja) i nie ma krawedzi pomiedzy wierz-
chotkami, ktore nie sa kolejne na Sciezce: E[{vy,..., v} = {{vi,vip1} 1 1 <i < k—1}.
Tylko wierzchotki nalezace do $ciezek indukowanych mozna uznaé za odpowiedzialne w
utrzymywaniu obu wierzchotkéw potaczonych.

To prowadzi do wniosku, ze obliczenie centralnosci taczenia jest problemem #P-
zupelnym. Analiza $ciezek indukowanych prowadzi takze do nastepujacej obserwacji doty-
czacej klik rozcinajacych: jesli graf zawiera klike rozcinajaca C' i po jej usuniecie powsta-
ng spojne sktadowe Sy, ..., Sk, to centralnodci wszystkich wierzchotkéw mozna obliczyé,
rozwazajac mniejsze grafy G[C U S;] dla kazdego i € {1,...,k}. Korzystajac z tej obser-
wacji, tworzymy algorytmy do obliczania centralnosci tgczenia. Najpierw dowodzimy, ze
centralno$é taczenia w grafie chordalnym mozna obliczy¢ w czasie wielomianowym. Graf
jest chordalny, jesli nie zawiera indukowanego cyklu o dtugosci cztery lub wiecej. Cykl
(U1, ..., 0k),v1 = v jest indukowany, jesli jest prosty (tylko wierzchotek vy sie powtarza)
i nie ma krawedzi miedzy niekolejnymi wierzchotkami: E[{vy,..., v} = {{vi,vip1} : 1 <
i < k — 1}. Opierajac sie na podobnym podejsciu, projektujemy takze algorytm heury-
styczny dla dowolnych grafow. W skrocie, algorytm szuka dekompozycji opartej na klikach
rozcinajacych i dla kazdego uzyskanego podgrafu niezaleznie oblicza wartosé Shapleya na
grafach [59] (tj. wartosé Myersona, patrz Sekcja [4.4).

Ten nowy algorytm pozwala nam zastosowaé centralnos¢ taczenia do sieci terrorystycz-
nej odpowiedzialnej za ataki na pociagi w Madrycie w 2004 roku [49]. Sie¢ ta zawiera 70
wierzchotkéw, wiec analiza nie bytaby mozliwa przy uzyciu najszybszego istniejacego al-
gorytmu do obliczania warto$ci Shapleya na grafach, ktory jest w stanie obliczy¢ wartosci
tylko dla rzadkich sieci o nie wiecej niz 40 wierzchotkami. W tej sieci, centralnosé tacze-
nia znaczaco rézni sie od standardowych miar centralnosci. W szczegoélnosci wierzchotek
sklasyfikowany jako najistotniejszy wedtug centralnosci taczenia jest inny niz najwyzej
ocenione wierzchotki wedtug centralnosci stopnia, blisko$ci i posrednictwa.

Przejdzmy teraz do wynikéw z nastepujacej pracy:

[A] Oskar Skibski, Tomasz Michalak, Talal Rahwan.
Aziomatic Characterization of Game-Theoretic Centrality.
Journal of Artificial Intelligence Research 62: 33—68, 2018.

Praca ta bada relacje miedzy teoriogrowymi a standardowymi miarami centralnosci.
Konkretniej praca odpowiada na pytania: jakie miary centralno$ci mozna uzyskac¢ jako
teoriogrowe miary centralnosci? Co odréznia teoriogrowe miary centralnosci od standar-
dowych miar centralnosci?
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Niech V' bedzie zbiorem wierzchotkéw i niech GV bedzie zbiorem wszystkich mozli-
wych graféw ze zbiorem wierzchotkéw V. Formalnie teoriogrowa miara centralnosci jest
zdefiniowana jako para (r, ), gdzie r : GV — (2 — R) to funkcja reprezentacji, ktora
mapuje dowolny graf na gre koalicyjna, a ¢ to koncepcja rozwigzania. Para generuje miare
centralnosci poprzez ztozenie obu funkcji: [(r, ¢)] = ¢ o r. W naszej pracy zakladamy, ze
¢ jest dodatnia semiwartoscig.

Przyktadami teoriogrowych miar centralnosci sa:

Centralnosé¢ spojnosci (ang. connectivity centrality) 2] (r.,SV), gdzie
(re(G))(S) = 1, jesli G[S] jest spojny i (r.(G))(S) = 0 w przeciwnym razie, dla
kazdego G = (V, E),S C V.

Centralnosé taczenia [B] (r,, SV), gdzie (r,(G))(S) = 2(|S| — |K(G[S])]) dla kazdego
G=V,E),SCV.

Centralnos¢ sagsiadow (gl) [36] (r,, SV), gdzie (r4(G))(S) = [SU{u: {u,v} € EAv €
S} dla kazdego G = (V, E),S C V.

Pierwszy wynik pracy mowi, ze kazda miara centralnosci moze by¢ uzyskana po-
dejsciem teoriogrowym. Doktadniej, dla kazdej miary centralno$ci F' istnieje teoriogro-
wa miara centralnosci (r, ), taka ze F' = [(r,¢)]. Dla przyktadu rozwazmy przypisa-
nie kazdej grupie wierzchotkéw dwukrotnosé liczby krawedzi w jej grafie indukowanym:
(r(@))(S) = 2 - |E[S]] dla kazdego G = (V, E),S C V. Mozna pokaza¢, ze centralnosé
wygenerowana przez (r, SV') jest rowna centralnosci stopnia: wktad kazdego wierzchotka
v do gry r(G) to po prostu liczba krawedzi incydentnych z nim, czyli D,(G).

Wynik ten mocno opiera sie na bardzo ogélnej definicji teoriogrowych miar centralno-
Sci: wartosé kazdej koalicji w grze r(G) moze zaleze¢ od catego grafu G. W rezultacie dla
dowolnych dwoch grafow G 1 G’ gry r(G) i r(G’) moga by¢ catkowicie niezalezne. Dlatego
tez dla dowolnej miary centralnosci F' mozna zdefiniowaé¢ gre r(G) na podstawie central-
nosci wierzchotkow w G (tj. (F,(G))yev) w taki sposob, aby istotnosé kazdego wierzchotka
v w tej grze byta rowna F,(G).

Teoriogrowe miary centralnosci zaproponowane w literaturze zaktadaja naturalne ogra-
niczenia na funkcje reprezentacji. W naszej pracy definiujemy trzy typy takich ograniczen
i analizujemy wynikajace z nich klasy teoriogrowych miar centralnosci.

Separowalne TGC (ang. Separable GTC) Teoriogrowa miara centralnosci (r, ¢)jest
separowalna, jesli dla kazdego G, G’ € G¥ i S C V jezeli G[S] = G'[S] i G[V \ S| =
GV A 5] to (r(G))(S) = (r(G)(5).

Indukowane TGC (ang. Induced GTC') Teoriogrowa miara cetralnosci (r, ¢) jest in-
dukowana, jesli dla kazdego G, G’ € GV i S C V jezeli G[S] = G'[S] to (r(@))(S) =
(r(G")(S).

Krawedziowo-Indukowane TGC (ang. Edge-Induced GTC) Teoriogrowa miara

centralnosci (r, ) jest krawedziowo-indukowana, jesli dla kazdego G = (V, E),G' =
(V,E") € GV'i S CV jezeli E[S] = E'[S] to (r(G))(S) = (r(G"))(S).
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Rysunek 6: Zmodyfikowany rysunek z [A] ilustrujacy ograniczenia na funkcje reprezentacji.
Ciaglymi liniami oznaczone sg krawedzi i wierzchotki, ktore wplywaja na wartosé {u, v},
a przerywanymi — ktére nie maja wpltywu.

Rysunek [6] przedstawia ilustracje tych pojec¢. Teoriogrowa miara centralnosci jest se-
parowalna, jesli warto$é kazdej koalicji, S C V', w funkcji reprezentacji r, zalezy tylko od
podgraféw indukowanych przez S oraz V'\ S. Miara centralnosci jest indukowana, jesli jej
wartos¢ zalezy tylko od podgrafu indukowanego przez S. Wreszcie miara jest krawedziowo-
indukowana, jesli jej wartos¢ zalezy tylko od krawedzi w podgrafie indukowanych przez
S. Jasne jest, ze jesli teoriogrowa miara centralnodci jest krawedziowo-indukowana, to jest
takze indukowana, a jesli jest indukowana, to jest takze separowalna.

Wiekszos¢ teoriogrowych miar centralnosci uzywanych w literaturze jest indukowa-
nych. W niektorych definicjach wktad grupy wierzchotkéw do grafu jest oceniany poprzez
graf powstaly po jej usunieciu z grafu (np. [41]); takie miary sa separowalne, ale nie
indukowane.

Sposrod powyzszych przyktadow, centralnosé spojnosci oraz centralnosé taczenia sa se-
parowalne, ale centralnosé¢ sasiadéw nie jest, poniewaz wartos¢ koalicji zalezy od krawedzi
z sasiadami. Centralnosci spéjnosci i taczenia sa takze indukowane. Cetralnosé taczenia
jest rowniez krawedziowo-indukowana, ale centralno$é¢ spojnosci nie, poniewaz dodanie
izolowanego wierzchotka zmienia wartos¢ koalicji.

Aby scharakteryzowaé te klasy teoriogrowych miar centralnosci, uzyliSmy czterech ak-
sjomatow: Sprawiedliwosci (zdefiniowanej w opisie pracy |B]), Zbalansowanych Kontybu-
cji, Zbalansowanych Kontrybucji Krawedzi oraz Pusty-Zero. Oznaczmy zmiane centralno-
$ci F wierzchotka v spowodowana dodaniem krawedzi e w grafie G jako Af (e, G) = F,(G+
e) — F,(G). Uzywajac tej notacji Sprawiedliwos¢ mowi, ze A" ({u, v}, G) = AL ({u, v}, G)
dla kazdego G = (V, E), {u,v} € E.

Zbalansowane Kontrybucje (ang. Balanced Contributions) Miara centralnosci F
spelia Zbalansowane Kontrybucje, jesli dla kazdego grafu G = (V, E) oraz kazdego
u,v € V, zachodzi F,(G) — F,(G—-T,) = F,(G) — F,(G —T,), gdzie T',, oznacza

zbiér krawedzi incydentnych z wierzchotkiem w w grafie G.

Zbalansowane Kontrybucje Krawedzi (ang. Edge-Balanced Contributions)
Miara centralnosci F' spetnia Zbalansowane Kontrybucje Krawedzi, jesli dla kaz-
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¢ = {v,0},e,¢ & E, zachodzi Al'(e,G +

dego grafu G = (V| E) oraz e = {u,u},
" G).

¢) = Aj(e,G) = Al(€, G +e) — Ali(e

Pusty-Zero (ang. Empty-Zero) Miara centralnosci F spelnia Pusty-Zero, jesli
F,(V.0)=0dlaveV.

Przypomnijmy, ze Sprawiedliwo$¢ to wlasnosé zaproponowana przez Myersona [38],
ktora stwierdza, ze usuniecie krawedzi wplywa na centralno$é¢ obu koncow w taki sam
sposob. Zbalansowane Kontrybucje to silniejsza aksjomatyczna wtasno$é rowniez zapro-
ponowana przez Myersona [40], ktéra mowi, ze usuniecie krawedzi wierzcholtka u wplywa
na centralnos¢ v w taki sam sposob, w jaki usuniecie krawedzi v wptywa na centralnosé u.
W ten sposob oba te wierzchotki maja rowny wplyw na siebie nawzajem. Z kolei Zbalanso-
wane Kontrybucje Krawedzi to nowa wtasnosé¢, ktora jest krawedziowym odpowiednikiem
Zbalansowanych Kontrybucji: jesli przypiszemy krawedzi jej wpltyw na wierzchotek kon-
cowy (AF(e,G) dla v € e), to dodanie krawedzi €’ zmienia ten wpltyw krawedzi e w taki
sam sposob, w jaki dodanie krawedzi e zmienia wplyw krawedzi €. W koncu wtasnosé
Pusty-Zero moéwi, ze w pustym grafie centralno$é¢ kazdego wierzchotka wynosi zero.

W pracy udowodniamy, ze te wtasnosci charakteryzuja separowalne, indukowane i
krawedziowo-indukowane teoriogrowe miary centralnosci. Nastepujacy twierdzenie pod-
sumowuje wyniki artykutu.

Twierdzenie 4. Kazda miara centralnosci jest generowana przez pewng teoriogrowg miare
centralno$ci. Ponadto miara centralnosci spetnia:
— Sprawiedliwo$é wtedy i tylko wtedy, gdy jest generowana przez pewng separowalng
teoriogrowq miare centralnosci;

— Zbalansowane Kontrybucje Krawedzi wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest generowana przez
pewng indukowang teoriogrowq miare centralnosci;

— Zbalansowane Kontrybucje © Pusty-Zero wtedy @ tylko wtedy, gdy jest generowana
przez pewnq krawedziowo-indukowang miare centralnosci.

W dowodach identyfikujemy baze przestrzeni wektorowej tworzonej przez centralno-
sci spelniajace Sprawiedliwo$é, Zbalansowane Kontrybucje i Zbalansowane Kontrybucje
Krawedzi. Nastepnie pokazujemy, ze kazda centralno$é¢ z bazy moze byé otrzymana jako
separowalna, indukowana lub krawedziowo-indukowana teoriogrowa miara centralnosci.

Wszystkie wyniki przedstawione w artykule maja zastosowanie do dowolnych dodat-
nich semiwartosci, ktére sg uogélnieniem wartosci Shapleya wprowadzonym na poczatku
Sekcji [4.3] Bardziej precyzyjnie, za kazdym razem gdy piszemy, ze istnieje teoriogrowa
miara cetralno$ci z pewnymi wtasnosciami, oznacza to, ze dla dowolnej dodatniej semi-
wartosci istnieje teoriogrowa miara centralnosci, ktora wykorzystuje te semiwarto$é¢ i ma
te wlasnosci.

Nasze wyniki pokazuja, ze podczas gdy wszystkie centralnosci mozna otrzymac za
pomoca podejscia teoriogrowego, naturalne klasy teoriogrowych centralnosci sa charak-
teryzowane przez Sprawiedliwosé i jej wzmocnienia. Wynik ten sugeruje, ze teoriogrowe
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miary centralnosci sa dobrym wyborem w zastosowaniach, w ktorych oba wierzchotki ma-
ja taki sam zysk z krawedzi, ktora je taczy. Na przyktad teoriogrowe miary centralnosci
moga nie by¢ dobrym wyborem w sieciach spotecznych, gdzie potaczenie miedzy dwiema
osobami moze byé¢ bardziej korzystne dla osoby o nizszym statusie spotecznym. Z kolei
Sprawiedliwos$é jest naturalna przy ocenie roli wierzchotka w utrzymaniu grafu spéjnym.

Od momentu opublikowania powyzej opisanych wynikéw w literaturze pojawito sie kil-
ka nowych rezultatow. W szczegolnosci udowodnilismy, ze indukowane teoriogrowe miary
centralnosci sa rownowazne z wazna klasa miar centralnosci: indeksami witalnosci [57].
Dodatkowo rozszerzyliSmy centralno$é taczenia na grafy wazone [62]. Ostatnio Lopez et al.
[28] zaproponowali modyfikacje centralnosci laczenia, oparta na wartosci pozycyjnej (ang.
position value).

4.4 Koncepcje rozwiazania ([F] i [C])

Do tej pory skupialiémy sie na miarach istotnos$ci wierzchotkéw w grafach, w tym kla-
sycznych miarach centralnosei, takich jak centralnosé bliskosci (ang. closeness centrality)
i PageRank, a takze teoriogrowych miarach centralnosci opartych na koncepcjach rozwia-
zania z gier koalicyjnych.

W tej sekeji skupimy sie na samych koncepcjach rozwiazania, rozwazajac dwa kontek-
sty: gry na grafach oraz gry z efektami zewnetrznymi.

Na poczatku oméwimy wyniki z pracy:

[F] Oskar Skibski.
Complezity of Computing the Shapley Value in Partition Function Form Games.
Journal of Artificial Intelligence Research 77: 1237-1274, 2023.

W tej pracy badamy ztozonosé obliczeniowa wybranych rozszerzen wartosci Shapleya
w grach z efektami zewnetrznymi reprezentowanych w sposob zwiezly. Analizujemy piec¢
takich rozszerzen dla dwoch réznych reprezentacji i charakteryzujemy ich ztozono$é obli-
czeniowy.

Klasyczny model gier kooperacyjnych zaktada, ze wartos¢ koalicji jest niezalezna od
innych koalicji utworzonych przez pozostatych graczy. Jednak w wielu sytuacjach to zato-
zenie nie jest spelnione. Gdy cele graczy sie pokrywaja lub sa sprzeczne, osiagniecie celu
przez jedna grupe moze wplynaé¢ na wyniki innych graczy [50]. Taka sytuacja pojawia sie
na przyktad, gdy zasoby sa ograniczone, a gracze musza konkurowac o ich zdobycie [51].

Motywowani tym faktem, badamy gry kooperacyjne z efektami zewnetrznymi (nazy-
wane rowniez grami w postaci funkcji podziatow). W tym modelu wartosé koalicji zalezy
nie tylko od jej czlonkéw, ale takze od koalicji utworzonych przez innych graczy.

Formalnie niech N = {1,...,n} bedzie ustalonym zbiorem n graczy. Zanurzona koali-
cja (ang. embedded coalition) to para (S, P), gdzie S to koalicja (czyli podzbior N), a P
to podzial N, zawierajacy S. Zbiér wszystkich mozliwych zanurzonych koalicji oznacza-
my przez EC. Gra z efektami zewnetrznymi to para (N, g), gdzie g to funkcja podziatow
przypisujaca wartosé rzeczywista kazdej zanurzonej koalicji: g : EC' — R.
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Efekty zewnetrzne wprowadzaja nowe wyzwania pojeciowe, poniewaz nie jest jasne, jak
zdefiniowaé standardowe koncepcje rozwiazani w grach z efektami zewnetrznymi. W szcze-
goblnodci zaproponowano rézne metody rozszerzenia wartosci Shapleya do gier z efektami
zewnetrznymi. W naszej pracy skupiamy sie na pieciu klasycznych rozszerzeniach, ktore
spelniaja standardowe ttumaczenie aksjomatéw Shapleya na gry z efektami zewnetrzny-
mi (istnieje tylko jedno inne takie rozszerzenie). Wszystkie te rozszerzenia mozna wyrazi¢
jako wazong sume wartosci zanurzonych koalicji:

(pz(Nvg): Z wZ(S,P)g(S,P), dla kaZdegO (Nvg)viEN7
(S,P)€EC

dla pewnych wag w : EC' x N — R.

Niech ¢;(S) bedzie waga koalicji S w oryginalnej formule wartosci Shapleya gracza i
(tj- G(S) = (|S|—=Dl(n—|S)!/n!dlai € Si(S) = —|5|(n—1|S|—1)!/n!, w przeciwnym
przypadku). Wowczas mamy:

MQ-wartosé w;(S, P) = (;(9), jesli |P| < 2,1 w;(S, P) = 0, w przeciwnym przypadku
1321,

EF-wartos$é w;(S, P) = ((95), jesli |[P| —1 =n —|S], 1 wi(S,P) = 0, w przeciwnym
przypadku |45 [13] ,

HY-warto$é¢ w;(S, P) = G(S) - ¥(S, P)/|P|, gdzie ¢(S, P) jest liczba podzialow N w
ktorych gracze N \ S tworza podzial P\ {S} [21],

SS-wartosé wi(S, P) = G:(S) - [Tyep s (IT] = DY/ (n — |S])! [17, B0, 58],
MY-wartosé w;(S, P) = (=D)FI(Xrep\isygr (Pl = 2)!/(n = [T]) = (|P] = 1)!/n) [39].

W przypadku MQ-wartosci i EF-wartosci wiekszo$¢ wag jest rowna zero. MQ-wartosé
uwzglednia jedynie warto$é koalicji S w podziale, w ktérym wszyscy inni gracze tworza
jedna koalicje. Podobnie EF-warto$¢ koncentruje sie na wartosci koalicji S w podziale,
w ktorym wszyscy inni gracze tworza koalicje sktadajace sie z pojedynczych graczy. W
rezultacie oba te podejscia ignoruja wartosci wiekszosci zanurzonych koalicji.

HY-warto$¢ i SS-wartos¢ przypisuja niezerowe wagi kazdej zanurzonej koalicji. W HY-
wartosci waga zwieksza sie wraz z rozmiarem podziatu, podczas gdy w SS-wartosci waga
jest wieksza dla podziatow zawierajacych wieksze koalicje. W zwiazku z tym te podejscia
mozna postrzega¢ jako w pewnym sensie przeciwne do siebie.

W MY-wartosci waga w; (S, P) moze by¢ ujemna, nawet jesli gracz i nalezy do koalicji
S. Dlatego MY-wartos¢ nie spetnia podstawowej zasady monotonicznosci, ktora stwierdza,
ze zwiekszenie wartosci koalicji nie powinno zmniejsza¢ wartosci jej cztonkow.

W teorii kazda koalicja w grze moze mie¢ dowolng wartos¢. Jednak w praktyce opisanie
gry w taki sposob staje sie nierealistyczne, poniewaz liczba koalicji rosnie wyktadniczo.
Dlatego w literaturze zaproponowano wiele zwieztych reprezentacji gier koalicyjnych. Dla
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‘ MQ-wartosé ‘ EF-wartosé ‘ HY-wartosé ‘ SS-wartosé ‘ MY -wartosé

Zanurzone SWM P [34] P #P-trudne | #P-trudne | #P-trudne
Wazone SWM P #P-trudne | #P-trudne | #P-trudne | #P-trudne

Tabela 1: Podsumowanie wynikow z [F].

gier z efektami zewnetrznymi zaproponowano trzy reprezentacje: zanurzone sieci wkta-
dow marginalnych (ang. embedded MC-nets, w skrocie zanurzone SWM) [34], wazone
sieci wktadow marginalnych (ang. weighted MC-nets, w skrocie wazone SWM) [35] oraz
drzewa decyzyjne podziatow (ang. partition decision trees) [60]. Dla trzeciej reprezentacji
wykazano, ze wszystkie pie¢ rozszerzen wartosci Shapleya moze by¢ obliczone w czasie
wielomianowym. W przypadku zanurzonych SWM, Michalak et al. [34] dowiedli, ze jed-
no rozszerzenie moze by¢ obliczone w czasie wielomianowym. Jedli za$ chodzi o wazone
SWM, to tylko czesciowe wyniki (wyniki wielomianowe przy dodatkowych zalozenia od-
nosnie stosowanych regut) zostalty opracowane dla trzech rozszerzen.

W niniejszej pracy wypelniamy luke w literaturze, okreslajac ztozonosé obliczeniowa
wszystkich pieciu wspomnianych wyzej rozszerzen wartosci Shapleya w grach reprezento-
wanych przy uzyciu zanurzonych i wazonych SWM.

Zanurzone i wazone SWM sg rozszerzeniem klasycznych sieci wktadow marginalnych
(ang. marginal contribution nets, w skrocie SWM) zaproponowanych przez leonga i Sho-
hama [22]| dla gier bez efektow zewnetrznych. W tej reprezentacji gra jest przedstawiona
jako zbior regut SWM postaci (« — ¢), gdzie ¢ € R jest waga reguly, a a ma postac
a=af N---ANaf AN-ay A+ A=a; — e Tuaf,a; to gracze z N. Koalicja S spelnia te
regule, jesli zawiera wszystkich graczy z literalow pozytywnych (a;") i nie zawiera zadnych
graczy z literalow negatywnych (a; ). W grze reprezentowanej jako zbior regut SWM, war-
tosé koalicji S jest sumag wag wszystkich spetnionych przez nig regut. Na przyklad reguta
1 A =3 — c reprezentuje gre, w ktorej wszystkie koalicje z graczem 1, ale bez gracza 3,
maja wartos¢ ¢, podczas gdy inne koalicje maja wartosé 0.

Zanurzone SWM [34] pozwalaja na okreslenie nie tylko ograniczen na koalicje, ale
takze na podzial, w ktorym ta koalicja jest zanurzona. Reguta zanurzonych SWM ma
posta¢ ay | ag, ..., ar — ¢, gdzie a; maja posta¢ jak w SWM. Zanurzona koalicja (S, P)
speknia te regule, jesli S spelia ay, a dla kazdego «a;, i > 1 istnieje koalicja 7' € P\ {S}
speliajaca «;. W grze reprezentowanej przez zbior regul zanurzonych SWM, wartosé
zanurzonej koalicji (S, P) jest suma wag wszystkich spetnionych przez nia regut.

Wazone SWM [35] uzywaja podobnego podejscia. W szczegblnosci reguta wazonych
SWM to zbiér standardowych regut SWM podzielonych na m osobnych blokéw: (o} —
cr)...(ay, = ) |- | (@ = ). (o), = ¢ ). Podzial spelnia te regule, jesli
jej koalicje mozna podzieli¢ na m roztacznych zbiorow koalicji, tak aby wszystkie reguty
z jednego bloku byly spetlione przez pewna koalicje z odpowiadajacego zbioru. W grze
reprezentowanej przez zbior regut wazonych SWM, warto$é zanurzonej koalicji (S, P) jest
suma wag regut (o — c¢) spelnionych przez S sposrod regul spelionych przez P.

W pracy [F| ustalamy zlozonosé obliczeniowa wszystkich pieciu rozszerzeni wartosci
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Shapleya w grach reprezentowanych jako zanurzone i wazone SWM. W szczegdlnosci po-
kazujemy, ze dla zanurzonych SWM, dwa z pieciu rozszerzeni (MQ-wartosé¢ i EF-wartos¢)
moga by¢ obliczone w czasie wielomianowym, podczas gdy obliczenie pozostatych trzech
rozszerzen jest #P-trudne. Dla wazonych SWM, jedno rozszerzenie (MQ-warto$é¢) moz-
na obliczy¢é w czasie wielomianowym, podczas gdy obliczenie pozostatych czterech jest
#P-trudne. Tabela [1| podsumowuje te wyniki.

Nasze wyniki opieraja sie na wspolnej technice zaproponowanej w naszej pracy, ktora
mapuje zanurzone i wazone SWM na grafy. W tym celu najpierw mapujemy reguty zanu-
rzonych i wazonych SWM na reguty hybrydowe, a nastepnie pokazujemy, ze kazda reguta
hybrydowa moze by¢ przedstawiona jako tzw. graf graczy (graf z wierzchotkami etykieto-
wanymi zbiorami graczy). W rezultacie gra reprezentowana jako regulta hybrydowa moze
by¢ zdefiniowana w oparciu o kolorowania wierzchotkowe odpowiadajacego grafu graczy,
a kazda rozszerzona warto$¢ Shapleya jest wazona suma wszystkich takich kolorowari.

W zaleznosci od wag, ta wazona suma moze by¢ tatwa lub trudna do obliczenia.
W szczegolnosci pokazalismy, ze MQ-warto$¢ jest wazonag suma 2-kolorowan. Z drugiej
strony EF-wartos¢ mozna zdefiniowaé jako wazona sume kolorowan, w ktérych tylko jeden
kolor jest uzywany wiecej niz raz. Dlatego mozliwe bylto obliczenie tych wartosci w czasie
wielomianowym dla zanurzonych SWM (i wazonych SWM w przypadku MQ-wartosci).

Przejdzmy teraz do ostatniej pracy:

[C] Oskar Skibski, Takamasa Suzuki, Tomasz Grabowski, Yuko Sakurai, Tomasz Micha-
lak, Makoto Yokoo.

Measuring power in coalitional games with friends, enemies and allies.
Artificial Intelligence 313: 103792, 2022.

W klasycznym modelu gier koalicyjnych wszystkie koalicje sa uznawane za mozliwe.
Jednak nie zawsze jest to prawda. Przykladowo rézne rodzaje ograniczen wystepuja w
systemach wieloagentowych z powodu nieufnosci lub kosztow komunikacji [33]. Dlatego
tez w literaturze zaproponowanych zostato wiele modeli ograniczen.

Najpopularniejszy z takich modeli zostal zaproponowany przez Myersona [38] i jest
znany jako gry grafowe. Gra grafowa to trojka (N, f, G), gdzie (N, f) jest gra koalicyjna, a
G = (N, E) to graf komunikacji. Koalicja S jest uznawana za mozliwg (ang. feasible), jesli
indukuje sp6jny podgraf G[S]. Myerson zaproponowal rozszerzenie wartosci Shapleya do
tego model, ktore nazywane jest wartoScig Myersona. Wartos¢ Myersona gracza ¢ w grze
grafowej (N, f, G) jest zdefiniowana nastepujaco:

MVi(N, f,G) = SVi(N, f/G), gdzie f/G(S)= > f(C) dlakazdego S C N.
CeK(GI[S))

Przypomnijmy, ze K(G[S]) oznacza sktadowe podgrafu indukowanego przez S. Myer-
son udowodnit, ze wartos¢ Myersona jest unikalna wartoscia spetniajaca Sprawiedliwosé
(wprowadzona w Sekcji oraz Efektywnos¢ Sktadowych, ktora stwierdza, ze suma war-
tosci w jednej spojnej sktadowej C' € K(G) jest rowna wartosci tej sktadowej f(C).

24



W grach grafowych wspotpraca miedzy dwoma graczami jest mozliwa, jesli istnieje
bezposrednia lub posrednia (poprzez posrednikow) komunikacja miedzy nimi. Oznacza to,
ze nie jest mozliwe wyrazenie faktu, ze dwaj gracze moga wspolpracowac z innym graczem,
ale nie ze sobg nawzajem. Dlatego See et al. [53] zaproponowali gry kompatybilnosci, w
ktorych koalicja S jest mozliwa tylko wtedy, gdy jej indukowany podgraf G[S] jest grafem
pelnym.

W naszej pracy taczymy oba modele, rozszerzajac klasyczny model Myersona na grafy
znakowane (ang. signed graphs), w ktorych kazda krawedz jest etykietowana plusem lub
minusem. Znakowana gra grafowa (ang. signed graph game) to trojka (N, f, GF), gdzie
(N, f) jest gra koalicyjng, a G = (N, E,, E_) to graf znakowany, gdzie N to zbior
wierzchotkow, F, to zbior krawedzi pozytywnych (z plusem), a E_ to zbiér krawedzi
negatywnych (z minusem). Dodatkowo zaktadamy, ze £, N E_ = (). Koalicja S jest moz-
liwa, jesli G£[S] jest spojny i nie zawiera krawedzi negatywnych. Niech F bedzie zbiorem
wszystkich mozliwych koalicji: F C 2V,

Aby rozszerzy¢ wartos¢ Myersona do znakowanych gier grafowych, uzywamy podejscia
aksjomatycznego i definiujemy dwa aksjomaty, ktore sa bezposrednimi odpowiednikami
oryginalnych aksjomatéw Myersona:

Znakowana Sprawiedliwosé Koncepcja rozwigzania ¢ spelia Znakowang Sprawiedli-
wosé, jedli dla kazdej znakowanej gry grafowej (N, f,G*) i krawedzi e = {i,j}
zachodzi <101(]\]7 f? Gi) - (pz(Nv f7 G+ — 6) = Spj(Nv f7 Gi) - SOj(Nv fa G+ — 6).

Znakowana Efektywnosé Skladowych Koncepcja rozwigzania ¢ spetnia Znakowang
Efektywnosé Sktadowych, jesli dla kazdej znakowanej gry grafowej (N, f, G*) i spoj-
nej sktadowej C' € K(G*) zachodzi >, . ¢i(N, f,GF) = f(C), jesli C' € F, oraz
Y icc @il N, f, G*) = 0 w przeciwnym przypadku.

Znakowana Sprawiedliwos¢, podobnie jak standardowa Sprawiedliwo$é¢, mowi, ze usu-
niecie krawedzi (pozytywnej lub negatywnej) z grafu wpltywa na oba konce w taki sam
sposob. Znakowana Efektywnoéé¢ Sktadowych skupia sie na spdjnych sktadowych G*, po-
niewaz tylko takie grupy mozna uznaé¢ za w pelni niezalezne od reszty grafu. Aksjomat
ten mowi, ze jesli taka spojna sktadowa jest mozliwa, to osiaga swoja wartosé; z kolei,
jesli nie jest mozliwa, to nie moze nic osiagnac.

Te dwa aksjomaty jednoznacznie charakteryzuja wartosé Myersona dla znakowanych
gier grafowych, ktora jest zdefiniowana dla kazdej gry (N, f, GF) i gracza i € N nastepu-

Jaco:
MV;(N, f,G*) = SVi(N, f/G*),  gdde f/G*(S)= > f(C).

CeK(GH)NF

Twierdzenie 5. Wartosé Myersona dla znakowanych gier grafowych jest jedyng koncepcjqg
rozwigzania, ktora spetnia Znakowqg Sprawiedliwosé 1 Znakowq Efektywnosé Sktadowych.

Stosujac formute semiwartosci do gry f/G*, mozemy zdefiniowaé¢ naturalne rozszerze-
nie dowolnej semiwartosci do znakowanych gier grafowych.
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W pracy przedstawiamy kilka wynikéw algorytmicznych dla tego modelu.

Po pierwsze, proponujemy ogoélny algorytm do obliczania warto$ci Myersona dla zna-
kowanych gier grafowych, ktory dziala w czasie O(|F|-|G*|). Nasz algorytm jest bardziej
ogoblny, poniewaz moze by¢ uzyty do obliczenia dowolnej semiwarto$ci w tym modelu.

Dodatkowo taczymy znakowane gry grafowe z grami gtosowania wazonego. Gra jest grq
gtosowania wazonego (ang. weighted voting game), jesli mozna ja zdefiniowaé przy uzyciu
listy nieujemnych wartosci [q; ws, ..., w,], gdzie ¢ to prog, a w; to waga gracza i, ktora
moze by¢ interpretowana jako liczba glosow, jakie gracz ma. Koalicja S wygrywa, jesli
taczna waga jej czlonkéw jest rowna lub przekracza prog. Z kolei koalicja S przegrywa,
jesli taczna waga jej czltonkéw jest mniejsza od progu. Wszystkie wygrywajace koalicje
maja wartos¢ 1, a przegrywajace wartos¢ 0.

Ztozonos¢ obliczeniowa koncepcji rozwigzania w grach glosowania wazonego byta in-
tensywnie badana w literaturze. Deng i Papadimitriou [15] pokazali, Ze obliczanie wartosci
Shapleya w grach glosowania wazonego jest #P-zupelne. Jednakze, zaktadajac, ze wagi i
prog sa liczbami naturalnymi, warto$¢ Shapleya moze by¢ obliczana w czasie pseudowie-
lomianowym [31].

Laczac znakowane gry grafowe i gry glosowania wazonego otrzymujemy znakowane
gry grafowe gtosowania wazonego. W tym modelu gra jest w pelni okreslona przez liste
nieujemnych wartosci [¢; w1, . .., w,] oraz graf znakowany G=.

Benati et al. [5] rozwazali (nieznakowane) gry grafowe glosowania wazonego i udowod-
nili, ze obliczanie warto$ci Shapleya w takich grach jest silnie #P-trudne. W naszej pracy
dowodzimy, ze jesli graf znakowany ma ograniczona szerokos¢ drzewiasta, to dowolna
semiwartos¢ moze by¢ obliczona w czasie pseudowielomianowym.

Twierdzenie 6. Dia kazdego ustalonego d, semiwartosc ¢ jednego gracza w znakowanej
grze grafowej gtosowania wazonego, w ktorej szeroko$¢ drzewiasta grafu znakowanego wy-
nosi co najwyzej d, moze byé obliczona w czasie O(2FT34dn>¢® 4+ 2%°n), gdzie q to prog
gry gtosowania wazonego.

Nasz algorytm pozwala na obliczanie indeksow sity w standardowych grach grafowych
glosowania wazonego, co stanowi nowy wynik dla tego klasycznego modelu.

Ponadto rozszerzamy nasz model, rozwazajac sojusze miedzy graczami. W tym celu
korzystamy z modelu zadanej a priori struktury koalicyjnej P = {T1,...,T}}, zapro-
ponowanego przez Owena [42], ktory zaktada, ze grupy T1,...,Ty tworza niepodzielne
koalicje. Ma to wplyw na istotno$é¢ poszczegdlnych graczy. Dlatego Owen zaproponowat
modyfikacje wartosci Shapleya, znana jako wartosé Owena.

Warto$é Owena nie jest semiwartoscia. W pracy pokazujemy jednak analogiczne wy-
niki dla wartosci Owena. W szczegdlnosci opracowujemy algorytm, ktory oblicza warto$é
Owena jednego gracza w czasie O(|FS; UNFS;| - |GF|). Zbiory FS; i NFS; sa pod-
zbiorami mozliwych koalicji, ktore pojawiaja sic w formule na warto$¢ Owena i zawieraja
lub sasiaduja z graczem i. Ponadto proponujemy pseudowielomianowy algorytm oblicza-
nia wartosci Owena w znakowanych grach grafowych glosowania wazonego, w ktorych
szerokos¢ drzewiasta grafu znakowanego jest ograniczona.
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4.5 Podsumowanie

Zataczona kolekcja prac bada miary istotnosci w sieciach i grach koalicyjnych.

Po pierwsze, przedstawilismy aksjomatyczne charakteryzacje dwoch klasycznych miar
centralno$ci: centralnosci bliskosci i PageRanka. Dla centralnosci bliskosci zaproponowali-
Smy nowy aksjomat nazwany Porownaniem Wiekszosciowym, ktory taczy analize central-
nosci oraz teori¢ glosowania. Pokazaliémy, ze ten aksjomat jednoznacznie charakteryzuje
centralno$¢ bliskosci w klasie centralnosci opartych na dystansach. W przypadku Page-
Ranka opracowaliémy pierwsza aksjomatyczna charakteryzacje, ktora sktada sie z pieciu
aksjomatéw niezmienniczych oraz prostego warunku brzegowego.

Po drugie, analizowaliémy teoriogrowe miary centralnosci. Aksjomatycznie zdefinio-
waliémy nowa miare centralnosci, zwang centralnoscia taczenia, ktora okresla znaczenie
wierzchotka w utrzymaniu grafu spojnym. Dowiedlidémy, ze centralnos$é¢ taczenia posiada
wiele pozadanych wtasnosci i przeprowadziliémy jej analize algorytmiczna. Dodatkowo
pokazalismy, ze kazda miare centralno$ci mozna uzyskaé jako teoriogrowa miare central-
nosci. Jednakze naturalne klasy teoriogrowych miar centralnosci mozna scharakteryzowac
aksjomatem Sprawiedliwosci i jego wzmocnieniami.

Po trzecie, zbadaliSmy koncepcje rozwiazan w dwoch rozszerzeniach klasycznego mo-
delu gier koalicyjnych. W grach z efektami zewnetrznymi analizowaliSmy zlozonosé obli-
czeniow rozszerzen wartosci Shapleya w zwiezle reprezentowanych grach. Ponadto rozsze-
rzyliSmy gry grafowe Myersona na grafy znakowane, ktore pozwalaja modelowaé zaréwno
pozytywne jak i negatywne relacje miedzy graczami. Korzystajac z podejécia aksjoma-
tycznego, rozszerzyliSmy wartos¢ Myersona na ten model i opracowalismy algorytmy dla
gier ogblnych oraz gier glosowania wazonego.

5 Aktywnosé¢ naukowa

W latach 201415, pracowalem na Uniwersytecie Kiusiu w projekcie, ktorego kierownikiem
byl Makoto Yokoo. Moje badania koncentrowaly sie na reprezentacjach dla gier z efektami
zewnetrznymi, grach grafowych oraz teoriogrowych miarach centralnosci. Cze$é wynikow
z prac [A], [B] i |C] zostala uzyskana podczas tego pobytu.

Ponadto bylem profesorem wizytujacym na Uniwersytecie Paris-Dauphine przez 1 mie-
siac w 2018 roku. Podczas tego pobytu wspolpracowatem ze Stefano Morettim oraz Ju-
lienem Lesca nad miarami centralnosci opartymi na skojarzeniach w grafie.
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6 Osiaggniecia dydaktyczne, organizacyjne oraz popula-
ryzujace nauke

6.1 Osiagniecia dydaktyczne

6.1.1 Prowadzone zajecia

Wszystkie na Wydziale Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskie-
go.

— Teoria Gier Koalicyjnych (wezesniej: Algorytmiczna Teoria Gier Koalicyjnych). Wy-
ktady i ¢wiczenia w latach 2012/13, 2013/14, 2015/16, 2018/19, 2019/20, 2020/21
oraz wyklady w latach 2021/22 i 2022/23. Jestem samodzielnym koordynatorem
tego wyktadu od roku 2018/19.

— Wstep do Analizy Sieci Spotecznych. Wyktad oraz éwiczenia w latach 2018/19,
2019/20, 2020/21. Bytem wspotkoordynatorem tego wykltadu.

~ Matematyka Dyskretna. Cwiczenia w latach 2010/11, 2011/12, 2013/14, 2017/18,
2018/19, 2019/20, 2020,/21, 2021/22, 2022/23. Moje ¢wiczenia byly wybrane naj-
lepszymi ¢wiczenia na wydziale w roku 2013/14.

— Bazy Danych. Laboratoria w latach 2010/11, 2011/12, 2013/14, 2015/16.
— Wstep do Programowania. Cwiczenia i laboratoria w roku 2015/16.

— Teoriogrowe Podejscie do Analizy Sieci Spotecznych. Cwiczenia w roku 2015/16.

6.1.2 Materialy dydaktyczne

Jestem autorem 23 filméw dostepnych na platformie Youtube ttumaczacych pojecia
Matematyki Dyskretnej (URL: https://youtube.com/@oskarskibski). Kanal ma

ponad 1000 subskrybentéw, a filmy w sumie ponad 100 000 wys$wietlen z ostatnich
3 lat.

6.1.3 Opieka promotorska

— Doktoranci:

o Tomasz Was — bylem promotorem pomocniczym (promotor gtowny: Marcin
Dziubinski)
Rozprawa: Aziomatization of the Walk-Based Centrality Measures
Data obrony: 08.07.2022 / Data nadania: 29.09.2022
Praca obroniona z wyréznieniem.
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Tomasz Was otrzymal wyréznienie PSSI w konkursie na najlepszg polska prace
doktorska ze Sztucznej Inteligencji w roku 2022.

— Magistranci:

(0]

Natalia Kucharczuk, Aziomatization of PageRank for FEdges, data obrony:
07.07.2023 (na podstawie PageRank for Edges: Aziomatic Characterization,
AAAIL-22).

Wiktoria Ko$ny, Aziomatization of Medial Centralities, data obrony: 07.07.2022
(na podstawie Aziomatic Analysis of Medial Centrality Measures, AAMAS-23)

Julia Nuszel, System do oceny sity graczy w grach glosowania wazonego ogra-
niczonych grafem, data obrony: 28.12.2021

Pawet Bielinski, Indeksy witalno$ci jako teoriogrowe miary centralno$ci, data
obrony: 28.12.2021

Magdalena Grodziiska, Measuring the quality of public transport using network
analysis, data obrony: 13.12.2021

— Licencjat:

o

Mateusz Zacharecki, Grupowa Miara f.gczenia, data obrony: 07.07.2023

6.2 Osiagniecia organizacyjne

Bytem lokalnym organizatorem konferencji Forum Informatyki Teoretycznej 2017 w
Warszawie.

6.3 Popularyzacja

— 0Od 02.2021 jestem edytorem Delty — polskiego miesiecznika popularnonaukowego
wydawanego przez Uniwersytet Warszawski.

— Otrzymaltem Medal Filca za najlepsza prezentacje na 66. Szkole Matematyki Pogla-
dowej, 2023.

— Artykuty popularnonaukowe:

e}

O

O

O

@)

Algorytm magicznych pigtek, Delta 07/2023

Jak pan Marek wybieral gospodarza, Delta 04/2023
Czarna skrzynka, Delta 02/2023

Jak podzieli¢ lody, czyli o nukleolusie, Delta 04/2022
Klucze, skarbonki, mtotek i superzapis, Delta 02/2022
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o Problem bankructwa z Talmudu, Delta 10/2021
o O tym, jak uzyé krolikow doswiadczalnych w matematyce, Delta 08/2021
o Gry glosowania wazonego, Delta 11,/2020

o Rozbijanie sieci terrorystycznych za pomocq teorii gier, Delta 11/2016
— Wyktady popularnonaukowe:

o Tajemnica z Talmudu, Szkota Matematyki Pogladowej, 25.08.2023
o Czemu lew jest grozny?, Festiwal Nauki, 24.09.2022

o Teoria Gier w Sztucznej Inteligencji — seria 8 wyktadéw dostepnych na Youtu-
bie na kanale MAP - Mistrzostwa w Algorytmice © Programowaniu, 09.05.2022

o Tajemnica z Talmudu, Festiwal Nauki, 25.09.2021
o Jak uzyé krolikow doswiadczalnych w matematyce, Dzienn Delty, 21.05.2021
o Tajemnica z Talmudu, Dzierr Delty, 21.05.2021

o Interpretacje kombinatoryczne, czyli o tym, jak uzyc krolikow doswiadczalnych
w matematyce, Festiwal Nauki, 26.09.2018

o Czy matematyka moze zlikwidowaé sieci terrorystyczne?, Festiwal Nauki,
27.09.2017

o Connecting the dots, Talk'n’Roll, 26.09.2017

o O tym, co tgczy koty w czapkach z sieciami terrorystycznymi, Dzien Inspiracji
w Staszicu, 21.06.2017

o Kropka w kropke, TEDxWarsaw, 23.03.2017

— Bylem wspoétorganizatorem Festiwalu Nauki na wydziale Matematyki, Informatyki
i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego w latach 2021, 2022 i 2023.

7 Inne istotne osiggniecia

— 2021: Stypendium Ministra Edukacji i Nauki dla wybitnych mtodych naukowcow.
2019: Grant Opus 2018/31/B/ST6,/03201 z Narodowego Centrum Nauki.

— 2016: Grant Sonata 2015/19/D/ST6/03113 z Narodowego Centrum Nauki.

— 2016: Grant Homing 2016-1/7 z Fundacji na rzecz Nauki Polskie;j.

— 2015: Nagroda specjalna jury PSSI za najlepsza teoretyczna prace doktorska ze
Sztucznej Inteligencji w roku 2015.
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