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4 Omoéwienie osiggnieé¢, o ktérych mowa w art. 219
ust. 1 pkt. 2 ustawy
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4.1 Wstep

Na poczatku omawiania uzyskanych wynikow, ustalmy uzywana ponizej terminologie. Dla
przestrzeni Tichonowa X, przez C,(X) oznacza¢ bedziemy przestrzen wszystkich rzeczy-
wistych funkcji ciagtych na X zaopatrzona w topologie zbieznosci punktowej. Natomiast,
ilekro¢ przestrzen K bedzie zwarta, to symbolem C,,(K) oznaczaé bedziemy przestrzen
Banacha C'(K) rozpatrywana w topologii stabej.

Omawiane osiggniecie naukowe wpisuje sie w obszar badan wspoétczesnej topologii
mnogosciowej zwany C)-teoria, ktérego obiektem zainteresowan sg przestrzenie C,(X).
Systematyczne badanie tych przestrzeni zostalo zapoczatkowane w latach siedemdziesig-
tych XX wieku, z jednej strony w zwiazku z udanym programem klasyfikacji przestrze-
ni Banacha C(K) funkcji ciaglych na zwartych przestrzeniach metrycznych K (por. [9],
[19]), z drugiej za$ strony wynikami dotyczacymi topologicznych whasnosci stabo-zwartych
podzbioréw przestrzeni Banacha (por. [I], [10]). Wspomniane rezultaty dotycza analizy
funkcjonalnej ale do ich otrzymania niezbedne okazaty si¢ nietrywialne rozumowania to-
pologiczne. W tym kontekscie topologia zbieznosci punktowej pojawia sie w naturalny
sposOb, bowiem jako najstabsza ze wszystkich naturalnych topologii na zbiorze funkcji
ciagtych, dopuszcza najwiecej zbiorow zwartych. W szczegoélnosci niesie ona w sobie in-
formacje o wszystkich klasach przestrzeni zwartych waznych z punktu widzenia analizy
funkcjonalnej (np. kompakty Eberleina, Gulki, Corsona). Uswiadomienie sobie tego po-
skutkowato intensywnym badaniem przestrzeni topologicznych postaci C,(X). Pionierem
tych badan byt Aleksander Archangielski i skupiona wokoét niego grupa naukowa na Uni-
wersytecie Moskiewskim. Monografia Archangielskiego [3] z konca lat osiemdziesiatych
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XX w. oraz jego liczne artykuly przegladowe (np. [], [5], [6], [7]) ukazuja dynamiczny
rozw6]j C)-teorii w pierwszych kilkunastu latach jej istnienia oraz wyznaczaja najwazniej-
sze kierunki badawcze na przysztosé. Tematyka badawcza woéwczas zapoczatkowana wcigz
pozostaje aktualna i jest dalej rozwijana. Swiadcza o tym nowsze, obszerne monografie
Tkaczuka [30], [31], [32], [33], ksiazka van Milla [20] oraz artykuty przegladowe, np. [34],
[35].

Bez watpienia bardzo istotnym zagadnienie w calej topologii (a takze w innych ga-
teziach matematyki) jest klasyfikacja przestrzeni topologicznych (czy ogdlniej, obiektdéw
matematycznych) polegajaca miedzy innymi na znajdowaniu sposobéw ich rozrézniania.
Nie inaczej rzecz si¢ ma w teorii przestrzeni C,(X). I tutaj, od samego poczatku, jednym
z gtownych kierunkéw badawczych jest wypracowywanie metod pozwalajacych na rozréz-
nianie przestrzeni funkcyjnych od siebie. Niniejszy cykl publikacji dotyczy nastepujacych
czterech probleméw, ktore dotykaja tego waznego zagadnienia:

Problem 4.1. [6, Problem 4] Czy dla kazdej nieskoriczonej przestrzeni metrycznej X,
przestrzen C,(X) jest homeomorficzna ze swoim kwadratem kartezjanskim Cy(X)xCp(X)?

Problem 4.2. [H2, str. 557] Niech K bedzie nieskonczong przestrzeniq zwartq. Czy prze-
strzenie Cp(K) 1 Cy(K) muszq byé niehomeomorficzne?

Problem 4.3. [3, str. 3] Zaloimy, zZe przestrzenie C,(X) i Cp(Y) sq lintowo homeomor-
ficzne. Jakie sq¢ wowczas wspdlne wilasnosci topologiczne przestrzeni X 1Y ¢

Problem 4.4. [3, str. 3] Zalézmy, zZe przestrzenie C,(X) i Cp(Y) sq jednostajnie home-
omorficzne. Jakie sq wowczas wspdlne wlasnosci topologiczne przestrzeni X i Y ?

Ponizej wyjasnimy dlaczego kazdy z wymieniowych problemoéw faktycznie dotyczy roz-
rozniania przestrzeni funkcyjnych. Omoéwimy tez szczegétowo nasz wktad w probe zrozu-
mienia tych probleméw. O wszystkich przestrzeniach ponizej bedziemy zaktadaé, ze sg
przestrzeniami Tichonowa.

4.2 O rozréznianiu przestrzeni C,(X) i C,(X) x C,(X). Publikacja
[H1].

W teorii przestrzeni funkcji ciagltych bardzo istotna role odgrywaja pytania o faktory-
zacyjne wlasnosci przestrzeni C,(X). Jest po temu kilka powodéw. Przede wszystkim
~dobre” wlasnosci faktoryzacyjne przestrzeni C,(X) (tj. mozliwosé¢ rozktadu przestrzeni
C,p(X) na okreslony iloczyn kartezjanski), w potaczeniu z dobrze znanymi schematami
dekompozycyjnymi i twierdzeniem Borsuka-Dugunji’ego, umozliwiajg konstruowanie ho-
meomorfizméw pomiedzy przestrzeniami funkcyjnymi (jest to podstawowa technika kon-
strukcji takich homeomorfizmoéw). Z drugiej strony, typowe przykltady nieskoniczenie wy-
miarowych przestrzeni liniowo-topologicznych sa homeomorficzne ze swoim kwadratem
kartezjanskim. W szczego6lnosci, dos¢ trudno wskaza¢ przyktad nieskonczonej przestrzeni
Tichonowa X, dla ktérej przestrzen funkeji ciagltych C,(X) nie bylaby homeomorficzna
czy nawet liniowo homeomorficzna ze swoim kwadratem C,(X) x C,(X). Nadmienmy, ze
pierwszy przyktad nieskonczenie wymiarowej przestrzeni liniowo-topologicznej, ktora nie
jest homeomorficzna ze swoim kwadratem zostal skonstruowany przez Pola [24] dopiero w
1984 roku (nie byta to przestrzen funkcji ciaglych). Warto w tym miejscu odnotowacé, ze



iloczyn kartezjanski C,(X) x C,(Y) dwoch przestrzeni funkcyjnych mozna rozpatrywaé
jako przestrzen funkcyjng na sumie dyskretnej X @ Y. Innymi stowy, C,(X) x C,(Y)
mozna w kanoniczny sposob utozsamic z przestrzenia C,(X @Y'). Pytanie o istnienie nie-
skonczonej przestrzeni X takiej, ze przestrzen C,(X) jest topologicznie rézna od swojego
kwadratu kartezjanskiego, jest wiec w istocie pytaniem o mozliwo$¢ rozréznienia od siebie
przestrzeni C,(X) i Cp(X & X).

Pierwsze przyktady nieskoniczonych przestrzeni zwartych K, dla ktérych C,(K) nie
jest homeomorficzna z C,(K) x C,(K) zostaly podane pod koniec lat osiemdziesiatych
XX w. niezaleznie przez Gulke i Marciszewskiego [I1], [16]. Poniewaz przyktady te byty
niemetryzowalne, wiec Problem (4.1 postawiony przez Archangielskiego pod koniec lat
osiemdziesigtych ubiegltego wieku, przyciggnal uwage specjalistow.

Dos¢ szybko zostaly podane kontrprzyktady dla homeomorfizméw liniowych (Pol [25])
lub jednostajnych (van Mill, Pol, Pelant [21]) jednak pytanie dla homeomorfizméw po-
zostawalo otwarte i bylo wielokrotnie powtarzane w artykutach przegladowych (np. [7,
Problem 25], [17, Problem 4.12], [23, Problem 1029]).

W pracy [H1] rozwiazujemy Problem podajac przyktad przestrzeni metryzowalnej
osrodkowej (jest to pewien zero-wymiarowy podzbiér prostej rzeczywistej) B, takiej ze
przestrzen C,(B) nie jest homeomorficzna ze swoim kwadratem C,(B) x C,(B). Doktad-
niej, przestrzen B to tak zwany sztywny zbiér Bernsteina, ktéry zdefiniujemy ponizej. Byt
on wezesniej wykorzystany przez Pola [25] w kontekscie liniowych homeomorfizméw, do
udowodnienia nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 4.5. (Pol) Jesli B jest sztywnym zbiorem Bernsteina, to przestrzenie Cp(B)
i Cp(B) x Cp(B) nie sqg liniowo homeomorficzne.

Okazuje si¢, ze w sformutowaniu powyzszego twierdzenia, zatozenie o liniowosci home-
omorfizmu mozemy opuscié¢:

Twierdzenie 4.6. (Theorem 1.1 w [H1]) Jesli B jest sztywnym zbiorem Bernsteina, to
przestrzenie Cy(B) 1 Cp(B) x Cp(B) nie s¢ homeomorficzne.

Metody uzyte w pracy [25], do udowodnienia Twierdzenia w sposob istotny wy-
korzystujg liniowos¢ odwzorowania pomiedzy przestrzeniami funkcyjnymi i bez tego zato-
zenia nie sg dostepne. A zatem pomimo, ze w sformutowaniu obu powyzszych twierdzen
wystepuje ta sama przestrzen, dowdéd Twierdzenia wymagal nowych pomystow.

Przypomnijmy teraz konstrukcje sztywnego zbioru Bernsteina B pochodzaca od Ku-
ratowskiego [I5]. Niech {(Cy, fo) : @ < 2} bedzie numeracja wszystkich par (C, f), gdzie
C' jest kopia zbioru Cantora w zbiorze liczb rzeczywistych R, zas f : C' — R jest funkcja
ciagly majaca nieprzeliczalny zbiér wartosci f(C) taki, ze f(C) N C = (). Indukcyjnie
wybieramy parami rézne punkty o, Yo, .- ., Ta; Ya, - - - takie, ze £, € Cy 1 Yo € f(Cy)
dla o < 2¥. Zbiér B = {z, : a < 2¥} jest sztywnym zbiorem Bernsteina. Jest to zbiér
Bernsteina w tym sensie, ze zarébwno B jak i R\ B ma niepuste przeciecie z dowolna ko-
pia zbioru Cantora na prostej rzeczywistej. Sztywnosé zbioru B rozumiana jest w sensie
nastepujacego faktuﬂ:

'Fakt zostal udowodniony w [H1]. Dowdd jest jednak prosta modyfikacja dobrze znanego wczesniej
podobnego faktu, gdzie w miejscu zbioru typu Gs wystepuje zbiér otwarty.



Fakt 4.7. Jesli G jest niepustym podzbiorem B typu Gs, to kazda funkcja ciggta f :
G — B jest identycznoscig na swoj obraz lub jest stata na pewnym niepustym relatywnie
otwartym podzbiorze zbioru G.

Dowd6d Twierdzenial4.6|opiera sie na pewnym strukturalnym rezultacie udowodnionym
wezesnie] w [18]. Do jego sformutowania wygodnie bedzie postugiwaé sie nastepujacym
oznaczeniem bazowego otoczenia zera w przestrzeni C,(X). Dla zbioru skoficzonego A C
X i dodatniej liczby naturalnej m ktadziemy

Ox (A L) ={feC(X):Vze A |f(x)] < L}

m
Ponizsze twierdzenie pochodzi z pracy [18]:

Twierdzenie 4.8. Niech X 1Y bedqg przestrzeniami metryzowalnymi. Niech n € N. Przy-
pusémy, ze ® : C,(X) — C,(Y) jest homeomorfizmem przeprowadzajgcym funkcje stale
rowng zero na funkcje stale rowng zero. Wtedy przestrzen Y mozemy pokryé przeliczalnie
wieloma zbiorami G, typu Gs, r = 1,2, ... takimi, Ze

Dla kazdego r = 1,2,.. ., istniejq funkcje ciggte f1,..., f, + Gy — X oraz dodatnia

liczba naturalna m takie, zZe, dla y € G,, mamy ® (OX(A, %)) C Oy (y, %), gdzie
A={fiy),.-. f,,)}

Dowdd Twierdzenia [4.6| polega na przeprowadzeniu rozumowania nie wprost. Zaktada-
jac, ze istnieje homeomorfizm @ : C,(B) — C,(B & B) mozemy zastosowaé¢ Twierdzenie
. Méwiac w pewnym uproszezeniu, korzystajac ze sztywnosci zbioru B (por. Fakt
wnioskujemy, ze funkcje ciagle wystepujace w sformutowaniu Twierdzenia[4.8] po obcieciu
do pewnego nieprzeliczalnego zbioru typu Gy sa identycznoscia lub sa state. Pozwala to
na lepsza kontrole zachowania homeomorfizmu &.

Weiaz nie wiadomo, czy istnieje zwarty metryzowalny kontrprzyktad na Problem [.1]
Jednak w przypadku homeomorfizméw liniowych odpowiedniego kontrprzyktadu dostar-
cza praca Pola [25]. Jest to tak zwana krzywa Cooka, czyli jednowymiarowe metryczne
kontinuum (tj. przestrzen zwarta i spdjna) M, sztywne w bardzo silnym sensie, a miano-
wicie, dla dowolnego podkontinuum C' C M kazda funkcja ciggta f : C — M jest stala
lub jest identycznoscia na swdj obraz. Nastepujacy rezultat zostal udowodniony w [25]:

Twierdzenie 4.9. (Pol) Jesli M jest krzywq Cooka, to przestrzenie C,(M) i Cp(M) X
Cp(M) nie sq liniowo homeomorficzne.

W pracy [H1| wzmacniamy nieco powyzsze twierdzenie uzyskujac nastepujacy rezultat:

Fakt 4.10. (Proposition 5.5 w [H1]) Jesli X jest krzywq Cooka lub sztywnym zbiorem

Bernsteina, to nie istnieje ciggla liniowa surjekcja z przestrzeni Cn(X) na przestrzer
Cp(X) x Cp(X).

Z powyzszego faktu mozemy w nietrudny sposob uzyskaé¢ odpowiedZ na (nieopubli-
kowane) pytanie Leidermana czy dla nieskoniczonej zwartej metrycznej przestrzeni X,
przestrzen C,(X) odwzorowuje si¢ w sposob ciagly i liniowy na przestrzenn Cp(X x X).
Okazuje sie, ze tak by¢ nie musi. Mianowicie zachodzi nastepujace fakt:

Fakt 4.11. Jesli M jest krzywq Cooka, to nie istnieje ciggta liniowa surjekcja z przestrzeni
Cp(M) na przestrzen C,(M x M).



4.2.1 Wklad w powstanie publikacji.

Publikacja [H1]| zostala napisana wspélnie z Witoldem Marciszewskim, niezbedne jest
wiec okreslenie mojego indywidualnego wktadu w jej powstanie. Ze wzgledu na prace
Pola [25], sztywny zbiér Bernsteina byt (obok krzywej Cooka) naturalnym kandydata-
mi na kontrprzyktad do Problemu [4.1} jego uzycie byto wiec naturalne. Gtéwny pomyst
na rozwigzanie Problemu (4.1} oraz szkielet rozumowania zaprezentowanego w dowodzie
Twierdzenia 1.1 w [H1] pochodzi ode mnie. Szczegdly i aspekty techniczne, np. [H1, Lem-
ma 2.2] byly dopracowywane wspdlnie, w ramach dyskusji i wymiany pomystéw. Dwa
fakty, ktorych dowody mozna znalezé w [H1, Section 5], tj. Proposition 5.3 i 5.4 pocho-
dza z pracy doktorskiej Witolda Marciszewskiego. Zdecydowalidémy sie na ich dotgczenie
gdyz nigdy nie byty publikowane w jezyku angielskim. Dowdd Proposition 5.5 w [H1] jest
efektem wspolnej dyskusji przy tablicy.

4.3 O rozrdéznianiu topologii punktowej i slabej w przestrze-
niach funkcji cigglych. Publikacje [H2] i [H3].

Dla przestrzeni zwartej K, zbiér C'(K) wyposazony w norme supremum, jest przestrze-
nig Banacha, ktérag zgodnie z tradycja oznaczaé¢ bedziemy tak samo jak zbior funkcji
ciagtych przez C(K'). Oprécz topologii wyznaczonej przez norme supremum, w zbiorze
C(K) mozemy rozwazaé dwie inne naturalne topologie: topologie staba i topologie zbiez-
nosci punktowej. Tak jak wspomnieliSmy we wstepie, powstate w ten sposéb przestrzenie
topologiczne oznaczamy odpowiednio przez C,,(K) i C,(K). Nietrudno zauwazy¢, ze dla
nieskonczonej przestrzeni zwartej K, przestrzen Banacha C'(K) nie jest homeomorficzna
ani z przestrzenia C,,(K), ani z przestrzenia C,(K). Istotnie, przestrzen C(K) jest metry-
zowalna, natomiast C,,(K) jest niemetryzowalna dla dowolnej nieskonczonej przestrzeni
zwartej K. Przestrzen, C,(K) jest metryzowalna jedynie dla przeliczalnych kompaktéw
K. Jednak, w odréznieniu od przestrzeni Banacha C'(K), dla dowolnej nieskonczonej prze-
strzeni zwartej K, C,(K) nie jest metryzowalna w sposéb zupely. Latwo zauwazy¢, ze
jesli K jest nieskonczonym kompaktem, to topologia zbieznosci punktowej jest istotnie
stabsza od topologii stabej. Nie jest jednak jasne, czy przestrzenie C,(K) i Cy(K) sa
zawsze (tj. dla dowolnej nieskonczonej przestrzeni zwartej K) topologicznie rézne. Tym
zagadnieniem zajmujemy sie w pracach [H2] i [H3] cyklu. Konkretniej, [H2] i [H3] sa
motywowane pytaniem zawartym w Problemie [4.2l Mozemy zapyta¢ nieco ogdlniej:

Pytanie 4.12. Czy przestrzenie Cp(K) it Cy,(L) mogg byé homeomorficzne dla pewnych
nieskorniczonych przestrzeni zwartych K i L?

Problem zostal sformutowany przez nas w [H2], natomiast jego ogdlniejsza wersja
w brzmieniu Pytania w [H3]. Zaréwno Problem jak i Pytanie w pelnej
ogblnosci weigz pozostaja otwarte.

Dla przestrzeni zwartej K, przez M(K) oznaczaé bedziemy przestrzen znakowanych
miar Radona na K. Na mocy twierdzenia Riesza o reprezentacji, mozemy utozsamiaé
M (K) z przestrzenia dualna C(K)*. Mozemy teraz zauwazy¢, ze topologie staba i zbiez-
nosci punktowej sa ze sobg zwigzane w nastepujacym sensie: Dla przestrzeni zwartej K,
przestrzen C,,(K) jest liniowo homeomorficzna z domknieta liniowa podprzestrzenia prze-
strzeni Cp(Buy(k)), gdzie Bk jest kula jednostkowa w przestrzeni M (K).



Odnotujmy kilka przypadkow, w ktorych odpowiedZ na Pytanie jest (niemal) na-
tychmiastowa. Wymienione nizej obserwacje pochodza z [H3, rozdzial 3] gdzie mozna
znalez¢ ich krétkie wyjasnienia. Niech K bedzie nieskonczona przestrzenia zwarta. Jesli
dodatkowo K jest:

(1) przeliczalna lub
(2) spehia |K| < |[M(K)| lub

(3) jest nieosrodkowa przestrzenia, na ktorej istnieje przeliczalnie wiele funkcjonatow
rozdzielajacych punkty w C(K') lub

(4) jest przestrzenig rozproszona, tzn. kazdy niepusty podzbiér przestrzeni ma punkt
relatywnie izolowany,

to wowezas Cy,(K) 1 Cp(K) nie sa homeomorficzne. Ponadto, jesli na szukany w Pytaniu
4.12) homeomorfizm narzucimy dodatkowe wymagania, np. liniowos$¢, to na tak zmodyfi-
kowane pytanie w nietrudny sposob dostaniemy odpowiedz negatywng. Mianowicie naste-
pujacy fakt odnotowalismy w [H3] (zob. Proposition 3.1 w [H3] oraz uwage nastepujaca
po dowodzie tego faktu).

Fakt 4.13. Dla dowolnych nieskonczonych przestrzeni zwartych K i L, nie istnieje ho-
meomorfizm pomiedzy Cy,(K) i Cy(L), ktory jest jednostajnie ciggly.

Jednak co ciekawe, w przypadku podstawowych nieprzeliczalnych przestrzeni metrycz-
nych, takich jak np. przestrzen Cantora {0, 1}* lub odcinek jednostkowy [0, 1], odpowiedZ
na Problem 4.2 jest nieoczywista i jak sie wydaje nie byta znana. Aby sformutowaé¢ gtéwne
rezultaty z prac [H2] i [H3] konieczne jest przypomnienie pewnych pojeé z teorii wymiaru.

Definicja 4.14. Przestrzen normalna X jest C-przestrzeniq jedli dla kazdego ciggu (U)o
ztozonego z otwartych pokry¢ przestrzeni X, istnieje ciag (Vp), oy ztozony z rodzin para-
mi roztacznych zbioréw otwartych taki, ze rodzina V), jest wpisana w U, 1 U,en Vn jest
pokryciem przestrzeni X.

Definicja 4.15. Przestrzen normalna X jest (silnie) przeliczalnie wymiarowa jesli daje
sie przedstawi¢ jako przeliczalna suma (domknietych) skoniczenie wymiarowych podprze-
strzeni.

Oczywiscie kazda przestrzen silnie przeliczalnie wymiarowa jest przeliczalnie wymia-
rowa. Wiadomo tez, ze kazda metryzowalna przeliczalnie wymiarowa przestrzen jest C-
przestrzenia. W szczegélnosci przestrzenie metryczne skonczenie wymiarowe sa C' - prze-
strzeniami. W obrebie metrycznych kompaktow znane sa przyktady C-przestrzeni, ktore
nie sg przeliczalnie wymiarowe oraz przyktady przestrzeni przeliczalnie wymiarowych ale
nie w silnym sensie. Typowym przyktadem metrycznego kompaktu, ktory nie jest C-
przestrzenia jest kostka Hilberta [0, 1]“.

Mozemy teraz sformutowaé¢ gtéwny rezultat pracy [H2].

Twierdzenie 4.16. [H2, Corollary 1] Jesli K jest nieprzeliczalng metryzowalng zwartg
C'-przestrzeniq, to przestrzenie funkcyjne Cy,(K) i Cp(K) nie s¢ homeomorficzne.



Zaltozenie o nieprzeliczalnosci kompaktu K mozemy w istocie zastgpi¢ wymaganiem, ze
K jest przestrzenia nieskonczona, gdyz jak juz wezesniej odnotowalismy, w przypadku gdy
K jest nieskoriczonym kompaktem przeliczalnym, odpowiedz na Pytanie [£.12] jest tatwa
do udzielenia. W szczegdlnoscei, Twierdzenie obejmuje przypadki takich przestrzeni
jak kostka Cantora {0,1}¥, czy kostki skoniczonego wymiaru [0, 1]*. W istocie, na mocy
klasycznego twierdzenia Miljutina [19], Twierdzenie sprowadza sie do nastepujacego:

Twierdzenie 4.17. [H2, Theorem 2] Jesli K jest zwartq metryzowalng C-przestrzenig,
to Cp(K) i C,([0,1]¥) nie s¢g homeomorficzne.

Dowdd powyzszego twierdzenia wykorzystuje pewne idee Marciszewskiego z [18], m. in.
wersje wspomnianego juz wezesniej Twierdzenia [4.8f Wymagaja one jednak modyfikacji,
gdyz w odréznieniu do pracy [I8] mamy tu do czynienia ze staba topologia. Wymaga to
uzycia miar w miejsce punktow przestrzeni.

W pracy [H3|, wspolnej z W. Marciszewskim, uzyskujemy nastepujace czesciowe uogol-
nienie Twierdzenia [4.16] nawiazujace do Pytania

Twierdzenie 4.18. [H3, Theorem 4.1] Jesli K jest silnie przeliczalnie-wymiarowq prze-
strzeniq zwartq, za$ L kompaktem, dla ktérego Cy, (L) jest homeomorficzna z Cyy(M) X E,
gdzie M jest pewng nieprzeliczalng przestrzenig metryzowalng zwartg, a E pewng prze-
strzeniq topologiczng, to wowczas Cp(K) i Cy(L) nie sg homeomorficzne.

W powyzszym twierdzeniu, zatozenie o przestrzeni L wydaje sie by¢ dosy¢ techniczne.
Jednak, jak nietrudno si¢ przekonac, jest ono spetnione, np. dla klasy przestrzeni zwar-
tych zawierajacych nieprzeliczalng metryzowalng domknieta podprzestrzen, rownowaznie:
topologiczna kopie zbioru Cantora (zob. [H3, Corollary 4.2]). Z jednej strony Twierdzenie
jest o tyle ogdlniejsze od Twierdzenia [1.16] ze obejmuje takze niektére przestrzenie
niemetryzowalne. Z drugiej jednak strony wymaga nieco mocniejszego zatozenia o kom-
pakcie K: silna przeliczalna-wymiarowos¢ w miejsce bycia C-przestrzenia. Interesujaca
klasg przestrzeni zwartych, do ktérych mozna stosowaé¢ Twierdznie jest klasa kom-
paktéw Valdivii. Przypomnijmy, ze dla zbioru I', definiujemy X-iloczyn prostych X(T")
jako

YT)={zeR" : |{y el :z, #0} <N}
Przestrzen zwartg K nazywamy kompaktem Valdivii jedli, dla pewnego I', istnieje zanu-
rzenie i : K — RT takie, ze i(K)NY(T) jest gesty w i(K). Klasa kompaktéw Valdivii jest
istotnie wieksza niz klasa kompaktéw Corsona, tj. przestrzeni zwartych homeomorficznych
z podzbiorem pewnego >-iloczynu prostych rzeczywistych. Jako wniosek z Twierdzenia
mozemy w szczegdlnosci wyprowadzic:

Whniosek 4.19. Jesli K jest nieskonczonym, skonczenie wymiarowym kompaktem Valdi-
vit, to Cp(K) 1 Cy(K) nie sg homeomorficzne.

Istotnie, jest to natychmiastowa konsekwencja Twierdzenia [£.18] uwag poczynionych
na poczatku tego rozdzialu i nastepujacej interesujacej dychotomii (zob. [H3, Propo-
sition 4.4]): Kazdy kompakt Valdivii jest albo rozproszony, albo zawiera nieprzeliczalng
domknietq metryzowang podprzestrzen. Inng ciekawa przestrzenia (niebedaca kompaktem
Valdivii), do ktérej ma zastosowanie Twierdzenie m jest strzatka podwojna czyli prze-
strzen ((0, 1] x {0}) U ([0, 1) x {1}) zaopatrzong w topologie porzadkows pochodzacg od
porzadku leksykograficznego (zob. [H3, Proposition 4.6]).
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4.3.1 Wtasno$é (B)

Przyjrzyjmy sie nieco blizej przypadkowi wspomnianemu na poczatku rozdziatu, w punk-
cie (4), tj. sytuacji gdy kompakt K jest przestrzenia rozproszona. Przypomnijmy raz
jeszcze, ze przestrzen topologiczna X jest rozproszona, gdy kazdy niepusty podzbior X
ma punkt relatywnie izolowany. Przestrzen X jest Frécheta-Urysohna gdy dla dowolnego
A C X i dowolnego punktu z nalezacego do domkniecia A, istnieje ciag (xy,)ne, punk-
tow ze zbioru A zbiezny do x. Dobrze wiadomo, ze przestrzen zwarta K jest rozproszona
wtedy i tylko wtedy, gdy C,(K) jest Frécheta-Urysohna (zob. [3, Theorem III.1.2]). Z
kolei, Cy,(K) nigdy (tj. dla zadnej nieskonczonej przestrzeni zwartej K) nie jest Frécheta-
Urysohna. Mamy wiec, ze dla K bedacego nieskonczonym kompaktem rozproszonym,
Cp(K) i Cyp(K) nie sa homeomorficzne. Okazuje si¢, ze mozemy powiedzie¢ wigcej:

Twierdzenie 4.20. [H3, Corollary 5.11 i Theorem 5.12] Zalézmy, ze K i L sq nie-
skoticzonymi przestrzeniami zwartymi. Jesli L jest rozproszona, to Cp(K) i Cy,(L) nie sq
homeomorficzne. Podobnie, jesli K jest rozproszona, to C,(K) i C,(L) nie s¢ homeomor-
ficzne.

Dow6d Twierdzenia wykorzystuje m.in. nastepujaca wlasnos$é przestrzeni topolo-
gicznej.

Definicja 4.21. Powiemy, Ze przestrzen topologiczna X ma wilasnosé (B) jesli istnieje
przeliczalna rodzina {A,, C X : n € w} zbioréw domknietych brzegowych taka, ze dla
kazdego zbioru zwartego K C X mamy K C A,, dla pewnego n € w.

Wtasnosé (B) zostala nam zasugerowana przez T. Banakha i pojawia sie po raz pierw-
szy w pracy [H3|, gdzie uzyskaliSmy pierwsze rezultaty na jej temat. Wtasno$¢ ta w
naturalny sposob przystuguje nieskonczenie-wymiarowym przestrzeniom Banacha rozwa-
zanym w stabej (badz stabej* - dla przestrzeni dualnych) topologii. Istotnie, wystarczy
przyja¢ A, = nBx, gdzie By jest kulg jednostkowa w przestrzeni Banacha X. A zatem,
Cy(K) zawsze ma wlasnoéé (B), o ile K jest nieskoficzona. Jak wykazaliémy w [H3], dla
przestrzeni C,(K) zachodzi nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 4.22. [H3, Theorem 5.9] Dla dowolnej przestrzeni zwartej K nastepujgce
warunkt sq rownowazne.

(a) K jest rozproszona,
(b) C,(K) jest Frécheta-Urysohna,
(¢) C,(K) nie ma wlasnosci (B).

Rownowaznosé (a) < (b) powyzej byta wczesniej znana. Natomiast implikacja (b) =
(¢) jest prawdziwa nie tylko dla przestrzeni funkcyjnych ale dla dowolnej przestrzeni Ti-
chonowa. Twierdzenie m, z jednej strony daje nam wlasnos$é topologiczna (inng niz wta-
sno$¢ Frécheta-Urysohna) pozwalajaca rozr6znié topologie punktowa od stabej na zbiorze
funkeji ciagtych. Z drugiej strony charakteryzuje interesujaca skadinad wtasnosé (B) w
przestrzeniach C,(K), gdzie K jest przestrzenia zwarta. Warto w tym miejscu zaznaczy¢,
ze charakteryzacja wtasnosci (B) w przestrzeniach C,(X), gdzie X jest dowolng przestrze-
nia Tichonowa, o ktéra pytamy w [H3, Problem 5.10] zostala niedawno przez nas podana
we wspoélnej pracy z Kacprem Kucharskim i Witoldem Marciszewskim [14].
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4.3.2 Wkilad w powstanie publikacji [H3].

Publikacja [H3], podobnie jak [H1], zostata napisana wspdlnie z Witoldem Marciszewskim.
W przypadku tej pracy nie sposob jednoznacznie wskaza¢ na dominujacy wktad ktorego-
kolwiek z autoréow w sformutowanie badz udowodnienie poszczegdlnych twierdzen. Jak to
czesto ma miejsce w przypadku publikacji matematycznych, [H3] jest wynikiem wsp6lnych
dyskusji i wymiany pomystéw, ktore prowadzity do ostatecznego ksztattu publikacji. W
mojej ocenie wktad obu autoréw w powstanie publikacji [H3] byt réwny.

4.4 O rozrdéznianiu liniowych i jednostajnych struktur w prze-
strzeniach C,(X). Publikacje [H4] i [H5].

Poza struktura topologiczna, przestrzen C,(X) wyposazona jest w naturalng struktu-
re pierécienia topologicznego, strukture przestrzeni liniowo-topologicznej oraz strukture
przestrzeni jednostajnej. Mozemy wigc pyta¢ o klasyfikacje przestrzeni Cp,(X) wzgledem
tych struktur, lub inaczej, o sposoby rozrézniania od siebie przestrzeni Cp(X) i Cp(Y)
jako pierscieni topologicznych, przestrzeni liniowo-topologicznych czy przestrzeni jedno-
stajnych. Punkt wyjscia do rozwazan w tym kierunku stanowi ponizsze twierdzenie Nagaty
z 1949 roku, o ktérym Archangielski tak pisze w swojej monografii [3]: , Jednakze naj-
wiekszg przewage topologii zbieznosci punktowej nad topologia zwarto-otwarta, topologia
zbieznosci jednostajnej, czy innymi topologiami oddaje nastepujace znakomite twierdzenie
Ju. Nagaty”P]

Twierdzenie 4.23. [22] Przestrzenie X 1Y sq homeomorficzne wtedy i tylko wtedy gdy
Cp(X) i C,(Y) sq izomorficzne jako pierscienie topologiczne.

Innymi stowy, algebraiczno-topologiczna struktura przestrzeni C,(X) niesie pelng in-
formacje o topologii przestrzeni X. Mozemy wiec pytac ile informacji o przestrzeni X niosg
inne struktury w jakie wyposazona jest przestrzenn C,(X): struktura liniowo-topologiczna,
struktura jednostajna czy jedynie struktura topologiczna. Konkretniej, mozemy stawiac
pytania zawarte w Problemach i poszukujac niezmiennikéw liniowych czy jedno-
stajnych homeomorfizméw przestrzeni C,(X). Takie niezmienniki umozliwiaja rozréznie-
nie struktur liniowo-topologicznych czy jednostajnych przestrzeni C,(X) i C,(Y). Jest to
jeden z gléwnych kierunkéw badawczych w Cp-teorii. Poswiecona jest mu monografia [33].

Pomimo, ze prace [H4] i [H5] dotycza dwdch réznych typéw izomorfizmu przestrze-
ni C,(X) oraz zajmuja si¢ réznymi ich niezmiennikami, to sa ze sobg Scisle zwiazane.
Rozwijaja bowiem ([H4] dla homeomorfizméw liniowych a [H5] dla homeomorfizméw jed-
nostajnych) te sama metode atakowania Probleméw i . Podejscie to wydaje si¢ by¢
nowe, a stosuje si¢ do wtasnosci topologicznych przestrzeni X, ktore daja si¢ wygodnie
wystowi¢ w terminach potozenia X w swoim uzwarceniu Cecha-Stone’a 3X. Przyklada-
mi tego typu wtasnosci sa m.in. o-zwartos¢, wtasnosci Hurewicza, Mengera i Lindelofa
(o ktérych nieco szerzej powiemy w podrozdziale 4.4.1), czy r-pseudozwartosé (ktora to
wlasno$¢ oméwimy w podrozdziale 4.4.2).

2[3] str. 2], thumaczenie z jezyka angielskiego M.K.
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4.4.1 Liniowe homeomorfizmy przestrzeni C,(X).

W pracy [H4] zajmujemy sie Problemem [4.3| w kontekscie dwoch dobrze znanych wia-
snosci pokryciowych przestrzeni topologicznej: wlasnosci Mengera i wtasnosci Hurewicza.
Przypomnijmy, ze przestrzen X jest przestrzenig Mengera (méwimy tez, ze X ma wla-
sno$¢ Mengera) jesli dla kazdego ciagu (U, )nen pokryé otwartych przestrzeni X, istnieje
ciag rodzin (V,)nen taki, ze V, jest skonczona podrodzina rodziny U, oraz U,y Va jest
pokryciem przestrzeni X. Przestrzen X jest przestrzenig Hurewicza (méwimy tez, ze X
ma wlasno$é Hurewicza) jesli wystepujaca w definicji wlasnosci Mengera rodzina U,,cy Vs
jest nie tylko pokryciem ale dla kazdego x € X zbiér {n € N: z ¢ UV, } jest skoniczony.
Obie wtasnosci zostaty wprowadzone na poczatku XX w. w zwigzku z badaniami nad
o-zwartoscia i od tego czasu leza w kregu zainteresowan wielu badaczy (zob. np. [28]).

Gléwna motywacja badan podjetych w [H4] jest nastepujace, wciaz otwarte pytanie
Archangielskiegd?| (por. [3, Problem I1.2.8] lub [33, Problem 4.2.12]):

Pytanie 4.24. Zalozmy, ze przestrzenie C,(X) i C,(Y) sq¢ homeomorficzne. Zatdzimy
ponadto, ze X jest przestrzeniqg Mengera. Czy wowczas'Y tez musi byé przestrzeniq Men-
gera?

Jednym z gtéwnych rezultatéw pracy [H4] jest nastepujace twierdzenie, ktére udziela
odpowiedzi na Pytanie £.24 w waznym przypadku homeomorfizméw liniowych.

Twierdzenie 4.25. [Hj, Theorem 1.1] Zalézmy, zZe przestrzenie Cp(X) 1 C,(Y) sq linio-
wo homeomorficzne. Wowczas X jest przestrzeniqg Mengera wtedy @ tylko wtedy gdy Y jest
przestrzeniqg Mengera.

Nietrudno zauwazy¢, ze dla dowolnej przestrzeni X prawdziwe sa nastepujace impli-
kacje:

X jest o-zwarta = X jest Hurewicza = X jest Mengera = X jest Lindeléfa (1)

Wiadomo, ze nawet w obrebie przestrzeni metryzowalnych, zadna w powyzszych impli-
kacji sie nie odwraca. Wyjasnijmy pokrotce jak Twierdzenie wpisuje sie we wczesnie]
znane wyniki. Jednym z wazniejszych rezultatéw dotyczacych Problemu jest nastepu-
jace, gtebokie twierdzenie Veliczki:

Twierdzenie 4.26. [39] Zalézmy, zZe przestrzenie C,(X) i C,(Y) sq liniowo homeomor-
ficzne. Wowczas X jest przestrzenig Lindelofa wtedy i tylko wtedy gdy Y jest przestrzeniq
Lindeldfa.

Na drugim krancu wtasnosci podanych w znajduje sie o-zwartos$é, o ktorej stosun-
kowo tatwo mozna pokazaé, ze jest niezmiennikiem liniowych homeomorfizméw przestrzeni
Cp(X) (zob. [20, Theorem 6.9.1]). W istocie mozna pokazaé¢ wigcej: o-zwartos¢ jest nie-
zmiennikiem homeomorfizméw przestrzeni C,(X) [3, II1.2]. Analogiczny do Twierdzenia
wynik dla wlasnosci Hurewicza zostal otrzymany przez Zdomskiego w [40]. Nasze
Twierdzenie wyjasnia sytuacje dla, ostatniej pozostatej w wlasnosci, czyli dla
wtasnosci Mengera.

3W literaturze wystepuje niezgodnosé terminologii. Whasnoéé, ktéra my (oraz wiekszoéé wspotezesnych
autoréw) nazywamy wlasnoscia Mengera, jest przez niektérych autoréw nazywana wlasnoscia Hurewicza.
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Zeby nieco przyblizyé gtéwng idee stojacg za naszym podejsciem przypomnijmy, ze
kazda ciagta liniowa surjekcja ¢ : Cp(X) — C,(Y) indukuje dolnie pélciagly funkcje
supp,, : Y — [X]* przyporzadkowujaca punktowi y € Y pewien niepusty skonczony
podzbior przestrzeni X. Dolna poélciagtos¢ odwzorowania supp,, oznacza, ze dla dowolne-
go zbioru otwartego U C X zbior SUpp;l(U) ={y €Y :supp,(y) NU # 0} jest otwarty
w Y (zob. [20, §6.8]). Okazuje si¢, ze funkcje supp, : ¥ — [X]<* mozna przedtuzy¢ do
dolnie pélciaglej funkeji s, @ Y — K(8X), ktéra punktom uzwarcenia Cecha-Stone’a
BY przestrzeni Y przyporzadkowuje niepuste zwarte podzbiory przestrzeni 5.X E| Dodat-
kowo, jak wykazalismy w [H4], przestrzen Y mozna pokry¢ przeliczalnie wieloma zbiorami
domknietymi {4, : n € N} takimi, ze

jesli y € clgy (A,) \ An, to s,(y) N (BX\ X) # 0, dla kazdego n € N. (2)

Tu clgy (A,) oznacza domknigcie zbioru 4, w GY.
Sposéb dziatania naszej techniki zilustrujmy podajac szkic dowodu nastepujacego zna-
nego twierdzenia (zob. np. [20, Theorem 6.9.1] %}

Twierdzenie 4.27. Zaldzimy, ze przestrzenie C,(X) i Cp(Y') sq liniowo homeomorficzne.
Jesli X jest przestrzeniq o-zwartq, to Y tez jest przestrzeniq o-zwartq.

Szkic dowodu. Skoro X jest o-zwarta, to narost X \ X uzwarcenia Cecha-Stone’a prze-
strzeni X, jest zbiorem typu Gs w 3X. Mozemy wiec zapisa¢ fX \ X = N2, Uy, dla
pewnych otwartych podzbioréw Uy przestrzeni SX. Funkcja s, : BY — K(BX) jest dol-
nie pélciagta, wiec zbiory Vi, = {y € Y : s,(y) N Uy # 0} sa otwarte w SY. Poniewaz
BX \ X C Uy, wiec z wlasnosci zbioréw A,, wyrazonej w wynika, ze

(clgy (A,) \ A,) € Vi dla dowolnych n, k € N. (3)

Dodatkowo,
YN Vi=0 (4)

k=1
gdyz X NN, Uy = 0 za$ s, jest przedtuzeniem odwzorowania supp,,, ktorego wartosci
sg podzbiorami przestrzeni X.

Z i oraz zawierania A, C Y w latwy sposob otrzymujemy, ze zbiory A, sa
o-zwarte, jako dopelnienia zbioréw typu Gs w zbiorze zwartym clgx (A, ). Przestrzen Y
jest wiec o-zwarta jako suma zbiorow A, gdzie n € N. O]

Gdy o-zwarto$¢ powyzej zastapimy inna, pokrewng wtasnoscia, np. wtasnoscia Menge-
ra, to dowod staje sie istotnie trudniejszy i wymaga dalszych pomystéw. Esencja pozostaje
jednak taka sama. W dowodzie Twierdzenia kluczowa role odgrywa Twierdzenie Ve-
liczki m Bowiem na mocy pewnego znanego wyniku Telgarsky’ego [29, Proposition 2],

4Pomys! na przedluzenie odwzorowania supp,, z Y na uzwarcenie Cecha-Stone’a BY pojawia sie w
[H4] (por. [H4], Section 3). Nie jest on zupelnie nowy: analogiczne pomysty (o czym autor [H4] dowiedzial
sie juz po zlozeniu pracy do druku) byly wczesniej wykorzystywane przez Vesko Valova dla przestrzeni
ograniczonych funkeji ciaglych (por. [37], [38]). Wydaje sie jednak, ze dla przestrzeni Cp(X), tj. takich
gdzie funkcje niekoniecznie sa ograniczone, [H4] uzywa rzeczonych przedluzen po raz pierwszy.

STwierdzenie jest dobrze znane ale zamieszczony tu dowdd jest wedle naszej wiedzy nowy i
zaprezentowany w tym miejscu po raz pierwszy.
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pozwala ono zredukowaé Twierdzenie do ponizszego rezultatu, w ktérym zamiast
wlasnosci Mengera wystepuje tzw. rzutowa wlasnos¢ Mengera. Warto tu przypomniec,
ze przestrzen X ma rzutowg wlasno$é Mengera (odpowiednio, rzutowg wlasnosé Hurewi-
cza) jesli kazdy ciagly metryczny o$rodkowy obraz przestrzeni X ma wtasnosé Mengera
(odpowiednio, Hurewicza).

Twierdzenie 4.28. [Hj, Theorem 1.5] Zaldzimy, ze przestrzenie C,(X) @ Cp(Y) sq linio-
wo homeomorficzne. Wtedy X ma rzutowg wiasnosé¢ Mengera wtedy @ tylko wtedy, gdy Y
ma rzutowq wlasnosé Mengera.

Analogicznie rzecz sie ma dla rzutowej wtasnosci Hurewicza:

Twierdzenie 4.29. [Hj, Theorem 1.6] Zalézmy, zZe przestrzenie Cp(X) ¢ Cp(Y) sq linio-
wo homeomorficzne. Wtedy X ma rzutowq wlasnosé Hurewicza wtedy 1 tylko wtedy, gdy
Y ma rzutowq wiasnosé Hurewicza.

Charakteryzacje rzutowych wtasnosci Mengera i Hurewicza przestrzeni X w termi-
nach narostu uzwarcenia X zostaly niedawno podane w naszej wspoélnej pracy z Kac-
prem Kucharskim [I3]; tym samym mozliwe jest stosowanie do nich wczesniej opisanej
metody wykorzystujacej przedtuzenie s, odwzorowania supp,,. Twierdzenia i
odpowiadaja na pytania Sakai z [27].

4.4.2 Jednostajne homeomorfizmy przestrzeni C,(X).

Metode, ktéra opisaliSmy w poprzednim podrozdziale, rozwijamy w pracy [H5] dla jed-
nostajnych homeomorfizméw do badan nad Problemem [£.4] Przypomnijmy, ze odwzoro-
wanie ¢ : Cp(X) — C,(Y) jest jednostajnie ciggle, gdy dla dowolnego otwartego otocznia
U funkcji stale réwnej zero w C,(Y'), istnieje otwarte otoczenie V' funkeji stale réwnej
zero w C,(X) takie, ze warunek (f —g) € V pociaga (¢(f) — ¢(g)) € U. Odwzorowanie
© : Cp(X) — Cp(Y) jest jednostajnym homeomorfizmem gdy ¢ jest homeomorfizmem i
zaréwno ¢, jak i =1 sg jednostajnie ciggte. Nietrudno zobaczy¢, ze liniowy homeomorfizm
@ 1 Cp(X) — Cp(Y) jest jednostajnym homeomorfizmem. Wiadomo réwniez, ze jednostaj-
nie homeomorficzne przestrzeni funkcyjnie nie muszg by¢ liniowo homeomorficzne (zob.
[7]). Podobnie jak w przypadku liniowych homeomorfizméw, jednostajny homeomorfizm
¢ : Cp(X) — Cp(Y) indukuje odwzorowanie K : Y — [X]|<¥, ktére punktom przestrzeni
Y przyporzadkowuje niepuste skonczone podzbiory przestrzeni X. Wprawdzie tym ra-
zem odwzorowanie to nie musi by¢ dolnie poétciggte, ale jest ,dolnie Gs-mierzalne”, tzn.
dla dowolnego zbioru otwartego U C X zbior K} (U) = {y € Y : K(y) N U # 0}
jest zbiorem typu G5 w Y [2 Corollary 1.5]. W pracy [H5] dowodzimy, ze w przypad-
ku gdy Y jest pseudozwarta (tzn. kazda funkcja ciagta f : Y — R jest ograniczona), to
odwzorowanie K : Y — [X]<“ przedtuza sie do odwzorowania z Y o wartos$ciach w hiper-
przestrzeni skonczonych podzbiorow X, z zachowaniem warunku dolnej Gs-mierzalnosci
(zob. [H5, Proposition 2.8]). Tak jak opisaliémy to w sekcji 4.4.1, umozliwia to anali-
zowanie Problemu dla wtlasnosci, ktore w wygodny sposdb mozna wystowi¢ w ter-
minach uzwarcenia Cecha-Stone’a; taka wlasnodcia, ktérg zajmujemy sie w [H5], jest
r-pseudozwartos¢. Dla ustalonej nieskonczonej liczby kardynalnej x powiemy, ze prze-
strzen X jest k-pseudozwarta gdy dla dowolnej funkeji ciaglej f : X — R*, obraz f(X)
jest zwarty. Pojecie to wprowadzil Kennison w [12] jako uogélnienie psuedozwartosci.
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Nietrudno bowiem pokazaé, ze w-pseudozwarto$é¢ jest tozsama z pseudozwartoscig. Po-
nadto im wieksza liczba kardynalna s, tym silniejsza wlasno$¢ otrzymujemy. W szcze-
goblnosci, kazda przestrzen r-pseudozwarta jest pseudozwarta. Tak jak sygnalizowalismy,
r-pseudozwartos¢ przestrzeni X mozna elegancko scharakteryzowa¢ w terminach uzwarce-
nia 5X. Do wystowienia tej charakteryzacji potrzebujemy pojecia zbioru typu Gy, gdzie
jest nieskonczong liczbg kardynalng. Ustalmy xk > w. Powiemy, ze podzbior A przestrzeni
X jest zbiorem typu G, jesli A jest przecieciem co najwyzej k-wielu otwartych podzbioréw
X. Tradycyjnie zbiory typu G, nazywamy zbiorami typu Gs. A oto twierdzenie charak-
teryzujacceﬂ:

Twierdzenie 4.30. [26, Theorem 1] Niech k bedzie nieskoriczong liczbg kardynalng. Prze-
strzen X jest k-pseudozwarta wtedy i tylko wtedy gdy kazdy niepusty podzbior typu G, w
BX ma niepuste przeciecie z X .

Uspenski udowodnit w [36], ze pseudozwartosé jest niezmiennikiem jednostajnych ho-
meomorfizméw przestrzeni C,(X). W $wietle tego rezultatu bardzo naturalne jest pytanie
postawione przez Archangielskiego w [8] (zob. [8, Question 13] lub [33, Problem 4.4.2])
czy analogicznie rzecz sie ma dla k-pseudozwartosci.

Gléwny rezultat pracy [H5] odpowiada na to pytanie twierdzaco. Zachodzi nastepujace:

Twierdzenie 4.31. [H5, Theorem 1.1] Dla dowolnej nieskoriczonej liczby kardynalnej k,
gesli przestrzenie Cp(X) i Cp(Y') sq jednostajnie homeomorficzne, to X jest k-pseudozwarta
wtedy 1 tylko wtedy gdy Y jest k-pseudozwarta.
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5 Informacja o wykazywaniu sie istotng aktywnoscia
naukowa realizowang w wiecej niz jednej uczelni,
w szczegllnosci zagranicznej.

W trakcie swojej dotychczasowej kariery prowadzitem badania naukowe w pieciu roznych
instytucjach naukowych — trzech polskich (PAN, Uniwersytet Wroctawski, Uniwersytet
Warszawski) i dwoch zagranicznych (University of Pittsburgh, Universidad de Murcia).
Czteroletni okres studiéw doktoranckich spedzitem w Instytucie Matematycznym PAN.
Pod kierunkiem prof. Witolda Marciszewskiego pracowatem tam nad rozprawa doktorska,
w sktad ktérej weszly m. in. trzy publikacjd’| [2], [3], [4]. Zapewne najlepszy uzyskany tam
rezultat pochodzi z pracy [4]. Jest to konstrukcja (przeprowadzona w ZFC) przestrzeni
osrodkowej metryzowalnej X takiej, ze przestrzen C,(X) - rzeczywistych funkcji ciggtych
na X, zaopatrzona w topologie zbieznosci punktowej - nie dopuszcza stabszej o-zwartej
topologii. Daje to pelng odpowiadZ na pytanie Archangielskiego z 2000 roku.

W trakcie studiow doktoranckich odbytem semestralny staz doktorancki na Uniwer-
sytecie Wroctawskim, gdzie moim opiekunem naukowym byt prof. Grzegorz Plebanek.
Napisaliémy wéwczas wspdlna prace [1].

Po uzyskaniu stopnia naukowego doktora zostatem zatrudniony na Uniwersytecie War-
szawskim — najpierw jako asystent, a od lipca 2016 r. na stanowisku adiunkta. W trakcie
mojego zatrudnienia na Uniwersytecie Warszawskim odbylem dwa dwuletnie zagranicz-
ne staze naukowe, podczas ktérych korzystatem z urlopu bezptatnego na Uniwersytecie
Warszawskim. W 2016 roku otrzymatem oferte objecia dwuletniego stanowiska podoktor-
skiego (post-doc) na Uniwetsytecie w Pittsburghu (USA). Pracowatem tam od 01.09.2016
do 31.08.2018, gdzie wspotpracowatem z prof. Paulem Gartsidem. W tym czasie powstaty
prace [8],[9] i [10]. Praca [12] zostala przeze mnie ukoniczona juz po powrocie z Pittsbur-
gha ale gtéwna jej czes$¢ opiera sie na badaniach prowadzonych jeszcze w USA. Chciatbym
krotko przyblizy¢ dwa najwazniejsze w mojej ocenie rezultaty z tamtego okresu, ktore po-
chodza odpowiednio z prac [8] i [12]. W pracy [8] zajmujemy sie zachowaniem funkcyjnej
ciasnoéci w iloczynach kartezjanskich przestrzeni zwartych. Funkcyjna ciasnosé przestrzeni
topologicznej X to, mowigc w pewnym uproszczeniu, minimalna moc zbioréw determinu-
jacych ciagtosé wszystkich rzeczywistych funkcji na X. Odpowiadajac na pytanie Oku-
niewa z 2016 roku dowodzimy, ze funkcyjna ciasnosé¢ iloczynu kartezjanskiego [],<ox Xa
przestrzeni zwartych X, ktorych funkcyjna ciasnosci nie przekracza liczby kardynalnej &,
roOwniez nie przekracza liczby k. Jest to odpowiednik klasycznego twierdzenia Matychina
z poczatku lat siedemdziesigtych XX w. dotyczacego zachowania ciasnosci wzgledem ilo-
czynéw kartezjanskich przestrzeni zwartych. W pracy [12] uzywamy gier topologicznych
do badania dziedzicznej wlasnosci Baire’a w hiperprzestrzeniach kompaktow i przestrze-
niach P.(X) borelowskich probabilistycznych miar Radona na przestrzeni topologicznej
X. Uzyskane przez nas rezultaty pozwalaja poda¢ pierwszy przyktad osrodkowej prze-
strzeni metrycznej X niemetryzowalnej w sposéb zupelny, ktorej przestrzen miar P,.(X)
ma dziedziczng wlasnosé Baire’a.

Po zakonczeniu stazu podoktorskiego na Uniwersytecie w Pittsburghu kontynuowa-
tem prace na Uniwersytecie Warszawskim. W 2021 roku, w drodze otwartego konkursu,

"Uzywana tu numeracja publikacji odwotuje sie do Wykazu osiggnieé naukowych, §2.8 bedacego czescig
dokumentacji.
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otrzymalem stypendium naukowe hiszpanskiego programu Maria Zambrano, w ramach
ktorego w okresie 01.01.2023-31.12.2024 objatem stanowisko badawcze na Uniwersytecie
w Murcji (Hiszpania). Moim mentorem podczas tego stazu byl prof. Antonio Avilés, z
ktorym podjatem owocna wspotprace. Jej efektem byly trzy wspolne artykuty naukowe
[16], [17] i [18], gdzie uzyskaliSmy szereg interesujacych wynikéw. Przyktadowo, w pracy
[18] zajmujemy sie klasa kompaktéw bedacych LY(< w)-przestrzeniami. Przypomnijmy,
ze przestrzen X jest LY (< w)-przestrzenia jesli istnieje przestrzen metryczna osrodkowa
M oraz gornie potciggta wielowartosciowa surjekcja p : M — X o zwartych metryzowal-
nych wartosciach. Zwarte LY (< w)-przestrzenie po raz pierwszy pojawity sie na poczatku
lat dziewiec¢dziesigtych XX w. w pracach Tkaczuka i Tkaczenki jako naturalne uogélnienie
przestrzeni metryzowalnie rozwléknialnych, tzn. takich, dla ktérych istnieje ciagte odwzo-
rowanie na przestrzen metryczna majace metryzowalne warstwy. W [18] odpowiadamy na
szereg otwartych pytan stawianych w literaturze na temat LY(< w)-przestrzeni. Miedzy
innymi konstruujemy osrodkowy kompakt Rosenthala (tj. przestrzeti homeomorficzna ze
zwartym podzbiorem funkcji pierwszej klasy Baire’a na pewnej przestrzeni polskiej, z
topologia zbieznosci punktowej), ktéry nie jest LY (< w). Odpowiada to na pytanie Ku-
bisia, Okuniewa i Szeptyckiego z 2006 roku. W pracy [16] odpowiadamy na niedawne
pytanie Tkaczuka dowodzac, ze kazda rozproszona podprzestrzen X-iloczynu przestrzeni
z pierwszym aksjomatem przeliczalnosci, ktéra ma wlasnoéé¢ Lindelofa jest o-zwarta. Pra-
ca [17] zawiera nowe charakteryzacje klasy NY-kompaktéw, czyli przestrzeni zwartych
zanurzalnych w o-iloczyny przestrzeni zwartych metryzowalnych. Podajemy tez przyktad
jednostajnego kompaktu Eberleina, ktéry nie zanurza sie w iloczyn kartezjanski prze-
strzeni zwartych metryzowalnych w taki sposob, ze o-iloczyn tych przestrzeni jest gesty
w obrazie wzgledem zanurzenia. Odpowiada to na pytanie Kubisia i Leidermana z 2004
roku oraz niedawne pytanie H4jka i Russo.

6 Informacja o osiggnieciach dydaktycznych, organi-
zacyjnych oraz popularyzujacych nauke.

6.1 Prowadzone zajecia dydaktyczne

Podczas swojej dotychczasowej kariery naukowo-dydaktycznej prowadzilem szereg zajeé
dla studentéw roznych etapow ksztatcenia. W przewazajacej czesci byty to zajecia dydak-
tyczne prowadzone na Uniwersytecie Warszawskim - zarowno na macierzystym Wydziale
Matematyki, Informatyki i Mechaniki, jak i ustugowe zajecia z matematyki na innych wy-
dziatach UW: geologii; chemii; dziennikarstwa, informacji i bibliologii. Podczas swojego
dwuletniego pobytu na Uniwersytecie w Pittsburghu, w ramach pozycji podoktorskiej,
prowadzitem tam zajecia z matematyki dla miejscowych studentow. Byty to ogdlnouczel-
niane kursy rachunku rézniczkowego i catkowego (MATH 0220 i MATH 0230) oraz kurs
z topologii przeznaczony dla doktorantow matematyki.
7 wazniejszych prowadzonych przeze mnie zaje¢ warto wymieni¢ nastepujace:

o Wyktad ze Wstepu do Matematyki, obowigzkowy na pierwszym roku kierunku mate-
matyka na Uniwersytecie Warszawskim. Zajecia te prowadzitem dwukrotnie w roku
akademickim 2018/19 i 2019/20.
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Wyktad z Topologii I, obowigzkowy na drugim roku kierunku matematyka na Uni-
wersytecie Warszawskim. Zajecia te prowadzitem dwukrotnie w roku akademickim
2020/21 i 2021/22.

Seminarium magisterskie Topologia i teoria mnogosci na Uniwersytecie Warszaw-
skim. Seminarium prowadzitem przez trzy kolejne lata, w roku akademickim 2019/20,
2020/21 i 2021/22.

Wyktad monograficzny Topologia przestrzeni funkcyjnych przeznaczony dla dokto-
rantow i studentow etapu magisterskiego na kierunku matematyka na Uniwersytecie
Warszawskim. Zajecia te prowadzitem w roku akademickim 2020/21.

Wyktad z topologii dla doktorantéw prowadzony na Uniwersytecie w Pittsburghu
w roku akademickim 2017/18.

W ponizszej tabeli znajduje sie zbiorcze zestawienie wszystkich prowadzonych przeze
mnie dotychczas zaje¢ dydaktycznych.

Nazwa przedmiotu Typ zajeé Jednostka organizacyjna lsigzril)zrggfir;?n
Matematyka ¢wiczenia Wydzial Geologii UW 90
Matematyka A ¢wiczenia Wydzial Chemii UW 240
Analiza matematyczna I.1 ¢wiczenia Wydziat MIM UW 120
Analiza matematyczna 1.2 ¢wiczenia Wydziat MIM UW 120
Wstep do matematyki ¢wiczenia Wydziat MIM UW 150
Topologia I ¢wiczenia Wydziat MIM UW 180
Wstep do matematyki wyktad Wydziat MIM UW 60
Topologia i teoria mnogosci seminarium Wydziat MIM UW 180
To'pologia przestrzeni funk- wyklad Wydzial MIM UW 30
cyjnych
Topologia przestrzeni funk- , . . .

. ¢wiczenia Wydziat MIM UW 30
cyjnych
Topologia I wyktad Wydziat MIM UW 60
Matematyka 0 ¢wiczenia Wydzial Chemii UW 90
Matematyka konwersatorium Wydziat DIB UW 96
gﬁ)?nljtr}?%@izo(]alcuﬁr;a;ymc wyktad University of Pittsburgh 180
gﬁfﬁtr;z%muﬁﬂym wyklad University of Pittsburgh | 45
MATH 2700 — Topology 1 wyktad University of Pittsburgh 45

6.2 Opieka nad pracami dyplomowymi

1. 2023, wypromowana praca magisterska pt. ,Charakteryzacje pewnych wtasnosci
pokryciowych w terminach narostow uzwarcen”, autor pracy: Kacper Kucharski.

2. 2024, wypromowana praca magisterska pt. ,Wtasnosci pokryciowe i przestrzenie
funkcyjne”, autor pracy: Tomasz Jabtczynski.
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3. Od lipca 2025 opieka nad kolejnymi dwiema pracami magisterskich. Przewidywany
termin obrony obu prac: wrzesien 2026.

6.3 Recenzowanie prac dyplomowych

Dotychczas bylem recenzentem trzech prac magisterskich, obronionych na Uniwersyte-
cie Warszawskim. Pracy pt. Zasada ”Trefl” - warianty i zastosowania, napisanej przez
Jakuba Andruszkiewicza, pracy pt. Gra Mengera versus gra zwarto-otwarta, napisanej
przez Jakuba Radziwilskiego oraz pracy pt. Wiasnosé gamma w produktach przestrzeni
napisanej przez Patryka Greszte.

6.4 Ksztalcenie kadry naukowej

Od pazdziernika 2023 roku petnie funkcje promotora pomocniczego pana mgr. Kacpra
Kucharskiego, ktory ksztatci sie w Szkole Doktorskiej Nauk Scistych i Przyrodniczych
Uniwersytetu Warszawskiego.

7 Inne wazne informacje dotyczace kariery zawodo-
wej.
7.1 Nagrody i wyrdznienia

1. Trzecia nagroda w 54-tym konkursie im. Jozefa Marcinkiewicza na najlepszg prace
studencka, PTM, 2010.

2. Nagroda indywidualna III stopnia rektora Uniwersytetu Warszawskiego, Uniwersy-
tet Warszawski, 2020.

3. Dwuletnie stypendium badawcze Maria Zambrano na Uniwersytecie w Murcji otrzy-
mane w ramach otwartego konkursu o zasiegu globalnym, Ministerio de Universida-
des, Gobierno de Espana, 2023-2024.

7.2 Dzialalno$é recenzencka zwigzana z badaniami naukowymi

W ponizszej tabeli prezentujemy liczbe recenzji wykonanych dla poszczegdlnych czasopism
naukowych.
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Nazwa czasopisma

Liczba recencji

Studia Mathematica

1

Fundamenta Mathematicae

Mathematische Nachrichten

RACSAM

Indagationes Mathematicae

Journal of Mathematical Analysis and Applications

Topology and its Applications

Colloquium Mathematicum

Topological Methods in Nonlinear Analysis

Quaestiones Mathematicae

European Journal of Mathematics

FILOMAT

Hacettepe Journal of Mathematics and Statistics

Journal of Mathematics and Applications
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