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C. OPIS OSIAGNIECIA NAUKOWEGO
1. Wprowadzenie

Matematyczne aspekty kwantowego problemu wielu cial. W niniejszej rozprawie habilita-
cyjnej zajmiemy si¢ zaleznym od czasu réwnaniem Schrodingera, ktére w bardzo ogdlnej postaci
mozna zapisaé jako

10y = Hipy ey

(tutaj przyjeliSmy A = 1). Dla kazdego czasu t wektor v); nalezy do przestrzeni Hilberta §), a H jest
generatorem dynamiki zwanym hamiltonianem.

W naszym sformutowaniu problemu bgdziemy mniej abstrakcyjni. Bedziemy rozwaza¢ konkretna
przestrzen Hilberta Lgym(R?)N ) sktadajaca si¢ z catkowalnych z kwadratem funkcji N, tréjwymi-
arowych zmiennych. Znormalizowane rozwigzania (1) nazywamy funkcjami falowymi. Dolny indeks
pochodzi od ’symetryczne’ i oznacza, ze ograniczamy si¢ do funkcji opisujacych czastki bozonowe,
tzn. takich, ktére sg symetryczne przy zamianie dwéch dowolnych zmiennych

Ye(xr, . @iy Ty aN) = U(T1, T, Ty TN,

Zgodnie z aksjomatyka mechaniki kwantowej, przyjmuje si¢, ze hamiltonian jest gesto zdefin-
iowanym, nieograniczonym operatorem rozniczkowym, ktéry jest samosprzezony na Lgym(R3N ).
Ponadto zatozymy, ze hamiltonian jest niezalezny od czasu. Konkretna posta¢ H, ktéra bedziemy
rozwazac, bedzie podana ponizej.

Zatozenia te przeksztalcaja abstrakcyjne réwnanie Schrodingera (1) w réwnanie rézniczkowe
czastkowe. Samosprzezonos¢ H implikuje, ze ewolucja w réwnaniu Schrodingera jest dobrze zdefin-

iowana i dzigki twierdzeniu Stone’a mozemy napisac

by = ey 2)

dla stanu poczatkowego 1)y w dziedzinie operatora /. Problemem z (2) polega na tym, ze fakt ten
nie jest zbyt uzyteczny w kontekscie praktycznych celéw zwiazanych z analiza uktadéw fizycznych.
Rzeczywiscie, zwykle liczba N czastek w rozwazanym ukladzie jest bardzo duza, nawet rzgdu 10°.
Dlatego tez, dla celéw obliczeniowych, wazne jest wyprowadzenie efektywnych opisow kolekty-
wnego zachowania ukiadu kwantowego. Wyniki przedstawione w tej rozprawie habilitacyjnej uza-
sadnig uzycie pewnych teorii efektywnych stosowanych przez fizykéw do opisu kwantowej ewolucji
uktadéw wielobozonowych.

Nalezy takze podkresli¢, ze cho¢ mamy do czynienia z réwnaniem rézniczkowym czastkowym,
to metody, ktérych uzywamy do uzyskania naszych wynikéw, skupiajq si¢ na wtasnosciach hamilto-
nianu /, a wigc sa gtéwnie operatorowe. Przedstawimy teraz bardziej szczegétowe sformutowanie
problemu 1 fizyke, ktéra za nim stoi.

Model. Nasze rozwazania dotyczy¢é beda uktadéw wielu bozonéw, w ktérych zachodzi kon-
densacja Bosego-Einsteina. Jest to zjawisko, ktére zachodzi w dostatecznie niskich temperaturach,
gdy wigkszos$¢ czastek zaczyna zajmowac jeden, wspdlny, niskoenergetyczny stan kwantowy. Mowi
si¢ wtedy o makroskopowym obsadzeniu stanu podstawowego. Koncepcja BEC sigga prac Boseego
i Einsteina z 1924 roku [17] , w ktérych analizowali oni uktady nie oddziatujacych ze soba bozondw.
Eksperymentalnie kondensat udato si¢ zaobserwowac dopiero w 1995 roku dzigki pracom Cornella,



Wiemana i Ketterle [16, 33]. Pomimo znczacego postgpu w zrozumieniu uktadéw oddziatujacych
bozonéw, wiele podstawowych pytan dotyczacych matematycznego opisu kondensacji i fluktuacji
woko6t kondensatu wciaz pozostaje bez odpowiedzi (doktadna definicja kondensacji podana jest w
(13)). Niektore z tych zagadnien sg kluczowe dla zrozumienia interesujacych efektéw kwantowych,
ktére przjawiaja si¢ nawet w skalach makroskopowych - znanym przyktadem jest np. zjawisko
nadciekloSci.

W prezentowanych pracach [A1-A6] dyskutowany jest problem ewolucji czasowej kondensatéw
Bosego-Einsteina. Obraz fizyczny, ktéry mamy na mysli jest nastepujacy. Niech HY; bedzie wieloci-
alowym operatorem Schrodingera danym przez

N
1
HYy =2 (CAn V) b gy D wnlay — ) @

=1 1<j<k<N

Tutaj V € L (R3 R) jest potencjatem zewnetrznym (kt6ry np. modeluje uwiezienie czastek pod-
czas ich chtodzenia w trakcie eksperymentu), o ktérym zaktadamy, ze spetnia warunek V' (z) — oo
dla |[xf] — oo . Z kolei wy jest potencjatem migdzyczasteczkowym, ktéry opisuje ich oddzi-
alywania (i moze a priori zaleze¢ od N). Hamiltonian dziala na symetrycznej podprzestrzeni
HY = ®i\yfm L?*(R3). O ile nie bedzie powiedziane inaczej, przyjmujemy, ze czastki poruszaja sie
w przestrzeni tréjwymiarowej. Wreszcie, niech Wy o bedzie stanem podstawowym HY. Zal6zmy,
ze stan ¥y o opisuje kondensat Bosego—Einsteina (precyzyjna definicja kondesacji podana bedzie w
(13)).

Po wytaczeniu zewnetrznego potencjatu V', Wy o nie jest juz stanem podstawowym hamiltonianu
Hy = HY 7Y i, zgodnie z réwnaniem Schrodingera, obserwowana jest ewolucja czasowa

Uy = €_itHN‘I’N,o 4)

kondensatu. Chociaz ewolucja Schrodingera jest liniowa, to jej ztozono$¢ obliczeniowa wzrasta
dramatycznie, gdy N staje si¢ duze. W typowych eksperymentach N moze by¢ nawet rzedu 10°,
co dalece przekracza mozliwosci obliczeniowe komputeréw. Dlatego, migdzy innymi z punktu
widzenia zastosowan, wazne jest wyprowadzenie efektywnych opiséw dla kolektywnego zachowania
uktadu kwantowego. Prezentowane prace [A1-A6] dostarczaja twierdzen, ktore Sci§le uzasadniajq
poprawnos¢ pewnych teorii efektywnych uzywanych przez fizyk6w w analizie zimnych gazéw
Bosego.

Rezimy skalowania. Z matematycznego punktu widzenia, duza liczba czastek w uktadzie mode-
lowana bedzie przez przejscie graniczne N — oo. Zauwazmy, ze stala sprzezenia 1/(N — 1) w
cztonie opisujacym oddziatywanie powoduje, ze czton kinetyczny hamiltonianu jest (formalnie) tego
samego rzegdu w N co energia oddziatywania (moglibySmy tez wybra¢ 1/N zamiast 1/(N — 1)).
Potencjat oddziatywania wy, dany przez

wy(x) = N¥Pw(N°z) 5)

dla zadanej funkcji w € L'(R?), jest dobrany tak, aby byt on rzgdu O(1) (gdy N — oo0) w tym
sensie, ze [ wy = [w. Tui dalej, jesli nie zostanie to okreslone inaczej, znak catki bedzie oznaczat
catkowanie po calej przestrzeni R3.



Parametr 5 > 0 w definicji wy (5) charakteryzuje rézne rezimy skalowania, ktére odpowiadaja
réznym sytuacjom fizycznym. Gdy # = 0 (tzw. skalowanie Hartree’ego lub pola Sredniego), wéwczas
hamiltonian modeluje sytuacje, w ktérej oddziatywania migdzy czastkami sa stabe. Moéwimy
wowczas, ze migdzy czastkami zachodzi wiele, ale stabych zderzen. Dzieje si¢ tak dlatego, ze
wielko§¢ potencjatu oddziatywania wynosi O(N 1) (ze wzgledu na czynnik 1/(N —1) w cztonie odd-
zialywania), natomiast zasigg oddziatywania (ktéry wynosi O(1)) jest znacznie wigkszy niz Srednia
odlegtos¢ migdzyczasteczkowa N —1/3, Dlatego, heurystycznie rzecz biorac, kazda czastka "widzi"
wszystkie inne czastki.

Gdy 8 > 0, to wy zbiega (w stabym sensie) do oddziatywania typu d-Diraca

( / w)dy, ©6)

Tak dtugo, jak 0 < 3 < 1/3, zasigg potencjatu oddzialywania (ktéry wynosi O(N ~?)) jest znacznie
wigkszy niz Srednia odlegto$¢ miedzy czastkami i dochodzi migdzy nimi do wielu, ale stabych
zderzen. Dlatego tez - jak si¢ okazuje - do rzedu wiodacego w N energia potencjalna oddziaty-
wania odczuwana przez kazda czastke moze by¢ nadal przyblizana przez efektywny potencjat pola
Sredniego p x wy, gdzie p jest gestoscig uktadu (tutaj f * g oznacza splot dwéch funkcji f 1 g). Jesli
B > 1/3, to nalezy si¢ spodziewac, ze analiza bedzie bardziej skomplikowana ze wzglgdu na silne
korelacje migdzy czastkami. Pomimo fizycznej réznicy pomigdzy przypadkami, gdy 5 € (0,1/3]
i € (1/3,1), formalne zachowanie graniczne oddziatywania (6) jest takie samo w obu przypad-
kach. Dlatego rezim, w ktérym 3 € (0, 1) bedziemy nazywaé rezimem NLS, poniewaz graniczny
efektywny opis kondensatu bedzie w tym przypadku dany przez nieliniowe rownanie Schrodingera
(NLS).

Przypadek, gdy 5 = 1 odpowiada stynnemu skalowaniu Grossa-Pitaevskiego, w ktérym silne ko-
relacje wystgpuja na bardzo krétkich skalach dtugosci (rzgdu 1/N). Makroskopowe wtasnosci uktadu
sa dobrze uchwycone przez stynng teori¢ Grossa—Pitaevskiego [30, 46]. W teorii tej czastka kwan-
towa jest efektywnie odczuwana przez pozostate czastki uktadu jako twarda kula, ktdrej promien jest
dlugoscia rozpraszania potencjatu oddziatywania. Dtugos¢ rozpraszania a potencjatu w jest okreslona
wzorem wariacyjnym

8wa:ir}f{/2|Vf|2+w|f|27 lfcllznoof(:c) = 1}. (7
Gdy w jest dostatecznie gtadkie, to zagadnienie (7) ma minimizera 0 < f; < 1, ktdry spetnia
(—2A +w) fy = 0. (8)
Dtugos¢ rozpraszania mozna rownowznie zdefiniowac za pomoca wzoru
sra = [ wh ©)

Dzigki skalowaniu (5), dlugos¢ rozpraszania N 'wy = N?w(N-) wynosi aN~!. Jesli formalnie
zastapimy potencjat oddziatywania wy(z — y) w Hy przez 8rad(z — y), to otrzymamy hamiltonian
z oddziatywaniem J-Diraca. Obiekt taki nie jest (w trzech wymiarach) matematycznie dobrze
zdefiniowany. Mimo to, taki opis jest zwykle przyjmowany jako punkt wyjscia w literaturze z
zakresu fizyki zimnych gazéw.



Typy przyblizen. Jak wspomniano wczeSniej, celem jest zrozumienie, jak zachowuje si¢ N-
czastkowa funkcja falowa, gdy N jest bardzo duze. W kontekscie dynamiki rozwaza si¢ zazwyczaj
dwa mozliwe efektywne opisy. Pierwszy z nich, nazywany zwykle przyblizeniem wiodacego rzedu,
rozwaza aproksymacje Wy, w kategoriach zredukowanych macierzy gestoSci. Przypomnijmy, ze
(jednociatowa) zredukowana macierz gesto$ci stanu ¥y € $” (tutaj ograniczymy si¢ do temperatury
zerowej) jest dodatnim, Sladowym operatorem ~yy , : $ — ) z jadrem

Yo (T, y) = N/\IJN(:I:,:EQ,...,mN)\I/N(y, T, ..., TN )dTo...dT ). (10)

Znajomos¢ 7y, pozwala na wyznaczenie wartoSci oczekiwanych obserwabli jednocialowych w stanie
Uy. Istotnie, niech O : $ — §) bedzie obserwablg i niech O; oznacza odpowiadajacy jej operator
dziatajacy na i-ta czastke w przestrzeni N-cialowej. Wtedy

N
<qu, (Z oi) \11N> = Te(Oyg ). 11
i=1

Powiemy, ze petna ewolucja wielu ciat Wy ; jest w wiodqcym rzedzie aproksymowana przez @y 4,
jesh
o1
Jim = Te ey, = ey, = 0. (12)
Zauwazmy, ze ze wzgledu na (11) topologia norm Sladowych jest w tym kontek$cie naturalna. Po-
zostaje miec nadzieje, ze ® ; mozna wyznaczy¢ w tatwiejszy sposéb niz Wy ;.
Zbieznos¢ (12) jest Scisle zwiazana z definicja kondensacji Bosego—Einsteina wprowadzong przez
Penrose’a i Onsagera w [43]. Powiemy, ze uktad bozonéw wykazuje BEC w stanie ¥ € 9N, jezeli

1
Aim T | Syey — [6)(0]] = 0 (13)

dla jakiego$ ¢ € $. Czesto mowi si¢ wtedy, ze ¢ jest funkcja falowa kondensatu. Ta terminologia
zwigzana jest z faktem, ze jeSli rozwazamy tzw. stan Hartree’ego lub stan iloczynowy, tzn. niesko-
relowana N-cialowa funkcje falowa w postaci ¢®V 1= ¢(x1) ... ¢(xy), w ktérym wszystkie czastki
zajmuja ten sam jednoczastkowy stan, to

TN = Ng){9l.
Dlatego wtasnie mozna czasem spotkac si¢ z zapisem
"y & BN "w wiodacym rzedzie"

co oznacza asymptotyczng rownos$¢ zredukowanych macierzy gestoSci w topologii norm §ladowych.
Zauwazmy, ze BEC nie oznacza, ze wszystkie czastki zajmuja jeden stan jednoczastkowy, a jedynie,
ze robi to ich makroskopowy (rzedu N) liczba. W rzeczywistosci, o ile stan Hartree’ego jest stanem
podstawowym uktadu nie oddziatujacego (wy = 0), to nie moze by¢ on stanem wtasnym uktadu odd-
ziatujacego. W szczegdlnosci, jezeli rozwazymy stan (pominmy na chwile symetrig¢ funkcji falowej)

N-1

=vi= ] elwdet@n), 2 ¢ Lo,

i=1



to oczywiscie
Ev LoV w o LAR).

ale fizycznie, dla duzych N, oba stany opisuja bardzo podobna sytuacje¢. W szczegdlnos$ci, oba stany
wykazuja BEC z tq samg funkcja falowa kondensatu.

Czesto wiedza o korelacjach w uktadzie jest kluczowa dla zrozumienia niektérych wiasnosci fizy-
cznych uktadu. Jak wida¢ na powyzszym przyktadzie, przyblizenie wiodacego rzedu nie jest do
tego celu wystarczajace. Dlatego rozwaza si¢ najbardziej naturalng norme: norme N-czastkowej
przestrzeni Hilberta (lub, w skrécie, przyblizenie w normie). Doktadniej, celem jest znalezienie N-
ciatowej funkcji falowej 2y, € H”, ktora jest fatwiejsza do obliczenia niz Wy ; a zarazem

lim ||Wy: — Engy = 0. (14)
N—o00
OczywiScie, poniewaz
Tr |O(yoy —72x) < 2[0[[¥N — En]| (15)

dla dowolnego ograniczonego operatora (), aproksymacja normowa implikuje zbiezno$¢ zre-
dukowanych jednociatowych macierzy gestosci.

Przeglad literatury. Matematyczne badanie dynamiki uktadéw wielu bozonéw rozpoczeto
si¢ w latach 70-tych od prac Heppa [31], Ginibre i Velo [25] oraz Spohna [50]. Ponowne zaintere-
sowanie tematem dynamiki kondensatéw Bosego—Einsteina miato miejsce latach dwutysigcznych,
kiedy to Bardos, Golse i Mauser w [3] oraz, niezaleznie, Erdds i Yau w [23] rozwazali uktad
Sredniopolowy (8 = 0) i pokazali, ze w wiodacym rzedzie dynamika uktadéw wielu bozonéw jest
dobrze aproksymowana przez rozwigzanie réwnania Hartree’ego. Doktadniej, pokazali oni, ze jezeli
Wy o jest stanem poczatkowym spetniajacym

) 1
Jim Tr |N“/WN,0 — o) (uol| = 0 (16)
(dla znormalizowanej funkcji falowej uy € L?(R?)), to

=0 (17)

. 1
im T |, — )]
gdzie Uy, = e AN
Hy (z V = 0) sredniopolowy (z V' = 0), a u; jest rozwiazaniem zaleznego od czasu réwnania
Hartree’ego

jest N-czastkowa funkcja falowa poddana ewolucji zadanej przez hamiltonian

10U, = ( — A+ wy * |Uzt|2 - MN,t)Ut (18)

Pwy(z — y)|us(y)|? € R jest czynnikiem

z warunkiem poczatkowym ug. Tutaj pn, = 5 [ |u(z)
fazowym.

W kolejnych latach otrzymano jeszcze wiele innych wynikow tego typu ([1, 2, 12, 18, 19, 24,
34, 35, 40, 44, 47]). Istotnym celem pozostawato udowodnienie analogicznego wyniku w skalowaniu
Grossa-Pitaevskiego. Udato sig¢ to ostatecznie osiagna¢ Erdosowi, Schleinowi i Yau w serii prac [20—
22]. Pokazali oni, ze jeSli w > 0 jest gtadka, parzysta funkcja potencjatu migdzyczasteczkowego,
ktéry zanika wystarczajaco szybko i ma dtugo$¢ rozpraszania a, a Wy o jest rodzing poczatkowych
funkcji falowych takich, ze

(Uno, Hv W) < CN



ktére wykazuja kondensacje Bosego-Einsteina

. 1
lim Tr ‘N’Y‘PN,O — |g00)(<p0|’ =0 (19)

N—oo

dla znormalizowanej funkcji falowej o, € H'(R?), to

. 1
lim Tr\—wm — | (]| =0 (20)

N—o0 N

gdzie Uy, = eV jest wielociatowa funkcja falowa ewoluowana przez wielocialowy hamiltonian
Grossa-Pitaevskiego Hy (z V = 01 8 = 1), a ; jest rozwiagzaniem zaleznego od czasu réwnania
Grossa-Pitaevskiego

iOppr = (— A+ 8maled*)) e 1)

z warunkiem poczatkowym .

Obie prace [21, 22] opieraly si¢ na metodzie hierarchii BBGKY i nie podawaty zadnych ilos-
ciowych oszacowan zbieznoSci. Tempo zbieznosSci w (20) zostato pdZniej uzyskane przez Benedik-
tera, de Oliveirg i Schleina w [4], Pickla w [45] oraz przez Brennecke i Schleina w [9]. W os-
tatnich latach uzyskano kilka innych wynikéw w duchu (20), w tym mig¢dzy innymi na temat dy-
namiki zredukowanej wymiarowo [7, 8], dynamiki w polach magnetycznych [42] i dynamiki uktadow
(pseudo)spinorowych [39], by wymieni¢ tylko kilka.

Przyblizenie wiodacego rzedu nie dostarcza informacji o powstawaniu i ewolucji korelacji
pomiedzy oddziatujacymi czastkami. Aby zrozumie¢ korelacje nalezy rozwazy¢ przyblizenie nor-
mowe dla pelnej N-ciatowej funkcji falowej. Jak juz wspomnieliSmy (przypomnijmy (15)), to poje-
cie bliskosci jest bardziej precyzyjne niz przyblizenie wiodacego rzedu. W ramach skalowania Sred-
niopolowego problem ten zostal po raz pierwszy przeanalizowany przez Lewina, Nama i Schleina w
[37]. Rozwazali oni stany poczatkowe N-czastkowe postaci

N
Uy =D uy ™™ @, 10 (22)
n=0

gdzie ¥, 0 € (95)" z HT = H1 = {ug}t. W pracy [37] udowodniono, ze gdy S = 0, ewolucja
czasowa ¥, = e AN gpetnia

N
dim e =D St @] =0 (23)
n=0 HN

gdzie u, jest ewolucja Hartree’ego (18) ze wspdtczynnikiem fazowym

= [ ey o) Puta = o)

a ewolucja (¢, ) rzadzi tak zwany hamiltonian Bogoliubowa (zostanie to wyjasnione i oméwione
ponizej).

Wyniki stanowigce gtéwne osiagnigcie naukowe tej habilitacji zostaly uzyskane w programie
badawczym, ktérego celem bylo wyprowadzenie przyblizenia normowego dla dynamiki oddziatuja-
cych bozonéw poza rezimem pola Sredniego, tj. dla 5 > 0. W pracy [A6] dokonano tegodla 5 < 1/3,
w [A4] rozszerzono wyniki na przypadek 5 < 1/2, natomiast w [A2] cel ten zostat osiagnigty dla
g < 1. W [A1] rozwazaliSmy ten sam problem w jednym i dwéch wymiarach przestrzennych, gdy



oddziatywanie migdzy czastkami jest przyciagajace. W [AS] pokazaliSmy, jak wyniki uzyskane w
[A4] pozwalaja na uzyskanie iloSciowej wersji wynikow Erdosa, Schleina i Yau z [20]. Wreszcie, w
[A3] wyjasniliSmy zwiazek migdzy wynikami [A6] a pokrewnymi wynikami [26, 28, 29] o aproksy-
macji normowej w przestrzeni Focka (formalizm przestrzeni Focka jest oméwiony ponizej).

Od tej pory, jesli nie zostanie to okreSlone inaczej, zaktadamy, ze potencjal oddziatywania w jest
nieujemny, gladki i szybko zanikajacy. Mozna by sformutowa¢ bardziej precyzyjne zatozenia, ale nie
bedziemy tego robié, gdyz nie jest to gléwny przedmiot zainteresowania omawianych prac.

2. Oméwienie wynikow

Zanim przejdziemy do szczegétowego omdwienia gtéwnych wynikéw Osiagnigcia Naukowego,
przypomnijmy podstawy formalizmu drugiej kwantyzacji. Formalizm ten jest niezwykle uzyteczny
przy analizie wielocialowych uktadéw kwantowych.

W formalizmie drugiej kwantyzacji, stany kwantowe sa wektorami w (u nas - bozonowej)
przestrzeni Focka danej przez

F®) =P R, (24)
n=0 sym

gdzie $) jest jednoczastkowa przestrzenia Hilberta. Dla wektora W = (1,,)0°, € F($)) z przestrzeni
Focka (gdzie ¢,, € $H"), definiujemy jego normg

[eS)
1l = Ienllin:
n=0

Dla funkcji f € $) definiujemy operatory kreacji a*(f) i operatory anihilacji a(f) dane przez

n+1
1

(a*(f)wn)(xl’ - '7$n+1) = \/n—‘i‘l ;f(xj)d}n(ml’ sy L1 L1y - - '7In+1)

(a(f)n)(z1y ..oy Tpq) = \/ﬁ/dwnmwn(m, ey T)

dla wszystkich 9, € $™ 1 dla wszystkich n. Operatory te spetniaja kanoniczne zwiazki komutacyjne
(CCR)

[a(f),a(g)] = [a*(f),a"(9)] =0, [a(f),a"(9)] = (f, 9) (25)

dla wszystkich f, g € . Operatory te wykorzystywane sa do opisu stanéw i obserwabli (operatoréw)
na przestrzeni Focka. Jest znanym faktem (patrz np. [49]), ze dla symetrycznego operatora H na §j i
bazy ortonormalnej { f,, },>1 C D(h) przestrzeni $) zachodzi

dP(H) =00 DY Hj= Y {fum Hfu)a" (fm)a(fn). (26)

N=1 j=1 m,n>1

Podobnie, dla symetrycznego operatora I na §) ® ) takiego, ze

(fm @ fus W [ @ fo) = (fn @ s W fq @ J)



dla wszystkich m, n, p, ¢ > 1 mamy

oooodp Y. Wy
N=21<i<j<N

Y U W LS s 0 a* (B)a(falf) o7

m,n,p,q>1

Jesli chcemy unikna¢ wyboru konkretnej bazy ortonormalnej, dobrze jest uzy¢ dystrybucji o wartos-
ciach operatorowych a* oraz a, (tutaj xr € R?), danych przez

() = [daf@a oz a(p) = [@f@a,

dla wszystkich f € $. Kanoniczne zwiazki komutacyjne (25) implikuja wtedy

lar,ar] = [az, a,] =0 oraz [z, ay) = 0(7 —y). (28)

Ty Py

Wzory (26) oraz (27) mozna wtedy przepisac jako

~ [[ arytie.yaca,, (29)

090® @ Z Wi; = //// dedyda'dy' Wiz, y; 2,y )ayasama, (30)

N=21<i<j<N

gdzie H(x,y) oraz W (x,y; x', y') sa jadrami catkowymi operatoréw, odpowiednio, H and W.
Na przyktad, operator liczby czastek mozna zapisac jako

=dI'(1 EBnl;,n = /dxa;ax

za$ N-cialowy hamiltonian Hy mozna rozszerzy¢ do operatora na catej przestrzeni Focka F($))
piszac

Hy =dl'(-A Y // drdy wy(z — y)aa,a.a,. 31

Zgodnie ze znanymi twierdzeniami na temat kondensacji Bosego—Einsteina, oczekujemy, ze czastki
bedace w kondensacie opisane beda przez rozwiazanie u, rOwnania Hartree’ego. By opisaé czastki
poza kondensatem wprowadzimy tak zwana przestrzen Focka wzbudzer F, () C F($)) dana przez

Fi(t) :=F(H(t)) = @ﬁ+(t)” = @®5+(t)

n=0 sym

gdzie
Qt) =1~ Ju(w| = 1= P(t), $H:(t) = Q()H = {u}".

Operator liczby wzbudzonych czastek dany jest wtedy przez

N (t) := @nlﬁn = a*(ug)a(uy).
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Podobnie jak w [38, Sec. 2.3], mozemy roztozy¢ dowolna funkcje ¥ € $H7 jako

AN (@ ()N
¥ = ug@ T Rt = —1/%
2 2 v

gdzie 1, € . (t)". Prowadzi to do definicji unitarnego operatora

Unt): 5 — FN@) @m

R —> ?/)0 ) 1/}1 D - @ ’L/)N.

(32)

Heurystycznie, operator Uy (t) wydziela kondensat z N -ciatowej funkcji falowej i zanurza otrzymany
stan w przestrzeni Focka.

[A6] Bogoliubov correction to the mean-field dynamics of interacting bosons
Chcac Sledzi¢ zachowanie wzbudzonych czastek, podobnie jak w [37], rozwazamy
(I’N,t = UN,t‘I’N,t- (33)

Wektor @, nalezy do F:" (t) i spetnia réwnanie

08 = [i (OU (1)) Ui (1) + Un() Hn U3 (1) @

(34)
Qno=Un(0)Unp.
Pierwszym kluczowym elementem naszego podejScia jest nastgpujaca aproksymacja
i (O Un() Uy (t) + Un(t) HyUR (t) ~ H(t), (35)
gdzie H(¢) jest kwadratowym hamiltonianem otrzymanym z teorii Bogoliubowa:
H(t) :=dT( — A+ Jue]® x wy — pn(t) + Ki(t)) (36)

//RMR3 Kz t,z,y)a”(r)a*(y) +ma(:c)a(y))dxdy.

Tutaj K () = Q(t)K1(t)Q(t), gdzie K, (t) jest operatorem na §) z jadrem catkowym K (¢, z,y) =
u (2w (x — y)u(y), zas Ks(t,-,) = Q(t) @ Q(t)Ky(t,-,-) € H gdzie Ky(t, z,y) = uy(x)w(z —
Y)ue(y).

Gdy 3 = 0, przyblizenie (35) (w sensie form kwadratowych) zostato pokazane w [37], przy uzyciu
pomystéw pochodzacych z [38]. W naszej pracy [A6], analizujac skalowanie dla 0 < g < 1/3,
wyprowadziliSmy oszacowanie (w sensie nierownosci operatorow)

R(t) < O(N“—?N H(t) + NP TINZ () + N3ﬁ‘2) (37
(na F($)), dla statej C' zalezacej tylko od ||uo|| g2 (rs)), gdzie

R(t) = 152w, [@ (OUN ) U (1) + Uy (8) Hx Uk (t) — ]Hl(t)] Lpewy

11



JesteSmy zainteresowani ewolucja czasowa N-cialowego stanu pozatkowego postaci (22):

N
N—n
Uno = E uff’( : ®s Uno
n=0

gdzie ®g 1= (1n0)22, € F+(0). W tej sytuacji
Dy =UnUno = (¥no)ng

zbiega (w normie przestrzeni Focka) do ®,. W potaczeniu z przyblizeniem Bogoliubowa (35),
mozemy oczekiwac, ze ewolucja @y, z (34) jest bliska (w normie) rozwigzaniu réwnania Bogo-
liubowa

i@t@t - H(t)q)t, (38)
O

W przypadku 5 = 0 dowdd Lewina, Nam i Schleina w [37] uzywa oszacowania na (®;, N'®,) ktdre,
miedzy innymi, zalezy od || K5(Z,-,-)||L2®sxr3). Istotnie, naturalnym podejSciem do oszacowania
(®y, ND;) jest policzenie pochodnej

d

E<(I)t7N(I)t> - _<(I)t»i[N7 H](I)t>

a nastepnie uzycie nieréwnosci Gronwalla. Wymaga to oszacowania komutatora [\, H] przez N .
Najlepsze znane nam oszacowanie jest postaci

iNH] < C[Ka(t, -, ) lre@exrsy (N +1)

Gdy 2 > 0,

1 (t, -, )1 s sy ~ // [ue(x)[*lwn (x = ) Plue(y)* dady ~ N,

i wtedy nieréwno$¢ Gronwalla prowadzi do oszacowania (@, N'®;) ktére (dla ustalonego t) jest rzgdu
exp(IN?34/2) i ktére staje sie zbyt duze dla 5 > 0.

Najwazniejszy nowy, techniczny lemat prowadzacy do gléwnego wyniku w [A6] jest jednostajne
oszacowanie (®,, N'®,), dla dowolnego 5 € (0,1/3). Doktadniej, pokazaliSmy, ze jesli @, jest
kwaziswobodnym stanem poczatkowym to P, tez jest kwaziswobodny oraz

(D, N'D,) < eCt<1 + <¢O,N<1>0>)2 (39)

dla statej C' zalezacej tylko do ||uo|| g2(rs). Przy dodatkowych zatozeniach odnosnie regularnosci
funkcji ug jesteSmy w stanie poprawi¢ zaleznoS¢ od czasu w powyzszym oszacowaniu.

Przypomnijmy, ze stan W w przestrzeni Focka F($)) nazywany jest kwaziswobodnym o ile
warto$¢ oczekiwana operatora liczby czastek w tym stanie jest skoficzona oraz spetia twierdzenie
Wicka:

(W, a®(f1)a” (f2) - - @™ (fan1)¥) =0, (40)
(v, a#(fl)a#(f2) T a#<f2n)\1]> = Z H(\Il, a#<fa(2j—1))a#(f(r(2j))qj> 41)
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dla wszystkich n i wszystkich fi, ..., f,, € £, gdzie a? jest operatorem kreacji lub anihilacji za$ P,
jest zbiorem permutacji

Py, ={0 € 52n) | 0(25 —1) < min{o(2j),0(2j + 1)} dla wszystkich j}.

Jesli W jest kwaziswobodny, to rzut | ) (V| jest okreSlony przez zredukowang macierz gestosci stanu
U. Przypomnijmy, ze dla dowolnego stanu W w F($)), definiujemy zredukowane macierze ggstosci
v o H — §Horaz ay : H — H wzorem

(Jiywg) = (¥, a(9)a(f)¥), ([, 0g) = (¥, a(g)a(f)¥) (42)

dla wszystkich f, g € $. Jesli ¥ € H”, to g jest tozsama z macierza gestosci zdefiniowanag w (10).
Kluczowym krokiem w celu otrzymania oszacowania (39) bylo przepisanie réwnania (38) w
jezyku zredukowanych macierzy gestosci 7y, oraz «; kwaziswobodnego stanu ®;:

10y = hyy — veh + Kooy — of K3,
i0iay = hay + ah + Ky + KQ’YtT + 7 KKy, (43)
7(75:0) = Y®g> Oé(t:O) = Q-

Tutaj h(t) = —A+|u(t)|> s wy — pn(t) + K1 (t); Ky(t) : $ — $ jest operatorem z jadrem catkowym
Ko(t,z,y); zas y" : § — 9 jest operatorem z jadrem catkowym 77 (¢, z,y) = (L. y, ).

JesteSmy teraz gotowi by sformutowaé gtéwny wynik [A6].

Twierdzenie 1 (Poprawki Bogoliubowa do dymiki Sredniopolowej) Niech Uy bedzie
rozwiqzaniem réwnania Hartree’ego (18) z warunkiem poczatkowym uy € H?*(R3).  Niech
O, = (Yn1)2y € Fi(t) bedzie rozwiqzaniem réwnania Bogoliubowa (38) z kwaziswo-
bodnym warunkiem poczatkowym Oy = ()2, € Fi(0). Wtedy ewolucja Schridingera
Uy = e N N0 2 warunkiem poczqtkowym

N
Uy = ug" " R4t (44)
n=0
spetnia
N
Uyy— > u ™V @, || < Co()NETD2, (45)
n=0 Hy
gdzie

Co(t) < eCt<1 + (<I>0,N<I>o))4

dla pewnej statej C' zalezinej tylko od ||uo|| y2(rs). Ponadto, jesli uy € W5 (R?) z dostatecznie duzym
(, to

Co(1) < Cu(1+ 1) (14 log(1 +1) 4+ (20, N, )

dla pewnej statej C zaleinej tylko od ||uol|ye.1(rs).-
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Zatem, dla 5 < 1/3, powyzsze twierdzenie zadaje efektywny (poprzez rownania Hartree’ego i
Bogoliubowa) opis dynamiki uktadu oddziatujacych bozonow.

[A4] A note on the validity of Bogoliubov correction to mean-field dynamics

W artykule [A4] kontynuowaliSmy analiz¢ zagadnienia dla wigkszych wartoSci parametru
skalowania . Twierdzenie, ktore jest gléwnym wynikiem w [A4], rozszerza wynik z [A6] (patrz
Twierdzenie 1) do przypadku, gdy 5 < 1/2.

Twierdzenie 2 (Poprawnosé¢ dynamicznego przyblizenia Bogoliubowa) Niech 0 < 5 < 1/2.

* Niech u; spetnia rownanie Hartree’ego (18), z warunkiem poczatkowym g spetniajacym
|wollwe rsy < ko

dla dostatecznie duzych ¢ i dla pewnej statej ko > 0 niezaleznej od N.

* Niech ®; = (Y1), € F (1) spetnia réwnanie Bogoliubowa (38) z kwaziswobodnym stanem
poczatkowym ®q € F,(0) spetniajqacym

(Do, N@g) < k-N° and (Do, dI'(1 — A)Dg) < k. N*e (46)

dla wszystkich € > 0, gdzie stata k. > 0 jest niezalezna od N.

* Niech ¥V, spefnia rownanie Schrédingera V¥V, = e Ny N0 2 warunkiem poczqtkowym
N
N—n
Uno = Z uff’( ) Qs Uno-
n=0
Wtedy dla wszystkich € > 0 i kazdego t > 0 zachodzi

< Cg(l + t)1+eN(2[j—1+€)/2 47)

N
2
H‘I’N,t - Z U?(N ") s 2/)n,zt N
n=0 g
gdzie stata C. > 0 zalezy tylko od Ky i <.

Dowdéd Twierdzenia 2 opiera si¢ na pomystach wykorzystanych w dowodzie Twierdzenia 1. Ni-
etrywialne, nowe techniczne lematy byty jednak potrzebne. Prawdopodobnie najistotniejszym z nich
jest nowe oszacowanie energii kinetycznej czastek znajdujacych si¢ poza kondensatem. Oszacowanie
to mowi, ze @ ; zdefiniowane w (33) spetnia

(D, dT(1 = A)Dy,) < C.NPF V>0, Ve € (0,1 — 26, (48)

dla statej C, zaleznej tylko od warunkéw poczatkowych. Analogiczne oszacowanie zachodzi takze
dla @,.

[AS5] Norm approximation for many-body quantum dynamics and Bogoliubov theory

Artykutl [AS] jest artykutem przegladowym opisujacym giéwne wyniki otrzymane w [A6] oraz
[A4]. Nowoscig w pracy jest dowdd, w jaki sposéb Twierdzenie 2 implikuje stynne wyniki z pracy
Erdosa, Schleina i Yau [20]. Doktadniej pokazaliSmy, ze
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Twierdzenie 3 (Dynamika wiodacego rzedu dla 5 < 2/3) Przy zatozeniach z Twierdzenia 2 za-
chodzi

lim Tr ‘m (N—le,t = ) (ut|) VI—A ‘ —0 (49)

N—oo

dla wszystkich 0 < 5 < 2/3.

Zauwazmy, ze powyzsza zbieznos$¢ implikuje kondensacj¢ Bosego—Einsteina (c.f. (17))

. 1
A}l_r}l(lxj Tr ‘ijm — |ut)(ut|‘ = 0. (50)

Jak juz wspomnieliSmy we wstepie w (14) oraz (15), nie jest zaskakujacym, ze zachodzi (17).
Ciekawe jest to, ze ta zbieznoS¢ zachodzi w silniejszym sensie (49) i dla wigkszego przedziatu
parametru 3 (niz w Twierdzeniu 2).

Dow6d Twierdzenia 3 wykorzystuje oszacowanie energii kinetycznej (48) z [A4]. Trik w
dowodzie polega na tym, by (48) przepisac jako

Tr (\/1 ZAQ(t)Yun, QI — A) < NP+ (51)

a nastgpnie, uzywajac nieréwnosci tréjkata i nieréwnosci dla norm Schattena, oszacowaé
1
75 (Lo, - 0I5 -

VIZE (000, Q) - 5 QN QOIPE+ 52

P00, Q0 + 0070, P) VIZ

za pomocg (51).
[A3] Recent advances in the theory of Bogoliubov Hamiltonians

Artykut [A3] sktada si¢ z dwdch czesci. Czg$¢ pierwsza jest streszczeniem wynikéw otrzy-
manych w pracy [B4], ktdra to praca nie zostata wtaczona do listy publikacji stanowiacych osiggnigcie
naukowe (patrz rozdziat 5). W drugiej czeSci artykutu [A3] pokazaliSmy w jaki sposéb réwnania Bo-
goliubowa (43) sa zwigzane z tzw. zaleznym od czasu problemem diagonalizacyjnym jak réwniez wy-
jasniliSmy zwiazki miedzy naszymi metodami a tymi uzywanymi przez Grillakisa i Machedona w ich
pracach [26, 28, 29] na temat dynamiki uktadu oddziatujacych bozonéw. Z tego powodu wiaczyliSmy
prace [A3] do osiagnigcia naukowego.

Przypomnijmy pokrétce definicje transformacji Bogoliubowa. W tym celu wprowadzamy uogdl-
nione operatory kreacji i anihilacji dane przez

A(f @ Jg) =al(f) +a*(g), A(f®Jg)=a"(f)+alg), VfgeHN (53)

(tutaj J kanonicznym anty-unitarnym operatorem z §) do $*). Uog6lnione operatory kreacji i anihi-
lacji spetniajg kanoniczne zwigzki komutacyjne

A*(Fl) - A(jFl), [A(Fl),A*(FQ)] - (Fl,SFQ), \V/Fl, F2 6 53 @»6*, (54)
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gdzie wprowadziliSmy operatory blokowe na ) & $H*

10 0 J*
S=<0 _1>7 j:<J 0>. (55)

Zauwazmy, ze S = S™1 = S* jest unitarny na $) ® $* oraz J = J ! = J* jest anty-unitarny.
Powiemy, ze ograniczony operator V na $) © $* jest unitarnie implementowalny na przestrzeni
Focka jesli istnieje operator unitarny Uy, taki, ze

Uy A(F)US, = A(VF), VFEHDH" (56)

Nie jest trudno zobaczy¢, ze jesli zachodzi (56), to zwiazki komutacyjne (54) implikuja nastepujace
relacje

JVI =V, VSV =85=VSV. (57)

Dowolny ograniczony operator V na $) @ $* spetniajacy (57) nazywany jest transfomacjq Bogo-
liubowa.

Przypomnijmy sobie zdefiniowane przy okazji dyskusji o [A6] pojecie stanéw kwaziswobodnych
(40). Jest znanym faktem (patrz np. [49]), ze stan czysty |¥)(¥| w ktérym operator liczby czastek
ma skoniczong warto$¢ oczekiwana, jest kwaziswobodny wtedy i tylko wtedy, gdy

¥ = Uj0)

dla pewnej (unitarnie implementowalnej) transformacji Bogoliubowa Uj,. JesteSmy gotowi by sfor-
mulowac giéwne twierdzenie [A3], ktére stanowi wkiad do omawianego osiggnigcia naukowego.

Twierdzenie 4 (Zalezny od czasu problem diagonalizacyjny) Niech ©(t) bedzie czystym stanem
kwaziswobodnym i niech U},(t) odpowiadajqcq mu, unitarnie zaimplementowangq transformacjq Bo-
goliubowa takq, e ®©(t) = U3(1)|0). Niech (Yow), daw)) beda zredukowanymi, jednoczastkowymi
macierzami gestosci stanu ®(t). Niech H(t) bedzie kwadratowym operatorem zdefiniowanym w (36).
Wtedy

Uy () (i0:U3(¢)) — Uy (8)H(t)Uy,(¢) = dI'(E()) (58)

dla pewnego operatora (t) @ $ — $) wtedy i tylko wtedy, gdy réwnania Bogoliubowa (43) sq
spetnione.

Nazwa ’zalezny od czasu problem diagonalizacyjny’ nawiazuje do podobnego problemu statycznego,
gdy kwadratowy hamiltonian nie zalezy od czasu i poszukuje si¢ transformacji Bogoliubowa Uy,
takiej, ze
UyHU;, = dI'(€) (59)
dla pewnego operatora & (ten problem rozwigzatlem wraz z Namem i Solovejem w [B4]).
Twierdzenie 4 wyjasnia na abstrakcyjnym poziomie zwiazek miedzy podejSciem i metodami za-
stosowanymi przez nas w [A6] oraz metodami wypracowanymi przez Grillakisa, Machedona i Mar-
getisa w pracach [26, 28, 29]. W wymienionych artykutach autorzy rozwazali problem dynamiki bo-
zondéw w przestrzeni Focka, to jest dla standw poczatkowych, ktére sa w przestrzeni Focka (nie maja
ustalonej liczby czastek) za$ ostateczne przyblizenie jest w normie przestrzeni Focka (podczas gdy
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nasze stany poczatkowe maja ustlong liczbe N czastek za$ przyblizenie jest w normie N-czastkowej
przestrzeni Hilberta). Ich stany poczatkowe byty dane wzorem

U3, (t)[0) = exp (ixN(t) + // [m%ay — k(t, m,y)a;a;j] d:vdy) |0) (60)

gdzie xn(t) € R jest czynnikiem fazowym. Mozna teraz podstawié (60) do lewej strony réwnania
(58) 1 zazadac, by wszystkie cztony typu aya, and a,a, zniknety. Taki warunek wyznacza réwnanie
na jadro catkowe k(t, z, y), ktére jest jednak silnie nieliniowe. Wynika to z relacji

U3, (1)a()Ur, (1) = acosh(2K)) + a*(sinh(2A)7) o
U3, ()a*(f)Uy, (t) = a*(cosh(2k) f) + a(sinh(2k) f)

gdzie f € $). Tutaj cosh(2k) oraz sinh(2k) oznaczaja liniowe operatory na §) dane przez
1 — 1
h(2k) := E —((2k)(2k))" inh(2k) := g —

n>0 n>0

((2k)(2k))" (2k)

gdzie iloczyny k nalezy rozumie¢ jako sktadanie operatoréw (danych przez jadro catkowe k(t, z,y)).
W istocie rzeczy, powyzsze relacje pokazuja, Ze naturalnymi zmiennymi do rozwazania problemu
diagonalizacyjnego sg cosh(2k) oraz sinh(2k), lecz nawet w tych zmiennych réwnania sa nieliniowe.
Grillakis, Machedon i Margetis zaobserwowali, ze jeSli wprowadzi si¢ nowe zmienne, to rGwnania te
mozna przepisa¢ jako réwnania liniowe, ktdre - jak wtasnie dowodzimy w powyzszym Twierdzeniu
- sg réwnowazne (43). Nasz rezultat sformutowany jest na do$¢ abstrakcyjnym poziomie i uzywa po-
jecia stanéw kwaziswobodnych oraz faktu, ze stany takie wyznaczone sa jednoznacznie przez swoje
zredukowane macierze gestosci vy 1 avy. Pozwala to wyprowadzi¢ réwnania (43) w prosty i efekty-
wny sposob bezposrednio z réwnania Bogliubowa (38).

[A2] Fluctuations of V-particle quantum dynamics around the nonlinear Schrodinger equation

Jak wyjasniliSmy powyzej, wyniki prac [A6] oraz [A4] dostarczaja dowodéw poprawnosci teorii
efektywnych opisujacych dynamike uktadéw N bozonéw w sytuacji, gdy parametr skalujacy 3 (c.f.
(5)) spetnia 5 < 1/2.

Gdy # > 1/2, krétkoskalowa struktura korelacyjna powstata w wyniku wielociatowej ewolucji
Schrodingera nie moze by¢ odpowiednio opisana zalezng od czasu transformacja Bogoliubowa spet-
niajaca rownanie postaci (38). Sytuacja ta wymaga do analizy nowych pomysitéw i narzedzi. Zostaty
one wprowadzone w pracy [A2].

Aby doktadniej uwzgledni¢ korelacje, warto rozwazy¢ stan podstawowy zagadnienia Neumanna

1
[—A + WUW} IN=AnfN (62)
na kuli |z| < ¢, dla ustalonego ¢ > 0. Ponadto, zadajemu warunek fy(x) = 1, dla |z| = ¢, i

przedtuzamy fy do R® zadajac fy(z) = 1 dla wszystkich |z| > ¢. Skalowanie potencjatu oddziaty-
wania wy implikuje, ze procesy rozproszeniowe migdzy czastkami zachodzg w obszarze |z| < 1. Z
tego powodu, konkretny wybor ¢ nie jest istotny, o ile ¢ jest rzedu jeden (w N).

Rozwiazanie (62) moze by¢ wykorzystane do lepszego przyblizenia ewolucji funkcji falowej kon-
densatu. W tym celu zastapimy rozwiazanie efektywnego nieliniowego réwnania Schrédingera

iOpr = (— A+ |lwll 2 ]eef?) e (63)
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przez rozwiazanie zmodyfikowanego, zaleznego od N réwnania Hartree’ego

i0pn: = —Apne + (W fy * [N o (64)

z warunkiem poczatkowym ¢y o = o opisujacym kondensat w chwili czasu ¢ = 0.
Ponadto, rozwiazanie (62) moze zosta¢ uzyte do opisu korelacji migdzy czastkami. W tym celu
wprowadzamy

1
Tns = exp <§/dxdy by, y)aza, — h.c.]) (65)

z jadrem catkowym

kna(T39) = (Que @ Qug) [N = f) (@ = y) (e +9)/2))?] (66)

gdzie Qn: = 1 — |pn.)(pn| jest rzutem ortogonalnym na przestrzeri ortogonalng do przestrzeni
rozpigtej przez rozwigzanie zmodyfikowanego réwnania Hartree’ego (64). W szczegdlnosci, obecnie
operator Uy (t) bedzie rzutowat na dopetnienie ortogonalne yy; i oznaczymy go jako U, ,. Jako,
ze T, ma za zadanie opisa¢ korelacje, naturalnym jest zdefiniowac ky, za pomocg rozwiazania
(62). W szczegdblnosci, taki wybor (65) prowadzi do pewnych kluczowych, rachunkowych uproszczen
w obliczeniach prowadzacych do wyznaczenia generatora dynamiki fluktuacji wokét kondensatu.

Gtéwne twierdzenie [A2] moze zostaé sformutowane nastgpujaco

Twierdzenie S (Przyblizenie normowe w rezimie NLS) Rozwaimy warunek poczatkowy Uy, €
L2(R3N), ktorego jednoczastkowa zredukowana macierz gestosci Yy v, Spetnia

N — (@0, Yoy o0) < C (67)
oraz
1 1
N(‘I/N,o, HXUno) — [Vl + 5(9907 (wn fv * [ol?)po)| < CN! (68)

dla oo € H*R?). Niech ¥ N, bedzie rozwiqzaniem rownania Schréodingera (4) z warunkiem
poczatkowym Wy o. Wtedy, dla wszystkich a < min(5/2, (1 — (3)/2), istnieje stata C' > 0 taka,
ze

[ = U Tage™ 0™ O Uy (1:0) Tg Uy, Uivo

PNt (69)
< CN “exp(Cexp(C|t]))

dla wszystkich N dostatecznie duzych i wszystkich t € R. Tutaj ny(t) jest czynnikiem fazowym,
zas Us(t;0) jest unitarng dynamikq na F z generatorem, ktory jest kwadratowym operatorem na
przestrzeni Focka, ktory moZe by¢ wyraZony explicite za pomocq o+, Wn, kn ¢ (patrz rownanie (41)
in [A2]).

Zatem, oszacowanie (69) zadaje przyblizenie w normie petnej dynamiki wielu ciat dla danych
poczatkowych wykazujacych BEC za pomoca efektywnej dynamiki na przestrzeni Focka Us(t;0)
(z kwadratowym generatorem), rodziny czasowo zaleznych transformacji Bogoliubowa T’y ; oraz
rozwigzania oy, zmodyfikowanego réwnania Hartree’ego. Zauwazmy tez, ze zatozone warunki (67)
1 (68) zostaty ostatnio udowodnione w [41].

Zaprezentujemy teraz szkic dowodu Twierdzenia 5. Strategia dowodu jest inna niz w przypadku,
gdy # < 1/2 i nie obejmuje ona analizy réwnania Bogoliubowa jako takiego.
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Poczatek jest jednak taki sam i zaktada dziatanie U, ,
wylaczenie z dalszego opisu kondensatu, ktéry w chwili ¢ opisany jest przez ¢, i skupienie si¢ na

fluktuacjach czastek poza kondensatem. Definiujemy

na ¥y .. To, tak jak wczeSniej, pozwala na

(I)N,t = UcpN,t\I’N,m
1 zauwazamy, ze Py, € }"févm spetnia rOwnanie
10 Pyt = Ly DPny (70)
Z generatorem
»CN,t — (igtUQONA,JU;/,t + USON,tHNU;N,t' (71)
Po zmudnych rachunkach dochodzimy do wyrazenia
4 .
Lai= Y L3, (72)
5=0
gdzie
N +1
[’S\O/,)t = o PNt [wN(l —2fn) * |S0N,t|2]¢1v,t> — pun(t),
1 NWN+1
[’S\l/,)t =35 <90N,ta [wy * |90N,t|2]90N,t> g
2 N
+ [V [0 (Qual (o (1 = f3)) * lowaPliows)
" N1 |IN-N
—a" (Qn[wy * |90N,t|2]¢N,t)N] N h-C-] :
ﬁﬁ?t = dF( — A+ (wn fn) * |S0N,t|2 + KNy — MN,t)
+dl’ (QN,t(wN(l — fn) * |S0N,t|2>QN,t)
N
0 (Qualw * s )@t + Kaa ) 37
1 N-N)N-N -1
+ —/d;r;dy Ko ni(x,y)aya, VA I ) +h.c.|,
2 N
1 / / /
Eg\?;,)t = {ﬁ/ drdydz'dy” (Qne ® QniwnQn,y ® 1)(x, y; 2", y') %
. N-N
XN (Y )anaya. N T h.c.
1
‘C%?t = oN /dxdydljdy/(QN,t ® QnwnQny Q@ Qne)(z,y; 2y )ajanamay
z
un(t) = (e [(wn (L= fv) * lenellone)
oraz

Kl,N,t = QN,tKl,N,tQN,t
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Kong=Qnt @ QniKony

gdzie K1 v, jest operatorem na L2(R?) z jadrem catkowym

Kini(z,y) = onvi(@)wn(z —y)on:(y) (73)
za$ [?Q,Mt jest funkcja z L*(R? x R3):

f?z,N,t(% y) = SON,t(BC)wN(x - Z/)SDN,t(y)- (74)

Nastepnym krokiem jest usunigcie krétkoskalowych korelacji z ® ;. Skoro Wy, = US’;N’ﬂ) Nt a
U, v, tylko “dodaje’ iloczyny rozwigzan nieliniowego rownania (64), jasnym jest, ze wszystkie ko-
relacje ktére wytworzyty sie podczas ewolucji W, zawarte sa w @ ;. By je usungc z @, dziatamy
transformacja Bogoliubowa Ty ; zdefiniowana w (65). Niestety, Ty ;, jako operator, nie zachowuje
liczby czastek, a co za tym idzie nie dziata niezmienniczo na przestrzeni Focka }"f;vN’t. Jednakze,
Ty w wyniku swojego dziatania tworzy tylko kilka dodatkowych czastek, nie powinno to zatem
stanowi¢ duzego problemu. By sobie z nim poradzi¢, odrzucamy ograniczenie na liczbe czastek i
traktujemy wektor @y, jako wektor w nie obcigtej przestrzeni Focka .. Wada tego podejs-
cia jest fakt, ze generator Ly, obliczony w (72) jest zdefiniowany na sektorach przestrzeni Focka
z co najwyzej N czastkami. Postepujemy zatem w nastgpujacy sposéb: najpierw przyblizamy @y ¢
nowym, zmodyfikowanym wektorem opisujacym fluktuacje o Nt ktérego dynamika jest generowana
przez L ~.t- Z jednej strony generator ten zblizony do Ly, gdy dziata ma stany z matq liczba czastek
(poza kondensatem). Z drugiej strony, jest on dobrze zdefiniowany na nie obcigtej przestrzeni Focka
F 1oy, By precyzyjnie zdefiniowac L ~,+ postepujemy nastepujaco. W wyrazeniu po prawej stronie
réwnania (72), zastepujemy wszystkie czynniki /(N — N)(N — N — 1) przez N — N a nastepnie
zastepujemy /N — N przez VNG,(N/N) gdzie Gy(t) jest szeregiem Taylora dla /T — = wokét
x = 0 do rzedu b (b bedzie pézniej wybrane dostatecznie duze).
Wreszcie, dodajemy do nowego generatora wyraz Cy,e el V'(N/N)? z dostatecznie duza statg Cj.
Jako, ze generatory L oraz EN dziataja na stany z mata liczba czastek, czion ten bedzie miat
znikomy wptyw na dynamike, a pozwoli lepiej kontrolowaé energi¢ uktadu. Po tych zmianach otrzy-
mujemy zmodyfikowany generator

ENt = —— {pne [wn(l = 2f5) * [oneone) — v (t)

1 1
+ 5 <SONt, [wN * |90Nt| ]SONt> %
+ [V @ualwn (1 = ) * lonePlowa) GuA /N) + e

[a*(QNt Wy * [Nl ]@Nt)\/%Gb(N/N) + h. C]

+dI’ ( A+ (wyfn) = lonal® + King — HN,t)

T (Qualwn (1= fi) * lona) Q) 75)
a0 (Qu * lon Qs + Kuws)

N

+ B /dxdng iz, y)al NN +h.c.1

1
+ {ﬁ /d.’l?dydq;’dy/ (QN,t ® QN,thQN,t ® 1)(7‘, y: .?7/, y’)x
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X on (Y )anaya.Gy(N/N) +h.c.

+ IN dazdydz'dy’ (Qny ® QnwnQny @ Qny) (x5 2,y )agpayazay
+ Gyl NN /N,

Uzywajac tego zmodyfikowanego generatora, definiujemy zmodyfikowana dynamike fluktuacji d Nt
dang jako rozwigzanie réwnania Schrodingera

iat(iN,t = ZN,t(T)N,t, (76)

z odpowiednio przeksztalconymi warunkami poczatkowymi. Dowodzimy potem, ze dla wszystkich
< (1 — B)/2, istnieje stata C' > 0 taka, ze

[Py — Prvyl|> < CN~*exp(Cexp(Clt]))

dla wszystkich t € R.
Nastepnie, dziatamy transformacja Bogoliubowa (65) na zmodyfikowana dynamike fluktuacji
d ~,t dana w (76). Niech
Exe = Tive®Pre. (77)

Wtedy Enve € Fiop v, (bez ograniczenia na liczbe czastek) 1 spetnia réwnanie Schrédingera
10N+ = GNiEn s (78)
z generatorem
One = (TN ) Thy + T LT (79)

Jak wspominaliSmy wczeSniej, dziatanie transformacja Bogoliubowa 7'v; zadaje opis korelacji 1
pozwala nam przyblizy¢ ewolucje (78) za pomocg unitarnej ewolucji U , ktérej generatorem jest
kwadratowa czg$¢ operatora (79). Generator U ktéry pojawia si¢ w sformutowaniu Twierdzenia 5
jest tym co otrzymuje si¢ z Uy y po przejsciu do granicy N — oo.

Na koniec wspomnijmy, ze w sytuacji, gdy stany poczatkowe sg stanami przestrzeni Focka (a
efektywna aproksymacja dynamiki jest rozwazana na poziomie - stabszej - normy przestrzeni Focka),
dynamika dla 5 < 1 byta badana réwniez w pracach [5, 15, 27].

[A1] Norm approximation for many-body quantum dynamics: focusing case in low dimensions

Dotychczasowe wyniki zaktadaty, ze oddzialywanie miedzy czastkami jest odpychajace (tj.
w > 0). W takim przypadku efektywne rownanie Hartree’ego/NLS posiada globalne rozwiazanie.
Zmienia si¢ to, gdy dopuScimy oddziatywania przyciagajace miedzy czastkami. W tym przy-
padku efektywne réwnanie NLS posiada globalne rozwiazanie tylko w jednym i dwéch wymiarach
przestrzennych. Dlatego, przy wyprowadzaniu przyciagajacego nieliniowego réwnania Schrédingera
naturalne jest ograniczenie si¢ do wymiaréw d < 2.

Oddzialywania przyciagajace moga réwniez prowadzi¢ w uktadzie do (termodynamicznej) ni-
estabilnosci (drugiego rodzaju) na poziomie petnego problemu wielu ciat. Jest to powdd, dla
ktérego w istniejacych (przed omawiang praca [A1]) wynikach wyprowadzenia przyciagajacego NLS
[13, 14, 32] kluczowe bylo rozwazenie ewolucji czasowej generowanej przez hamiltonian N-cial HY;
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z potencjatem putapkujacym typu V' (z) = |z|*, oraz ograniczenie do 0 < § < 1, gdy d = 1 [13]
i0< B <(s+1)/(s+2),gdy d=2][l4, 32]. Obecnos¢ putapki i ograniczenie na 3 pozwolito
wykorzystaé stabilno$¢ drugiego rodzaju H}, > —CN ustanowiong przez Lewina, Nama i Rougerie
[36]. Stabilnos¢ ta byta nastepnie kluczowa dla kontroli (ujemnego) potencjatu oddzialywania przez
operator kinetyczny.

Gtéwny rezultat [A1] poprawia istniejace wyniki na kilka sposobdw. Po pierwsze,
wyprowadzamy efektywna dynamike na poziomie przyblizenia w normie, podczas gdy w pracach
[13, 14, 32] uzyskano jedynie aproksymacje¢ rzgdu wiodacego. Po drugie, nasze wyniki obowiazuja
dla szerszego zakresu parametru skalujacego 5. Wreszcie, nie musimy dodawac potencjatu putapku-
jacego (chociaz nasza metoda dziata réwniez w obecnosci zewnetrznego potencjatu).

Zanim sformutujemy precyzyjnie gtéwne twierdzenie z [A1], musimy zatozy¢ kilka rzeczy o
potencjale oddziatywania w. Przyjmujemy, ze

w e LYRY), w(z) =w(—2) €R. (80)

Gdy d = 1 nie jest potrzebne zadne inne zalozenie (nasz dow6éd mozna nawet rozszerzy¢ na oddzi-
atywanie typu +6y). Gdy d = 2, musimy dodatkowo zatozy¢

w € L>®(RY), lw_| <a*, w_ = max(—w,0). (81)
R2

Tutaj a* jest optymalng stata w nieréwnosci Gagliardo—Nirenberga

2 2 a* 4 112
(Lowse) ([e) =5 [ vre (52

Od czasu pracy [51] powszechnie wiadomo, ze a* := ||Q||%, gdzie Q € H'(R?) jest jedynym dodat-
nim, sferycznie symetrycznym rozwigzaniem réwnania

~AQ+Q-QP=0. (83)

Warunek (81) jest niezbedny dla stabilnosci uktadu dwuwymiarowego (szczegétowa dyskusja na ten
temat znajduje si¢ np. w [36]). Warunek ten zostal wykorzystany przy wyprowadzeniu nieliniowego
rownania Schrédingera w odniesieniu do stanéw podstawowych przyciagajacych uktadow w putapce
[36], jak rowniez w pracach na temat dynamiki [13, 32].

JesteSmy gotowi, aby podaé gtéwny wynik [A1].

Twierdzenie 6 (Przyblizenie w normie dla dynamiki z przyciaganiem) Niech § > 0 dlad = 1
oraz niech 0 < [ < ldla d = 2. Zatoimy, Ze potencjat oddziatywania w spetnia (80)—(81). Niech
u; bedzie rozwiqzaniem réwnania Hartree’ego (18) z warunkiem poczatkowym |[u(0)|| ga+2gay < C.
Niech ®(t) = (¢, ()2, spetnia réwnanie Bogoliubowa (38) z warunkiem poczqtkowym takim, Ze
(©(0),dI'(1 — A)®(0)) < C. Rozwazimy wielociatowq ewolucje Schrédingera Wy (t) dang w (4) ze
warunkiem poczqtkowym

Wy (0) = u(0)*N ™ @, 44, (0).

n=0

Ustalmy o« = 1/2dlad = 1 o0raz 0 < a < (1 — )/3 dla d = 2. Wtedy dla wszystkich t > 0, istnieje
stata Cy > 0 niezalezna od N taka, Ze dla wszystkich N dostatecznie duzych zachodzi

N
Uy (t) = Y ()N, Wt)”; < G,N™ (84)
n=0
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Wyjasnijmy pokrétce gléwne idee kryjace si¢ za dowodem Twierdzenia 6. Chociaz stosujemy
0g0lng strategi¢ opracowana w [A6] i [A4], czyli poréwnujemy dynamike Bogoliubowa ®; z @ ; (cf.
(38)1(34)), w dowodzie Twierdzenia 6 wprowadziliSmy nowa metodg¢ lokalizacyjna, ktéra pozwolita
nam unikna¢ uzycia stabilnosci drugiego rodzaju ( tj. nieréwnosci Hy > —C'N).

Jednym z kluczowych sktadnikéw dowodu twierdzenia 2 byto oszacowanie energii kinetycznej
(48). W przypadku oddziatywana przyciagajacego analogiczne oszacowanie daje

(O, dD(1 — A)Ppy) < Cy(N + N?P).

Takie oszacowanie okazuje si¢ byC niewystarczajace. By poradzi¢ sobie z tym problemem
wprowadzamy nowg dynamike poSrednia @y s, ktdra jakby interpoluje pomigdzy @y, oraz .
Doktadniej, definiujemy @y 5s; jako rozwigzanie

. <M <M <M
10PN e =15V GN 1S Py e, O =157 Py,

gdzie Gy, jest generatorem dynamiki @y ; obcigtym do przestrzeni J-"_EM . W tym miejscu ktadziemy
M = N'7° dla pewnego & > 0 (dobranego pézniej). Zatem, Py, jest dynamika na obciete;
(wzbudzonej) przestrzeni Focka ]-"_EM . Innymi stowy, lokalizujmey dynamike w sektorze w ktérym
jest mniej czastek wzbudzonych. Dla takiej dynamiki jesteSmy w stanie wyprowadzié lepsze osza-
cowanie energii kinetycznej, a doktadnie;j

(PN g, dI(1 = A)Prare) < CpeN°, Ve > 0.

Oszacowanie to staje si¢ kluczowe, gdy chcemy wykaza¢ blisko$¢ (w normie) rozwigzan @y, oraz
O a4 (gwoli ScistoSci, potrzebny jest jeszcze jeden, poSredni krok lokalizacyjny - zainteresowanych
czytelnikéw odsytamy do oryginalnego artykutu).

Prawie wszystkie oszacowania omdéwione powyzej wykorzystuja wlasnosci rozwiazan rownania
Hartree’ego. Nasze podejscie w duzym stopniu opiera si¢ na fakcie, ze r6zne normy rozwigzania u;
nie zalezq od N. Innymi stowy, oszacowania te muszg zaleze¢ tylko od normy L' funkcji wy, gdyz
wtedy

[wnlls = [lwll
jest niezalezne od N. W przypadku rownania z oddziatywanie odpychajacym omawianym w [A6]
oraz [A4], uzywane przez nas oszacowania wyprowadzone zostaly przez Grillakisa i Machedona w
[26]. Ich dowody, jednakze, nie dzialajg w przypadku réwnania Hartree’ego z przyciaganiem w
wymiarach d < 2. W celu udowodnienia Twierdzenia 6 musieliSmy zatem sami wyprowadzié takie
wyniki i to byta réwniez wazna cz¢$¢ naszej pracy. OtrzymaliSmy nastgpujace twierdzenie.

Twierdzenie 7 (Wlasnosci rownania Hartree’ego z przyciaganiem) Niech d = 2. Zaldimy, Ze
w € LY(R?*) N L*(R?) oraz [w_ < a*. Dla warunku poczqtkowego ug € H*(R?) z ||ugl|r2 = 1,
réwnanie (18) posiada jednoznaczne rozwiqzanie u(t,-) w H*(R?). Ponadto, dla wszystkich t > 0
mamy oszacowania

e, meny < €, ult, )lmsqaey < € exp(C exp(CH)).

u(t, )| eomey < Cexp (Ct),  ||Ou(t, )| eomey < Cexp(exp(C exp(Ct))).

dla pewnej statej C' > 0 niezaleznej od t oraz N.
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Podobne twierdzenie zachodzi dla d = 1. Oszacowanie normy H' wynika z zachowa-
nia energii. By oszacowaé pozostale normy uzyliSmy rozwinigcia Duhamela a takze uzywamy
nierownosci Brezis—Gallouet—-Waingera (ktére mozna traktowaé jako pewna odmiang logaryt-
micznych nieréwnosci Sobolewa) [10, 11] by oszacowaé normy L°°.

3. Podsumowanie

Wyniki sktadajace si¢ na prezentowane osiagnigcie naukowe dostarczaja Scistego uzasadnienia
teorii efektywnych szeroko stosowanych w fizyce teoretycznej i eksperymentalnej w konteksScie dy-
namiki uktadéw wielobozonowych. Udowodnili§my, ze dynamika kondensatu Bosego-Einsteina jest
poprawnie opisana nieliniowa teorig Hartree’ego/NLS, a wzbudzenia wokét kondensatu ewoluuja
zgodnie z teoria Bogoliubowa. Nasze wyniki obejmuja sytuacje, gdy zasigg odpychajacego odd-
zialywania migdzyczasteczkowego staje si¢ bardzo maty. W nizszych wymiarach udowodniliSmy,
ze teorie Hartree’ego/NLS i Bogoliubova pozostaja poprawne nawet jesli dopuScimy przyciagajace
oddziatywania migdzyczasteczkowe. Przedstawione wyniki poprawiajq prawie wszystkie istniejace
wyniki w tym aktywnym obszarze badan.

Obecnie nasze wysitki sg skierowane na wyznaczenie przyblizenia normowego dla dynamiki
uktadéw wielobozonowych w skalowaniu Grossa-Pitaevskiego. Wiadomo, ze w tym rezimie trzeba
wyjsS¢ poza przyblizenie kwadratowe, jakie daje teoria Bogoliubowa. Pracujemy rowniez nad staty-
cznymi problemami zwigzanymi z kondensacja Bosego-Einsteina, w szczeg6lnosci nad asymptotyka
energii swobodnej Sredniopolowego gazu Bosego.
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5 INFORMACJA O WYKAZYWANIU SIE, ISTOTNA AKTYWNOSCIA NAUKOWA ALBO
ARTYSTYCZNA, REALIZOWANA W WIECEJ NIZ JEDNEJ UCZELNL INSTYTUCJI
NAUKOWE]J LUB INSTYTUCJI KULTURY, W SZCZEGOLNOSCI ZAGRANICZNEJ

W ramach mojej dziatalnoSci naukowej wspétpracuje z réznymi grupami i oSrodkami badawczymi.
Prace naukowa rozpoczatem w 2010 roku, uzyskujac dyplom magistra matematyki na Uniwersyte-
cie Warszawskim, a nastgpnie rozpoczatem studia doktoranckie na Wydziale Fizyki Uniwersytetu
Warszawskiego pod kierunkiem prof. dr. hab. Jana Derezinskiego. Ukonczytem studia dok-
toranckie (summa cum laude) w 2014 roku i pojechatem na staz podoktorski do Institute of Science
and Technology Austria (IST Austria) pod Wiedniem w grupie prof. Roberta Seiringera. W 2016
roku zostatem zatrudniony na stanowisko adiunkta w Katedrze Metod Matematycznych Fizyki na
Wydziale Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego. W semestrze zimowym 2018/2019 bytem profesorem
wizytujacym W3 na LMU Munich.

Ponizej przedstawig krétki opis wynikéw (patrz chronologiczna lista [B1] - [B10] na koficu tego
rozdziatu), ktére uzyskatem w trakcie kariery naukowej, a ktére nie zostaly wyszczegdlnione w Os-
iagnieciu Naukowym opisanym w rozdziale 4.

Artykuty [B1-B3] opisuja badania podjete w ramach doktoratu pod kierunkiem prof. Jana Derez-
ifiskiego. Projekt dotyczyt Scistej analizy pojecia kwaziczastek w gazach kwantowych. W pracy [B1]
pokazaliSmy, jak mozna w naturalny sposéb przepisa¢ dany hamiltonian (az do cztonéw wyzszego
rzgdu) jako statg plus diagonalng czg$¢ kwadratowa (to zas prowadzi do obrazu kwaziczastek) poprzez
odpowiednio wybrane operatory kreacji i anihilacji. Procedura ta zostata po raz pierwszy zauwazona
w literaturze fizycznej przez S.T. Beliaeva i1 dlatego nazywamy ja "twierdzeniem Beliaeva". W [B2]
zastosowaliSmy twierdzenie Beliaeva do badania gazu Fermiego i pokazaliSmy jak model BCS po-
jawia si¢ w naturalny sposéb w ramach procedury Beliaewa. Nastgpnie uzyliSmy modelu BCS
do opisu widma wzbudzen oddziatujacego gazu Fermiego. W [B3] - ostatniej pracy, ktdéra zostata
wlaczona do rozprawy doktorskiej - udowodniliSmy stusznos$¢ przyblizenia Bogoliubowa (ktére w li-
teraturze fizycznej dostarcza efektywnego opisu gazu Bosego w jezyku kwaziczastek zwanych fonon-
ami) w granicy duza gesto$¢-nieskoniczona objetosé.

W artykule [B4], wraz z P.T. Namem i J.P. Solovejem, rozwazali§my problem diagonalizacji bo-
zonowych, kwadratowych hamiltonianéw na przestrzeni Focka. W naszej pracy podaliSmy ogélne
warunki, dla ktérych takie operatory moga zosta¢ zdiagonalizowane za pomoca transformacji Bo-
goliubowa w sensie (59). Nasze wyniki obejmuja przypadek, gdy uktady kwantowe maja nieskoric-
zonie wiele stopni swobody a zwigzane z nimi jednocialowe operatory kinetyczne (ten zwigzany z
dI' w (36)) i parujace (ten dany przez Ko w (36)) sa nicograniczone. Nasze warunki dostateczne sa
optymalne w tym sensie, ze staja si¢ konieczne, gdy odpowiednie operatory jednocialowe komutuja.

Prace [B5]-[B8] sa efektem wieloletniej wspdtpracy z R. Reuversem i1 J.P. Solovejem (w ostatniej
pracy dotaczyt do nas S. Fournais). Projekt dotyczyt jednorodnego gazu Bosego w stanie termody-
namicznym scharakteryzowanym przez dodatnig temperature 1’ 1 potencjat chemiczny p. Naszym
celem bylo wyprowadzenie i zbadanie wariacyjnego sformutowania teorii Bogoliubowa dla uktadéw
bozonowych w dodatniej 1 zerowej temperaturze. Jak wyjasniliSmy w rozdziale 4, oryginalne przy-
blizenie Bogoliubowa polega na przepisaniu hamiltonianu tak, aby byt on kwadratowy w operatorach
kreacji i anihilacji. Dobrze wiadomo, ze stany podstawowe lub stany Gibbsa takich hamiltonian6w
sq stanami kwaziswobodnymi. W [B5] odwrdéciliSmy te ideg i zachowaliSmy petny hamiltonian.
OgraniczyliSmy za to nasza przestrzen Hilberta dostanéw gaussowskich. Procedura ta doprowadzita
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nas do nietrywialnego funkcjonatu opisujacego energi¢ swobodna. Jest on dany przez

Foam) = @07 [ padp = o - TS(,0) + 222
%2” //ng p —q) (a(p)alq) +v(p)v(q) dpdg (85)

(20 [ 20) 06) + o) dp

Tutaj, p jest gestoscia w uktadzie

p=po+(2m)7° /3 Y(p)dp =: po + ps-
R

Entropia S(7y, o) dana jest przez

Sty = (2m)" / s o@)dp = (2m) / S(B(p))dp
R3 RS (86)

=0 [ (s 5)m (04 3) - (905 ) m (560~ 3 )] av

gdzie

Dziedzina funkcjonatu D dana jest przez

D = {(v,a.po)ly € L' (1 + p*)dp),v(p) > 0, a(p)* < ¥(p)(L +~(p)), po > 0}

Funkcja v(p) opisuje rozktad pedu bozonéw, a(p) opisuje parowanie czastek w uktadzie, a liczba
po jest interpretowana jako gestoS¢ kondensatu. Wyprowadzenie funkcjonatu zostalo zrobione na
poziomie formalnym. Sciste uzasadnienie tej procedury pozostaje problemem otwartym.

W [B5] pokazalisSmy, ze opisany powyzej problem wariacyjny jest matematycznie dobrze postaw-
iony. Doktadniej, udowodniliSmy istnienie minimizeréw dla dowolnej temperatury, potencjatu
chemicznego 1 wymiaru przestrzennego (wielkosci te sg parametrami problemu). Ponadto, pokaza-
liSmy, ze w ukladzie dochodzi do przejscia fazowego. To znaczy, pokazaliSmy, ze minimizery (za-
uwazmy, ze nie ma ich jedynosci) w dostatecznie wysokich temperaturach spetniaja py = 0 (a wigc
nie ma kondensacji), podczas gdy z drugiej strony dla minimizeréw w dostatecznie niskich temperat-
urach pokazaliSmy p, > 0 (kondensacja). Ponadto pokazaliSmy rowniez, ze w ramach naszego mod-
elu istnieje rownowaznos$¢ pomigdzy nadciektoscig (ktéra w naszym modelu wyrazata si¢ warunkiem
a(p) # 0) akondensacja w tym sensie, ze dla minimizera a(p) =0 <= py = 0.

W pracy [B6] rozwazaliSmy funkcjonat F w tak zwanej granicy gazu rozrzedzonego. To znaczy,

przeanalizowali$§my wtasno$ci minimizeréw w granicy, gdy ap'/?

< 1. Tutaj a oznacza dtugosc
rozpraszania (cf. (9)), a p jest gestoScig gazu. Warunek gazu rozrzedzonego oznacza, ze efektywny
zasieg oddziatywania miedzy czastkami (dany przez dlugoS¢ rozpraszania) jest znacznie mniejszy
niz §rednia odlegto$é miedzy czastkami p~'/3 (dla gazu tréjwymiarowego). Obecnos$é matego

parametru pozwala na analiz¢ iloSciowa funkcjonatu. Zostata ona przeprowadzona w kontekscie
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dwéch wielkosci: energii swobodnej inf., , ,, F (7, @, py) oraz temperatury krytycznej (tj. temper-
atury, w ktorej pojawia si¢ kondensacja). Dla tej ostatniej wielkoSci pokazaliSmy, ze zmiana temper-
atury krytycznej AT, = T, — Ty, w poréwnaniu z temperaturg krytyczng idealnego gazu Bosego

Lo = dr (<<:52>>2/3

(przyjeliSmy A = 2m = kg = 1) dana jest przez

AT,
fe

~ 1.49p" 4.

W szczegblnoSci zmiana ta jest liniowa w dtugosci rozpraszania - tak jak przewiduje literatura fizy-
czna.

W pracy [B7] analizowaliSmy kwesti¢ temperatury krytycznej w dwuwymiarowym gazie bo-
zond6w. Dlatego modelu pokazaliSmy, ze

T ~ dmtp
©™ In(14.4/47b)

gdzie b = 1/|In(pa?)| jest dwuwymiarowym odpowiednikiem warunku granicy gazu rozrzedzonego.
W ten sposéb otrzymaliSmy pierwsze analityczne wyprowadzenie temperatury przejscia Kosterlitza—
Thoulessa, ktére zawiera obliczenie wspéiczynnika w logarytmie (u nas 14.4).

Wreszcie, w artykule [B8] rozszerzyliSmy analiz¢ funkcjonatu Bogoliubova na dwa wymiary w
bardzo niskich temperaturach. Dla dostatecznie stabych oddziatywan wyprowadziliSmy asymptotyke
energii stanu podstawowego obejmujaca dwa wyrazy rozwinigcia. Doktadniej, przy odpowiednich
zatozeniach na wielkoS$¢ potencjatu oddzialywania migdzyczastkowego, pokazaliSmy, ze w tempe-
raturze zerowej

inf F(v,a,po) = 4mp*b + dmp*bInb + O(p*b?).

7,0,p0
Wyprowadzenie tej asymptotyki zaczynajac od pelnego problemu wielociatowego pozostaje proble-
mem otwartym.

Petne zagadnienie wielu ciat w konteksScie gazu bozondéw rozwazaliSmy wraz z P.T. Namem
ponownie w artykule [B9]. W pracy tej rozwazamy jednorodny, Sredniopolowy gaz Bosego na jed-
nostkowym torusie w trzech wymiarach. Jak wspomnieliSmy w rozdziale 3, powszechnie (patrz np.
[48]) wiadomo, ze stan podstawowy takiego uktadu wykazuje kondensacje Bosego—Einsteina w sen-
sie (13). W [B9] badaliSmy nastgpny wyraz znaczacy w asymptotyce zredukowanej macierzy ges-
toSci. PokazaliSmy, ze stan podstawowy W y takiego uktadu spetnia

lim T |78, = (N = 32 92) o) (ol = D 21y ()

N—o0
p#0 p#0

=0

gdzie
Tp = = o Qp = ait) '
V1i-af p* + w(p) + /p* + 2p*W(p)
W szczegblnosci, wnioskiem z naszego dowodu jest rozwinigcie asymptotyczne energii stanu pod-
stawowego az do rzedu O(N~3/2). W naszym dowodzie wykorzystujemy schemat renormalizacyjny

up(x) = eip-x7

oparty o uogolnione, kubiczne transformcje Bogoliubowa.

27



W mojej ostatniej pracy [B10], wraz z Robertem Seiringerem, skierowatem swoja uwage na jeden
z najwazniejszych modeli kwantowej mechaniki statystycznej - kwantowy model Heisenberga. Jest
to sieciowy model spinowy zdefiniowany poprzez hamiltonian

Hy:= Y ($-8,-5,), (87)

(z,y)CA

gdzie A jest skoficzong kostka w Z?, suma obejmuje wszystkie (nieuporzadkowane) pary najblizszych
sasiadéw (x, ) in A, za§ S = (S', S2, S3) oznacza trzy skladowe operatora spinu o liczbie kwantowej
S, tj. generatory rotacji w 25+ 1-wymiarowej reprezentacji algebry Liego grupy SU(2). Hamiltonian
H\y dziata na przestrzeni Hilberta hy = ®,c,C?*1. W naszej pracy badalismy uktady niskowymi-
arowe (tj. gdy d = 1,2). Nasza uwage skupiliSmy na analizie asymptotyki energii swobodnej dla
niskich temperatur (8 = 1/T — o0). W d = 1 pokazaliSmy, ze

1.3 1 —((2
Bh—>n(30 f(B,8)S252 =4 = %/Rln (1 — e_pQ)dp = 23%)7
gdzie ( oznacza funkcj¢ dzeta Riemanna. Nasz wynik udowodnil w tym kontekscie poprawnos$¢é
tzw. teorii fal spinowych. Jest to teoria efektywna opisujaca niskoenergetyczne wiasnosci uktadéw
spinowych w jezyku kwaziczastek zwanych magnonami. Przewiduje ona dokfadnie takie zachowanie,
jak to podane w (88). Nasz dowdd dostarcza rowniez analogicznego gérnego ograniczenia w d = 2.
Odpowiednie dolne ograniczenie w d = 2 pozostaje problemem otwartym.

(88)

Lista publikacji nie uwzglednionych w Osiagni¢ciu Naukowym w Rozdziale 4 (autorzy podani
alfabetycznie, rowny wklad wszystkich autoréw)
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6 INFORMACJA O OSIAGNIECIACH DYDAKTYCZNYCH, ORGANIZACYJNYCH
ORAZ POPULARYZUJACYCH NAUKE, LUB SZTUKE,

A. DOSWIADCZENIE W NAUCZANIU

2016 - jako adiunkt prowadzitem ¢wiczenia do nastgpujacych przedmiotéw: Algebra z ge-
ometrig [ 1 II, Analiza I R (R oznacza kurs rozszerzony), Analiza II R, Analiza I, I i
IV, AlgebraI R, Algebra Il R, Wstep do kwantyzacji (kurs monograficzny po angiel-
sku), Analiza Zespolona i Funkcje Specjalne I, Matematyczny Wstep do Kwantowej
Teorii Pola (kurs monograficzny po angielsku). Bytem réwniez wyktadowca kursu
Algebra z geometrig oraz Matematyczny wstep do mechaniki kwantowej wielu ciat
(kurs monograficzny)

2018 — 2019 Podczas mojego pobytu na LMU w Monachium wyktadatem Rdéwnania
Roézniczkowe Czastkowe I oraz prowadzilem seminarium studenckie "Matematyka
Kondensacji Bosego—Einsteina."

2010 — 2014 jako doktorant prowadzitem ¢wiczenia do nastepujacych przedmiotow: Algebra I
R, Analiza I, Analiza III, Geometria R6zniczkowa I.

B. DZIALALNOSC ORGANIZACYJNA

* od 2020 roku jestem wspdtorganizatorem seminarium Katedry Metod Matematycznych Fizyki
"Teoria DwoistoSci"

* jestem warszawskim koordynatorem projektu edukacyjnego w ramach sojuszu 4EU+ o tytule
"Quantum Mechanics from Condensed Matter to Computing"

e Wraz z prof. Michalem Wrochng (Cergy) i prof. Christianem Gerardem (Orsay) jestem
wspdlorganizatorem konferencji "Mathematical physics: new developments and perspectives”,
5-6 wrzesnia 2022 w Paryzu

e Wraz z prof. P.T. Namem i prof. Rupertem Frankiem (obaj LMU Monachium) jestem wspétor-

ganizatorem konferencji "Mathematical results of many-body quantum systems", 6-11 czerwca
2022 w Monachium

C. POPULARYZACJA NAUKI
Wystapienia i konferencje popularnonaukowe

* Prelegent na Warszawskim Festiwalu Nauki (wrzesien 2018)

* Prelegent w programie Copernicus Center "Nauka na zywo" (marzec 2019 - film dostepny na
YouTube)
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INNE INFORMACJE ZAWODOWE

* Obecnie sprawuj¢ opieke nad postdokiem, dr. Benem Li. Jego stanowisko jest finansowane z
grantu NCN-DFG Beethoven Classic 3, Mathematical results of many-body quantum systems,
ktorego jestem kierownikiem.

* Jestem stypendysta Stypendium Ministra Edukacji i Nauki dla wybitnych mtodych naukowcéw
(2020-2023).
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