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1. Imie i nazwisko: Maciej Wisniewolski

2. Posiadane dyplomy, stopnie naukowe:

a) Dyplom magistra z ekonomii - Szkota Gtoéwna Handlowa 2002, promotor prof.
dr hab. Stawomir Dorosiewicz - ,Wycena opcji azjatyckich”

b) Dyplom magistra z matematyki - Wydzial Matematyki, Informatyki i Me-
chaniki Uniwersytetu Warszawskiego 2004, promotor prof. dr hab. Tomasz
Bojdecki - ,Wzor Feynmana-Kaca: uogolnienia i zastosowania”

¢) Dyplom doktora nauk matematycznych - Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego 2009, promotor prof. dr hab. Jacek
Jakubowski - \Wycena wybranych instrumentéw pochodnych w modelu SABR
oraz modelu lognormalnym”

3. Informacje o dotychczasowym zatrudnieniu w jednostkach naukowych:

2010 - 2015: asystent w Instytucie Matematyki na wydziale Matematyki, Infor-
matyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego (1/2 etatu);

2016 - 2019: adiunkt w Instytucie Matematyki na wydziale Matematyki, Infor-
matyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego (3/7 etatu);

2020 - : adiunkt w Instytucie Matematyki na wydziale Matematyki, Informa-
tyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego (peten etat);
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4. Omoéwienie osiggnieé, o ktérych mowa w art. 219 ust. 1 pkt. 2
Ustawy:

Jednotematyczny cykl publikacji, zgodnie z art. 219 ust. 1 pkt. 2 b
Ustawy:

Tytul: Charakteryzacja rozkladéw funkcjonaléw dyfuzji za pomoca
teorii splotow i wycieczek

Publikacje stanowigce cykl:

(a) [habl] Jakubowski J., Wisniewolski M., Volterra integral equations of the
first kind and applications to linear diffusions, Transactions of the Ameri-
can Mathematical Society 373, 7455-7472 (2020).

(b) [hab2| Jakubowski J., Wisniewolski M., Ezplicit solutions of Volterra integro-
differential convolution equations, Journal of Differential Equations, Vo-
lume 292, 416-426 (2021).

(c) [hab3] Jakubowski J., Wisniewolski M., Another Look at the Hartman-
Watson Distributions, Potential Analysis 53, 12691297 (2020).

(d) [hab4] Wisniewolski M., K-Hartman- Watson distributions: A study on di-
stributional dependencies between functionals of geometric Brownian mo-

tion, GIG and Hartman-Watson distributions, Journal of Mathematical
Analysis and Applications 482(2) (2019).

(e) [habb| Jakubowski J., Wigniewolski M., A convolution formula for the local
time of an 1t6 diffusion reflecting at 0 and a generalized Stroock—Williams
equation, Bernoulli 27 (3) 1870 - 1898 (2021).

(f) [hab6] Jakubowski J., Wisniewolski M., On bivariate distributions of the lo-
cal time of Ito-McKean diffusions, Bernoulli (2023), https://doi.org/10.3150/23-
BEJ1595.

Szczegbdtowy opis osiagniecia znajduje sie na koncu niniejszego dokumentu.

5. Informacja o wykazywaniu sie istotng aktywnoscia naukowsa albo artystyczna re-
alizowang w wiecej niz jednej uczelni, instytucji naukowej lub instytucji kultury,
w szczegOlnoscei zagranicznej.

a) uczestnictwo w warsztatach naukowych dotyczacych wyceny i zabezpieczania
instrumentéw pochodnych na stope procentowa prowadzonych przez R.Rebonato,
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F.Mercurio, D.Brigo, w ramach pracy w instytucji finansowej (Wenecja 2006);
b) Polish MNiSW grant N N 201 547838 pod kierownictwem prof. dr hab.
J.Jakubowskiego - Modelowanie stochastyczne rynkéw finansowych, wykonawca,
rownolegle z praca w instytucji finansowej;

¢) kompleksowe wdrozenie systemu informatycznego do wyceny i zarzadzania
ryzykiem opcji walutowych wiodacej na §wiecie jednostki technologicznej Murex
(Francja), w ramach pracy w instytucji finansowej (2014-2017), wykonawca;

d) wyjazd naukowy do Instytutu Matematyki w Oxfordzie na zaproszenie prof.
Jana Obloja, w okresie pisania prac [hab3|, [hab4] (XI 2018);

f) wspotorganizator miedzynarodowych warsztatow Gaussian Multiplicative Chaos
w ramach IDUB i semestru Simonsa, z udziatlem prof. N. Berestyckiego, prof.
G. Lamberta (2023);

g) wspotpraca z Illinois Institute of Technology (2022-).

. Informacja o osiggnieciach dydaktycznych, organizacyjnych oraz popularyzuja-
cych nauke lub sztuke.

a) opieka nad doktorantami:

- promotor pomocniczy, Zofia Miskiewicz, doktorat, Uniwersytet Warszawski,
2019-2021;

b) opieka nad studentami:

- opiekun prac magisterskich, Uniwersytet Warszawski: Aleksandra Strzemieczna
(2022), Aleksandra Nowak (2022), Piotr Wiacek (2022), Laura Grucza (2020),
Dominik Fedor (2020), Kamila Gasior (2017), Jan Fabianowski (2014), Sylwe-
ster Blaszczuk (2014), Damian Murawiniski (2013), Wojciech Walczuk (2012),
Adam Skalmierski (2011);

- opiekun pracy licencjackiej, Tomasz Kostrzewa, Uniwersytet Warszawski, (2022);
¢) wyklady monograficzne i serie wykladow:

- Wstep do teorii funkcjonatéw ruchu Browna i ich zastosowania w finansach
30h (2011-2012);

- Stochastyczne rownania rozniczkowe, funkcjonaty ruchu Browna i ich zastoso-
wania w finansach 60h (2014-2015), (2016-2017);

- Teoria dyfuzji i zastosowania w finansach 60h (2017-2018), (2018-2019);

- Wstep do teorii punktowych proceséw Poissona i ich zastosowan 30h (2020-
2021);

- Punktowe Procesy Poissona 30h (2021-2022);

- Procesy Markowa i zastosowania w finansach 30h (2022-2023);

- Szkota letnia ,,Procesy Markowa” w ramach projektu Szkota Ortow (2021);
d) wspolprowadzacy seminarium magisterskiego, Metody probabilistyczne w fi-
nansach, 2009-2023;
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e) opiekun kota naukowego ,Finanse Obliczeniowe”, Uniwersytet Warszawski,
2017-2021;

f) opiekun studenta Tomasza Kostrzewy w ramach projektu MNiSW ,Szkola
Ortow” (2020-2022), za opublikowana prace w ramach projektu student uzyskat
wyroznienie w konkursie PTM;

Szczegblowy opis osiggniecia naukowego
Wstep

1) Motywacja

Poczawszy od pionierskiej pracy Bacheliera [3]| i kilkadziesiat lat mtodszej, stynne;
pracy Blacka i Scholesa [8], modelowanie matematyczne obiektéw finansowych na
state wrosto w analize stochastyczna ([39], [42], [32]). Teoria semimartyngatow i pro-
cesOw Markowa umozliwily na przestrzeni kilkudziesieciu ostatnich lat wypracowac
spektrum klasycznych juz metod i technik pozwalajacych rozwigzywac¢ zadania sta-
wiane przez potrzeby konkretnych zastosowan nie tylko w finansach, ale takze fizyce,
medycynie, naukach spotecznych i szeroko rozumianej ekonomii (|10], [43], [69], [72],
[40]). Przyktadowo, ceny instrumentéw pochodnych na rynkach finansowych mo-
delowane sa za pomoca skomplikowanych funkcjonaléw proceséow stochastycznych,
a fundamentalne twierdzenie matematyki finansowej moéwi, ze do opisania ceny ta-
kich intrumentow potrzebna jest charakteryzacja ich rozktadéw prawdopodobienstwa.
Okazuje sie, ze probabilistyczny opis takich funkcjonatéw wymaga uzycia skompliko-
wanego aparatu matematycznego ([59], [23], [57], [82]). W ostatnich latach, techniki
probabilistyczne zwigzane z charakteryzacja proceséw Markowa, a w szczegolnosci
funkcjonalow ruchu Browna, zaczely odgrywaé¢ powazng role w teorii pol losowych i
kwantowej teorii pola Liouvilla (46|, [6], [16], |70]).

2) Temat i cel badan

Tematem przewodnim cyklu publikacji [habl]-|hab6] jest teoria funkcjonaléw proce-
sow Markowa, w szczegdlnosci ruchu Browna i procesow Bessela. Celem badan jest
opis i charakterystyka wybranych funkcjonaléow catkowych od wspomnianych wyzej
procesow. Wykorzystywane sa techniki teorii martyngatow, szeroko rozumianej teo-
rii proceséw Markowa oraz elementy teorii rownan rézniczkowych i catkowych. W
wielu przypadkach charakteryzacja rozwazanych obiektow jest mozliwa dzieki wy-
korzystaniu specjalnych wtasnosci procesu, czesto nie posiadajacych analogicznych
odpowiednikéw w przypadku ogélnym. Przyktadem moga by¢ tu tozsamosci Lam-
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pertiego, Bougerola oraz szereg innych glebokich zwigzkéw miedzy procesami Bessela
a ruchem Browna. W szczegblnosci problemy poruszane w pracach [habl]-|hab6]| sa
kontynuacja pionierskich wynikéw Yora, Pitmana, Biane, Matsumoto i innych, ktorzy
zastyneli z pomystowego wykorzystania teorii proceséw Bessla do odpowiedzi na cze-
sto trudne pytania dotyczace zachowania si¢ funkcjonatow ruchu Browna ([54], [55],
|15], [65], |64], |66], |67]). Poniewaz wiele zalezno$ci miedzy rozkladami funkcjonalow
catkowych proceséw Markowa ma charakter splotowy, wykorzystaliSmy i rozwineli$émy
algebraiczny podejécie do opisu splotow zapoczatkowane przez Lewa [47]. Okazuje
sie, ze podejscie algebraiczne jest skuteczng alternatywa dla tradycyjnych analitycz-
nych metod. Przyktadem ilustrujacym zastosowania funkcjonaléw ruchu Browna w
kontekscie modeli finansowych jest problem wyceny opcji azjatyckich. Jesli B jest
ruchem Browna, a p,o sa stalymi, to funkcja wyplaty takiego instrumentu jest w
modelu Blacka-Scholesa postaci

L[ g +
Xt: (;/ ze° u-HLudu_K) , q;>0, K > 0.
0

Powszechnie wiadomo, ze wyznaczenie rozktadu X; jest trudnym zadaniem matema-
tycznym. Problem ten jest silnie zwigzany z rodzing rozkitadéw probabilistycznych
Hartmana-Watsona, ktore pojawiaja sie w wielu r6znych problemach matematycz-
nych i fizycznych. Opis rozktadéw Hartmana-Watsona jest skomplikowany, a ich
funkcje gestosci maja silnie oscylujacy charakter skutecznie utrudniajac podejscie
numeryczne ([37], [49], [4], [15], [26], [27]). Jak si¢ jednak okazuje, lokalne wlasnosci
rozkladow HW, w polaczeniu z wykorzystaniem zaawansowanych technik probabili-
stycznych, umozliwiajg znalezienie alternatywnego i tatwiejszego ich opisu. W koncu,
wykorzystanie teorii czasu lokalnego oraz wycieczek procesow Markowa otwiera nowa
perspektywe patrzenia na wtasnoéci funkcjonatéw catkowych procesow Markowa. Po-
dejécie wykorzystujace elementy teorii potencjatu potaczone z opisem funckjonatu
bazujacym na wykorzystaniu stowarzyszonego procesu punktowego pozwala na uzy-
skanie zupetnie nowych informacji o badanym obiekcie. Na tym polu uzyskalismy
szereg nowych wynikow.

3) Struktura opisu osiagniecia

Cykl prac wchodzacych w sktad osiagniecia habilitacyjnego opisuje rozkltady praw-
dopodobienstwa i whasno$ci trajektorii funkcjonatéw proceséw Markowa waznych dla
zastosowan, wykorzystajac wybrane, zaawansowane techniki probabilistyczne i ele-
menty teorii rownan rézniczkowych i catkowych. W szczegolnosci wykorzystanie teorii
rownan catkowych Volterry i teorii wycieczek proceséw Markowa umozliwity charak-
teryzacje kilku skomplikowanych probleméw. Wsréd badanych zagadnier znajduja

sie:
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1) rownania Volterry w algebrach splotowych i rozktady pierwszego momentu dojscia
dyfuzji,

2) opis rozkladow Hartmana-Watsona oraz ich zaskakujace whasnosci,

3) analiza stochastyczna czasu lokalnego dyfuzji zadanych stochastycznym rownaniem
rozniczkowym, opis funkcjonaléw na przestrzeni funkcyjnej wycieczek i uogoélnienie
rownania Stroocka-Williamsa oraz charakteryzacja jednowymiarowych i dwuwymiaro-
wych rozktadéw czasu lokalnego dyzfuzji It6-McKean, w tym opis rozktadéw procesu
wycieczek dyfuzji od hiperptaszczyzny.

Kolejne punkty stanowig szczegdétowy opis wymienionych osiggniec.

1 Roéwnania Volterry w algebrach splotowych i roz-
ktady pierwszego momentu dojscia dyfuzji

Roéwnania catkowe Volterry odgrywaja kluczowa role w wielu gateziach matematyki.
Ich rola jest zwigzana z formalnym zapisem tzw. efektu pamieci, gdy zaleznos¢ obiektu
od funkcji uwzglednia jej wartosci z przesztosci. Szczegblnym zainteresowaniem ciesza
sie rownania Volterry typu splotowego, gdzie wspomniana zaleznosé od historii mo-
delowana jest poprzez splatanie odpowiednich funkcji. Znaczenie rozwazan tego typu
wynika z zostosowan tej teorii w modelach fizycznych, ekonomicznych, medycznych i
innych ([77], |25], [14], [31]).

W klasie funkcji lokalnie catkowanych na R, rozrézniamy dwa zasadnicze rodzaje
catkowych rownan Volterry typu splotowego. Zatézmy, ze f, g sa pewnymi zadanymi
funkcjami lokalnie catkowalnymi na R, , a funkcje szukang oznaczymy przez y. Wow-
czas splotowe rownanie catkowe Volterry pierwszego rodzaju definiujemy jako

fxy=gy, (1)
gdzie operacja * oznacza splot funkcji f i g, czyli
t
Fro)= [ fo)glt = s, 120
0
Rownanie catkowe Volterry drugiego rodzaju jest postaci

y=f+gxy. (2)

Analityczne sposoby rozwigzywania réwnan drugiego rodzaju sa znane w literaturze
(I7], [25], [31], [14], [74]). Oryginalnym podejsciem do tematu rownari catkowych Vol-
terry typu splotowego drugiego rodzaju jest algebraiczne podejscie rozwiniete przez
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Lewa [47]. Poniewaz algebraiczny opis dobrze pasuje do pewnych probleméw proba-
bilistycznych, to podejscie [47] stalo sie gtowna inspiracja pracy [habl]. W podejsciu
[47] rodzina funkcji lokalnie catkowalnych na [0, 00) stanowi algebre Banacha z od-
powiednio zadana klasa poét-norm. Szczegdlna role w tej algebrze odgrywaja tzw.
elementy quasi-odwrotne: kazdemu elementowi f algebry odpowiada jednoznacznie
wyznaczony element f* nalezacy do algebry i taki, ze

fHf=feft

Co wiecej, pokazuje sie, ze ft = — 2@1 f*", gdzie potegi splotowe definiujemy reku-
rencyjnie

f*l — f’ f*n — f % f*(n—l)’

a szereg wystepujgcy w definicji f* jest zawsze zbiezny (Lemat 2, [47]).

Pojecie elementu quasi-odwrotnego pelni tutaj szczegélna role, bo dzieki niemu
otrzymujemy jawna posta¢ rozwiazania Volterry drugiego rodzaju. Mianowicie, w
algebrze splotowej rozwiazanie rownania (2) zawsze istnieje, jest wyznaczone jedno-
znacznie i zadane wzorem

y=f—[fx*g,

(Twierdzenie 2, [47]). Metody rozwiazywania roéwnan pierwszego rodzaju znane wcze-
$niej z literatury, dotyczyty tylko wybranych typow réwnan. Uniwersalne metody roz-
wiazywania takich rownan, poza szczegolnym przypadkiem, gdy réwnanie pierwszego
rodzaju mozna sprowadzi¢ do réwnania drugiego rodzaju, nie zostalo wypracowane
(171, [19], [68], [74]).

W pracy [habl| zaproponowano algebraiczne podejscie do splotowych rownan Vol-
terry pierwszego rodzaju, a dokladniej moéwiac, celem badawczym pracy byto zna-
lezienie algebraicznych formul opisujacych rozwiazanie roéwnania (1). W tym celu
wprowadzone zostato pojecie dekonwolucji. Niech A oznacza algebre funkcji lokalnie
catkowalnych na nieujemnej polprostej. Niech A* = A\ {0}. Dla ustalonego ¢ € A*
powiemy, ze element f € A* posiada ¢-dekonwolucje, jesli istnieje h € A takie, ze

f=¢*xh+oxf—0o. (3)

Wowczas h nazywamy ¢-dekonwolucjag funkeji f. Chociaz w pierwszej chwili waru-
nek (3) nie wydaje sie intuicyjny, to jego wprowadzenie wiaze sie z wyznaczaniem
elementow odwrotnych w algebrze splotowej rozszerzonej o element neutralny (takim
elementem jest delta Diraca w zerze, je$li odpowiednio zdefiniujemy splot funkcji z
miara). Dla ustalonych f,g € A*, jesli funkcja y jest rozwiazaniem roéwnania (1) to
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trojke (v, f, g) nazywamy trojka splotowa. W pracy [habl|, dla ustalonego ¢, wyzna-
czamy algebraiczna posta¢ funkcjonatu ¢*xy. W rezultacie, jesli ¢ zostanie wybrane z
klasy jader dla ktérych potrafimy rozwiazaé réwnanie ¢ xy = f1, f1 € A*, to tym sa-
mym potrafimy znalez¢ posta¢ rozwiazania y. Dla ¢ € A* klase H, definiujemy jako
zbior elementéw g € A takich, ze istnieje rozwiazanie dy(g) € A rownania ¢ * d = g.
Te sytuacje opisuje ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 1.1. (Thm.1.8 [habl]) Niech (y, f,g) € (A*)? bedzie trdjka splotowq, a
¢ € A* jest ustalone. Jesli h jest ¢-dekonwolucjq f to

gdzie
Ss(h,g) =htxg—g—¢x(htxg—g). (5)
Jesli dodatkowo Sy(h,e) € Hy to
g = dy(Ss(h,€)). (6)

Aby zilustrowaé znaczenie ostatniego twierdzenia, podajemy w pracy konkretne
przyktady ¢-dekonwolucji dla ¢(t) = t oraz ¢(t) = v/t (dla takich jader, posta¢ dg
jest znana z [19]). Jednakze, glowna motywacja i wynik pracy [habl| dotyczy al-
gebraicznych form rozwiazania (1) w kontekscie probabilistycznym. Scislej mowiac,
koncntrujemy sie na pewnej klasie procesow Markowa nazywanych w literaturze dy-
fuzjami typu Ito-McKean [40], [69], [72], [73]. Sa to procesy Markowa X o ciaglych
trajektoriach rozpatrywane w ogolnym kontekscie, czyli gdy generator w sensie uogol-

nionym jest zadany przez stowarzyszona z procesem funkcje skali s i miare predkosci
d _d

ds dm*
Zalozmy, ze E C R oznacza przestrzen stanéow X. Pierwszy moment dojs$cia procesu

m. Jesli oznaczymy generator procesu X przez G to dla dyfuzji [t6-McKean G =

X do punktu a € E to moment zatrzymania zdefiniowany jako
o, =inf{t > 0: X; = a}. (7)

O ile dla ruchu Browna wyznaczenie rozkladu o, jest klasycznym zadaniem, to w
przypadku innych dyfuzji, zadanie to staje sie duzo trudniejsze i bylo przedmiotem
intensywnych badan. Dobrym przyktadem jest tutaj opis momentu dojscia dla proce-
sow Bessela, rozwiazany za pomoca zaawansowane]j analizy zespolonej przez Hamana
i Matsumoto [34], [35]. Innym przyktadem moze by¢ badanie rozktadu momentu doj-
Scia dla procesu Ornsteina-Uhlenbecka, znany wczesniej w literaturze tylko w postaci
transformaty albo rozwiniecia w szereg [2], [33], [73].
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Klasyczny wynik dotyczacy problemu opisania rozktadu pierwszego dojscia dyfu-
zji do punktu jest zwigzany z faktem, ze transformata Laplacea tego rozktadu jest
rozwiazaniem problemu Cauchy’ego

z odpowiednio zadanymi warunkami brzegowymi, gdzie jak poprzednio, G oznacza ge-
nerator rozpatrywanej dyfuzji [44], [45], [11]. Sci$lej mowiac, transformata Laplacea
L) o dzie
OBVER

1 jest rozwiazaniem (8). Kent i Bondesson [44], [45], [11] odkryli réwnolegle, ze roz-

rozktadu pierwszego dojécia do y, gdy startujemy z x, wyraza sie wzorem

ktady momentéw pierwszego dojécia sa nieskonczenie podzielne i naleza do wspodlnej
klasy rozkladéw nazwanych potem rozkladami Bondessona. Jednakze rozwiazanie
problemu (8) jest czesto trudnym zadaniem, a dodatkows trudnoscia jest odwrocenie
uzyskanej transformaty Laplacea. Przestrzen stanéw dyfuzji opisujemy za pomoca
przedziatu (I,7), gdzie oba konce moga by¢ skoniczone lub nie. Jesli lewy koniec
przestrzeni stanow nie jest tak zwana granica naturalna (czyli gdy odpowiednie calki
po funkeji skali wzgledem miary predkosci sa nieskoriczone [10]), to rozwiazanie (8)
mozna otrzyma¢ za pomocg rozwiniecia w szereg Sturm-Liouville. Woéwcezas, uzyskany
rozklad ma reprezentacje w postaci szeregu rozktadow wyktadniczych [44]|. Powyzszy
schemat nie dziala, gdy lewy koniec przestrzeni stanéw jest granica naturalng. Do-
brym przyktadem takiej sytuacji jest proces Bessela o dodatnim indeksie, gdy punkt
startu procesu lezy powyzej wartosci stanu, do ktorego proces ma dojsé. Wowcezas
transformata Laplaca jest ilorazem zmodyfikowanych funkcji Bessela. Problem od-
wrocenia tej transformaty okazal sie trudny i rozwiazany stosunkowo niedawno przez
Hamane i Matsumoto [34], [35] za pomoca technik zaawansowanej analizy zespolonej.
W ogolnosci, nie ma uniwersalnej metody rozwiazywania problemu (8), a nawet je-
$li juz problem uda sie rozwigza¢, kolejnym wyzwaniem staje sie odzyskanie postaci
rozktadu z transformaty Laplace.

Motywowani checig wypracowania uniwersalnego podejscia do badania rozkladow
momentu pierwszego dojscia, w pracy [habl| przedstawiamy nowe, oryginalne podej-
Scie do tego tematu. Naturalnym punktem wyjscia jest tutaj rownanie catkowe typu
splotowego Volterry pierwszego rodzaju. Przez p;(z,y) oznaczamy funkcje gestosci
przejscia wzgledem miary predkosci dyfuzji X. Wowcezas py(z, y) jest ciagta wzgledem
swoich argumentow oraz

P.(X, € A) = /Apt(x,y)m(dy),

gdzie A C E jest podzbiorem borelowskim przestrzeni stanow ([73, 1.2], [10, Chapter
II, p. 4]). Wiadomo réwniez, ze rozktad momentu dojscia o, dyfuzji It6-McKean do
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punktu y € £ ma gestos¢ g, , wzgledem P,, a odwzorowanie t — g, ,(t) jest ciagle.
Co wiecej, jesli przez Ry oznaczymy funkcje Greena dyfuzji X, tzn.

[ee]
R)\(xa y) = / e_Atpt(xa y)dt> A > 07
0
to splotowe réwnanie Volterry dla gesto$ci momentu dojscia uzyskujemy z tozsamosci

Exe—)\ay —

(9)
|73, (3)]. Po odwroceniu transformaty Laplace’a, otrzymujemy trojke splotowa

(¥, ), gy.z: P(2,Y)),

ktore jako funkcje argumentu ¢, spetniajacg réwnanie

(YY) * gye = (2, 7). (10)

Kluczem do otrzymania zasadniczego wyniku pracy [habl] jest pewna szczegolna ob-
serwacja. Otoz gestosci przejscia pewnych dyfuzji p.(y,y) na diagonali, tzn. dla
rownych argumentéw x = y, maja charakterystyczna asymptotyczna wlasnosé. Dla
pewnych, ustalonych y € E zauwazamy, ze p(y,y) ~ \/%, gdy t jest asymptotycznie
bliskie 0 i statej ¢ > 0. Przyktadowo, dla ruchu Browna mamy p;(y,y) = ﬁz dla
kazdego y, dla ruchu Browna odbitego w punkcie y mamy p;(y,y) = ﬁgv dla pro-
cesu Bessela z indeksem «y oraz y > 0 mamy p;(y,y) ~ %{, a dla kwadratowego,
radialnego procesu Ornsteina-Uhlenbecka z parametrami v, v > 0 oraz y > 0 mamy

(Y, y) =~ y2\/‘/% Formalnie:

~—

spetnia hipoteze S, jesli ist-
lat >0 oraz limy o &(t,y) =

Definicja 1.2. Dla ustalonego y € E mowimy, ze p.(y,y
£(t

QL

nicje funkcja €(-,y) € C1[0,00) taka, Ze py(y, y) = L2
c > 0.

Dla procesow spelniajacych Hipoteze S otrzymujemy nastepujaca charakterystke
rozkltadow pierwszego dojscia.

Twierdzenie 1.3. (Thm.2.3 [habl]) Niech y € E bedzie ustalone. Zaldzmy, Ze
p.(y,y) spetnia hipoteze S. Niech A(t) = \/%1(0700)(25). Wowcezas A p(y,y) € CH[0, 00)
oraz dla ¢ := ﬁ(A *p(y,y))/ mamy ¢ € A oraz

(Cﬂ—) * Gy = A *p(x7y> - (A *p(x,y)) * (_¢)i' (11)
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Rownosé (11) oznacza, ze

Py < ) = — (8= (o) (1) — (8 ple,) * (—0)1) ()],

CcT

czyli znajdujemy algebraiczna posta¢ dystrybuanty pierwszego dojécia do punktu
dla dyfuzji X. Alternatywna charakterystyka funkeji g, ., wykorzystujaca pojecie
¢-dekonwolucji, jest nastepujaca.

Twierdzenie 1.4. (Corr.2.5 [habl]) Niech x,y € E ustalone. Zatdzmy, ze p.(y,y)
spetnia hipoteze S, a p(y) jest zdefiniowana jako

pi(y) = (A xply, y))(t) —cm, >0, oraz po(y) = lim pi(y). (12)
Niech ¢ € A* oraz zaldzmy, zZe istnieje rozwigzanie h € A rownania catkowego typu
splotowego
hx ¢ =ply) + ¢ —py) * ¢. (13)
Wtedy
¢*gy,z:hi*e—e—¢*<hi*e—e) (14)
dla e danego przez
e = (A xplpy) < (-0, b= (B ep(u0). (15)

gdzie A(t) = \/%1(0,00) (t), c1 = cm, a c jest stalq z hipotezy S.

W pracy |habl| podajemy szereg przyktadow. W szczegdlnosci, algebraiczny spo-
sob opisu rozktadéw pierwszego dojs$cia do punktu dla proceséow dyfuzji daje sie za-
stosowa¢ w problemach zwigzanych z procesami zabitymi i mostami. Takie podejscie
stanowi alternatywe dla metod opisnaych w pracach [65], [64], [66], [67].

Podczas prac nad algebraicznym podejsciem do catkowych rownan Volterry pierw-
szego rodzaju, rozwineliSmy koncepcje uogolnienia podejscia [47] na przypadek dwu-
wymiarowy. Koncepcja zwigzana byla z postacia réwnania rézniczkowo-catkowego,
ktore spelnia dystrybuanta czasu lokalnego dyfuzji. Uogoélnienie na przypadek dwu-
wymiarowy zrealizowaliSmy w pracy |hab2| w kontekscie klasy réwnan rozniczko-
catkowych postaci

0Q(t, z)

T:a(t,z)—/o Bt —w)Qu,z)du, (t,2) € (0,T) x (0,T),  (16)
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z warunkiem brzegowym Q(t,0) = (t), gdzie T' > 0, «, 5,7 sa funkcjami lokalnie
catkowalnymi na R.

Aby rozwiaza¢ réownanie (57) wprowadzamy algebre bi-splotowa. Definiujemy
operacje A

(fAg)(t,2) = /Ot /OZ flu,w)g(t —u, z — w)dudw, t,z >0,

i uogdlniamy algebraiczng konstrukcje algebry splotowej w przypadku jednowymia-
rowym [47] na przypadek dwywymiarowy. Znamienne jest to, ze problem (57) jest
sformutowany wylacznie w jezyku splotéw jednowymiarowych. Tzw. bi-sploty sg wy-
korzystane wytacznie jako element techniki rozwigzania problemu i dowodu gltéwnego
twierdzenia [hab2|.

Glownym rezultatem [hab2| jest jawny wzor rozwigzania (57). Warte podkreslenia
jest to, ze dzieki naszej nowej metodzie, otrzymujemy rozwigzanie ogélnego problemu
postaci

I'Q=a+06x*Q, (17)

gdzie «, ( sg zadanymi funkcjami, a [' jest operatorem rozniczkowym postaci

—_

n—

a’i
ot

)1
I

)\i )\,L € R, n € N. (18)

i
o

i

Wyniki otrzymywane w tej teorii rzadko przyjmuja posta¢ wzordéw jawnych. Znane w
literaturze, rozwigzania metodg rozktadu Adomiana, czy metoda iteracyjno-wariacyjna,
sg rozwiazaniami przyblizonymi, znajdowanymi numerycznie. Metoda transformaty
Laplacea wymaga na koncu jej odwrdcenia, co wigze sie zazwyczaj z kosztownym
problemem numerycznym. Przeglad metod rozwigzywania rownan tego typu mozna
znalez¢ w monografii Wazwaz 79| oraz pracach McLean [56], Mustapha oraz McLean
|60], [31], Fakhar-Izadi oraz Dehghan [25], czy Costarelli oraz Spigler [13].

W sformutowaniu gléwnego wyniku wykorzystujemy pojecie eksponenty splotowe;j.
Dla f € A definiujemy o-skonczona miare £*(f) na B(R,)

e =am+ [ Y Ela pesw,), (19

i>1

gdzie 0y oznacza miare Diraca w 0.
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Twierdzenie 1.5. (Thm.2.1 [hab2]) Gdy T > 0 klasyczne rozwigzanie réwnania (57)
a (0,7) x (0,T) z warunkiem brzegowym Q(t,0) = ~(t), t € (0,T") jest dane wzorem

Q(t, z) =~(t) —I—/O a(t,v) / Bt —u)y du)dv (20)

—///g(t—s,v— (s,w) /Bs—r dr)dwdsdv
o Jo Jo

dla (t,z) € (0,T) x (0,T), gdzie

g(t,z) = [ Bt —u)e(=26(-))(du). (21)

[0,¢]
Rozwiazanie problemu ogolnego (17) opisuje

Twierdzenie 1.6. (Thm.2.1 [hab2]) Niech n € N, a oy, B, s¢ funkcjami lokalnie
catkowalnymi na R oraz Ry odpowiednio. Dla T > 0 oraz (t,z) € (0,T) x (0,T),
N €E€R,i=0,...,n—1 1 operatora \,, danego (18), klasyczne rozwigzanie réwnania

AQ(L 2) = ay(t, 2) _/o Bn(t —u)Q(u, z)du, (t,z) € (0,T) % (0,7T) (22)

z warunkiem brzegowym Q(t,0) = ~(t) for t € (0,T), jest dane wzorem

n—2
Q(t7 Z) = QO <t7 Z, 1" % an('a 2)7 1*n * Bn + Z )\'L * 1*(n7i71) + )\n71>7
=0

gdzie Qq jest dane wzorem (20).

2 Rozklady Hartmana-Watsona

Relacje typu splotowego odgrywaja istotna role w wielu réznych dziedzinach ma-
tematyki. W pracy [hab3| odkryte zostaly nowe relacje splotowe dla szczegolnej
funkcji wystepujacej w opisie waznej klasy rozktadow probabilistycznych - rozktadow
Hartmana-Watsona (HW).
Zmienna losowa z rozktadu HW z parametrem = > 0 jest zadana gestoscia n(t, z) =
( t > 0, gdzie funkcje u(-,z) zwykle definiujemy poprzez jej zwiazek 7 transfor-

(w) ’
mata Laplace zmodyfikowanej funkcji Bessela I, A € R,

/000 e’gtu(zﬁ, x)dt = I)(x). (23)
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Rozklady HW sa integralna czescia opisu rozkladu tacznego wektora (B, A;),
gdzie B jest ruchem Browna, a A, = fg e?Budu (dzieki zastosowaniu twierdzenia
Girsanova mozemy przej$¢ do badania analogicznego problemu z dryfem, gdy zamiast
By rozpatrujemy By + ut, p € R).

Rozklady HW sa wazne w zastosowaniach finansowych. W modelu Blacka-Scholesa
funkcjonal A; jest sktadowa wyptaty opcji azjatyckich i reprezentuje $rednig cene in-
strumentu bazowego (|26], [15], [51]). Instrumenty tego typu ciesza sie duza popular-
noscia na rynkach finansowych i towarowych ([59]). Rezultat Matsumoto i Yora [54,
Thm. 4.1] daje posta¢ rozktadu tacznego (B;, Ay)

P(At € dy, B; € d:r:) = éexp ( ! z;%)u(t, g)dydx, (24)

gdzie posta¢ funkcji u zostala wyprowadzona przez Yora [83]
xeﬂ2/(2t) o0 k2

W . 672771‘ cosh(k) smh(k) Sln(ﬂ'k/t)dk, x > 0. (25)

Jak zaobserwowali Barrieu, Rouault i Yor [4] oraz Bernhart i Mai [6], reprezentacja

u(t,z) =

(25) jest trudna w numerycznej implementacji. Powodem tego jest oscylujacy cha-
rakter funkcji ¢ — u(t, z) dla wartosci ¢ bliskich 0. Problem okreslenia wartosci fukcji
u(+,-) 1 jej znaczenie dla zastosowan, zrodzily potrzebe poszukiwania alternatywnego
sposobu jej opisu ([27]).

Rozktady z klasy HW sa zwiazane z waznymi dla statystyki rozktadami typu von
Mises-Fisher. Wystepuja rowniez w reprezentacji funkcji charakterystycznej planar-
nego ruchu Browna, a takze pojawiaja sie w enigmatyczny sposdéb w przerdznych
problemach probabilistycznych ([36], [37]). Przyktadowo, w przypadku dyfuzji beda-
cej rozwigzaniem stochastycznego rownania rézniczkowego

dX, = X, dW, + X? Il(Xt)dt, Xo =z >0, (26)
Iy(Xy)
Kent [45] zaobserwowal, ze moment eksplozji trajektorii X (czyli pierwszy moment
wyjscia procesu 7 przestrzeni stanow) jest skoriczony prawie na pewno, a jego rozktad
to rozktad HW z parametrem x.

Pewne nowe podejscie do opisu rozktadu tacznego wektora (By, A;) zaproponowatl
Lyasoff [49], wskazujac nowy typ catkowych reprezentacji rozktadow HW. W kon-
tekscie potrzeby poszukiwania nowych formut efektywnie opisujacych rozktady HW
zainspirowalto nas to do dalszych badan w tym kierunku. Praca [hab3| jest studium
poswieconym badaniu nowych reprezentacji funkcji u. W szczego6lnosci, duza czesé
pracy opisuje formuty spolotwe zwiazane z u i w konsekwencji prowadzace do odkrycia
nowych wtasnosci rozktadow HW.
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W pierwszej kolejnosci, wykorzystujac zwigzki miedzy funkcjami Bessela wypro-

wadzamy nowg postaé¢ transformaty Fouriera funkcji y — % Nastepnie, wyko-

rzystujac postaé gestosci zmiennej A; otrzymana przez Alili i Grueta [1], znajdujemy
nowa, nieznana dotad reprezentacje funkcji u.

Twierdzenie 2.1. (Thm.3.7 [hab3]) Dla t,y > 0,

2

u(t’y): ye st Cos<—]}y—f—2£tln<l'+\/fﬁ2+1)>x

V23t Jo
<ln (ac+\/x2 +1

2t

)> )dx. (27)

xexp(—

ZaobserwowaliSmy zwiazek u(t,-) z pewnym operatorem 7; zdefiniowanym dla
a > 1 na przestrzeni G, funkcji mierzalnych na R, i spelniajacych warunek

/ c lg(z)|dx < 0.
0

T

Operator T; : G, — G, jest postaci

7t = [ Wi - yin, o> o0

gdzie K oznacza zmodyfikowang funkcje Bessela. Okazuje sie, ze dla ustalonego ¢t > 0
funkcja x — wu(t, x) nalezy do G,, a u(t,-) jest punktem stalym operatora ;.

Twierdzenie 2.2. (Thm.5.1 [hab3]) Dla t > 0 mamy
1 [* Ko(x —
) =5 [P uie gy, >0 (28)
0

tzn. Teu(t,x) = u(t,x), x > 0.

Ten teoretyczny fakt, w polaczeniu z zastosowaniem teorii wycieczek procesdéw
Markowa, pozwala spojrze¢ na u z nieznanej dotad strony. Okazuje sie, ze otrzymu-
jemy relacje splotowa zmieniajaca catkowanie po czasie na calkowanie po przestrzeni
stanow, czyli odpowiednik formuty czasu przebywania dla czasu lokalnego.

Twierdzenie 2.3. (Thm.5.3 [hab3[) Dlat > 0,z > 0 zachodzi

/OI Iy(x — y)@dy = \/12_7r /0 \/tl__su(s, x)ds. (29)
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Kluczowym pomystem w dowodzie ostatniego twierdzenia jest wykorzystanie tzw.
formuly master teorii wycieczek (|69, Ch. XII|). Przez odpowiedni, losowy podziat
trajektorii procesu Markowa otrzymujemy fragmenty trajektorii, ktére mozemy da-
lej zanurzy¢ w odpowiednio wybranej przestrzeni funkcyjnej. Takie funkcje stajg sie
wartos$ciami tzw. procesu punktowego wycieczek, stowarzyszonego z wyjsciowym pro-
cesem Markowa. Jegli proces jest rekurencyjny, to proces punktowy jest punktowym
procesem Poissona. Parametryzacja fragmentacji trajektorii odbywa sie za pomoca
czasu lokalnego, a $cidlej, za pomoca subordynatora bedacego odwrotnoscia czasu lo-
kalnego. Patrzymy na proces przez pryzmat wizyt trajektorii w okreslonym stanie,
np. 0. Wiemy jak wyglada stochastyczna struktura dopetnienia zbioru punktow, w
ktorych proces jest rowny 0. Takie dopetnienie jest przeliczalng suma przedziatow
otwartych (75_, 75), gdzie 75 oznacza odwrotno$é czasu lokalnego. Dzieki formule ma-
ster, warto$¢ oczekiwang funkcjonatu fot e f(X,)ds mozemy zapisaé, z jednej strony
w jezyku teorii potencjatu wykorzystujac rozklady pierwszego momentu dojscia do
punktu, a z drugiej, w terminach procesu punktowego o warto$ciach w przestrzeni
funkcyjnej oraz wspomnianego czasu lokalnego. W tym drugim opisie nastepuje swo-
isty podzial na cze$¢ zwiazana z przestrzenia funkcyjna i czesé¢ losowa opisang przez
czas lokalny.

W konsekwencji, formuta z Twierdzenia 2.3 prowadzi do nowego opisu funkeji w.
W tym celu, definiujemy rodzine funkcji

u(t — s, x)

t
1
— e d t>0,, >0 30
oi(z) =e /0\/% " s, >0, >0, (30)

oraz ¢g = 0. Jesli zalozymy, ze funkcja ¢, jest znana, mozemy popatrzy¢ na (30)

jako na catkowe rownanie typu splotowego Abela wzgledem u(-, z). Poniewaz znamy
postac¢ jego rozwiazania ( [19, Volterra integral equations 1.1.5]), v wyznaczamy jako

ult,z) = \/gxem /Ot ¢1t1__88¢5£$)d5. (31)

Zatem wida¢, ze dla nowego opisu funkcji v musimy scharakteryzowaé funkcje ¢;(x).

Wykorzystujac formute na zmiane z catkowania po czasie na catkowanie po przestrzeni
stanow (Twierdzenie 2.3), dowodzimy nastepujace fakty.

Twierdzenie 2.4. (Thm.5.3 [hab3]) Dla t > 0 oraz A > 0,

P(cosh(Bt) <1+ A) = /000(1 — e )¢y (2)d, (32)

gdzie B jest standardowym ruchem Browna. Co wiecej, funkcja x — ¢(z) jest gesto-
sciqg prawdopodobienistwa © miarg Lévy’ego pewnego subordynatora.
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Wniosek 2.5. (Corr.5.4 [hab3]) Niech t > 0, a zmienna losowa & ma rozktad z
gestosciq ¢y. Jesli & i rodzina rozktadow wyktadniczych (€;)z>0, Sq niezalezne, to

cosh(DBy) w4 €e, oy 2—1,
t

oraz dla o > 0,
E(cosh(Bt) — 1)@
[Na+1)

Zaprezentujemy jeszcze jednag konsekwencje badan nad rozkltadami HW z pracy

E(ft)fa =

[hab3]. Jest ona istotna w konteksécie poszukiwania nowych reprezentacji u, dla kto-
rych mozna zastosowa¢ przyblizenia numeryczne. Niech

Hi(t,y) = E(cos ( — ysinh(B;) + %Bt) cosh(Bt)>,
—ycosh(Bt) : By

Hy(t,y) = E(e Y ) sinh(B;) sin <T)>, y>0,t>0.
Obie funkcje moga by¢ ewaluowane w standardowy spos6b metodami Monte Carlo.
Istotnym problemem, ktory powodowal silng oscylacje u w sasiedztwie 0 byl czynnik

7|'2 R . . . .

e /\/t, ktory szybko wzrasta dla coraz mniejszych wartosci t. Dzieki nowej repre-
zentacji u mozemy ten ktopotliwy czynnik wyeliminowac.

Fakt 2.6. (Prop.3.11 [hab3/) Dla dowolnych t >0, y >0,

oy )
R T TATRRIES (%)

Rezultaty rownoleglego etapu badan nad rozktadami HW, w nieco innym kontek-
$cie w poréwnaniu do podejscia [hab3|, zaprezentowaliémy w pracy [hab4|. Znaleziono
tam pewne zaskakujace wlasnosci rozktadow HW.

W pierwszej kolejnosci, wprowadzamy zupelnie nowa klase rozkladéow prawdo-
podobienistwa, ktora jest silnie zwigzang z rodzing zmiennych losowych HW. Nowa
rodzina rozktadow zostata nazwana rozkltadami K-Hartmana-Watsona (KHW).

Definicja 2.7. Dla ustalonego t > 0 powiemy, ze 1, ma rozktad KHW, jesli jest on
zadany gestoscig

u(t, x)

P(n; € dz) = 2Ky () 1(0,00) () d. (34)

Przez rozklad typu GIG oznaczamy rozktad z rodziny odwrotnych rozktadow
gaussowskich. Badanie zwiazkow rozkladow HW oraz rozkiadu tacznego (B, A;)
z rozktadami typu GIG byly zanispirowane wynikami Matsumoto i Yora [52], [53].
Wykazalismy nastepujacy zwiazek z rozktadami KHW.
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Twierdzenie 2.8. (Thm.4.4 [habj]) Niech t > 0, a zmienna n, ma rozktad KHW i
jest niezalezna od rodziny (Gy)eso rozktadéw GIG z paramterami 1,x. Wowczas

(As,e) "2 (GGl (35)

Zauwazmy, ze zwiazek w ostatnim twierdzeniu pozwala wyrazi¢ rozktad wektora
po lewej stronie (35) w postaci niezaleznych komponentoéw po prawej stronie.

W pracy |hab4] podajemy szereg innych zwiazkoéw miedzy rozktadami HW i KHW,
ale jeden z nich jest szczegélnie ciekawy. Pokotce go zaprezentujemy. Niech A €
B(R%), a dla z > 0 zdefiniujmy hiperplaszczyzne H,

H, ={(y,2) eR? : z = yz}.
Dla A € B(R?), niech H.(A) oznacza rzut A N H, na pierwsza wspolrzedny
HE(A) ={0>0:(0,20) € ANH,}.

Definicja 2.9. Dia o € R i x > 0 definiujemy rozkltad GIG z parametrami o, 1 i
x na hiperptaszczyinie H,, jako miare skoncentrowang na H, takg, ze dla kazdej
nieujemnej borelowskiej funkcji F' na R% oraz A € B(R%)

/ F(y, Z)dﬁa,l,m<y7 Z)
ANHy

1 1 20
= F aga—l -z )

Rozktad ten oznaczamy przez jio 1 .-

Okazuje sie, ze ma miejsce intrygujacy zwiazek miedzy opisywanym wyzej rozkta-
dem tacznym (By, A;), a abstrakcyjnym rozktadem GIG na hiperptlaszczyznie. Rela-
cja ta nawiazuje swoim charakterem do oryginalnych wynikéw Hartmana i Watsona
|37] z taka réznica, ze rozktady dyfuzji opisywanych przez Hartmana i Watsona byty
skoncentrowane na sferze o wymiarze bedacym liczba naturalna.

Twierdzenie 2.10. (Thm.5.4 [habj]) Niech o € R, € R it > 0. Niech n;, ma
rozktad KHW, a [ia+p1.. niech bedzie rozktadem GIG na hiperptaszczyinie H,. Dla
kazdej nieujemnej, borelowskiej funkcji F na R2 i kazdego A € B(RZ) mamy

/ F(z, y)xo‘yﬁﬂj’(At € dr,ePr e dy)
A
[ tas)| | PRty )P € ). (30)
0 ANH,

gdzie Vo p(x) = 27 Koyp(z)/Ko(x) for x > 0.
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3 Sploty i teoria wycieczek dla dyfuzji

W tej sekcji zostang omowione wyniki dotyczace charakteryzacji rozktadéw funkcjo-
natow dyfuzji. Wyniki pracy [hab5b| dotycza sytuacji, gdy badany proces jest dyfuzja
It6, czyli gdy proces X jest semimartyngatem zadanym przez stochastyczne réwna-
nie rozniczkowe (SDE). W pracy |[hab6| badamy rozklady funkcjonatow catkowych
w og6lniejszym przypadku dla tzw. regularnych dyfuzji, nazywanych w literaturze
rowniez dyfuzjami Ito-McKean ([40], [69], [10]).

Zasadnicze wyniki obu prac [hab5|, [hab6| otrzymane zostaly z polaczenia trzech
technik: analizy stochastycznej dla czasu lokalnego, algebraicznego opisywania splo-
tow 1 wykorzystania teorii wycieczek procesow Markowa. O ile zarys wykorzystania
splotow i teorii wycieczek pojawil sie juz wczesniej w kontekscie pracy [hab3], to
analiza stochastyczna czasu lokalnego jest tutaj nowym elementem.

W pierwszej kolejnosci przedstawimy wyniki pracy [hab5|. Rozwazamy dyfuzje 1t6
X o wartosciach w F = [0, 00), ktore spelniaja nastepujace stochastyczne rownanie
rozniczkowe SDE

dXt = O'(Xt>dBt + M(Xt)dt, (37)

gdzie B jest ruchem Browna wzgledem P, oraz P,(Xo = z) = 1. Funkcje o i u
sa mierzalne i lokalnie ograniczone oraz spetniaja okreslone zalézenia sprecyzowane
dalej, tak by (37) mialo rozwiazanie jednoznaczne w sensie rozktadu ([17], [24], [38],
[43]).

Dalej zaktadamy, ze z prawdopodobienstwem 1, trajektorie procesu X po dojéciu
do 0 € E natychmiat odbijaja sie, tzn. zbidr czasu przebywania trajektorii w stanie
{0} ma miare Lebesguea réwna zero. Znanych jest wiele przykladow procesow o
takich wlasnosciach: ruch Browna (z dryfem) odbity od 0, kwadratowy proces Bessela
z indeksem p € (—1,0) (|69, Ch. XIJ), radialny proces Ornsteina-Uhlenbecka ([10,
App. I, 26|), dyfuzje Pearsona (|22|) i inne (|10], |40], [72]).

Oznaczmy przez Mx klase funkcji f € C*(E) spelniajacych warunek

t
B.f(X) = f(a) +E. [ Gf(X)ds,  t20.2€F. (38)
0
oraz takich, ze funkcja u : Ry x E — R zdefiniowana wzorem
u(t,z) =E, f(X) (39)

jest klasy C1%((0,00) x E). Zalozenie to pozwoli nam wykorzysta¢ analize stocha-
styczna i twierdzenie Feynmana-Kaca do opisu funkcjonalow catkowych czasu lokal-
nego X.
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Badania [hab5| zainspirowane zostaly wynikami Peskira 62|, ktory wykorzystat
elementy analizy stochastycznej dla czasu lokalnego do wyprowadzenia probabilistycz-
nej reprezentacji rozwigzania rownania Stroocka-Williamsa. Idac podobnym tropem,
w |[hab5b| rozwijamy swoisty rachunek dla czasu lokalnego, ktory finalnie doprowa-
dza nas do zupelnie nowych formul splotowych opisujacych rozktady funkcjonatow
catkowych czasu lokalnego.

Twierdzenie 3.1. (Thm.3.3 [hab5]) Niech h bedzie funkcjq borelowskq, ograniczong
na [0,00), h(0) = 1 oraz niech f € Mx bedzie ograniczona. Zatézimy, Ze X jest
procesem niezaleznym od X oraz takim, Ze X ma wzgledem P, taki sam rozktad jak
X startujgey z 0. Wtedy, dla dowolnego t > 0, zachodzi

B [ he[rn) - 6% ]as == [ [orx) - 6rX]as o

gdzie G oznacza generator X.

Dalej wykorzystujemy teorie wycieczek procesow Markowa [9], [69], [50], [73], [71].
W tym celu wprowadzamy przestrzen funkeji ciggltych u : [0,00) — FE i definuiujemy

R(u) =inf{t > 0: u(t) = 0}.

Zaktadamy, ze 0 < R(u) < oo, u(0) = 0,u(v) > 0 dla v € (0, R(u)) oraz u(t) = 0 dla
wszystkich t > R(u). Niech ¢ : [0,00) — E oznacza funkcje tozsamosciowo rowna 0.
Oznaczamy U° przestrzei U U {0} i rozszerzamy o-ciato zbioréw cylindrycznych U do
U = o, {0}).

Fundamentalng idea teorii wycieczek jest wprowadzenie punktowego procesu wy-
cieczek (e,)ss0 0 wartoéciach w U°. Proces (e,)ss0 powstaje z podziatu trajektorii
X na fragmenty miedzy kolejnymi wizytami procesu w stanie 0, a nastepnie przez
odpowiednie zanurzenie tych fragmentéw w przestrzeni funkcyjnej U°. Przestrzen
wycieczek zanurzamy w przestrzen kanoniczna. Przez n(-) oznaczamy tzw. miare
charakterystyczna, ktora jest miara intensywnos$ci procesu punktowego (|9, Chapter
IT1]). Zwykle, gdy méwimy o procesie wycieczek w kontekscie przestrzeni kanonicznej,
miare n oznaczamy przez P.

W pracy [habb] wykorzystujemy teorie wycieczek do opisu rozktadow funkcjona-
tow catkowych czasu lokalnego. Przedmiotem naszych rozwazan sa dyfuzje zadane
stochastycznym rownaniem rézniczkowym. Jesli dyfuzja jest rekurencyjna, proces
wycieczek (es)s>o jest punktowym procesem Poissona (|69, Chapter XII, Section 1]).
Podstawowym narzedziem uzywanym w teorii wycieczek jest tzw. formuta master.
Esencja formuly master jest rozdzielenie Zrodta losowosci rozpatrywanych obiektow
na czesS¢ opisang przez punktowy proces Poissona wycieczek oraz cze$é zwiazang z
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czasem lokalnym ([69], [9], [50], [73], [71]). Sformulujemy ponizej formute master dla
wycieczek procesu X od 0, czyli odpowiadajaca zatozeniom pracy |[habb].

Twierdzenie 3.2. (Master Formula, Prop. 1.10, 2.6; Ch. XII [69]) Zaldzmy, Ze
H jest nieujemnym, prognozowalnym procesem okreslonyym na Ry x Q x U° oraz
znikajgeym we wszystkich punktach dla ktorych es = § = 0. Niech 7, = inf{t > 0 :
L, > s} oznacza odwrotno$é czasu lokalnego, a zbior losowy G (tzw. 2bidr lewych
koricow przedziatow wycieczek) jest zdefiniowany przez

G ={Ts_ : Ts_ # Ts}.

Mamy wowczas
E ) H(ro(w),w,e(w) =E / / H(t,w, u)n(du)dL,. (41)
TS—EG 0 U

W pracy |[hab5| zastosujemy formule master dla specjalnej klasy funkcjonatow
catkowych. Zamiast dzieli¢ trajektorie procesu, podzielimy losowo trajektorie takiego
funkcjonatu. W tym celu rozwazamy lokalnie catkowalna funkcje a : [0, 00) — [0, 00),
a nastepnie na przestrzeni wycieczek U° definiujemy funkcjonat

R(u)
F.(u) = /0 a(u(v))dv. (42)

Funkcjonat odpowiadjacy (42), ale rozwazany w przestrzeni kanonicznej, przyjmuje
postac

Fy(z) =E, /0 aa(XT)dT, zeE, (43)

gdzie o jest momentem pierwszego dojscia dyfuzji X do stanu 0, czyli stanu poczatku
i korica wycieczki. Formuta master potaczy ze soba oba funkcjonaty. Nasze podejscie
wymaga pewnych technicznych zatozen dotyczacych funkcji a i nazywamy je zalo-
zeniami (A). W pracy |habb| omawiamy w jaki sposob zweryfikowaé czy zalozenia
(A) sa spelione. Powiemy dalej, ze Ay # (), gdy istnieje funkcja a, ktora spelnia
zatozenia typu (A). Przez X oznaczamy proces w przestrzeni kanonicznej otrzymany
z X przez przypisanie mu warto$ci oo po pierwszym dojsciu trajektorii X do stanu
0 (taka konstrukcje nazywa sie zabiciem procesu w 0). Mamy nastepujace formuly
splotowe dla czasu lokalnego, ktorych dowod opiera sie na potaczeniu teorii wycieczek
i teorii algebry splotowe;j.

Twierdzenie 3.3. (Thm.4.4 [habs]) Zatoimy, ze Ax # 0. Jesli h jest borelowska i
ograniczona, h(0) = 1, ¢ nalezy do algebry splotowej funkcji lokalnie catkowalnych A,
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to
(14K, /O o~ wh(L)ALL) (1) = (p*p(0.0) s Boh(L)) (1), >0, (44)

Jesli H jest dodatnia i borelowska na (0,00), to dla dowolnych t,x >0 i f € Mx:

EoH (L) f(X:) = f(O )+ /0 Eogf(Xt u))d (45)
Co wiecey,
]ExH(Lt)f(Xt) = H(O)E:cf()?t) + ]E$(1{t200}QH,f(t - 00))7 <46)

gdzie Qus(t) = EoH (L) f(X3).

Uzyskana w ostatnim twierdzeniu formuta splotowa ma liczne zastosowania. W
szczegblnosci pozwala uzyskaé wzor na transformate Laplace’a czasu lokalnego X

E,e M =1-E, [1{U§t} (1 w (= Ap.(0, 0))*) (t— a)} (47)

oraz formute opisujaca momenty

EyLT — m! /0 ' (9u(0.0))™dus (48)

Wz6r na momenty czasu lokalnego dyfuzji zostal uzyskany za pomoca funkcji Greena
w [21]. Jak sie okazuje, w pracy [hab6] rozszerzymy opis rozkladow czasu lokalnego
na przypadek ogolnych dyfuzji, niekoniecznie zadanych réwnaniem SDE. Molchanov,
Ostrovski [58] uzyskali jawna postaé transformaty Laplace czasu lokalnego procesu
Bessela. W pracy [hab5| uzyskujemy znacznie wiecej. Jesli oznaczymy

9t(2)dz = Po(Ly € d2),

formuta splotowa pozwala wyprowadzi¢ nastepujacy wzor

2 W

) = g Jy e ()

gdzie E, oznacza funkcje Mittag-Lefflera z parametrem a.

Jednak najbardziej spektakularnym zastosowaniem splotowych formul czasu lo-
kalnego w pracy [hab5| jest uogodlnienie rownania Stroocka-Williamsa. Problem ten
jest zgadnieniem Cauchy’ego postaci

ou

= >
Fn =Gu, t>0, x>0, (49)
ou ou
u(0,z) = f(z), x> 0; e (t,0) as (t,0), t>0 (50)
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W oryginalnej wersji problem dotyczy! ruchu Browna z dryfem, czyli gdy operator

drugiego rzedu jest postaci G = %%

trudny i rozwazany byt w wielu pracach: Stroocka i Williamsa [75], [76], Williamsa i

+ /L%, a p € R jest stata. Problem okazal sie

Andrewsa [80], Panga i Stroocka [61] i wielu innych. Zasadnicza trudnosé¢ zagadnienia
brata sie stad, ze tradycyjna reprezentacja Feynmana-Kaca nie dziala dla wszystkich
wartosci rozwazanych parametrow. Innymi stowy, rozwigzanie problemu nie zawsze
ma reprezentacje w postaci wartosci oczekiwanej funkcjonatu zalezacego bezposrednio
od wartosci procesu. Dopiero piekny wynik Peskira [62| dat wyczerpujaca odpowiedz
na postawione pytanie. Pomyst Peskira opierat sie na wyprowadzeniu probabilistycz-
nej reprezentacji rozwigzania wykorzystujacej w swej konstrukcji nie tylko proces,
ale rowniez jego czas lokalny. Poniewaz w pracy |hab5| rozwinelismy analize stocha-
styczna dla czasu lokalnego, wynik Peskira zainspirowal nas do poszukiwania repre-
zentacji rozwiazania (49) wykorzystujacej czas lokalny w przypadku innych postaci
operatora §G. To co udalo nam sie uzyskaé, to probabilistyczna reprezentacja roz-
wigzania problemu, gdy G jest generatorem dyfuzji [t6. Warto podkresli¢, ze lokalne
wlasnosci ruchu Browna wykorzystane przez Peskira [62]| nie przeniosty sie bezpo-
srednio na przypadek ogélny i dopiero wykorzystanie formutl splotowych dla czasu
lokalnego przyniosto zamierzony efekt. RozwazaliSmy dwa przypadki.

W pierwszym trajektoria dyfuzji X po dojsciu do 0, natychmiast sie od niego
odbijata. W takiej sytuacji wypracowaliémy nastepujaca reprezentacje rozwigzania
zagadnienia.

Twierdzenie 3.4. (Thm.5.1 [hab5]) Zatézmy, ze o > 0. Dla f € C?(E) niech
Qa.r(t) :=Eoe " f(X,) oraz zalozmy, ze Qa,; € C'0,00) oraz Ax # 0. Rozwigzanie
(49)-(50) jest jedyne i ma reprezentacje probabilistyczng

t
u(t,z) = Bye=ol £(X,) — o K, / e (B~ 1% ®— f(0))(t —r)dL,,  (51)
0
gdzie t,x >0 oraz p(t) = n(R > t), a ¢ jest dane wzorem

L @) 1 Qus - (v i) +Qu)+ (- 0) 2

b= —
a
W drugim przypadku opuscilisémy zatozenie o natychmiastowym odbiciu trajekto-

rii od 0. Wtedy proces zadany jest rownaniem

- - - 1 ~

gdzie L, oznacza czas lokalny procesu X w punkcie 0, a p jest dodatnia stala (]18],
[63]). Okazalo sie, ze mozna skonstruowa¢ probabilistyczng reprezentacje rozwiazania
problemu (49) wykorzystujaca proces X i jego czas lokalny. Dla f € C:,a>0
definiujemy Qva,f(t) = ]Eoe_aztf()?t).
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Twierdzenie 3.5. (Thm.5.2 [hab5]) Przy zalozeniu, Ze rozwigzanie (53) jest jedyne
wzgledem rozktadu, a funkcja @ayf € C0,00), jednoznaczne rozwigzanie problemu
(49) jest postaci:

1. Dla 2ap # 1

u(t,z) = ]Exe_aztf()zt) +aE, /t (k d—1%P— F0) (- r)e_azrdzr, t,x >0,
0
(54)

1

s O funkcja @ jest zadana wzorem

gdzie k =1 —

be L) e (L) ) (D) e

RO

2. Dla 2ap =1 oraz v € A rozwigzanie jest postaci

u(t,z) = Exefath()?t) +a K, /t (@a,f — Qat * (=) (t - T)eiO‘ZTdZT, t,x > 0.
0
(56)

Czas lokalny pelni kluczowa role w opisie rozktadow funkcjonatéw procesow Mar-
kowa, ktore niekoniecznie musza by¢ zadane stochastycznym réownaniem rézniczko-
wym. W pracy |hab6] podjeliémy sie zadania kompleksowego opisu rozktadow czasu
lokalnego dyfuzji Tt6-McKean. Jest to najbardziej ogélna klasa dyfuzji, to znaczy
proceséow Markowa o ciagltych trajektoriach (w szczegolnosci dyfuzje Ito jest szcze-
g6lnym przypadkiem dyfuzji [t6-McKean). Przypomnijmy, ze podstawowe wtlasnosci
tych procesow zostaly omowione w punkcie I niniejszego opisu. W pracy [hab6| wy-
korzystalismy ogolna teorie wycieczek [50], [28], [29], [30], [71], [78] oraz [81].

Zaczniemy od opisu rozktadéw jednowymiarowych. Niech X oznacza dyfuzje 1to-
McKean o przestrzeni stanow [0, 00), dla ktorej 0 jest punktem natychmiastowego
odbicia. Przez L oznaczamy proces czasu lokalnego X w 0. Oznaczamy Q(t,z) =
Py(L; < 2) oraz

p(t) = p(0,0), p(t)=n(R>t), m=inf{s>0:L, >t}

gdzie py(-,-) jest funkcja gestodci przejscia X, a n(-) jest miara charakterystyczna
procesu wycieczek. Udowodnilismy, ze () jest rozwiazaniem réwnania
oQ
¥ — + 0 —1=0. b7
pro-+Q (57)
Twierdzenie 3.6. (Thm. 2.1 [hab6]) Funkcja Q jest jednoznacznym rozwigzaniem
réwnania (57) w klasie mierzalnych i ograniczonych funkcji F' spetniajgcych warunki:
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i) dla kazdego z > 0, funkcja t — F(t, z) jest ciggla,

ii) dla t > 0, funkcja z — F(t,2) jest rézniczkowalna w sposdéb ciggly na (0,00) oraz
F(t,0) =0,

iii) istnieje funkcja 1 taka, ze |OF (t, 2)/0z| < ¥(t) dla kazdego z > 0 oraz [;° e My (t)dt <
oo dla wszystkich A > 0.

Przy niewielkich, dodatkowych zatozeniach, funkcje () mozna rozwinaé¢ w szereg.
Scislej méwige, oznaczamy p,(dz) = P(L, € dz) i powiemy, ze p zwigzana z X spelnia
zalozenia C, jesli

1. p € CY0,00) oraz p*"*V) € C™(0, 00) dla kazdego n € N.

2. Dla kazdego z > 0, funkcja

—z n—1 an—lf\*n t
e ; En —> 1! 8"p1t< : (58)

jest lokalnie catkowalna.
3. Dla kazdego A > 0, [7 e |p(t)|dt < oo.
Wtedy:

Twierdzenie 3.7. (Thm. 2.3 [hab6]) Przy zatozZeniach C, mamy dla z > 0 orazt > 0

o) =S A0, (59)

e

Okazuje sie, ze rozktad czasu lokalnego mozna opisa¢ wprowadzajac pojecie eks-
ponenty splotowej. Dla funkcji lokalnie catkowalnej f definiujemy

f*i.

EX(f) :50+Z il (60)
i>1
Dodatkowo Jy(z) = (m)~* [ cos(zsinv)dv oraz wprowadzamy ¢
o(t,s) =1xE(—tp)(s), t>0,s>0. (61)

Funkcja ¢ pelni specjalng role dzieki tozsamosci

oo o 1
e Mot s)dsdt = ————, A > 0. 62
/0 /0 elt:s) AGA(0,0) ©2)

W ogolnosci, mamy
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Twierdzenie 3.8. (Thm. 2.4 [hab6]) Niech A > 0. Wowczas

/Ooo e py(w)ds = | /0 ) /0 ) e (L, ) Jo(2vwh)dsdt] (63)

gdzie Jy jest funkcjq Bessela z indeksem 0, a ¢ jest zadane (61). Co wiecej, jesli

/ / e ™|p(t, s)|dsdt < oo, X >0, (64)
o Jo

to dla w € [0, 00)

pu(w) = ( /0 T n@Va) e, ). (65)

W kolejnych twierdzeniach podajemy opis rozktadu tacznego (X, L;). W szczegol-
noéci, udowodniliémy fakt uogoélniajacy opis momentéw addytywnych funkcjonatow
w terminach funkcji Greena, podany przez Fitzimmonsa i Pitmana.

Twierdzenie 3.9. Niechn € N, a f niech bedzie funkcjg mierzalng i ograniczong na
E. Wtedy dla dowolnego t > 0,

t
0

EoL™f(X,) = n! /E f(z)( / Piul0, z)(p.((),0))*”(u)du)m(dz). (66)

Wykorzystujac teorie wycieczek wyprowadziliSmy postaé rozktadu tacznego (X, Ly),
w szczegolnosci postacé funkeji gestosci przejscia ostatniego wektora, jako procesu Mar-
kowa na E%. Oznaczamy P, (dz) = Py(7, € dz).

Twierdzenie 3.10. Niecht > 0, x € E. Wtedy

/Ot Poo(Xs € dz, Ly € dv)ds = (gz,0(-) * p.(0, 2) * p.(v)) () m(dz)dv. (67)
Funkcja gestosci przejscia procesu Markowa (X, L), to znaczy,
el ((2)1); (2,0))m(dz)dv = Py, o (Xt €dz, Ly € dv|Xy=u,Ls = l), xg € F,
ma postac
PR (2,0 (2,0) = (0:0() % o) £ P () (E=5), t>5,0>1 (69)

Wykorzystujac ogolng teorie wycieczek opisujemy rozktad wycieczek dwuwymia-
rowego procesu Markowa X, X®  gdzie wspolrzedne sa niezaleznymi dyfuzjami
[t6-McKean, od hiperptaszczyzny

H={(z,y) €[0,00) x [0,00) : y = 0}. (69)
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Burdzy [12]| opisal rozklady wycieczek n-wymiarowego procesu Wienera od hiper-
plaszczyzny {x € R™ : zy = 0}. My opisali$my rozklady dla d = 2, ale w sytuacji,
gdy wspoélrzedne sa dowolnymi dyfuzjami It6-McKean odbijajacymi sie od 0.

Zgodnie z opisem w monografii [9], poniewaz H jest zbiorem domknietym, istnieja
(Plve2) A)) gdzie PEL2) (1), 35) € [0,00) x [0,00), jest rodzina o-skoticzonych
miar na przestrzeni funkcyjnej U, ktorej elementy oznaczamy jako u = (uj,us), a A
jest addytywnym funkcjonalem, takie, ze dla wszystkich nieujemnych, prognozowal-
nych proceséw Z oraz funkcji f znikajacych na funkcjach tozsamosciowo réwnych 0,
zachodzi og6lna wersja formuly master

t 1
Eoo > Zi(fo6.) = Eog /0 2, P X (f)dA,, (70)
s€GN[0,t]

gdzie G oznacza zbiér lewych koﬁc()w przedzialéw wycieczek ([9], Ch.VII or [12]),
a funkcja (z1,35) — PE2(f) = [ f(u (”“7“ (du) jest mierzalna. W naszym
plzypadku proces A Jest Czasem 10kalnym L® drugiej wspohrzednej X? w 0, a
= {T, ; s, } dla 72 quqcego odwrotnosciag L. Przez p™ oraz p®
oznaczamy g(gstosm przejscia wzgledem miary predkosci odpowiednio dla obu wspo6t-
rzednych X, X(2)
Dla r > 0 oznaczamy przez €(y, q,)(r)(-, ) rozktad

Clan) (T)(d21, dz0) = P@2)(XD € dzy, XP) € dzy). (71)

Twierdzenie 3.11. Rozktad wycieczek od hiperptaszczyzny H spelnia tozsamosé

/E <€(x1 0)(-)(dz1, dz) * ¢(-,x1))(t) m® (day)
B (/Ot <O Zl) (0 ZQ)dT> (dzl>m(2)(dz2) (72)

dla prawie wszystkich t > 0 a.e., gdzie

t
o(t,a1) = pi (0, 21) ( / p(0.0)dv). (73)
0
Probabilistyczna wersja ostatniej tozsamosci jest nastepujaca

Wnhniosek 3.12. Przy zatoZeniach twierdzenia 3.11, formuta (72) jest rownowazna

t
/ ]E()()( (X(l) 0)(T)(d21,d22) Lﬁ)r>dr :/ ]P)O O(X € le,X € dZQ)d

k)
t—r 0

W pracy |hab 6] prezentujemy szereg innych konsekwencji zwigzanych z opisem
rozkladu tacznego (X, L;) i ilustrujemy je przyktadami.



28 of 33

Literatura

[1] Alili L., Gruet J.C., An explanation of a generalized Bougerol’s identity in terms
of hyperbolic Brownian motion. (1997), in [83].

[2] Alili L., Patie P., Pedersen J. L., Representations of the first hitting time density
of an Ornstein-Uhlenbeck process. Stochastic Models, 21(4) (2005), 967-980.

[3] Bachelier L., Théorie de la spéculation. Annales Scientifiques de ’Ecole Normale
Supérieure, 3 (17) (1900), 21-86.

[4] Barrieu P., Rouault A., Yor M., A study of the Hartman-Watson distribution
motivated by numerical problems related to the pricing of Asian options. J. Appl.
Probab. 41 (2004), 1049-1058.

[5] Berestycki N., An elementary approach to Gaussian multiplicative chaos. Elec-
tron. Commun. Probab. 22 (2017), 1 - 12.

[6] Bernhart G., Mai J., A Note on the Numerical Evaluation of the Hartman-
Watson Density and Distribution Function. Innovations in Quantitative Risk
Management (2015), 337-345.

[7] Bitsadze A., Integral Equations of First Kind. World Scientific, Singapore, 1995.

[8] Black F., Scholes M., The pricing of options and corporate liabilities. J. Political
Economy 81, (1973), 637-659.

[9] Blumenthal R. M., Ezcursions of Markov Processes. Birkhauser, Basel, Berlin,
Boston, 1992.

|10] Borodin A., Salminen P., Handbook of Brownian Motion - Facts and Formulae.
Birkh#user (2nd ed.), 2002.

|11] Bondesson L., Classes of infinitely divisible distributions and densities. Z.
Wahrsch. Verw. Gebiete 57 (1981), 39-71.

[12] Burdzy K., Brownian Ezcursions from Hyperplanes and Smooth Surfaces. Trans.
AMS, 295(1) (1986), 35-57.

[13] Costarelli D., Spigler R., A collocation method for solving nonlinear Volterra
integro-differential equations of neutral type by sigmoidal functions. J. Integral
Equations Applications, 26 (2014), 15-52.



29 of 33

[14] Diekmann O., van Gils S., Invariant manifolds for Volterra integral equations of
convolution type. J. Differential Equations 54 (1984), 139-180.

[15] Donati-Martin C., Ghomrasni R., Yor M., On certain Markov processes attached
to exponential functionals of Brownian motion: application to Asian options.
Revista Matematica Iberoamericana 17.1 (2001), 179-193.

|16] Duchon J., Robert R., Vargas V., Forecasting volatility with the multifractal
random walk model. Math. Finance 22(1) (2012), 83-108.

|17|] Cherny A.S., Engelbert H.J., Singular Stochastic Differential Equations. LNM
1858, Springer, 2005.

[18] Engelbert H.J., Peskir G., Stochastic Differential Equations for Sticky Brownian
Motion. Stochastics 86 (2014), 993-1021.

[19] Eqworld - The World of Mathematical equations,
http://eqworld.ipmnet.ru/index.htm

[20] Fakhar-Izadi F., Dehghan M., The spectral methods for parabolic Volterra integro-
differential equations. Journal of Computational and Applied Mathematics, 235
(2011), 4032-4046.

|21| Fitzsimmons P.J., Pitman J., Kac’s moment formula and the Feynman-Kac
formula for additive functionals of a Markov process. Stoch. Process. Appl. 79
(1999), 117-134.

[22] Forman J., Sgrensen M., The Pearson diffusions: A class of statistically tractable
diffusion processes. Scandinavian Journal of Statistics 35 (2008), 438-465.

|23] Fouque Jean-Pierre, George Papanicolaou, and K Ronnie Sircar, Derivatives in
financial markets with stochastic volatility. Cambridge University Press, (2000).

|24] Friedman A., Stochastic Differential Equations and Applications. Vol. 1, Acade-
mic Press, New York, 1975.

|25] Friedman A., Shinbrot M., Volterra integral equations in Banach spaces. Trans.
Amer. Math. Soc. 126 (1967), 131-179.

[26] Geman H., Yor M., Bessel processes, Asian options, and perpetuities. Math.
Finance 3 (1993), 349-375.

[27] Gerhold S., The Hartman-Watson distribution revisited: asymptotics for pricing
Asian options. J. Appl. Probab. 48 (2011), 892-899.



[28]

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

30 of 33

Getoor R. K., Excursions of a Markov process. Ann. Probab., 7 (1979), 244-266.

Getoor R. K., Sharpe M. J., Ezcursions of Brownian motion and Bessel processes.

Z. Wahrsch. Verw. Gebiete 47 (1979), 83-106.

Getoor R. K., Sharpe M. J., Excursions of dual processes. Adv. Math. 45 (1982),
259-309.

Gripenberg G., Londen S.-O., Staffans O., Volterra Integral and Functional Equ-
ations. Cambridge University Press, Cambridge, 1990.

Gulisashvili, A., Analytically Tractable Stochastic Stock Price Models. Springer
Finance, 2012.

Hamana Y., The probability distributions of the first hitting times of radial
Ornstein—Uhlenbeck processes. Studia Math. 251 (2020), 65-88.

Hamana Y., Matsumoto H., The probability densities of the first hitting times of
Bessel processes. J. Math-for-Industry 4 (2012), 91-95.

Hamana Y., Matsumoto H., The probability distributions of the first hitting times
of Bessel processes. Trans. Amer. Math. Soc. 365 (2013), 5237-5257.

Hartman P., Completely monotone families of solutions of nth order linear dif-
ferential equations and infinitely divisible distributions. Ann. Scuola Norm. Sup.
Pisa 4(3), (1976), 267-287.

Hartman, P., Watson, G., Normal distribution functions on spheres and the mo-
dified Bessel functions. Ann. Probab. 5 (1974), 582-585.

Janson S., Tysk J., Feynman-Kac formulas for Black-Scholes—type operators.
Bull. London Math. Soc. 38 (2006), 269-282.

J. Hull, A. White, The pricing of options on assets with stochastic volatilities. J.
Finance 42 (1987), 281-300.

Ito K., McKean H. P., Diffusion Processes and Their Sample Paths. Springer,
Berlin, 1995.

Jakubowski J., Wisniewolski M., Another Look at the Hartman-Watson Distri-
butions. Potential Anal 53 (2020), 1269-1297.

Jeanblanc M., Yor M., Chesney M. Mathematical Methods for Financial Markets.
Springer-Verlag London 2009.



[43]

[44]

[45]

|46]

[47]

48]

[49]

[50]
[51]

[52]

[53]

[54]

[55]

[56]

31 of 33

Karatzas 1., Shreve S., Brownian Motion and Stochastic Calculus. Springer-
Verlag, 1991.

Kent J., Figenvalue expansions for diffusion hitting times. Z. Wahrsch. Verw.
Gebiete 52 (1980), 309-319.

Kent J., The spectral decomposition of a diffusion hitting time. Ann. Prob. 10
(1982), 207-219.

Kupiainen A., Rhodes R., Vargas V., Integrability of Liouville theory: proof of
the DOZZ formula. Annals of Mathematics, 191(1) (2020), 81-166.

Lew J., On linear Volterra integral equations of convolution type. Proc. Amer.
Maths. Soc. 35 (1972), 450-455.

Lipton A., Kaushansky V., On the First Hitting Time Density of an Ornstein-
Uhlenbeck Process. preprint 2018.

Lyasoff A., Another look at the integral of exponential Brownian motion and the
pricing of Asian options. Finance and Stochastics 20, (2016), 1061-1096.

Maisonneuve B., Fzit systems. Ann. Probab. 3 (1975), 399-411.
Mansuy R., Yor M., Aspects of Brownian Motion. Universitext, Springer, 2008.

Matsumoto H., Yor M., An analogue of Pitman’s 2M - X theorem for exponential
Wiener functionals, part I: A time inversion approach. Nagoya Math. J. 159
(2000), 125-166.

Matsumoto H., Yor M., An analogue of Pitman’s 2M - X theorem for exponential
Wiener functionals, part II: The role of the generalized inverse Gaussian laws.
Nagoya Math. J. 162 (2001), 65-86.

Matsumoto H., Yor M., Ezponential functionals of Brownian motion, I, Proba-
bility laws at fized time. Probab. Surveys 2 (2005), 312-347.

Matsumoto H., Yor M., Ezponential functionals of Brownian motion, II, Proba-
bility laws at fized time. Probab. Surveys 2 (2005), 348-384.

McLean W., Thomée V., Wahlbin L.B., Discretization with variable time steps
of an evolution equation with a positive-type memory term. J. Comput. Appl.
Math. 69 (1996), 49-69.



32 of 33

[57] Mijatovic A., Pistorius M., Continuously monitored Barrier options under Mar-
kov processes. Math. Fin. Vol. 23, No. 1, (2013), 1-38.

[58] Molchanov S. A., Ostrovski E., Symmetric stable processes as traces of degenerate
diffusion processes. Teor. Verojatnost. i Primenen. 14 (1969), 127-130.

[59] Musiela M., Rutkowski M., Martingale methods in financial modelling. Vol. 36.
Springer Science and Business Media, (2006).

|60] Mustapha K., McLean W., Discontinuous Galerkin method for an evolution equ-
ation with a memory term of positive type. Math. Comput. 268 (2009), 1975-1995.

[61] Pang, H., Stroock, D. W., A peculiar two point boundary value problem. Ann.
Probab. 35 (2007), 1623-1641.

|62] Peskir G., A Probabilistic Solution to the Stroock-Williams Equation. Ann. Pro-
bab. 42 (2014), 2197-2206.

|63] Peskir G., On boundary behaviour of one-dimensional diffusions: From Brown
to Feller and beyond. Research Report No. 8 (2014), Probab. Statist. Group
Manchester, William Feller, Selected Papers II, Springer, (2015), 77-93.

[64] Pitman J., Yor M., Bessel processes and infinitely divisible laws, In: Stocha-
stic Integrals, Volume 851 of Lecture Notes in Mathematics. 285-370. Springer,
Berlin, 1980.

[65] Pitman J., Yor M., Decomposition at the mazimum for excursions and bridges of
one-dimensional diffusions, In: 1t6’s Stochastic Calculus and Probability Theory.
Springer, Tokyo, 1996, 293-310.

|66] Pitman J., Yor M., A decomposition of Bessel bridges. Z. Wahrsch. Verw. Gebiete
59 (1982), 425-457.

|67 Pitman J., Yor M., The law of the mazimum of a Bessel bridge. Electronic Jo-
urnal of Probability 4 (15) (1999).

|68] Polyanin A. D., Manzhirov A. V., Handbook of Integral Equations. CRC Press,
Boca Raton, 2008.

[69] Revuz D., Yor M., Continous Martingales and Brownian Motion. Springer-Verlag
(3rd ed.), 2005.

[70] Rhodes R., Vargas V., Gaussian multiplicative chaos and applications: A review.
Probab. Surveys, 11 (2014), 315-392.



[71]

[72]

73]

[74]

[75]

[76]

[77]

78]

[79]

[80]

[81]

82

[83]

33 of 33

Rogers L. C. G., A guided tour through excursions. Bull. London Math. Soc. 21
(1989), 305-341.

Rogers L. C. G., Williams D., Diffusions, Markov Processes, and Martingales.
Vol. 2: Ito Calculus. John Wiley and Sons, Chichester, New York, 1987.

Salminen P., Vallois P., Yor M., On ezcursion theory of linear diffusions. Japa-
nese Journal of Mathematics 2 (2007), 97-127.

Srivastava H. M., Buschman R.G., Theory and Applications of Convolution In-
tegral Equations. Springer, Netherlands, 1992.

Stroock D. W., Williams D., A simple PDE and Wiener-Hopf Riccati equations.
Comm. Pure Appl. Math. 58 (2005), 1116-1148.

Stroock D. W., Williams D., Further study of a simple PDE. Illinois J. Math. 50
(2006), 961-989.

Volterra V., Theory of Functionals and of Integral and Integro-Differential Equ-
atrons. Dover Publications, New York, 1959.

Walsh J. B., Ezcursions and local time. Astérisque 52-53 (1978), 159-192.

Wazwaz A., Linear and Nonlinear Integral Fquations: Methods and Application.
Springer, Berlin Heidelberg 2011.

Williams D., Andrews S., Indefinite inner products: a simple illustrative exam-
ple. Math. Proc. Cambridge Philos. Soc. 141 (2006), 127-159.

Williams D.,  Path decompositions and continuity of local time for one-
dimensional diffusions. Proc. London Math. Soc. (3) 28 (1974), 738-768.

Wystup U., FX Options and Structured Products. Wiley, 2007.

Yor, M. (Ed.), Ezponential Functionals and Principal Values related to Brownian
Motion. A collection of research papers, Biblioteca de la Revista Matematica
Iberoamericana, 1997 .



		2023-06-06T10:39:58+0200
	MACIEJ WIŚNIEWOLSKI
	Opatrzono pieczęcią ministra właściwego do spraw informatyzacji w imieniu: MACIEJ WIŚNIEWOLSKI, PESEL: 78051504835, PZ ID: 78051504835




