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1. Imi¦ i nazwisko: Maciej Wi±niewolski

2. Posiadane dyplomy, stopnie naukowe:

a) Dyplom magistra z ekonomii - Szkoªa Gªówna Handlowa 2002, promotor prof.
dr hab. Sªawomir Dorosiewicz - �Wycena opcji azjatyckich�
b) Dyplom magistra z matematyki - Wydziaª Matematyki, Informatyki i Me-
chaniki Uniwersytetu Warszawskiego 2004, promotor prof. dr hab. Tomasz
Bojdecki - �Wzór Feynmana-Kaca: uogólnienia i zastosowania�
c) Dyplom doktora nauk matematycznych - Wydziaª Matematyki, Informatyki
i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego 2009, promotor prof. dr hab. Jacek
Jakubowski - �Wycena wybranych instrumentów pochodnych w modelu SABR
oraz modelu lognormalnym�

3. Informacje o dotychczasowym zatrudnieniu w jednostkach naukowych:

2010 - 2015: asystent w Instytucie Matematyki na wydziale Matematyki, Infor-
matyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego (1/2 etatu);
2016 - 2019: adiunkt w Instytucie Matematyki na wydziale Matematyki, Infor-
matyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego (3/7 etatu);
2020 - : adiunkt w Instytucie Matematyki na wydziale Matematyki, Informa-
tyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego (peªen etat);

1



2 of 33

4. Omówienie osi¡gni¦¢, o których mowa w art. 219 ust. 1 pkt. 2

Ustawy:

Jednotematyczny cykl publikacji, zgodnie z art. 219 ust. 1 pkt. 2 b

Ustawy:

Tytuª: Charakteryzacja rozkªadów funkcjonaªów dyfuzji za pomoc¡

teorii splotów i wycieczek

Publikacje stanowi¡ce cykl:

(a) [hab1] Jakubowski J., Wi±niewolski M., Volterra integral equations of the

�rst kind and applications to linear di�usions, Transactions of the Ameri-
can Mathematical Society 373, 7455-7472 (2020).

(b) [hab2] Jakubowski J., Wi±niewolski M., Explicit solutions of Volterra integro-
di�erential convolution equations, Journal of Di�erential Equations, Vo-
lume 292, 416-426 (2021).

(c) [hab3] Jakubowski J., Wi±niewolski M., Another Look at the Hartman-

Watson Distributions, Potential Analysis 53, 1269�1297 (2020).

(d) [hab4] Wi±niewolski M., K-Hartman-Watson distributions: A study on di-

stributional dependencies between functionals of geometric Brownian mo-

tion, GIG and Hartman-Watson distributions, Journal of Mathematical
Analysis and Applications 482(2) (2019).

(e) [hab5] Jakubowski J., Wi±niewolski M., A convolution formula for the local

time of an Itô di�usion re�ecting at 0 and a generalized Stroock�Williams

equation, Bernoulli 27 (3) 1870 - 1898 (2021).

(f) [hab6] Jakubowski J., Wi±niewolski M., On bivariate distributions of the lo-

cal time of Itô-McKean di�usions, Bernoulli (2023), https://doi.org/10.3150/23-
BEJ1595.

Szczegóªowy opis osi¡gni¦cia znajduje si¦ na ko«cu niniejszego dokumentu.

5. Informacja o wykazywaniu si¦ istotn¡ aktywno±ci¡ naukow¡ albo artystyczn¡ re-
alizowan¡ w wi¦cej ni» jednej uczelni, instytucji naukowej lub instytucji kultury,
w szczególno±ci zagranicznej.

a) uczestnictwo w warsztatach naukowych dotycz¡cych wyceny i zabezpieczania
instrumentów pochodnych na stop¦ procentow¡ prowadzonych przez R.Rebonato,
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F.Mercurio, D.Brigo, w ramach pracy w instytucji �nansowej (Wenecja 2006);
b) Polish MNiSW grant N N 201 547838 pod kierownictwem prof. dr hab.
J.Jakubowskiego - Modelowanie stochastyczne rynków �nansowych, wykonawca,
równolegle z prac¡ w instytucji �nansowej;
c) kompleksowe wdro»enie systemu informatycznego do wyceny i zarz¡dzania
ryzykiem opcji walutowych wiod¡cej na ±wiecie jednostki technologicznej Murex
(Francja), w ramach pracy w instytucji �nansowej (2014-2017), wykonawca;
d) wyjazd naukowy do Instytutu Matematyki w Oxfordzie na zaproszenie prof.
Jana Obªoja, w okresie pisania prac [hab3], [hab4] (XI 2018);
f) wspóªorganizator mi¦dzynarodowych warsztatów Gaussian Multiplicative Chaos
w ramach IDUB i semestru Simonsa, z udziaªem prof. N. Berestyckiego, prof.
G. Lamberta (2023);
g) wspóªpraca z Illinois Institute of Technology (2022-).

6. Informacja o osi¡gni¦ciach dydaktycznych, organizacyjnych oraz popularyzuj¡-
cych nauk¦ lub sztuk¦.
a) opieka nad doktorantami:
- promotor pomocniczy, Zo�a Mi±kiewicz, doktorat, Uniwersytet Warszawski,
2019-2021;
b) opieka nad studentami:
- opiekun prac magisterskich, Uniwersytet Warszawski: Aleksandra Strzemieczna
(2022), Aleksandra Nowak (2022), Piotr Wi¡cek (2022), Laura Grucza (2020),
Dominik Fedor (2020), Kamila G¡sior (2017), Jan Fabianowski (2014), Sylwe-
ster Bªaszczuk (2014), Damian Murawi«ski (2013), Wojciech Walczuk (2012),
Adam Skalmierski (2011);
- opiekun pracy licencjackiej, Tomasz Kostrzewa, Uniwersytet Warszawski,(2022);
c) wykªady monogra�czne i serie wykªadów:
- Wst¦p do teorii funkcjonaªów ruchu Browna i ich zastosowania w �nansach
30h (2011-2012);
- Stochastyczne równania ró»niczkowe, funkcjonaªy ruchu Browna i ich zastoso-
wania w �nansach 60h (2014-2015), (2016-2017);
- Teoria dyfuzji i zastosowania w �nansach 60h (2017-2018), (2018-2019);
- Wst¦p do teorii punktowych procesów Poissona i ich zastosowa« 30h (2020-
2021);
- Punktowe Procesy Poissona 30h (2021-2022);
- Procesy Markowa i zastosowania w �nansach 30h (2022-2023);
- Szkoªa letnia �Procesy Markowa� w ramach projektu Szkoªa Orªów (2021);
d) wspóªprowadz¡cy seminarium magisterskiego, Metody probabilistyczne w �-
nansach, 2009-2023;
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e) opiekun koªa naukowego �Finanse Obliczeniowe�, Uniwersytet Warszawski,
2017-2021;
f) opiekun studenta Tomasza Kostrzewy w ramach projektu MNiSW �Szkoªa
Orªów� (2020-2022), za opublikowan¡ prac¦ w ramach projektu student uzyskaª
wyró»nienie w konkursie PTM;

Szczegóªowy opis osi¡gni¦cia naukowego

Wst¦p

1) Motywacja
Pocz¡wszy od pionierskiej pracy Bacheliera [3] i kilkadziesi¡t lat mªodszej, sªynnej
pracy Blacka i Scholesa [8], modelowanie matematyczne obiektów �nansowych na
staªe wrosªo w analiz¦ stochastyczn¡ ([39], [42], [32]). Teoria semimartyngaªów i pro-
cesów Markowa umo»liwiªy na przestrzeni kilkudziesi¦ciu ostatnich lat wypracowa¢
spektrum klasycznych ju» metod i technik pozwalaj¡cych rozwi¡zywa¢ zadania sta-
wiane przez potrzeby konkretnych zastosowa« nie tylko w �nansach, ale tak»e �zyce,
medycynie, naukach spoªecznych i szeroko rozumianej ekonomii ([10], [43], [69], [72],
[40]). Przykªadowo, ceny instrumentów pochodnych na rynkach �nansowych mo-
delowane s¡ za pomoc¡ skomplikowanych funkcjonaªów procesów stochastycznych,
a fundamentalne twierdzenie matematyki �nansowej mówi, »e do opisania ceny ta-
kich intrumentów potrzebna jest charakteryzacja ich rozkªadów prawdopodobie«stwa.
Okazuje si¦, »e probabilistyczny opis takich funkcjonaªów wymaga u»ycia skompliko-
wanego aparatu matematycznego ([59], [23], [57], [82]). W ostatnich latach, techniki
probabilistyczne zwi¡zane z charakteryzacj¡ procesów Markowa, a w szczególno±ci
funkcjonaªów ruchu Browna, zacz¦ªy odgrywa¢ powa»n¡ rol¦ w teorii pól losowych i
kwantowej teorii pola Liouvilla ([46], [6], [16], [70]).

2) Temat i cel bada«
Tematem przewodnim cyklu publikacji [hab1]-[hab6] jest teoria funkcjonaªów proce-
sów Markowa, w szczególno±ci ruchu Browna i procesów Bessela. Celem bada« jest
opis i charakterystyka wybranych funkcjonaªów caªkowych od wspomnianych wy»ej
procesów. Wykorzystywane s¡ techniki teorii martyngaªów, szeroko rozumianej teo-
rii procesów Markowa oraz elementy teorii równa« ró»niczkowych i caªkowych. W
wielu przypadkach charakteryzacja rozwa»anych obiektów jest mo»liwa dzi¦ki wy-
korzystaniu specjalnych wªasno±ci procesu, cz¦sto nie posiadaj¡cych analogicznych
odpowiedników w przypadku ogólnym. Przykªadem mog¡ by¢ tu to»samo±ci Lam-



5 of 33

pertiego, Bougerola oraz szereg innych gª¦bokich zwi¡zków mi¦dzy procesami Bessela
a ruchem Browna. W szczególno±ci problemy poruszane w pracach [hab1]-[hab6] s¡
kontynuacj¡ pionierskich wyników Yora, Pitmana, Biane, Matsumoto i innych, którzy
zasªyn¦li z pomysªowego wykorzystania teorii procesów Bessla do odpowiedzi na cz¦-
sto trudne pytania dotycz¡ce zachowania si¦ funkcjonaªów ruchu Browna ([54], [55],
[15], [65], [64], [66], [67]). Poniewa» wiele zale»no±ci mi¦dzy rozkªadami funkcjonalów
caªkowych procesów Markowa ma charakter splotowy, wykorzystali±my i rozwin¦li±my
algebraiczny podej±cie do opisu splotów zapocz¡tkowane przez Lewa [47]. Okazuje
si¦, »e podejscie algebraiczne jest skuteczn¡ alternatyw¡ dla tradycyjnych analitycz-
nych metod. Przykªadem ilustruj¡cym zastosowania funkcjonaªów ruchu Browna w
kontek±cie modeli �nansowych jest problem wyceny opcji azjatyckich. Je±li B jest
ruchem Browna, a µ, σ s¡ staªymi, to funkcja wypªaty takiego instrumentu jest w
modelu Blacka-Scholesa postaci

Xt =
(1
t

∫ t

0

xeσBu+µudu−K
)+

, x > 0, K > 0.

Powszechnie wiadomo, »e wyznaczenie rozkªadu Xt jest trudnym zadaniem matema-
tycznym. Problem ten jest silnie zwi¡zany z rodzin¡ rozkªadów probabilistycznych
Hartmana-Watsona, które pojawiaja si¦ w wielu ró»nych problemach matematycz-
nych i �zycznych. Opis rozkªadów Hartmana-Watsona jest skomplikowany, a ich
funkcje g¦sto±ci maj¡ silnie oscyluj¡cy charakter skutecznie utrudniaj¡c podej±cie
numeryczne ([37], [49], [4], [15], [26], [27]). Jak si¦ jednak okazuje, lokalne wªasno±ci
rozkªadów HW, w poªaczeniu z wykorzystaniem zaawansowanych technik probabili-
stycznych, umo»liwiaj¡ znalezienie alternatywnego i ªatwiejszego ich opisu. W ko«cu,
wykorzystanie teorii czasu lokalnego oraz wycieczek procesów Markowa otwiera now¡
perspektyw¦ patrzenia na wªasno±ci funkcjonaªów caªkowych procesów Markowa. Po-
dej±cie wykorzystujace elementy teorii potencjaªu poªaczone z opisem funckjonaªu
bazuj¡cym na wykorzystaniu stowarzyszonego procesu punktowego pozwala na uzy-
skanie zupeªnie nowych informacji o badanym obiekcie. Na tym polu uzyskalismy
szereg nowych wyników.

3) Struktura opisu osi¡gni¦cia
Cykl prac wchodz¡cych w skªad osi¡gni¦cia habilitacyjnego opisuje rozkªady praw-
dopodobie«stwa i wªasno±ci trajektorii funkcjonaªów procesów Markowa wa»nych dla
zastosowa«, wykorzystaj¡c wybrane, zaawansowane techniki probabilistyczne i ele-
menty teorii równa« ró»niczkowych i caªkowych. W szczególno±ci wykorzystanie teorii
równa« caªkowych Volterry i teorii wycieczek procesów Markowa umo»liwiªy charak-
teryzacj¦ kilku skomplikowanych problemów. W±ród badanych zagadnie« znajduj¡
si¦:
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1) równania Volterry w algebrach splotowych i rozkªady pierwszego momentu doj±cia
dyfuzji,
2) opis rozkªadów Hartmana-Watsona oraz ich zaskakuj¡ce wªasno±ci,
3) analiza stochastyczna czasu lokalnego dyfuzji zadanych stochastycznym równaniem
ró»niczkowym, opis funkcjonaªów na przestrzeni funkcyjnej wycieczek i uogólnienie
równania Stroocka-Williamsa oraz charakteryzacja jednowymiarowych i dwuwymiaro-
wych rozkªadów czasu lokalnego dyzfuzji Itô-McKean, w tym opis rozkªadów procesu
wycieczek dyfuzji od hiperpªaszczyzny.

Kolejne punkty stanowi¡ szczegóªowy opis wymienionych osi¡gni¦¢.

1 Równania Volterry w algebrach splotowych i roz-

kªady pierwszego momentu doj±cia dyfuzji

Równania caªkowe Volterry odgrywaj¡ kluczow¡ rol¦ w wielu gaª¦ziach matematyki.
Ich rola jest zwi¡zana z formalnym zapisem tzw. efektu pami¦ci, gdy zale»no±¢ obiektu
od funkcji uwzgl¦dnia jej warto±ci z przeszªo±ci. Szczególnym zainteresowaniem ciesz¡
si¦ równania Volterry typu splotowego, gdzie wspomniana zale»no±¢ od historii mo-
delowana jest poprzez splatanie odpowiednich funkcji. Znaczenie rozwa»a« tego typu
wynika z zostosowa« tej teorii w modelach �zycznych, ekonomicznych, medycznych i
innych ([77], [25], [14], [31]).

W klasie funkcji lokalnie caªkowanych na R+ rozró»niamy dwa zasadnicze rodzaje
caªkowych równa« Volterry typu splotowego. Zaªó»my, »e f, g s¡ pewnymi zadanymi
funkcjami lokalnie caªkowalnymi na R+, a funkcj¦ szukan¡ oznaczymy przez y. Wów-
czas splotowe równanie caªkowe Volterry pierwszego rodzaju de�niujemy jako

f ∗ y = g, (1)

gdzie operacja ∗ oznacza splot funkcji f i g, czyli

f ∗ g(t) =
∫ t

0

f(s)g(t− s)ds, t ≥ 0.

Równanie caªkowe Volterry drugiego rodzaju jest postaci

y = f + g ∗ y. (2)

Analityczne sposoby rozwi¡zywania równa« drugiego rodzaju s¡ znane w literaturze
([7], [25], [31], [14], [74]). Oryginalnym podej±ciem do tematu równa« caªkowych Vol-
terry typu splotowego drugiego rodzaju jest algebraiczne podej±cie rozwini¦te przez
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Lewa [47]. Poniewa» algebraiczny opis dobrze pasuje do pewnych problemów proba-
bilistycznych, to podej±cie [47] staªo si¦ gªówn¡ inspiracj¡ pracy [hab1]. W podej±ciu
[47] rodzina funkcji lokalnie caªkowalnych na [0,∞) stanowi algebr¦ Banacha z od-
powiednio zadan¡ klas¡ póª-norm. Szczególn¡ rol¦ w tej algebrze odgrywaj¡ tzw.
elementy quasi-odwrotne: ka»demu elementowi f algebry odpowiada jednoznacznie
wyznaczony element f ‡ nale»¡cy do algebry i taki, »e

f + f ‡ = f ∗ f ‡.

Co wi¦cej, pokazuje si¦, »e f ‡ = −
∑

n≥1 f
∗n, gdzie pot¦gi splotowe de�niujemy reku-

rencyjnie

f ∗1 = f, f ∗n = f ∗ f ∗(n−1),

a szereg wyst¦puj¡cy w de�nicji f ‡ jest zawsze zbie»ny (Lemat 2, [47]).
Poj¦cie elementu quasi-odwrotnego peªni tutaj szczególn¡ rol¦, bo dzi¦ki niemu

otrzymujemy jawn¡ posta¢ rozwi¡zania Volterry drugiego rodzaju. Mianowicie, w
algebrze splotowej rozwi¡zanie równania (2) zawsze istnieje, jest wyznaczone jedno-
znacznie i zadane wzorem

y = f − f ∗ g‡,

(Twierdzenie 2, [47]). Metody rozwi¡zywania równa« pierwszego rodzaju znane wcze-
±niej z literatury, dotyczyªy tylko wybranych typów równa«. Uniwersalne metody roz-
wi¡zywania takich równa«, poza szczególnym przypadkiem, gdy równanie pierwszego
rodzaju mo»na sprowadzi¢ do równania drugiego rodzaju, nie zostaªo wypracowane
([7], [19], [68], [74]).

W pracy [hab1] zaproponowano algebraiczne podej±cie do splotowych równa« Vol-
terry pierwszego rodzaju, a dokªadniej mówi¡c, celem badawczym pracy byªo zna-
lezienie algebraicznych formuª opisuj¡cych rozwi¡zanie równania (1). W tym celu
wprowadzone zostaªo poj¦cie dekonwolucji. Niech A oznacza algebr¦ funkcji lokalnie
caªkowalnych na nieujemnej póªprostej. Niech A∗ = A \ {0}. Dla ustalonego ϕ ∈ A∗

powiemy, »e element f ∈ A∗ posiada ϕ-dekonwolucj¦, je±li istnieje h ∈ A takie, »e

f = ϕ ∗ h+ ϕ ∗ f − ϕ. (3)

Wówczas h nazywamy ϕ-dekonwolucj¡ funkcji f . Chocia» w pierwszej chwili waru-
nek (3) nie wydaje si¦ intuicyjny, to jego wprowadzenie wi¡»e si¦ z wyznaczaniem
elementów odwrotnych w algebrze splotowej rozszerzonej o element neutralny (takim
elementem jest delta Diraca w zerze, je±li odpowiednio zde�niujemy splot funkcji z
miar¡). Dla ustalonych f, g ∈ A∗, je±li funkcja y jest rozwi¡zaniem równania (1) to
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trójk¦ (y, f, g) nazywamy trójk¡ splotow¡. W pracy [hab1], dla ustalonego ϕ, wyzna-
czamy algebraiczn¡ posta¢ funkcjonaªu ϕ∗y. W rezultacie, je±li ϕ zostanie wybrane z
klasy j¡der dla których potra�my rozwi¡za¢ równanie ϕ ∗ y = f1, f1 ∈ A∗, to tym sa-
mym potra�my znale¹¢ posta¢ rozwi¡zania y. Dla ϕ ∈ A∗ klas¦ Hϕ de�niujemy jako
zbiór elementów g ∈ A takich, »e istnieje rozwi¡zanie dϕ(g) ∈ A równania ϕ ∗ d = g.
T¦ sytuacje opisuje poni»sze twierdzenie.

Twierdzenie 1.1. (Thm.1.3 [hab1]) Niech (y, f, g) ∈ (A∗)3 b¦dzie trójk¡ splotow¡, a

ϕ ∈ A∗ jest ustalone. Je±li h jest ϕ-dekonwolucj¡ f to

ϕ ∗ y = Sϕ(h, g), (4)

gdzie

Sϕ(h, g) = h‡ ∗ g − g − ϕ ∗ (h‡ ∗ g − g). (5)

Je±li dodatkowo Sϕ(h, e) ∈ Hϕ to

g = dϕ(Sϕ(h, e)). (6)

Aby zilustrowa¢ znaczenie ostatniego twierdzenia, podajemy w pracy konkretne
przykªady ϕ-dekonwolucji dla ϕ(t) = t oraz ϕ(t) =

√
t (dla takich j¡der, posta¢ dϕ

jest znana z [19]). Jednak»e, gªówna motywacja i wynik pracy [hab1] dotyczy al-
gebraicznych form rozwi¡zania (1) w kontek±cie probabilistycznym. Sci±lej mówi¡c,
koncntrujemy si¦ na pewnej klasie procesów Markowa nazywanych w literaturze dy-
fuzjami typu Itô-McKean [40], [69], [72], [73]. S¡ to procesy Markowa X o ci¡gªych
trajektoriach rozpatrywane w ogólnym kontek±cie, czyli gdy generator w sensie uogól-
nionym jest zadany przez stowarzyszon¡ z procesem funkcj¦ skali s i miar¦ pr¦dko±ci
m. Je±li oznaczymy generator procesuX przez G to dla dyfuzji Itô-McKean G = d

ds
d
dm

.
Zaªó»my, »e E ⊂ R oznacza przestrze« stanów X. Pierwszy moment doj±cia procesu
X do punktu a ∈ E to moment zatrzymania zde�niowany jako

σa = inf{t > 0 : Xt = a}. (7)

O ile dla ruchu Browna wyznaczenie rozkªadu σa jest klasycznym zadaniem, to w
przypadku innych dyfuzji, zadanie to staje si¦ du»o trudniejsze i byªo przedmiotem
intensywnych bada«. Dobrym przykªadem jest tutaj opis momentu doj±cia dla proce-
sów Bessela, rozwi¡zany za pomoc¡ zaawansowanej analizy zespolonej przez Hamana
i Matsumoto [34], [35]. Innym przykªadem mo»e by¢ badanie rozkªadu momentu doj-
±cia dla procesu Ornsteina-Uhlenbecka, znany wcze±niej w literaturze tylko w postaci
transformaty albo rozwini¦cia w szereg [2], [33], [73].
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Klasyczny wynik dotycz¡cy problemu opisania rozkªadu pierwszego doj±cia dyfu-
zji do punktu jest zwi¡zany z faktem, »e transformata Laplacea tego rozkªadu jest
rozwi¡zaniem problemu Cauchy'ego

Gψ − λψ = 0, λ > 0, (8)

z odpowiednio zadanymi warunkami brzegowymi, gdzie jak poprzednio, G oznacza ge-
nerator rozpatrywanej dyfuzji [44], [45], [11]. �ci±lej mówi¡c, transformata Laplacea
rozkªadu pierwszego doj±cia do y, gdy startujemy z x, wyra»a sie wzorem ψ(x,λ)

ψ(y,λ)
, gdzie

ψ jest rozwi¡zaniem (8). Kent i Bondesson [44], [45], [11] odkryli równolegle, »e roz-
kªady momentów pierwszego doj±cia s¡ niesko«czenie podzielne i nale»¡ do wspólnej
klasy rozkªadów nazwanych potem rozkªadami Bondessona. Jednak»e rozwi¡zanie
problemu (8) jest cz¦sto trudnym zadaniem, a dodatkow¡ trudno±ci¡ jest odwrócenie
uzyskanej transformaty Laplacea. Przestrze« stanów dyfuzji opisujemy za pomoc¡
przedziaªu (l, r), gdzie oba ko«ce mog¡ by¢ sko«czone lub nie. Je±li lewy koniec
przestrzeni stanów nie jest tak zwan¡ granic¡ naturaln¡ (czyli gdy odpowiednie caªki
po funkcji skali wzgledem miary predko±ci s¡ niesko«czone [10]), to rozwi¡zanie (8)
mo»na otrzyma¢ za pomoc¡ rozwini¦cia w szereg Sturm-Liouville. Wówczas, uzyskany
rozkªad ma reprezentacj¦ w postaci szeregu rozkªadów wykªadniczych [44]. Powy»szy
schemat nie dziaªa, gdy lewy koniec przestrzeni stanów jest granic¡ naturaln¡. Do-
brym przykªadem takiej sytuacji jest proces Bessela o dodatnim indeksie, gdy punkt
startu procesu le»y powy»ej warto±ci stanu, do którego proces ma doj±¢. Wówczas
transformata Laplaca jest ilorazem zmody�kowanych funkcji Bessela. Problem od-
wrócenia tej transformaty okazaª si¦ trudny i rozwi¡zany stosunkowo niedawno przez
Haman¦ i Matsumoto [34], [35] za pomoc¡ technik zaawansowanej analizy zespolonej.
W ogólno±ci, nie ma uniwersalnej metody rozwi¡zywania problemu (8), a nawet je-
±li ju» problem uda sie rozwi¡za¢, kolejnym wyzwaniem staje si¦ odzyskanie postaci
rozkªadu z transformaty Laplace.

Motywowani ch¦ci¡ wypracowania uniwersalnego podej±cia do badania rozkªadów
momentu pierwszego doj±cia, w pracy [hab1] przedstawiamy nowe, oryginalne podej-
±cie do tego tematu. Naturalnym punktem wyj±cia jest tutaj równanie caªkowe typu
splotowego Volterry pierwszego rodzaju. Przez pt(x, y) oznaczamy funkcj¦ g¦sto±ci
przej±cia wzgl¦dem miary pr¦dko±ci dyfuzji X. Wówczas pt(x, y) jest ci¡gªa wzgl¦dem
swoich argumentów oraz

Px(Xt ∈ A) =

∫
A

pt(x, y)m(dy),

gdzie A ⊂ E jest podzbiorem borelowskim przestrzeni stanów ([73, 1.2], [10, Chapter
II, p. 4]). Wiadomo równie», »e rozkªad momentu doj±cia σy dyfuzji Itô-McKean do
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punktu y ∈ E ma g¦sto±¢ gy,x wzgl¦dem Px, a odwzorowanie t 7→ gy,x(t) jest ci¡gªe.
Co wi¦cej, je±li przez Rλ oznaczymy funkcj¦ Greena dyfuzji X, tzn.

Rλ(x, y) =

∫ ∞

0

e−λtpt(x, y)dt, λ > 0,

to splotowe równanie Volterry dla g¦sto±ci momentu doj±cia uzyskujemy z to»samo±ci

Exe−λσy =
Rλ(x, y)

Rλ(y, y)
(9)

[73, (3)]. Po odwróceniu transformaty Laplace'a, otrzymujemy trójk¦ splotow¡

(p(y, y), gy,x, p(x, y)),

które jako funkcje argumentu t, speªniaj¡c¡ równanie

p(y, y) ∗ gy,x = p(x, y). (10)

Kluczem do otrzymania zasadniczego wyniku pracy [hab1] jest pewna szczególna ob-
serwacja. Otó» g¦sto±ci przej±cia pewnych dyfuzji p·(y, y) na diagonali, tzn. dla
równych argumentów x = y, maj¡ charakterystyczn¡ asymptotyczn¡ wªasno±¢. Dla
pewnych, ustalonych y ∈ E zauwa»amy, »e pt(y, y) ≈ c√

t
, gdy t jest asymptotycznie

bliskie 0 i staªej c > 0. Przykªadowo, dla ruchu Browna mamy pt(y, y) = 1
2
√
2π

√
t
dla

ka»dego y, dla ruchu Browna odbitego w punkcie y mamy pt(y, y) = 1√
2π

√
t
, dla pro-

cesu Bessela z indeksem γ oraz y > 0 mamy pt(y, y) ≈ y−2γ−1

2
√
2π

√
t
, a dla kwadratowego,

radialnego procesu Ornsteina-Uhlenbecka z parametrami γ, v > 0 oraz y > 0 mamy
pt(y, y) ≈ 2

√
γ

yv
√
2πt

. Formalnie:

De�nicja 1.2. Dla ustalonego y ∈ E mówimy, »e p·(y, y) speªnia hipotez¦ S, je±li ist-

nieje funkcja ξ(·, y) ∈ C1[0,∞) taka, »e pt(y, y) =
ξ(t,y)√

t
dla t > 0 oraz limt↓0 ξ(t, y) =

c > 0.

Dla procesów speªniajacych Hipotez¦ S otrzymujemy nast¦puj¡c¡ charakterystk¦
rozkªadów pierwszego doj±cia.

Twierdzenie 1.3. (Thm.2.3 [hab1]) Niech y ∈ E b¦dzie ustalone. Zaªó»my, »e

p·(y, y) speªnia hipotez¦ S. Niech ∆(t) = 1√
t
1(0,∞)(t). Wówczas ∆ ∗ p(y, y) ∈ C1[0,∞)

oraz dla ψ := 1
c π

(
∆ ∗ p(y, y)

)′
mamy ψ ∈ A oraz

(c π) ∗ gy,x = ∆ ∗ p(x, y)−
(
∆ ∗ p(x, y)

)
∗ (−ψ)‡. (11)
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Równo±¢ (11) oznacza, »e

Px(σy ≤ t) =
1

cπ

[(
∆ ∗ p(x, y)

)
(t)−

((
∆ ∗ p(x, y)

)
∗ (−ψ)‡

)
(t)

]
,

czyli znajdujemy algebraiczn¡ posta¢ dystrybuanty pierwszego doj±cia do punktu
dla dyfuzji X. Alternatywna charakterystyka funkcji gy,x, wykorzystuj¡ca poj¦cie
ϕ-dekonwolucji, jest nastepuj¡ca.

Twierdzenie 1.4. (Corr.2.5 [hab1]) Niech x, y ∈ E ustalone. Zaªó»my, »e p·(y, y)

speªnia hipotez¦ S, a p̄(y) jest zde�niowana jako

p̄t(y) = (∆ ∗ p(y, y))(t)− cπ, t > 0, oraz p̄0(y) = lim
t→0

p̄t(y). (12)

Niech ϕ ∈ A∗ oraz zaªó»my, »e istnieje rozwi¡zanie h ∈ A równania caªkowego typu

splotowego

h ∗ ϕ = p̄(y) + ϕ− p̄(y) ∗ ϕ. (13)

Wtedy

ϕ ∗ gy,x = h‡ ∗ e− e− ϕ ∗
(
h‡ ∗ e− e

)
(14)

dla e danego przez

e =
(
∆ ∗ p(y, y)

)
∗ (−ψ)‡, ψ =

1

c1

(
∆ ∗ p(y, y)

)′
, (15)

gdzie ∆(t) = 1√
t
1(0,∞)(t), c1 = cπ, a c jest staª¡ z hipotezy S.

W pracy [hab1] podajemy szereg przykªadów. W szczególno±ci, algebraiczny spo-
sób opisu rozkªadów pierwszego doj±cia do punktu dla procesów dyfuzji daje si¦ za-
stosowa¢ w problemach zwi¡zanych z procesami zabitymi i mostami. Takie podej±cie
stanowi alternatyw¦ dla metod opisnaych w pracach [65], [64], [66], [67].

Podczas prac nad algebraicznym podej±ciem do caªkowych równa« Volterry pierw-
szego rodzaju, rozwin¦li±my koncepcj¦ uogólnienia podej±cia [47] na przypadek dwu-
wymiarowy. Koncepcja zwi¡zana byªa z postaci¡ równania ró»niczkowo-caªkowego,
które speªnia dystrybuanta czasu lokalnego dyfuzji. Uogólnienie na przypadek dwu-
wymiarowy zrealizowali±my w pracy [hab2] w kontek±cie klasy równa« ró»niczko-
caªkowych postaci

∂Q(t, z)

∂z
= α(t, z)−

∫ t

0

β(t− u)Q(u, z)du, (t, z) ∈ (0, T )× (0, T ), (16)
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z warunkiem brzegowym Q(t, 0) = γ(t), gdzie T > 0, α, β, γ s¡ funkcjami lokalnie
caªkowalnymi na R+.

Aby rozwiaza¢ równanie (57) wprowadzamy algebr¦ bi-splotow¡. De�niujemy
operacj¦ ∆

(f∆g)(t, z) =

∫ t

0

∫ z

0

f(u,w)g(t− u, z − w)dudw, t, z ≥ 0,

i uogólniamy algebraiczn¡ konstrukcj¦ algebry splotowej w przypadku jednowymia-
rowym [47] na przypadek dwywymiarowy. Znamienne jest to, »e problem (57) jest
sformuªowany wyª¡cznie w j¦zyku splotów jednowymiarowych. Tzw. bi-sploty s¡ wy-
korzystane wyª¡cznie jako element techniki rozwi¡zania problemu i dowodu gªównego
twierdzenia [hab2].

Gªównym rezultatem [hab2] jest jawny wzór rozwi¡zania (57). Warte podkre±lenia
jest to, »e dzi¦ki naszej nowej metodzie, otrzymujemy rozwi¡zanie ogólnego problemu
postaci

ΓQ = α + β ∗Q, (17)

gdzie α, β s¡ zadanymi funkcjami, a Γ jest operatorem ró»niczkowym postaci

Γ =
n−1∑
i=0

λi
∂i

∂ti
, λi ∈ R, n ∈ N. (18)

Wyniki otrzymywane w tej teorii rzadko przyjmuj¡ posta¢ wzorów jawnych. Znane w
literaturze, rozwi¡zania metod¡ rozkªadu Adomiana, czy metod¡ iteracyjno-wariacyjn¡,
s¡ rozwiazaniami przybli»onymi, znajdowanymi numerycznie. Metoda transformaty
Laplacea wymaga na ko«cu jej odwrócenia, co wi¡»e si¦ zazwyczaj z kosztownym
problemem numerycznym. Przegl¡d metod rozwi¡zywania równa« tego typu mo»na
znale¹¢ w monogra�i Wazwaz [79] oraz pracach McLean [56], Mustapha oraz McLean
[60], [31], Fakhar-Izadi oraz Dehghan [25], czy Costarelli oraz Spigler [13].

W sformuªowaniu gªównego wyniku wykorzystujemy poj¦cie eksponenty splotowej.
Dla f ∈ A de�niujemy σ-skonczon¡ miar¦ E∗(f) na B(R+)

E∗(f)(D) = δ0(D) +

∫
D

∑
i≥1

f ∗i(t)

i!
dt, D ∈ B(R+), (19)

gdzie δ0 oznacza miar¦ Diraca w 0.



13 of 33

Twierdzenie 1.5. (Thm.2.1 [hab2]) Gdy T > 0 klasyczne rozwi¡zanie równania (57)

na (0, T )× (0, T ) z warunkiem brzegowym Q(t, 0) = γ(t), t ∈ (0, T ) jest dane wzorem

Q(t, z) = γ(t) +

∫ z

0

(
α(t, v)−

∫ t

0

β(t− u)γ(u)du
)
dv (20)

−
∫ z

0

∫ t

0

∫ v

0

g(t− s, v − w)
(
α(s, w)−

∫ s

0

β(s− r)γ(r)dr
)
dwdsdv

dla (t, z) ∈ (0, T )× (0, T ), gdzie

g(t, z) =

∫
[0,t]

β(t− u)E∗(−zβ(·))(du). (21)

Rozwi¡zanie problemu ogólnego (17) opisuje

Twierdzenie 1.6. (Thm.2.1 [hab2]) Niech n ∈ N, a αn, βn s¡ funkcjami lokalnie

caªkowalnymi na R2
+ oraz R+ odpowiednio. Dla T > 0 oraz (t, z) ∈ (0, T ) × (0, T ),

λi ∈ R, i = 0, . . . , n− 1 i operatora Λn danego (18), klasyczne rozwi¡zanie równania

ΛnQ(t, z) = αn(t, z)−
∫ t

0

βn(t− u)Q(u, z)du, (t, z) ∈ (0, T )× (0, T ) (22)

z warunkiem brzegowym Q(t, 0) = γ(t) for t ∈ (0, T ), jest dane wzorem

Q(t, z) = Q0

(
t, z, 1∗n ∗ αn(·, z), 1∗n ∗ βn +

n−2∑
i=0

λi ∗ 1∗(n−i−1) + λn−1

)
,

gdzie Q0 jest dane wzorem (20).

2 Rozkªady Hartmana-Watsona

Relacje typu splotowego odgrywaj¡ istotn¡ rol¦ w wielu ró»nych dziedzinach ma-
tematyki. W pracy [hab3] odkryte zostaªy nowe relacje splotowe dla szczególnej
funkcji wyst¦puj¡cej w opisie wa»nej klasy rozkªadów probabilistycznych - rozkªadów
Hartmana-Watsona (HW).

Zmienna losowa z rozkªadu HW z parametrem x > 0 jest zadana g¦sto±ci¡ η(t, x) =
u(t,x)
I0(x)

, t > 0, gdzie funkcj¦ u(·, x) zwykle de�niujemy poprzez jej zwi¡zek z transfor-
mat¡ Laplace zmody�kowanej funkcji Bessela Iλ, λ ∈ R,∫ ∞

0

e−
λ2

2
tu(t, x)dt = Iλ(x). (23)
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Rozkªady HW s¡ integraln¡ cz¦±ci¡ opisu rozkªadu ª¡cznego wektora (Bt, At),
gdzie B jest ruchem Browna, a At =

∫ t
0
e2Budu (dzi¦ki zastosowaniu twierdzenia

Girsanova mo»emy przej±¢ do badania analogicznego problemu z dryfem, gdy zamiast
Bt rozpatrujemy Bt + µt, µ ∈ R).

Rozkªady HW s¡ wa»ne w zastosowaniach �nansowych. Wmodelu Blacka-Scholesa
funkcjonaª At jest skªadow¡ wypªaty opcji azjatyckich i reprezentuje ±redni¡ cen¦ in-
strumentu bazowego ([26], [15], [51]). Instrumenty tego typu ciesz¡ si¦ du»¡ popular-
no±ci¡ na rynkach �nansowych i towarowych ([59]). Rezultat Matsumoto i Yora [54,
Thm. 4.1] daje posta¢ rozkªadu ª¡cznego (Bt, At)

P
(
At ∈ dy,Bt ∈ dx

)
=

1

y
exp

(
− 1 + e2x

2y

)
u
(
t,
ex

y

)
dydx, (24)

gdzie posta¢ funkcji u zostaªa wyprowadzona przez Yora [83]

u(t, x) =
xeπ

2/(2t)

√
2π3t

∫ ∞

0

e−
k2

2t
−x cosh(k) sinh(k) sin(πk/t)dk, x > 0. (25)

Jak zaobserwowali Barrieu, Rouault i Yor [4] oraz Bernhart i Mai [6], reprezentacja
(25) jest trudna w numerycznej implementacji. Powodem tego jest oscyluj¡cy cha-
rakter funkcji t 7→ u(t, x) dla warto±ci t bliskich 0. Problem okre±lenia warto±ci fukcji
u(·, ·) i jej znaczenie dla zastosowa«, zrodziªy potrzeb¦ poszukiwania alternatywnego
sposobu jej opisu ([27]).

Rozkªady z klasy HW s¡ zwi¡zane z wa»nymi dla statystyki rozkªadami typu von
Mises-Fisher. Wystepuj¡ równie» w reprezentacji funkcji charakterystycznej planar-
nego ruchu Browna, a tak»e pojawiaj¡ si¦ w enigmatyczny sposób w przeró»nych
problemach probabilistycznych ([36], [37]). Przykªadowo, w przypadku dyfuzji bed¡-
cej rozwi¡zaniem stochastycznego równania ró»niczkowego

dXt = XtdWt +X2
t

I1(Xt)

I0(Xt)
dt, X0 = x > 0, (26)

Kent [45] zaobserwowaª, »e moment eksplozji trajektorii X (czyli pierwszy moment
wyj±cia procesu z przestrzeni stanów) jest sko«czony prawie na pewno, a jego rozkªad
to rozkªad HW z parametrem x.

Pewne nowe podej±cie do opisu rozkªadu ª¡cznego wektora (Bt, At) zaproponowaª
Lyaso� [49], wskazuj¡c nowy typ caªkowych reprezentacji rozkªadów HW. W kon-
tek±cie potrzeby poszukiwania nowych formuª efektywnie opisuj¡cych rozkªady HW
zainspirowaªo nas to do dalszych bada« w tym kierunku. Praca [hab3] jest studium
po±wi¦conym badaniu nowych reprezentacji funkcji u. W szczególno±ci, du»a cz¦±¢
pracy opisuje formuªy spolotwe zwi¡zane z u i w konsekwencji prowadz¡ce do odkrycia
nowych wªasno±ci rozkªadów HW.
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W pierwszej kolejno±ci, wykorzystuj¡c zwi¡zki mi¦dzy funkcjami Bessela wypro-
wadzamy now¡ posta¢ transformaty Fouriera funkcji y 7→ u(t,y)

y
. Nast¦pnie, wyko-

rzystuj¡c posta¢ g¦sto±ci zmiennej At otrzyman¡ przez Alili i Grueta [1], znajdujemy
now¡, nieznan¡ dot¡d reprezentacj¦ funkcji u.

Twierdzenie 2.1. (Thm.3.7 [hab3]) Dla t, y > 0,

u(t, y) =
ye

π2

8t

√
2π3t

∫ ∞

0

cos
(
− xy +

π

2t
ln
(
x+

√
x2 + 1

))
×

× exp
(
−

(
ln
(
x+

√
x2 + 1

))2

2t

)
dx. (27)

Zaobserwowali±my zwi¡zek u(t, ·) z pewnym operatorem Tt zde�niowanym dla
α ≥ 1 na przestrzeni Gα funkcji mierzalnych na R+ i speªniaj¡cych warunek∫ ∞

0

e−αx

x
|g(x)|dx <∞.

Operator Tt : Gα → Gα jest postaci

Ttf(x) =
∫ x

0

f(y)

yt
K0(x− y)dy, x > 0,

gdzieK0 oznacza zmody�kowan¡ funkcj¦ Bessela. Okazuje si¦, »e dla ustalonego t > 0

funkcja x 7→ u(t, x) nale»y do Gα, a u(t, ·) jest punktem staªym operatora Tt.

Twierdzenie 2.2. (Thm.5.1 [hab3]) Dla t > 0 mamy

u(t, x) =
1

t

∫ x

0

K0(x− y)

y
u(t, y)dy, x > 0, (28)

tzn. Ttu(t, x) = u(t, x), x > 0.

Ten teoretyczny fakt, w poª¡czeniu z zastosowaniem teorii wycieczek procesów
Markowa, pozwala spojrze¢ na u z nieznanej dot¡d strony. Okazuje si¦, »e otrzymu-
jemy relacj¦ splotow¡ zmieniaj¡c¡ caªkowanie po czasie na caªkowanie po przestrzeni
stanów, czyli odpowiednik formuªy czasu przebywania dla czasu lokalnego.

Twierdzenie 2.3. (Thm.5.3 [hab3]) Dla t > 0, x > 0 zachodzi∫ x

0

I0(x− y)
u(t, y)

y
dy =

1√
2π

∫ t

0

1√
t− s

u(s, x)ds. (29)
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Kluczowym pomysªem w dowodzie ostatniego twierdzenia jest wykorzystanie tzw.
formuªy master teorii wycieczek ([69, Ch. XII]). Przez odpowiedni, losowy podziaª
trajektorii procesu Markowa otrzymujemy fragmenty trajektorii, które mo»emy da-
lej zanurzy¢ w odpowiednio wybranej przestrzeni funkcyjnej. Takie funkcje staj¡ si¦
warto±ciami tzw. procesu punktowego wycieczek, stowarzyszonego z wyj±ciowym pro-
cesem Markowa. Je±li proces jest rekurencyjny, to proces punktowy jest punktowym
procesem Poissona. Parametryzacja fragmentacji trajektorii odbywa sie za pomoc¡
czasu lokalnego, a ±ci±lej, za pomoc¡ subordynatora b¦d¡cego odwrotno±ci¡ czasu lo-
kalnego. Patrzymy na proces przez pryzmat wizyt trajektorii w okre±lonym stanie,
np. 0. Wiemy jak wygl¡da stochastyczna struktura dopeªnienia zbioru punktów, w
których proces jest równy 0. Takie dopeªnienie jest przeliczaln¡ sum¡ przedziaªów
otwartych (τs−, τs), gdzie τs oznacza odwrotno±¢ czasu lokalnego. Dzi¦ki formule ma-
ster, warto±¢ oczekiwan¡ funkcjonaªu

∫ t
0
e−λsf(Xs)ds mo»emy zapisa¢, z jednej strony

w j¦zyku teorii potencjaªu wykorzystuj¡c rozkªady pierwszego momentu doj±cia do
punktu, a z drugiej, w terminach procesu punktowego o warto±ciach w przestrzeni
funkcyjnej oraz wspomnianego czasu lokalnego. W tym drugim opisie nast¦puje swo-
isty podziaª na cz¦±¢ zwi¡zan¡ z przestrzeni¡ funkcyjn¡ i cz¦±¢ losow¡ opisan¡ przez
czas lokalny.

W konsekwencji, formuªa z Twierdzenia 2.3 prowadzi do nowego opisu funkcji u.
W tym celu, de�niujemy rodzin¦ funkcji

ϕt(x) = e−x
∫ t

0

1√
2πs

u(t− s, x)

x
ds, t > 0, x ≥ 0, (30)

oraz ϕ0 ≡ 0. Je±li zaªo»ymy, »e funkcja ϕt jest znana, mo»emy popatrzy¢ na (30)
jako na caªkowe równanie typu splotowego Abela wzgl¦dem u(·, x). Poniewa» znamy
posta¢ jego rozwi¡zania ( [19, Volterra integral equations 1.1.5]), u wyznaczamy jako

u(t, x) =

√
2

π
xex

∫ t

0

1√
t− s

∂ϕs(x)

∂s
ds. (31)

Zatem wida¢, »e dla nowego opisu funkcji u musimy scharakteryzowa¢ funkcj¦ ϕt(x).
Wykorzystuj¡c formuª¦ na zmian¦ z caªkowania po czasie na caªkowanie po przestrzeni
stanów (Twierdzenie 2.3), dowodzimy nast¦puj¡ce fakty.

Twierdzenie 2.4. (Thm.5.3 [hab3]) Dla t > 0 oraz λ ≥ 0,

P
(
cosh(Bt) ≤ 1 + λ

)
=

∫ ∞

0

(1− e−λx)ϕt(x)dx, (32)

gdzie B jest standardowym ruchem Browna. Co wi¦cej, funkcja x 7→ ϕt(x) jest g¦sto-

±ci¡ prawdopodobie«stwa i miar¡ Lévy'ego pewnego subordynatora.
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Wniosek 2.5. (Corr.5.4 [hab3]) Niech t > 0, a zmienna losowa ξt ma rozkªad z

g¦sto±ci¡ ϕt. Je±li ξt i rodzina rozkªadów wykªadniczych (ϵx)x>0, s¡ niezale»ne, to

cosh(Bt)
law
= 1 + ϵξt

law
= 1 +

ϵ1
ξt
,

oraz dla α > 0,

E(ξt)−α =
E
(
cosh(Bt)− 1

)α
Γ(α + 1)

.

Zaprezentujemy jeszcze jedn¡ konsekwencj¦ bada« nad rozkªadami HW z pracy
[hab3]. Jest ona istotna w kontek±cie poszukiwania nowych reprezentacji u, dla któ-
rych mo»na zastosowa¢ przybli»enia numeryczne. Niech

H1(t, y) = E
(
cos

(
− y sinh(Bt) +

π

2t
Bt

)
cosh(Bt)

)
,

H2(t, y) = E
(
e−y cosh(Bt) sinh(Bt) sin

(πBt

t

))
, y ≥ 0, t > 0.

Obie funkcje mog¡ by¢ ewaluowane w standardowy sposób metodami Monte Carlo.
Istotnym problemem, który powodowaª siln¡ oscylacj¦ u w s¡siedztwie 0 byª czynnik

e
π2

2t /
√
t, który szybko wzrasta dla coraz mniejszych warto±ci t. Dzi¦ki nowej repre-

zentacji u mo»emy ten kªopotliwy czynnik wyeliminowa¢.

Fakt 2.6. (Prop.3.11 [hab3]) Dla dowolnych t > 0, y ≥ 0,

u(t, y) =
y

2π

(H1(t, y))
4
3

(H2(t, y))
1
3

. (33)

Rezultaty równolegªego etapu bada« nad rozkªadami HW, w nieco innym kontek-
±cie w porównaniu do podej±cia [hab3], zaprezentowali±my w pracy [hab4]. Znaleziono
tam pewne zaskakuj¡ce wªasno±ci rozkªadów HW.

W pierwszej kolejno±ci, wprowadzamy zupeªnie now¡ klas¦ rozkªadów prawdo-
podobie«stwa, która jest silnie zwi¡zan¡ z rodzin¡ zmiennych losowych HW. Nowa
rodzina rozkªadów zostaªa nazwana rozkªadami K-Hartmana-Watsona (KHW).

De�nicja 2.7. Dla ustalonego t > 0 powiemy, »e ηt ma rozkªad KHW, je±li jest on

zadany g¦sto±ci¡

P
(
ηt ∈ dx

)
= 2K0(x)

u(t, x)

x
1(0,∞)(x)dx. (34)

Przez rozkªad typu GIG oznaczamy rozkªad z rodziny odwrotnych rozkªadów
gaussowskich. Badanie zwi¡zków rozkªadów HW oraz rozkªadu ª¡cznego (Bt, At)

z rozkªadami typu GIG byªy zanispirowane wynikami Matsumoto i Yora [52], [53].
Wykazali±my nast¦pujacy zwi¡zek z rozkªadami KHW.
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Twierdzenie 2.8. (Thm.4.4 [hab4]) Niech t > 0, a zmienna ηt ma rozkªad KHW i

jest niezale»na od rodziny (Gx)x>0 rozkªadów GIG z paramterami 1, x. Wówczas

(At, e
Bt)

law
= (Gηt , ηtGηt). (35)

Zauwa»my, »e zwi¡zek w ostatnim twierdzeniu pozwala wyrazi¢ rozkªad wektora
po lewej stronie (35) w postaci niezale»nych komponentów po prawej stronie.

W pracy [hab4] podajemy szereg innych zwi¡zków mi¦dzy rozkªadami HW i KHW,
ale jeden z nich jest szczególnie ciekawy. Pokótce go zaprezentujemy. Niech A ∈
B(R2

+), a dla x > 0 zde�niujmy hiperpªaszczyzn¦ Hx

Hx = {(y, z) ∈ R2
+ : z = yx}.

Dla A ∈ B(R2
+), niech H1

x(A) oznacza rzut A ∩Hx na pierwsz¡ wspóªrz¦dn¡

H1
x(A) = {θ > 0 : (θ, xθ) ∈ A ∩Hx}.

De�nicja 2.9. Dla α ∈ R i x > 0 de�niujemy rozkªad GIG z parametrami α, 1 i

x na hiperpªaszczy¹nie Hx, jako miar¦ skoncentrowan¡ na Hx tak¡, »e dla ka»dej

nieujemnej borelowskiej funkcji F na R2
+ oraz A ∈ B(R2

+)∫
A∩Hx

F (y, z)dµ̂α,1,x(y, z)

=

∫
H1

x(A)

F (θ, θx)
1

2Kα(x)
xαθα−1 exp

(
− 1

2θ
− x2θ

2

)
dθ.

Rozkªad ten oznaczamy przez µ̂α,1,x.

Okazuje si¦, »e ma miejsce intryguj¡cy zwi¡zek mi¦dzy opisywanym wy»ej rozkªa-
dem ª¡cznym (Bt, At), a abstrakcyjnym rozkªadem GIG na hiperpªaszczy¹nie. Rela-
cja ta nawi¡zuje swoim charakterem do oryginalnych wyników Hartmana i Watsona
[37] z tak¡ ró»nic¡, »e rozkªady dyfuzji opisywanych przez Hartmana i Watsona byªy
skoncentrowane na sferze o wymiarze b¦d¡cym liczb¡ naturaln¡.

Twierdzenie 2.10. (Thm.5.4 [hab4]) Niech α ∈ R, β ∈ R i t > 0. Niech ηt ma

rozkªad KHW, a µ̂α+β,1,x niech b¦dzie rozkªadem GIG na hiperpªaszczy¹nie Hx. Dla

ka»dej nieujemnej, borelowskiej funkcji F na R2
+ i ka»dego A ∈ B(R2

+) mamy∫
A

F (x, y)xαyβP
(
At ∈ dx, eBt ∈ dy

)
=

∫ ∞

0

ψα,β(x)
[ ∫

A∩Hx

F (y, z)dµ̂α+β,1,x(y, z)
]
P(ηt ∈ dx), (36)

gdzie ψα,β(x) = x−αKα+β(x)/K0(x) for x > 0.
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3 Sploty i teoria wycieczek dla dyfuzji

W tej sekcji zostan¡ omówione wyniki dotycz¡ce charakteryzacji rozkªadów funkcjo-
naªów dyfuzji. Wyniki pracy [hab5] dotycz¡ sytuacji, gdy badany proces jest dyfuzj¡
Itô, czyli gdy proces X jest semimartyngaªem zadanym przez stochastyczne równa-
nie ró»niczkowe (SDE). W pracy [hab6] badamy rozkªady funkcjonaªów caªkowych
w ogólniejszym przypadku dla tzw. regularnych dyfuzji, nazywanych w literaturze
równie» dyfuzjami Itô-McKean ([40], [69], [10]).

Zasadnicze wyniki obu prac [hab5], [hab6] otrzymane zostaªy z poª¡czenia trzech
technik: analizy stochastycznej dla czasu lokalnego, algebraicznego opisywania splo-
tów i wykorzystania teorii wycieczek procesów Markowa. O ile zarys wykorzystania
splotów i teorii wycieczek pojawiª si¦ ju» wcze±niej w kontek±cie pracy [hab3], to
analiza stochastyczna czasu lokalnego jest tutaj nowym elementem.

W pierwszej kolejno±ci przedstawimy wyniki pracy [hab5]. Rozwa»amy dyfuzje Itô
X o warto±ciach w E = [0,∞), które speªniaj¡ nast¦puj¡ce stochastyczne równanie
ró»niczkowe SDE

dXt = σ(Xt)dBt + µ(Xt)dt, (37)

gdzie B jest ruchem Browna wzgl¦dem Px oraz Px(X0 = x) = 1. Funkcje σ i µ
s¡ mierzalne i lokalnie ograniczone oraz speªniaj¡ okre±lone zaªó»enia sprecyzowane
dalej, tak by (37) miaªo rozwi¡zanie jednoznaczne w sensie rozkªadu ([17], [24], [38],
[43]).

Dalej zakªadamy, »e z prawdopodobie«stwem 1, trajektorie procesu X po doj±ciu
do 0 ∈ E natychmiat odbijaj¡ si¦, tzn. zbiór czasu przebywania trajektorii w stanie
{0} ma miar¦ Lebesguea równ¡ zero. Znanych jest wiele przykªadów procesów o
takich wªasno±ciach: ruch Browna (z dryfem) odbity od 0, kwadratowy proces Bessela
z indeksem µ ∈ (−1, 0) ([69, Ch. XI]), radialny proces Ornsteina-Uhlenbecka ([10,
App. I, 26]), dyfuzje Pearsona ([22]) i inne ([10], [40], [72]).

Oznaczmy przez MX klas¦ funkcji f ∈ C2(E) speªniaj¡cych warunek

Exf(Xt) = f(x) + Ex
∫ t

0

Gf(Xs)ds, t ≥ 0, x ∈ E, (38)

oraz takich, »e funkcja u : R+ × E → R zde�niowana wzorem

u(t, x) = Exf(Xt) (39)

jest klasy C1,2((0,∞) × E). Zaªo»enie to pozwoli nam wykorzysta¢ analiz¦ stocha-
styczn¡ i twierdzenie Feynmana-Kaca do opisu funkcjonaªów caªkowych czasu lokal-
nego X.
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Badania [hab5] zainspirowane zostaªy wynikami Peskira [62], który wykorzystaª
elementy analizy stochastycznej dla czasu lokalnego do wyprowadzenia probabilistycz-
nej reprezentacji rozwi¡zania równania Stroocka-Williamsa. Id¡c podobnym tropem,
w [hab5] rozwijamy swoisty rachunek dla czasu lokalnego, który �nalnie doprowa-
dza nas do zupeªnie nowych formuª splotowych opisuj¡cych rozkªady funkcjonaªów
caªkowych czasu lokalnego.

Twierdzenie 3.1. (Thm.3.3 [hab5]) Niech h b¦dzie funkcj¡ borelowsk¡, ograniczon¡

na [0,∞), h(0) = 1 oraz niech f ∈ MX b¦dzie ograniczona. Zaªó»my, »e X̃ jest

procesem niezale»nym od X oraz takim, »e X̃ ma wzgl¦dem Px taki sam rozkªad jak

X startuj¡cy z 0. Wtedy, dla dowolnego t > 0, zachodzi

Ex
∫ t

0

h(Ls)
[
Gf(Xs)− Gf(X̃t−s)

]
ds = Ex

∫ t

0

[
Gf(Xs)− Gf(X̃s)

]
ds, (40)

gdzie G oznacza generator X.

Dalej wykorzystujemy teori¦ wycieczek procesów Markowa [9], [69], [50], [73], [71].
W tym celu wprowadzamy przestrze« funkcji ci¡gªych u : [0,∞) → E i de�nuiujemy

R(u) = inf{t > 0 : u(t) = 0}.

Zakªadamy, »e 0 < R(u) ≤ ∞, u(0) = 0, u(v) > 0 dla v ∈ (0, R(u)) oraz u(t) = 0 dla
wszystkich t ≥ R(u). Niech δ : [0,∞) → E oznacza funkcj¦ to»samo±ciowo równ¡ 0.
Oznaczamy U δ przestrze« U ∪{δ} i rozszerzamy σ-ciaªo zbiorów cylindrycznych U do
U δ = σ(U , {δ}).

Fundamentaln¡ ide¡ teorii wycieczek jest wprowadzenie punktowego procesu wy-
cieczek (es)s>0 o warto±ciach w U δ. Proces (es)s>0 powstaje z podziaªu trajektorii
X na fragmenty mi¦dzy kolejnymi wizytami procesu w stanie 0, a nast¦pnie przez
odpowiednie zanurzenie tych fragmentów w przestrzeni funkcyjnej U δ. Przestrze«
wycieczek zanurzamy w przestrze« kanoniczn¡. Przez n(·) oznaczamy tzw. miar¦
charakterystyczn¡, która jest miar¡ intensywno±ci procesu punktowego ([9, Chapter
III]). Zwykle, gdy mówimy o procesie wycieczek w kontek±cie przestrzeni kanonicznej,
miar¦ n oznaczamy przez P̂.

W pracy [hab5] wykorzystujemy teori¦ wycieczek do opisu rozkªadów funkcjona-
ªów caªkowych czasu lokalnego. Przedmiotem naszych rozwa»a« s¡ dyfuzje zadane
stochastycznym równaniem ró»niczkowym. Je±li dyfuzja jest rekurencyjna, proces
wycieczek (es)s>0 jest punktowym procesem Poissona ([69, Chapter XII, Section 1]).
Podstawowym narz¦dziem u»ywanym w teorii wycieczek jest tzw. formuªa master.
Esencj¡ formuªy master jest rozdzielenie ¹ródªa losowo±ci rozpatrywanych obiektów
na cz¦±¢ opisan¡ przez punktowy proces Poissona wycieczek oraz cz¦±¢ zwi¡zan¡ z
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czasem lokalnym ([69], [9], [50], [73], [71]). Sformuªujemy poni»ej formuª¦ master dla
wycieczek procesu X od 0, czyli odpowiadaj¡c¡ zaªo»eniom pracy [hab5].

Twierdzenie 3.2. (Master Formula, Prop. 1.10, 2.6; Ch. XII [69]) Zaªó»my, »e

H jest nieujemnym, prognozowalnym procesem okre±lonyym na R+ × Ω × U δ oraz

znikaj¡cym we wszystkich punktach dla których es = δ ≡ 0. Niech τs = inf{t > 0 :

Lt > s} oznacza odwrotno±¢ czasu lokalnego, a zbiór losowy G (tzw. zbiór lewych

ko«ców przedziaªów wycieczek) jest zde�niowany przez

G = {τs− : τs− ̸= τs}.

Mamy wówczas

E
∑
τs−∈G

H(τs−(ω), ω, es(ω)) = E
∫ ∞

0

∫
U

H(t, ω, u)n(du)dLt. (41)

W pracy [hab5] zastosujemy formuª¦ master dla specjalnej klasy funkcjonaªów
caªkowych. Zamiast dzieli¢ trajektori¦ procesu, podzielimy losowo trajektori¦ takiego
funkcjonaªu. W tym celu rozwa»amy lokalnie caªkowaln¡ funkcj¦ a : [0,∞) → [0,∞),
a nast¦pnie na przestrzeni wycieczek U δ de�niujemy funkcjonaª

Fa(u) =

∫ R(u)

0

a(u(v))dv. (42)

Funkcjonaª odpowiadj¡cy (42), ale rozwa»any w przestrzeni kanonicznej, przyjmuje
posta¢

F̂a(x) = Ex
∫ σ

0

a(Xr)dr, x ∈ E, (43)

gdzie σ jest momentem pierwszego doj±cia dyfuzji X do stanu 0, czyli stanu pocz¡tku
i ko«ca wycieczki. Formuªa master poª¡czy ze sob¡ oba funkcjonaªy. Nasze podej±cie
wymaga pewnych technicznych zaªo»e« dotycz¡cych funkcji a i nazywamy je zaªo-
»eniami (A). W pracy [hab5] omawiamy w jaki sposób zwery�kowa¢ czy zaªo»enia
(A) s¡ speªnione. Powiemy dalej, »e AX ̸= ∅, gdy istnieje funkcja a, która speªnia
zaªo»enia typu (A). Przez X̂ oznaczamy proces w przestrzeni kanonicznej otrzymany
z X przez przypisanie mu warto±ci ∞ po pierwszym doj±ciu trajektorii X do stanu
0 (tak¡ konstrukcj¦ nazywa si¦ zabiciem procesu w 0). Mamy nast¦puj¡ce formuªy
splotowe dla czasu lokalnego, których dowód opiera si¦ na poª¡czeniu teorii wycieczek
i teorii algebry splotowej.

Twierdzenie 3.3. (Thm.4.4 [hab5]) Zaªó»my, »e AX ̸= ∅. Je±li h jest borelowska i

ograniczona, h(0) = 1, φ nale»y do algebry splotowej funkcji lokalnie caªkowalnych A,
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to (
1 ∗ E0

∫ ·

0

φ(· − u)h(Lu)dLu

)
(t) =

(
φ ∗ p(0, 0) ∗ E0h(L·)

)
(t), t > 0. (44)

Je±li H jest dodatnia i borelowska na (0,∞), to dla dowolnych t, x ≥ 0 i f ∈ MX :

E0H(Lt)f(Xt) = f(0)E0H(Lt) +

∫ t

0

(
E0H(Lu)

)(
E0Gf(Xt−u)

)
du. (45)

Co wi¦cej,

ExH(Lt)f(Xt) = H(0)Exf(X̂t) + Ex
(
1{t≥σ0}QH,f (t− σ0)

)
, (46)

gdzie QH,f (t) = E0H(Lt)f(Xt).

Uzyskana w ostatnim twierdzeniu formuªa splotowa ma liczne zastosowania. W
szczególno±ci pozwala uzyska¢ wzór na transformat¦ Laplace'a czasu lokalnego X

Exe−λLt = 1− Ex
[
1{σ≤t}

(
1 ∗

(
− λp·(0, 0)

)†)
(t− σ)

]
(47)

oraz formuª¦ opisuj¡c¡ momenty

E0L
m
t = m!

∫ t

0

(pu(0, 0))
∗mdu. (48)

Wzór na momenty czasu lokalnego dyfuzji zostaª uzyskany za pomoc¡ funkcji Greena
w [21]. Jak si¦ okazuje, w pracy [hab6] rozszerzymy opis rozkªadów czasu lokalnego
na przypadek ogólnych dyfuzji, niekoniecznie zadanych równaniem SDE. Molchanov,
Ostrovski [58] uzyskali jawn¡ posta¢ transformaty Laplace czasu lokalnego procesu
Bessela. W pracy [hab5] uzyskujemy znacznie wi¦cej. Je±li oznaczymy

gt(z)dz = P0(Lt ∈ dz),

formuªa splotowa pozwala wyprowadzi¢ nastepuj¡cy wzór

gt(z) =
2

πκ(µ)Γ(−µ)t−µ

∫ ∞

0

E−2µ(−w2) cos
( zw

κ(µ)Γ(−µ)t−µ
)
dw,

gdzie Ea oznacza funkcj¦ Mittag-Le�era z parametrem a.
Jednak najbardziej spektakularnym zastosowaniem splotowych formuª czasu lo-

kalnego w pracy [hab5] jest uogólnienie równania Stroocka-Williamsa. Problem ten
jest zgadnieniem Cauchy'ego postaci

∂u

∂t
= Gu, t > 0, x ≥ 0, (49)

u(0, x) = f(x), x ≥ 0;
∂u

∂x
(t, 0) = α

∂u

∂t
(t, 0), t > 0. (50)



23 of 33

W oryginalnej wersji problem dotyczyª ruchu Browna z dryfem, czyli gdy operator
drugiego rz¦du jest postaci G = 1

2
d2

dx2
+ µ d

dx
, a µ ∈ R jest staª¡. Problem okazaª si¦

trudny i rozwa»any byª w wielu pracach: Stroocka i Williamsa [75], [76], Williamsa i
Andrewsa [80], Panga i Stroocka [61] i wielu innych. Zasadnicza trudno±¢ zagadnienia
braªa si¦ st¡d, »e tradycyjna reprezentacja Feynmana-Kaca nie dziaªa dla wszystkich
warto±ci rozwa»anych parametrów. Innymi sªowy, rozwi¡zanie problemu nie zawsze
ma reprezentacj¦ w postaci warto±ci oczekiwanej funkcjonaªu zale»¡cego bezpo±rednio
od warto±ci procesu. Dopiero pi¦kny wynik Peskira [62] daª wyczerpuj¡c¡ odpowied¹
na postawione pytanie. Pomysª Peskira opieraª sie na wyprowadzeniu probabilistycz-
nej reprezentacji rozwi¡zania wykorzystuj¡cej w swej konstrukcji nie tylko proces,
ale równie» jego czas lokalny. Poniewa» w pracy [hab5] rozwin¦li±my analiz¦ stocha-
styczn¡ dla czasu lokalnego, wynik Peskira zainspirowaª nas do poszukiwania repre-
zentacji rozwi¡zania (49) wykorzystuj¡cej czas lokalny w przypadku innych postaci
operatora G. To co udaªo nam si¦ uzyska¢, to probabilistyczna reprezentacja roz-
wi¡zania problemu, gdy G jest generatorem dyfuzji Itô. Warto podkre±li¢, »e lokalne
wªasno±ci ruchu Browna wykorzystane przez Peskira [62] nie przeniosªy si¦ bezpo-
±rednio na przypadek ogólny i dopiero wykorzystanie formuª splotowych dla czasu
lokalnego przyniosªo zamierzony efekt. Rozwa»ali±my dwa przypadki.

W pierwszym trajektoria dyfuzji X po doj±ciu do 0, natychmiast si¦ od niego
odbijaªa. W takiej sytuacji wypracowali±my nastepuj¡c¡ reprezentacj¦ rozwi¡zania
zagadnienia.

Twierdzenie 3.4. (Thm.5.1 [hab5]) Zaªó»my, »e α > 0. Dla f ∈ C2
b (E) niech

Qα,f (t) := E0e
−αLtf(Xt) oraz zaªó»my, »e Qα,f ∈ C1[0,∞) oraz AX ̸= ∅. Rozwi¡zanie

(49)-(50) jest jedyne i ma reprezentacj¦ probabilistyczn¡

u(t, x) = Exe−αLtf(Xt)− α Ex
∫ t

0

e−αLr
(
Φ− 1 ∗ Φ− f(0)

)
(t− r)dLr, (51)

gdzie t, x ≥ 0 oraz p̂(t) = n(R > t), a Φ jest dane wzorem

Φ :=
1

α

(
p̂ ∗Q′

α,f

)
+Qα,f −

( 1

α

(
p̂ ∗Q′

α,f

)
+Qα,f

)
∗
(
− p̂

α

)‡
. (52)

W drugim przypadku opu±cili±my zaªo»enie o natychmiastowym odbiciu trajekto-
rii od 0. Wtedy proces zadany jest równaniem

dX̃t = 1{X̃t>0}σ(X̃t)dBt + 1{X̃t>0}µ(X̃t)dt, 1{X̃t=0}dt =
1

2ρ
dL̃t, (53)

gdzie L̃t oznacza czas lokalny procesu X̃ w punkcie 0, a ρ jest dodatni¡ staª¡ ([18],
[63]). Okazaªo si¦, »e mo»na skonstruowa¢ probabilistyczn¡ reprezentacj¦ rozwi¡zania
problemu (49) wykorzystuj¡c¡ proces X̃ i jego czas lokalny. Dla f ∈ C2

b , α > 0

de�niujemy Q̃α,f (t) := E0e
−αL̃tf(X̃t).
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Twierdzenie 3.5. (Thm.5.2 [hab5]) Przy zaªo»eniu, »e rozwi¡zanie (53) jest jedyne

wzgl¦dem rozkªadu, a funkcja Q̃α,f ∈ C1[0,∞), jednoznaczne rozwi¡zanie problemu

(49) jest postaci:

1. Dla 2αρ ̸= 1

u(t, x) = Exe−αL̃tf(X̃t) + α Ex
∫ t

0

(
κ Φ̃− 1 ∗ Φ̃− f(0)

)
(t− r)e−αL̃rdL̃r, t, x ≥ 0,

(54)

gdzie κ = 1− 1
2αρ

, a funkcja Φ jest zadana wzorem

Φ̃ =
1

κα

(
q̂ ∗ Q̃′

α,f

)
+

1

κ
Q̃α,f −

( 1

κα

(
q̂ ∗ Q̃′

α,f

)
+

1

κ
Q̃α,f

)
∗
(
− q̂

κα

)‡
. (55)

2. Dla 2αρ = 1 oraz γ′ ∈ A rozwi¡zanie jest postaci

u(t, x) = Exe−αL̃tf(X̃t) + α Ex
∫ t

0

(
Q̃α,f − Q̃α,f ∗ (−γ′)‡

)
(t− r)e−αL̃rdL̃r, t, x ≥ 0.

(56)

Czas lokalny peªni kluczowa rol¦ w opisie rozkªadów funkcjonaªów procesów Mar-
kowa, które niekoniecznie musz¡ by¢ zadane stochastycznym równaniem ró»niczko-
wym. W pracy [hab6] podj¦li±my si¦ zadania kompleksowego opisu rozkªadów czasu
lokalnego dyfuzji Itô-McKean. Jest to najbardziej ogólna klasa dyfuzji, to znaczy
procesów Markowa o ci¡gªych trajektoriach (w szczególno±ci dyfuzje Itô jest szcze-
gólnym przypadkiem dyfuzji Itô-McKean). Przypomnijmy, »e podstawowe wªasno±ci
tych procesów zostaªy omówione w punkcie I niniejszego opisu. W pracy [hab6] wy-
korzystali±my ogóln¡ teori¦ wycieczek [50], [28], [29], [30], [71], [78] oraz [81].

Zaczniemy od opisu rozkªadów jednowymiarowych. Niech X oznacza dyfuzj¦ Itô-
McKean o przestrzeni stanów [0,∞), dla której 0 jest punktem natychmiastowego
odbicia. Przez L oznaczamy proces czasu lokalnego X w 0. Oznaczamy Q(t, z) =

P0(Lt ≤ z) oraz

p(t) = pt(0, 0), p̂(t) = n(R > t), τt = inf{s > 0 : Ls > t},

gdzie pt(·, ·) jest funkcj¡ g¦sto±ci przej±cia X, a n(·) jest miar¡ charakterystyczn¡
procesu wycieczek. Udowodnili±my, »e Q jest rozwi¡zaniem równania

p ∗ ∂Q
∂z

+Q− 1 = 0. (57)

Twierdzenie 3.6. (Thm. 2.1 [hab6]) Funkcja Q jest jednoznacznym rozwi¡zaniem

równania (57) w klasie mierzalnych i ograniczonych funkcji F speªniaj¡cych warunki:
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i) dla ka»dego z ≥ 0, funkcja t 7→ F (t, z) jest ci¡gªa,

ii) dla t ≥ 0, funkcja z 7→ F (t, z) jest ró»niczkowalna w sposób ci¡gªy na (0,∞) oraz

F (t, 0) = 0,

iii) istnieje funkcja ψ taka, »e |∂F (t, z)/∂z| ≤ ψ(t) dla ka»dego z ≥ 0 oraz
∫∞
0
e−λtψ(t)dt <

∞ dla wszystkich λ > 0.

Przy niewielkich, dodatkowych zaªo»eniach, funkcj¦ Q mo»na rozwin¡¢ w szereg.
�ci±lej mówi¡c, oznaczamy ρt(dz) = P(Lt ∈ dz) i powiemy, »e p̂ zwi¡zana z X speªnia
zaªo»enia C, je±li

1. p̂ ∈ C1(0,∞) oraz p̂ ∗(n+1) ∈ Cn(0,∞) dla ka»dego n ∈ N.

2. Dla ka»dego z ≥ 0, funkcja

t 7→
∑
n≥1

(−z)n−1

(n− 1)!

∂n−1p̂ ∗n(t)

∂n−1t
(58)

jest lokalnie caªkowalna.

3. Dla ka»dego λ > 0,
∫∞
0
e−λt|p̂(t)|dt <∞.

Wtedy:

Twierdzenie 3.7. (Thm. 2.3 [hab6]) Przy zaªo»eniach C, mamy dla z ≥ 0 oraz t > 0

ρt(z) =
∑
n≥1

(−z)n−1

(n− 1)!

∂n−1p̂ ∗n(t)

∂n−1t
. (59)

Okazuje si¦, »e rozkªad czasu lokalnego mo»na opisa¢ wprowadzaj¡c poj¦cie eks-
ponenty splotowej. Dla funkcji lokalnie caªkowalnej f de�niujemy

E∗(f) = δ0 +
∑
i≥1

f ∗i

i!
. (60)

Dodatkowo J0(z) = (π)−1
∫ π
0
cos(z sin v)dv oraz wprowadzamy φ

φ(t, s) = 1 ∗ E∗(−tp)(s), t ≥ 0, s ≥ 0. (61)

Funkcja φ peªni specjaln¡ rol¦ dzi¦ki to»samo±ci∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−λsφ(t, s)dsdt =
1

λGλ(0, 0)
, λ > 0. (62)

W ogólno±ci, mamy



26 of 33

Twierdzenie 3.8. (Thm. 2.4 [hab6]) Niech λ > 0. Wówczas∫ ∞

0

e−λsρs(w)ds =
[ ∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−λsφ(t, s)J0(2
√
wt)dsdt

]
, (63)

gdzie J0 jest funkcj¡ Bessela z indeksem 0, a φ jest zadane (61). Co wi¦cej, je±li∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−λs|φ(t, s)|dsdt <∞, λ > 0, (64)

to dla w ∈ [0,∞)

ρs(w) =
(∫ ∞

0

J0
(
2
√
wt

)
φ(t, s)dt

)
. (65)

W kolejnych twierdzeniach podajemy opis rozkªadu ª¡cznego (Xt, Lt). W szczegól-
no±ci, udowodnili±my fakt uogólniaj¡cy opis momentów addytywnych funkcjonaªów
w terminach funkcji Greena, podany przez Fitzimmonsa i Pitmana.

Twierdzenie 3.9. Niech n ∈ N, a f niech b¦dzie funkcj¡ mierzaln¡ i ograniczon¡ na

E. Wtedy dla dowolnego t > 0,

E0L
n
t f(Xt) = n!

∫
E

f(z)
(∫ t

0

pt−u(0, z)(p·(0, 0))
∗n(u)du

)
m(dz). (66)

Wykorzystuj¡c teori¦ wycieczek wyprowadzili±my posta¢ rozkªadu ª¡cznego (Xt, Lt),
w szczególno±ci posta¢ funkcji g¦sto±ci przej±cia ostatniego wektora, jako procesu Mar-
kowa na E2. Oznaczamy Pτu(dz) = P0(τu ∈ dz).

Twierdzenie 3.10. Niech t > 0, x ∈ E. Wtedy∫ t

0

Px,0
(
Xs ∈ dz, Ls ∈ dv

)
ds =

(
gx,0(·) ∗ p·(0, z) ∗ ρ·(v)

)
(t) m(dz)dv. (67)

Funkcja g¦sto±ci przej±cia procesu Markowa (X,L), to znaczy,

pXt−s,Lt−s((x, l); (z, v))m(dz)dv := Px0,0
(
Xt ∈ dz, Lt ∈ dv|Xs = x, Ls = l

)
, x0 ∈ E,

ma posta¢

pXt−s,Lt−s((x, l); (z, v)) =
(
gz,0(·) ∗ gx,0(·) ∗ Pτv−l

(·)
)
(t− s), t ≥ s, v ≥ l. (68)

Wykorzystuj¡c ogóln¡ teori¦ wycieczek opisujemy rozkªad wycieczek dwuwymia-
rowego procesu Markowa X(1), X(2), gdzie wspóªrz¦dne s¡ niezale»nymi dyfuzjami
Itô-McKean, od hiperpªaszczyzny

H = {(x, y) ∈ [0,∞)× [0,∞) : y = 0}. (69)
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Burdzy [12] opisaª rozkªady wycieczek n-wymiarowego procesu Wienera od hiper-
pªaszczyzny {x ∈ Rn : x1 = 0}. My opisali±my rozkªady dla d = 2, ale w sytuacji,
gdy wspóªrz¦dne s¡ dowolnymi dyfuzjami Itô-McKean odbijajacymi si¦ od 0.

Zgodnie z opisem w monogra�i [9], poniewa» H jest zbiorem domkni¦tym, istniej¡
(P(x1,x2), A), gdzie P(x1,x2), (x1, x2) ∈ [0,∞) × [0,∞), jest rodzin¡ σ-sko«czonych
miar na przestrzeni funkcyjnej U , której elementy oznaczamy jako u = (u1, u2), a A
jest addytywnym funkcjonaªem, takie, »e dla wszystkich nieujemnych, prognozowal-
nych procesów Z oraz funkcji f znikaj¡cych na funkcjach to»samo±ciowo równych 0,
zachodzi ogólna wersja formuªy master

E0,0

∑
s∈G∩[0,t]

Zs(f ◦ θs) = E0,0

∫ t

0

ZuP(X
(1)
u ,X

(2)
u )(f)dAu, (70)

gdzie G oznacza zbiór lewych ko«ców przedziaªów wycieczek ([9], Ch.VII or [12]),
a funkcja (x1, x2) 7→ P(x1,x2)(f) =

∫
U
f(u)P(x1,x2)(du) jest mierzalna. W naszym

przypadku, proces A jest czasem lokalnym L(2) drugiej wspóªrz¦dnej X(2) w 0, a
G = {τ (2)s− : τ

(2)
s− ̸= τ

(2)
s }, dla τ (2)s b¦d¡cego odwrotno±ci¡ L(2). Przez p(1) oraz p(2)

oznaczamy g¦sto±ci przej±cia wzgl¦dem miary pr¦dko±ci odpowiednio dla obu wspóª-
rz¦dnych X(1), X(2).

Dla r > 0 oznaczamy przez ê(x1,x2)(r)(·, ·) rozkªad

ê(x1,x2)(r)(dz1, dz2) = P(x1,x2)(X̂(1)
r ∈ dz1, X̂

(2)
r ∈ dz2). (71)

Twierdzenie 3.11. Rozkªad wycieczek od hiperpªaszczyzny H speªnia to»samo±¢∫
E

(
ê(x1,0)(·)(dz1, dz2) ∗ ϕ(·, x1)

)
(t) m(1)(dx1)

=
(∫ t

0

p(1)r (0, z1)p
(2)
r (0, z2)dr

)
m(1)(dz1)m

(2)(dz2) (72)

dla prawie wszystkich t > 0 a.e., gdzie

ϕ(t, x1) = p
(1)
t (0, x1)

(∫ t

0

p(2)v (0, 0)dv
)
. (73)

Probabilistyczna wersja ostatniej to»samo±ci jest nast¦puj¡ca

Wniosek 3.12. Przy zaªo»eniach twierdzenia 3.11, formuªa (72) jest równowa»na∫ t

0

E0,0

(
ê
(X

(1)
t−r,0)

(r)(dz1, dz2) L
(2)
t−r

)
dr =

∫ t

0

P0,0(X
(1)
r ∈ dz1, X

(2)
r ∈ dz2)dr.

W pracy [hab 6] prezentujemy szereg innych konsekwencji zwi¡zanych z opisem
rozkªadu ª¡cznego (Xt, Lt) i ilustrujemy je przykªadami.
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