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Uogolnione dyfuzje i problemy odwrotne z zastosowaniami w
finansach 1 stochastycznych rownaniach rézniczkowych
czastkowych

Ponizej podam szczegdlowy opis naukowy czterech opublikowanych artykutéw wchodzacych w
sktad habilitacji, dwa o uog6lnionych dyfuzjach i ich odwrotnych problemach z zastosowaniem
w finansach i dwa o stochastycznych réwnaniach rézniczkowych czastkowych. Te artykuty to (w

kolejnosci prezentacji):

e John M. Noble ‘Time Homogeneous Diffusions with a Given Marginal at a Deterministic
Time’ Stochastic Processes and Applications vol. 123 (2013) no. 3 pp 675 - 718

e John M. Noble ‘Time Homogeneous Diffusion with Drift and Killing to Meet a Given
Marginal’ Stochastic Processes and their Applications 125 (2015), pp. 1500-1540

e John M. Noble ‘Lp Solutions for Stochastic Evolution Equation with Nonlinear Potential’
Studia Mathematica Studia Mathematica 264 (2) (2022), pp 181 - 240

e John M. Noble ‘Effect of Stochastic Perturbations for Front Propagation in Kolmogorov
Petrovskii Piscunov Equations’ Stochastic Processes and their Applications 128 no 10 (2018),
pp 3531-3557

Pierwsze dwa artykuly sa zwiazane z uogélnionymi dyfuzja i ich problemami odwrotnymi. Pier-
wsza praca przedstawia wynik o najwiekszym znaczeniu wérod przedstawionych (zawiera rozwigzanie
dos¢ dtugo otwartego problemu), podczas gdy druga jest artykutem uzupelniajacym, rozszerza-
jacym wczesniejsza metode tak, by stosowata sie do sytuacji z dryfem i zabijaniem procesu.

Uwzglednienie pola $mierci (killing field) wymagato znaczaco nowych technik.

Trzeci artykul, rozwigzania Lp dla ewolucji stochastycznej z nieliniowym potencjatem, jest matem-
atycznie najbardziej wymagajacy, podczas gdy czwarty przedstawia wyniki dotyczace stochasty-
cznego KPP.

Wszystkie te artykuly sg pracami jednego autora.

Dla kazdego z tych artykuléw podam krétkie podsumowanie wynikéw, motywacje i tto oraz

skréotowy opis dowodéw gtéwnych rezultatéw i uzytych technik matematycznych.

Trzy z tych artykulow ukazaly sie w czasopismie ,Stochastic Processes and their Applications”,
ktore Ministerstwo Nauki i Szkolnictwa Wyzszego ocenia na 100 punktéw, podczas gdy jeden
pojawil sie w opracowaniu ,Studia Mathematica”, ktore rowniez wyceniane jest na 100 punktow
przez MNiSW.



1 Time Homogeneous Diffusions with a Given Marginal at a De-
terministic Time Stochastic Processes and Applications vol. 123
(2013) no. 3 pp 675 - 718

To chyba najwazniejszy ze wspomnianych artykuléw; rozwigzywal dosé dtugo otwarty problem.

1.1 Wprowadzenie

W tym artykule rozwigzatem nastepujacy problem: majac rozktad prawdopodobieristwa p na R
taki, ze [ |z|u(dr) < +o0, z wartoscig oczekiwang oznaczong przez: e(u) := [p xp(dr), pytamy
czy istnieje uogolniona dyfuzja X w sensie Knighta [14] oraz Kotaniego i Watanabe [16] taka, ze
dla ustalonego t > 0, gdy Xo = eo(n), L(X;) = p, gdzie £ oznacza rozktad prawdopodobienstwa

zadanej zmiennej losowe;j.

1.2 Tlo

Ten sam wynik udowodnit Ekstrém, Hobson, Janson i Tysk [7], uzywajac zupeknie innych tech-
nik. Oni tez przyblizali rozktad docelowy za pomoca miar atomowych, ale odwotywali sie do
ogblnych wynikéw z topologii algebraicznej aby stwierdzié¢ istnienie procesu. Myéle, ze praw-
dopodobnie zakonczyli swoja prace miesigc wezedniej niz ja moja, jednak moi recenzenci, z pelna
znajomoscia tej drugiej pracy, jej tresci i tego, kiedy zostata napisana, okreslili moja jako ,nieza-
lezng i jednoczesna”; obaj recenzenci wskazali réwniez na fakt, ze zaprezentowane podejscia do

problemu byly zupetnie inne.

Problem konstrukcji uogélnionej dyfuzji z danym rozktadem o zwartym noéniku w niezaleznym
losowym czasie o rozktadzie wyktadniczym zostal w petni opisany przez Coxa, Hobsona i Obtdja
w [5]. Jest to o wiele tatwiejszy problem, poniewaz moze by¢ wyrazony jako odwracanie rezol-
wenty (ze wzgledu na wyktadniczy rozklad losowego czasu). Problem skonstruowania dyfuzji
martyngalowej, ktéra ma rozktad p w ustalonym czasie ¢, zostal rozwigzany przez Jianga i Tao

w [11] pod pewnymi warunkami dotyczqcymi gtadkosci.

W [22], Monroe konstruuje ogolny stabilny symetryczny proces 7z zadanym rozktadem brzegowym

w ustalonym czasie, ale nie wymaga, aby uzyskany proces byl martyngatem.

Metoda dowodowa, ktéra tutaj opracowalem, tylko dowodzi istnienia, moze jednak réwniez
stanowié¢ podstawe konstrukcji w interesujacych przypadkach, poniewaz kluczem do istnienia jest
pokazanie (w sytuacji dyskretnej), ze istnieje punkt, ktory spetnia uktad rownan wielomianowych,
a znane s3 dos§¢ wydajne metody numeryczne do lokalizowania rozwigzan takich uktadéw réwnan,

gdy oni sa wiadomo, ze te rozwiazania istnieja.



1.3 Motywacja

Temat procesu mocno-markowowskiego generowanego przez uogdlnione operatory rézniczkowe
Kreina-Fellera drugiego rzedu jest interesujacy sam w sobie. Doktadniej, odwrotny problem
obliczania ciagu m, wprowadzony przez Kreina [17], opracowany przez Kacsa i Kreina [12]), dla

. . . , . 2 .
ktorego rozwigzanie f parabolicznego rownania % = a?ngx z warunkiem poczatkowym s = 0

ma ustalone zachowanie przy s =t > 0 jest dtugotrwalym problemem, interesujacym z punktu

widzenia fizyki matematyczne;j.

W ostatnich latach zainteresowanie problemem byto bardzo duze; zostalo odnowione ze wzgledu
na zastosowania w dziedzinie modelowania rynkéw finansowych. Poniewaz jest to obecnie sita

napedowa tego problemu w zastosowaniach, pokrotce przedstawie motywacje finansows.

Ogodlng motywacja w finansach jest automatyzacja procesu wyceny i zarzadzania ryzykiem instru-
mentéw pochodnych. Bardziej szczegotowo, jest to problem ustalania cen szerokiej gamy opcji
europejskich, bioragc pod uwage aktualng cene rynkowa aktywéw bazowych i kwotowania opcji
rynkowych europejskich opcji kupna przy réznych cenach wykonania K dla terminu zapadalnogci
t lub, bardziej ogdlnie, kilku terminéw zapadalnodci. Tutaj omawiamy problem znajdowania pro-
cesu, ktéry spetnia pojedynczy usmiech zmiennosci, ale metode mozna stosunkowo tatwo rozsz-
erzy¢ by wykazaé istnienie odcinkowo jednorodnego procesu, ktéry spetnia podane usmiechy w
terminach zapadalnodci t1,...,%,,. Problem konstruowania procesu w celu utatwienia wyceny
opcji omawia Peter Carr w [4], ktory opracowuje odpowiedni model, znany jako model lokalnej
wariancyi gamima. Jest to problem o znaczeniu praktycznym; z wymienionych cen opcji, problem
wnioskowania cen opcji przy nienotowanych cenach wykonania i terminach zapadalnosci pojawia
sie zaréwno na gietdach, jak i pozagietldowych transakcjach. Problem okreslenia odpowiednich
danych wejsciowych dla modelu, dzieki ktéremu wynik jest zgodny z okreslonym zestawem cen

rynkowych, jest znany jako kalibracja.

Jednym z najprostszych przyktadéw procedury kalibracji jest obliczenie implikowanej zmiennosci
we wzorze Blacka—Scholesa. Na podstawie jednej ceny opcji, wejsciowa zmienno$é do modelu
Blacka—Scholesa jest obliczana tak, aby wycena byla zgodna z podana ceng rynkowa. Gdy
podanych jest kilka cen, kazda o innym terminie zapadalnodci, chwilowg zmiennos$¢ mozna uznaé
za kawaltkami stala funkcje czasu, ktéra zmienia sie przy kazdym terminie zapadalnosci opcji.
Kiedy bierze sie pod uwage r6zne ceny wykonania, kazda o tej samej zapadalnogci, usmiech
implikowanej zmiennosci utrudnia bezposrednie rozszerzenie modelu Blacka—Scholesa na radzenie

sobie z takim zestawem informacji.

Zasugerowano kilka sposobéw radzenia sobie z faktem, ze zmiennodé implikowana przy jednym
terminie zapadalnoéci nie jest stata jako funkcja ceny wykonania i istnieje wiele sposobéw na
skonstruowanie modelu, ktéry jest zgodny z danym zestawem cen opcji na rynku wolnym od
arbitrazu. Jedno takie podejscie mozna znalezé u Rubinsteina [30], ktory przedstawia dyskretny
model czasu, w ktorym proces cenowy jest procesem Markowa na siatce dwumianowej. Wersje

modelu Rubinsteina z ciagltymi czasem i przestrzenia stanéw mozna znalezé u Carra i Madana [3].



Madan i Yor [19] podaja alternatywny sposéb skonstruowania dyfuzji martyngatowej, ktora jest

zgodna z usmiechem zmiennosci.

Podejscie Petera Carra w [4] jest zasadniczo inne; wynikajacy z tego proces neutralny pod wzgle-
dem ryzyka dla ceny aktywoéw bazowych zestawu europejskich opcji stworzony by dostosowadé
sie do jednego uémiechu to jednorodny wzgledem czasu proces, ktory nie jest dyfuzja. Opiera
sie na bezdryfowej, jednorodnej dyfuzji, ktéra przebiega wedle niezaleznego zegara gamma. Oz-
nacza to, ze jesli X oznacza bezdryfowa, czasowo-jednorodng dyfuzje, to proces cen akcji S
jest okreslony przez S, = Xr,, gdzie I' jest niezaleznym subordynatorem gamma. Subordyna-
tor jest jednowymiarowym procesem Lévy’ego, ktory prawie na pewno rosnie; dla subordynatora
gamma, proces Lévy’ego jest procesem gamma. Zegar gamma jest znormalizowany, tak aby I'y
miato rozktad wyktadniczy, gdzie t jest terminem zapadalnodci opcji, ktérych ceny sa podane lub
obserwowane.

7

Problem ,dyfuzji osiagajacej zadany rozktad brzegowy” odnosi sie do sytuacji, w ktorej dla po-
jedynczego ustalonego terminu zapadalnosci t, ceny europejskiej opcji kupna (lub sprzedazy)
podane sa w calym zakresie cen wykupu K i pokazuje istnienie neutralnej wzgledem ryzyka
miary, przy ktoérej proces cen akcji ewoluuje zgodnie z dyfuzja martyngatows, gdzie rozktad w

crasie t zgadza sie z tym zdefiniowanym przez dane.

1.4 Zarys dowodu

Dowéd przebiega wedle pieciu krokdw, ktore nakreslitem we wstepie do artykutu. Twierdzenie o
punkcie stalym z kroku 2 jest sednem artykutu, wiecej szczegdtéw podam ponizej. Wspomniane
kroki to:

(a) Rozwazany jest czas dyskretny i skoriczona przestrzen stanow; przy takich zatozeniach po-
dane sg warunki przy ktérych istnieje odpowiedni taicuch Markowa o danym rozktadzie w
chwili zatrzymania w niezaleznym czasie geometrycznym (Twierdzenie 2.5, udowodnione w

rozdziale 3). Rozwiazanie, kiedy istnieje, jest jedyne, a konstrukcja jest jawna.

(b) Wynik ten jest nastepnie rozszerzany w celu ustalenia warunkow, przy ktorych istnieje
taiicuch Markowa z danym rozkltadem, gdy zatrzyma sie w niezaleznym czasie o ujemnym
rozktadzie dwumianowym. Wykorzystuje to fakt, ze zmienna ujemna dwumianowa jest suma
niezaleznych zmiennych o rozkladzie geometrycznym i uzywa twierdzenia o punkcie stalym
(Twierdzenie 2.6, udowodnione w rozdziale 4). Rozszerzenie od czasu geometrycznego do

ujemnego dwumianowego, udowodnione w sekcji 4, jest sednem artykutu.

(¢) Niezalezny czas 7 ~ NB(r,a) ma wartos¢ oczekiwanag E[r] = (17:1(1)' Niech (X}La))nzo
oznacza dyskretny taricuch taki, ze Xﬁa) ma okredlony rozktad koiicowy. Konstruujemy
kawalkami staly proces (Y;(a’d))tzg, gdzie Yé;,&) = X%, Niech T = 79, wtedy Yr}a’d) ma,

zadany rozktad. Parametry a 11 6 sg wybierane tak, ze

E[T] =ti Var(T) =2 (L +¢

rad
(1-a)

2%°0. Dla statego r, gdy § — 0, rozktad T zbiega

= t. Wynika z tego, ze
0—=0 42 r
) — 5



do Gamma(r, %), podczas gdy Y(@9) zbiega do procesu Markowa z czasem ciagtym Y™ na
dyskretnej przestrzeni stanéw, z zadanym rozktadem koricowym w niezaleznym czasie T' o

rozkladzie gamma (Twierdzenie 2.7, udowodnione w Sekcja 5.1).

(d) Nastepnie przechodzimy do granicy r — 4o0; T zbiega do t wg prawdopodobieristwa,
podczas gdy y () zbiega do procesu Markowa z czasem ciaglym na dyskretnej przestrzeni
stanéw z zadanym rozktadem koricowym w czasie t. (Twierdzenie 2.8, udowodnione w
rozdziale 5.2).

(e) Na koniec brana jest pod uwage dowolna przestrzen stanéw. Docelowa miara p jest aproksy-
mowana ciagiem atomowych miar p(, w ktérych waga kazdego atomu jest w prayblizeniu
waga atomu p w tym punkcie, jesli ta waga jest niezerowa, lub okoto 2%, w przeciwnym
wypadku. Miejsca atoméw definiuja skoniczona przestrzen stanéw i poprzednie wyniki uza-
sadniaja istnienie uogoélnionej dyfuzji Y (™ 7 rozktadem marginalnym 1™ w wyznaczonym
czasie t > 0. Przykltad pokazuje, jak taricuchy Markowa z czasem cigglym na skoriczonej
przestrzeni stanéw mozna opisa¢ jezykiem uogélnionych dyfuzji. Rozwazane jest duze n
i, poprzez branie podciagéw, pokazane jest, ze istnieje miara taricuchowa m i odpowiada-
jacy jej uogo6lniony proces dyfuzji, ktory ma rozktad kraiicowy g = limg,— 10 (™ w czasie
t > 0. To jest tres¢ twierdzenia 2.9, udowodnionego w rozdziatach 6 i 7; w pierwszym z nich

przygotowywany jest grunt do rozwazan ciagéw Kreina, w drugim za$ pojawia sie dowod

wyniku.
Twierdzenie o punkcie stalym Docelowa miara prawdopodobienistwa to p = (p1,...,pnm)
na przestrzeni stanow S = (i1,...,ip), gdzie —00 < i1 < ... < iy < +00. p ma wartosé

oczekiwanag eg(p) = E;Vil i5D;-
Zacznijmy od problemu znalezienia martyngatowego procesu Markowa X na S z czasem dyskret-
nym takiego, ze P(X, = i;) = pj;, gdzie T jest niezaleznym czasem losowym o rozktadzie geome-

trycznym:

pr(k) =(1—a)® k=0

Niech P oznacza macierz przejscia i niech ¢; = 1—P;; (tj. prawdopodobietistwo, ze proces zmienia
stan w chwili j). Poniewaz proces ma by¢ martyngatem, ktory skacze tylko do najblizszych
sasiadow, prawdopodobienistwa przejscia (Pj)res sa catkowicie wyznaczone przez gj. Niech [

oznacz indeks dla ktorego ;1 < eg < 7; oraz

(ij41—ij-1) Zi;ll(lj - Zk)Pk) 2<j<i-1

(ij41—15) (15 —15-1)
L(pd) = ity (S e —ippe) 1< <M =1 (1)

0 j=1 lub M

przyjmijmy ponadto



il e, MY, L(p,j)>0
0 L(p,j) =0

Twierdzenie 2.5 orzeka, ze istnieje jednoznaczne rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy

1
- —1 k) <1
ke{r?i),(M} (a ) Flo.k) <

i jest zadane przez

g=E-1)Fpj) jef2....M-1}
q1 = qm = 0.

To okazuje sie by¢ stosunkowo prostym rachunkiem.

Nastepnie koncentruje sie na trudniejszym problemie znalezienia martyngatowego procesu Markowa

z czasem dyskretnym takiego, ze P(X; = i;) = p;, gdzie

P(r — k) = (“;f; 1)(1 — o),

Jedli przez P oznaczymy macierz przejscia, to ze wzgledu na martyngatowosé, wielkodci q; =
1 — Pj; wyznaczajy macierz przejscia (gdy proces skacze tylko do najblizszych sasiadow, praw-
dopodobienstwa kazdego przej$cia sa okreslane tak, by proces byt martyngatem). Wtedy krotki

rachunek daje

P(X, = ik Xo = ij) = (1— @) (I — aP(q))5

Rozwazajac ujemny czas dwumianowy jako sume niezaleznych czaséw geometrycznych i ,odry-
wajac” jeden z nich mozemy dosta¢ (uwzgledniajac jawne rozwigzanie dla procesu zatrzymanego

w czasie geometrycznym )

4= { (-1 F((1—a) " p(I —aP(q))tj) jef2,....M—1} 0ij=1,M

Aby uzyska¢ tatwiejsza do analizy forme (z mniejszg liczba zmiennych), niech A = 2-¢q i zdefini-

ujmy N jako

Njj =1+ j=1...,M
Njj+1=—Njajjp1 j=1,..., M —1
Njj—1=—-XNjajj-1 j=2,....,.M

Njp=0 w przeciwnym przypadku



gdzie aj 1 = % lojjo1 = % Wtedy N(A) = (1—a)"1(1—aP(q)). Przez posta-
wienie h(b,\) = bN""1(\) (dla wektora wierszowego b), problem sprowadza sie do wykazania

istnienia A takiego, ze

A= F(h(p,N)).

Jest to twierdzenie o punkcie stalym, ktore uzywa twierdzenia Schaudera o punkcie statym. Po
pierwsze, h jest przeksztalcane w h(® aby zapewni¢ ograniczonosé, a tym samym rozwiazanie
zmodyfikowanego problemu punktu statego. Nastepnie bierzemy € \, 0; po pierwsze, pokazuje ze

) (€)

sup, max; )\5»6 < 400, a potem pokazuj¢ inf. min; )\j > 0. W ten sposob, biorac € N\, 0,

wykazujemy, ze istnieje punkt staly dla naszego problemu.

1.5 Otwarte problemy

Wydaje sie, ze mozna bezposrednio zastosowacé przedstawiong metode do docelowego rozktadu
prawdopodobienistwa p na R? dla d > 1. Metoda [7] jest wyraznie ograniczona do przypadku
d=1.

Glownymi nierozstrzygnietymi problemami otwartymi sa tutaj jednoznacznoéé (uzyte twierdzenie
o punkcie stalym bylo twierdzeniem Schaudera, ktore nie daje jednoznacznosci) oraz sposob na

skonstruowanie dyfuzji.

2 Time homogeneous diffusion with drift and killing to meet a
given marginal (Stochastic Processes and their Applications 125
(2015), pp. 1500-1540)

To jest artykul uzupekiajacy. Probowatem podazac¢ tymi samymi §ciezkami rozumowania, jednak
problem przejawit pewng liczbe nowych wyzwaii; na przyktad przy dryfowaniu i zabijaniu, prob-
lematyczny okazuje si¢ stan poczatkowy (a bez dryfowania i zabijania jest to po prostu wartosé
oczekiwana docelowej miary). Dryf jest niwelowany poprzez odpowiednia zmiane wspotrzednych;
wazne jest, by oczekiwana warto$¢ miary docelowej byta dobrze zdefiniowana we wspotrzednych
wolnych od dryfu. Ponadto, przechodzac od czasu dyskretnego do ciaglego, granice musza by¢
przyjmowane w taki sposéb, aby wartosci oczekiwane zbiegaly tak, ze graniczna miara predkosci

jest skoriczona i (stad) proces graniczny nie wygasa z prawdopodobienistwem 1.

2.1 'Wprowadzenie

Oczywiscie po wykazaniu, ze dla dowolnego podanego rozktadu brzegowego z dobrze zdefiniowana
wartoscig oczekiwang istnieje uogdlniona dyfuzja, ktére ma taki rozktad w danym momencie,

naturalnym pytaniem jest rozwazenie, czy to samo zachodzi w obecnosci dryfu i zabijania pol.
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Pytanie, czy moéj poprzedni artykut stanowit podstawe do takich badan zadat mi Peter Carr,
ktory pracowat dla banku Morgan Stanley w tamtym czasie i zapewnil mnie, ze ma to praktyczne
znaczenie w finansach. Podczas gdy ja pokazatem istnienie (przy zalozeniach stawianych na dryf
i pole zabijania), trudno jest stwierdzi¢, jak opracowa¢ konstrukcje z przedstawionego dowodu,

wiec praca (w obecnej formie) nie ma (jeszcze) praktycznego zastosowania.

W tym artykule udowodniono, ze dla kazdego rozktadu prawdopodobienistwa p na R, z zadanym

polem dryfu b : R — R oraz polem zabijania k : R — R ktore spelnia zatozenia postawione w

artykule i podanym czasie konicowym t > 0, istnieje cigg Kreina m, o € (0,1] ($cigle dodatnie),
0 oK

poczatkowy warunek xg € R i proces X z infinitezymalnym generatorem (%% +bg — %)

gdzie k = %—f taki, ze dla dowolnego zbioru borelowskiego B € B(R),

[P(Xt € B|X0 = {L‘Q) = Oz,U,(B)

Na poczatku mozna pokazaé, ze problem z dryfem, ale bez zabijania, moze by¢ rozstrzygniety po
prostej zmianie wspolrzednych, catkowicie na podstawie dowodu z poprzedniego artykuly (pod
pewnymi warunkami na dryf, aby zapewni¢, ze proces w nowych wspétrzednych ma dobrze zdefin-
iowang warto$¢ oczekiwana); problem bez pola zabijania (przy tych zalozeniach) staje sie zatem
wnioskiem z poprzedniego artykutu (z pewnymi dodatkowymi - juz zarysowanymi - trudnosciami

w pokazaniu zbieznosci).

Pole zabijania stwarza znaczne dodatkowe trudnosci i wymaga istotnie nowych technik. Przed-
stawione dowody prébuja nasladowaé¢ w jak najwickszym stopniu rozumowanie z poprzedniego
artykutu, jednak w kluczowych miejscach potrzebne sa istotnie nowe pomysty aby uwzgledni¢

pole zabijania.

2.2 Tlo i motywacja

Tto jest mniej wiecej to samo, co w poprzednim artykule. Odwrotny problem wyznaczania funkcji

a dla ktoérej rozwiazanie f réwnania parabolicznego

of 1 0? 0
Y a5 b —k
as ¢ <2 022 ox > /

gdzie poczatkowy warunek w s = 0 to rozktad Diraca f(0,x) = d5,(z) w punkcie zg € R i gdzie
zadany jest warunek koncowy f(t,z) dla s =t > 0, jest oczywidcie interesujacy sama w sobie.

Tutaj a jest rozumiane jako a(x) = m%(x), gdzie m jest ciggiem Krein.

Ogélny problem motywujacy w zakresie finanséw, cen i zarzadzania ryzykiem pochodnych pa-
pieréw warto§ciowych jest taki sam, jak poprzednio, patrz Carr i Nadtochiy w [4] (2014) oraz

model lokalnej wariancji gamma.

Dodatkowo w tym artykule dryf i zabijanie maja znaczenie, gdy ceny zaréwno numéraire jak i

zasobu s3 modelowane przez procesy stochastyczne. Kowariancja miedzy cena numeéraire i cena
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aktywow zmienia dryf procesu zdyskontowanej ceny aktywow, stad wymoég witaczenia dryfu b;
wlaczenie pola zabijania jest réwniez przydatne w tym kontekscie i rozszerza klase dostepnych

modeli, gdy numéraire nie jest wolny od ryzyka.

2.3 Wyniki i metoda dowodowa

Niech p bedzie miarg prawdopodobienistwa na R, b: R — R i k: R — R, zadanymi funkcjami
dryfu i zabijania. Okreslmy

~ b(x) x € suppt(p Jo.s y x>0
i) = W By = o ®)
0 x & suppt(p) f[x 0) dy <0
gdzie suppt(p) oznacza nosnik miary p. Niech
~ k(x) x € suppt(u To k(y)dy x>0
Fa) = W) gy = { Joat @
0 x & suppt(p) f[z 0) k(y)dy x <O.

Zalozenia dotyczace dryfu b, pola zabijania k i miary u Docelowa miara prawdopodobieristwa,
dryf i pole zabijania (u, b, k) spelniaja nastepujace warunki.
(a) B okreslone w (3) i K okreslone w (4) sa absolutnie ciagte wzgledem .
(b) Niech I_(z) = sup{y € suppt(u) N (—o0,z)} i niech Iy (x) = inf{y € suppt(u) N (z, +0)},
wtedy

L(x)+h
sup lim b(z)|dx < 1 5
suptin [ ) )
gdzie b jest okreslone przez (3).

(¢) Niech ¢: (0,1) — Ry oznacza funkcje okreslona przez:

(Ind) —(1-=)

Niech ~ spetnia:
1 i l+(x)+h '5 d
= 1 —suplim z)|dr | . 7
=5 (1l [ @) (™

Wymagane jest, aby (b, 1) spelniato:

00 ovz
/ ( / eF“’y)dy) u(dz) < +00 )
—00 0Nz

gdzie
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F(by) =2 (/OOZZ/ ‘E(ﬂf)‘ dx + c(7) on) sup o y)”z:l { </ti+1 !g(x)|dx>2}> (9)
A t:(0AY)=to<...<tn=(0Vy) ;0 t

ib jest zdefiniowane przez (3). Tutaj maksimum jest brane po ciagach o dlugosci n dla
wszystkich n € N. Okazuje sie, ze jest to wystarczajacy warunek aby zapewnieni¢, ze

oczekiwana wartos¢ procesu we wspoétrzednych bez dryfu jest dobrze zdefiniowana.

(d) limy—st400 %—I:(az) =0.
Niech zy = sup{z € suppt(p)} i z— = inf{x € suppt(p)}. Wtedy %—f(m) jest zdefiniowany
jakoOdlaz > zy iz < z_.

W dowodzie sprowadzamy problem do ,wspoétrzednych bez dryfu”. W zalozeniu 3. zapewniamy,
ze we wspotrzednych wolnych od dryfu proces ma dobrze zdefiniowang warto$¢ oczekiwana, aby
umozliwi¢ wykorzystanie technik z poprzedniego artykulu. Punkt 4., zalozenie dotyczace pola
zabijania, ma zapewnié, ze biorac ciag rozwigzan dyskretnych probleméw, proces graniczny nie
wygasa z prawdopodobieristwem 1.

W artykule dowiedziono, ze jesli (u, b, k) spelniaja te zatozenia, to istnieje miara taricuchowa m,
a € (0,1] i zo € R takie, ze

1 92 0B oK

29maz T am’™ T am (10)

gdzie V,, jest zdefiniowanym nizej operatorem gradientu, ktory jest infinitezymalnym genera-

torem procesu X spelniajacego

P(X, € B|Xo = 20, X, ¢ {D}) = u(B) VB € B(R).

Tutaj D to stan cmentarny, X; € {D} oznacza, ze proces zostal zabity do czasu ¢ i

a:=1-P(X;e{D})>0.
Operator gradientu V,, jest zdefiniowany w nastepujacy sposéb. Niech z_ = inf{zx € R|z €

suppt(m)} i z4 = sup{z € R|x € suppt(m)}. Dla z € (2_, z4), okreslmy:

xy, = liminf o{y > = + €|y € suppt(m)}
Tms(z) = limsup o{y < z — €[y € suppt(m)}

a dla funkcji testowych, gdzie jest dobrze zdefiniowany, operator V,, jest zdefiniowany jako:

me(ar)z{ o S e T (3 2)

0 inne

13



Jedli t jest zastapiony przez czas wyktadniczy, a, zg i m sa jednoznacznie wyznaczone, i dana jest

jawna konstrukcja. Jesli ¢ jest czasem deterministycznym, wykazane jest tylko istnienie, chociaz

metoda dowodu moze wskazywaé na to, jak konstruowaé przyblizenia.

Uwagi do hipotezy

(a)
(b)

Dla v zdefiniowanego przez (7), z (5) wynika, ze v > 0 (gdzie nieréwnosé jest ostra).

Dla z € (0,1) rozwiniecie w szereg potegowy daje:

logiz—log(l—(l—x))zzu
x =
wiec
= (I—z)
c(m)—jz(:)j+2 )

Zatem w zakresie z € (0, 1), limy ¢(z) = 1, ¢(z) maleje wzgledem 2 i limyo ¢(x) = +o0.
Stosunkowo prostym problemem jest wykazanie istnienia miary m, dajacej a > 0 i proces z
generatorem infinitezymalnym
1 92 OB
——— 4+ —V | -k 11
<28m8x+8m m) (11)

dla danego dryfu b i pola zabijania k, o rozktadzie

P(X,e{D})=1-a<1 P(X,cA)=aud) VAcBR),

gdzie 7 to czas koricowy, u to zadana miara, D oznacza stan cmentarny, a {X, € {D}}
oznacza, ze proces zostal zabity do czasu 7. W przypadku omawianym w tym artykule, z
podobnymi dowodami, wystepuje jednoznacznod¢ i jawna konstrukcja, gdy zatrzymujemy
si¢ po niezaleznym czasie geometrycznym / wyktadniczym. Szukajac procesu z generatorem
zadanym przez (11), zalozenie o polu zabijania k moze by¢ rozluznione; Czesé¢ 4d zatozen
jest nieistotna dla tego problemu, poniewaz jest zwigzana tylko z zapewnieniem, ze granica
proceséw na zatomizowanych przestrzeniach stanéw nie zanika z prawdopodobieristwo 1 do
czasu konczacego dla generatora danego przez (10). Ten problem rozwiazuje sie bez tego

zalozenia dla generatora podanego przez (11).

Dowéd sktada sie z czterech krokéw opisanych ponizej. Schemat jest ten sam, co w poprzednim

artykule, ale znaczaco nowe podejicie jest potrzebne w 1. Pewna modyfikacja twierdzenia o

punkcie stalym jest potrzebna do rozwiazania 2. Dla 3. techniki sa podobne jak w poprzednim

artykule.

W przypadku 4. graniczna procedura uwzglednia wskazane dwie nowe kwestie; zatozenia doty-

czace dryfu aby zapewnié, ze proces we wspotrzednych bez dryfu ma dobrze zdefiniowang wartosé
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oczekiwana; rowniez konieczne jest wykazanie, ze granica oczekiwanych wartosci to oczekiwana
wartosé granicy. Zatozenie dotyczace pola zabijania k jest konieczne, aby prawdopodobieristwo,

ze proces zostat zabity do czasu koricowego nie zbiegato do 1 przy braniu granicy.

a) Rozwazany jest czas dyskretny i skoficzona przestrzen standéw; przedstawione sa warunki
Y] y y a

przy ktoérych istnieje odpowiedni tancuch Markowa o danym rozkladzie w niezaleznym,

geometrycznym czasie. Rozwigzanie, jesli istnieje, jest jednoznaczne, a konstrukcja jest

jawna.

(b) Analiza ta jest nastepnie rozszerzana w celu ustalenia warunkow, przy ktorych istnieje
tanicuch Markowa z danym rozktadem po zatrzymaniu w niezaleznym, ujemnym czasie dwu-
mianowym. Wykorzystywany jest fakt (jak z poprzednim artykule), ze ujemna zmienna
dwumianowa jest suma niezaleznych zmiennych geometrycznych i uzywa sie twierdzenia o

punkcie statym.

(¢) Dalej brane sa granice ujemnych czasow dwumianowych przy zmniejszaniu siatki czasowej
w celu uzyskania czasu z rozktadem Gamma, jak w poprzednim artykule. Nastepnie brane
sy granice w celu uzyskania deterministycznego czasu. Argumenty sg podobne do tych z
poprzedniego artykutu, przy czym dodatkowo nalezy dba¢ o to, aby graniczny proces nie

wygasal z prawdopodobieristwem 1.

(d) Na koniec brana jest pod uwage dowolna przestrzen stanéw. Jak w poprzednim artykule,
docelowa miara jest przyblizana przez ciagg miar atomowych. Dryf jest niwelowany poprzez
zmiane wspoéhrzednych, po czym rozwazany jest cigg miar atomowych w przeksztatconych

wspétrzednych. Problem zabijania jest rozwiazany przez rozwazenie

e procesu bez zabijania,

e warunkowego rozkladu czasu u$miercenia.

W obu sytuacjach mamy zbiezno$é, jednak druga z nich wymaga zupetnie nowych rozwazan;
ten problem nie wystepowal bez pola zabijania. Trudnos¢ polega na zapewnieniu, ze
wspotezynnik dyfuzji nie zbiega do nieskoriczonosci i prawdopodobienistwo, ze proces zostal

zabity nie zbiega do 1 w branej granicy. Dowdd wymaga zatozenia 4d.

2.4 Metody dowodu

Na poczatku rozwazany jest dyskretny problem z M stanami —oco < i1 < ... < iy < +00. Dryfy
(bj)j]\il sa uwzglednione; wpltywaja one na prawdopodobieristwo skoku w lewo lub w prawo przy
opuszczaniu stanu, patrz rownanie (16). Oczywiscie, zatozenie 2.2 (nier6wnosé (15)) na pole dryfu

w sytuacji dyskretnej jest konieczne, aby wielkosci g; ;1 1 g; j4+1 byly prawdopodobienstwami.

Rownanie (14) przeksztalca pole zabijania k; na wspotczynniki zabijania Ej, ktére dadzg odpowied-
nie wyrazenie po umieszczeniu w infinitezymalnym generatorze; uzasadnia to Lemat 2.5 (wyraze-

nie na infinitezymalny generator podane na koncu sformutowania lematu).
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Dla dyskretnego problemu z M stanami i; < ... < ips, dodajemy stan cmentarny D, ktéremu
nadajemy numer M + 1. Nastepnie definiujemy macierz przejscia P dla dhugosci kroku cza-
sowego h, A\;j intensywno$¢ pozostanie w j-tym stanie gdzie, pod warunkiem opuszczenia i; czastka
umiera z prawdopodobienistwem %j. Pod warunkiem pozostania przy zyciu, skacze do ;411 z
prawdopodobienstwem ¢; ;41 lub do i;_1 z prawdopodobiefstwem g; ;1. Biorgc h \, 0, © z
definicji 2.4 to intensywnoé¢ tancucha Markowa z czasem ciagglym; lemat 2.5, z podana definicja
a; pokazuje, ze w ten sposob zdefiniowany przez © lancuch Markowa z czasem ciggtym ma

generator infinitezymalny poprawnej postaci.

W sekeji 3 pokazane jest, jak problem z dryfem (bez zabijania) moze zostaé przeksztatcony przez
odpowiednia zmiane wspotrzednych w bezdryfowy problem z poprzedniego artykutu. Takie przek-
sztalcenia nie sg wyznaczone jednoznacznie; transformacja jest przeprowadzona w taki sposob, ze
gdy miara docelowa p jest przyblizona przez miary atomowe p(V) takie, ze uN) — i, przestrzenie

stan6w probleméw zdyskretyzowanych réwniez zbiegaja.

Wryniki sformutowane sg w sekcji 5, natomiast dowdd z dryfem, ale bez zabijania podano w sekcji
6. Dla dyskretnego problemu ze skonczona przestrzenia stanéw, problem byl zredukowany do
poprzedniego artykutu (bez dryfu lub zabijania). Trudno$¢ stanowi branie granicy. Po pierwsze,

)

Lemat 6.1 pokazuje ze przy (8) z zalozenia, supy Zj\g kN, j \pg-N < 400 gdzie dyskretny prob-

lem na poziomie N ma My stanow, zdyskretyzowana miara docelowa to p(™) | a zdyskretyzowana

Mpn

przestrzen stanoéw to (”N,j)jzl)- Po drugie, Lemat 6.2 pokazuje, ze dla wyboru wspétrzednych

wolnych od dryfu, funkcje kawatkami liniowe ry(x), takie, ze kn(in) = knj, gdzie (zN])]]ViI{
oznacza przestrzen stanéw dla problemu w ,oryginalnych” wspotrzednych, zbiegaja do funkcji
k(zx). To byt (oczywiscie) caly sens wyboru wspoétrzednych wolnych od dryfu. Pozostata czesc
sekecji 6 uzasadnia zbieznosé proceséw we wspoétrzednych bez dryfu i jak mozna to przeksztal-
cié¢ z powrotem w zbieznosé procesow w oryginalnych wspotrzednych do procesu z poprawnym

infinitezymalnym generatorem.

Motywacja do Sekeji 4: nalezy przypomnie¢ sobie (z poprzedniego artykutu), ze rozwigzanie dla

czasu geometrycznego Geom(a) spelnia:

(rownanie (9) w poprzednim artykule) i to samo jest prawdziwe w tym przypadku, z P zasta-

pionym przez P (Rownanie (17) Definicja 2.3). Krok czasowy zostal zdefiniowany jako h i

_t_
t+h

ktérym nalezy pamietaé. Réwnanie pelniace te sama role w sytuacji z zabijaniem podano jako

a = tak, ze E[r] = t, gdzie 7 ~ Geom(a). Ponadto istnieje réwniez stan cmentarny, o

(60) (Lemat 7.4). Tutaj, podczas gdy p (prawdopodobienistwo docelowe, uwarunkowane przezy-

ciem) jest okreslone, wartos¢ 1 — a (prawdopodobieristwo stanu cmentarnego) wynika z obliczen,

podczas gdy p = ap.
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Wraz z wprowadzeniem zabijania, funkcja G zdefiniowana w sekcji 4 (rownanie (26)) odgrywa te

sama, role co F podane w (2) z poprzedniego artykulu.

Problem trafienia w zadany rozktad docelowy po zatrzymaniu w niezaleznym czasie geome-
trycznym (czas dyskretny) lub czasie wyktadniczym (czas ciagly) jest sformutowany jako Twierdze-
nie 5.1, w sekcji 8 znajduje sie dowod, ktoérego kluczowe fragmenty opieraja sie na Lemacie 7.4. W
tym wypadku mamy jednoznaczne rozwiazanie, a wartos¢ a € (0, 1), czyli prawdopodobieristwo,

ze proces jest wciaz zywy w 7, jest wyznaczona jednoznacznie.

Sekcja 5 przedstawia glowne wyniki; Czasy geometryczne/wyktadnicze, Ujemne czasy dwumi-

anowe/ Gamma, czas deterministyczny.

Po ustaleniach z sekcji 7, dowody przebiegaja juz tatwiej. W sekcji 8, po znalezieniu analogicznych
wielkosci, dowod dla czasow geometrycznych /wyktadniczych jest bezposredni. Sekcja 9 podaje
twierdzenie o punkcie staltym, ktére uzasadniane jest w podobny sposéb, chociaz nalezy zachowaé
ostroznosé, poniewaz w stanach 41 i )7, proces nadal podlega zabijaniu.

Wreszcie w sekcji 10 przechodzi sie do granicy. Dodatkowym problemem jest to, ze nalezy ustalié¢,

(N)

iz dla ciagu miar tancuchowych m®) | nie ma podciagu dla ktorego mNi) — 0, co odpowiadatoby

procesowi dochodzenia do stanu cmentarnego z prawdopodobieristwem 1. Jest to rola zalozenia
1.1 czed¢ 4, ktoére zapewnia, ze tak sie nie stanie. To zalozenie jest niezbedne; w przeciwnym

razie mozemy wystaé proces do stanu cmentarnego po prostu przyspieszajac go.

2.5 Otwarte problemy

Podobnie jak w poprzednim artykule, powinno by¢ mozliwe rozszerzenie do osiagniecia miary
docelowej na R? dla d > 2. Interesujace jest réwniez pytanie, czy istnieje jedyny generator
proponowanego typu, a takze konstrukcja tego generatora; konstrukcja bylaby tatwiejsza, gdyby

wystepowalta jednoznacznoscé.

3 Lp Solutions for Stochastic Evolution Equation with Nonlinear
Potential Studia Mathematica (2022) 264 (2) pp 181 - 240

7 czterech przedstawionych artykutéw ten prawdopodobnie zawiera najwiecej innowacji w zakre-

sie zestawu narzedzi matematycznych i jego zastosowan.

3.1 Wprowadzenie

Ten artykut dotyczy stochastycznego réwnania rézniczkowego czastkowego

{ Up = %um +uv€ (12)

u(0,.) = ug
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gdzie & to bialy szum w przestrzeni/czasie modelowany przez losowe pole gaussowskie, vy €
(1,400) a stan poczatkowy wug to nieujemne przeksztalcenie mierzalne, niezalezne od &, spelnia-

jaceug > 01

(13)

{ lim, ;o E [(fgl(uo(az) A n)dm)ﬂ =E [(fgl uo(x)dx)z] < 400
7€ (1,00)

Zmienna przestrzenna to x € St = [0, 1], przy czym identyfikujemy 0 = 1. Sktadnik stochastyczny
jest interpretowany w rozumieniu [32]. Wynik jest taki, ze istnieje nieujemne rozwiazanie u takie,

ze dla wszystkich a € [0,1),

(/Ooo /S1 u(t,w)QVd:Udt>a/2] < K()E [(/Sl uo(x)dQU)a] < +oo.

gdzie stala K(«) < +oo pochodzi z nieréwnosci Burkholdera-Davisa-Gundy’ego. Rozwiagzanie

E

spetniajace ten warunek jest jednoznaczne. Pokazano réowniez, ze rozwigzania spetniaja

[ ([ wterae)™a

Wykorzystane techniki nie moga by¢ zastosowane, gdy warunki poczatkowe zawieraja rozktady

1
E < 4oo VT < 400, 0 <p<4o0, ae(0,2>.

Diraca (sa to sytuacje, ktore sa wykluczone przez warunek na ug). W przedstawionym opisie
indeksy dolne oznaczaja pochodne; u; oznacza pochodna funkeji u : Ry x S x Q — R wzgledem
pierwszej zmiennej (czasu), podczas gdy uz, to druga pochodna w odniesieniu do drugiej zmiennej

(przestrzeni). Rownanie (12) jest skrotem odpowiedniego stochastycznego rownania catkowego

ta) = Pruo(e) + [ [ plt— 5.0 = 90 (5.9 W s,y (19

gdzie p jest rozwigzaniem réwnania ciepla py = §pze, z warunkiem poczatkowym p(0, z) = do(2).
€ : Ry xS'xQ — R jest uzywany do oznaczenia bialego szumu w przestrzeni/czasie; dla
A€ B[R, x SY, J4&dtdz = W(A). Warunek poczatkowy ug jest niezalezny od pola bialego

szumu &.

Oczywiscie nie ma mocnych rozwigzan (12) w sensie p.d.e.; rozwiazania nie beda ani dwukrotnie

rozniczkowalne wzgledem przestrzeni ani jednokrotnie rézniczkowalne wzgledem czasu.

3.2 Tlo

Niech W bedzie standardowym jednowymiarowym procesem Wienera. Rozwazmy stochastyczne

roéwnanie rézniczkowe zwyczajne:

w(t) = uo + /0 (s AW e >0 (15)
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w rozumieniu Ito, dla v > 0. Zostalo ono dokladnie przestudiowane. Istnienie i zachowanie
rozwiazan mozna uzyskaé¢ poprzez poré6wnanie z odpowiednim procesem Bessela, w nastepujacy

sposob. Niech Y (t) = u®(t), wowczas dla a # 0 drobna modyfikacja wzoru 1t6’s daje:

t _ t
V() = uf +a / ¥ (s) O/ (s) + ‘“(0‘21) / ¥ (s) 20D ags, (16)
0 0

Wzér Tt6 mozna zastosowaé do f(u(t)) dla funkcji f € C?(R), ale dla a < 2, a # 0, f(x) = |z|*
nie jest dwukrotnie rézniczkowalna w 0. Modyfikacja obejmuje rozwazenie czasdéw zatrzymania
o = inf{t : u(t) < €} i zastosowanie wzoru It6 do f(u(tAo¢)). Z poréwnania z procesami Bessela

w wymiarze wiekszym niz 2 w (17) wynika, ze lim_,o 0. = 400 prawie na pewno.

Dla a =1 — v, gdzie v # 1,

Y (Gae) =0 () fam /0 y (wl"w) !

Teraz niech W(t) =—(y-1)W <(7_t1)2>, tak aby w byt standardowym ruchem Browna i niech
Z(t)=Y ((7_%)2) Nastepnie

2v—1

= (ﬁ)—l Lo
20) = uy 7+ WD)+~ /0 s (17)

aby Z bylo % wymiarowym procesem Bessela. Wynika z tego, ze dla v # 1, ul™7(t) =
Z((y — 1)%t). Proces Bessela w wymiarze wickszym niz 2 jest oddzielony od 0 (patrz Revuz i

Yor [29]). Poniewaz 277__11 > 2 dla wszystkich v > 1, wiec z warunku poczatkowego ug > 0 wynika,

ze rozwigzanie u jest dobrze zdefiniowanym nieujemnym lokalnym martyngatem, spetniajacym

SUPp<t< 400 U(t) < +00. Zachodzi nastepujaca asymptotyka:

w01 @
G-

gdzie zmienna losowa Y ma gestosé:

yl/(2ﬁ/72)efy/2 Y 2 0

1 1
(2v=1)/(2v-2) 2y—1
. r(3%)

fly) =
0 y < 0.

Jest to bezposrednie skalowanie (nienumerowanego) wzoru z wniosku (1.4) na dole strony 441 w
Revuz i Yor [29].

Naturalnym pytaniem, ktére nalezy zada¢, jest to, w jakim stopniu wlasciwoséci jednowymi-

arowego réwnania sg zachowywane w obecnodci mieszania. Na przyktad, rozwazmy operator A
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zdefiniowany na funkcjach okreslonych na przestrzeni przeliczalnej X' taki, ze ) Ay =0dla

yeX
kazdego x € X, i ukltad stochastycznych réwnan rézniczkowych:

u(t,z) = up(x) —i—/o Zy:AI7yU(S7y)dS+/0 u(s,z)dW® (s) (18)

gdzie ug(z) > 0 dla kazdego x i (W(I))Iex sa niezaleznymi procesami Wienera, kazdy z tym
samym wspo6tczynnikiem dyfuzji. Jak wprowadzone wyzej zaleznodci zmieniajg zachowanie uktadu?

(h) — A(h) _ 1 A(h) _

Rozwazmy teraz {Ag@ :x,y € hi}, zdefiniowane przez: A, h(z+1) hah(z—1) = 3% » Ahahe =

—%, A&hg = 0 w przeciwnym razie. Notacja E[.] bedzie uzywane w calym tekscie do oznaczenia

wartosci oczekiwanej. Dla kazdego = € hZ, niech (W), .17 bedzie niezaleznym procesem

Wienera spelniajacym

EWrn)] =0 i B[WD@weom] = (sa t)%.
Zwroémy uwage, ze dyfuzja niezaleznych proceséw Wienera zmienia sie, gdy h — 0. Ponadto,
dla f € C?*(R) (funkcje dwukrotnie rézniczkowalne), limy_o A% f = %%f. Operator AW
jest dyskretnym laplasjanem na siatce hZ, a jego granica jest operator %% (laplasjan na R).
Formalnie réwnanie graniczne (18) przy h — 0, gdy A" jest wstawione w miejsce A i W) jest
wstawione w miejsce W), jest rownaniem (12), gdzie & jest bialym szumem w czasie/przestrzeni i

konicowy wyraz (12) jest zdefiniowany wedle teorii miar martyngatowych zgodnie z Walshem [32].

Rownanie (12), z v > 1, ale innym warunkiem na zmienng przestrzenna, zostato dobrze zbadane;
gtowne wyniki pochodza z Mueller [24], Mueller i Sowers [25], Mueller [26] oraz Mueller [27], a
takze Krylov [18]. W pracach [24], [25] [26] i [27] rozwazane jest rownanie z nieujemnym i ciagltym
warunkiem poczatkowym u(0,z) i warunkami brzegowymi Dirichleta u(t,0) = u(t,J) = 0 oraz
rozwigzaniadlat >0i0 <z < J.

Shiga [31] rozwaza réwnanie na R dla réznych zakresow . Dla v > 1, wskazuje na wtasnosé

silnej dodatniosci, wykazanej w Mueller [23]; jesli warunek poczatkowy jest nieujemny i Scisle

dodatni na zbiorze miar dodatnich, to rozwiazanie jest §cisle dodatnie do czasu eksplozji normy

L.

Shiga [31] rozwaza przyblizone rownania z ucieciem (u A n)?. Réwnanie przyblizajace to:

ugn) = %u&’? + (u™ An)vE (19)
u™(0,2) = up(x) An

Zgodnie z twierdzeniem 2.3 w Shiga [31], rownanie (19) ma jednoznaczne rozwiazanie, ktore
jest nieujemne dla skonczonych wartosci n. Dlatego kazde rozwiazanie (12) otrzymane jako
granica u(™) spetniajacych (19) bedzie nieujemne. Shiga bierze pod uwage przestrzer stanéow R;

rozumowanie dla S' jest takie samo. Walsh dowodzi istnienia, jednoznacznoéci oraz regularnosci
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rozwigzan rownan podobnych do (19) (|32], Twierdzenie 3.2 i wniosek 3.4). Jego wyniki dotyczace

regularnosci zaleza od warunku poczatkowego

W [24] uzasadniono istnienie i jednoznacznosé¢ rozwigzania réwnania (12) dla 1 < v < 3.
Rozwigzania (12) zgadzaja sie z rozwigzaniami (19) do czasu o, = inf{t : sup, u(t,z) > n}.
Mamy istnienie, jednoznacznosdé oraz ciagtosé¢ do czasu o = limy, 4o 0, 1 wtedy pokazuje sie, ze

Plo =+o00)=1dla~y < %, gdzie P oznacza miare prawdopodobienistwa.

W [25] Mueller i Sowers badaja réwnanie (12) ponownie z warunkami brzegowymi Dirichleta i
tymi samymi zalozeniami na warunki poczatkowe. W [25] rozwazana jest v > % i, dla tak samo
zdefiniowanego o, pokazano ze istnieje vy > % taka, ze dla v > ~p mamy P(oc < 4o00) > 0.
Wykorzystane podejécie polega na powigzaniu rozwiazania z procesem gatazkowym, gdzie duze
»piki” sa traktowane jako czgstki w procesie gatlazkowym, a potomstwo to piki, ktore sa pewien
czynnik wyzsze. Uzasadniono, ze dla v > =g, wartos§é oczekiwana liczby potomstwa jest wieksza
niz jeden. Wynika z tego, ze proces galazkowy przetrwa z dodatnim prawdopodobienstwem, co
odpowiada o < 4+o00. Zdarzenie {o < 400} odpowiada zdarzeniu {limsuy ||u(t,.)||cc = +00}. W
Mueller |27], techniki z [25] zostaly poprawione, aby pokaza¢, ze dla wszystkich v > % nastepuje

eksplozja ||[u(t,.)|lco W skoniczonym czasie z dodatnim prawdopodobieristwem.

Prace Muellera i Sowersa [25] i Muellera |27] pokazuja ze norma przestrzenna L eksploduje dla
v > % z dodatnim prawdopodobienistwem, wiec kazda technika udowodnienia istnienia rozwigza-
nia opierajaca sie na dlugim czasie istnienia normy przestrzennej L™ jest skazana na porazke.
Mueller [26] pokazuje lokalne istnienie i jednoznacznosé dla réwnania (12) (z warunkami brze-
gowymi Dirichleta) z nieograniczonymi warunkami poczatkowymi, co wskazuje na to, ze moga
istnie¢ rozwiazania LP poza czasem wybuchu normy L*. Ponadto rozwazenie jednowymiarowego
s.o.d.e. (15) moze sugerowaé, ze istnieje dobrze zdefiniowane rozwiazanie z dlugim czasem ist-
nienia normy L? dla pewnego 0 < p < +00, poniewaz s.0.d.e. ma dobrze zdefiniowane rozwigzanie
z prawdopodobienistwem 1. W tym artykule rownanie jest rozpatrywane na S', okregu jednos-
tkowym. To oznacza to, ze zmienna przestrzenna przyjmuje swoje wartosci w [0, 1], gdzie 01 1 sa
utozsamione. Zamiast warunkow brzegowych Dirichleta, utozsamia sie u(¢,0) = u(t, 1) i % jest
brane jako laplasjan na S'. Chociaz w artykule nie ma pelnego dowodu wynikéw poréwnujacych,
P(o < 400) (prawdopodobienistwo wybuchu normy L) powinno by¢ mniejsze przy warunkach
brzegowych Dirichleta niz na okregu. Jest to podane jako twierdzenie w zataczniku, w ktorym

znajduje sie réwniez szkic dowodu.

Zalozmy, ze istnieje rozwigzanie rownania (12), rozwazanego na okregu jednostkowym, z nieujem-
nym warunkiem poczatkowym spetiajacym [o; u(0,z)dz = C dla pewnego C > 0. Niech U(t) =
Jor u(t, x)dz. Wtedy {U(t) : t > 0} jest nieujemnym lokalnym martyngatem, wiec z ogolnego
wyniku o nieujemnych lokalnych martyngatach (podanego nizej) spetnia: sup,,~ nP(sup, U(t) >
n) < K < +oo dla pewnego K. Wynika stad, ze [q; u(t, z)dx jest prawie na pewno ograniczone
w czasie. Co wigcej, wariacja kwadratowa U jest rowna (U)(t) = [o [o u(s, z)?'dzds. Mueller
i Sowers [25], a nastepnie Mueller [27] pokazuja, ze z dodatnim prawdopodobienstwem wys-

tepuje eksplozja normy L dla v > % Moj wktad polega na wykazaniu istnienia rozwigzan w
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odpowiednich przestrzeniach LP dla wszystkich v > 1; jedli ,proces masy catkowitej” jest dobrze
zdefiniowanym lokalnym martyngatem, to jego wariacja kwadratowa jest dobrze zdefiniowana i

stad naturalna wartosé p przy szukaniu rozwiazan w LP to p = 2.

3.3 Zarys dowodoéow

Sekcja 2 przedstawia niektére z kluczowych nieréwnosci martyngatowych, ktére zostaty uzyte;

rOwnania przyblizajace

u™ (t,x) = Py(ug(xz) An)+ /0 /S1 p(t — s,z — y)(u(”)(s, y) An)"W(dy,ds)

gdzie (oczywiscie) proces ‘masy catkowitej’ U™ (t) = Js1 u™ (t, z)dx jest martyngatem z wariacja

kwadratowa

(um g / / (5,9) An)*Tdyds.
St

Fakt, ze mamy w zwiazku z tym jednostajne ograniczenia na E [supt U (t)a] dla a € (0,1)
jest prostym zastosowaniem nieréwnosci Burkholdera-Davisa-Gundy’ego, dajacych jednostajne

ograniczenia (niezalezne od n) na

a/2
E (U, U)0/2(400)] = [(/ / tm/\n)z'yd:cdt> ]
St

dla a < 1. To wzglednie proste, jednak kluczowe dla pokazania ze cigg u(™ ma podciag zbiezny (w
odpowiednim sensie) i, co najwazniejsze, ze granica spelnia rownanie graniczne. Istnienie granicy
nie jest wymagajacym wynikiem; pokazanie, ze granica spelnia réwnanie graniczne stanowi wiek-

sze wyzwanie.

Zauwazmy, ze nier6wnosci martyngatowe daja ograniczenia tylko dla @ < 1. Teoria stochasty-
cznych réwnan réznieczkowych czastkowych Walsha, opracowana w drobiazgowych szczegbtach
w [32], przedstawiona jest w sytuacji, gdy wszystko podporzadkowane jest przestrzeni L?, jednak
tutaj a priori nie mamy jednostajnych ograniczen w L?. Dlatego w sekcji 3 przeformulowuje
sie kluczowe elementy teorii Walsha, w sposéb dajacy odpowiednio delikatne rozszerzenie, tak
aby zaprezentowane konstrukcje i wyniki znajdowaly zastosowanie w naszej sytuacji. Ta sekcja
ma raczej rutynowy charakter, jednak jest wazna, aby ustali¢ podloze teoretyczne, w ktérym

wszystko jest dobrze zdefiniowane.

3.3.1 Istnienie

W sekcji 4 podaje formalng definicje rozwigzania i udowadniam jego istnienie. Dowdd istnienia

sktada sie z 5 krokow
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Uwaga na temat ,stabej zbieznosci” Najpierw wyjasnie termin stabej zbieznosci, ktorym
sie postuguje. Nie ma on nic wspélnego z probabilistycznym pojeciem ,stabej zbieznosci”, ktore
odnosi sie do zbieznosé rozktadéw prawdopodobienistwa. To mogtoby byé podejécie do problemu;
pokaz staba zbiesznosé u(™ (w probabilistycznym sensie zbieznosci rozktadow), nastepnie uzyj
twierdzenia Skorohoda, aby uzyskaé¢ ciag @™ gdzie dla kazdego n (™ ma taki sam rozklad jak
u(™ i gdzie wszystkie u(") sy zdefiniowane na tej samej przestrzeni prawdopodobieristwa i prawie
na pewno zbiezne do granicy u, jednak problem z tym podejsciem jest taki, ze wynik Skorohoda
nie méwi nam absolutnie nic o nowej przestrzeni prawdopodobieristwa, na przyktad czy faktycznie
dopuszcza arkusz Wienera (Wiener sheet), a nawet jesli tak, to czy 2" sg rozwiazaniami dla

stochastycznych réwnan rozniczkowych czastkowych na tej przestrzeni.

Skoro wiec mamy juz dobrze zdefiniowana przestrzen prawdopodobieristwa, ciag s.p.d.e. speni-
anych przez (u("))nzl jest dobrze zdefiniowany na tej przestrzeni, chcielibyémy pozostaé na tej
samej przestrzeni prawdopodobieristwa przez caly czas. Pojecie stabej zbieznosci odnoszace sie
do ciagow w refleksywnych przestrzeniach Banacha jest zatem bardziej odpowiednie niz prob-
abilistyczne pojecie slabej zbiez'noéci wiec konstruuje odpowiednig refleksywng przestrzen Ba-
nacha. Rozwazam U ”) fgl u™ t ,y)dy, ciag martyngaloéw i znajduje odpowiednig refleksy-
wna przestrzenn Banacha dla tych martyngatéw, z ktérych wyodrebniam podciag stabo zbiezny
(gdzie stowo ,stabo” jest wziete w klasycznym rozumieniu Banacha). Nastepnie stosuje sie klasy-

czny lemat Mazura, aby uzyskaé silnie zbiezne kombinacje wypukte.

Krok 1 Konstrukcje takiej refleksywnej przestrzeni Banacha otrzymujemy zauwazajac, ze dla kazdego
a < 1 istnieje stala C'(a) < +oo taka, ze

</OOO J, (e nn)” d:cdt> "

z racji tego, ze [)° [q1 (u™(t,z) An) 7 dxdt jest wariacja kwadratows nieujemnego mar-

supE < C(a)

tyngalu, z jednostajnym ograniczeniem na [ ug(z)dz dotyczacym warunkéw poczatkowych.

Jedli przyjmiemy Wwin fS1 t x) An)dz to biorac a = 1+”’ < 1, oczywiste jest, ze

mamy jednostajne ograniczenie gérna K < +4o0 dla

> 1 77 (n)1+2=t
/0 mE[W“* 2 (t)}dt<K.

Zauwazmy, ze dla vy > 1, >0 prowadzi to naturalnie do przestrzeni Banacha R z norma;:

e om ([ mgrrga)
P = ([ o EIFO

oraz funkcjonatami liniowymi zdefiniowanymi jako:
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dla G spetniajacego

[e'e] 1 _
/U (1“)21@[\@@“)/(7 D(1))dt < 4o0.

Mamy zatem przestrzen LP, gdzie p = HT7 > 1 oraz jej przestrzen dualng L9, gdzie ¢ =

+1
1 e
stabo zbiezny podciag (W("));>1 ze staba granica, ktéra nazywamy U. Oznacza to, ze dla

< +00. Przestrzen jest zatem refleksywna, a zatem stabo zwarta, tak wiec wystepuje

kazdego G w przestrzeni dualnej,

lim Ag(W®)) = Aq(U).

Jj—+oo

7 lematu Magzura otrzymujemy zatem silnie zbiezne kombinacje wypukte

(k)
‘/}k = Z OékjW(nj)
i=k

takie, ze

k—+o00

o0 1 .

li —— E[|[Vi(t) = U®)|Idt = 0.

im_ [ BV — U

Nas interesuja jednak U™, anie W(”); sa dodatkowe kwestie, ktére musza by¢ kontrolowane;

UM (t) = W () + E™ ()

gdzie

E™() = / (W) (8,2) = 1)1y .01
Sl

Dla silnie zbieznych kombinacji wypuktych bierzmy

f(k)
Vi(t) =Y agUM)(t) = Vi(t) + Di(1)
=k

gdzie

f(k)
Dy(t) =) ag; B (2)
j=k

Sktadniki Dy sa rzeczywiscie mate i Dy — 0 w odpowiednim sensie, jednak udowodnienie

tego zajeto mi 6 stron z udzialem rachunku Itd, przy czym nalezalo zachowaé ostroznosé,
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Krok 2

aby kontrolowa¢ sktadniki, ktére powinny zbiega¢ do 0. By¢ moze istnieja ,,miekkie” wyniki,
przy pomocy ktérych mozna dowiedé¢ tego tatwiej i szybciej, jednak nie mogtem takich
znalezé.

,Mate” sktadniki sa kontrolowane kosztem zmiany potegi, do ktérej podnosze wyrazenie

wewnatrz wartosci oczekiwanej; ostatecznie w rownanie (37) dostaje

[ele} a/
(/ #Wfk(t) — U(t)dt) 2] 200 ae(0,1). (20)
0

E (1+1)

: Pokazanie, ze staba granica jest martyngatem lokalnym.

Taka jest tres¢ Lematu 19. Poniewaz kazdy ‘~/k jest lokalnym martyngatem, bytoby za-
skakujace, gdyby jego granica U, rozumiana w tym sensie, nie byta lokalnym martyngatem,
ale przyjete rozumienie zbieznosci nie jest wystarczajaco silne, aby wyciagnaé¢ taki wniosek
bezposrednio.

Po pierwsze, pokazane jest, ze istnieje podciag 17;% taki, ze |‘71<:L (t) — U(t)| zbiega punktowo
do 0 prawie na pewno wzgledem P x (1%)2 a zbieznosé jest prawie jednostajna. 7 tego
powodu rozwazam

U(t) := liminf Vj, (£)

i——+00

i to spelia (20). Nastepnie rozwazam momenty zatrzymania oy y = inf{t : Vi(t) > N} i
oy = limsupy_, o, Ok N-

Czasy oj n sa momentami zatrzymania. Filtracja jest prawostronnie ciggta, stad oy tez
jest momentem zatrzymania. Ponadto arkusz Wienera jest kanonicznym procesem Fellera,
ktory jest ciggly, a wiec na mocy twierdzenia Blumenthala i Meyera (Twierdzenie 25.20 w
Kallenberg [13]), wszystkie momenty zatrzymania wzgledem filtracji sa przewidywalne.
Ponadto fakt, ze wszystkie momenty zatrzymania wzgledem filtracji arkusza Wienera sa
przewidywalne mozna tatwo udowodnié za pomoca techniki z Revuz i Yor [29], rozdzial 5,
sekcja 3. Jest to absolutnie standardowy sposéb postepowania dla oséb, ktoére pracuja z

s.p.d.e. zwiazanymi z arkuszami Wienera.

Zatem, z ograniczonej zbieznosci, dla kazdego N i kazdego A € Fs 1 s <t otrzymujemy

E [ lim f/k(om /\t)lA] =E [(U(S)I{KgN} + Nl{tng})lA]

k——+o0

oraz
E LEI_EOO Vk(%N A t)lA:| =K [(U(t)].{t<gN} + Nl{tng})lA]

zatem dla kazdego N, U(t)1y<zyy + Nl>5,) jest martyngatem. Teraz z przewidywal-
nosci momentu zatrzymania (rownowaznie: twierdzenia o reprezentacji martyngatowej zgod-

nie z ktorym wszystkie martyngaly ograniczone wzgledem tej filtracji sa ciagte), mamy
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Krok 3

Krok 4

lim; -z, U(t) = N na {on < +oo} stad oy = oy := inf{t : U(t) > N}, zatem U jest
lokalnym martyngatem.
Pokazanie, ze lim;_, 1o U(t) = 0.

Po pierwsze, poniewaz Vk jest nieujemnym martyngatem lokalnym, spetniajacym Vk(O) <
U(0), mamy

EB%i@W%ﬂm < K(QE[U(0)*] < 400 a € (0,1)

na mocy nieréwnosci Burkholdera—Davisa—Gundy’ego, gdzie stata K («) jest uniwersalna.

Pewne standardowe zastosowania twierdzenia o zbieznosci ograniczonej i nieréwnosci Jensena

(o)

z czego mozna wywnioskowac¢ krok 3, korzystajac z faktu, ze martyngal lokalny U ogranic-

(podane w artykule) daja

+oo > K(a)E[U(0)%] > E

zonej z dotu zbiega prawie na pewno do zmiennej losowej U(400).

: Od stabej do silnej zbieznosci. W zasadzie jest to konsekwencja twierdzenia Girsanowa.
Wezedniej nie widzialem twierdzenia Girsanowa uzytego w takim kontekscie. Byé moze
dlatego, ze wiele pracy w literaturze dotyczacej s.p.d.e. skupia sie na stabej zbieznosci w
sensie zbieznodci miar prawdopodobieristwa; nieczesto chce sie zachowaé ciag na tej samey
przestrzeni probabilistycznej. Dlatego nie zostaly opracowane techniki dla ciggéw z tg samg
przestrzenia probabilistyczna przy rozwazaniu probleméw zbieznosci.

Martyngat lokalny moze byé¢ postrzegany jako zamiana miary. Zaczynajac od P, rozwazamy
zmiane miary wywolang przez U, ktéra nazywamy Q i zmiane miary wywolang przez
U™ ktéra nazywamy Q7 (A) i rozwazamy pochodng Radona Nikodyma Q7 wzgledem Q.
Biorac U(t) = U(0)exp {L(t) — (L, L)(t)} i UM (t) = UM (0) exp { LI (¢) — (L1, L7) (1)},
pochodna Radona Nikodyma Q7 wzgledem Q jest zdefiniowana przez martyngatl lokalny:

exp {(Lj —L)(t) - %(Lj ~L,I7 - L)(t)} :

Szczegdly sa zamieszczone w artykule; dostajemy dwie stabe zbieznoéci: L7 — L do 0 4
wariacji kwadratowej (L7 — L, L7 — L) do 0 i uzywajac tego mozemy wywnioskowaé silng
zbieznos¢ LY — L do 0.

Kluczowym punktem jest dobrze znany wynik (podany w Revuz i Yor [29] Rozdzial 8 Sekcja
1,s. 325 - 233), ze jedli M jest martyngatem wzgledem Q, to M7 zdefiniowane przez dMJ =
dM — d(M, L’) jest martyngatem wzgledem Q7. Jesli przyjmiemy M (t) = Eg,[14|F] dla
pewnego A € F i M(t) = Ep[14|F], to

dMI(t) = dM(t) — d(M, L7)(t).
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Biorac pod uwage granice lewej (pewne dodatkowe szczegoly sa potrzebne, ale istotne jest to,
ze kombinacje Mazura daja limy, 100 D o MI(t) = Q(A|F)) i prawej strony (zbieznosé
lewej strony implikuje Zj ar; L7 — L), dostajemy dwie zbieznosci: UM) —~ U (staba
zbieznod¢) ¢ L7 — L (staba zbieznosé), skad (dokladne uzasadnienie podane w artykule)
otrzymujemy silng zbieznog¢ L7 — L.

7 silnej zbieznosci L7 — L do 0, razem z tym, ze U(t) uaney 0, dostajemy

lim E [sup|U(”j)(t) — U(t)|a] =0 ac(0,1)

J—+oo t

i, zgodnie z nieréwnoscia Burkholdera—Davisa—Gundy’ego, istnienie f takiego, ze

Stad mamy juz wszystko, co jest potrzebne do wykazania istnienia; u(™) (¢, z) A n; bedacy

lim E

Jj—+oo

ciggiem Cauchy’ego w odpowiedniej przestrzeni (zdefiniowanej w artykule) zbiegajacy do
funkeji u, podczas gdy ()7 zbiega do u? w przestrzeniach, ktore pozwalaja stwierdzi¢, ze

obiekt graniczny spelnia graniczne rownanie.

3.3.2 Jednoznacznosé

W dowodzie istnienia skonstruowaltem przeksztatcenie progresywnie mierzalne wzgledem (F)>o.
Wskazuje to na fakt, ze zachodzi jednoznacznoéé, poniewaz jej brak zazwyczaj wymaga do-
datkowego sktadnika w formie dodatkowych informacji, niewynikajacych z wiedzy o arkuszu

Wienera, aby okresli¢ rozwiagzanie.

Nieliniowos¢ u” dla v > 1 powoduje jednak, ze standardowe proby zblizone do technik z wyko-
rzystaniem lematu Gronwalla nie znajduja tu zastosowania. Dlatego rozwazatem rozwiazanie u
jako proces Markowa; jesli wezmiemy dwa rozne rozwiazania u i v, para (u,v) to proces Markowa.
W tej sekcji wykorzystatem og6lna teorie procesow Markowa, zaczerpnieta z Kallenberga [13],
piszac w spos6b jawny generator tego procesu i uzywajac tego aby pokazaé, ze jesli ug = vg to

u(t,.) = v(t,.) prawie na pewno dla wszystkich ¢ > 0.

3.3.3 Wyzsze normy

W tej sekcji badatem wtasciwosci ||ull, dla wiekszych wartosci p. Glownym narzedziem byto
branie pod uwage, dla ustalonego t, martyngatu (wzgledem s) (Pi—sus)o<s<t- W ten sposob
jedyna technika, ktoérej uzytem, bylo zastosowanie wzoru It’o do odpowiednich funkcji; potrze-
bowatem réwniez wzglednie standardowych oszacowan na jadro ciepta. W ten sposéb mozna

byto pokazaé, ze dla wszystkich p > 11 wszystkich T < 400 i a € (0, %),

T
E [/ Hu||§pdt} < +00.
0
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4  Effect of Stochastic Perturbations for Front Propagation in Kol-
mogorov Petrovskii Piscunov Equations Stochastic Processes and
their Applications 128 no 10 (2018), pp 3531-3557

To chyba najbardziej rutynowy z prezentowanych tutaj artykulow; ergodycznosé (a tym samym

zbieznos¢ dtugofalowych érednich) wynika z ,mie¢kkich” rezultatéw znalezionych u Kallenberga [13].

4.1 Wprowadzenie

Ten artykut dotyczy réwnan typu Fishera Kolmogorova Petrovskiego Piscunova w jednym wymi-
arze przestrzennym, z zaburzeniem stochastycznym:
{ O = (Btge +u(l — u)) dt + eudy( 1)

u0(?) = 1o 110g2)(®) + 567V 1100 10 (@)

gdzie ¢ to pole losowe Gaussa, adaptowane do przestrzeni probabilisycznej z filtracja (2, G, G, Q),

spelniajace:

Eq[c]=0,  Eql¢(s,2)¢(t,y)] = (s At)T'(z —y)

iT € C*°(R). Calka stochastyczna jest brana w sensie I1t6. Pod uwage brane sa dwie sytuacje: po
pierwsze, ¢ jest po prostu standardowym procesem Wienera (czyli I' = 1): po drugie, I' € C*°(R)

i spetnia lim,_, o [I'(2)[ = 0.

Wyniki sa nastepujace: w pierwszej sytuacji (standardowy proces Wienera: I'(x) = 1), istnieje
niezdegenerowane wedrujace czoto fali wtedy i tylko wtedy, gdy % < 1, z asymptotyczng pred-
koscia fali

€2 1 € kN
max ( 2k(1 — 5), (N(l - 5) + 2> 1{N< iﬂfﬂ’) ;

szum spowalnia predkoé¢ fali. Jesli rozwazy sie catke stochastyczna w sensie Stratonowicza, to

asymptotyczna predkosé¢ fali jest klasyczng predkoscig fali McKeana i nie zalezy od e.

Mozna wiec sadzié, ze spowolnienie jest wynikiem brania catki w ztym sensie i ze ,wlasciwy” sens
to sens Stratonowicza. Jednak w drugiej sytuacji (szum z kowariancja przestrzenna, ktora znika
do 0 w 400, catka stochastyczna w sensie 1t0), wedrujace czoto mozna zdefiniowaé dla wszystkich
€ > 0, jego przecietna predkosé asymptotyczna nie zalezy od €, a ponadto jest klasyczng predkoscia

fali niezaburzonego réwnania KPP.
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Tlo Gdy € = 0, rozwazane réwnanie sprowadza sie do réwnania poruszajacej sie fali Fishera

Kolmogorowa Pietrowskiego Piskunowa (odtad FKPP);

K
U = 5 lzz +u(l —u)

wprowadzonego w 1937 przez Fishera [9] i Kolmogorowa, Pietrowskiego i Piscunova [15]. Od
tego czasu poswiecono mu wiele uwagi; probabilistyczna interpretacje rozwigzania w kontekscie
galazkowego ruchu Browna podal McKean [20] i [21]. Udoskonalenia i bardziej precyzyjny opis
asymptotyki podat Bramson [1], co zostato przez niego dalej rozwiniete w [2]. Dla réwnania FKPP
(gdy € = 0 w réwnaniu (21)), wystepuje jednoparametrowa rodzina F, : v > v/2k rozwiazan
wedrujacego czota F, (v —~t), gdzie F(x) ~ e™"* dla duzych iy = & + %, v< \/g Dla stanu

poczatkowego wug takiego, ze up(z) < 1 dla z <01 ug(z) < exp {—\/Ex} wystepuje zbieznosé

K

do wedrujacego czota z minimalna predkodcia v9 = V2K, w sensie

sup ( lim |u(t,z) — Fyy (o — g(t))y> —0

z€R t——+o0

gdzie g(t) to marker, zdefiniowany przez: u(t, g(t)) = 3 i F,,(0) = 3. Marker spelnia:

t
lim & =Y

t—+oco t

Wyniki dla predkodci wedrujacego czota, gdy I' = 1, sa juz znane z prac Elworthy’ego, Zhao
i Gainesa [8] oraz Oksendala, Vage i Zhao [28], jednak prezentowane tutaj podejscie jest inne
i wykorzystuje odmienng definicje markera fali, co prowadzi do znacznie bardziej przejrzystego
dowodu i nieco mocniejszych wynikéw. Wynik jest mocniejszy, poniewaz wyérodkowujac wokdt
g(t), gdzie definiuje g(t) tak, ze u(t,g(t)) = 3 (zamiast patrze¢ na g(t) postaci g(t) = ),
pokazuje ze istnieje rozktad graniczny dla u(t,. + g(t)); fala jest zdefiniowana asymptotycznie.
Glowna czedcia ustalenia, ze fala jest zdefiniowana asymptotycznie, jest zbioér wynikow zaczerp-
nietych z Kallenberga, dajac powtarzalnosé Harrisa i ergodyczno$é, kiedy odpowiednio spojrzeé

na proces; Dksendal, Vage i Zhao nie odwotywali sie do takich srodkow.

Jest (oczywiscie) naturalne, ze zanik korelacji szumu (tzn. limp, 4 [T'(z)] = 0) powinien
prowadzi¢ do przyspieszenie fali; przyspieszenie zwigzane z lokalizacja szumu odpowiada rozpad-

owi Elworthy-Zhao, ktoéry jest widoczny dla I' = 1.

Motywacja Istnieje wiele sformulowan jednowymiarowego réwnania Fishera KPP to, ktore

nas tutaj interesuje, to

K
Ut = 5 Uag + u(r — u).
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Jest to dobrze zbadane réwnanie o kilku zastosowaniach. W rozwazanym tutaj przyktadzie u to
gestos¢ zaludnienia, r jest naturalnym (niehamowanym) tempem wzrostu, ktore jest spowalniane

przez gestosé populacji, konkurujacej o te same zasoby. & to miara dyfuzyjnosci populacji.

Naturalne jest rozwazenie skutkéw losowych perturbacji naturalnego tempa wzrostu, wynikaja-
cych z niejednolitosci Srodowiska; niektére obszary bardziej sprzyjaja wzrostowi populacji niz
inne, a srodowisko moze z czasem ulec zmianie. Podstawowy model dla takiego zjawiska mégltby
opiera¢ sie na wlaczeniu efektow losowych poprzez rozwazenie: r(t,x) = 1+ £ (¢, z) gdzie (na

przyktad) £ () jest polem losowym Gaussa, ze srednig zero i kowariancja

E (€000 6] = 50 (5 T ) (22)

gdzie Ty jest gtadks funkcja nieujemna, speniajaca [To(z)dz = 1. Ujemny wspoélczynnik
wzrostu implikuje ze srodowisko jest niesprzyjajace ludnoéci, a $miertelnosé jest wyzsza niz

wskaznik urodzen. To by dalo

Ul(té) _ R0 4 u(a)(l _ u(a)) 1 @) (23)

- 2 xTx
Teraz niech § — 0 i niech { oznacza pole losowe Gaussa, ze Srednia zero 1 kowariancja

E[¢(s, z)C(t, )] = (s AT (z —y).

Réwnanie graniczne to:

Ay = (gu” +u(l— u)) dt 4 eu o0 OC; (24)

ostrozna procedura graniczna daltaby catke stochastyczna Stratonowicza. hLatwo jest przejsé ze

Stratonowicza do It6; r6wnanie (24) mozna zapisa¢ jako:

€2T(0)
2

Oyu = (;um +u(l+

- u)> dt + eud( (25)

gdzie catka stochastyczna jest w sensie It6.

Stad sktadnik szumu liniowego eud( powstaje naturalnie, gdy punktem wyjscia jest podstawowy
logistyczny model wzrostu FKPP z szumem $rodowiskowym, ktéry wplywa na naturalne tempo
wzrostu. Prowadzi to do stochastycznej catki w sensie Stratonowicza, ktorag mozna tatwo przek-

sztalci¢ w caltke It6, zmieniajac staly jak opisano powyzej.

Oczywiscie FKPP jest zupelnie podstawowym modelem w tym kontekscie i wiele pracy wykonano
na bardziej ogdlnych rownaniach reakcji i dyfuzji uy = uy, + f(u) do modelowania dynamiki ges-

tosci zaludnienia. Jegli chodzi o wedrujace czota, mozna sie spodziewac (na przyktad opierajac sie
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na argumentach z McKeana [20] dla predkosci fali), ze predkos¢ bedzie zwiazana z wyktadniczym
zanikiem rozwigzania, tak aby wielkosé¢ f(0)u miata znaczenie. Rzeczywiscie, w dowodach przed-
stawionych po6zniej, to logarytm rozwiazania i jego zachowanie gdy odleglo$¢ poza czotem dazy
do nieskoriczonosci, ma kluczowe znaczenie dla okreslenia wyktadniczego zaniku i predkodci fali
(co sugeruje, ze w bardziej ogolnej sytuacji wielkosci f'(0) powinna determinowa¢ zachowanie).

Na przyktad, jesli zaburzone réwnanie to:

up = gum +u(l —u) + sin(u!?e®)

gdzie £ to szum Gaussa o sredniej zero z kowariancja podana przez (22), wtedy nie bedziemy
sin(u100§(6)) _ O

oczekiwac, ze to zaburzenie wplynie na predkosé fali biegnacej, poniewaz lim,, o m

Spodziewamy sie zatem, ze przedstawione techniki mozna tatwo zmodyfikowaé, aby poradzi¢
sobie z bardziej ogolnymi sytuacjami i ze f'(0) jest najbardziej istotna cechg okreslajaca predkosé

wedrujacego czota fali dla zadanego warunku poczatkowego.

4.2 Metody dowodu

Wiekszos¢ rozumowania przeprowadzana jest w sytuacji, ktora jest okreslona w ,Rozwigzanie
jako proces Fellera” (poczatek str. 3545, z réwnaniem oznaczonym (24)). Tak samo jest w
obu przypadkach: ( jako proces Wienera i { jako pole losowe Gaussa z zanikajaca korelacja
przestrzenna. Uzywamy podwdjnego podejs$cia Prochorowa, po pierwsze definiujac metryke Pro-
chorowa D nad przestrzenia rozwiazan £ (metryka D podana przez (26)), a nastepnie metryke
Prochorowa p w przestrzeni rozktadéow prawdopodobieristwa nad (£, D). Zrobiwszy to, mozemy
powotaé¢ sie na Kallenberga [13] (Twierdzenie 20.17), aby uzyska¢ powtarzalnosé¢ Harrisa i er-

godycznosé (Twierdzenie 20.12).

Nastepnie musimy ustali¢ wlasnosci miary wspierajacej pu w celu uzyskania predkodci i ksztalttu

fali biegnacej.

I' =1 W pierwszym przypadku, gdy ,szum” to jednowymiarowy proces Wienera, mozemy
wykona¢ kilka uproszczern. Najpierw rozwazamy v, rozwigzanie réwnania FKKP z warunk-
iem poczatkowym vy = 1 (Rozwiazanie v(t) nie bedzie miatlo w tym przypadku zaleznosci

przestrzennej). W Lemacie 2.1 mozemy wyrazi¢ wzorem jawnym funkcje generujaca momenty
dla rozktadu granicznego, z czego od razu widzimy koniecznos¢ warunku & < 1; w przeciwnym

2
razie v(t) 21990, Jest to konieczny warunek by uzyska¢ nietrywialny rozktad stacjonarny.

Dla % < 1 rozwazamy u(t,z) := "SE;)U) Normalizacja pociaga za sobg lim,_, o u(t,z) = 1 oraz

lim, oo u(t,z) = 01 u(t,z) nie rosnie w z. Kiedy bierzemy iloraz, szum znika i dostajemy

rownanie (8), czyli:
uy = Su+vu(l — )
u(0,2) = 1(7007*%10g2] (z) + 2¢ le(*%IOgQ’JFOO) ().
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Nastepnie rozwazamy marker ¢\® (t) taki, ze u(t, g (t)) = a dla @ € (0,1) i stosujemy miekkie
wyniki (podwodjnej metryki Prochorowa, twierdzenia Harrisa o powrotach i silng ergodycznosé,
zaczerpniete z Kallenberga) do U(t, ) := u(t, g (t) + z).

9“()

Istnienie granicy g = lim;_, o0 +— wynika z wyrazenia

g(a) (t) _ _CL(l — a)v(t) %amﬁ(t’())
Uy (t,0) Uy (t,0)
razem 7 twierdzeniem ergodycznym. Podobnie, biorac 6 = —(logw),, istnienie wartosci 55\?)

takiej, ze
i 1 ~ (a) - L li Y (@) _ A(a)
w—l>r—|{loo <t—g—noo e(t’ g <t> + .’L')) 2—1>I—|{loo <t—:—r|—noo e(t’ g (t + .%') eN
wynika z twierdzenia ergodycznego.
Wzglednie bezposrednie jest uzasadnienie, ze g(® = g nie zalezy od a. Réwniez, Lemat 2.7 stosuje

wzor Feynmana-Kaca do rownania na u(t, g(t) + x). Gorne ograniczenie g jest uzyskiwane przez

usuniecie sktadnika nieliniowego; tatwo jest uzasadni¢ rownanie (17), czyli:

gdzie ¥ = limy_, 4o T fot v(t) = limy— 100 E[v()].

Na koniec, z réwnania na 6:

319 = =5 gt 91 (1)) + 51,9 (1) + 208 =

0(t, 9 (1))

z ktorego (wykorzystujac to, ze g(® nie zalezy od a i biorac a 2 1)

z ktérego wynika juz nasz rezultat dla przypadku I' = 1.

I’ spelniajace lim,, . |I'(z)] = 0 Predkos¢ fali w poprzednim przypadku byta juz znana
z [28], zatem wyniki dla I' = 1 nie byly niespodzianka. W drugiej czesci artykutu poréwnano
to z zachowaniem, gdy wystepuje oddzielenie szumu, i tutaj uzyskanie predkosci fali jest nowym

wynikiem.
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Poniewaz w szumie wystepuje zaleznos¢ przestrzenna, znaczna czes¢ zestawu narzedzi opracow-

anych dla przypadku szumy ,sezonowego” (brak zaleznosci przestrzennej) nie moze byé¢ uzyta.

Wygodne jest zdefiniowanie markera w inny sposob; ¢((t) = {z : E[u(t,z)] = a} dla 0 < a <
*

a* = sup, (liminf, o E[u(t, z)]). (Zwréémy tutaj uwage na wartosci oczekiwane, ktorych nie

byto w przypadku I' = 1). Oczywiscie, wedrujace czolo nie istnieje, jedli a* = 0.

Lemat 3.3 pokazuje, ze dla warunkoéw poczatkowych speliajacych +oo > C > sup, ug(z) >

inf, up(x) > ¢ > 0, istnieje co najwyzej jeden rozktad stacjonarny, ktory spetnia

x t—+00

inf( lim E[um(t,m)]) >0

i tak samo jest dla kazdego v € Ry. To jest intuicyjne; z zachowania ,niezakl6conego” réow-
nania FKKP (np. McKean [20] i [21]) widzimy, ze dla poczatkowego warunku z zanikaniem
limy oo 12890 — N predkosé fali wynosi & + %N dla matych N, ktore daza do +oo gdy
N — 0, zatem dla poczatkowych warunkéw zaniku podwykladniczego predkosé czota fali bedzie
wieksza niz jakikolwiek dryf ~.

Aby uzyska¢ wyniki, staramy sie nagladowaé podejécie dla I' = 1 i rozwazamy v = —logu.

() = i)

Przyjmujemy w . Prosta aplikacja wzoru It6 daje Rownanie (30):

2

o) = (%wg(ﬂ) — gw('vﬂ — 'ng(ﬁ) —14+u + M) dt — €0
Sw\) = (gwél) — g(w("m)x + 'ng(ﬂ) — u(V)wg(ﬂ)> dt — €0y,

Z tego widac¢, ze zasadnicza roznica wplywajacy na ksztalt wedrujacego czota (a co za tym idzie
predkosci fali) to wyrazenie w(M? w réwnaniu na v(?). Teraz, gdy
lim E[u")(t,z)] =0,
t——+o00

przy pewnym dodatkowym wysitku (wzglednie standardowym), mozemy obliczy¢ funkcjonat

charakterystyczny dla rozktadu granicznego w(¢,.) i otrzymujemy

2
lim EwM(t2)=p i lim Ew?(tz)?] =p?+ %F(O).

t—+o00 t——+o00
To jest kluczowy punkt dla wykazania réznicy predkosci fal dla dwéch rozwazanych przypadkdow.
Mozemy ustali¢, ze a* > 0, co nastepnie pozwoli nam rozumowa¢ podobnie jak w przypadku
I' =1, by uzyska¢ Twierdzenie 3.2; mianowicie mozemy powota¢ sie na twierdzenia ergodyczne z

Kallenberga, i uzy¢ % fg F(X;)dt — E,[F(X)] jako funkcjonatu F, ergodycznego procesu Fellera

X 7 miara p. Twierdzenie 3.2 mowi, ze

V2K N >

'((1) —
kN 1
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i, dla wszystkich a € (0,a*),

liro < tim R [logu(t,g@(t)m)}) [ a2

z——4o00 \t—+oco Ox N'LN<\/§
= K

ktore sa asymptotycznymi wynikami dla klasycznego wedrujacego czota fali FKKP.
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5. Prezentacja dzialalno$ci naukowej za granica

e Wirzesient 2019: Konferencja honorujaca Timo Koskiego: wygtositem seminarium pt. ,,Nieparame-

tryczne metody bayesowskiej analizy skupien”

e Listopad 2014: Seminarium w Instytucie Matematyki, Humboldt Uniwersytet, Berlin (za-
proszenie od Petera Imkellera) ,Dyfuzja by uzyska¢ zadany rozktad brzegowy, z uwzglegnie-

niem dryfu i zabijania”

6. Nauczanie

Doktoranci

e Lukasz Rajkowski (rozprawa obroniona w grudniu 2021)
Tytul pracy: ‘Maximal a posteriori partition in non-parametric Bayesian mixture models

with applications to clustering problems’

Doktorat zostal nagrodzony ,cum laude”.

Kursy

Prowadzitem kilka kurséw na MIMUW:

Statystyka (III rok) Wyktady, ¢wiczenia, laboratoria komputerowe

Statystyka wielowymiarowa (zajecia magisterskie)

e Szeregi czasowe (zajecia magisterskie)

Sieci Bayesowskie (monograf)

Analiza przezycia (monograf)

e Seminarium magisterskie (statystyka) w latach 2013-14 i 2014-15 na temat nieparame-

trycznej statystyki bayesowskiej

Prace magisterskie

Opiekowatem sie 11 pracami magisterskimi obronionymi na MIMUW w latach 2012-2022. Warto
tu wyro6zni¢ prace Stanistawa Cichomskiego ,,Coherent Distributions: Examination of some Open

Problems”, ktéry zdobyt nagrode.

Prace licencjackie opiekowatem sie 2 obronionymi pracami licencjackimi.
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7. Sedziowanie i recenzje

e mam 85 opublikowanych recenzji dla ,AMS Mathematical Reviews”.
e recenzowalem artykuty do kilku czasopism, w tym:

— AIMS Mathematics,

— ‘Expert Systems with Applications’,

— ‘Probability and Mathematical Statistics’,

— ‘Acta Mathematica Scientia’,

— ‘Journal of Difference Equations and Applications’.

John M. Noble (podpis elektroniczny)
(podpis wnioskodawcy)
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