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Uogólnione dyfuzje i problemy odwrotne z zastosowaniami w
�nansach i stochastycznych równaniach ró»niczkowych

cz¡stkowych

Poni»ej podam szczegóªowy opis naukowy czterech opublikowanych artykuªów wchodz¡cych w

skªad habilitacji, dwa o uogólnionych dyfuzjach i ich odwrotnych problemach z zastosowaniem

w �nansach i dwa o stochastycznych równaniach ró»niczkowych cz¡stkowych. Te artykuªy to (w

kolejno±ci prezentacji):

� John M. Noble `Time Homogeneous Di�usions with a Given Marginal at a Deterministic

Time' Stochastic Processes and Applications vol. 123 (2013) no. 3 pp 675 - 718

� John M. Noble `Time Homogeneous Di�usion with Drift and Killing to Meet a Given

Marginal' Stochastic Processes and their Applications 125 (2015), pp. 1500-1540

� John M. Noble `Lp Solutions for Stochastic Evolution Equation with Nonlinear Potential'

Studia Mathematica Studia Mathematica 264 (2) (2022), pp 181 - 240

� John M. Noble `E�ect of Stochastic Perturbations for Front Propagation in Kolmogorov

Petrovskii Piscunov Equations' Stochastic Processes and their Applications 128 no 10 (2018),

pp 3531-3557

Pierwsze dwa artykuªy s¡ zwi¡zane z uogólnionymi dyfuzja i ich problemami odwrotnymi. Pier-

wsza praca przedstawia wynik o najwi¦kszym znaczeniu w±ród przedstawionych (zawiera rozwi¡zanie

do±¢ dªugo otwartego problemu), podczas gdy druga jest artykuªem uzupeªniaj¡cym, rozszerza-

j¡cym wcze±niejsz¡ metod¦ tak, by stosowaªa si¦ do sytuacji z dryfem i zabijaniem procesu.

Uwzgl¦dnienie pola ±mierci (killing �eld) wymagaªo znacz¡co nowych technik.

Trzeci artykuª, rozwi¡zania Lp dla ewolucji stochastycznej z nieliniowym potencjaªem, jest matem-

atycznie najbardziej wymagaj¡cy, podczas gdy czwarty przedstawia wyniki dotycz¡ce stochasty-

cznego KPP.

Wszystkie te artykuªy s¡ pracami jednego autora.

Dla ka»dego z tych artykuªów podam krótkie podsumowanie wyników, motywacj¦ i tªo oraz

skrótowy opis dowodów gªównych rezultatów i u»ytych technik matematycznych.

Trzy z tych artykuªów ukazaªy si¦ w czasopi±mie �Stochastic Processes and their Applications�,

które Ministerstwo Nauki i Szkolnictwa Wy»szego ocenia na 100 punktów, podczas gdy jeden

pojawiª si¦ w opracowaniu �Studia Mathematica�, które równie» wyceniane jest na 100 punktów

przez MNiSW.
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1 Time Homogeneous Di�usions with a Given Marginal at a De-

terministic Time Stochastic Processes and Applications vol. 123

(2013) no. 3 pp 675 - 718

To chyba najwa»niejszy ze wspomnianych artykuªów; rozwi¡zywaª do±¢ dªugo otwarty problem.

1.1 Wprowadzenie

W tym artykule rozwi¡zaªem nast¦puj¡cy problem: maj¡c rozkªad prawdopodobie«stwa µ na R
taki, »e

∫
|x|µ(dx) < +∞, z warto±ci¡ oczekiwan¡ oznaczon¡ przez: e(µ) :=

∫
R xµ(dx), pytamy

czy istnieje uogólniona dyfuzja X w sensie Knighta [14] oraz Kotaniego i Watanabe [16] taka, »e

dla ustalonego t > 0, gdy X0 = e0(µ), L(Xt) = µ, gdzie L oznacza rozkªad prawdopodobie«stwa

zadanej zmiennej losowej.

1.2 Tªo

Ten sam wynik udowodniª Ekström, Hobson, Janson i Tysk [7], u»ywaj¡c zupeªnie innych tech-

nik. Oni te» przybli»ali rozkªad docelowy za pomoc¡ miar atomowych, ale odwoªywali si¦ do

ogólnych wyników z topologii algebraicznej aby stwierdzi¢ istnienie procesu. My±l¦, »e praw-

dopodobnie zako«czyli swoj¡ prac¦ miesi¡c wcze±niej ni» ja moj¡, jednak moi recenzenci, z peªn¡

znajomo±ci¡ tej drugiej pracy, jej tre±ci i tego, kiedy zostaªa napisana, okre±lili moj¡ jako �nieza-

le»n¡ i jednoczesn¡�; obaj recenzenci wskazali równie» na fakt, »e zaprezentowane podej±cia do

problemu byªy zupeªnie inne.

Problem konstrukcji uogólnionej dyfuzji z danym rozkªadem o zwartym no±niku w niezale»nym

losowym czasie o rozkªadzie wykªadniczym zostaª w peªni opisany przez Coxa, Hobsona i Obªója

w [5]. Jest to o wiele ªatwiejszy problem, poniewa» mo»e by¢ wyra»ony jako odwracanie rezol-

wenty (ze wzgl¦du na wykªadniczy rozkªad losowego czasu). Problem skonstruowania dyfuzji

martyngaªowej, która ma rozkªad µ w ustalonym czasie t, zostaª rozwi¡zany przez Jianga i Tao

w [11] pod pewnymi warunkami dotycz¡cymi gªadko±ci.

W [22], Monroe konstruuje ogólny stabilny symetryczny proces z zadanym rozkªadem brzegowym

w ustalonym czasie, ale nie wymaga, aby uzyskany proces byª martyngaªem.

Metoda dowodowa, któr¡ tutaj opracowaªem, tylko dowodzi istnienia, mo»e jednak równie»

stanowi¢ podstaw¦ konstrukcji w interesuj¡cych przypadkach, poniewa» kluczem do istnienia jest

pokazanie (w sytuacji dyskretnej), »e istnieje punkt, który speªnia ukªad równa« wielomianowych,

a znane s¡ do±¢ wydajne metody numeryczne do lokalizowania rozwi¡za« takich ukªadów równa«,

gdy oni s¡ wiadomo, »e te rozwi¡zania istniej¡.
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1.3 Motywacja

Temat procesu mocno-markowowskiego generowanego przez uogólnione operatory ró»niczkowe

Kre�ina-Fellera drugiego rz¦du jest interesuj¡cy sam w sobie. Dokªadniej, odwrotny problem

obliczania ci¡gu m, wprowadzony przez Kre�ina [17], opracowany przez Kacsa i Kre�ina [12]), dla

którego rozwi¡zanie f parabolicznego równania ∂f
∂s = ∂2f

∂m∂x z warunkiem pocz¡tkowym s = 0

ma ustalone zachowanie przy s = t > 0 jest dªugotrwaªym problemem, interesuj¡cym z punktu

widzenia �zyki matematycznej.

W ostatnich latach zainteresowanie problemem byªo bardzo du»e; zostaªo odnowione ze wzgl¦du

na zastosowania w dziedzinie modelowania rynków �nansowych. Poniewa» jest to obecnie siªa

nap¦dowa tego problemu w zastosowaniach, pokrótce przedstawi¦ motywacj¦ �nansow¡.

Ogóln¡ motywacj¡ w �nansach jest automatyzacja procesu wyceny i zarz¡dzania ryzykiem instru-

mentów pochodnych. Bardziej szczegóªowo, jest to problem ustalania cen szerokiej gamy opcji

europejskich, bior¡c pod uwag¦ aktualn¡ cen¦ rynkow¡ aktywów bazowych i kwotowania opcji

rynkowych europejskich opcji kupna przy ró»nych cenach wykonania K dla terminu zapadalno±ci

t lub, bardziej ogólnie, kilku terminów zapadalno±ci. Tutaj omawiamy problem znajdowania pro-

cesu, który speªnia pojedynczy u±miech zmienno±ci , ale metod¦ mo»na stosunkowo ªatwo rozsz-

erzy¢ by wykaza¢ istnienie odcinkowo jednorodnego procesu, który speªnia podane u±miechy w

terminach zapadalno±ci t1, . . . , tm. Problem konstruowania procesu w celu uªatwienia wyceny

opcji omawia Peter Carr w [4], który opracowuje odpowiedni model, znany jako model lokalnej

wariancji gamma. Jest to problem o znaczeniu praktycznym; z wymienionych cen opcji, problem

wnioskowania cen opcji przy nienotowanych cenach wykonania i terminach zapadalno±ci pojawia

si¦ zarówno na gieªdach, jak i pozagieªdowych transakcjach. Problem okre±lenia odpowiednich

danych wej±ciowych dla modelu, dzi¦ki któremu wynik jest zgodny z okre±lonym zestawem cen

rynkowych, jest znany jako kalibracja.

Jednym z najprostszych przykªadów procedury kalibracji jest obliczenie implikowanej zmienno±ci

we wzorze Blacka�Scholesa. Na podstawie jednej ceny opcji, wej±ciowa zmienno±¢ do modelu

Blacka�Scholesa jest obliczana tak, aby wycena byªa zgodna z podan¡ cen¡ rynkow¡. Gdy

podanych jest kilka cen, ka»da o innym terminie zapadalno±ci, chwilow¡ zmienno±¢ mo»na uzna¢

za kawaªkami staª¡ funkcj¦ czasu, która zmienia si¦ przy ka»dym terminie zapadalno±ci opcji.

Kiedy bierze si¦ pod uwag¦ ró»ne ceny wykonania, ka»da o tej samej zapadalno±ci, u±miech

implikowanej zmienno±ci utrudnia bezpo±rednie rozszerzenie modelu Blacka�Scholesa na radzenie

sobie z takim zestawem informacji.

Zasugerowano kilka sposobów radzenia sobie z faktem, »e zmienno±¢ implikowana przy jednym

terminie zapadalno±ci nie jest staªa jako funkcja ceny wykonania i istnieje wiele sposobów na

skonstruowanie modelu, który jest zgodny z danym zestawem cen opcji na rynku wolnym od

arbitra»u. Jedno takie podej±cie mo»na znale¹¢ u Rubinsteina [30], który przedstawia dyskretny

model czasu, w którym proces cenowy jest procesem Markowa na siatce dwumianowej. Wersj¦

modelu Rubinsteina z ci¡gªymi czasem i przestrzeni¡ stanów mo»na znale¹¢ u Carra i Madana [3].
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Madan i Yor [19] podaj¡ alternatywny sposób skonstruowania dyfuzji martyngaªowej, która jest

zgodna z u±miechem zmienno±ci.

Podej±cie Petera Carra w [4] jest zasadniczo inne; wynikaj¡cy z tego proces neutralny pod wzgl¦-

dem ryzyka dla ceny aktywów bazowych zestawu europejskich opcji stworzony by dostosowa¢

si¦ do jednego u±miechu to jednorodny wzgl¦dem czasu proces, który nie jest dyfuzj¡. Opiera

si¦ na bezdryfowej, jednorodnej dyfuzji, która przebiega wedle niezale»nego zegara gamma. Oz-

nacza to, »e je±li X oznacza bezdryfow¡, czasowo-jednorodn¡ dyfuzj¦, to proces cen akcji S

jest okre±lony przez Sr = XΓr , gdzie Γ jest niezale»nym subordynatorem gamma. Subordyna-

tor jest jednowymiarowym procesem Lévy'ego, który prawie na pewno ro±nie; dla subordynatora

gamma, proces Lévy'ego jest procesem gamma. Zegar gamma jest znormalizowany, tak aby Γt

miaªo rozkªad wykªadniczy, gdzie t jest terminem zapadalno±ci opcji, których ceny s¡ podane lub

obserwowane.

Problem �dyfuzji osi¡gaj¡cej zadany rozkªad brzegowy� odnosi si¦ do sytuacji, w której dla po-

jedynczego ustalonego terminu zapadalno±ci t, ceny europejskiej opcji kupna (lub sprzeda»y)

podane s¡ w caªym zakresie cen wykupu K i pokazuje istnienie neutralnej wzgl¦dem ryzyka

miary, przy której proces cen akcji ewoluuje zgodnie z dyfuzj¡ martyngaªow¡, gdzie rozkªad w

czasie t zgadza si¦ z tym zde�niowanym przez dane.

1.4 Zarys dowodu

Dowód przebiega wedle pi¦ciu kroków, które nakre±liªem we wst¦pie do artykuªu. Twierdzenie o

punkcie staªym z kroku 2 jest sednem artykuªu, wi¦cej szczegóªów podam poni»ej. Wspomniane

kroki to:

(a) Rozwa»any jest czas dyskretny i sko«czona przestrze« stanów; przy takich zaªo»eniach po-

dane s¡ warunki przy których istnieje odpowiedni ªa«cuch Markowa o danym rozkªadzie w

chwili zatrzymania w niezale»nym czasie geometrycznym (Twierdzenie 2.5, udowodnione w

rozdziale 3). Rozwi¡zanie, kiedy istnieje, jest jedyne, a konstrukcja jest jawna.

(b) Wynik ten jest nast¦pnie rozszerzany w celu ustalenia warunków, przy których istnieje

ªa«cuch Markowa z danym rozkªadem, gdy zatrzyma si¦ w niezale»nym czasie o ujemnym

rozkªadzie dwumianowym. Wykorzystuje to fakt, »e zmienna ujemna dwumianowa jest sum¡

niezale»nych zmiennych o rozkªadzie geometrycznym i u»ywa twierdzenia o punkcie staªym

(Twierdzenie 2.6, udowodnione w rozdziale 4). Rozszerzenie od czasu geometrycznego do

ujemnego dwumianowego, udowodnione w sekcji 4, jest sednem artykuªu.

(c) Niezale»ny czas τ ∼ NB(r, a) ma warto±¢ oczekiwan¡ E[τ ] = ra
(1−a) . Niech (X

(a)
n )n≥0

oznacza dyskretny ªa«cuch taki, »e X
(a)
τ ma okre±lony rozkªad ko«cowy. Konstruujemy

kawaªkami staªy proces (Y
(a,δ)
t )t≥0, gdzie Y

(a,δ)
nδ = X

(a)
n . Niech T = τδ, wtedy Y

(a,δ)
T ma

zadany rozkªad. Parametry a ↗ 1 i δ s¡ wybierane tak, »e raδ
(1−a) = t. Wynika z tego, »e

E[T ] = t i Var(T ) = t2
(
1
r +

δ
t

) δ→0−→ t2

r
r→+∞−→ 0. Dla staªego r, gdy δ → 0, rozkªad T zbiega
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do Gamma(r, t
r ), podczas gdy Y (a,δ) zbiega do procesu Markowa z czasem ci¡gªym Ỹ (r) na

dyskretnej przestrzeni stanów, z zadanym rozkªadem ko«cowym w niezale»nym czasie T o

rozkªadzie gamma (Twierdzenie 2.7, udowodnione w Sekcja 5.1).

(d) Nast¦pnie przechodzimy do granicy r → +∞; T zbiega do t wg prawdopodobie«stwa,

podczas gdy Ỹ (r) zbiega do procesu Markowa z czasem ci¡gªym na dyskretnej przestrzeni

stanów z zadanym rozkªadem ko«cowym w czasie t. (Twierdzenie 2.8, udowodnione w

rozdziale 5.2).

(e) Na koniec brana jest pod uwag¦ dowolna przestrze« stanów. Docelowa miara µ jest aproksy-

mowana ci¡giem atomowych miar µ(n), w których waga ka»dego atomu jest w przybli»eniu

wag¡ atomu µ w tym punkcie, je±li ta waga jest niezerowa, lub okoªo 1
2n w przeciwnym

wypadku. Miejsca atomów de�niuj¡ sko«czon¡ przestrze« stanów i poprzednie wyniki uza-

sadniaj¡ istnienie uogólnionej dyfuzji Y (n) z rozkªadem marginalnym µ(n) w wyznaczonym

czasie t > 0. Przykªad pokazuje, jak ªa«cuchy Markowa z czasem ci¡gªym na sko«czonej

przestrzeni stanów mo»na opisa¢ j¦zykiem uogólnionych dyfuzji. Rozwa»ane jest du»e n

i, poprzez branie podci¡gów, pokazane jest, »e istnieje miara ªa«cuchowa m i odpowiada-

j¡cy jej uogólniony proces dyfuzji, który ma rozkªad kra«cowy µ = limn→+∞ µ(n) w czasie

t > 0. To jest tre±¢ twierdzenia 2.9, udowodnionego w rozdziaªach 6 i 7; w pierwszym z nich

przygotowywany jest grunt do rozwa»a« ci¡gów Kre�ina, w drugim za± pojawia si¦ dowód

wyniku.

Twierdzenie o punkcie staªym Docelowa miara prawdopodobie«stwa to p = (p1, . . . , pM )

na przestrzeni stanów S = (i1, . . . , iM ), gdzie −∞ < i1 < . . . < iM < +∞. p ma warto±¢

oczekiwan¡ e0(p) =
∑M

j=1 ijpj .

Zacznijmy od problemu znalezienia martyngaªowego procesu Markowa X na S z czasem dyskret-

nym takiego, »e P(Xτ = ij) = pj , gdzie τ jest niezale»nym czasem losowym o rozkªadzie geome-

trycznym:

pτ (k) = (1− a)ak k ≥ 0.

Niech P oznacza macierz przej±cia i niech qj = 1−Pjj (tj. prawdopodobie«stwo, »e proces zmienia

stan w chwili j). Poniewa» proces ma by¢ martyngaªem, który skacze tylko do najbli»szych

s¡siadów, prawdopodobie«stwa przej±cia (Pjk)k∈S s¡ caªkowicie wyznaczone przez qj . Niech l

oznacz indeks dla którego il−1 < e0 ≤ il oraz

L(p, j) =


(ij+1−ij−1)

(ij+1−ij)(ij−ij−1)

(∑j−1
k=1(ij − ik)pk

)
2 ≤ j ≤ l − 1

(ij+1−ij−1)
(ij+1−ij)(ij−ij−1)

(∑M
k=j+1(ik − ij)pk

)
l ≤ j ≤ M − 1

0 j = 1 lub M

(1)

przyjmijmy ponadto
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F(p, j) =

{ L(p,j)
pj

j ∈ {1, . . . ,M}, L(p, j) > 0

0 L(p, j) = 0
(2)

Twierdzenie 2.5 orzeka, »e istnieje jednoznaczne rozwi¡zanie wtedy i tylko wtedy, gdy

max
k∈{1,...,M}

(
1

a
− 1

)
F(p, k) ≤ 1

i jest zadane przez

{
qj =

(
1
a − 1

)
F(p, j) j ∈ {2, . . . ,M − 1}

q1 = qM = 0.

To okazuje si¦ by¢ stosunkowo prostym rachunkiem.

Nast¦pnie koncentruj¦ si¦ na trudniejszym problemie znalezienia martyngaªowego procesu Markowa

z czasem dyskretnym takiego, »e P(Xτ = ij) = pj , gdzie

P(τ = k) =

(
r + k − 1

r − 1

)
(1− a)rak.

Je±li przez P oznaczymy macierz przej±cia, to ze wzgl¦du na martyngaªowo±¢, wielko±ci qj =

1 − Pjj wyznaczaj¡ macierz przej±cia (gdy proces skacze tylko do najbli»szych s¡siadów, praw-

dopodobie«stwa ka»dego przej±cia s¡ okre±lane tak, by proces byª martyngaªem). Wtedy krótki

rachunek daje

P(Xτ = ik|X0 = ij) = (1− a)r(I − aP (q))−r
jk

Rozwa»aj¡c ujemny czas dwumianowy jako sum¦ niezale»nych czasów geometrycznych i �odry-

waj¡c� jeden z nich mo»emy dosta¢ (uwzgl¦dniaj¡c jawne rozwi¡zanie dla procesu zatrzymanego

w czasie geometrycznym)

qj =
{ (

1
a − 1

)
F((1− a)−r−1p(I − aP (q))r−1, j) j ∈ {2, . . . ,M − 1} 0ij = 1,M

Aby uzyska¢ ªatwiejsz¡ do analizy form¦ (z mniejsz¡ liczb¡ zmiennych), niech λ = a
1−aq i zde�ni-

ujmy N jako


Njj = 1 + λj j = 1, . . . ,M

Nj,j+1 = −λjαj,j+1 j = 1, . . . ,M − 1

Nj,j−1 = −λjαj,j−1 j = 2, . . . ,M

Nj,k = 0 w przeciwnym przypadku
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gdzie αj,j+1 =
(ij−ij−1

ij+1−ij−1
i αj,j−1 =

ij+1−ij
ij+1−jaj−1

. Wtedy N(λ) = (1−a)−1(1−aP (q)). Przez posta-

wienie h(b, λ) = bN r−1(λ) (dla wektora wierszowego b), problem sprowadza si¦ do wykazania

istnienia λ takiego, »e

λ = F(h(p, λ)).

Jest to twierdzenie o punkcie staªym, które u»ywa twierdzenia Schaudera o punkcie staªym. Po

pierwsze, h jest przeksztaªcane w h(ϵ) aby zapewni¢ ograniczono±¢, a tym samym rozwi¡zanie

zmody�kowanego problemu punktu staªego. Nast¦pnie bierzemy ϵ ↘ 0; po pierwsze, pokazuj¦ »e

supϵmaxj λ
(ϵ)
j < +∞, a potem pokazuj¦ infϵminj λ

(ϵ)
j > 0. W ten sposób, bior¡c ϵ ↘ 0,

wykazujemy, »e istnieje punkt staªy dla naszego problemu.

1.5 Otwarte problemy

Wydaje si¦, »e mo»na bezpo±rednio zastosowa¢ przedstawion¡ metod¦ do docelowego rozkªadu

prawdopodobie«stwa µ na Rd dla d ≥ 1. Metoda [7] jest wyra¹nie ograniczona do przypadku

d = 1.

Gªównymi nierozstrzygni¦tymi problemami otwartymi s¡ tutaj jednoznaczno±¢ (u»yte twierdzenie

o punkcie staªym byªo twierdzeniem Schaudera, które nie daje jednoznaczno±ci) oraz sposób na

skonstruowanie dyfuzji.

2 Time homogeneous di�usion with drift and killing to meet a

given marginal (Stochastic Processes and their Applications 125

(2015), pp. 1500-1540)

To jest artykuª uzupeªniaj¡cy. Próbowaªem pod¡»a¢ tymi samymi ±cie»kami rozumowania, jednak

problem przejawiª pewn¡ liczb¦ nowych wyzwa«; na przykªad przy dryfowaniu i zabijaniu, prob-

lematyczny okazuje si¦ stan pocz¡tkowy (a bez dryfowania i zabijania jest to po prostu warto±¢

oczekiwana docelowej miary). Dryf jest niwelowany poprzez odpowiedni¡ zmian¦ wspóªrz¦dnych;

wa»ne jest, by oczekiwana warto±¢ miary docelowej byªa dobrze zde�niowana we wspóªrz¦dnych

wolnych od dryfu. Ponadto, przechodz¡c od czasu dyskretnego do ci¡gªego, granice musz¡ by¢

przyjmowane w taki sposób, aby warto±ci oczekiwane zbiegaªy tak, »e graniczna miara pr¦dko±ci

jest sko«czona i (st¡d) proces graniczny nie wygasa z prawdopodobie«stwem 1.

2.1 Wprowadzenie

Oczywi±cie po wykazaniu, »e dla dowolnego podanego rozkªadu brzegowego z dobrze zde�niowan¡

warto±ci¡ oczekiwan¡ istnieje uogólniona dyfuzja, które ma taki rozkªad w danym momencie,

naturalnym pytaniem jest rozwa»enie, czy to samo zachodzi w obecno±ci dryfu i zabijania pól.

10



Pytanie, czy mój poprzedni artykuª stanowiª podstaw¦ do takich bada« zadaª mi Peter Carr,

który pracowaª dla banku Morgan Stanley w tamtym czasie i zapewniª mnie, »e ma to praktyczne

znaczenie w �nansach. Podczas gdy ja pokazaªem istnienie (przy zaªo»eniach stawianych na dryf

i pole zabijania), trudno jest stwierdzi¢, jak opracowa¢ konstrukcj¦ z przedstawionego dowodu,

wi¦c praca (w obecnej formie) nie ma (jeszcze) praktycznego zastosowania.

W tym artykule udowodniono, »e dla ka»dego rozkªadu prawdopodobie«stwa µ na R, z zadanym
polem dryfu b : R → R oraz polem zabijania k : R → R+ które speªnia zaªo»enia postawione w

artykule i podanym czasie ko«cowym t > 0, istnieje ci¡g Kre�ina m, α ∈ (0, 1] (±ci±le dodatnie),

pocz¡tkowy warunek x0 ∈ R i proces X z in�nitezymalnym generatorem
(
1
2

∂2

∂m∂x + b ∂
∂m − ∂K

∂m

)
gdzie k = ∂K

∂x taki, »e dla dowolnego zbioru borelowskiego B ∈ B(R),

P (Xt ∈ B|X0 = x0) = αµ(B).

Na pocz¡tku mo»na pokaza¢, »e problem z dryfem, ale bez zabijania, mo»e by¢ rozstrzygni¦ty po

prostej zmianie wspóªrz¦dnych, caªkowicie na podstawie dowodu z poprzedniego artykuªy (pod

pewnymi warunkami na dryf, aby zapewni¢, »e proces w nowych wspóªrz¦dnych ma dobrze zde�n-

iowan¡ warto±¢ oczekiwan¡); problem bez pola zabijania (przy tych zaªo»eniach) staje si¦ zatem

wnioskiem z poprzedniego artykuªu (z pewnymi dodatkowymi - ju» zarysowanymi - trudno±ciami

w pokazaniu zbie»no±ci).

Pole zabijania stwarza znaczne dodatkowe trudno±ci i wymaga istotnie nowych technik. Przed-

stawione dowody próbuj¡ na±ladowa¢ w jak najwi¦kszym stopniu rozumowanie z poprzedniego

artykuªu, jednak w kluczowych miejscach potrzebne s¡ istotnie nowe pomysªy aby uwzgl¦dni¢

pole zabijania.

2.2 Tªo i motywacja

Tªo jest mniej wi¦cej to samo, co w poprzednim artykule. Odwrotny problem wyznaczania funkcji

a dla której rozwi¡zanie f równania parabolicznego

∂f

∂s
= a

(
1

2

∂2

∂x2
+ b

∂

∂x
− k

)
f

gdzie pocz¡tkowy warunek w s = 0 to rozkªad Diraca f(0, x) = δx0(x) w punkcie x0 ∈ R i gdzie

zadany jest warunek ko«cowy f(t, x) dla s = t > 0, jest oczywi±cie interesuj¡cy sama w sobie.

Tutaj a jest rozumiane jako a(x) = 1
m′(x) , gdzie m jest ci¡giem Kre�in.

Ogólny problem motywuj¡cy w zakresie �nansów, cen i zarz¡dzania ryzykiem pochodnych pa-

pierów warto±ciowych jest taki sam, jak poprzednio, patrz Carr i Nadtochiy w [4] (2014) oraz

model lokalnej wariancji gamma.

Dodatkowo w tym artykule dryf i zabijanie maj¡ znaczenie, gdy ceny zarówno numéraire jak i

zasobu s¡ modelowane przez procesy stochastyczne. Kowariancja mi¦dzy cen¡ numéraire i cen¡
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aktywów zmienia dryf procesu zdyskontowanej ceny aktywów, st¡d wymóg wª¡czenia dryfu b;

wª¡czenie pola zabijania jest równie» przydatne w tym kontek±cie i rozszerza klas¦ dost¦pnych

modeli, gdy numéraire nie jest wolny od ryzyka.

2.3 Wyniki i metoda dowodowa

Niech µ b¦dzie miar¡ prawdopodobie«stwa na R, b : R → R i k : R → R+ zadanymi funkcjami

dryfu i zabijania. Okre±lmy

b̃(x) =

{
b(x) x ∈ suppt(µ)

0 x ̸∈ suppt(µ)
, B(x) =

{ ∫
[0,x] b̃(y)dy x ≥ 0

−
∫
[x,0) b̃(y)dy x < 0

(3)

gdzie suppt(µ) oznacza no±nik miary µ. Niech

k̂(x) =

{
k(x) x ∈ suppt(µ)

0 x ̸∈ suppt(µ)
, K(x) =

{ ∫
[0,x] k̂(y)dy x ≥ 0

−
∫
[x,0) k̂(y)dy x < 0.

(4)

Zaªo»enia dotycz¡ce dryfu b, pola zabijania k i miary µDocelowa miara prawdopodobie«stwa,

dryf i pole zabijania (µ, b, k) speªniaj¡ nast¦puj¡ce warunki.

(a) B okre±lone w (3) i K okre±lone w (4) s¡ absolutnie ci¡gªe wzgl¦dem µ.

(b) Niech l−(x) = sup{y ∈ suppt(µ) ∩ (−∞, x)} i niech l+(x) = inf{y ∈ suppt(µ) ∩ (x,+∞)},
wtedy

sup
x∈R

lim
h↓0

∫ l+(x)+h

l−(x)−h
|̃b(x)|dx < 1 (5)

gdzie b̃ jest okre±lone przez (3).

(c) Niech c : (0, 1) → R+ oznacza funkcj¦ okre±lon¡ przez:

c(x) =

(
ln 1

x

)
− (1− x)

(1− x)2
. (6)

Niech γ speªnia:

γ =
1

2

(
1− sup

x∈R
lim
h↓0

∫ l+(x)+h

l−(x)−h
|̃b(x)|dx

)
. (7)

Wymagane jest, aby (b, µ) speªniaªo:

∫ ∞

−∞

(∫ 0∨x

0∧x
eF (b,y)dy

)
µ(dx) < +∞ (8)

gdzie
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F (b, y) = 2

(∫ 0∨y

0∧y

∣∣∣̃b(x)∣∣∣ dx+ c(γ) sup
t:(0∧y)=t0<...<tn=(0∨y)

n−1∑
i=0

{(∫ ti+1

ti

|̃b(x)|dx
)2
})

(9)

i b̃ jest zde�niowane przez (3). Tutaj maksimum jest brane po ci¡gach o dªugo±ci n dla

wszystkich n ∈ N. Okazuje si¦, »e jest to wystarczaj¡cy warunek aby zapewnieni¢, »e

oczekiwana warto±¢ procesu we wspóªrz¦dnych bez dryfu jest dobrze zde�niowana.

(d) limx→±+∞
∂K
∂µ (x) = 0.

Niech z+ = sup{x ∈ suppt(µ)} i z− = inf{x ∈ suppt(µ)}. Wtedy ∂K
∂µ (x) jest zde�niowany

jako 0 dla x > z+ i x < z−.

W dowodzie sprowadzamy problem do �wspóªrz¦dnych bez dryfu�. W zaªo»eniu 3. zapewniamy,

»e we wspóªrz¦dnych wolnych od dryfu proces ma dobrze zde�niowan¡ warto±¢ oczekiwan¡, aby

umo»liwi¢ wykorzystanie technik z poprzedniego artykuªu. Punkt 4., zaªo»enie dotycz¡ce pola

zabijania, ma zapewni¢, »e bior¡c ci¡g rozwi¡za« dyskretnych problemów, proces graniczny nie

wygasa z prawdopodobie«stwem 1.

W artykule dowiedziono, »e je±li (µ, b, k) speªniaj¡ te zaªo»enia, to istnieje miara ªa«cuchowa m,

α ∈ (0, 1] i x0 ∈ R takie, »e

1

2

∂2

∂m∂x
+

∂B

∂m
∇m − ∂K

∂m
, (10)

gdzie ∇m jest zde�niowanym ni»ej operatorem gradientu, który jest in�nitezymalnym genera-

torem procesu X speªniaj¡cego

P(Xt ∈ B|X0 = x0, Xt ̸∈ {D}) = µ(B) ∀B ∈ B(R).

Tutaj D to stan cmentarny, Xt ∈ {D} oznacza, »e proces zostaª zabity do czasu t i

α := 1− P (Xt ∈ {D}) > 0.

Operator gradientu ∇m jest zde�niowany w nast¦puj¡cy sposób. Niech z− = inf{x ∈ R|x ∈
suppt(m)} i z+ = sup{x ∈ R|x ∈ suppt(m)}. Dla x ∈ (z−, z+), okre±lmy:

{
x∗m = lim infϵ↘0{y > x+ ϵ|y ∈ suppt(m)}
xm∗(x) = lim supϵ↘0{y < x− ϵ|y ∈ suppt(m)}

a dla funkcji testowych, gdzie jest dobrze zde�niowany, operator ∇m jest zde�niowany jako:

∇mf(x) =

{
limh↘0

f(x∗
m(x)+h)−f(x∗m−h)
x∗
m−x∗m+2h x ∈ (z−, z+)

0 inne
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Je±li t jest zast¡piony przez czas wykªadniczy, α, x0 i m s¡ jednoznacznie wyznaczone, i dana jest

jawna konstrukcja. Je±li t jest czasem deterministycznym, wykazane jest tylko istnienie, chocia»

metoda dowodu mo»e wskazywa¢ na to, jak konstruowa¢ przybli»enia.

Uwagi do hipotezy

(a) Dla γ zde�niowanego przez (7), z (5) wynika, »e γ > 0 (gdzie nierówno±¢ jest ostra).

(b) Dla x ∈ (0, 1) rozwini¦cie w szereg pot¦gowy daje:

log
1

x
= − log(1− (1− x)) =

∞∑
j=1

(1− x)j

j

wi¦c

c(x) =

∞∑
j=0

(1− x)j

j + 2
.

Zatem w zakresie x ∈ (0, 1), limx↑1 c(x) =
1
2 , c(x) maleje wzgl¦dem x i limx↓0 c(x) = +∞.

(c) Stosunkowo prostym problemem jest wykazanie istnienia miary m, daj¡cej α > 0 i proces z

generatorem in�nitezymalnym (
1

2

∂2

∂m∂x
+

∂B

∂m
∇m

)
− k (11)

dla danego dryfu b i pola zabijania k, o rozkªadzie

P(Xτ ∈ {D}) = 1− α < 1 P(Xτ ∈ A) = αµ(A) ∀A ∈ B(R),

gdzie τ to czas ko«cowy, µ to zadana miara, D oznacza stan cmentarny, a {Xτ ∈ {D}}
oznacza, »e proces zostaª zabity do czasu τ . W przypadku omawianym w tym artykule, z

podobnymi dowodami, wyst¦puje jednoznaczno±¢ i jawna konstrukcja, gdy zatrzymujemy

si¦ po niezale»nym czasie geometrycznym / wykªadniczym. Szukaj¡c procesu z generatorem

zadanym przez (11), zaªo»enie o polu zabijania k mo»e by¢ rozlu¹nione; Cz¦±¢ 4d zaªo»e«

jest nieistotna dla tego problemu, poniewa» jest zwi¡zana tylko z zapewnieniem, »e granica

procesów na zatomizowanych przestrzeniach stanów nie zanika z prawdopodobie«stwo 1 do

czasu ko«cz¡cego dla generatora danego przez (10). Ten problem rozwi¡zuje si¦ bez tego

zaªo»enia dla generatora podanego przez (11).

Dowód skªada si¦ z czterech kroków opisanych poni»ej. Schemat jest ten sam, co w poprzednim

artykule, ale znacz¡co nowe podej±cie jest potrzebne w 1. Pewna mody�kacja twierdzenia o

punkcie staªym jest potrzebna do rozwi¡zania 2. Dla 3. techniki s¡ podobne jak w poprzednim

artykule.

W przypadku 4. graniczna procedura uwzgl¦dnia wskazane dwie nowe kwestie; zaªo»enia doty-

cz¡ce dryfu aby zapewni¢, »e proces we wspóªrz¦dnych bez dryfu ma dobrze zde�niowan¡ warto±¢
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oczekiwan¡; równie» konieczne jest wykazanie, »e granica oczekiwanych warto±ci to oczekiwana

warto±¢ granicy. Zaªo»enie dotycz¡ce pola zabijania k jest konieczne, aby prawdopodobie«stwo,

»e proces zostaª zabity do czasu ko«cowego nie zbiegaªo do 1 przy braniu granicy.

(a) Rozwa»any jest czas dyskretny i sko«czona przestrze« stanów; przedstawione s¡ warunki

przy których istnieje odpowiedni ªa«cuch Markowa o danym rozkªadzie w niezale»nym,

geometrycznym czasie. Rozwi¡zanie, je±li istnieje, jest jednoznaczne, a konstrukcja jest

jawna.

(b) Analiza ta jest nast¦pnie rozszerzana w celu ustalenia warunków, przy których istnieje

ªa«cuch Markowa z danym rozkªadem po zatrzymaniu w niezale»nym, ujemnym czasie dwu-

mianowym. Wykorzystywany jest fakt (jak z poprzednim artykule), »e ujemna zmienna

dwumianowa jest sum¡ niezale»nych zmiennych geometrycznych i u»ywa si¦ twierdzenia o

punkcie staªym.

(c) Dalej brane s¡ granice ujemnych czasów dwumianowych przy zmniejszaniu siatki czasowej

w celu uzyskania czasu z rozkªadem Gamma, jak w poprzednim artykule. Nast¦pnie brane

s¡ granice w celu uzyskania deterministycznego czasu. Argumenty s¡ podobne do tych z

poprzedniego artykuªu, przy czym dodatkowo nale»y dba¢ o to, aby graniczny proces nie

wygasaª z prawdopodobie«stwem 1.

(d) Na koniec brana jest pod uwag¦ dowolna przestrze« stanów. Jak w poprzednim artykule,

docelowa miara jest przybli»ana przez ci¡g miar atomowych. Dryf jest niwelowany poprzez

zmian¦ wspóªrz¦dnych, po czym rozwa»any jest ci¡g miar atomowych w przeksztaªconych

wspóªrz¦dnych. Problem zabijania jest rozwi¡zany przez rozwa»enie

� procesu bez zabijania,

� warunkowego rozkªadu czasu u±miercenia.

W obu sytuacjach mamy zbie»no±¢, jednak druga z nich wymaga zupeªnie nowych rozwa»a«;

ten problem nie wyst¦powaª bez pola zabijania. Trudno±¢ polega na zapewnieniu, »e

wspóªczynnik dyfuzji nie zbiega do niesko«czono±ci i prawdopodobie«stwo, »e proces zostaª

zabity nie zbiega do 1 w branej granicy. Dowód wymaga zaªo»enia 4d.

2.4 Metody dowodu

Na pocz¡tku rozwa»any jest dyskretny problem z M stanami −∞ < i1 < . . . < iM < +∞. Dryfy

(bj)
M
j=1 s¡ uwzgl¦dnione; wpªywaj¡ one na prawdopodobie«stwo skoku w lewo lub w prawo przy

opuszczaniu stanu, patrz równanie (16). Oczywi±cie, zaªo»enie 2.2 (nierówno±¢ (15)) na pole dryfu

w sytuacji dyskretnej jest konieczne, aby wielko±ci qj,j−1 i qj,j+1 byªy prawdopodobie«stwami.

Równanie (14) przeksztaªca pole zabijania kj na wspóªczynniki zabijania k̃j , które dadz¡ odpowied-

nie wyra»enie po umieszczeniu w in�nitezymalnym generatorze; uzasadnia to Lemat 2.5 (wyra»e-

nie na in�nitezymalny generator podane na ko«cu sformuªowania lematu).
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Dla dyskretnego problemu z M stanami i1 < . . . < iM , dodajemy stan cmentarny D, któremu

nadajemy numer M + 1. Nast¦pnie de�niujemy macierz przej±cia P̃ (h) dla dªugo±ci kroku cza-

sowego h, λj intensywno±¢ pozostanie w j-tym stanie gdzie, pod warunkiem opuszczenia ij cz¡stka

umiera z prawdopodobie«stwem k̃j . Pod warunkiem pozostania przy »yciu, skacze do ij+1 z

prawdopodobie«stwem qj,j+1 lub do ij−1 z prawdopodobie«stwem qj,j−1. Bior¡c h ↘ 0, Θ z

de�nicji 2.4 to intensywno±¢ ªa«cucha Markowa z czasem ci¡gªym; lemat 2.5, z podan¡ de�nicj¡

aj pokazuje, »e w ten sposób zde�niowany przez Θ ªa«cuch Markowa z czasem ci¡gªym ma

generator in�nitezymalny poprawnej postaci.

W sekcji 3 pokazane jest, jak problem z dryfem (bez zabijania) mo»e zosta¢ przeksztaªcony przez

odpowiedni¡ zmian¦ wspóªrz¦dnych w bezdryfowy problem z poprzedniego artykuªu. Takie przek-

sztaªcenia nie s¡ wyznaczone jednoznacznie; transformacja jest przeprowadzona w taki sposób, »e

gdy miara docelowa µ jest przybli»ona przez miary atomowe µ(N) takie, »e µ(N) → µ, przestrzenie

stanów problemów zdyskretyzowanych równie» zbiegaj¡.

Wyniki sformuªowane s¡ w sekcji 5, natomiast dowód z dryfem, ale bez zabijania podano w sekcji

6. Dla dyskretnego problemu ze sko«czon¡ przestrzeni¡ stanów, problem byª zredukowany do

poprzedniego artykuªu (bez dryfu lub zabijania). Trudno±¢ stanowi branie granicy. Po pierwsze,

Lemat 6.1 pokazuje »e przy (8) z zaªo»enia, supN
∑MN

j=1 |κN,j |p(N)
j < +∞ gdzie dyskretny prob-

lem na poziomie N ma MN stanów, zdyskretyzowana miara docelowa to p(N), a zdyskretyzowana

przestrze« stanów to (κN,j)
MN
j=1). Po drugie, Lemat 6.2 pokazuje, »e dla wyboru wspóªrz¦dnych

wolnych od dryfu, funkcje kawaªkami liniowe κN (x), takie, »e κN (iN,j) = κN,j , gdzie (iN,j)
MN
j=1

oznacza przestrze« stanów dla problemu w �oryginalnych� wspóªrz¦dnych, zbiegaj¡ do funkcji

κ(x). To byª (oczywi±cie) caªy sens wyboru wspóªrz¦dnych wolnych od dryfu. Pozostaªa cz¦±¢

sekcji 6 uzasadnia zbie»no±¢ procesów we wspóªrz¦dnych bez dryfu i jak mo»na to przeksztaª-

ci¢ z powrotem w zbie»no±¢ procesów w oryginalnych wspóªrz¦dnych do procesu z poprawnym

in�nitezymalnym generatorem.

Motywacja do Sekcji 4: nale»y przypomnie¢ sobie (z poprzedniego artykuªu), »e rozwi¡zanie dla

czasu geometrycznego Geom(a) speªnia:

1

1− a
(p(I − aP (q)))j =


0 j ̸= l − 1, l
e0−il−1

il−il−1
j = l

il−e0
il−il−1

j = l − 1

(równanie (9) w poprzednim artykule) i to samo jest prawdziwe w tym przypadku, z P zast¡-

pionym przez P̃ (h) (Równanie (17) De�nicja 2.3). Krok czasowy zostaª zde�niowany jako h i

a = t
t+h tak, »e E[τ ] = t, gdzie τ ∼ Geom(a). Ponadto istnieje równie» stan cmentarny, o

którym nale»y pami¦ta¢. Równanie peªni¡ce t¦ sam¡ rol¦ w sytuacji z zabijaniem podano jako

(60) (Lemat 7.4). Tutaj, podczas gdy p (prawdopodobie«stwo docelowe, uwarunkowane prze»y-

ciem) jest okre±lone, warto±¢ 1−α (prawdopodobie«stwo stanu cmentarnego) wynika z oblicze«,

podczas gdy p̂ = αp.
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Wraz z wprowadzeniem zabijania, funkcja G zde�niowana w sekcji 4 (równanie (26)) odgrywa t¦

sam¡ rol¦ co F podane w (2) z poprzedniego artykuªu.

Problem tra�enia w zadany rozkªad docelowy po zatrzymaniu w niezale»nym czasie geome-

trycznym (czas dyskretny) lub czasie wykªadniczym (czas ci¡gªy) jest sformuªowany jako Twierdze-

nie 5.1, w sekcji 8 znajduje si¦ dowód, którego kluczowe fragmenty opieraj¡ si¦ na Lemacie 7.4. W

tym wypadku mamy jednoznaczne rozwi¡zanie, a warto±¢ α ∈ (0, 1), czyli prawdopodobie«stwo,

»e proces jest wci¡» »ywy w τ , jest wyznaczona jednoznacznie.

Sekcja 5 przedstawia gªówne wyniki; Czasy geometryczne/wykªadnicze, Ujemne czasy dwumi-

anowe/ Gamma, czas deterministyczny.

Po ustaleniach z sekcji 7, dowody przebiegaj¡ ju» ªatwiej. W sekcji 8, po znalezieniu analogicznych

wielko±ci, dowód dla czasów geometrycznych/wykªadniczych jest bezpo±redni. Sekcja 9 podaje

twierdzenie o punkcie staªym, które uzasadniane jest w podobny sposób, chocia» nale»y zachowa¢

ostro»no±¢, poniewa» w stanach i1 i iM , proces nadal podlega zabijaniu.

Wreszcie w sekcji 10 przechodzi si¦ do granicy. Dodatkowym problemem jest to, »e nale»y ustali¢,

i» dla ci¡gu miar ªa«cuchowych m(N), nie ma podci¡gu dla którego m(Nj) → 0, co odpowiadaªoby

procesowi dochodzenia do stanu cmentarnego z prawdopodobie«stwem 1. Jest to rola zaªo»enia

1.1 cz¦±¢ 4, które zapewnia, »e tak si¦ nie stanie. To zaªo»enie jest niezb¦dne; w przeciwnym

razie mo»emy wysªa¢ proces do stanu cmentarnego po prostu przyspieszaj¡c go.

2.5 Otwarte problemy

Podobnie jak w poprzednim artykule, powinno by¢ mo»liwe rozszerzenie do osi¡gni¦cia miary

docelowej na Rd dla d ≥ 2. Interesuj¡ce jest równie» pytanie, czy istnieje jedyny generator

proponowanego typu, a tak»e konstrukcja tego generatora; konstrukcja byªaby ªatwiejsza, gdyby

wyst¦powaªa jednoznaczno±¢.

3 Lp Solutions for Stochastic Evolution Equation with Nonlinear

Potential Studia Mathematica (2022) 264 (2) pp 181 - 240

Z czterech przedstawionych artykuªów ten prawdopodobnie zawiera najwi¦cej innowacji w zakre-

sie zestawu narz¦dzi matematycznych i jego zastosowa«.

3.1 Wprowadzenie

Ten artykuª dotyczy stochastycznego równania ró»niczkowego cz¡stkowego

{
ut =

1
2uxx + uγξ

u(0, .) = u0
(12)
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gdzie ξ to biaªy szum w przestrzeni/czasie modelowany przez losowe pole gaussowskie, γ ∈
(1,+∞) a stan pocz¡tkowy u0 to nieujemne przeksztaªcenie mierzalne, niezale»ne od ξ, speªnia-

j¡ce u0 ≥ 0 i

{
limn→+∞ E

[(∫
S1(u0(x) ∧ n)dx

)2]
= E

[(∫
S1 u0(x)dx

)2]
< +∞

γ ∈ (1,∞)
(13)

Zmienna przestrzenna to x ∈ S1 = [0, 1], przy czym identy�kujemy 0 = 1. Skªadnik stochastyczny

jest interpretowany w rozumieniu [32]. Wynik jest taki, »e istnieje nieujemne rozwi¡zanie u takie,

»e dla wszystkich α ∈ [0, 1),

E

[(∫ ∞

0

∫
S1
u(t, x)2γdxdt

)α/2
]
≤ K(α)E

[(∫
S1
u0(x)dx

)α]
< +∞.

gdzie staªa K(α) < +∞ pochodzi z nierówno±ci Burkholdera�Davisa�Gundy'ego. Rozwi¡zanie

speªniaj¡ce ten warunek jest jednoznaczne. Pokazano równie», »e rozwi¡zania speªniaj¡

E

[∫ T

0

(∫
S1
u(t, x)pdx

)α/p

dt

]
< +∞ ∀T < +∞, 0 < p < +∞, α ∈

(
0,

1

2

)
.

Wykorzystane techniki nie mog¡ by¢ zastosowane, gdy warunki pocz¡tkowe zawieraj¡ rozkªady

Diraca (s¡ to sytuacje, które s¡ wykluczone przez warunek na u0). W przedstawionym opisie

indeksy dolne oznaczaj¡ pochodne; ut oznacza pochodn¡ funkcji u : R+×S1×Ω → R wzgl¦dem

pierwszej zmiennej (czasu), podczas gdy uxx to druga pochodna w odniesieniu do drugiej zmiennej

(przestrzeni). Równanie (12) jest skrótem odpowiedniego stochastycznego równania caªkowego

u(t, x) = Ptu0(x) +

∫ t

0

∫
S1
p(t− s, x− y)uγ(s, y)W (ds, dy) (14)

gdzie p jest rozwi¡zaniem równania ciepªa pt =
κ
2pxx, z warunkiem pocz¡tkowym p(0, z) = δ0(z).

ξ : R+ × S1 × Ω → R jest u»ywany do oznaczenia biaªego szumu w przestrzeni/czasie; dla

A ∈ B(R+ × S1),
∫
A ξdtdx = W (A). Warunek pocz¡tkowy u0 jest niezale»ny od pola biaªego

szumu ξ.

Oczywi±cie nie ma mocnych rozwi¡za« (12) w sensie p.d.e.; rozwi¡zania nie b¦d¡ ani dwukrotnie

ró»niczkowalne wzgl¦dem przestrzeni ani jednokrotnie ró»niczkowalne wzgl¦dem czasu.

3.2 Tªo

Niech W b¦dzie standardowym jednowymiarowym procesem Wienera. Rozwa»my stochastyczne

równanie ró»niczkowe zwyczajne:

u(t) = u0 +

∫ t

0
u(s)γdW (y) u0 ≥ 0 (15)
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w rozumieniu Itô, dla γ > 0. Zostaªo ono dokªadnie przestudiowane. Istnienie i zachowanie

rozwi¡za« mo»na uzyska¢ poprzez porównanie z odpowiednim procesem Bessela, w nast¦puj¡cy

sposób. Niech Y (t) = uα(t), wówczas dla α ̸= 0 drobna mody�kacja wzoru Itô's daje:

Y (t) = uα0 + α

∫ t

0
Y (s)1+(γ−1)/αdW (s) +

α(α− 1)

2

∫ t

0
Y (s)1+2(γ−1)/αds. (16)

Wzór Itô mo»na zastosowa¢ do f(u(t)) dla funkcji f ∈ C2(R), ale dla α < 2, α ̸= 0, f(x) = |x|α

nie jest dwukrotnie ró»niczkowalna w 0. Mody�kacja obejmuje rozwa»enie czasów zatrzymania

σϵ = inf{t : u(t) < ϵ} i zastosowanie wzoru Itô do f(u(t∧σϵ)). Z porównania z procesami Bessela

w wymiarze wi¦kszym ni» 2 w (17) wynika, »e limϵ→0 σϵ = +∞ prawie na pewno.

Dla α = 1− γ, gdzie γ ̸= 1,

Y

(
t

(γ − 1)2

)
= u1−γ

0 − (γ − 1)W

(
t

(γ − 1)2

)
+

γ

2(γ − 1)

∫ t

0

1

Y
(

r
(γ−1)2

)dr
Teraz niech W̃ (t) = −(γ − 1)W

(
t

(γ−1)2

)
, tak aby W̃ byª standardowym ruchem Browna i niech

Z(t) = Y
(

t
(γ−1)2

)
. Nast¦pnie

Z(t) = u1−γ
0 + W̃ (t) +

(
2γ−1
γ−1

)
− 1

2

∫ t

0

1

Z(s)
ds (17)

aby Z byªo 2γ−1
γ−1 wymiarowym procesem Bessela. Wynika z tego, »e dla γ ̸= 1, u1−γ(t) =

Z((γ − 1)2t). Proces Bessela w wymiarze wi¦kszym ni» 2 jest oddzielony od 0 (patrz Revuz i

Yor [29]). Poniewa» 2γ−1
γ−1 > 2 dla wszystkich γ > 1, wi¦c z warunku pocz¡tkowego u0 > 0 wynika,

»e rozwi¡zanie u jest dobrze zde�niowanym nieujemnym lokalnym martyngaªem, speªniaj¡cym

sup0≤t<+∞ u(t) < +∞. Zachodzi nast¦puj¡ca asymptotyka:

u2(1−γ)(t)

(γ − 1)2t

(d)−→ Y

gdzie zmienna losowa Y ma g¦sto±¢:

f(y) =


1

2(2γ−1)/(2γ−2)
1

Γ
(

2γ−1
2γ−2

)y1/(2γ−2)e−y/2 y ≥ 0

0 y < 0.

Jest to bezpo±rednie skalowanie (nienumerowanego) wzoru z wniosku (1.4) na dole strony 441 w

Revuz i Yor [29].

Naturalnym pytaniem, które nale»y zada¢, jest to, w jakim stopniu wªa±ciwo±ci jednowymi-

arowego równania s¡ zachowywane w obecno±ci mieszania. Na przykªad, rozwa»my operator A
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zde�niowany na funkcjach okre±lonych na przestrzeni przeliczalnej X taki, »e
∑

y∈X Ax,y = 0 dla

ka»dego x ∈ X , i ukªad stochastycznych równa« ró»niczkowych:

u(t, x) = u0(x) +

∫ t

0

∑
y

Ax,yu(s, y)ds+

∫ t

0
u(s, x)γdW (x)(s) (18)

gdzie u0(x) > 0 dla ka»dego x i (W (x))x∈X s¡ niezale»nymi procesami Wienera, ka»dy z tym

samym wspóªczynnikiem dyfuzji. Jak wprowadzone wy»ej zale»no±ci zmieniaj¡ zachowanie ukªadu?

Rozwa»my teraz {A(h)
x,y : x, y ∈ hZ}, zde�niowane przez: A(h)

hx,h(x+1) = A
(h)
hx,h(x−1) =

1
2h2 , A(h)

hx,hx =

− 1
h2 , A

(h)
x,y = 0 w przeciwnym razie. Notacja E[.] b¦dzie u»ywane w caªym tek±cie do oznaczenia

warto±ci oczekiwanej. Dla ka»dego x ∈ hZ, niech (W (h,x))x∈hZ b¦dzie niezale»nym procesem

Wienera speªniaj¡cym

E
[
W (h,x)(t)

]
≡ 0 i E

[
W (h,x)(s)W (h,x)(t)

]
= (s ∧ t)

1

h
.

Zwró¢my uwag¦, »e dyfuzja niezale»nych procesów Wienera zmienia si¦, gdy h → 0. Ponadto,

dla f ∈ C2(R) (funkcje dwukrotnie ró»niczkowalne), limh→0A
(h)f = 1

2
d2

dx2 f . Operator A(h)

jest dyskretnym laplasjanem na siatce hZ, a jego granic¡ jest operator 1
2

d2

dx2 (laplasjan na R).
Formalnie równanie graniczne (18) przy h → 0, gdy A(h) jest wstawione w miejsce A i W (h,.) jest

wstawione w miejsceW (.), jest równaniem (12), gdzie ξ jest biaªym szumem w czasie/przestrzeni i

ko«cowy wyraz (12) jest zde�niowany wedle teorii miar martyngaªowych zgodnie z Walshem [32].

Równanie (12), z γ > 1, ale innym warunkiem na zmienn¡ przestrzenn¡, zostaªo dobrze zbadane;

gªówne wyniki pochodz¡ z Mueller [24], Mueller i Sowers [25], Mueller [26] oraz Mueller [27], a

tak»e Krylov [18]. W pracach [24], [25] [26] i [27] rozwa»ane jest równanie z nieujemnym i ci¡gªym

warunkiem pocz¡tkowym u(0, x) i warunkami brzegowymi Dirichleta u(t, 0) = u(t, J) = 0 oraz

rozwi¡zania dla t > 0 i 0 ≤ x ≤ J .

Shiga [31] rozwa»a równanie na R dla ró»nych zakresów γ. Dla γ ≥ 1, wskazuje na wªasno±¢

silnej dodatnio±ci, wykazanej w Mueller [23]; je±li warunek pocz¡tkowy jest nieujemny i ±ci±le

dodatni na zbiorze miar dodatnich, to rozwi¡zanie jest ±ci±le dodatnie do czasu eksplozji normy

L∞.

Shiga [31] rozwa»a przybli»one równania z uci¦ciem (u ∧ n)γ . Równanie przybli»aj¡ce to:

{
u
(n)
t = 1

2u
(n)
xx + (u(n) ∧ n)γξ

u(n)(0, x) = u0(x) ∧ n
(19)

Zgodnie z twierdzeniem 2.3 w Shiga [31], równanie (19) ma jednoznaczne rozwi¡zanie, które

jest nieujemne dla sko«czonych warto±ci n. Dlatego ka»de rozwi¡zanie (12) otrzymane jako

granica u(n) speªniaj¡cych (19) b¦dzie nieujemne. Shiga bierze pod uwag¦ przestrze« stanów R;
rozumowanie dla S1 jest takie samo. Walsh dowodzi istnienia, jednoznaczno±ci oraz regularno±ci
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rozwi¡za« równa« podobnych do (19) ([32], Twierdzenie 3.2 i wniosek 3.4). Jego wyniki dotycz¡ce

regularno±ci zale»¡ od warunku pocz¡tkowego

W [24] uzasadniono istnienie i jednoznaczno±¢ rozwi¡zania równania (12) dla 1 ≤ γ < 3
2 .

Rozwi¡zania (12) zgadzaj¡ si¦ z rozwi¡zaniami (19) do czasu σn = inf{t : supx u(t, x) ≥ n}.
Mamy istnienie, jednoznaczno±¢ oraz ci¡gªo±¢ do czasu σ = limn→+∞ σn i wtedy pokazuje si¦, »e

P(σ = +∞) = 1 dla γ < 3
2 , gdzie P oznacza miar¦ prawdopodobie«stwa.

W [25] Mueller i Sowers badaj¡ równanie (12) ponownie z warunkami brzegowymi Dirichleta i

tymi samymi zaªo»eniami na warunki pocz¡tkowe. W [25] rozwa»ana jest γ > 3
2 i, dla tak samo

zde�niowanego σ, pokazano »e istnieje γ0 ≥ 3
2 taka, »e dla γ > γ0 mamy P(σ < +∞) > 0.

Wykorzystane podej±cie polega na powi¡zaniu rozwi¡zania z procesem gaª¡zkowym, gdzie du»e

�piki� s¡ traktowane jako cz¡stki w procesie gaª¡zkowym, a potomstwo to piki, które s¡ pewien

czynnik wy»sze. Uzasadniono, »e dla γ > γ0, warto±¢ oczekiwana liczby potomstwa jest wi¦ksza

ni» jeden. Wynika z tego, »e proces gaª¡zkowy przetrwa z dodatnim prawdopodobie«stwem, co

odpowiada σ < +∞. Zdarzenie {σ < +∞} odpowiada zdarzeniu {limt↑σ ∥u(t, .)∥∞ = +∞}. W
Mueller [27], techniki z [25] zostaªy poprawione, aby pokaza¢, »e dla wszystkich γ > 3

2 nast¦puje

eksplozja ∥u(t, .)∥∞ w sko«czonym czasie z dodatnim prawdopodobie«stwem.

Prace Muellera i Sowersa [25] i Muellera [27] pokazuj¡ »e norma przestrzenna L∞ eksploduje dla

γ > 3
2 z dodatnim prawdopodobie«stwem, wi¦c ka»da technika udowodnienia istnienia rozwi¡za-

nia opieraj¡ca si¦ na dªugim czasie istnienia normy przestrzennej L∞ jest skazana na pora»k¦.

Mueller [26] pokazuje lokalne istnienie i jednoznaczno±¢ dla równania (12) (z warunkami brze-

gowymi Dirichleta) z nieograniczonymi warunkami pocz¡tkowymi, co wskazuje na to, »e mog¡

istnie¢ rozwi¡zania Lp poza czasem wybuchu normy L∞. Ponadto rozwa»enie jednowymiarowego

s.o.d.e. (15) mo»e sugerowa¢, »e istnieje dobrze zde�niowane rozwi¡zanie z dªugim czasem ist-

nienia normy Lp dla pewnego 0 < p < +∞, poniewa» s.o.d.e. ma dobrze zde�niowane rozwi¡zanie

z prawdopodobie«stwem 1. W tym artykule równanie jest rozpatrywane na S1, okr¦gu jednos-

tkowym. To oznacza to, »e zmienna przestrzenna przyjmuje swoje warto±ci w [0, 1], gdzie 0 i 1 s¡

uto»samione. Zamiast warunków brzegowych Dirichleta, uto»samia si¦ u(t, 0) = u(t, 1) i d2

dx2 jest

brane jako laplasjan na S1. Chocia» w artykule nie ma peªnego dowodu wyników porównuj¡cych,

P(σ < +∞) (prawdopodobie«stwo wybuchu normy L∞) powinno by¢ mniejsze przy warunkach

brzegowych Dirichleta ni» na okr¦gu. Jest to podane jako twierdzenie w zaª¡czniku, w którym

znajduje si¦ równie» szkic dowodu.

Zaªó»my, »e istnieje rozwi¡zanie równania (12), rozwa»anego na okr¦gu jednostkowym, z nieujem-

nym warunkiem pocz¡tkowym speªniaj¡cym
∫
S1 u(0, x)dx = C dla pewnego C > 0. Niech U(t) =∫

S1 u(t, x)dx. Wtedy {U(t) : t ≥ 0} jest nieujemnym lokalnym martyngaªem, wi¦c z ogólnego

wyniku o nieujemnych lokalnych martyngaªach (podanego ni»ej) speªnia: supn≥1 nP(supt U(t) >

n) ≤ K < +∞ dla pewnego K. Wynika st¡d, »e
∫
S1 u(t, x)dx jest prawie na pewno ograniczone

w czasie. Co wi¦cej, wariacja kwadratowa U jest równa ⟨U⟩(t) =
∫ t
0

∫
S1 u(s, x)

2γdxds. Mueller

i Sowers [25], a nast¦pnie Mueller [27] pokazuj¡, »e z dodatnim prawdopodobie«stwem wys-

t¦puje eksplozja normy L∞ dla γ > 3
2 . Mój wkªad polega na wykazaniu istnienia rozwi¡za« w
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odpowiednich przestrzeniach Lp dla wszystkich γ > 1; je±li �proces masy caªkowitej� jest dobrze

zde�niowanym lokalnym martyngaªem, to jego wariacja kwadratowa jest dobrze zde�niowana i

st¡d naturalna warto±¢ p przy szukaniu rozwi¡za« w Lp to p = 2γ.

3.3 Zarys dowodów

Sekcja 2 przedstawia niektóre z kluczowych nierówno±ci martyngaªowych, które zostaªy u»yte;

równania przybli»aj¡ce

u(n)(t, x) = Pt(u0(x) ∧ n) +

∫ t

0

∫
S1
p(t− s, x− y)(u(n)(s, y) ∧ n)γW (dy, ds)

gdzie (oczywi±cie) proces `masy caªkowitej' U (n)(t) =
∫
S1 u

(n)(t, x)dx jest martyngaªem z wariacj¡

kwadratow¡

⟨U (n), U (n)⟩(t) =
∫ t

0

∫
S1
(u(n)(s, y) ∧ n)2γdyds.

Fakt, »e mamy w zwi¡zku z tym jednostajne ograniczenia na E
[
supt U

(n)(t)α
]
dla α ∈ (0, 1)

jest prostym zastosowaniem nierówno±ci Burkholdera�Davisa�Gundy'ego, daj¡cych jednostajne

ograniczenia (niezale»ne od n) na

E
[
⟨U (n), U (n)⟩α/2(+∞)

]
= E

[(∫ ∞

0

∫
S1
u(n)(t, x) ∧ n)2γdxdt

)α/2
]

dla α < 1. To wzgl¦dnie proste, jednak kluczowe dla pokazania »e ci¡g u(n) ma podci¡g zbie»ny (w

odpowiednim sensie) i, co najwa»niejsze, »e granica speªnia równanie graniczne. Istnienie granicy

nie jest wymagaj¡cym wynikiem; pokazanie, »e granica speªnia równanie graniczne stanowi wi¦k-

sze wyzwanie.

Zauwa»my, »e nierówno±ci martyngaªowe daj¡ ograniczenia tylko dla α < 1. Teoria stochasty-

cznych równa« ró»nieczkowych cz¡stkowych Walsha, opracowana w drobiazgowych szczegóªach

w [32], przedstawiona jest w sytuacji, gdy wszystko podporz¡dkowane jest przestrzeni L2, jednak

tutaj a priori nie mamy jednostajnych ogranicze« w L2. Dlatego w sekcji 3 przeformuªowuje

si¦ kluczowe elementy teorii Walsha, w sposób daj¡cy odpowiednio delikatne rozszerzenie, tak

aby zaprezentowane konstrukcje i wyniki znajdowaªy zastosowanie w naszej sytuacji. Ta sekcja

ma raczej rutynowy charakter, jednak jest wa»na, aby ustali¢ podªo»e teoretyczne, w którym

wszystko jest dobrze zde�niowane.

3.3.1 Istnienie

W sekcji 4 podaj¦ formaln¡ de�nicj¦ rozwi¡zania i udowadniam jego istnienie. Dowód istnienia

skªada si¦ z 5 kroków
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Uwaga na temat �sªabej zbie»no±ci� Najpierw wyja±ni¦ termin sªabej zbie»no±ci, którym

si¦ posªuguj¦. Nie ma on nic wspólnego z probabilistycznym poj¦ciem �sªabej zbie»no±ci�, które

odnosi si¦ do zbie»no±¢ rozkªadów prawdopodobie«stwa. To mogªoby by¢ podej±cie do problemu;

poka» sªab¡ zbie»no±¢ u(n) (w probabilistycznym sensie zbie»no±ci rozkªadów), nast¦pnie u»yj

twierdzenia Skorohoda, aby uzyska¢ ci¡g ũ(n) gdzie dla ka»dego n ũ(n) ma taki sam rozkªad jak

u(n) i gdzie wszystkie ũ(n) s¡ zde�niowane na tej samej przestrzeni prawdopodobie«stwa i prawie

na pewno zbie»ne do granicy ũ, jednak problem z tym podej±ciem jest taki, »e wynik Skorohoda

nie mówi nam absolutnie nic o nowej przestrzeni prawdopodobie«stwa, na przykªad czy faktycznie

dopuszcza arkusz Wienera (Wiener sheet), a nawet je±li tak, to czy ũ(n) s¡ rozwi¡zaniami dla

stochastycznych równa« ró»niczkowych cz¡stkowych na tej przestrzeni.

Skoro wi¦c mamy ju» dobrze zde�niowan¡ przestrze« prawdopodobie«stwa, ci¡g s.p.d.e. speªni-

anych przez (u(n))n≥1 jest dobrze zde�niowany na tej przestrzeni, chcieliby±my pozosta¢ na tej

samej przestrzeni prawdopodobie«stwa przez caªy czas. Poj¦cie sªabej zbie»no±ci odnosz¡ce si¦

do ci¡gów w re�eksywnych przestrzeniach Banacha jest zatem bardziej odpowiednie ni» prob-

abilistyczne poj¦cie sªabej zbie»no±ci, wi¦c konstruuj¦ odpowiedni¡ re�eksywn¡ przestrze« Ba-

nacha. Rozwa»am U (n)(t) =
∫
S1 u

(n)(t, y)dy, ci¡g martyngaªów i znajduj¦ odpowiedni¡ re�eksy-

wn¡ przestrze« Banacha dla tych martyngaªów, z których wyodr¦bniam podci¡g sªabo zbie»ny

(gdzie sªowo �sªabo� jest wzi¦te w klasycznym rozumieniu Banacha). Nast¦pnie stosuje si¦ klasy-

czny lemat Mazura, aby uzyska¢ silnie zbie»ne kombinacje wypukªe.

Krok 1 Konstrukcj¦ takiej re�eksywnej przestrzeni Banacha otrzymujemy zauwa»aj¡c, »e dla ka»dego

α < 1 istnieje staªa C(α) < +∞ taka, »e

sup
n

E

[(∫ ∞

0

∫
S1

(
u(n)(t, x) ∧ n

)2γ
dxdt

)α/2
]
< C(α)

z racji tego, »e
∫∞
0

∫
S1
(
u(n)(t, x) ∧ n

)2γ
dxdt jest wariacj¡ kwadratow¡ nieujemnego mar-

tyngaªu, z jednostajnym ograniczeniem na
∫
u0(x)dx dotycz¡cym warunków pocz¡tkowych.

Je±li przyjmiemy Ŵ (n)(t) =
∫
S1(u

(n)(t, x) ∧ n)dx to bior¡c α = 1+γ
2γ < 1, oczywiste jest, »e

mamy jednostajne ograniczenie górna K < +∞ dla∫ ∞

0

1

(1 + t)2
E
[
Ŵ (n)1+ γ−1

2 (t)
]
dt < K.

Zauwa»my, »e dla γ > 1, γ−1
2 > 0 prowadzi to naturalnie do przestrzeni Banacha R z norm¡:

∥F∥R :=

(∫ ∞

0

1

(1 + t)2
E[|F |(1+γ)/2(t)]dt

)2/(1+γ)

oraz funkcjonaªami liniowymi zde�niowanymi jako:
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ΛG(F ) =

∫ ∞

0
E[F (t)G(t)]dt

dla G speªniaj¡cego ∫ ∞

0

1

(1 + t)2
E[|G|(γ+1)/(γ−1)(t)]dt < +∞.

Mamy zatem przestrze« Lp, gdzie p = 1+γ
2 > 1 oraz jej przestrze« dualn¡ Lq, gdzie q =

γ+1
γ−1 < +∞. Przestrze« jest zatem re�eksywna, a zatem sªabo zwarta, tak wi¦c wyst¦puje

sªabo zbie»ny podci¡g (Ŵ (nj))j≥1 ze sªab¡ granic¡, któr¡ nazywamy U . Oznacza to, »e dla

ka»dego G w przestrzeni dualnej,

lim
j→+∞

ΛG(Ŵ
(nj)) = ΛG(U).

Z lematu Mazura otrzymujemy zatem silnie zbie»ne kombinacje wypukªe

V̂k =

f(k)∑
j=k

αkjŴ
(nj)

takie, »e

lim
k→+∞

∫ ∞

0

1

(1 + t)2
E[|V̂k(t)− U(t)|(1+γ)/2]dt = 0.

Nas interesuj¡ jednak U (n), a nie Ŵ (n); s¡ dodatkowe kwestie, które musz¡ by¢ kontrolowane;

U (n)(t) = Ŵ (n)(t) + E(n)(t)

gdzie

E(n)(t) =

∫
S1
(u(n)(t, x)− n)1u(n)(t,x)≥ndx.

Dla silnie zbie»nych kombinacji wypukªych bierzmy

Ṽk(t) =

f(k)∑
j=k

αkjU
(nj)(t) = V̂k(t) +Dk(t)

gdzie

Dk(t) =

f(k)∑
j=k

αkjE
(nj)(t)

Skªadniki Dk s¡ rzeczywi±cie maªe i Dk → 0 w odpowiednim sensie, jednak udowodnienie

tego zaj¦ªo mi 6 stron z udziaªem rachunku Itô, przy czym nale»aªo zachowa¢ ostro»no±¢,
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aby kontrolowa¢ skªadniki, które powinny zbiega¢ do 0. By¢ mo»e istniej¡ �mi¦kkie� wyniki,

przy pomocy których mo»na dowie±¢ tego ªatwiej i szybciej, jednak nie mogªem takich

znale¹¢.

�Maªe� skªadniki s¡ kontrolowane kosztem zmiany pot¦gi, do której podnosz¦ wyra»enie

wewn¡trz warto±ci oczekiwanej; ostatecznie w równanie (37) dostaj¦

E

[(∫ ∞

0

1

(1 + t)2
|Ṽk(t)− U(t)|dt

)α/2
]

k→+∞−→ 0 α ∈ (0, 1). (20)

Krok 2 : Pokazanie, »e sªaba granica jest martyngaªem lokalnym.

Taka jest tre±¢ Lematu 19. Poniewa» ka»dy Ṽk jest lokalnym martyngaªem, byªoby za-

skakuj¡ce, gdyby jego granica U , rozumiana w tym sensie, nie byªa lokalnym martyngaªem,

ale przyj¦te rozumienie zbie»no±ci nie jest wystarczaj¡co silne, aby wyci¡gn¡¢ taki wniosek

bezpo±rednio.

Po pierwsze, pokazane jest, »e istnieje podci¡g Ṽki taki, »e |Ṽki(t)− U(t)| zbiega punktowo

do 0 prawie na pewno wzgl¦dem P × dt
(1+t)2

a zbie»no±¢ jest prawie jednostajna. Z tego

powodu rozwa»am

U(t) := lim inf
i→+∞

Ṽki(t)

i to speªnia (20). Nast¦pnie rozwa»am momenty zatrzymania σk,N := inf{t : Ṽk(t) ≥ N} i

σ̃N = lim supk→+∞ σk,N .

Czasy σk,N s¡ momentami zatrzymania. Filtracja jest prawostronnie ci¡gªa, st¡d σ̃N te»

jest momentem zatrzymania. Ponadto arkusz Wienera jest kanonicznym procesem Fellera,

który jest ci¡gªy, a wi¦c na mocy twierdzenia Blumenthala i Meyera (Twierdzenie 25.20 w

Kallenberg [13]), wszystkie momenty zatrzymania wzgl¦dem �ltracji s¡ przewidywalne.

Ponadto fakt, »e wszystkie momenty zatrzymania wzgl¦dem �ltracji arkusza Wienera s¡

przewidywalne mo»na ªatwo udowodni¢ za pomoc¡ techniki z Revuz i Yor [29], rozdziaª 5,

sekcja 3. Jest to absolutnie standardowy sposób post¦powania dla osób, które pracuj¡ z

s.p.d.e. zwi¡zanymi z arkuszami Wienera.

Zatem, z ograniczonej zbie»no±ci, dla ka»dego N i ka»dego A ∈ Fs i s ≤ t otrzymujemy

E
[

lim
k→+∞

Ṽk(σk,N ∧ t)1A

]
= E

[
(U(s)1{s<σ̃N} +N1{t≥σ̃N})1A

]
oraz

E
[

lim
k→+∞

Ṽk(σk,N ∧ t)1A

]
= E

[
(U(t)1{t<σ̃N} +N1{t≥σ̃N})1A

]
zatem dla ka»dego N , U(t)1{t<σ̃N} + N1{t≥σ̃N} jest martyngaªem. Teraz z przewidywal-

no±ci momentu zatrzymania (równowa»nie: twierdzenia o reprezentacji martyngaªowej zgod-

nie z którym wszystkie martyngaªy ograniczone wzgl¦dem tej �ltracji s¡ ci¡gªe), mamy
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limt↗σ̃N
U(t) = N na {σ̃N < +∞} st¡d σ̃N = σN := inf{t : U(t) ≥ N}, zatem U jest

lokalnym martyngaªem.

Krok 3 Pokazanie, »e limt→+∞ U(t) = 0.

Po pierwsze, poniewa» Ṽk jest nieujemnym martyngaªem lokalnym, speªniaj¡cym Ṽk(0) ≤
U(0), mamy

E
[
⟨Ṽk, Ṽk⟩α/2(+∞)

]
< K(α)E[U(0)α] < +∞ α ∈ (0, 1)

na mocy nierówno±ci Burkholdera�Davisa�Gundy'ego, gdzie staªa K(α) jest uniwersalna.

Pewne standardowe zastosowania twierdzenia o zbie»no±ci ograniczonej i nierówno±ci Jensena

(podane w artykule) daj¡

+∞ > K(α)E[U(0)α] ≥ E

[(∫ ∞

0
U(s)2γds

)α/2
]

z czego mo»na wywnioskowa¢ krok 3, korzystaj¡c z faktu, »e martyngaª lokalny U ogranic-

zonej z doªu zbiega prawie na pewno do zmiennej losowej U(+∞).

Krok 4 : Od sªabej do silnej zbie»no±ci. W zasadzie jest to konsekwencja twierdzenia Girsanowa.

Wcze±niej nie widziaªem twierdzenia Girsanowa u»ytego w takim kontek±cie. By¢ mo»e

dlatego, »e wiele pracy w literaturze dotycz¡cej s.p.d.e. skupia si¦ na sªabej zbie»no±ci w

sensie zbie»no±ci miar prawdopodobie«stwa; niecz¦sto chce si¦ zachowa¢ ci¡g na tej samej

przestrzeni probabilistycznej. Dlatego nie zostaªy opracowane techniki dla ci¡gów z t¡ sam¡

przestrzeni¡ probabilistyczn¡ przy rozwa»aniu problemów zbie»no±ci.

Martyngaª lokalny mo»e by¢ postrzegany jako zamiana miary. Zaczynaj¡c od P, rozwa»amy

zmian¦ miary wywoªan¡ przez U , któr¡ nazywamy Q i zmian¦ miary wywoªan¡ przez

U (nj) któr¡ nazywamy Qj(A) i rozwa»amy pochodn¡ Radona Nikodyma Qj wzgl¦dem Q.
Bior¡c U(t) = U(0) exp

{
L(t)− 1

2⟨L,L⟩(t)
}
i U (nj)(t) = U (nj)(0) exp

{
Lj(t)− ⟨Lj , Lj⟩(t)

}
,

pochodna Radona Nikodyma Qj wzgl¦dem Q jest zde�niowana przez martyngaª lokalny:

exp

{
(Lj − L)(t)− 1

2
⟨Lj − L,Lj − L⟩(t)

}
.

Szczegóªy s¡ zamieszczone w artykule; dostajemy dwie sªabe zbie»no±ci: Lj − L do 0 i

wariacji kwadratowej ⟨Lj − L,Lj − L⟩ do 0 i u»ywaj¡c tego mo»emy wywnioskowa¢ siln¡

zbie»no±¢ Lj − L do 0.

Kluczowym punktem jest dobrze znany wynik (podany w Revuz i Yor [29] Rozdziaª 8 Sekcja

1, s. 325 - 233), »e je±li M jest martyngaªem wzgl¦dem Q, to Mj zde�niowane przez dMj =

dM − d⟨M,Lj⟩ jest martyngaªem wzgl¦dem Qj . Je±li przyjmiemy Mj(t) = EQj [1A|Ft] dla

pewnego A ∈ F i M(t) = EP[1A|Ft], to

dMj(t) = dM(t)− d⟨M,Lj⟩(t).
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Bior¡c pod uwag¦ granice lewej (pewne dodatkowe szczegóªy s¡ potrzebne, ale istotne jest to,

»e kombinacje Mazura daj¡ limk→+∞
∑

j αkjMj(t) = Q(A|Ft)) i prawej strony (zbie»no±¢

lewej strony implikuje
∑

j αkjL
j → L), dostajemy dwie zbie»no±ci: U (nj) ⇀ U (sªaba

zbie»no±¢) i Lj ⇀ L (sªaba zbie»no±¢), sk¡d (dokªadne uzasadnienie podane w artykule)

otrzymujemy siln¡ zbie»no±¢ Lj → L.

Z silnej zbie»no±ci Lj − L do 0, razem z tym, »e U(t)
t→+∞−→ 0, dostajemy

lim
j→+∞

E
[
sup
t

|U (nj)(t)− U(t)|α
]
= 0 α ∈ (0, 1)

i, zgodnie z nierówno±ci¡ Burkholdera�Davisa�Gundy'ego, istnienie f takiego, »e

lim
j→+∞

E

[(∫ ∞

0

∫
S1
((u(nj) ∧ n)γ − f)2(t, x)dxdt

)α/2
]
= 0 α ∈ (0, 1)

St¡d mamy ju» wszystko, co jest potrzebne do wykazania istnienia; u(nj)(t, x) ∧ nj b¦d¡cy

ci¡giem Cauchy'ego w odpowiedniej przestrzeni (zde�niowanej w artykule) zbiegaj¡cy do

funkcji u, podczas gdy u(nj)γ zbiega do uγ w przestrzeniach, które pozwalaj¡ stwierdzi¢, »e

obiekt graniczny speªnia graniczne równanie.

3.3.2 Jednoznaczno±¢

W dowodzie istnienia skonstruowaªem przeksztaªcenie progresywnie mierzalne wzgl¦dem (Ft)t≥0.

Wskazuje to na fakt, »e zachodzi jednoznaczno±¢, poniewa» jej brak zazwyczaj wymaga do-

datkowego skªadnika w formie dodatkowych informacji, niewynikaj¡cych z wiedzy o arkuszu

Wienera, aby okre±li¢ rozwi¡zanie.

Nieliniowo±¢ uγ dla γ > 1 powoduje jednak, »e standardowe próby zbli»one do technik z wyko-

rzystaniem lematu Gronwalla nie znajduj¡ tu zastosowania. Dlatego rozwa»aªem rozwi¡zanie u

jako proces Markowa; je±li we¹miemy dwa ró»ne rozwi¡zania u i v, para (u, v) to proces Markowa.

W tej sekcji wykorzystaªem ogóln¡ teori¦ procesów Markowa, zaczerpni¦t¡ z Kallenberga [13],

pisz¡c w sposób jawny generator tego procesu i u»ywaj¡c tego aby pokaza¢, »e je±li u0 = v0 to

u(t, .) = v(t, .) prawie na pewno dla wszystkich t > 0.

3.3.3 Wy»sze normy

W tej sekcji badaªem wªa±ciwo±ci ∥u∥p dla wi¦kszych warto±ci p. Gªównym narz¦dziem byªo

branie pod uwag¦, dla ustalonego t, martyngaªu (wzgl¦dem s) (Pt−sus)0≤s≤t. W ten sposób

jedyn¡ technik¡, której u»yªem, byªo zastosowanie wzoru It'o do odpowiednich funkcji; potrze-

bowaªem równie» wzgl¦dnie standardowych oszacowa« na j¡dro ciepªa. W ten sposób mo»na

byªo pokaza¢, »e dla wszystkich p > 1 i wszystkich T < +∞ i α ∈ (0, 12),

E
[∫ T

0
∥u∥α2pdt

]
< +∞.
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4 E�ect of Stochastic Perturbations for Front Propagation in Kol-

mogorov Petrovskii Piscunov Equations Stochastic Processes and

their Applications 128 no 10 (2018), pp 3531-3557

To chyba najbardziej rutynowy z prezentowanych tutaj artykuªów; ergodyczno±¢ (a tym samym

zbie»no±¢ dªugofalowych ±rednich) wynika z �mi¦kkich� rezultatów znalezionych u Kallenberga [13].

4.1 Wprowadzenie

Ten artykuª dotyczy równa« typu Fishera Kolmogorova Petrovskiego Piscunova w jednym wymi-

arze przestrzennym, z zaburzeniem stochastycznym:

{
∂tu =

(
κ
2uxx + u(1− u)

)
dt+ ϵu∂tζ

u0(x) = 1(−∞,− 1
N

log 2)(x) +
1
2e

−Nx1[− 1
N

log 2,+∞)(x)
(21)

gdzie ζ to pole losowe Gaussa, adaptowane do przestrzeni probabilisycznej z �ltracj¡ (Ω,Gt,G,Q),

speªniaj¡ce:

EQ [ζ] = 0, EQ [ζ(s, x)ζ(t, y)] = (s ∧ t)Γ(x− y)

i Γ ∈ C∞(R). Caªka stochastyczna jest brana w sensie Itô. Pod uwag¦ brane s¡ dwie sytuacje: po

pierwsze, ζ jest po prostu standardowym procesem Wienera (czyli Γ ≡ 1): po drugie, Γ ∈ C∞(R)
i speªnia lim|z|→+∞ |Γ(z)| = 0.

Wyniki s¡ nast¦puj¡ce: w pierwszej sytuacji (standardowy proces Wienera: Γ(x) ≡ 1), istnieje

niezdegenerowane w¦druj¡ce czoªo fali wtedy i tylko wtedy, gdy ϵ2

2 < 1, z asymptotyczn¡ pr¦d-

ko±ci¡ fali

max

(√
2κ(1− ϵ2

2
),

(
1

N
(1− ϵ2

2
) +

κN

2

)
1
{N<

√
2
κ
(1− ϵ2

2
)}

)
;

szum spowalnia pr¦dko±¢ fali. Je±li rozwa»y si¦ caªk¦ stochastyczn¡ w sensie Stratonowicza, to

asymptotyczna pr¦dko±¢ fali jest klasyczn¡ pr¦dko±ci¡ fali McKeana i nie zale»y od ϵ.

Mo»na wi¦c s¡dzi¢, »e spowolnienie jest wynikiem brania caªki w zªym sensie i »e �wªa±ciwy� sens

to sens Stratonowicza. Jednak w drugiej sytuacji (szum z kowariancj¡ przestrzenna, która znika

do 0 w ±∞, caªka stochastyczna w sensie Itô), w¦druj¡ce czoªo mo»na zde�niowa¢ dla wszystkich

ϵ > 0, jego przeci¦tna pr¦dko±¢ asymptotyczna nie zale»y od ϵ, a ponadto jest klasyczn¡ pr¦dko±ci¡

fali niezaburzonego równania KPP.

28



Tªo Gdy ϵ = 0, rozwa»ane równanie sprowadza si¦ do równania poruszaj¡cej si¦ fali Fishera

Koªmogorowa Pietrowskiego Piskunowa (odt¡d FKPP);

ut =
κ

2
uxx + u(1− u)

wprowadzonego w 1937 przez Fishera [9] i Koªmogorowa, Pietrowskiego i Piscunova [15]. Od

tego czasu po±wi¦cono mu wiele uwagi; probabilistyczn¡ interpretacj¦ rozwi¡zania w kontek±cie

gaª¡zkowego ruchu Browna podaª McKean [20] i [21]. Udoskonalenia i bardziej precyzyjny opis

asymptotyki podaª Bramson [1], co zostaªo przez niego dalej rozwini¦te w [2]. Dla równania FKPP

(gdy ϵ = 0 w równaniu (21)), wyst¦puje jednoparametrowa rodzina Fγ : γ ≥
√
2κ rozwi¡za«

w¦druj¡cego czoªa Fγ(x− γt), gdzie F (x) ≃ e−νx dla du»ych x i γ = κν
2 + 1

ν , ν ≤
√

2
κ . Dla stanu

pocz¡tkowego u0 takiego, »e u0(x) ≤ 1 dla x ≤ 0 i u0(x) ≤ exp
{
−
√

2
κx
}
wyst¦puje zbie»no±¢

do w¦druj¡cego czoªa z minimaln¡ pr¦dko±ci¡ γ0 =
√
2κ, w sensie

sup
x∈R

(
lim

t→+∞
|u(t, x)− Fγ0(x− g(t))|

)
= 0

gdzie g(t) to marker, zde�niowany przez: u(t, g(t)) = 1
2 i Fγ0(0) =

1
2 . Marker speªnia:

lim
t→+∞

g(t)

t
= γ0.

Wyniki dla pr¦dko±ci w¦druj¡cego czoªa, gdy Γ ≡ 1, s¡ ju» znane z prac Elworthy'ego, Zhao

i Gainesa [8] oraz Øksendala, Våge i Zhao [28], jednak prezentowane tutaj podej±cie jest inne

i wykorzystuje odmienn¡ de�nicj¦ markera fali, co prowadzi do znacznie bardziej przejrzystego

dowodu i nieco mocniejszych wyników. Wynik jest mocniejszy, poniewa» wy±rodkowuj¡c wokóª

g(t), gdzie de�niuj¦ g(t) tak, »e u(t, g(t)) ≡ 1
2 (zamiast patrze¢ na g(t) postaci g(t) = γt),

pokazuj¦ »e istnieje rozkªad graniczny dla u(t, . + g(t)); fala jest zde�niowana asymptotycznie.

Gªówn¡ cz¦±ci¡ ustalenia, »e fala jest zde�niowana asymptotycznie, jest zbiór wyników zaczerp-

ni¦tych z Kallenberga, daj¡c powtarzalno±¢ Harrisa i ergodyczno±¢, kiedy odpowiednio spojrze¢

na proces; Øksendal, Våge i Zhao nie odwoªywali si¦ do takich ±rodków.

Jest (oczywi±cie) naturalne, »e zanik korelacji szumu (tzn. lim|x|→+∞ |Γ(x)| = 0) powinien

prowadzi¢ do przyspieszenie fali; przyspieszenie zwi¡zane z lokalizacj¡ szumu odpowiada rozpad-

owi Elworthy-Zhao, który jest widoczny dla Γ ≡ 1.

Motywacja Istnieje wiele sformuªowa« jednowymiarowego równania Fishera KPP; to, które

nas tutaj interesuje, to

ut =
κ

2
uxx + u(r − u).
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Jest to dobrze zbadane równanie o kilku zastosowaniach. W rozwa»anym tutaj przykªadzie u to

g¦sto±¢ zaludnienia, r jest naturalnym (niehamowanym) tempem wzrostu, które jest spowalniane

przez g¦sto±¢ populacji, konkuruj¡cej o te same zasoby. κ to miara dyfuzyjno±ci populacji.

Naturalne jest rozwa»enie skutków losowych perturbacji naturalnego tempa wzrostu, wynikaj¡-

cych z niejednolito±ci ±rodowiska; niektóre obszary bardziej sprzyjaj¡ wzrostowi populacji ni»

inne, a ±rodowisko mo»e z czasem ulec zmianie. Podstawowy model dla takiego zjawiska mógªby

opiera¢ si¦ na wª¡czeniu efektów losowych poprzez rozwa»enie: r(t, x) = 1 + ϵξ(δ)(t, x) gdzie (na

przykªad) ξ(δ) jest polem losowym Gaussa, ze ±redni¡ zero i kowariancj¡

E
[
ξ(δ)(t, x)ξ(δ)(s, y)

]
=

1

δ
Γ0

(
t− s

δ

)
Γ(x− y) (22)

gdzie Γ0 jest gªadk¡ funkcj¡ nieujemn¡, speªniaj¡c¡
∫
Γ0(z)dz = 1. Ujemny wspóªczynnik

wzrostu implikuje »e ±rodowisko jest niesprzyjaj¡ce ludno±ci, a ±miertelno±¢ jest wy»sza ni»

wska¹nik urodze«. To by daªo

u
(δ)
t =

κ

2
u(δ)xx + u(δ)(1− u(δ)) + u(δ)ξ(δ) (23)

Teraz niech δ → 0 i niech ζ oznacza pole losowe Gaussa, ze ±redni¡ zero i kowariancj¡

E[ζ(s, x)ζ(t, y)] = (s ∧ t)Γ(x− y).

Równanie graniczne to:

∂tu =
(κ
2
uxx + u(1− u)

)
dt+ ϵu ◦ ∂ζ; (24)

ostro»na procedura graniczna daªaby caªk¦ stochastyczn¡ Stratonowicza. �atwo jest przej±¢ ze

Stratonowicza do Itô; równanie (24) mo»na zapisa¢ jako:

∂tu =

(
κ

2
uxx + u(1 +

ϵ2Γ(0)

2
− u)

)
dt+ ϵu∂ζ (25)

gdzie caªka stochastyczna jest w sensie Itô.

St¡d skªadnik szumu liniowego ϵu∂ζ powstaje naturalnie, gdy punktem wyj±cia jest podstawowy

logistyczny model wzrostu FKPP z szumem ±rodowiskowym, który wpªywa na naturalne tempo

wzrostu. Prowadzi to do stochastycznej caªki w sensie Stratonowicza, któr¡ mo»na ªatwo przek-

sztaªci¢ w caªk¦ Itô, zmieniaj¡c staª¡ jak opisano powy»ej.

Oczywi±cie FKPP jest zupeªnie podstawowym modelem w tym kontek±cie i wiele pracy wykonano

na bardziej ogólnych równaniach reakcji i dyfuzji ut = uxx+ f(u) do modelowania dynamiki g¦s-

to±ci zaludnienia. Je±li chodzi o w¦druj¡ce czoªa, mo»na si¦ spodziewa¢ (na przykªad opieraj¡c si¦
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na argumentach z McKeana [20] dla pr¦dko±ci fali), »e pr¦dko±¢ b¦dzie zwi¡zana z wykªadniczym

zanikiem rozwi¡zania, tak aby wielko±¢ f ′(0)u miaªa znaczenie. Rzeczywi±cie, w dowodach przed-

stawionych pó¹niej, to logarytm rozwi¡zania i jego zachowanie gdy odlegªo±¢ poza czoªem d¡»y

do niesko«czono±ci, ma kluczowe znaczenie dla okre±lenia wykªadniczego zaniku i pr¦dko±ci fali

(co sugeruje, »e w bardziej ogólnej sytuacji wielko±ci f ′(0) powinna determinowa¢ zachowanie).

Na przykªad, je±li zaburzone równanie to:

ut =
κ

2
uxx + u(1− u) + sin(u100ξ(δ))

gdzie ξ(δ) to szum Gaussa o ±redniej zero z kowariancj¡ podan¡ przez (22), wtedy nie b¦dziemy

oczekiwa¢, »e to zaburzenie wpªynie na pr¦dko±¢ fali biegn¡cej, poniewa» limu↓0
sin(u100ξ(δ))

u = 0.

Spodziewamy si¦ zatem, »e przedstawione techniki mo»na ªatwo zmody�kowa¢, aby poradzi¢

sobie z bardziej ogólnymi sytuacjami i »e f ′(0) jest najbardziej istotn¡ cech¡ okre±laj¡c¡ pr¦dko±¢

w¦druj¡cego czoªa fali dla zadanego warunku pocz¡tkowego.

4.2 Metody dowodu

Wi¦kszo±¢ rozumowania przeprowadzana jest w sytuacji, która jest okre±lona w �Rozwi¡zanie

jako proces Fellera� (pocz¡tek str. 3545, z równaniem oznaczonym (24)). Tak samo jest w

obu przypadkach: ζ jako proces Wienera i ζ jako pole losowe Gaussa z zanikaj¡c¡ korelacj¡

przestrzenn¡. U»ywamy podwójnego podej±cia Prochorowa, po pierwsze de�niuj¡c metryk¦ Pro-

chorowa D nad przestrzeni¡ rozwi¡za« L (metryka D podana przez (26)), a nast¦pnie metryk¦

Prochorowa ρ w przestrzeni rozkªadów prawdopodobie«stwa nad (L, D). Zrobiwszy to, mo»emy

powoªa¢ si¦ na Kallenberga [13] (Twierdzenie 20.17), aby uzyska¢ powtarzalno±¢ Harrisa i er-

godyczno±¢ (Twierdzenie 20.12).

Nast¦pnie musimy ustali¢ wªasno±ci miary wspieraj¡cej µ w celu uzyskania pr¦dko±ci i ksztaªtu

fali biegn¡cej.

Γ ≡ 1 W pierwszym przypadku, gdy �szum� to jednowymiarowy proces Wienera, mo»emy

wykona¢ kilka uproszcze«. Najpierw rozwa»amy v, rozwi¡zanie równania FKKP z warunk-

iem pocz¡tkowym v0 ≡ 1 (Rozwi¡zanie v(t) nie b¦dzie miaªo w tym przypadku zale»no±ci

przestrzennej). W Lemacie 2.1 mo»emy wyrazi¢ wzorem jawnym funkcj¦ generuj¡c¡ momenty

dla rozkªadu granicznego, z czego od razu widzimy konieczno±¢ warunku ϵ2

2 < 1; w przeciwnym

razie v(t)
t→+∞−→ 0. Jest to konieczny warunek by uzyska¢ nietrywialny rozkªad stacjonarny.

Dla ϵ2

2 < 1 rozwa»amy ũ(t, x) := u(t,x)
v(t) . Normalizacja poci¡ga za sob¡ limx→−∞ ũ(t, x) = 1 oraz

limx→+∞ ũ(t, x) = 0 i ũ(t, x) nie ro±nie w x. Kiedy bierzemy iloraz, szum znika i dostajemy

równanie (8), czyli:

{
ũt =

κ
2 ũ+ vũ(1− ũ)

ũ(0, x) = 1(−∞,− 1
N

log 2](x) +
1
2e

−Nx1(− 1
N

log 2,+∞)(x).
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Nast¦pnie rozwa»amy marker g(a)(t) taki, »e ũ(t, g(a)(t)) = a dla a ∈ (0, 1) i stosujemy mi¦kkie

wyniki (podwójnej metryki Prochorowa, twierdzenia Harrisa o powrotach i siln¡ ergodyczno±¢,

zaczerpni¦te z Kallenberga) do û(t, x) := ũ(t, g(a)(t) + x).

Istnienie granicy g(a) := limt→+∞
g(a)(t)

t wynika z wyra»enia

ġ(a)(t) = −a(1− a)v(t)

ûx(t, 0)
+

κ
2 ûxx(t, 0)

ûx(t, 0)

razem z twierdzeniem ergodycznym. Podobnie, bior¡c θ̃ = −(log ũ)x, istnienie warto±ci θ̃(a)N

takiej, »e

lim
x→+∞

(
lim

t→+∞
θ̃(t, g(a)(t) + x)

)
= lim

x→+∞

(
lim

t→+∞
θ̃(t, g(a)(t+ x)

)
= θ̃

(a)
N

wynika z twierdzenia ergodycznego.

Wzgl¦dnie bezpo±rednie jest uzasadnienie, »e g(a) = g nie zale»y od a. Równie», Lemat 2.7 stosuje

wzór Feynmana-Kaca do równania na ũ(t, g(t) + x). Górne ograniczenie g jest uzyskiwane przez

usuni¦cie skªadnika nieliniowego; ªatwo jest uzasadni¢ równanie (17), czyli:

g ≤


√
2κv N >

√
2v
κ

κN
2 + v

N N ≤
√

2v
κ

gdzie v = limt→+∞
1
t

∫ t
0 v(t) = limt→+∞ E[v(t)].

Na koniec, z równania na θ̃:

ġ(a) = −κ

2
(log θ̃)x(t, g

(a)(t)) +
κ

2
θ̃(t, g(a)(t)) +

v(t)(1− a)

θ̃(t, g(a)(t))

z którego (wykorzystuj¡c to, »e g(a) nie zale»y od a i bior¡c a ↗ 1)

g =
κ

2
θ̃N +

v

θ̃N

z którego wynika ju» nasz rezultat dla przypadku Γ ≡ 1.

Γ speªniaj¡ce limz→+∞ |Γ(z)| = 0 Pr¦dko±¢ fali w poprzednim przypadku byªa ju» znana

z [28], zatem wyniki dla Γ ≡ 1 nie byªy niespodziank¡. W drugiej cz¦±ci artykuªu porównano

to z zachowaniem, gdy wyst¦puje oddzielenie szumu, i tutaj uzyskanie pr¦dko±ci fali jest nowym

wynikiem.

32



Poniewa» w szumie wyst¦puje zale»no±¢ przestrzenna, znaczna cz¦±¢ zestawu narz¦dzi opracow-

anych dla przypadku szumy �sezonowego� (brak zale»no±ci przestrzennej) nie mo»e by¢ u»yta.

Wygodne jest zde�niowanie markera w inny sposób; g(a)(t) = {x : E[u(t, x)] = a} dla 0 < a <

a∗ := supx (lim inft→+∞ E[u(t, x)]). (Zwró¢my tutaj uwag¦ na warto±ci oczekiwane, których nie

byªo w przypadku Γ ≡ 1). Oczywi±cie, w¦druj¡ce czoªo nie istnieje, je±li a∗ = 0.

Lemat 3.3 pokazuje, »e dla warunków pocz¡tkowych speªniaj¡cych +∞ > C ≥ supx u0(x) ≥
infx u0(x) ≥ c > 0, istnieje co najwy»ej jeden rozkªad stacjonarny, który speªnia

inf
x

(
lim

t→+∞
E[u(γ)(t, x)]

)
> 0

i tak samo jest dla ka»dego γ ∈ R+. To jest intuicyjne; z zachowania �niezakªóconego� rów-

nania FKKP (np. McKean [20] i [21]) widzimy, »e dla pocz¡tkowego warunku z zanikaniem

limx→+∞
(− log u0(x))

x = N , pr¦dko±¢ fali wynosi 1
N + κN

2 dla maªych N , które d¡»¡ do +∞ gdy

N → 0, zatem dla pocz¡tkowych warunków zaniku podwykªadniczego pr¦dko±¢ czoªa fali b¦dzie

wi¦ksza ni» jakikolwiek dryf γ.

Aby uzyska¢ wyniki, staramy si¦ na±ladowa¢ podej±cie dla Γ ≡ 1 i rozwa»amy v(γ) = − log u(γ).

Przyjmujemy w(γ) = v
(γ)
x . Prosta aplikacja wzoru Itô daje Równanie (30):

 ∂tv
(γ) =

(
κ
2w

(γ)
x − κ

2w
(γ)2 − γw

(γ)
x − 1 + u(γ) + ϵ2Γ(0)

2

)
dt− ϵ∂tζ

∂tw
(γ) =

(
κ
2w

(γ)
xx − κ

2 (w
(γ)2)x + γw

(γ)
x − u(γ)w

(γ)
x

)
dt− ϵ∂tζx

Z tego wida¢, »e zasadnicza ró»nica wpªywaj¡cy na ksztaªt w¦druj¡cego czoªa (a co za tym idzie

pr¦dko±ci fali) to wyra»enie w(γ)2 w równaniu na v(γ). Teraz, gdy

lim
t→+∞

E[u(γ)(t, x)] = 0,

przy pewnym dodatkowym wysiªku (wzgl¦dnie standardowym), mo»emy obliczy¢ funkcjonaª

charakterystyczny dla rozkªadu granicznego w(γ)(t, .) i otrzymujemy

lim
t→+∞

E[w(γ)(t, x)] = µ i lim
t→+∞

E[w(γ)(t, x)2] = µ2 +
ϵ2

κ
Γ(0).

To jest kluczowy punkt dla wykazania ró»nicy pr¦dko±ci fal dla dwóch rozwa»anych przypadków.

Mo»emy ustali¢, »e a∗ > 0, co nast¦pnie pozwoli nam rozumowa¢ podobnie jak w przypadku

Γ ≡ 1, by uzyska¢ Twierdzenie 3.2; mianowicie mo»emy powoªa¢ si¦ na twierdzenia ergodyczne z

Kallenberga, i u»y¢ 1
t

∫ t
0 F (Xt)dt → Eµ[F (X)] jako funkcjonaªu F , ergodycznego procesu Fellera

X z miar¡ µ. Twierdzenie 3.2 mówi, »e

ġ(a) → γ =


√
2κ N >

√
2
κ

κN
2 + 1

N N ≤
√

2
κ
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i, dla wszystkich a ∈ (0, a∗),

lim
x→+∞

(
lim

t→+∞
− ∂

∂x
E
[
log u(t, g(a)(t) + x)

])
=


√

2
κ iN >

√
2
κ

NiN ≤
√

2
κ

które s¡ asymptotycznymi wynikami dla klasycznego w¦druj¡cego czoªa fali FKKP.
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5. Prezentacja dziaªalno±ci naukowej za granic¡

� Wrzesie« 2019: Konferencja honoruj¡ca Timo Koskiego: wygªosiªem seminarium pt. �Nieparame-

tryczne metody bayesowskiej analizy skupie«�

� Listopad 2014: Seminarium w Instytucie Matematyki, Humboldt Uniwersytet, Berlin (za-

proszenie od Petera Imkellera) �Dyfuzja by uzyska¢ zadany rozkªad brzegowy, z uwzgl¦gnie-

niem dryfu i zabijania�

6. Nauczanie

Doktoranci

� �ukasz Rajkowski (rozprawa obroniona w grudniu 2021)

Tytuª pracy: `Maximal a posteriori partition in non-parametric Bayesian mixture models

with applications to clustering problems'

Doktorat zostaª nagrodzony �cum laude�.

Kursy

Prowadziªem kilka kursów na MIMUW:

� Statystyka (III rok) Wykªady, ¢wiczenia, laboratoria komputerowe

� Statystyka wielowymiarowa (zaj¦cia magisterskie)

� Szeregi czasowe (zaj¦cia magisterskie)

� Sieci Bayesowskie (monograf)

� Analiza prze»ycia (monograf)

� Seminarium magisterskie (statystyka) w latach 2013-14 i 2014-15 na temat nieparame-

trycznej statystyki bayesowskiej

Prace magisterskie

Opiekowaªem si¦ 11 pracami magisterskimi obronionymi na MIMUW w latach 2012-2022. Warto

tu wyró»ni¢ prac¦ Stanisªawa Cichomskiego �Coherent Distributions: Examination of some Open

Problems�, który zdobyª nagrod¦.

Prace licencjackie opiekowaªem si¦ 2 obronionymi pracami licencjackimi.
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7. S¦dziowanie i recenzje

� mam 85 opublikowanych recenzji dla �AMS Mathematical Reviews�.

� recenzowaªem artykuªy do kilku czasopism, w tym:

� AIMS Mathematics,

� `Expert Systems with Applications',

� `Probability and Mathematical Statistics',

� `Acta Mathematica Scientia',

� `Journal of Di�erence Equations and Applications'.

John M. Noble (podpis elektroniczny)

(podpis wnioskodawcy)
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