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Szczegdlowy opis osiggniecia naukowego

1.1. Zarys wynikow

W pracach sktadajacych sie na osiagniecie rozwazam problemy na przecieciu algebry prze-
miennej oraz geometrii algebraicznej. Od strony technicznej, gtéwnym narzedziem jest
teoria deformacji.

W tej serii artykulow opisuje uogoélnienia rozktadu Biatynickiego-Biruli (prace Habl-
Hab2) oraz uzywam ich do badania bardzo osobliwych przestrzeni takich jak schematy
Hilberta (Hab3-Hab4) i Quot (Hab5) punktow.

Klasyczny rozktad Biatynicki-Birula konstruuje sie dla gltadkiej wlasciwej rozmaitosci
z dziataniem Gy,. Drinfeld podat funktorialny opis tego rozktadu i skonstruowal go dla
dziatania G,, na dowolnym schemacie skoriczonego typu. Gtéwny wynik (Habl)-(Hab2)
jest uogolnieniem do dziatania innych grup algebraicznych na noetherowskim schemacie.
W pracy (Habl) sa to grupy liniowo reduktywne, za§ w pracy (Hab2) sa to grupy ele-
mentéow odwracalnych w monoidach Kempfa; ta klasa zawiera wszystkie geometrycznie
reduktywne grupy (w dodatniej charakterystyce jest to duzo wieksza klasa niz grupy linio-
wo reduktywne). Konstrukcja rozktadu uzywa algebraizacji pewnego schematu formalnego
z pomoca dualno$ci Tannaki. To podejscie jest nowe nawet w przypadku Gy,.

Praca (Hab3) jest, chronologicznie, najstarsza z cyklu. Wprowadza on rozktad Bialy-
nickiego-Biruli schematu Hilberta punktow i uzywa go do znalezienia nowych sktadowych
tego schematu. Topologia schematu Hilberta jest bardzo bogata lecz stabo zrozumiana;
przed praca (Hab3) znano tylko kilka jego sktadowych nieprzywiedlnych mimo badan
trwajacych co najmniej od 1978 [IE78]. Artykul (Hab3) podaje tatwe do policzenia kry-
teria znajdowania nowych nieprzywiedlnych sktadowych i pozwolit radykalnie zwiekszy¢
liczbe znanych sktadowych.

Praca (Hab4) dowodzi, ze dla schematu Hilberta punktéw na A'® zachodzi tzw. Prawo
Murphy’ego z doktadnoscig do retrakeji: z doktadnoscia do retrakeji kazdy typ osobliwosci
otrzymujemy w pewnym jego punkcie. Prawo Murphy’ego pokazuje, ze schemat Hilberta
punktow jest niezredukowany, co zamyka pytanie otwarte Fogarty’ego z 1968 (see [Fog68,
str.520], [Amel0, Problem 1.25], [CEVV09]); to pytanie byto uwazane za najwazniejszy
problem otwarty dotyczacy schematu Hilberta punktéw. To samo prawo Murphy’ego im-
plikuje, ze dla kazdej dodatniej charakterystyki p istnieja schematy skoriczone nad Z/p
ktore nie podnosza sie do charakterystyki zero. Pytanie o ich istnienie zadal Hartshor-
ne [Harl0, str.148|, patrz tez [Amel0, Problem 1.2], [Lan18|.

W pracy (Habb) klasyfikujemy sktadowe schematu Quot punktéw w przypadku co
najwyzej 7 punktow (przed ta praca nieznane byly zadne nietrywialne sktadowe). Kon-
struujemy rowniez generycznie niezredukowana sktadows schematu Quot 8 punktow (taka
sktadowa w przypadku schematu Hilberta nie jest znana). Gléwnym technicznym wyni-
kiem pracy jest jawny wzor na tzw. prymarna przeszkode dla schematu Quot.

Motywacja do badania schematéw Hilberta punktow pochodzi z klasycznego proble-
mu klasyfikowania skoriczenie wymiarowych algebr jak i z zastosowan w teorii tensoréw,
patrz §1.2.3 i ztozono$ci obliczeniowej. Motywacja dla uogolnien rozktadu Biatynickiego-
Biruli, szczegodlnie tych w (Hab2), jest geometryczna teoria reprezentacji, ktora zmotywo-
wala rowniez Drinfelda [DG14].

W opisie ponizej przestawiam stan wiedzy przed powyzszym cyklem prac oraz wyja-
sniam jak glowne wyniki i idee pieciu prac plasuja sie w badaniach na rozktadem Bia-



tynickiego-Biruli oraz geometriag schematéw Hilberta i Quot punktéow. W szczegdlnosci
omijam wiele ich waznych lecz bardziej technicznych wynikéw. Zainteresowanego nimi
Czytelnika niestety odsytam do wstepow odnosnych pieciu prac.

1.2. Stan wiedzy przed cyklem prac

1.2.1. Rozklad Biatynickiego-Biruli. Klasyczny rozktad Biatynickiego-Biruli [BB73]
jest algebraicznym odpowiednikiem teorii Morse’a [Bot88]. Dla danej rozmaitosci X z dzia-
taniem jednowymiarowego torusa Gy, dzieli on punkty X w zaleznosci od tego, gdzie lezy
ich granica w zerze (lub w nieskonczonosci). Sytuacja rozni sie nieco od tej w teorii Mor-
se’a: nie mamy funkcji Morse’a, a dziala jednowymiarowy torus.

Rozktad Biatynickiego-Biruli jest standardowym narzedziem badania geometrii i to-
pologii gtadkiej rozmaitosci algebraicznej z dziataniem G,,. Ustalmy zatem gladka wla-
Sciwa rozmaitos¢ X nad ciatem k oraz dziatanie na niej jednowymiarowego torusa Gy, :=
Speck[t*!]. Dla k-punktu € X jego odwzorowanie orbity u: G, — X jednoznacznie
przedtuza si¢ do funkcji zi: P* — X ktora daje dwa dodatkowe k-punkty 72(0), 7i(oo)
ktore sa state dla dziatania G,. Zatem otrzymujemy dwa teoriozbiorowe przypisania na
k-punktach

limt - (—): X(k) > 2~ 7(0) € XCm (k) (1.1)
tlirgot (=) X(k) 2 2~ Ti(o0) € X (k) (1.2)

Nie sg one ciggle: juz dla X = P! ze standardowym dzialaniem G,, zachodzi

{0 dla z # oo

limt -z =
oo dlax = .

Wymnik Biatynickiego-Biruli mozna stresci¢ méwiac, ze brak ciggtosci jest jedyna przeszko-
da do tego, by (1.1)-(1.2) byly morfizmami rozmaitosci. Zalézmy, ze k jest algebraicznie
domkniete. Na mocy wyniku Iversena podschemat X©m jest gtadki. Niech F1, ...,F, beda
jego sktadowymi. Definiujemy dodatnie (odpowiednio, ujemne) komdrki Biatynickiego-Bi-
ruli jako

XH(k) = {:1: € X(k) | limt -z € F} (1.3)
X (k) = {:v € X(k)| limt-ze F} (1.4)

dlat=1,2,...,r.

Twierdzenie 1.1 (rozktad Bialynickiego-Biruli [BB73|). Dia kazdego i = 1,2,... 1 ist-
nieja gtadkie lokalnie domkniete podrozmaitosci X7, X, w X takie, ze zbiory k-punktow
X" oraz X; sq zgodne z (1.3)-(1.4). Istniejq ponadto algebraiczne odwzorowania

lim : Xj' — F; (1.5)
t—0
lim: X, = F; (1.6)
t—ro0



ktore na k-punktach indukujq odwzorowania granic opisane powyzej. Wreszcie, odwzoro-
wanie lim,_,q jest rozwloknieniem przestrzeniami afinicznymi: istnieje pokrycie F; zbiora-
mi otwartymi w topologii Zariskiego (U;;) oraz izomorfizmy lim; (Uy;) =~ A" x Uij dla
pewnego n takie, ze diagram

m pra
U

jest przemienny. To samo zachodzi dla limy ... (Nie implikuge to, ze X;* — F; jest wigzkq
wektorowgq, bowiem odwzorowania przejScia nie muszq byé liniowe. )

Istota twierdzenia jest widoczna juz dla przypadku dim X®» = 0, gdzie kazda podroz-
maito$¢ F; jest punktem, a zatem X (k) = |_|A";r (k) jako zbiory. De facto, otrzymujemy
dwa takie rozklady, za pomoca X;" oraz X, . Przykladowe zastosowania rozkladu Bia-
tynickiego-Biruli to rozktad Bruhat oraz wyniki Ellingsruda-Stromme [ES87| dotyczace
gtadkich schematow Hilberta.

Liczby n; mozna wyznaczy¢ nastepujaco. Niech X~ := [, X;” oraz X := [[, X;".
Z gladkosci wynika, ze dla kazdego x € Fj(k) zachodzi nj = dimy T, X+ — dimy, T}, X©=
i podobnie n; = dimy T, X~ — dim T, X®=. Skoro z jest G,,-staly, to torus G,, dziata na
T, X, a zatem ta przestrzen jest Z-zgradowana. Oznaczamy przez (T, X)<o, (T,X)so jej
Scisle dodatnig i Scisle ujemna czesé. W [BB73] dowiedziono, ze

TXT=(TX)eo = ToX  and  T,X" = (TX)s0 = TuX, (1.7)

Nieintuicyjna zamiana znakéw wynika z faktu, ze to przestrzen kostyczna gra gtéwna role
oraz (T, X)7%o ~ (T X)<o.

Jesli rozmaitosé X jest nie tylko wlasciwa, ale rzutowa, to wktada sie ona ekwiwariant-
nie w przestrzen rzutowa P(V') dla pewnej G,,-reprezentacji V. Wybierajac jedno takie
wlozenie otrzymujemy porzadek czesciowy na zbiorach punktow stalych [BB76], co ma
nastepujace konsekwencje dla topologii.

Twierdzenie 1.2 (homologie rozmaitosci za pomoca rozkladu Biatynickiego-Biruli, [CS79]).
Przy notacyi jak w Twierdzeniv 1.1 dlak = C oraz X rzutowego zachodzi

H*(X<C)7Z) = @H*—an(FZ(C%Z> = @H*—Qn;(Fz((c)?Z)

Zastosowania tego wyniku znajduja sie w [Car02]. Dowod jest wlasciwie formalny i,
przy pewnym naktadzie pracy, uogélnia sie az do motywow Chow [Kar00, CGMO05]. W li-
teraturze nazwa rozktad Biatynickiego-Biruli odnosi sie zaréwno do Twierdzenia 1.1 jak
i Twierdzenia 1.2, wiec podkreslam, ze w moim opisie nazwa ta odnosi sie do Twierdze-
nia 1.1.

1.2.2. Schematy Hilberta punktéw. Schemat Hilberta punktéw Hilb,s(X) schematu
X nad k jest przestrzenia moduli, ktéra parametryzuje skoniczone domkniete podschema-
ty R C X, patrz [Ber12, Str96, FGIT05]. Dla X = A} skonstruowaé taki podschemat R to
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to samo co skonstruowaé skonczona k-algebre A z n ustalonymi generatorami [Poo08b],
zatem zrozumienie (przestrzeni topologicznej k-punktow) jest dobrym przyblizeniem kla-
syfikacji skoriczonych (przemiennych, tacznych, z jedyna) k-algebr. Klasyfikacja ta dla
stopni < 6 daje skonczenie wielu przypadkow [Poo08a, Maz80]|, lecz juz dla stopnia co
najmniej 7 lista jest nieskoniczona: pojawiaja sie tzw. moduli. Stopien znaczy tutaj ,liczba
punktéw” i jest zdefiniowany jako dimy H°(Og). Stopien nie zmienia si¢ przy deformacji,
wiec Hilbps(X) = [ [, Hilby(X), gdzie Hilbg(X) parametryzuje podschematy stopnia d.

Badania schematu Hilberta dziela sie dos¢ wyraznie na cztery kierunki. Ponizej krotko
omawiam je, podajac nieco odno$nikow, ktore jednak sa wybrane wedle mojego smaku
i wiedzy i zdecydowanie nie tworza jakkolwiek kompletnej listy.

Po pierwsze, bada si¢ schematy Hilberta osobliwych X, gtownie krzywych [AKS0,
OS12, Renl8, MRV 17|, motywacja pochodzi z geometrycznej kombinatoryki oraz teorii
weztow.

Dalej jest przypadek gtadkich powierzchni, dla ktérych schemat Hilberta jest gladki,
jak udowodnitl w stynnym artykule Fogarty [Fog68|. Rozwazane powierzchnie sa zwykle
rzutowe i ich globalna geometria jest wazna, np. dzicki przyktadom rozmaitosci hyperkah-
lerowskich uzyskanych przez Beauville’a z powierzchni K3 oraz abelowych [Bea83]. W in-
nym kierunku, Haiman uzyl Hilb,(A?) w dowodzie hipotezy n! i dodatniosci wspotezyn-
nikow Macdonalda [Hai0l, Hai02, Hai03|. Schematy Hilberta w przypadku powierzchni
mozna otrzymac alternatywnie jako rozmaitosci kotczanowe, co pozwala badaé je rowniez
dla pewnych prostych klas osobliwosci, jak rozmaitosci ilorazowe [BC20, CGGS21]. Zain-
teresowaniem cieszg si¢ réwniez podschematy schematu Hilberta, na przyktad punktowy
schemat Hilberta ktéory parametryzuje schematy o nosniku jedynie w ustalonym punk-
cie [Bri77].

Trzeci kierunek badan, na ktéorym skupiamy sie ponizej, jest to przypadek gltadkiej
rozmaito$ci X wymiaru wiekszego niz 2. W tym przypadku lokalna struktura jest juz
osobliwa i skomplikowana, jednak celem jej zbadania mozna zastapi¢ X przez dowolng
étalnie réwnowazna rozmaitosé, wiec wiekszo$¢ autoréow zaktada X = A" lub X = P™.
Dla kazdego d schemat Hilb,(IP") jest pokryty kopiami Hilby(A™). Ponizej skupiam sie
na Hilb,y(A™) gdy interesuje mnie jedynie lokalna struktura. Wiadomo, ze Hilby(A™) jest
osobliwy dla wszystkich n > 3, d > 4. Jest on przywiedlny w ogolnosci [lar72|, choé¢
spojny |[Har66]. Wiele pytan dotyczacych tego schematu jest otwartych: na przyklad nie
jest skonstruowana jakakolwiek sktadowa (poza wygladzalna, patrz ponizej) dla n = 3.
Mozna jednak uzyska¢ interesujace wyniki. Na przyklad lokalizacja w sensie topologii
polaczona z doskonalymi teoriami przeszkod pozwolita dokonaé kilku efektywnych zliczen
w sensie geometrii enumeratywnej, patrz np. [BF08, BBS13|.

Centralnym pojeciem topologii Hilby(X) jest wygtadzalnosé. Rozwazmy miejsce geo-
metryczne £ sktadajace sie z R C X takich, ze R jest gladki (wiec geometrycznie R jest
krotka punktow na X). To miejsce jest otwarte, a jego domkniecie nazywamy sktadowq
wygtadzalng Hilb"(X) schematu Hilby(X). Wynik Fogarty’ego wspomniany wyzej moz-
na przeformutowa¢ jako stwierdzenie: wszystkie zero-wymiarowe R C A? sa wygladzalne.
Wszystkie skoniczone schematy sa wygladzalne dla d < 7, za§ schematy Gorensteina sa
wygladzalne dla d < 13 [CEVV09, CJN15]. Wygtadzalnosé¢ danego schematu jest kluczo-
wa dla zastosowan (patrz §1.2.3). Pozytywne i negatywne wyniki sa znane dla pewnych
lokalnych funkcji Hilberta R [IE78, 1K99, Jell4, Huild, BCR22, Hui22, Sza22, SS21|,
lecz w ogo6lnosci nie bylo przed (Hab3) efektywnej metody sprawdzania, czy dany R jest



zupelie niewygladzalny, czy nie. Opisujemy taka metode w §1.3 wedtug (Hab3).

Czwartym kierunkiem, ozywiajacym poprzednie trzy, sa zastosowania. Schemat Hilber-
ta jest zdefiniowany w terminach geometrii algebraicznej, ale jego osobliwosci utrudniaja
zrozumienie go. Badania sg kontynuowane wtasnie ze wzgledu na jego przydatnosé w po-
zostalych dziedzinach matematyki. W mojej opinii, zastosowania te wywodza si¢ z dwoch
gtownych Zrodet:

e Skoriczone algebry sa wystarczajaco podstawowymi obiektami, by pojawia¢ sie w r6z-
nych czedciach matematyki, a wiec i schemat Hilberta punktéw pojawia sie tam. Na
przyktad, w motywicznej teorii homotopii jest on uzyteczny dla znajdowania geo-
metrycznych modeli spektrow [EHK 21, EHK*20a, EHK™20b, HIN'21].

e schemat Hilberta jest wlasciwym k-schematem, ktory zawiera jako otwarta (nieko-
niecznie gesta) podrozmaitosé przestrzen krotek d punktéw na X. Zatem pozwala
on zdegenerowaé krotke punktow, na przyktad zderzajac je. Stosuje sie to w klasycz-
nej topologii [BJJM19| oraz, co moze najwazniejsze, w teorii tensoréw i ztozonosci
obliczeniowej mnozenia macierzy |Lanl12)].

Mniej stynnym kuzynem schematu Hilberta jest schemat Quot. Omawiamy go tu tylko
dla przestrzeni afinicznej. Niech S = H%(Oyn). Schemat Quot Quot?(A™) jest przestrzenia
moduli dla surjekcji S-modutow S®" — M, gdzie dim M = 0 oraz dimy M = d. Innymi
stowy, jest to przestrzen modutéw z ustalonym zbiorem r generatoréw. Dla r = 1 otrzymu-
jemy przestrzeni cyklicznych modulow i w tym przypadku Quot?(A™) ~ Hilby(A™), gdzie
izomorfizm posyta p: S®* — N na S/ Ann(N). Schemat Quot jest formalnie nie bardziej
skomplikowany niz schemat Hilberta, ktory zreszta byl skonstruowany przez Grothen-
diecka jako szczegélny przypadek schematu Quot. Historycznie patrzac, schemat Quot
byt mniej badany, by¢ moze ze wzgledu na jego mniej jasna interpretacje geometryczna,
jednak jest on uzywany we wszystkich kierunkach wymienionych powyzej, patrz na przy-
ktad np. [Ric20, CGGS21, BR21, MR22|. Analogiem sktadowej wygtadzalnej Hilb,(A™)
jest gtowna sktadowa Quot?(A™) ktéra parametryzuje moduty bedace granicami modutow
potprostych.

1.2.3. Zastosowania w teorii tensoréw. Jednym z gtéwnych probleméw teorii zto-
zonodci, tylko nieco mniej stynnym niz N=NP, jest pytanie o asymptotyczng ztozonosé
mnozenia macierzy [BCS13, Lanl7, CHIT18]: jaka jest najmniejsza w taka, Ze mozna
uzyska¢ iloczyn dwoch macierzy n x n uzywajac O(n“*¢) podstawowych operacji arytme-
tycznych? Szybkie transformaty Fouriera nie wchodza w gre, bowiem jedynie podstawowe
dziatania arytmetyczne sa dozwolone.

Jest z lekka szokujace, ze konsensus wérdd ekspertéw przewiduje, ze w = 2, zatem,
z grubsza, mnozenie macierzy powinno asymptotycznie zajmowaé tak samo dlugo jak
wezytanie ich. Obecne ograniczenie géorne to w ~ 2.37, ktére otrzymano za pomoca
tzw. metody laserowej Coppersmitha-Winograda [CW90, Will2, LG14]|. Metoda ta ja-
ko argument przyjmuje tensor minimalnej rangi brzegowej.

Tensor to po prostu element T € A ® B ® C, gdzie A, B, C sa C-przestrzeniami
liniowymi wymiaru m, za$ tensorowanie jest nad C. Taki 7" ma range < r jesli zapisuje
sie jako T = Z;Zl a; ® b; ® ¢; dla pewnych a; € A, b; € B, ¢; € C. Tensor T" ma range
brzegowq < r jesli jest granica tensoroéw rangi < r. Tensor T jest tresciwy (ang. concise)



jesli stowarzyszone z nim C-liniowe odwzorowania Ty: A* - B® C, Tg: B* - A® C,
To: C* — A® B sa wszystkie injektywne. Tresciwy tensor ma range brzegowa > m i jest
nazywany tensorem minimalnej rangi brzegowej jesli ma range brzegowa doktadnie m.

Biirgisser optymistycznie wezwal do sklasyfikowania tensoréw minimalnej rangi brze-
gowej w [BCS13, Problem 15.2, p.419|, ale teraz wiadomo, ze taka klasyfikacja jest trud-
niejsza niz klasyfikacja skonczonych algebr wygladzalnych stopnia m, zatem niemozli-
wa w ogo6lnosci. Lacznikiem jest tutaj obserwacja, ze istnieje doktadnie jeden tresciwy
tensor rangi m z doktadnoscia do dziatania GL(A) x GL(B) x GL(C). Ten tensor to
Yomia; @b ® ¢, gdzie (a;) = A itd. Ten tensor jest rowniez izomorficzny z tensorem
mnozenia w algebrze C x ... x C. Degenerujac stwierdzamy, ze tensor mnozenia w wy-
gtadzalnej algebrze ma range brzegowa < m. Te implikacje mozna odwrécié. Tensor jest
1a-generyczny jesli w obrazie T4 lezy macierz odwracalna. Podobnie definiujemy 13-
generyczne oraz 1o-generyczne tensory. Nastepujaca tabela jest zawarta w [JLP22], ktore
mocno korzysta z wynikow [BL16, LM17|. Powyzszy zwiazek jest rowniez przedyskutowa-
ny we wstepie do (Habb).

tensor minimalnej rangi brzegowej jest izomorficzny z tensorem mnozenia w
1 4-generyczny, tresciwy module w gtownej sktadowej
14- and 1p-generyczny wygtadzalnej algebrze
14-, 15- and 1o-generyczny wygladzalnej algebrze Gorensteina

Przestrzen A @ B @ C jest wymiaru m?, zatem jest efektywniej (modulo niezbedne

zalozenie 14-generycznosci) znalezé odpowiedni modut lub algebre bezposrednio a potem
analizowac jej tensor. Wszystkie tensory minimalnej rangi brzegowej uzywane w meto-
dzie laserowej dotychczas sa 14-, 15- and 1g-generyczne. Najefektywniej dziataja potegi
tensora Coppersmitha-Winograda, ktory pochodzi z jedynej (nad cialem algebraicznie
domknietym charakterystyki # 2) algebry Gorensteina stopnia m, ktéra ma przestrzen
styczng wymiaru m — 2.

1.3. Wyniki I. Rozklady Biatynickiego-Biruli

Po przedyskutowaniu stanu wiedzy, omawiam teraz wklad serii artykutow (Hab1)-(Habb).

1.3.1. Functorialne rozklady Bialynickiego-Biruli. Przypomnijmy, ze dla k-schematu
Z jego funktor punktow Mor(—, Z): Schy” — Set posyla S na zbiér Mor(S, Z) morfi-
zméw z S do Z nad k. W klasycznym sformutowaniu rozktad Bialynickiego-Biruli nie ma
funktorialnych wlasnosci: twierdzenie nie moéwi nic o funktorze punktow X+ lub X .
Pierwszym gtownym odkryciem pracy (Hab3) bylo, ze rozklad Bialynickiego-Biruli
schematu Hilberta punktéw ma funktorialng interpretacje. To stwierdzenie jest formal-
nie niespdjne, bowiem rozktad Biatynickiego-Biruli dla schematu Hilberta punktéw nie
jest okreslony, bowiem schemat ten nie jest gladki, a gltadkos¢ jest wymagana w Twier-
dzeniu 1.1. Spdjniejsze sformutowanie powyzszego odkrycia jest nastepujace: dla kazdego
k-schematu X z dzialaniem G,, istniejg schematy X, X, zadane przez ,tadne” funktory,
ktory zgadzaja sie z rozktadem Biatynickiego-Biruli z Twierdzenia 1.1 jesli X jest gtadki
i rzutowy. By odroznié te funktory i reprezentujace je schematy od klasycznej teorii Bia-
tynickiego-Biruli nazywam je funktorialnym rozktadem Biatynickiego-Biruli. Podkreslam
tez, ze funktorialne wlasnosci rozktadu Biatynickiego-Biruli zostaly odkryte przed (Hab3)
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przez Drinfelda [Dril3|; praca (Hab3) doszla do tych samych wnioskow niezaleznie jednak
tylko w bardzo szczegbélnym przypadku.

Omowmy teraz funktorialny rozktad Biatynickiego-Biruli. Niech X bedzie G,,-schematem
oraz niech G, := Speck[t™'] i G, := Speck[t] beda czesciowymi uzwarceniami Gy,
przez dodanie punktu oo := V(1/t) lub 0 := V(t), odpowiednio. Definiujemy funkto-
ry Schy” — Set przez

X7(8) := Mor(G,, x S, X)®~, oraz X*(8) := Mor(@;;1 x S, X)CGm, (1.8)

gdzie Mor(—, —)®= oznacza zbiér G-ekwiwariantnych morfizmoéw, grupa G,, dziata na
G, =Gy U{oo}, G = Gy, U {0} w kanoniczny sposéb oraz dziala na S trywialnie.

Przyktad 1.3. Mamy X (k) = Mor(@:17 X)Cm: jest to zbior G, -ekwiwariantnych morfi-
ZMOW @ @:; — X. Niech z := (1) € X, wtedy ¢|g,, : G — X jest G-ekwiwariantnym
morfizmem z G,,, zatem jest to odwzorowanie orbity punktu x. Tak wiec ¢(0) jest granica
punktu x przy t — 0. Jesli X jest separowany, taka granica jest jedyna.

Funktory X+, X~ przychodza z naturalnymi transformacjami, ktére uogolniaja od-
wzorowania granicy oraz lokalnie domkniete wlozenia z Twierdzenia 1.1. Skupiamy sie na
X 7. Ustalmy dowolne S oraz ¢ € X*(S) odpowiadajace G,-ekwiwariantnemu odwzo-
rowaniu ¢: @:; x S — X. Mamy dwa obciecia ¢ odpowiadajace punktom 0,1 € @:;;
pierwsze z nich posiada G,-ekwiwariantne ciecie:

e Zapominanie o granicy. Obcinamy ¢ do ¢1xg: S — X. Przeksztalcenie ¢ +— )15
indukuje odwzorowanie iy : X — X,

e Obcinanie do granicy. Obcinamy ¢ do poxs: S — X. Funkcja ppxs jest ekwiwa-
riantna, zatem jej obraz lezy w X®=. Otrzymujemy odwzorowanie 7y : X+ — XCm,

o Wtozenie punktow statych. Z kazdego ¢o: S — X® mozemy skonstruowaé¢ G-
ekwiwariantne ¢: @; x S — X dane przez ¢ = g o pr,. Intuicyjnie, odpowiada to
.stalej” orbicie punktu stalego. Otrzymujemy sx: X% — X spetniajace mxosx =

idXGm .
XGm X+ X
T .
X X,
~__
SX

Rysunek 1: Naturalne przeksztalcenia zwiazane z X+.

Ostatnim fragmentem struktury X jest dzialanie monoidu. Mnozenie na G,, prze-
dtuza sie do mnozenia na G, , co czyni z tej rozmaito$ci monoid. Monoid ten naturalnie
dziala na X, tzn. mamy naturalng transformacje

G, x Xt Xt
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ktora posyla S-punkt (g, ¢) na ¢(g-—, —): @; x S — X oraz transformacja ta sprawia,
ze zwykte diagramy sg przemienne.

Oczywiscie, mamy tez odpowiednie funkcje oraz dzialanie G, dla X .

Przedyskutowawszy funktory, przechodzimy do reprezentowalnosci.

Twierdzenie 1.4 (|Twierdzenie 1.1, Hab2|, [Twierdzenie 1.1, Habl]). Niech X bedzie No-
etherowskim k-schematem. Wtedy X jest reprezentowany przez k-schemat z dziataniem
@;;, a odwzorowanie wx: X+ — XO®m jest afiniczne skoriczonego typu. Zatem, jesli X
jest lokalnie skoriczonego typu nad k, to to samo zachodzi dla X*. Rowniez, jesli X jest
quasi-separowanq przestrzeniq algebraiczng lokalnie skonczonego typu nad k, to X* jest

reprezentowany przez przestrzen algebraiczng lokalnie skorczonego typu nad k.

Historia Twierdzenia 1.4 oraz funktorow X, X~ z naszej lokalnej perspektywy jest
nieco skomplikowana:

e W (Hab3) uzytem wynikow Haimana-Sturmfelsa o schemacie Hilberta z wielograda-
cja [HS04] by otrzymaé reprezentowalnosé X~ w szczegolnym przypadku schematu
Hilberta punktow X := Hilb,(A"™) i wykorzystatem zwigzane z nim odwzorowania
by otrzymaé¢ wyniki o Hilby(A™), patrz §1.4.

e Podczas wygtadzania artykutu (Hab3) dowiedziatem sig, ze Drinfeld [Dril3] udo-
wodnit Twierdzenie 1.4 dla schematéw oraz przestrzeni algebraicznych skonczonego

typu.

e W (Habl) z Sienkiewiczem uogdlnilismy wynik Drinfelda do schematow i przestrzeni
algebraicznych lokalnie skoniczonego typu, otrzymujac w szczegolnosci cze$é o prze-
strzeniach algebraicznych z Twierdzenia 1.4 (oraz w szczegdlnosci te o schematach
lokalnie skoriczonego typu nad k).

e W (Hab2) z Sienkiewiczem uogoélniliSmy te wyniki do noetherowskich schematow,
otrzymujac pozostata czesé¢ Twierdzenia 1.4 powyzej.

Po otrzymaniu reprezentowalnosci, chcemy sprawdzi¢, ze w gladkim przypadku X+ zgadza
sie z klasycznym rozktadem Biatynickiego-Biruli. Jest to nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.5 (|Twierdzenie 1.5, Habl|). Przy notacji z Twierdzenia 1.4 zalézmy,
ze X jest gladki. Wtedy X+ — XO®m jest rozwtdknieniem przestrzeniami afinicznymi.
Zaloimy jeszcze, ze X jest wltasciwy, wtedy X+ ~ || X", gdzie X sq okreslone jak
w Twierdzeniu 1.1.

1.3.2. Rozklad Bialynickiego-Biruli dla grup innych niz G,,. Artykuly (Habl)-
(Hab2) rozszerzaja rozktad Biatynickiego-Biruli na przypadek grup innych niz G,,. Ich
podejscie jest nowe nawet w klasycznym przypadku gladkiej rzutowej rozmaitosci X.

Niech G bedzie liniowa grupa algebraiczna nad k i X bedzie schematem z dzialaniem
G. By zdefiniowaé¢ rozktad Biatynickiego-Biruli przy tych zalozeniach, naturalnym jest
zaczaé od interpretacji funktorialnej (1.8). Jedynym brakujacym elementem jest uogol-
nienie @:1. Artykul (Habl) proponuje, by @;; uogolni¢ do afinicznego monoidu z grupa
elementéw odwracalnych G.
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Niech G bedzie catkowity afiniczng rozmaitoscia nad k ze struktura monoidu. Elemen-
ty odwracalne G skladajg sie na grupe algebraiczna G'CcG otwarta w G. Mowimy, ze
G ma grupe jednosci G jesli G ~ G W tym rozdziale ustalamy jeden taki monoid G.

Przyktad 1.6. Jedli G ~ G”, jest torusem, to G sg dokladnie afinicznymi rozmaitosciami
torycznymi z torusem G. W szczegolnosci, dla G = Gy, otrzymujemy trzy mozliwe G, to
Znaczy @l, G, oraz Gy,

Dla G = GL, jednym naturalnym wyborem G sa macierze n x n. W ogolnosci, jest
raczej niemozliwe sklasyfikowanie mozliwych G.

Definicja 1.7. Niech X bedzie schematem z dzialaniem G i niech G bedzie jak powyzej.
Rozktad Biatynickiego-Biruli dla (X, G) jest zdefiniowany jako funktor

X" := Mor(G x —, X)©.

W definicji powyzej, znak plus ma juz tylko formalne znaczenie: w tej ogélnosci nie
ma juz zadnej oczywistej klasyfikacji G.

By otrzymaé¢ analog odwzorowania granicy z §1.3.1, zakladamy, ze monoid G jest
spdjny i ma zero. To pozwala nam zdefiniowaé¢ 7x: XT — X© jak w §1.3.1. Mozna sie
zawsze zredukowaé do tej sytuacji, patrz [§3, (Habl)].

Gléwnym wynikiem pracy (Habl) jest, ze przy powyzszych zalozeniach teoria roz-
ktadow Bialynickiego-Biruli uogélnia sie wiernie do przypadku liniowo reduktywnego.
Przypomnijmy, ze liniowa grupa algebraiczna G jest liniowo reduktywna jesli kategoria
jej skoriczenie wymiarowych reprezentacji jest potprosta, tzn., kazdy krotki ciag doktad-
ny reprezentacji rozszczepia sie. Grupa G jest (geometrycznie) reduktywna jesli nie ma
domknietych normalnych podgrup izomorficznych z G,. W charakterystyce zero dwie de-
finicje reduktywnosci pokrywaja sie. W dodatniej charakterystyce liniowa reduktywnosé
implikuje reduktywnos¢, ale nie w druga strone; jedyne liniowo reduktywne spojne grupy
to torusy.

Przedstawmy teraz niektore gtowne wyniki (Habl).

Twierdzenie 1.8 (|Twierdzenie 1.1, Habl|). Zatdzmy, ze G jest liniowo reduktywna.
Niech X bedzie lokalnie skoriczonego typu nad k. Wtedy X+ jest reprezentowany przez
schemat lokalnie skoriczonego typu nad k z dziataniem G. Odwzorowanie wx: X+ —
XG jest afiniczne skorniczonego typu. To samo zachodz, jesli zatozymy jedynie, e X jest
quasi-separowang przestrzeniq algebraiczng lokalnie skonczonego typu nad ciatem k; tutaj
oczywiscie Xt jest byé moze reprezentowany przez przestrzen algebraiczng, a nie schemat.

Twierdzenie 1.9 (|Twierdzenie 1.5, Habl|). Przy zafozeniach Twierdzenia 1.8, jesli X
jest dodatkowo gtadki, to X+ jest jak w Twierdzeniu 1.1. Doktadniej, podschemat XS jest
gtadki; niech Fy, ... F, bedq jego spdjnymi sktadowymi i niech X; := W)_{I(Fi). Wtedy

1. schemat X" jest gtadki oraz X;" — F; jest rozwidknieniem przestrzeniami afinicz-
nymi z dziataniem G po wtoknach,

2. morfizm X;" — X jest lokalnie domknigtq immersja.
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Mozna zauwazy¢, ze nie ma tu zadnych zalozen o wtasciwosci schematu. Zaiste nie sa
one potrzebne. Jednakze jest pewna cena, jaka ptaci sie za uogélnienie z G, do G. Miano-
wicie, nie jest w tym ogolniejszym kontekscie prawda, ze ix : X (k) — X (k) jest surjekcja
dla wlasciwego X. Faktycznie, obraz X (k) sktada sie z tych k-punktow = € X ktorych
orbite Ga mozna uzwarci¢ co najmniej do Gz, jest natomiast mnostwo mozliwych uzwar-
ceni, patrz Przyktad 1.6, wiec X * (k) nie musi by¢ nawet geste w X (k). W pracy (Hab1) nie
rozwijamy tego watku, jedynie zauwazamy, ze dla danego x € X (k) mozna wybra¢ mono-
id G tak, by x lezal w obrazie X (k). Ten monoid mozna wybraé jako nietrywialny (czyli
G # G) o ile wagi dzialania G na przestrzeni stycznej do x sa zawarte w $cigle wypuklym
stozku. Kombinatoryka uzwarcen jest bardzo aktywnym polem badan juz w przypadku
naturalnego dziatania G?, na Gr(k,n), w ktorym taczy sie z teoria matroidéw oraz innymi
obiektami kombinatorycznej geometrii algebraicznej, patrz np. [Pos06].

Powyzsza teoria ma dwojakie zastosowania: po pierwsze porzadkuje oryginalng teo-
rie dzieki zastapieniu Gy, przez liniowo reduktywna grupe. Po drugie, sa ,rzeczywiste”
zastosowania, przyktadem ktorych jest nastepujacy.

Przyktad 1.10 ([Przyktad 7.9, Habl|). Niech X bedzie gtadka rzutowa rozmaitoscia
z dzialaniem G2. Niech G := Gy, x {1} oraz Gy := {1} x G,,. Zalézmy, ze X = X
i ze ten zbioér punktow statych jest skoriczony. Niech z € X®nXCm Rozwazmy Gf, GF
i komorki X;F, X odpowiednio. Z Twierdzenia 1.1 wynika, ze X;" ~ A"™. Z pomoca
Twierdzenia 1.9 mozemy tez dowiesé, ze X;” N X, ~ A™2 dla pewnego nis. W ogélnosci
XN X3 nie jest podprzestrzenia liniowa X, ani X"

Dowod Twierdzenia 1.9 przy uzyciu Twierdzenia 1.8 jest stosunkowo prosty; spostrze-
zenie, ze mx jest afiniczne, jest kluczowe dla dowodu.

Dowo6d Twierdzenia 1.8 jest, technicznie patrzac, sednem (Habl). Oméwmy najpierw
uproszczong sytuacje, w ktorej problemy nie wystepuja. Dla normalnego X oraz G bedacej
torusem, z twierdzenia Sumihiro wynika istnienie ekwiwariantnego zanurzenia X C P(V).
Daje ono afiniczne G-stabilne pokrycie U = {X \ H N X}y, gdzie H przebiega G-stabilne
hiperplaszczyzny. Dla kazdego U € U odpowiadajace mu U™ parametryzuje orbity, ktore
posiadaja granice w U. Funktory U™ sg reprezentowane przez domkni¢te podschematy
U |Proposition 1.4, Hab1| i daja otwarte pokrycie X zatem i ten funktor jest reprezen-
towalny. Afinicznoéé mx wynika z afinicznoéci Ut — UC.

W przypadku ogolniejszej grupy G lub nienormalnego X sytuacja komplikuje sie.
Nie ma w ogo6lnosci nadziei na G-stabilne otwarte pokrycie afiniczne: juz dla krzywej
nodalnej P! /(0 = oo) z naturalnym dziataniem G, punkt 0 = oo nie posiada G-stabilnego
otwartego otoczenia afinicznego. Istnieja za to G-stabilne étalne otoczenia afiniczne.

Twierdzenie 1.11 ([AHR20, Twierdzenie 2.6]). Niech X bedzie schematem lokalnie skori-
czonego typu nad algebraicznie domknietym ciatem k. Zatozimy, ze grupa algebraiczna G
dziata na X oraz ze x jest k-wymiernym punktem X z lintowo reduktywnym stabiliza-
torem G,. Wtedy istnieje afiniczny schemat W z dziataniem G oraz G-ekwiwariantne
étalne otoczenie W — X punktu x.

Stosujemy powyzsze twierdzenie (po zmianie bazy dla algebraicznego domkniecia) dla
r € X©. Otrzymana rodzina étalnych odwzorowan w X niekoniecznie jest pokryciem, ale
pokrywa otoczenie zbioru Xt (k) C X (k). Twierdzenia 1.11 mozna w zasadzie uzy¢ do
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dowodu reprezentowalnosci X+ przez zejscie, jednak w (Hab1) wybralismy inne podejscie:
uzylismy formalnej wersji X . Niech G,, bedzie n-tym pogrubieniem 0 € G. Zdefiniujmy

Dx(S) = lim Mor(G,, x S,X)G = {(@n)nen | on: G X S — X jest G-ekwiwariantne
oraz (@nt1)|g,xg = ©n dla wszystkich n}.

Obciecie Dy do n pierwszych odwzorowan to Mor(G,, x (—), X)©, ktory to funktor jest
izomorficzny z Mor(G,, x (—), X,,)%, gdzie X,, C X jest n-tym pogrubieniem X C X.
Kazde pokrycie otwarte X,, jest G-stabilne a zatem Mor(G,, x (—), X)© jest reprezen-
towany przez schemat Z, — X afiniczny nad X© oraz zanurzony w X, patrz [dowod
Twierdzenia 6.16, Hab1]. Dalej dowod redukuje sie do dwoch gtownych krokow:

1. Dowodzimy, ze otrzymany schemat formalny (Z, — X©), mozna zalgebraizowaé
do schematu X — X afinicznego nad X. Gléwna role w tym kroku gra teoria
reprezentacji G.

2. Dowodzimy, ze kanoniczne odwzorowanie zapominania X+ — X jest izomorfizmem.
Glownym krokiem jest tu przejscie do étalnego pokrycia Xt otrzymanego za pomoca,
Twierdzenia 1.11.

1.3.3. Rozklad Bialynickiego-Biruli w przypadku niereduktywnym. Celem pra-
cy Drinfelda [Dril3| byta budowa solidnych fundamentéw pracy, wspoélnej z Gaitsgo-
rym [DG14], nad uogdlnieniem Twierdzenia Bradena [Bra03] dotyczacego hiperbolicznej
lokalizacji D-modutéw w kontekscie geometrycznej teorii reprezentacji. Po opublikowa-
niu preprintu (Habl) na serwerze arXiv, otrzymaliSmy pytania i komentarze sugerujace,
ze bytoby bardzo uzytecznym z powyzszego punktu widzenia mieé¢ te sama konstrukcje
dla przypadku reduktywnego a nie tylko liniowo reduktywnego (to znaczy, w dodatniej
charakterystyce). To dato gléwny impuls do napisania (Hab2). Interesujacym ubocznym
wynikiem tej pracy jest konstrukcja X w wieckszej ogolnosci, bez zalozen o tym, ze X
jest lokalnie skoriczonego typu.

Ustalmy grupe G (nie zaktadamy ze G jest geometrycznie reduktywna) oraz monoid
G 7z zerem i grupg jednosci G. Dla geometrycznie reduktywnej grupy G, stawetny wynik
Kempfa daje centralng jednoparametrowa podgrupe G, — G taka, ze indukowane od-
wzorowanie G, — G przedtuza si¢ do morfizmu A' — G ktéry posyta 0 € A! na zero G.
Moéwimy, ze G jest monoidem Kempfa jesli istnieje centralna jednoparametrowa podgrupa
G, 0 powyzszej whasnosci. Z definicji, kazdy monoid o geometrycznie reduktywnej grupie
jednosci G jest monoidem Kempfa. Juz to pokazuje, ze w dodatniej charakterystyce jest
znacznie wiecej monoidéw Kempfa niz monoidéw z liniowo reduktywna grupa jednosci.
Istnieje nawet jeszcze wiecej monoidow Kempfa, przyktadowo monoid goérnie trojkatnych
macierzy, ktorego grupa jednodci jest rozwiazalna.

Definicja oraz reprezentowalnos¢ X+ uogolniajg sie na ten przypadek jak ponizej.

Twierdzenie 1.12 ([Twierdzenie 1.1, Hab2|). Zatézmy, ze G jest monoidem Kempfa
z zerem. Niech X bedzie Noetherowski. Wtedy X T jest reprezentowany przez schemat
2 dziataniem G. Odwzorowanie mx: Xt — X© jest afiniczne skoriczonego typu. W szcze-
golnosci, jesli XC jest lokalnie skoriczonego typu nad k, to taki jest rowniez X ™.
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Niestety, przy tych stabszych zatozeniach o G nie mogliSmy udowodni¢, ze wx jest roz-
witoknieniem przestrzeniami afinicznymi dla gtadkiego X. W tym kierunku otrzymujemy
jedynie nastepujacy wynik.

Stwierdzenie 1.13. Przy zatozeniach Twierdzenia 1.12, jesli mx jest gladki wz € X& —
X, wtedy w otoczeniu x to odwzorowanie jest rozwtéknieniem przestrzeniami afinicznymi.

Dowdéd Twierdzenia 1.12 jest dosé klarowny, choé¢ technicznie wymagajacy. Strategia
z przypadku liniowo reduktywnego §1.3.2 zawodzi w dwoch miejscach:

1. dowdd reprezentowalnodci i afinicznosci D x — X© jest bardziej skomplikowany ze
wzgledu na skomplikowanie G-reprezentacji.

2. nie wiadomo, czy istnieja ekwiwariantne étalne otoczenia z Twierdzenia 1.11, zatem
potrzeba nowej strategii dowodu, ze odwzorowanie formalizacji Xt — Dy jest
izomorfizmem.

Pierwszy z tych problemoéw jest nietrywialny, ale rozwiazujemy go za pomoca technicz-
nych narzedzi i przedyskutuje go tu tylko pokrotce. Gléwnym pomystem jest przejscie od
G-reprezentacji (odpowiednio, G-reprezentacji) do G,-reprezentacji (odpowiednio, G-
reprezentacji), gdzie Gy, jest centralnym torusem z definicji monoidu Kempfa. Nastepnie
w wywodzie uzywamy trzech pomystow: po pierwsze, zamiast izotypicznych sktadowych
stowarzyszonych z prosta reprezentacja A, uzywamy podkategorii Serre’a ktoére sa zbudo-
wane z reprezentacji majacych ciag kompozycyjny z prostymi podilorazami z ustalonego
skoriczonego zbioru A. Po drugie, wywod nalezy prowadzi¢ w oparciu o rozszerzong klase:
zamiast skoriczenie generowanych podmoduléw rozwazamy uziemione moduty, to znaczy,
te ktorych zbior Gy-wag jest ograniczony z dotu. Po trzecie, dowodzimy tezy zblizone]
do indukcji w sensie teorii reprezentacji: funktor D jest poczatkowym G-funktorem od-
wzorowujacym sie w algebraizacje wzgledem dziatania G,,. Pieczotowita implementacja
powyzszej strategii zajmuje wiecej niz potowe (Hab2).

Drugi problem pokonujemy z pomoca idei ktore stoja za dowodem Twierdzenia 1.11,
to znaczy dualnosci Tannaki w sensie [HR19|: dowodzimy jej wersji dla globalnych stogow
ilorazowych [Appendix, (Hab2)]. Oméwmy te czesc.

Morfizm schematéw f: S; — S5 indukuje funktor cofniecia f* na kategorii quasi-
koherentnych snopéw. Ten funktor jest prawodoktadny, odwzorowuje snop strukturalny
w snop strukturalny i jest przemienny z iloczynem tensorowym (tylko z doktadnoscia do
izomorfizmu, ktoéry spelnia pewne warunki kompatybilnosci [SR72, 1.4.1.1-4.2.4|). Intu-
icyjnie mowiac, dualnosé Tannaki postuluje, ze jesli funktor F': Qcoh(Ss) — Qcoh(S)
spelnia te warunki, to jest on izomorficzny z f* dla jedynego morfizmu f.

Mozna spyta¢, o dualnos¢ Tannaki dla stogéw i to jest wynik, ktéorego potrzebu-
jemy: potrzebujemy go dla reprezentowalnych morfizméw stogoéw ilorazowych. Dla G-
schematu T" odwzorowanie pr: T — Spec(k) jest ekwiwariantne i indukuje cofniecie sno-
pow pi: Repg — Qcohg (7)), ktore odwzorowuje G-reprezentacje V' w V @y Or z natural-
na linearyzacja. Ekwiwariantny morfizm ¢: Y — X pomiedzy schematami z dziataniem
G daje izomorfizm funktoréw a,: ¢* o py — pj-. Dowodzimy nast¢pujacego twierdzenia.

Twierdzenie 1.14 (|Twierdzenie A.1, Hab2|). Niech X bedzie quasi-zwartym, quasi-
separowanym G-schematem. NiechY bedzie G-schematem. Niech F': Qcohg(X) — Qcohg(Y)
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bedzie kociggtym funktorem tensorowym i niech oc: Fopy — py bedzie izomorfizmem funk-
torow Repg — Qcohg (Y). Wtedy istnieje jedyny G-ekwiwariantny morfizm f: Y — X
taki, ze (F,a) >~ (f*, o).

W jezyku stogow sformulowanie jest moze mniej tajemnicze i blizsze dualnosci Tan-
naki. Zauwazmy, ze jesli mamy 2-przemienny diagram morfizméw stogow

[Y/G] y [X/G]

\ » /

to cofniecie przez kanoniczne odwzorowanie Spec(k) — [x/G] daje ekwiwariantny morfizm
Y — X. Twierdzenie 1.14 zaktada, ze mamy 2-przemienny diagram funktoréw

Qcoh([Y/G]) Qcoh([X/G])

\ /

Qcoh([x/GJ)

Wedhug zasady dualnosci Tannaki, nizszy diagram powinien pochodzi¢ od tego powyzej.
Tego wlasnie dowodzimy, mocno korzystajac z wynikow [HR19].

Wracajac do oméwienia dowodu Twierdzenia 1.12, mamy pokazac, ze odwzorowanie
Xt — Dy Jest izomorfizmem. Wystarczy pokazac, ze D x posiada odwzorowanie ,wlozenia
komorek” Dx — X. Z dualnosci Tannaki, wystarczy skonstruowac funktor ,cofnigcia”
Qcohg(X) — Qcth(Dx) Dowodzimy, ze Qcth(DX) ~ lim,, Qcohg(Z,,) po obcieciu
do snopéw skonczonego typu, gdzie i, : Z, < X reprezentuje funktor infinitezymalny n-
tego rzedu Mor(G,,, X)¢ - Cofnigcia iy, skladajg si¢ w szukane odwzorowanie Qcohg (X) —
lim,, Qcohg (Z,) ~ Qcth(ﬂ) x). To koniczy nasze oméwienie dowodu.

1.4. Wyniki II. Zastosowania rozkladéw Bialynickiego-Biruli dla przestrzeni
moduli

Artykuly (Hab3), (Hab4) oraz czesciowo (Habb) stosuja rozktady Bialtynickiego-Biruli do
przestrzeni moduli; de facto do schematow Hilberta i Quot zero-wymiarowych (czyli skori-
czonych) obiektow. Jak wyjasnitem w sekcji §1.1, przestrzenie te sa istotne dla zastosowan
poza geometrig algebraiczng.

1.4.1. Rozklad Bialynickiego-Biruli dla schematéw Hilberta punktéw. Schema-
ty Hilberta punktow na wyzszego-wymiaru (dim > 3) gtadkich rozmaitosciach (patrz §1.2.2)
byty bardzo stabo zrozumiane przed praca (Hab3). W szczegolnosci, tylko kilka nieprzy-
wiedlnych sktadowych byto znanych i sprawdzenie wygtadzalnosci danego podschematu R
byto ekstremalnie trudne juz dla deg R > 15 (dla mniejszych stopni wyniki klasyfikacyjne
takie jak [CEVV09, CIN15| byly pomocne).

Glownym wkladem (Hab3) jest metoda znajdowania nieprzywiedlnych generycznie
gtadkich sktadowych Hilb,s(A™). Z ogélnych rozwazan wynika, ze na kazdej nieprzywie-
dlnej sktadowej Z C Hilb(A™) istnieje e takie, ze ogolny punkt [R] € Z odpowiada skon-
czonemu schematowi R majacemu e geometrycznych spojnych sktadowych. Jesli e = 1,
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nazywamy Z elementarng sktadowq. Kazda sktadowa Z lezy w domknieciu obrazu wymier-
nego odwzorowania z 21 X ... X Z., gdzie Z1, ..., Z. sa elementarnymi nieprzywiedlnymi
sktadowymi Hilb(A™) a wymierne odwzorowanie jest dane przez sume roztaczna schema-
tow. Podsumowujac, poszukiwania sktadowych redukujg sie do poszukiwan elementarnych
sktadowych, tzn., generatoréow poltgrupy wszystkich geometrycznych sktadowych, w ktorej
dodawanie jest indukowane suma rozltaczna schematow.

Rozwazmy zwykle ;mnozenie przez skalar” jako dzialanie G, na A™:

te(vr,. .., 0n) = (tug, ..., to,). (1.9)

Punkt A™ ma granice przy t — oo wtedy i tylko wtedy, gdy jest on zerem. Co ciekawe,
w tym przypadku niedostatek granic jest korzystny.
Dziatanie grupy algebraicznej na A™ indukuje dziata-
nie na Hilb,(A"). Powyzsze dziatanie G,, daje dziala-
nie, ktore “przeskalowuje” podschematy, jak na rysunku.
Nastepujaca prosta obserwacja jest kluczowa.

Lemat 1.15 ([Stw 3.3, Hab3|). Skoriczony podschemat
R C A™ ma granice przy t — oo wtedy i tylko wtedy, gdy
jego nosnikiem jest jedynie punkt zero.

Niech Hilb (A") oznacza rozktad Biatynickiego-Biruli schematu Hilby(A™) dla po-
wyzszego dzialania G,,. Niech

6: A" x Hilb_

pts

(A™) — Hilbys(A")

bedzie odwzorowaniem ktére najpierw zapomina Hilb (A") — Hilbys(A") a poznie]
przesuwa otrzymany schemat o wektor z A”. Z Lematu 1.15 wynika, ze elementarne skta-
dowe to dokladnie nieprzywiedlne sktadowe Hilb,s(A™) zawarte w obrazie 6.

Nastepujace twierdzenie daje zdumiewajaco prosty warunek na to by € byto dominu-
jace wokol danego punktu, generycznie wystarczy patrzeé na przestrzenie styczne.

Twierdzenie 1.16 (|Theorems 4.5, 4.9, Hab3|). Jesli odwzorowanie styczne df jest sur-
jektywne w punkcie ([R],0), to 0 jest otwartym wtozeniem blisko tego punktu, a zatem
kazda sktadowa przechodzqca przez [R] jest elementarna. Odwrotnie, jesli Z jest elemen-
tarng sktadowq ktora jest generycznie zredukowana, to df jest surjektywne dla ogolnego

punktu [R] € Z.

Jesli df jest surjektywne w ([R],0), méwimy, ze R ma trywialne styczne wjemne (TNT).
Jest to wlasnos¢ niezalezna od wtozenia R [p.250, (Hab3)]. Dla jednorodnego Iy sprowa-
dza si¢ ona do warunku dimy (7ig) Hilbyes(A™))<o = n. Powyzsze twierdzenie jest wysoce
efektywnym narzedziem znajdowania sktadowych. Przed (Hab3) znanych byto tylko kilka
elementarnych sktadowych, tak mato, ze mogty by¢ wszystkie wymienione w [Remark 6.10,
(Hab3)|. Na przyktad, dla ustalonego A™ znanych byto tylko skonczenie wiele elementar-
nych sktadowych, np. dla n = 4 tylko dwie, wsroéd nich jedna ,trywialna” elementarna
sktadowa rowna Hilb; (A%).

Nastepujace stwierdzenie daje nieskoriczong rodzine elementarnych sktadowych dla A%
(oraz jawnie wyrazone gtadkie punkty na nich, patrz [Wstep, Hab3]).
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Stwierdzenie 1.17 (|Twierdzenie 1.4, Hab3|). Dla kazdego e > 2 schemat Hilberta
Hilb(e+1)_1(A4) posiada elementarng sktadowg.

Patrzac bardziej ilosciowo, jest interesujacym pytaniem jak wiele jest elementarnych
sktadowych dla danego stopnia d. Eksperymenty komputerowe za pomoca Twierdze-
nia 1.16 sugeruja, ze odpowiedZ brzmi ,mnéstwo”: dodajac losowe formy ustalonych stopni
do idealéw jednomianowych, wyprodukowatem ponad 50 nowych przyktadéw w stopniach
< 40; produkowanie dalej wydalto mi sie bezcelowe (patrz tez Stwierdzenie 1.22 ponizej).

Najwazniejsza idea dowodu Twierdzenia 1.16 pochodzi z infinitezymalnej teorii defor-
macji. Bylo, jak si¢ mowi, wiadome ekspertom, ze punkt [R] € Hilb,(A™) posiada teorie
stycznych-przeszkod z przestrzenig styczna Homg(Ig, S/Ig) oraz przestrzenia przeszkod
T?(R) C Exts(Ig, S/IR), gdzie S = H°(O4n). Nastepujaca obserwacja wydaje si¢ nowym
wynikiem.

Stwierdzenie 1.18 (|Twierdzenie 4.2, Hab3]). Punkt [R] € Hilb (A") posiada teorig

stycznych-przeszkod z przestrzeniq styczng (Homg(Igr, S/IR))s, i przestrzeniq przeszkid
(T*(R))>0 C (Extg(Ir, S/1R)),-

Definicja > 0 dla niejednorodnych idealow Ir znajduje sie w [§2, Hab3]. Stwierdzenie
to pokazuje nastepujacy sposob znajdowania gtadkich punktow.

Whiosek 1.19. Przy zalozeniach Twierdzenia 1.16 jesli dodatkowo (T?(R))so = 0, to
[R] € Hilbys(A™) jest gladkim punktem (mimo iz moze sie zdarzyé, ze T*(R) # 0).

Powyzsze stwierdzenie méwi tez, ze jedyne réwnania Hilb  (A") to te pochodzace
z Hilbps(A™). Wniosek 1.19 wynika ze Stwierdzenia 1.18 przez tzw. glowne twierdzenie
analizy przeszkod, ktore mowi, ze odwzorowanie indukujace surjekcje na przestrzeniach
stycznych i injekcje na przestrzeniach przeszkod jest gtadkie w danym punkcie.

Idea Stwierdzenia 1.18 jest rozwinieta w [4.10-4.12, Hab3|, gdzie réwniez otrzymujemy
teorie przeszkod dla schematu Hilberta flag, ktory parametryzuje pary zero-wymiarowych
schematow R C M C A™; wydaje sie, ze ten wynik nie znajduje sie w literaturze.

Ostatnim wktadem (Hab3) jest hipotetyczny program dowodzenia niezredukowania
Hilb,s(A™). Pytanie o niezredukowanie bylo otwarte od czasoéw pracy Fogarty’ego [Fog68]
i stuzylto za najwazniejsze pytanie, miernik (braku) postepow w zrozumieniu Hilbs(A™).
Praca (Hab3) dowodzi, ze przyktady niezredukowania wynikalyby z nastepujacej hipotezy,
ktora mowi, ze dodanie dostatecznie wielu zmiennych “zamienia kazdy ideal na ideat
o trywialnych stycznych ujemnych”.

Hipoteza 1.20. Niech Iy C S bedzie ideatem o reqularno$ci ro. Ustalmy r > ro + 2.
Wtedy istnieje liczba t, pierscien wielomiandw T = S[xy,...,x] @ podprzestrzen liniowa
L C T, takie, ze schemat zadany ideatem Iy -T + L+ 1,1 ma trywialne styczne ujemne.

Hipoteza pozostaje otwarta i wskazuje na potencjalne przyszte kierunki w badaniu
schematu Hilberta, zwlaszcza na idee stabilizacji: przejscie z Hilbys(A™) do kogranicy
Hilb,s(A™) po n wzgledem pewnych systeméw takich jak linjowe domkniete wlozenia
A" — A"l Ten pomyst, zastosowany do d a nie n, jest uzyty w klasycznym wyniku
opisujacym topologie Hilby(A?), patrz [Nak99], a ostatnio zostal uogélniony z A% do A>® =
colim,, A" w [HIN*21, HINY21|. Problem niezredukowania zostal rozwiazany w (Hab4)
przy uzyciu innej metody, jak wyjasniamy ponize;j.
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Artykul (Hab4) rozwiazuje dwa centralne problemy w dziedzinie schematéw Hilberta
punktow. Dowodzi on, ze

e schemat Hilberta punktow jest w ogdlnosci niezredukowany. Doktadniej, tak jest dla
Hilby(A'") przy d dostatecznie duzym i nad dowolnym ciatem, patrz [Przyklad 5.4,
(Hab4)]. Pytanie o niezredukowanie bylo otwarte od 1968, patrz [Fog68, p.520],
[Amel0, Problem 1.25], [CEVV09].

e dla kazdego ciata k dodatniej charakterystyki, istnieja skonczone k-algebry nie-
podnoszace sie do charakterystyki zero, patrz jawne konstrukcje w [Przyktad 5.5,
(Hab4)]. To pytanie takze wydaje sie otwarte juz od lat ’70, ale jest wymienione
wprost dopiero przez Hartshorne’a [Harl0, p.148|, patrz tez [Amel0, Problem 1.2],
[Lan18]. (W pracy (Hab4) dowodze rowniez istnienia algebr podnoszacych sie do
k-tego obciecia pierscienia wektorow Witta, ale nie dalej, itp.)

Powyzsze wyniki sg otrzymane jako wnioski z o wiele ogblniejszego wyniku o prawie Mur-
phy’ego dla Hilbs(A). By je sformutowaé¢, potrzebujemy $cistej definicji pojecia osobli-
wosci. Mowimy, ze dwa punktowane schematy (X, x), (Y, y) is gtadko réwnowazne jesli ist-
nieje (Z, z) oraz odwzorowania punktowanych schematow (X, x) < (Z,z) — (Y, y) gtad-
kie w z. Osobliwosé jest klasa abstrakeji relacji gtadkiej rownowaznoéci. To pojecie zgadza
sie z intuicja: na przyklad, kazdy schemat o typie osobliwosci [Spec(k[e]/e?), ()] jest nie-
zredukowany i kazdy schemat o typie osobliwosci [Spec(Z/p), (0)] lezy nad Spec(Z/p).

Mowimy, ze prawo Murphy’ego zachodzi z doktadnosciq do retrakeji dla schematu M
jesli dla kazdego typu osobliwosci ¥ skoniczonego typu nad Z istnieje reprezentant (Y, y) €
Y, otwarty podschemat (X, z) schematu M oraz retrakcja (X, z) — (Y, y) punktowanych
schematow, tzn., morfizm posiadajacy ciecie.

Twierdzenie 1.21 (|Twierdzenie 1.3, Hab4|). Prawo Murphy’ego zachodzi z doktadnoscig
do retrakcji dla Hilbys(ALP).

Czytelnik moze nabra¢ podejrzen widzac AL’ zamiast schematu Hilberta przestrze-
ni afinicznej nad ciatlem. Jednakze z Twierdzenia 1.21 formalnie wynika to samo dla
Hilby(AY) oraz dla typow osobliwosci Q-schematow (tak samo dla F,). Twierdzenie
jest sformutowane dla Z, bowiem tylko w tej ogblnosci mozna rozwazaé¢ podnoszenie (lub
jego brak) do charakterystyki zero. To samo prawo Murphy’ego z doktadnoscia do retrakeji
zachodzi dla Hilby (P3°), gdyz schemat ten zawiera Hilbs (A1°) jako otwarty podschemat.

Znaczenie Twierdzenia 1.21 (i przypadkow szczegdlnych wypunktowanych przed nim)
polega na tym, ze mozemy produkowaé¢ dane typy osobliwoéci dla zero-wymiarowych sche-
matow, wiec mozemy kontrolowad typ osobliwosci deformacji otrzymanego schematu skon-
czonego. Jest to nietrywialne, gdyz schemat skoriczony prawie nie posiada interesujacych
niezmiennikéw geometrycznych, przyktadowo nie ma nietrywialnych wigzek wektorowych.
Zatem jest raczej niejasne jak miatoby sie dowodzi¢, ze, na przyktad, nie podnosi si¢ on
do charakterystyki zero. Podsumowujac, Twierdzenie 1.21 daje nadzieje rowniez na wy-
produkowanie interesujacych nowych przyktadéw rozmaitosci, ktoére nie podnosza sie do
charakterystyki zero. Jest stosunkowo mato takich przyktadow, a wiekszos¢ z nich jest
zwiazana z kontrprzyktadami na twierdzenia o znikaniu dla wiazek liniowych i wektoro-
wych, ktore, jak wyjasnitem powyzej, sa zupelnie puste dla zero-wymiarowych schematow.

Gloéwnym pomystem w dowodzie Twierdzenia 1.21 jest uzycie rozktadu Bialtynickiego-
Biruli, ale implementacja tego pomystu jest mocno nietrywialna. Gtéwna role graja tu tzw.
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obudowy TNT (ang. TNT frames), ktore wprowadzamy i ktore stuza jako ,stabilizatory”
dla danego idealu I. Dla ideatu I C k|xy,...,z,] i ustalonego a > 2 obudowa TNT
wielkoSci a dla I jest ideatem J C k[xy,...,Zp, 41, .., Yn| zdefiniowanym jako

Ji=1 K[y, ., yn) + (@1, s 20) ™+ (Y1, )+ (szyz> :
i=1

Obudowy TNT daja ekstremalnie bogate zrédto elementarnych sktadowych schematéow
Hilberta poprzez Twierdzenie 1.16 oraz ponizsze Stwierdzenie.

Stwierdzenie 1.22 ([Stwierdzenie 1.4, Habd|). Jesli n > 3, I = 0 oraz glebokosé
k[z1,...,2,]/1 to co najmniej trzy, wtedy K[xq, ..., T, Y1, - .., Ya]/J ma trywialne styczne
ujemne.

Stwierdzenie 1.22 wraz z Twierdzeniem 1.16 pokazuja, ze pewne otoczenie otwarte
[J] € Hilbys(Spec(k[z1, ..., Zn, Y1, - -, Yn))

ma retrakcje na otoczenie otwarte [J] € Hilbf{;‘(Spec(k[azl, e Ty Y1y -5 Yn]). Jest to

pierwsza z serii retrakcji. Ich zlozenie jest retrakcja powyzszego otoczenia na otoczenie
I+ (z1,...,2,)Y] € Hilbg’t';‘(Spec(k[wl, ...,x,])). Na mocy klasycznego wyniku Pie-

ne i Schlessingera [PS85] jesli I = I(V)sny jest obcigciem saturowanego ideatu V' C
Projk[zy,...,x,] dla N > reg I(V) + 1 oraz jesli a > N + 2, to jednorodne deformacje
I+ (z1,...,2,)"" sa réwnowazne deformacjom V' C P"~!. Ale na mocy prawda Mur-

phy’ego dowiedzionego przez Vakila [Vak(06], juz dla n = 5 istnieje V' C P! ktérego
deofrmacje maja ustalony typ osobliwosci. By spetni¢ zatozenie o gtebokosci, wkladamy
powyzsze obciecie do A%, zatem obudowa jest podschematem A'S.

Powyzsza seria retrakcji jest uzyskana przy uzyciu jeszcze kilku rozktadow Biaty-
nickiego-Biruli dla réznych dzialan torusa. Wymagaja one ciezkiej technicznej pracy by
dowies¢ odpowiednich trywialnosci ,ujemnych” stycznych, by otrzymaé¢ analogi Twier-
dzenia 1.16. Wszystkie retrakcje mozna zastapi¢ jedna biorac odpowiednie uzwarcenie
torusa wyzszej rangi i uzywajac uogoélnionego rozktadu Bialynickiego-Biruli jak opisatem
w §1.3.2.

Idee tej pracy stanowia juz inspiracje dla dalszych prac takich jak [Hui22, SS21, SS22,
Sza2l, Sza22|, z ktorych ostatnie dwie zostaly przygotowane pod moim kierunkiem.

1.5. Wyniki IIl. Dalsze zastosowania do przestrzeni moduli i tensoré6w

Konicowa cze$¢ naszego omowienia obejmuje prace (Hab5). Jej wyniki mozna sformutowaé
na trzy rézne sposoby: bada ona

e schemat Quot punktow (patrz §1.2.2),
e rozmaitosci przemiennych krotek macierzy,
e rozmaitos$¢ 14-generycznych tensoré6w minimalnej rangi brzegowej (patrz §1.2.3).

Cele artykulu (Habb) sa dwojakie. Po pierwsze, stosujemy rozklad Bialynickiego-Biruli
oraz inne bardziej elementarne narzedzia do badania schematéw Quot. Po drugie, pie-
czotowicie udowadniamy, ze trzy powyzsze obiekty badan sg réwnowazne. Drugi z celow
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jest wazny dla osob pracujacych z przemiennymi macierzami oraz dla badaczy zaintereso-
wanych tensorami, bowiem ich matematyczne ,pochodzenie” sprawia, ze czesto nie maja
doswiadczenia w geometrii algebraicznej odpowiedniego by wtasnorecznie odtworzyé te
réwnowaznosci.

Niech S = H%(O4n) oraz niech Quot?(A™) bedzie schematem parametryzujacym mo-
duty ilorazowe S®" ktore sg skoriczone stopnia d. Przed (Hab5) bylo wiadomo, ze dla
r = 1 ten schemat jest nieprzywiedlny [Maz80, CEVV09|, ze dla n = 2 i dowolnych
r,d jest on rowniez nieprzywiedlny, natomiast w przypadkach d > 4, n > 4, r > 2 or
d>0,n=3,r >1 jest on przywiedlny. Nie znana byla zadna sktadowa nieprzywiedlna
schematu Quot poza gldwng skladowq (parametryzujaca polproste moduly i ich grani-
ce) oraz sktadowymi przychodzacymi ze schematu Hilberta (r = 1). Z punktu widzenia
teorii deformacji, gtownym wynikiem (Hab5) jest klasyfikacja sktadowych schematu Quot
punktow dla d < 7.

Twierdzenie 1.23 (Habb). Niech k bedzie ciatem charakterystyki zero. Wtedy liczba nie-
praywiedinych sktadowych Quot®(A™) jest nastepujgca

~—

d<2 d=3 d=4 d=5 d=6 d="7 d>0
n<2 1,... 1,... 1,... 1, 1,... 1.. 1,...
n=3 1,... 1,... 1,.. 1,... 1,.. 1,.. >0
n=d4 1. 1.. Lo2.. 12 19, 1.2, >0
n=5 1,... 1,... 1,2,... 1,34, 1.3.4, .. 14.7.8,. >0
n=6 1,... 1,... 1,2,... 1,34, 14.6.7,... 15911, >0
n>7 1. L. 1.2.. 134.. 1467.. 16101213 ... >0

Tabela 1: Liczba sktadowych Quotf(A”). W kazdej komorce, kolejne liczby odpowiadaja
liczbie sktadowych dla r = 1,2, ... zas “...” oznacza, ze liczba stabilizuje sie na ostatniej
wartosci. W szezegolnosei, widzimy, ze dla r > 5 juz mamy wszystkie sktadowe (przy

d<).

Niech C,,(My) oznacza rozmaitosé¢ n-krotek przemiennych d x d macierzy; jest to sche-
mat afiniczny wyciety z (A%)" przez formy stopnia dwa. Rozmaito$é ta jest dosé intensyw-
nie badana [MT55, Ger61, Gur92, GS00, Knu05, DS09, Sivl?]. Jest ona nieprzywiedlna
dla n = 2, nieprzywiedlna i toryczna dla d = 2 (i dowolnego n) oraz w ogdlnosci przy-
wiedlna dla n > 3. Mostem pomiedzy schematami Quot oraz C,(My) jest nastepujacy
diagram:

st gladkie, wymiar wiékien rd
u > Cn (Md)

_
l/ GLg4 l/ GLg4

Quot?(A™) > Mod?(A™)
przestrzen moduli obiekt
Mod?(A™) moduty
Quot?(A™) moduly z ustalonymi r generatorami
C(My) moduly z ustalong baza
ust moduty z ustalong bazg i ustalonymi r generatorami
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Diagram pokazuje, ze podstawowym obiektem badan jest stog Artina Modd(A”) skon-
czonych stopnia d modutéw nad pierscieniem wspodlrzednych A™. Ten stog jest prezen-
towany jako globalny stog ilorazowy przez odwzorowanie z C,,(Mj). Posiada on rowniez
gladkie odwzorowanie z Quot?(A") ktore nie musi by¢ dominujace dla malych r (sa mo-
duly niegenerowane przez r = 1 element, na przyktad), ale jest surjektywne dla r > d.
Dla r > d rozmaitosci C, (M) oraz Quot?(A") maja gladkie odwzorowania z U™ zatem
sa gltadko réwnowazne i ich étalnie-localna geometria jest taka sama. Odpowiednikiem
poprzedniego twierdzenia jest nastepujace.

Twierdzenie 1.24 ([Twierdzenie A, Habb]). Niech k bedzie algebraicznie domknietym
ciatem charakterystyki zero. Liczba nieprzywiedinych sktadowych C,(My) dla d < 7 taka
jak pokazana w Tabeli 2. Wszystkie sktadowe majq gtadkie punkty.

d<2 d=3 d=4 d=5 d=6 d=7 d>0

n <2 1 1 1 1 1 1 1

n=3 1 1 1 1 1 1 >0

n=4 1 1 2 2 2 2 >0

n=>5 1 1 2 4 4 8 >0

n =06 1 1 2 4 7 11 >0

n>"7T 1 1 2 4 7 13 >0
Tabela 2: Liczba sktadowych C,, (M)

Schemat Quotf(A”) posiada naturalne dziatanie G, pochodzace od mnozenia przez
skalar na A" jak w (1.9). Powyzsze wyniki mimo iz w pewnych obliczeniach inspirowane
przez rozktad Bialynickiego-Biruli dla tego dziatania, formalnie nie uzywaja go. To cze-
Sciowo dlatego, ze wszystkie sktadowe powyzej sa generycznie gladkie, zatem moga byé
wskazane przez skonstruowanie rodziny i podanie jednego punktu o odpowiednio matlej
przestrzeni stycznej. Sytuacja jest zupetnie inna dla d = 8.

Twierdzenie 1.25 ([Twierdzenie B, Hab5|). Niechk bedzie algebraicznie domknietym cia-
tem charakterystyki zero. Rozwazmy miejsce geometryczne L ztozone z krotek 4 macierzy
8 x 8 ktore majqg niezerowe elementy tylko w prawym gornym rogu wielkosci 4 x 4. Wtedy
(kIy)* + GLg L jest sktadowq Cy(Mg) ktdra jest generycznie niezredukowana (zatem nie
ma gtadkich punktow). Zatem, rozmaitosé C,(My) ma generycznie niezredukowane skta-
dowe dla wszystkich n > 4 oraz d > 8. Natomiast rozmaitosé C,(My) jest generycznie
zredukowana dla d < 7 i dla kazdego n. Podobnie, schemat Quot®(A™) ma generycznie
niezredukowang sktadowq dla n,r > 4 oraz d > 8, podczas gdy jest on generycznie zredu-
kowany dla d <7 oraz wszystkich r, n.

Dowodd niezredukowania w Twierdzeniu 1.25 mozna naszkicowaé¢ nastepujaco. Miejsce
geometryczne £ of Quot?(A™) odpowiadajace powyzszemu £ ma wymiar 52, za$ je-
go punkty state wzgledem dziatania G, maja wymiar 48. Dla punktu [M] € (LQuot)Cm
mozemy rozwazy¢ wlokno Y dodatniego rozktadu Bialynickiego-Biruli. Jest ono stoz-
kiem afinicznym, tzn., Y jest spektrum dodatnio zgradowanej k-algebry B. Generatory
B sa dane przez baze dualng do przestrzeni (1 Quot?(A™)) .o ~ Hom (K, M),, gdzie
K = ker(S%" — M). Obliczenie rownan jest trudniejsze. Uzywamy do tego przeszkdd
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prymarnych [1\/1@1199], ktore pozwalaja nam na dostep do kwadratowych rownan w B. Za-
uwazmy, ze Ext'(K, M) ~ Extt (M, M) dla kazdego i, zatem mamy parowanie Yonedy
Hom(K, M) x Hom(K, M) — Ext' (K, M).

Twierdzenie 1.26 ([Twierdzenie 4.18, Hab5|). Rozwazmy punkt [M] schematu Quot oraz
stowarzyszong z nim teorie przeszkod z przestrzeniq przeszkéd Ext'(K, M ). Wtedy dla
©1, 92 € Hom(K, M) odwzorowanie przeszkody prymarnej posyta 102 € Symy(Hom(K, M))
na element o1 - py + 0y - o1 € Ext' (K, F/K), gdzie - oznacza parowanie Yonedy.

W sytuacji Twierdzenia 1.25 réwnania kwadratowe sg wystarczajace do stwierdzenia,
ze dim B < 4, co konczy dowdd twierdzenia. To konczy réwniez nasze omoéwienie.
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