Autoreferat
Jan Peszek

1 Dane kandydata

Imie © nazwisko: Jan Peszek

Afiliacja: Uniwersytet Warszawski, Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki, Instytut
Matematyki Stosowanej i Mechaniki

2 Posiadane dyplomy i stopnie naukowe

2016: Doktorat z Matematyki
Uniwersytet Warszawski, Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki

Promotor: prof. Piotr B. Mucha
Tytut rozprawy: Dynamika wspoétoddziatujacych czastek

2011: Magisterium z Matematyki
Uniwersytet Warszawski, Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki

Promotor: prof. Agnieszka Katamajska

Tytut pracy: O pewnych nieliniowych wariantach nieréwnosci Galiardo-Nirenberga w nieli-
niowych zagadnieniach wtasnych, teorii pojemnodci i nieréwnosciach izoperymetrycznych

3 Zatrudnienie

2024 — obecnie: Instytut Matematyki Stosowanej i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski, ad-
iunkt

2019 — 2024: Instytut Matematyki Stosowanej i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski, adiunkt
im. S. Eilenberga

2018 — 2019: Center for Scientific Computation and Mathematical Modeling, University of
Maryland, College Park, Postdoctoral Researcher

2016 - 2019: Instytut Matematyki Stosowanej i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski, adiunkt
2016 — 2019: Instytut Matematyczny Polskiej Akademii Nauk w Warszawie, adiunkt

2015 - 2016: Instytut Matematyki Stosowanej i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski, asystent



4 Omowienie osiggniecia naukowego

Rozprawa habilitacyjna zatytulowana
Wieloskalowa analiza zachowan kolektywnych z osobliwymi oddzialywaniami
sktada sie z cyklu artykutéw naukowych, zgodnie z art. 219 ust. 1 pkt 2b Ustawy:

[A1] M. Fabisiak and J. Peszek, Inevitable monokineticity of strongly singular alignment.
Mathematische Annalen, vol. 390, p. 589-637, (2024) 49 stron;

[A2] J. Peszek and David Poyato, Heterogeneous gradient flows in the topology of fibered
optimal transport., Calculus of Variations and PDEs vol. 62, no. 258, p. 1-72, (2023) 72
strony;

[A3] J. Peszek and R. Rodiac Mean-field limit of 2D stationary particle systems with signed
Coulombian interactions., Journal of the London Mathematical Society vol. 111, no. 1,
€70068, (2025) 38 stron.

Wybrane prace poswiecone sa analizie matematycznej uktadéow rownan rézniczkowych zwy-
czajnych i czastkowych pojawiajacych siec w modelach zachowan kolektywnych. Kluczowym
wspolnym elementem jest granica pola Sredniego i zwigzany z nig rozwdoj metod stabych
przejsé granicznych splotéw miar z osobliwymi jadrami.

Niektore sformutowania wynikéw wymagaja rozbudowanego wprowadzenia (w przypadku
pracy |[A2]| — prawie 20 stron), wobec czego pewne szczegély ich w pelni Scistej prezenta-
cji zostaly pominiete (zawsze jednak z podaniem bezposredniego odwotania). Niniejsza
rozprawa skupia sie na najbardziej kluczowych i niestandardowych konceptach.

Rozpoczynamy od ogoélnego opisu wynikow uzyskanych w pracach [A1]-[A3|, umieszczajac
je w kontekscie najistotniejszych kierunkéw badan nad matematycznym opisem dynamiki
kolektywnej. Bardziej szczegdtowe przedstawienie zagadnien podane jest ponizej. Na koncu
sekcji przedstawiamy bardziej dogtebny opis elementow nowej metodologii powstalej w pra-

cach [A1]-|A3].

Zarys ogolny

Zachowania kolektywne (lub dynamika kolektywna) stanowia interdyscyplinarna dziedzine
badan zajmujaca sie samobieznymi autonomicznymi agentami, ich komunikacja i interak-
cjami, a takze mechanizmami kooperacji prowadzacymi do powstawania szerokiej gamy zja-
wisk emergentnych. Typowe przyktady obejmuja stada ptakow, tawice ryb, dystrybucje dobr,
powstawanie jezykow czy sterowanie bezzalogowymi statkami powietrznymi (UAV). W ostat-
nich latach pojawity sie rowniez nowe kierunki, w ktorych nowoczesne architektury sztucznej
inteligencji interpretuje si¢ z perspektywy matematycznej jako przyktady dynamiki kolek-
tywnej. Wspolna cecha wybranych prac jest to, ze podejmuja one analize klasycznych modeli
zachowan kolektywnych z osobliwymi mechanizmami interakcji, prowadzona konsekwentnie
w roznych skalach: od mikroskopowej, przez mezoskopowa, az po makroskopows.



Dynamika kolektywna oraz wieloskalowa analiza przeplywéw moga by¢ w naturalny sposéb
powigzane z klasycznymi problemami fizyki matematycznej, w szczegolnosci z dynamika pty-
néw i plazmy. W skali mezoskopowej zjawiska te opisywane sa przez réwnania Boltzmanna
i Wtlasowa, wprowadzone odpowiednio w 1872 i 1938 roku. Rozwazane tutaj uktady sa w
pewnym stopniu zwigzane z oboma podejsciami: na poziomie mikro- i mezoskopowym wy-
kazuja nielokalne interakcje typu Wtlasowa, natomiast w granicy makroskopowej pojawia
sie struktura hydrodynamiczna typu Eulera, z dysypacja przypominajaca utamkowy opera-
tor Laplace’a, zob. |[B9| oraz [4]. Znaczenie takich proceséw granicznych podkresla Szosty
Problem Hilberta, ktory postulowat §cistg dedukcje praw ruchu osrodka ciagtego z zasad
atomistycznych [23].

Kluczowa cechg osobliwych oddziatywan jest to, ze sytuuja sie one pomiedzy klasyczng nie-
lokalnoscia typu Wtasowa a lokalnymi interakcjami typowymi dla programu Newtona—-Boltz-
manna—Fulera. Zachowuja one swoj nielokalny charakter, lecz osobliwos¢ wywotuje efekty
zwigzane ze zderzeniami, takie jak wyréwnanie predkosci w skoriczonym czasie, ,sklejanie
si¢” trajektorii czy bezwarunkowe unikanie kolizji zob. [B12, B14| oraz |11, 17, 19, 29, 47|.
W tym sensie modele lokalne moga by¢ czesto odzyskiwane jako granice osobliwych nielo-
kalnych interakcji, podczas gdy osobliwo$¢ oddziatywan prowadzi do zjawisk nieobecnych w
przypadkach gltadkich.

Krotki zarys. Cykl [A1]-[A3] stanowi przekroj mojej aktywnosci badawczej, taczac trzy
kluczowe prace z réznych kierunkoéw, tworzace spojny cykl dzieki wspolnej metodologii oraz
dwom nadrzednym tematom:

— wieloskalowej analizie dynamiki kolektywnej z osobliwymi oddzialywaniami,
— stabym przejsciom granicznym splotéw miar z osobliwymi jadrami catkowymi.

e W pracy [Al] dowodzimy, ze pewne klasy odwzorowan o wartosciach miarowych sa mono-
kinetyczne, tzn. rozktad predkosci koncentruje sie w delcie Diraca. Prowadzi to do nowych
rezultatow dotyczacych istnienia stabych rozwigzan bezci$nieniowego utamkowego uktadu
Fuler—alignment, bezposredniej granicy pola sredniego od skali mikro- do makroskopowej dla
tego uktadu, a takze do Scistego uzasadnienia ansatzu monokinetycznego bez wprowadzania
dodatkowych sil, stosowanych w klasycznych granicach hiperbolicznych. Wraz z kontynu-
acjami (|B1] oraz powstajacym preprintem), praca ta wnosi nowe spojrzenie na od dawna
otwarty problem dobrego postawienia zagadnien zwigzanych z osobliwa dynamika wyréwny-
wania predkosci, w szczeg6lnosci dla bezcinieniowego utamkowego uktadu Euler—alignment.

e W pracy [A2] konstruujemy niejednorodne rozszerzenie teorii potokéow gradientowych w
przestrzeniach Wassersteina dla A-wypuktych funkcjonatéw energii w topologii optymalnego
transportu po witoknach. Koncepcja ta w naturalny sposéb wprowadza niejednorodne struk-
tury wielofenotypowe (lub wielogatunkowe) do istniejacych modeli, takich jak Kuramoto
[26, 27, 30|, Lohe [16, 18, 28] czy Keller—Segel [21|. Gléwnym bezposrednim zastosowaniem
[A2] jest dowod dobrego postawienia zagadnienia kinetycznego dla stabo osobliwego modelu
Cuckera—Smale’a w wielu wymiarach [B17|. Dalsze zastosowania obejmuja jednolita w cza-
sie granice pola Sredniego dla tego modelu oraz dla pewnych dynamik typu Kuramoto, w
szczegolnosci dla modelu ruchu drogowego Aw—Rascle [B2].



e Artykut [A3] poswiecony jest granicy pola sredniego dla czastek natadowanych (gdzie tadu-
nek rozumiany jest jako masa o dowolnym znaku) z oddzialywaniami kulombowskimi. Ponie-
waz prowadzi to do splotéw osobliwych jader kulombowskich z miarami Radona, pojawiaja
sie istotne trudnosci techniczne. Praca ta podejmuje takze bardziej klasyczne zagadnienia
zwigzane z ukladami przyciagania—odpychania agentow [6, 8| oraz z wirami punktowymi [3],
zwigzanymi z rownaniem Eulera.

Wspolna wartoscia dodana artykutow [A1]-[A3] jest rozwdj nowych technik przechodzenia
do granicy w splotach k x u” jader osobliwych k (zwykle niecatkowalnych w otoczeniu zera)
7z miarami Radona u. W typowej sytuacji u” — u w sensie waskim (tj. testujac funkcjami
ograniczonymi ciagltymi) i zazwyczaj nie jest jasne, czy granice mozna utozsamic z k % u (ani
nawet, czy k x p jest dobrze okreslone). Istota tych prac jest zmiana perspektywy: osobliwosé
musi zosta¢ zredukowana bez odwolywania sie do jakiejkolwiek regularnosci p? lub pu. W
praktyce pV jest zazwyczaj miara empiryczng, podczas gdy p moze mieé¢ zaréwno czesci
atomowe, jak i absolutnie ciagle. W [A1] monokinetyczno$é¢ pozwala kompensowaé osobliwosé
w zmiennej polozenia za pomoca zmiennej predkosci w ujeciu kinetycznym, co zmniejsza
rzad osobliwosci jadra o jeden. W [A2], ze wsparciem wynikow z pracy [B17], uzyskujemy
podobng redukcje dzieki przeksztatceniu uktadu z drugiego rzedu w heterogeniczng dynamike
pierwszego rzedu. Wreszcie, w [A3] stosujemy techniki specyficzne dla wymiaru dwa (takie
jak warunek bezdywergencyjnosci w czesci skoriczonej, zob. Definicja 4.10), aby przeprowadzi¢
przejscie graniczne. Kierunki te sa podkreslone w Uwagach 4.6, 4.9 1 4.15.

Oznaczenia. Postugujemy si¢ standardowymi oznaczeniami, ktérych wykaz znajduje si¢ na
konicu rozprawy. Nalezy podkresli¢, ze wiekszos¢ symboli wprowadzanych w szczegbétowych
opisach artykutow |[A1]-[A3] nalezy odczytywaé lokalnie, tj. w ramach kazdego opisu osobno.
Na przyktad symbol pu wystepuje w kazdej z prac [A1]-|A3] w nieco innym znaczeniu, cho¢
zawsze jako miara.

Catkowanie funkcji f = f(z,y) po X wzgledem zmiennej x oraz miary p = u(x,y) oznaczamy
przez

/Xf(w,y) p(dz, y).

Jesli catkujemy wzgledem wszystkich zmiennych, piszemy czasem

XxXY XxY

W razie potrzeby, operatory rézniczkowe wskazuja zmienna rézniczkowania; na przyklad
V. f(x,y) oznacza, ze gradient liczony jest wylacznie wzgledem zmiennej .

Wreszcie, gdy rozwazamy odwzorowanie o wartosciach miarowych p : [0, 7] — P(R??), sto-
sujemy skrot p(x,v) := p(t, z,v), traktujac takie odwzorowania jako krzywe w przestrzeni
miar probabilistycznych P(R??). W szczegdlnosci indeks dolny w p; nigdy nie oznacza po-
chodnej po czasie, ktora zawsze zapisujemy jako 0;. Na przestrzeni miar stosujemy czesto
topologie waska (eng. narrow topology), w ktorej zbieznos¢ miar testowana jest funkcjami
cigglymi ograniczonymi.



Artykul [A1]

Rozwazmy mikroskopowy model Cuckera—Smale’a dla N czastek (agentow):
':.Ui = Uy,

1 N
0= D llz =z (05 — ),

i#j=1

(2:(0), v;(0)) = (10, vi0) € R, (1)

gdzie x;(t), v;(t) oznaczaja potozenie i predkosé i-tego agenta w chwili ¢ > 0. Koncentrujemy
sie na silnie osobliwej wadze komunikacyjnej

P(s) =s"7, a>d.

W granicy pola sredniego N — oo uktad czasteczkowy formalnie aproksymuje kinetyczne row-
nanie Cuckera—Smale’a, (niektore rygorystyczne przejscia graniczne mozna znalez¢ w pracach
[B11] oraz [5, 9, 19]):

Ot 4+ v - Vp + divy, (F(p)p) =0, (2)

gdzie
Fl(t.) = [ olle = yw = o) (e dy.dw)

a p(t, x,v) oznacza rozklad (w sensie rozktadu prawdopodobienstwa) czastek znajdujacych
sie w punkcie z € R? o predkosci v € R? w chwili ¢t > 0.

Artykut [A1] dowodzi, ze dla silnie osobliwych interakeji (v > d) kazde sensowne stabe sfor-
mutowanie (2) prowadzi koniecznie do monokinetycznych rozwiazan o wartosciach miarowych,
tzn. dla p.w. ¢,z rozktad predkosci oy ,(-) := pu(x, -) koncentruje si¢ w delcie Diraca. Prowa-
dzi to do dwoch gtownych konsekwencji. Po pierwsze, kazde stabe rozwigzanie o wartosciach
miarowych (2) jest jednoczesnie stabym rozwiazaniem bezcisnieniowego utamkowego uktadu
FEuler—alignment. W przeciwienstwie do |14, 25, 32|, daje to wyprowadzenie makroskopowego
uktadu Fuler-alignment z kinetycznego modelu Cuckera—Smale’a bez potrzeby dodawania sit
relaksacyjnych, jak w [14]. Po drugie, wykazujemy, ze granica pola sredniego od (1) do (2)
jest sama w sobie monokinetyczna, co umozliwia konstrukcje stabych rozwigzan o wartosciach
miarowych utamkowego uktadu Fuler—alignment dla dowolnych zwartych danych poczatko-
wych w R oraz warunkowo w R?. Wezeéniejsze wyniki dotyczace istnienia opieraly sie na
zalozeniach progu krytycznego (eng. critical threshold) |7, 22, 44, 45|, dodatniosci w calej
przestrzeni [B9|, badz okresowych warunkach brzegowych [13, 39-41, 43|. Nasze podejscie,
przeciwnie, dopuszcza ogolne dane poczatkowe oraz proznie.

Gléwny rezultat 1: monokinetycznosé

Tu i w dalszym ciagu rozprawy

pi(x) = /Rd pe(x,dv),  u(t,z) = 1

7 ) ?)

sa lokalna gestoscia oraz lokalna predkoscia miary u = pu(x,v). Gtowny wynik dotyczacy
monokinetycznosci brzmi nastepujaco.




Twierdzenie 4.1 ([Al], Theorem 1.1). Przypusémy, zZe nieujemna miara Radona p na
[0, T] x R?? o jednostajnie zwartym nosniku (ktorq utozsamiamy z rodzing miar probabi-
listycznych 1 = { it }eepo,r) spetnia warunki steadily flowing oraz locally mass preserving
(patrz nizej). Zatozmy ponadto, ze

/a+2
/‘/ b= g @ ldt <00, a>d (@)
R\ {o=0}

|x—x’|a

Wowczas i jest monokinetyczna, tzn. rozktad predkosci w py-p.w. punktach x jest deltq
Diraca. Innymi stowy v = u(t,z) dla p-p.w. (t,x,v).

W powyzszym twierdzeniu miara p = {i }sc04 speinia nastepujace zatozenia.

(MP) Locally mass preserving. Dla dowolnego ograniczonego zbioru C' C R? oraz wszyst-
kich ¢ty <t € [0,T] zachodzi

Pt(a + (t - to)m) > pto(0)7

gdzie M jest jednostajnym ograniczeniem nosnika w zmiennej v dla py, B(M) oznacza
kule o srodku w 0 i promieniu M, natomiast C' oznacza domkniecie zbioru C.

(SF) Steadily flowing. Istnieje zbior A C [0,T] pelnej miary Lebesgue’a, taki ze dla kaz-
dego ty € A i dowolnej gladkiej, funkcji o zwartym nosniku 0 < ¢ € C®(R?) ro-
dzina skoriczonych miar Radona py, .[¢] zdefiniowana dla kazdego zbioru borelowskiego
B C R? przez

pad)B) = [ ooz

jest wasko ciagla (eng. narrowly continuous) w punkcie t = ty, jako funkcja zmiennej
t € [0,T] obcieta do A. Tutaj T;;O’tut oznacza miare obrazowa (eng. pushforward
measure) p; wzdtuz odwzorowania T (z,v) = (x — (t — to)v,v).

Uwaga 4.2 (O warunkach MP i SF). Monokinetycznosé¢ w Twierdzeniu 4.1 wymaga pewnego
pojecia przeplywu, tzn. by masa w punkcie z byta transportowana z predkoscia v. Dla ogdlnej
miary p = pu(t, z,v) niebedacej rozwiazaniem zadnego rownania rézniczkowego, taki przepltyw
nie jest okreslony. W [Al]|, Twierdzenie 4.1 zapewnia, ze kazda waska granica rozwiazan
atomowych (2) jest monokinetyczna; dopiero po6zZniej pokazujemy, ze sama jest rozwiazaniem
(2). Warunki MP i SF stuza wlasnie do zdefiniowania tego stabego przeptywu. Zachodza
one np. wtedy, gdy t — p; jest wasko ciagta lub ma ograniczona wariacje, ale poniewaz
takiej regularnosci granicy pola sredniego nie da sie wykazaé¢, przyjmujemy stabsze hipotezy.
Wprowadzenie warunkow MP i SF jest prawdopodobnie najglebszym wynikiem pracy [Al]
(nawet jesli nie najbardziej spektakularnym).

Uwaga 4.3 (O warunku (4)). W przypadku modeli wyréwnywania predkosci opartych na
modelu Cuckera—Smale’a zalozenie (4) wynika bezposrednio z nier6wnosci energetycznej

/2
/ /Rzid\{ " |l‘ — x’:a ['ut ® ’ut] dt < E[MO] - E[UT]a (5)



gdzie E oznacza standardowsa energie kinetyczna uktadu, a wyrazenie po lewej stronie nieréw-
nosci stanowi odpowiednik hydrodynamicznej enstrofii. Istotnie, jesli rozwigzanie rownania
(2) ma jednostajnie zwarty nosnik wzgledem zmiennej v i jest ciaglte w waskiej topologii, to
latwo wykazaé, ze spelnia powyzsza nier6wnos$é energetyczna, a zatem (w oparciu o ogra-
niczono$¢ |v — v'| w zwartym nosniku ) zatozenie (4) jest spelnione. Naiwne spojrzenie na
nieréwnosé (5) ujawnia jej znaczenie dla monokinetycznosci: gdyby p byta miara Lebesgue’a
to w przypadku, gdy v # v', mamy nieskoniczong catke wzgledem x. W ogolnosci jednak ar-
gument ten zawodzi i jest to zrodlem najdelikatniejszych probleméw w [A1] (opisanych nizej
w sekcji Nowa Metodologia), ktore rozwiazujemy przy pomocy warunkow MP i SF.

Glowny rezultat 2: ulamkowy uklad Euler—alignment

Jesli dostatecznie regularna miara p spetnia (2), to jej lokalne wielkosci (3) spetniaja uktad

Op + div,(pu) = 0,

Ou(pu) + div,(pu ) = [ lle = y)(uly) — uo)p(alplds) + P )

gdzie wyraz ciSnienia P = (p;;) dany jest wzorem

Py = —div, ( /R (01wl ) s — ) dv)) C sob. 10, 20].

Zauwazmy, ze w przeciwienistwie do przejscia makroskopowego opartego na ansatzu Maxwel-
lowskim lub monokinetycznym (zob. [42]), Twierdzenie 4.1 pokazuje, Ze monokinetycznosé
miary p wynika bezposrednio z osobliwej interakcji, a nie jest narzucona. Ponadto, kazde mo-
nokinetyczne rozwiazanie (2) prowadzi do P = 0 i sprowadza sie do rozwiazania utamkowego
uktadu Euler—alignment

Op + div,(pu) = 0,

. (7)
Bu(pu) + divs(pu ) = | bl = ol)(u(y)  ula))pla)p(cy).
R
Stwierdzenie to pozostaje prawdziwe takze dla stabych rozwigzan o wartosciach miarowych,
o ile sa one wasko ciagle i maja jednostajnie zwarty nosnik (w szczegdlnosci speliajac nie-
rownoscé energetyczna z Uwagi 4.3). Prowadzi to do drugiego gtéwnego wyniku pracy [Al].

Twierdzenie 4.4 (|Al]|, Theorem 1.4). Niech o > d, a p bedzie stabym rozwigzaniem o
wartosciach miarowych (2). Wowczas u jest monokinetyczna, a jej lokalne wielkosci (3)
spetniajg uktad Euler-alignment (7) w sensie stabym. Sciste sformutowania stabe (2) i
(7) mozna znalezé w [A1], Definicje 2.6 i 2.11.

Gléwny rezultat 3: granica pola Sredniego miedzy mikro i makroskopowym mo-
delem

Twierdzenie 4.4 gwarantuje, ze kazde rozwiazanie ukladu mezoskopowego (2), jesli istnieje,
jest monokinetyczne, a zatem prowadzi do bezci$nieniowego uktadu Fuler—alignment. Osta-
tecznym celem pracy [Al] jest konstrukcja takich rozwiazan poprzez bezposrednia granice
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pola éredniego od mikro- do makroskali, w czym kluczowa role odgrywa Twierdzenie 4.1:
umozliwia jednoczesne stosowanie opisu kinetycznego i hydrodynamicznego. Uktad kine-
tyczny (2) pozwala unikna¢ trudnosci zwiazanych z konwekcja (bo jest liniowa), podczas
gdy wyraz osobliwy jest tatwiejszy do uchwycenia po stronie hydrodynamicznej. Ponadto
monokinetyczno$é zapewnia, ze w przeciwienstwie do przejscia od Boltzmanna do Eulera,
przy tak silnej osobliwosci oddzialywan nie dochodzi do utraty informacji pomiedzy (2) a

(7).

Twierdzenie 4.5 ([Al], Theorem 1.7). Niech T' > 0. Przypusémy, zZe po jest miarq
probabilistyczng o zwartym nosniku, a ug : R* — R nalezy do L>=(py). Zatézmy ponadto,
ze a € [d,2], d € {1,2}. Wowczas istnieje przyblizajgcy granice pola Sredniego cigg u™
stabych rozwigzan (2), ktory zbiega wasko do monokinetycznej miary p. Ponadto lokalne
wielkosci (3) miary p spetniajq uktad Euler—alignment w stabym sensie.

Uwaga 4.6 (Redukcja osobliwosci). Jak zaznaczono wezesniej w Zarysie Ogolnym, jednym z
gtownych osiagnie¢ prac [A1|-[A3] jest rozwiniecie nowych technik umozliwiajacych kontro-
lowanie stabej zbieznosci splotéw miar z osobliwymi jadrami. Dowod Twierdzenia 4.5 stanowi
pierwsze miejsce, w ktorym takie metody okazuja sie niezbedne. Jadro |s|~® przy « > d nie
jest calkowalne, a jego osobliwosci nie da sie ztagodzi¢ poprzez regularnosé p (lub p), gdyz
miary te moga zawieraé czesci atomowe. Zamiast tego, osobliwo$¢ jest kontrolowana dzieki
potaczeniu nieréwnodci energetycznej z Uwagi 4.3 ze strukturg monokinetyczna miary p. Mo-
wigc ogoblnie, monokinetycznos¢é pozwala usunaé jeden rzad osobliwosci z |x — x'|~® poprzez
wykorzystanie zmiennej predkosci w liczniku. Cho¢ predkos$é sama w sobie nie jest regularna,
wciaz mozemy zapisacé

(u(z) —u(@))(¢(x) — ¢()) _ Ju(z) —u(z)?

|z — 2'|* ~ |z — 2/|«

+ |J) _ I,|2_a,

gdzie powyzsze wyrazenie pochodzi z formy dwuliniowej zwigzanej z operatorem wyrdéwny-
wania predkosci po prawej stronie (7), testowanej funkcja lipschitzowska ¢. Pierwszy wyraz
po prawej stronie jest catkowalny dzieki nier6wnosci energetycznej z Uwagii 4.3, natomiast
drugi wykazuje osobliwos¢ zmniejszona o dwa rzedy (jeden wynikajacy z funkcji testowej, a
drugi stanowiacy zasadniczy zysk pochodzacy z monokinetycznosci). Ten argument zawodzi
w przypadku kinetycznym gdy funkcja testowa ¢ zalezy od x i od v.

Artykul [A2]

Potoki gradientowe w przestrzeni Wassersteina (Py(R%), W) (tj. w przestrzeni miar proba-
bilistycznych o skoriczonym drugim momencie, wyposazonej w kwadratowa metryke Wasser-
steina) sg $cisle powiazane z rownaniami ciaglosci. Poczawszy od przelomowej pracy Otto
[31], przestrzen ta ma formalng strukture riemannowska, ktéra umozliwia rachunek sub-
rozniczkowy. W konsekwencji, przy stosunkowo tagodnych zalozeniach, potok gradientowy
funkcjonatu £ : Py(R?) — (—o00, +00] rozwiagzuje w sensie dystrybucji [1, 15| réwnanie

Oy + div(up) = 0, —uy € Ow, €[l



gdzie Ow, &[] jest subrozniczka Frecheta w strukturze riemannowskiej Wo.

Klasycznym przyktadem, gdy p ma gestosé p wzgledem miary Lebesgue’a, jest E(p) =
[ plog pdx, ktorego potok gradientowy w przestrzeni Wassersteina to réwnanie ciepla. Per-
spektywa ta rézni sie od przypadku L2, gdzie réwnanie ciepla pojawia sie jako potok gra-
dientowy funkcjonatu F(p) = [ |Vp[* dz.

Celem artykutu [A2] jest zbadanie nowej topologii optymalnego transportu w przestrzeni
miar probabilistycznych P(R?), ktéra wprowadza niejednorodnosé do potokéw gradientowych
Wassersteina. Przyjmujac d = d; + ds, traktujemy R? = R4 x R® jako trywialnag wiazke
wloknisty z baza w € R% i widknem x € R4, Dla py, po € P(R?) majacych ten sam rozktad
brzegowy v € P(R%), transport jest dozwolony jedynie wzdluz widkien: przemieszczanie
masy miedzy réznymi wloknami w; # ws ma nieskoniczony koszt. W ten sposéb transport
optymalny odbywa sie po wldoknach, co w szczegolnosci zachowuje wspolny rozktad brzegowy
v. Konstrukcja jest nastepujaca.

Definicja 1 (Wloknista przestrzen Wassersteina). Niech v € P(R®) bedzie dowolng miarg
probabilistyczng. Definiujemy wtoknistq przestrzen Wassersteina (Pa,, (R?), Wa ) jako

Py, (RY) = {,u € P(RY) : / |z)?pu(dz, dw) < oo, v jest rozktadem brzegowym u} ,
R2d
(8)

Wasljrspa) = Wf(u‘f,u‘é’)V(dw))l/Q, o)

Rd2

dla dowolnych iy, iy € Pay(RY), gdzie {us}, crez 0raz {ps} cre> nalezgee do Po(RYM) sq
ich rodzinami dezintegracji' (tj. rozktadami warunkowymi) wzgledem zmiennej w, a Wy jest
klasyczng kwadratowq odlegtoscig Wassersteina w R

Pokazujemy, ze (Pa,, (R?), Ws,) ma strukture riemannowska, co pozwala rozwija¢ odpowied-
nik klasycznej teorii potokéw gradientowych dla funkcjonatow & : Py, (R?) — (—o0, +00].
Prowadzi to do niejednorodnych potokow gradientowych kontrolowanych przez rozktad brze-
gowy v, ktore spetniaja rownanie

Opp 4 divy(up) =0, (7,w) € R" x R® ¢ >0,

10
—Uu; € 8W2,,,g[/~ldt]7 p.-w. t Z 0, ( )

gdzie Oy, oznacza widkniste uogolnienie klasycznej subrézniczki Frécheta wzgledem Wo.

Zauwazmy, ze w (10) dywergencja brana jest jedynie wzgledem z € R%, co odzwierciedla
fakt, ze transport odbywa si¢ wzdluz wlokien o stalym w. Niemniej predkosé w,(z,w) moze
w istotny sposob zaleze¢ od caltej wiazki p = {1}, cres, cO objawia sie w strukturze Ow, €.
Dlatego (10) nie moze by¢ traktowane jako rodzina niepowigzanych réwnari cigglosci parame-
tryzowanych przez w. To sprzezenie wiokien poprzez globalne pole predkosci stanowi gtowne
zrodlo trudnosci w [A2].

1Sa to rozktady warunkowe z twierdzenia o rozkladzie miary czyli tzw. disintegration theorem, w jezyku
polskim nazywanego tez czasem ,twierdzeniem o plasterkowaniu miary”. Zob. [A2, Theorem 2.13].



Cel pracy [A2] jest trojaki. Najpierw rozwijamy abstrakcyjna teorie potokéw gradientowych
w topologii optymalnego transportu po wioknach, identyfikujac strukture riemannowska w
duchu rachunku Otto. Nastepnie pokazujemy jej zastosowania w réznych kontekstach zwia-
zanych przede wszystkim z dynamika kolektywna. Wreszcie stosujemy te koncepcje do wie-
lowymiarowych dynamik typu Kuramoto, uzyskujac nowe wyniki, w tym jednolita w czasie
granice pola Sredniego. Ten ostatni wynik dotyczy réwniez kinetycznego, stabo osobliwego
modelu Cuckera—Smale’a w wielu wymiarach, zob. [B17].

Gloéwny rezultat 1: abstrakcyjna teoria potokéw gradientowych po wléknach.

Konstruujemy potoki gradientowe po wtoknach, adaptujac klasyczne \-wypukte podejscie |1,
37, 46]; rozwijamy rachunek subrézniczkowy po widknach i pokazujemy rownowaznosé stan-
dardowych definicji potokéw gradientowych (EVI, EDE, EDI)?. Prowadzi to do pierwszego
wyniku.

Twierdzenie 4.7 ([A2]|, Theorem 3.35). Dia dowolnejv € P(R®) niech € : Py, (RY) —
(—o00, +00] bedzie funkcjonatem spetniajgcym odpowiednie zatozenia, w tym A-wypuktosé
E. Wowczas istnieje jednoznaczny, lokalnie lipschitzowski 1 wyktadniczo stabilny potok
gradientowy t — y € P, (R?) funkcjonatu €, rozpoczynajacy sie w dowolnym warunku
poczgtkowym py € D(E) = {p : Elu] < +o0}, ktory w szczegdlnosci spetnia réwnanie
(10) w sensie dystrybucyi.

Gléwny rezultat 2: zastosowania do modeli pierwszego rzedu.

Drugim celem pracy [A2] jest zilustrowanie, w jaki sposéb potoki gradientowe po wtoknach
moga modelowa¢ uktady niejednorodne, w ktorych rozne sity dziataja na oddzielne kompo-
nenty (np. oddzialywania miedzygatunkowe czy mieszaniny plynéw). Omawiamy przyktady
obejmujace modele takie jak Kuramoto [26, 27, 30|, Lohe [16, 18, 28| czy Keller—Segel [21], a
takze uklady z agentami niezamiennymi (eng. noninterchangable agents).

Twierdzenie 4.7 dostarcza abstrakcyjnych ram dla istnienia i stabilnosci takich niejednorod-
nych potokéw. Ponadto identyfikujemy naturalne wtokniste odpowiedniki trzech klasycznych
funkcjonaléow energii z nastepujacym gléwnym przyktadem: jesli

p=p(z,w)dr @ dv(w) € Py, (RY),
to definiujemy
el = [ Ul dovda) + [ Viwo) pldr, do)
R4 R2d

(11)

+ 3 // W(w,w', x — 2') p(dz, dw) p(da’, dw'’),

R xR4

a w przeciwnym razie przyjmujemy &[u| = 4+o00. Tutaj U, V, W sa wloknistymi odpowiedni-

kami klasycznych energii wewnetrznej i potencjalnej oraz energii oddziatywan. Sformutowane
i przeanalizowane sa one w [A2|, Sekcji 4, w szczegolnoscei [A2, Theorem 4.6.].

2W jez. ang. Evolutionary Variational Inequality, Energy Dissipation Equality oraz Energy Dissipation
Inequality
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Glowny rezultat 3: wyréwnywanie predkosci z osobliwg waga komunikacyjng.

Ostatnia czes¢ pracy [A2] dotyczy funkcjonatu energii typu Kuramoto (lub typu Hegselmann—
Krause). Zaktadamy, ze d; = ds i oznaczamy te wartos¢ przez d, a nastepnie definiujemy

Ewlu] = —/ w -z p(de,dw) + K // W(x —2') p(de, dw) p(da’, dw'),
R2d R2d xR2d

W(z) = gorg e’ VW(2) = tpo(lzDz,  é(lz]) = 2]~ a € (0,1).

2—al—a

(12)

Pokazujemy, ze Ow, ,Ew (1] = {w[w]}, a zatem (10) sprowadza si¢ do

O + div (u[plp) =0, ulpl(t,z,w) =w— K » VW (x — ') py(da’, dw'). (13)

Twierdzenie 4.8 (|[A2], Theorem 5.3). Zagadnienie (13) jest dobrze postawione, a Twier-
dzenie 4.7 ma zastosowanie do powyzszego funkcjonatu energii Ew w (12). W konsekwen-
cji, rozwigzania (13) pokrywajq sie z odpowiadajgcymi im potokami gradientowymi po
wtoknach (10). Ponadto, (13) generuje kontrakcje globalnie w czasie w odpowiednich me-
trykach typu wtoknistego, co zapewnia, zZe kazde rozwigzanie dgzy do stanu stacjonarnego
1 jest globalnie w czasie odzyskiwane poprzez granice pola Sredniego.

Uwaga 4.9 (Redukcja osobliwosci). Kontynuujemy watek tagodzenia osobliwosci z Uwa-
gii 4.6. Teoria rozwinieta w [A2], a w szczegolnosci Twierdzenie 4.8, prowadzi — w polacze-
niu z [B17] — do zupelnie nowego podejscia do osobliwych modeli wyréwnywania predkosci.
Okazuje sie, ze slabo osobliwy model Cuckera—Smale’a z macierzowa komunikacjg V2W o
osobliwosci rzedu a € (0,1) moze zosta¢ bezposrednio przeksztalcony w rownanie (13). W
tym ujeciu osobliwosé rzedu a € (0, 1) zostaje catkowicie usunieta, poniewaz pole predkosci
w (13) oparte jest na VW, ktore zachowuje sie jak |z|'~@.

Artykul [A3]

Badamy granice pola $redniego rozwigzai xy = (z1,...,zy) € (RY)Y uktadu

N
1
j=1
JFi

gdzie d; sa rzeczywistymi wspolczynnikami mas (lub tadunkow), a My := Zf\il |d;|. Funkcje
g + F oraz V oznaczaja odpowiednio energie oddzialywan i potencjalng i spelniaja warunki

FeCYRY,  F(z)=F(—x) Vo €R?

oraz

V
V e CY(RY), V ograniczona z dotu,  lim ( (z) + g(a:)) = +00. (15)
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Cecha charakterystyczna tego zagadnienia jest kulombowska osobliwosé¢ g oraz mozliwosé
wystepowania tadunkéw ujemnych d;. Zaktadamy, ze

( ) —lOg‘I", d= 27 A 5
g\r) = - g = €49,
z*~4, d >3,

a zatem g jest (z doktadnoscia do stalej zaleznej od wymiaru ¢q > 0) podstawowym rozwia-
zaniem rownania Laplace’a. Z czescia regularng F' i tadunkami obu znakow, (14) obejmuje w
szczegblnosei stacjonarne ukltady przyciagania—odpychania agentow [6, 8] oraz stany roéwno-
wagl wiréw punktowych [3].

Rozwiazania x, uktadu (14) sa punktami krytycznymi hamiltonianu

Hy(x) = ﬁ Z > didi(g(wi — x;) + Fai — ;) + Z d;V (@;).

i=1 i£j=1

Alternatywnie wektor xy mozna traktowaé¢ jako punkt krytyczny energii ciagte;j
H) =4 [ (oo =)+ Fa—y)uds) ) + [ Vouo, (10
RY xR4 R

gdy interpretujemy go jako miare empiryczng pu = pu” dang wzorem

N
1
= e Z d; 6, gdzie xy = (x1,...,zx) spelnia (14). (17)
=1

Naszym celem jest przejscie do granicy p? N2 w1 identyfikacja p jako punktu krytycznego
H. Glowne trudnosci wynikaja z kulombowskiej osobliwosci w g oraz ze znakéw d;, poniewaz
przejécie Vg*u® — Vg*p nie daje sie uzasadnié wprost. Dlatego wprowadzamy odpowiednie
pojecia krytycznosei pochodzace z prac Sandiera i Serfaty [36] oraz Schocheta [38].
Warunki krytycznosci

Aby podkresli¢ osobliwosé ¢ i uprosci¢ zapis, przyjmujemy F' =V = 0 (z wyjatkiem sformu-

lowania opartego na wirowosci). Przypadek ogolny F' i V' mozna znalezé¢ w [A3].

Stabe sformulowanie predkosciowe (eng. weak velocity formulation). Miara u jest punk-
tem krytycznym H jesli dla h := g * p tensor

jest bezdywergencyjny w czesci skoriczonej (eng. divergence-free in finite part).

Definicja 4.10 (Bezdywergencyjnosé¢ w czesci skoriczonej). Mierzalne pole wektorowe X na
R? jest bezdywergencyjne w czesci skoriczonej, jesli istnieje rodzina zbioréw (Es)sso taka, ze:

1. dla kazdego zbioru zwartego K C R zachodzi lims_,o HL (K N Es) = 0;
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2. X € LY (R?\ Es) dla kazdego § > 0;
8. dla kazdego 6 > 0 i ( € C=(RY),

/ X -V(dzr =0.
RNC—L(¢(Es))

Tutaj H!, oznacza 1-Hausdorff content, zob. |A3, Definition 2.5] (dla uproszczenia mozna
tutaj mysle¢ o jednowymiarowej mierze Hausdorffa).

Sformultowanie predkosciowe (eng. velocity formulation). Jesli h = Vgxpu € LE (R RY),
wowcezas stabe sformutowanie predkosciowe redukuje sie do

div[h,h] =0
w sensie dystrybucji. Taki warunek nazywamy sformutowaniem predkosciowym.

Sformulowanie wirowosciowe (eng. vorticity formulation). W tym sformutowaniu p jest

punktem krytycznym, gdy

1

5 /] (Vo(x )+ VE(x —)) - (p(x) — (u) plda) pu(dy) + [ TV (2)-ola) u(dz) = 0
(RExRH)\{z=y} R4

dla wszystkich ¢ € C°(R% RY).

Gloéwne rezultaty

Heurystyka gtownych wynikow pracy |[A3] przedstawia sie nastepujaco. Dalsze wnioski, za-
lezne od zalozen na F' i V|, mozna znalezé w |A3], zob. takze Uwage 4.14.

Twierdzenie 4.11 (|A3|, Theorem 1.3). Niech Xy = (x1,...,25) € (RYN bedzie ukta-
dem punktow krytycznych Hy, a p¥ odpowiadajgcym mu ciggiem miar empirycznych
(17). Wowczas dla kazdego 1 < p < d/(d—1) istnieje miara Radona i, taka Ze, po przej-
sciu do podciggu, p¥ — p wgsko. Ponadto odpowiednie potencjaly elektryczne Vg * u™
zbiegajqg do Vg x u, a jesli d = 2, to p jest punktem krytycznym H w sensie stabego
sformutowania predkosciowego.

Nastepny wynik podaje warunki zapewniajace, ze punkty krytyczne w powyzszym twierdze-
niu spetniaja w istocie wzmocniony warunek krytycznosci w sensie sformutowania predko-
Sciowego.

Twierdzenie 4.12 (|A3], Theorem 1.4). Niech d = 2. Przy zatozeniach Twierdzenia
4.11, jesli p nalezy do HISCI(RZ), to jest punktem krytycznym H w sensie sformutowania
predkosciowego.

Trzeci glowny wynik wykorzystuje sformutowanie wirowosciowe, inspirowane pracami [12, 38|
dotyczacymi réwnania Eulera w 2D.
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Twierdzenie 4.13 ([A3|, Theorem 1.8). Przy zatozZeniach Twierdzenia 4.11, jesli u jest
bezatomowa, to jest punktem krytycznym H w sensie sformutowania wirowosciowego.

Uwaga 4.14 (Réwnowaznos¢ pomiedzy sformutowaniem predkosciowym a wirowosciowym).

Pelne sformutowania Twierdzen 4.11, 4.12 oraz 4.13 mozna znalezé¢ w [A3]; przedstawiaja
one bardziej subtelne powigzania miedzy réoznymi pojeciami krytycznosci. Sedno sprawy jest
nastepujace. Dla kazdej miary p € H,!(R?), ktéra na mocy [12, Lemma 1.2.5] jest bez-
atomowa, warunki krytyczno$ci w sensie sformutowania predkosciowego i wirowosciowego,
odpowiednio z Twierdzen 4.12 i 4.13, sa rownowazne. Z drugiej strony, sformutowanie stabe
predkosciowe z Twierdzenia 4.11 dotyczy réwniez miar atomowych. Dalsza zalety sformu-
towania opartego na potencjatach elektrycznych w ujeciu stabym predkosciowym jest jego
przydatnos¢ do badania regularnosci miar granicznych: na przyktad 34| pokazuje, ze rozwia-
zania z F' =V = 0 maja nosniki lokalnie zawarte w krzywych zadanych przez zbiory miary
zero (wielowartosciowych) funkeji harmonicznych; zob. takze [35] dla pokrewnych wynikow
w przypadku Ginzburga—Landau.

Uwaga 4.15 (Redukcja osobliwosci). Glownym motywem pracy [A3] jest analiza zbieznosci
Vg do Vg pu w sytuacji, gdy Vg jest osobliwe, a miara y moze zawiera¢ atomy. W takim
przypadku trudno$é udaje si¢ obejé¢ dzieki stabemu sformutowaniu predkosciowemu oraz wa-
runkowi bezdywergencyjnosci w czesci skoniczonej. Argumentacja opiera sie w istotny sposéb
na dwuwymiarowym charakterze zagadnienia i, jak si¢ wydaje, nie posiada znanej uogolnio-
nej wersji dla wymiaréw d > 3. Jednym z nowatorskich aspektow jest konstrukcja zbioréw
Es w |A3, Proposition 4.4|, uzyskana poprzez wyciecie matych otoczeri atoméw miar empi-
rycznych. Jest to dos¢ elementarny pomyst, ktory wykracza poza metodologie pochodzaca z
pracy Sandiera i Serfaty [36].

Nasz ostatni gtowny wynik stwierdza, ze bezatomowe granice stabilnych punktéow krytycznych
‘H v sg stabilnymi punktami krytycznymi H w sensie sformutowania wirowos$ciowego. Ta czesé
pracy zostala przeprowadzona gtéwnie przez mojego wspotpracownika Rémy’ego Rodiaca, i
dlatego samo sformutowanie wyniku pomijamy; mozna je znalez¢ w [A3].

Nowa metodologia

Ponizej przedstawiamy wybrane elementy nowej metodologii wyprowadzone w pracach [Al]-
[A3]. Ze wzgledu na rozmiar pracy [A2| wybieramy tylko jeden, kluczowy problem.

Monokinetycznosé

Punktem wyjscia w dowodzie monokinetycznosci w Twierdzeniu 4.1 jest twierdzenie o mo-
nokinetycznosci z pracy Jabin—-Rey (24|, gdzie stosuje sie podobna strategie, lecz z trzema
istotnymi réznicami. Analiza w [24] dotyczy przypadku jednowymiarowego, a odwzorowa-
nie czasowe t — p; ma ograniczong wariacje i stanowi rozwigzanie roéwnania transportu,
co pozwala autorom skonstruowac przeptyw bezposrednio. W naszym przypadku rozwazamy
dowolny wymiar d > 1, funkcja ¢ — p; nie musi mie¢ ograniczonej wariacji w czasie i nie spet-
nia a priori zadnego réwnania typu transportowego (w rzeczywistosci to monokinetycznosé
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umozliwia pdézniej wykazanie, ze spelnia odpowiednie réwnanie czastkowe, wiec nie mozemy
go wykorzysta¢ w dowodzie Twierdzenia 4.1).

Zarowno w [Al], jak i w [24], glowna trudnos¢ wynika z obecnosci przekatne;j
A= {(z,2" v,v) € R¥ =2’}

Jesli przekatna nie zostanie wylaczona z energii w (5), calka ta rozbiega na atomach miary
pi. W przypadku jednowymiarowym, w pracy [24| autorzy calkuja oddzielnie po zbiorach
{r < —&} oraz {z > €}, odcinajac przekatna wprost. Dla d > 2 takie podejscie staje sie
niepraktyczne, dlatego wprowadzamy inng metode. Korzystamy z regularyzowanego jadra

1

Balo) = e

ktore splatamy z p;, a nastepnie stosujac nieréwnos$¢ Jensena oraz oszacowanie energii (5),
otrzymujemy

/0 /}de v — u(t,x)]aH(Kn % p) () d[o; . (v) @ py(x)] dt < C < +oo,

gdzie 0y, oznacza rozktad predkosci okreslony dla pi-p.w. . Lemat Fatou prowadzi nast¢pnie

do

/O ' /]R , ( /R o —u(t,2)[* dot,x(m) lim inf (K, * ) (r) dpy(x) dt < +o0. (19

Po odpowiednich obliczeniach stwierdzamy, ze
lim inf (K, * p;)(x) = +00
n—0

o ile pochodna Radona-Nikodyma miary p; wzgledem miary Lebesgue’a jest dodatnia lub
nie istnieje. Zachodzi to dla prawie kazdego t i dla p;-p.w. z. Stad skoniczonosé catki w (19)
wymusza

v —u(t,z)|* =0

wszedzie tam, gdzie powyzszy lim inf rozbiega.

Trudnosé tej argumentacji polega na tym, ze aby oszacowaé czton splotowy z (19) przy uzy-
ciu (5), nalezy rozszerzy¢ dziedzine catkowania w (5), tak aby obejmowala takze przekatna
A. Co ciekawe, Jabin i Rey napotykaja identyczny problem w swoim jednowymiarowym do-
wodzie. Powyzszy argument dziata zatem tylko dla cze$ci bezatomowej miary p;. Zmusza to
do osobnego potraktowania czesci atomowej miary p;, ktéra stanowi jedyna cze$é¢ p; nieza-
niedbywalna na przekatnej. Autorzy [24] wykorzystuja regularnos¢ BV w czasie, aby poradzi¢
sobie z tym komponentem. My nie zaktadamy zadnej regularnosci czasowej t — p;, ani nie
wiemy a priori, czy p spekia jakiekolwiek rownanie PDE. W naszej sytuacji i jest granica
miar empirycznych, a wykazanie jej monokinetycznosci jest kluczowym pierwszym krokiem,
by pokazaé, ze faktycznie spelnia uktad Fuler—alignment.
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W tym miejscu wprowadzamy najbardziej techniczny nowy element artykutu: warunki MP
oraz SF. Intuicyjnie, warunek SF dostarcza stabego odpowiednika przeptywu, gwarantujac
ze atom xg przemieszcza sie z predkoscig v, natomiast warunek MP zapewnia, ze z rozsze-
rzajacego sie otoczenia x + tB(M) nie ucieka zbyt duza ilos¢ masy. Zakladajac, przy braku
monotonicznodci, ze w czasie t = t; mamy atom w punkcie x(, zal6zmy, ze pewna cze$é¢ masy
my porusza sie z predkoscia vy, a inna cze$¢ my z predkoscia vy, przy

0<d:= |’U1—Uo|.

Wowcezas atom w zy ulega rozerwaniu na dwie czesci wzdtuz trajektorii z¢ + (¢t — to)v; oraz
xo+ (t —t9)ve, ktore oddalaja sie od siebie z szybkoscia §(t —ty). Poniewaz wzdtuz przeptywu
praktycznie nie tracimy masy, mozemy oszacowaé lewa strone nieréwnosci energii (5) od dotu

poprzez wyrazenie
to+e 1
/ 1= e
to (t - tO)Oé

Podsumowujac, warunki MP oraz SF' sa na tyle stabe, ze mozna wykazaé ich spetnienie dla
granicy pola Sredniego i, a jednoczesnie wystarczajaco silne, aby umozliwi¢ przeprowadzenie
powyzszej argumentacji.

co prowadzi do sprzecznosci.

Zastosowanie dla ukladu Euler—alignment. Artykul [Al| stanowi pierwsza prace, w
ktorej monokinetycznosé zostaje wykorzystana w dynamice wyréwnywania predkosci jako
narzedzie do uzyskania zaréwno istnienia rozwigzan, jak i granicy pola $redniego. Mono-
kinetycznosé jest kluczowa dla uzyskania dwoch istotnych wynikéw. Po pierwsze, dostar-
cza ona Scistego uzasadnienia monokinetycznego domkniecia hydrodynamicznego dla uktadu
Fuler—alignment, bez potrzeby wprowadzania dodatkowych sit relaksacyjnych. Po drugie, sta-
nowi fundamentalny element dowodu istnienia stabych rozwiazan. W rezultacie, adaptujac
techniki wykorzystujace pojecia pokrewne mierze defektu diagonalnego (eng. diagonal defect
measure), otrzymujemy pierwsze stabe rozwiazanie skonstruowane poprzez granice pola sred-
niego dla utamkowego modelu Fuler—alignment, ktore jest catkowicie odporne na powstawanie
prozni.

Cho¢ czesé stosowanych tu technik mozna odnalezé we wezesniejszych pracach, samo wypro-
wadzenie i zastosowanie monokinetycznosci — np. w kontroli konwekcji na poziomie kine-
tycznym (gdzie jest liniowa) oraz traktowanie osobliwego sktadnika wyréownywania predkosci
na poziomie hydrodynamicznym (gdzie nierownosé energetyczna kontroluje wpltyw pojawia-
jacych sie¢ atomoéw) — jest nowatorskie w naszym podejsciu.

Optymalny transport po witéknach

Cho¢ sama topologia optymalnego transportu po wtoknach zostata wprowadzona i badana
juz wezesniej, praca [A2] stanowi pierwsze dedykowane opracowanie potokow gradientowych
w tym kontekscie. Realizacja tego projektu wymagala istotnego przeformulowania technik
stosowanych przez Ambrosio, Gigli i Savaré w monografii [1] dla potokéow gradientowych
funkcjonatéow A-wypuktych.
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Analiza opiera si¢ na dokladnym przepracowaniu znaczacych fragmentow [1] oraz potaczeniu
tych metod z narzedziami teorii losowych miar probabilistycznych (eng. random probabi-
lity measures), miedzy innymi. W wielu miejscach zachodzi koniecznosé istotnej modyfikacji
dostepnych technik, jednak najtrudniejsza kwestia dotyczy stabilnosci optymalnosci oraz cha-
rakteryzacji zbieznoéci w przestrzeni Wassersteina w kategoriach innych, dobrze poznanych
topologii, ktore posiadaja wlasnosci zwartosci analogiczne do twierdzenia Prochorowa. Kla-
syczna stabilnos¢ optymalnosci mowi, ze jesli pu, — @i 0, — 0 w sensie waskim, wowczas
odpowiadajace im plany optymalne v, € T',(u,,0,) zbiegna (po wyborze podciagu) wasko
do planu optymalnego miedzy i 0. Dowod tego standardowego wyniku opiera sie na Zasad-
niczym Twierdzeniu Optymalnego Transportu oraz na charakteryzacji planéw optymalnych
przez c-cykliczng monotonicznosé ich nosnikow. Stabilnosé ta zachowuje waznosé przy pew-
nych oslabionych zalozeniach, m.in. dla kosztéw skonczenie wartosciowanych (zob. [2]) oraz
kosztow ciaglych, nieskoniczenie wartosciowanych (zob. [33]).

Wioknista odlegtosé Wassersteina odpowiada jednak kosztowi (zob. [A2, Proposition 3.9])

‘.’E - $,|27 gdy W= Wla

Coo((z,w), (2!, ")) := {

+OO7 gdy w # w,7

ktory jest nieciggly i ma nieskonczone wartosci, co wymusza opracowanie nowych technik.

Probujac przeprowadzi¢ dowdd bezposrednio, napotykamy nastepujacy problem: w przy-
padku wioknistym, jesli pu,, — p i 0, — o, to plany optymalne maja postac

Yoz, 2w, ') =49 (2, 2") @ v(w) ® I, (W),

gdzie dla v-p.w. w zachodzi v* € T', (1, 0%), zob. [A2, Proposition 3.7]. Co wiecej, dla v-
p.w. w, twierdzenie Prochorowa gwarantuje istnienie podciagu zbieznego wasko: Vi)
v o€ Ty, 0v). Kluczowa trudnosé polega na wybraniu jednego podciagu, ktory dziala

jednoczesnie dla p.w. wszystkich w.

Nasze rozwiazanie polega na zastosowaniu wtoknistej granicy géornej Kuratowskiego, co po-
zwala znalezé jeden podciag spetniajacy

supp 7 C Lsp—00 SUPP Y,

gdzie Ls oznacza granice gorng Kuratowskiego, zdefiniowana dla dowolnego ciggu zbiorow
(A,) przez

Ls, oo A, = ﬂ U A,
neNm>n

Chociaz uzyskalismy stabilnos¢ optymalnosci w formie wystarczajacej dla naszych celow,
kilka pokrewnych pytan pozostaje nadal otwartych.

Zastosowanie w dynamice wyréwnywania predkosci. Widknisty transport optymalny
oraz niejednorodne przeptywy gradientowe stanowig naturalny sposéb wprowadzenia struk-
tury wielofenotypowej do dynamiki kolektywnej, ktéra w przeciwnym razie bytaby jedno-
rodna. Jednak glownag motywacja, jaka sklonitla Davida Poyato i mnie do rozwijania tej
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teorii, bylo jej zastosowanie do stabo osobliwych dynamik wyréwnywania predkosci. Przez
kilka lat stan wiedzy w tym obszarze przedstawial sie nastepujaco: dla « € (0, %) istnienie i
warunkowa jednoznacznosé zostalty wykazane w [B11], natomiast dla « € (0,1) analogiczne
wyniki uzyskano w [9], lecz jedynie w przypadku jednowymiarowym.

W [B17| wykazujemy réwnowaznos¢ stabo osobliwych dynamik wyréwnywania predkosci dla
a € (0,1) w wielu wymiarach, choé¢ z macierzowa waga komunikacji. Rezultat ten stanowi
pierwsze twierdzenie o istnieniu, jednoznacznosci, stabilnosci oraz jednolitym w czasie przej-
Sciu do granicy pola $redniego dla wielowymiarowej dynamiki wyréwnywania predkosci z
osobliwymi oddziatlywaniami rzedu o € (%, 1). W zakresie a € (0, %) otrzymane przez nas
oszacowanie stabilno$ci oraz jednolita w czasie granica pola sredniego sa rowniez nowe.

Warunek bezdywergencyjnosci w czesci skoriczonej dla potencjaléow elektrycznych

Dowod zbieznosci oraz warunku bezdywergencyjnosci w czesci skonczonej dla granicy w sta-
bym formutowaniu predkosciowym w Twierdzeniu 4.11 zostal przeprowadzony z uzyciem
technik inspirowanych podejsciem Sandiera i Serfaty z [36]. Natrafiliémy jednak na istotna
przeszkode, mianowicie konstrukcje zbiorow Es z Definicji 4.10, w ktorej konieczne jest od-
ciecie osobliwo$ci miar empirycznych. Zwykle zbiory Es konstruuje sie jako sumy zbioréw o
malej p-pojemnosci:

1/2

(63 —1,p

Es ~ U {z eR: |fy|>0n}, Afyv=ay:=p"—p, Oy:= (M> — 0.
N>N, 1+ ||an|lrv

>No>1

W naszym przypadku ujecie w kategoriach potencjatow elektrycznych (18) okazuje sie pro-
blematyczne, poniewaz tak zdefiniowane zbiory Fs nie gwarantuja, ze [hy, hy], gdzie hy =
g * (uN — ), nalezy do Li (R?\ Ej). Jak wynika z (18), aby wyrazenie to bylo dobrze okre-

loc
§lone w L] ., potrzebowaliby$my, by splot Vg z miara empiryczna p nalezal do L2, co nie

jest prawdg.

Dlatego w [A3] modyfikujemy metode, wprowadzajac drugi etap konstrukeji, w ktérym po-
jawia sie nowy zbiér Es. Dla kazdego £ € N bierzemy noénik miary empirycznej p’Y

N, N,
{z1 o)
a wszystkie te punkty porzadkujemy w jeden ciag przeliczalny:
Ny

_ .M _ _ M _ V2
5131—1'1 ,332—1'2 g ey xN1_$N17 $N1+1_$1 g e e

Innymi stowy, wypisujemy nogniki kolejnych miar ¢ jeden po drugim, zaczynajac od ¢ = 1.
Definiujemy nastepnie

By = Esul ] B(xi, (52—1‘)%) , (20)
i=1
gdzie B(x,r) jest kulg otwartg o srodku w x i promieniu r. Poniewaz

cap,(F) = inf{/Rd |VulPdz : u € C°(R?), v > 1 w otoczeniu E} .
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jest miarg zewnetrzna spetniajaca oszacowanie
cap,(B(x, 1)) < 7 cap,(B(0,1)),
otrzymujemy (majac na uwadze, ze cap,(K N Es) — 0)

cap, (K N ;) < cap, (K 1 Ey) + 8 cap,(B(0,1)) — 0.

W konsekwencji 1-Hausdorff content, Hég (E~’5) — szacowany z gory przez pojemnos$¢ — dazy
do zera, a [V, h™] nalezy do L'(R?\ Ej). Pozwala to kontynuowaé dowod na podobien-
stwo [36].

5 Przedstawienie istotnej dzialalnosci

Jestem autorem lub wspoétautorem 18 oryginalnych prac naukowych i jednej przegladowe;j
opublikowanych (badz przyjetych do druku) w czasopismach takich jak Journal of Differential
Equations, SIAM Journal on Mathematical Analysis, Archive for Rational Mechanics and
Analysis, Mathematical Models & Methods in Applied Sciences, Calculus of Variations and
Partial Differential Equations oraz Mathematische Annalen. Zdecydowana wiekszo$é z nich
dotyczy dynamiki kolektywnej.

We wczesnym etapie mojej kariery naukowej, podczas studiéw doktoranckich na Uniwersy-
tecie Warszawskim i w pierwszych latach po ich zakoniczeniu, zajmowatem sie osobliwymi
modelami Cuckera—Smale’a, ze szczegdlnym uwzglednieniem ich granic dla duzych popula-
cji. Badania te zaowocowaly pracami [B14, B13]. Moje badania doktorskie byty finansowane
przez grant NCN Preludium dla doktorantéw.

Bezposrednio po obronie doktoratu pracowalem w Instytucie Matematycznym PAN w War-
szawie, gdzie ukoriczytem serie prac poswieconych silnie osobliwym modelom Cuckera—Smale’a
[B12, B11, B10].

Podczas pobytu w Instytucie Matematycznym PAN zostalem réwnolegle zatrudniony na Uni-
wersytecie Stanu Maryland, College Park, pod opieka prof. Eitana Tadmora na stanowisku
podoktorskim. Skupitem sie tam na modelach dynamiki kolektywnej z interakcjami o charak-
terze topologicznym [B5, B6], a takze dokoriczytem czesé wezesniejszych badan [B7, B9, BS|.
W tym czasie rozpoczatem tez wspotprace z Davidem Poyato, ktore ostatecznie zaowocowala
pracami [A2] i [B17].

Po blisko czterech latach powrécitem na Uniwersytet Warszawski, gdzie zostalem zatrud-
niony na stanowisku adiunkta im. Samuela Eilenberga. Nastepnie otrzymatem grant NCN
Sonata dla mtodych naukowcow. W tym okresie opublikowatem prace, ktére uwazam za moje
najwazniejsze osiagniecia badawcze, mianowicie artykuly [Al] i [A2], za ktore otrzymatem
Nagrode Indywidualng I Stopnia Rektora Uniwersytetu Warszawskiego za osiagniecia na-
ukowe. Artykul [Al] zostal napisany wspodlnie z moim doktorantem Michalem Fabisiakiem,
natomiast artykul [A2] powstal we wspotpracy z Davidem Poyato, badaczem znajdujacym
sie na podobnym etapie kariery naukowej co ja.

19



Moje obecne zainteresowania naukowe koncentruja sie na przeptywach wynikajacych z dyna-
miki kolektywnej, ze szczegbélnym uwzglednieniem nowych zastosowan w sztucznej inteligen-
cji. Jednym z obiecujacych kierunkéw jest interpretacja nowoczesnych architektur uczenia
maszynowego — takich jak modele transformerowe — przez pryzmat dynamiki kolektywnej.

5.1 Osiagniecia organizacyjne i dydaktyczne
5.1.1 Dzialalno$é organizacyjna

Bralem udzial w organizacji 7 miedzynarodowych i 2 krajowych konferencji, warsztatow i
szkot, zgodnie z wyszczegolnieniem w Sekeji 8 Wykazu osiggnieé naukowych. W 4 przypadkach
(3 miedzynarodowych i 1 krajowym) bytem przewodniczacym komitetu organizacyjnego oraz
kierownikiem projektu finansujacego.

5.1.2 Dydaktyka
1. Na Wydziale Matematyki Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego:
e Analiza Funkcjonalna, wyktady (fakultet dla studentow 3-5 roku matematyki)

e Rownania rozniczkowe czastkowe, kurs podstawowy i zaawansowany, wyktady i ¢wicze-
nia (kurs podstawowy to fakultet dla 3-5 roku matematyki, kurs zaawansowany — dla
4-5 roku matematyki)

e Rownania rozniczkowe zwyczajne, ¢wiczenia (przedmiot obowiazkowy dla 2 roku ma-
tematyki)

e Teoria Miary, wyktad i é¢wiczenia (fakultet dla 4-5 roku matematyki)
e Analiza Matematyczna, ¢wiczenia (przedmiot obowiazkowy dla 1 roku informatyki)

e Prowadzitem cykl wykladéow monograficznych i seminariow dla studentéw 4-5 roku
na temat dynamiki kolektywnej, potokoéw gradientowych Wassersteina oraz sztucznej
inteligencji z perspektywy matematycznej. Koordynowatem takze seminarium licen-
cjackie z zakresu sztucznej inteligencji dla studentéw matematyki w roku akademickim
2024/2025.

2. Na Uniwersytecie Stanu Maryland, College Park:
e Applications of Linear Algebra (wyktad dla undergraduate studies z kierunkow mate-
matycznych i technicznych).
5.1.3 Dzialalno$é promotorska

e 2019-2023: Promotor 4 licencjatow, 2 magisteriow oraz 1 doktoranta (promotor pomoc-
niczy) — Michala Fabisiaka na Wydziale Matematyki Informatyki i Mechaniki Uniwer-
sytetu Warszawskiego.
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5.2 Przedstawienie wynikéw spoza rozprawy habilitacyjnej
5.2.1 Nieréwnosci typu Opiala; praca magisterska

W ramach mojej pracy magisterskiej (pod kierunkiem prof. Agnieszki Katamajskiej) bada-
tem nier6wnosci drugiego rzedu typu Opiala (albo Gagliardo-Nirenberga), co zaowocowato
dwiema publikacjami. W pierwszej pracy |B16] wykazaliSmy wersje LP takich nier6wnosci,
rozszerzajac wezesniejsze wyniki Maz’ji, i zastosowalismy je do uzyskania nowych oszacowan
a priori dla nieliniowych zagadnien wtasnych.

Druga praca [B15| rozwijala te same idee w szerszym kontekscie przestrzeni Orlicza, gdzie
otrzymaliémy modularowe odpowiedniki nieréwnosci L? i wykorzystaliémy je do uogoélnienia
pojemnosciowych i izoperymetrycznych nieréwnosci Maz’ji.

5.2.2 Slabo osobliwy model Cuckera—Smale’a; praca doktorska

Znaczna cze$¢ moich badan doktorskich (pod kierunkiem prof. Piotra Muchy) dotyczyta mo-
delu powstawania stad Cuckera—Smale’a z osobliwymi wagami komunikacyjnymi. W przy-
padku mikroskopowym najpierw udowodnitem istnienie globalnych stabych rozwiazan ka-
watkami klasy C! dla 9(s) = s7, a € (0,1), wraz z warunkami wyréwnywania predkosci
w skoriczonym czasie [B14] (byl to pierwszy wynik o istnieniu dla osobliwych modeli wy-
rownywania predkosci typu Cuckera—Smale’a). Na tej podstawie pokazatem nastepnie, ze dla
0 < a < 1/2 sktadowa predkosci stabych rozwiazan jest absolutnie ciagla, co prowadzi do glo-
balnego istnienia i jednoznacznosci [B13]. Kolejnym krokiem byl przypadek kinetyczny [B11]:
dla ¢(s) = s7* z 0 < a < 1/2 skonstruowalismy globalne stabe rozwiazania o wartosciach
miarowych jako granice pola Sredniego uktadu czastek i wykazaliSmy stabo—atomowsa jedno-
znaczno$¢, pokazujac, ze rozwiazania wychodzace z danych atomowych (czyli empirycznych)
pozostaja atomowe i pokrywaja sie z dynamika mikroskopows.

W odrebnym kierunku badari [B10| analizowaliémy model Cuckera—Smale’a sprzezony z nie-
Scigliwym, lepkim plynem nienewtonowskim o potegowym tensorze naprezen (z p > 11/5). W
dziedzinie okresowej udowodnilismy istnienie rozwiazan (silnych dla czesci ptynowej i stabych
dla czesci Cuckera—Smale’a) oraz skonstruowalismy funkcjonatl Lapunowa charakteryzujacy
ich zachowanie dla duzych czasow.

5.2.3 Silnie osobliwy model Cuckera—Smale’a; wczesne badania podoktorskie

Unikanie kolizji. Bezposrednio po doktoracie pracowatem nad osobliwymi wariantami mo-
delu Cuckera—Smale’a i ich réwnaniami granicznymi. W przypadku mikroskopowym ustali-
liSmy precyzyjne warunki bezwarunkowego unikania zderzeri, ktore wykorzystalismy do do-
wodu, ze uktad jest dobrze postawiony [B12| (praca wspoélna z Carrillo, Choi i Muchg). Dla
uktadu agentow zwiazanego z ukladem (1), z ¥(s) = s7* 1 a > 1, zakladamy dazac do
sprzecznosci, ze w chwili ¢y dochodzi do zderzenia. Wybieramy podgrupe C' agentow, ktorzy
zderzaja sie ze soba w chwili ¢, i definiujemy

XE(t # Z |2 (t) ()%, VE( # Z |vi(?) ().

i,jeC i,jeC
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Rozdzielajac oddziatywania na dominujace, silnie osobliwe interakcje wewnatrz grupy C' oraz
regularne, kontrolowalne interakcje miedzy agentami z C' a pozostala czescig uktadu, otrzy-
mujemy nastepujacy ukltad dyssypatywnych nieréwnosci rézniczkowych (SDDI — eng. system
of dissipative differential inequalities):

d

2x ‘ < Vel
‘dt c| < Vel
d
EVC < —CO¢<XC) Vc+01 Xc, Co, C1 > 0.
Wykazujemy, iz powyzszy SDDI gwarantuje, ze X (ty) # 0, a zatem w chwili ¢q nie moga
wystapi¢ zderzenia. Metoda ta zostala nastepnie uzyta w [29] oraz [B1] w celu wykazania
unikania kolizji dla osobliwego wyréwnywania predkosci z nieliniows zaleznoscia od predkosci
po prawej stronie (1). Praca [B12]| stanowi pierwsza demonstracje bezwarunkowego unikania
zderzen wynikajacego wylacznie z sit wyréwnywania predkosci, bez dodatkowego odpychania.

Euler-alignment w ujeciu Biesowowskim. W skali makroskopowe]j skonstruowalismy
duze rozwiazania lokalne oraz mate rozwiazania globalne dla utamkowego uktadu Euler—
alignment w R?, wykorzystujac techniki przestrzeni Biesowa do uzyskania jednolitych osza-
cowan gestosci mimo braku ttumienia w réwnaniu ciggtosci, zob. [B9| (praca wspolna z Dan-
chinem, Mucha i Wréblewskim).

Praca ta opiera si¢ na nastepujacym przeformulowaniu (7) z 1(s) = s~ Wprowadzajac
oznaczenie o := p — 1, otrzymujemy

0o + div(ou) = —div u,
o (21)
Ou+ k(—=A)2u = F(u,0), k>0,
gdzie
F(u,0) = I(u,0) — ko(—=A)2u — (u- V)u,

I(u,0) = pv/Rd u(@ —Ty?ﬁ:a () (o(x+y)—o(x))dy.

Zaktadajac, ze dane poczatkowe dla o oraz w sa male (tak ze p jest perturbacja stalej,
a poczatkowa predkosé nie zaburza tego ukladu), mozemy traktowac (21) jako sprzezony
uklad rownania ciagtosci oraz ulamkowego réwnania ciepta z matg prawa strona. Kluczo-
wym problemem jest zapewnienie, ze wszystkie wyrazy po prawej stronie pozostaja mate w
odpowiednich normach funkcyjnych.

W szezegolnosdei szacujemy v w jednorodnej przestrzeni Biesowa B;‘;z? ao (czyli p—1) w
przestrzeni Bj,. Glowna trudnosé¢ polega na oszacowaniu wyrazu [, w zaleznosci od u i o.
Osiagamy to, korzystajac zaréwno z ilorazéw réznicowych zwiazanych z pétnormami Biesowa
oraz z rozktadow Littlewooda—Paley’a na poziomie transformaty Fouriera.

Artykul przegladowy. W artykule przegladowym [B8| omoéwilismy osobliwe modele po-
wstawania stad we wszystkich skalach: od mikroskopowego unikania zderzen, przez kine-
tyczne granice pola $redniego z rozwigzaniami o wartosciach miarowych, po makroskopowy
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uktad Fuler—alignment i pokrewne bezcisnieniowe réwnania typu Naviera—Stokesa, wskazujac
powiazania z dynamika osrodka porowatego.

5.2.4 Dynamika z oddzialywaniami opartymi na topologii ukladu; pézniejszy
okres podoktorski

Propagacja oddzialywan o ograniczonym zasiegu. Podczas mojego pobytu podoktor-
skiego na University of Maryland, College Park, zajmowalem sie wariantami modelu Cucker—
Smale’a z oddzialywaniami o ograniczonym zasiegu oraz indukowanymi gestoscia. Dla jader
o ograniczonym zasiegu zidentyfikowaliémy mechanizm progowy prowadzacy do bezwarunko-
wego flockingu (eng. flocking oznacza wyréwnanie predkosci przy jednoczesnej kontroli nad
$rednicg potozen), zar6wno w ujeciu hydrodynamicznym, jak i czasteczkowym [B6] (praca
wspolna z Moralesem i Tadmorem).

Artykul [B6] nalezy do pierwszych prac dotyczacych propagacji interakcji w dynamice wy-
rownywania predkosci drugiego rzedu, tzn. zwiazanej z rownaniami takimi jak (1), z jadrem v
o zwartym nosniku. Gtéwna trudnoscia byto wprowadzenie odpowiedniego jezyka opisujacego
taczno$é¢ pomiedzy agentami, zwtaszcza w sytuacji, gdy potaczenie jest posrednie: mimo ze
Y(|z; —;|) = 0, istnieje tancuch agentow taczacy z; z x;. W jezyku teorii graféw oznacza to,
ze miedzy agentami ¢ oraz j istnieje Sciezka. Problem ten jest szczegélnie niebanalny w ujeciu
makroskopowym (7), gdzie nie dysponujemy prosta reprezentacja grafowa lub za pomoca
macierzy sasiedstwa.

Aby rozwiazaé to zagadnienie, wprowadzamy pojecie tgcznosci taricuchowej (eng. chain con-
nectivity). Dla ustalonego r > 0 moéwimy, ze ograniczona dziedzina D jest taiicuchowo pota-
czona w skali r, jesli istnieje skoniczone n = n(r) takie, ze dla kazdej pary x,y € D istnieje
tanicuch B, , nakladajacych si¢ kul B; o promieniu 7 i Srodkach w D, spelniajacy

B; N Biy1 # 0,

Boy={B}L,,  oraz

Y ! {ZE € By, ye B,.

Przy zalozeniu gestosciowym, tj. istnienia m > 0 takiego, ze p(B; N B;11) > m, dowodzimy
propagacji interakcji oraz flockingu warunkowego (zaleznego od danych poczatkowych).

Pozostale prace. Rownolegle badalismy wersje modelu z ¢g-najblizszymi sasiadami (uktad
Cuckera—Donga), ktora jest zle postawiona w poblizu granic klastrow. Aby temu zaradzi¢,
wprowadziliSmy rozmyty (eng. fuzzy) uktad g-najblizszych sasiadow, w ktorym wygtadzamy
funkcje indykatora zbiorow zasiegu oddziatywan. Dla tego modelu udowodnilismy stabilnosé
rozwiazan o wartosciach miarowych oraz wyprowadziliSmy kinetyczna granice pola $redniego

B4].

Wreszcie polaczyliSmy perspektywe o stalym zasiegu z podejéciem najblizszych sasiadow w
niesymetrycznym modelu wyréwnywania predkosci, analizujac jego wtasnosci matematyczne
i ilustrujac dynamike numerycznie [B5|. Na tej podstawie opracowalismy metode segmentacji

danych z rygorystycznymi kryteriami zatrzymania, taczac dynamike konsensusu z metodami
klasteryzacji takimi jak DBSCAN [B3].

23



W tym samym okresie powstata praca dotyczaca badann nad modelem Cuckera—Smale’a z
silnie osobliwymi oddziatywaniami i rozproszonym sterowaniem (eng. decentralized control)
prowadzace do dynamiki, w ktorej czastki bezwarunkowo unikaja zderzen i zbiegaja do usta-
lonej formacji zachowujac poczatkowy catkowity ped uktadu [B7].

5.2.5 Najnowsze prace i preprinty

Moje najnowsze prace i preprinty dotycza osobliwych oraz macierzowych wariantéw modeli
Euler-alignment i Cuckera—Smale’a. W [B1| badamy dynamike wyroéwnywania predkosci typu
Cucker-Smale’a z nieliniowa zaleznoscia od predkosci, zwiazana z uktadem

j:' = Vi,

N
b = Z (| = 25]) (Jos [P~ 20; = JoiP~%01),

(2:(0),v:(0)) = (240, vi0) € R, p > 2.

Wykorzystujac techniki zblizone do metody SDDI z [B12|, wykazujemy unikanie kolizji i opie-
rajac sie na nim, dowodzimy ze powyzszy uktad jest dobrze postawiony. Na tej podstawie,
korzystajac z technik rozwinietych w [A1], konstruujemy rozwiazania odpowiadajacego mo-
delu makroskopowego: bezci$nieniowego utamkowego uktadu Fuler—alignment z nieliniowa
zaleznoscia od predkosci (uktad p-Euler—alignment). Otrzymujemy rozwiazania dla wszyst-
kich wymiaroéw d oraz wszystkich o > d, z p € [, a + 2.

Artykut |B2| (zaakceptowany do publikacji) poréwnuje wielowymiarowa uogolniona wersje
modelu ruchu drogowego Aw—Rascle’a z bezcisnieniowym uktadem Fuler—alignment z waga
komunikacyjna o wartosciach macierzowych, analizujac ich powiazania na poziomie mikro-
skopowym, mezoskopowym oraz hydrodynamicznym. Moj gtowny wktad do [B2] polega na
adaptacji technik z [A2], ktore okazuja sie wyjatkowo skuteczne dla dyssypatywnego nielokal-
nego uktadu Aw—Rascle’a (DNAR) na poziomie kinetycznym. Prowadzi to do wykazania, ze
uktad jest dobrze postawiony, stabilny oraz, ze rozwigzania mozna konstruowaé za pomoca
jednolitej w czasie granicy pola sredniego, jak réwniez do szeregu wnioskoéw dotyczacych
stabilnosci rozwigzan hydrodynamicznego uktadu DNAR.

Wreszcie, w preprincie [B17] wprowadzamy wielowymiarowy kinetyczny model wyréwnywa-
nia predkosci z osobliwa komunikacja macierzowa. Definiujemy stabe rozwiazania i dowo-
dzimy, ze uktad jest dobrze postawiony. Charakteryzujemy szybkosé¢ zbieznosci do stanu
stacjonarnego oraz pokazujemy, ze rozwiazania mozna odzyska¢ za pomoca jednolitej w cza-
sie granicy pola sredniego. Praca czeSciowo wykorzystuje nasze wyniki dotyczace potokow
gradientowych po wloknach [A2].
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Wykaz oznaczen

Notacja stosowana w niniejszej rozprawie ma w duzej mierze charakter lokalny i jest spe-
cyficzna dla poszczegolnych artykutow. Niektore symbole (w szczegolnosci p) sa uzywane
wielokrotnie, z r6znymi znaczeniami w réznych kontekstach. Dla wygody czytelnika notacje
uporzadkowano w jednej czesci globalnej oraz trzech czesciach odpowiadajacych poszczegol-

nym artykulom.

Notacja globalna

Rd

x,v

t

P(RY)
zbieznos$é¢ waska
5$

LS

V, div

Vg, div,

Lr(Q)

()

Cy(€2)

cl(Q)

()

M(Q)

MT(Q)

supp p

I

p.w.

WP ()

Wk (Q)
Wl (%)
H*(Q)
H(Q)
HE ()

loc

d-wymiarowa przestrzen euklidesowa

zmienne polozenia i predkosci w R¢

zmienna czasowa

przestrzen borelowskich miar probabilistycznych na R¢

staba zbieznosé testowana wzgledem funkcji ciaglych i ograniczonych
miara Diraca w punkcie x

operator splotu

gradient i dywergencja wzgledem przestrzeni bazowe]

gradient i dywergencja wzgledem zmiennych x i v

przestrzen Lebesgue’a (1 < p < 00)

funkcje ciggte

funkcje ciagle i ograniczone

funkcje klasy C! na Q

funkcje gladkie o zwartym nos$niku

(skoriczone) miary Radona na (2

nieujemne miary Radona na €2

nosnik miary p

norma LP (istotne supremum dla p = o)

prawie wszedzie (wzgledem miary Lebesgue’a lub wskazanej miary)
przestrzen Sobolewa funkeji o stabych pochodnych do rzedu k w LP(2)
przestrzen dualna do W(f’p/(Q), gdzie 1/p+1/p' =1

lokalna dualna przestrzeri Sobolewa

przestrzen Sobolewa W"2(Q)

przestrzen dualna do HJ(Q)

lokalna dualna przestrzen Sobolewa (przypadek p =2, k = 1)
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Notacja lokalna: Artykut A1l

u miara na [0, 7] x R?* (sformulowanie kinetyczne)

{pe ey € P(R?*)  identyfikacja p z rodzing miar

uy miara empiryczna zwiazana z N-czastkowym ukladem Cuckera—Smale’a
Pt gestosé przestrzenna indukowana przez pi;, zob. (3)

u(t, x) lokalne pole predkosci zwiazane z pi, zob. (3)

Ot = Op0(V) warunkowy rozklad predkosci miary p = p(t, x,v) w punkcie (¢, z)

Y waga komunikacyjna w modelu Cuckera—Smale’a

« wyktadnik osobliwosci wagi komunikacyjnej ¥ (r) = r~%, zwykle a > d
MP warunek locally mass-preserving

SF warunek steadily flowing

1R v miara produktowa na przestrzeni produktowe;]

UV iloczyn tensorowy (zewnetrzny) wektorow: (u ® v);; = uv;

Typ miara obrazowa u wzgledem odwzorowania T'

Notacja lokalna: Artykut A2

dy, ds wymiary przestrzeni wiokna i bazy, d = dy + ds

(Pay, Way) witoknista przestrzen Wassersteina rzedu drugiego, zob. Def. 1

= p(x,w) zazwyczaj krzywa w (Pg, (RT1+%2) W, ) o ustalonym rozkladzie

brzegowym v
{peteeior) C€ P(RUF%2)  identyfikacja p z rodzing miar

I dezintegracja miary p wzgledem zmiennej w

v zadany rozktad brzegowy na R

Wy kwadratowa odlegtos¢ Wassersteina

£ funkcjonal energii na P, (R?)

ow,,, € wloknista subrozniczka Wassersteina

EVI / EDE / EDI wariacyjne sformutowania potokéw gradientowych

Notacja lokalna: Artykut A3

! miara Radona ze znakiem na R? (granica pola $redniego)

uv empiryczna miara ze znakiem z rzeczywistymi wagami d;
g jadro kulombowskie, rozwiazanie podstawowe operatora —A
H ciagty Hamiltonian uktadu makroskopowego

Hy  dyskretny Hamiltonian uktadu N czastek
potencjat elektryczny h = g *
h,h] kwadratowy tensor naprezen zwiazany z h, zob. (18)
HL l-wymiarowy Hausdorff content, zob. |A3, Definicja 2.5]
(heurystycznie moze by¢ traktowany jako jednowymiarowa miara typu Hausdorffa)

—~

g
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