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4.2 Wstęp
W wielu praktycznych problemach niezbędne jest, aby pracę lub obliczenia, konieczne do rozwiązania
problemu, wykonywała więcej niż jedna jednostka. Na przykład, wyszukiwarki internetowe odświeżają
indeks sieci stron WWW poprzez wielokrotne przeszukiwanie sieci, przy użyciu wielu agentów (robotów
internetowych). Jedna jednostka jest niewystarczająca ze względu na ograniczenie czasowe (w styczniu
2021 sieć WWW zawierała ponad 1.5 miliarda witryn2, a indeks stron należy aktualizować każdego
dnia). Innym przykładem jest sieć czujników monitorujących pewien obszar, gdzie z powodu fizycznych
ograniczeń pojedynczy sensor nie może objąć całego obszaru swoim zasięgiem. Używanie wielu urządzeń
rozwiązuje te problemy, ale powoduje powstanie nowych. Jak rozdzielić pracę równo pomiędzy jednost-
ki? Jak zorganizować wymianę informacji między jednostkami? Jak zaprojektować algorytmy tak, aby
proste, ograniczone jednostki mogły je wykonać? Znajdowanie odpowiedzi na takie pytania jest jednym
z głównych celów dziedziny obliczeń rozproszonych. Obecnie istnieje już rozbudowana, formalna teoria
obliczeń rozproszonych (np. [Lyn96]). Większość z tej teorii, rozwijanej od lat 70, skupia się na mocno
zoptymalizowanych czasowo algorytmach, działających w modelach nie zakładających żadnych błędów.
Jednak współcześnie teoria algorytmów rozproszonych, motywowana praktycznymi wyzwaniami, przed
którymi stoją systemy, coraz częściej zakłada istnienie dodatkowych utrudnień dla algorytmu (takich jak
ograniczone zasoby lub złośliwe działania, których modelem jest adwersarz ). Takie dodatkowe utrudnie-
nia wymagają od projektujących algorytmy większej ostrożności, oraz innego podejścia przy konstrukcji
i analizie algorytmów w porównaniu z klasycznymi podejściami. W wymienionych pracach rozważamy
kilka takich utrudnień pomimo których, jak udowadniamy, możliwe jest zaprojektowanie efektywnego
algorytmu rozproszonego.

1Rangi konferencji według the Computing Research and Education (CORE) Conference Portal: http://portal.core.
edu.au/conf-ranks/

2Źródło: https://www.internetlivestats.com
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4.3 Rozważane modele obliczeń rozproszonych
W pracach [H1–H7] analizujemy, wraz ze współautorami, klasyczne problemy obliczeń rozproszonych,
takie jak rozgłaszanie (znane w anglojęzycznej literaturze jako broadcast), wybór lidera, czy eksplo-
racja grafów. Problemy te są fundamentalne, to znaczy są wykorzystane jako podprocedury bardziej
złożonych algorytmów. Efektywne, elastyczne i odporne rozwiązanie podstawowych problemów jest wa-
runkiem koniecznym do konstrukcji bardziej rozbudowanych protokołów rozproszonych w konkretnych
modelach. Myślą przewodnią całego cyklu prac jest konstruowanie odpornych algorytmów rozproszonych,
czyli takich, które są w stanie działać efektywnie pomimo ograniczonych zasobów, czy niepewności w
komunikacji. Konkretne definicje tych ograniczeń i niepewności są motywowane faktycznymi zjawiskami
występującymi w systemach rozproszonych. W kilku przypadkach udaje nam się pokazać, że odporność
da się uzyskać bez negatywnego wpływu na złożoność czasową, co jest szczególnie pożądaną własnością.

Prace składające się na dzieło habilitacyjne zawierają:

1. konstrukcja i analiza algorytmów rozproszonych odpornych na losowe zaburzenia ([H1–H3]),

2. konstrukcja i analiza algorytmów rozproszonych odpornych na działania adwersarza ([H3,H4]),

3. konstrukcja i analiza algorytmów rozproszonych odpornych na ograniczenia zasobów ([H5,H6]),

4. analizę wielu równolegle działających błądzeń losowych w grafach ([H7]),

5. konstrukcja i analiza algorytmów w modelu sieci bezprzewodowych ([H3,H4,H6]),

6. analiza algorytmów oraz ograniczeń dolnych dla problemu eksploracji grafów ([H5,H7]).

We wszystkich pracach rozważamy model czasowy, w którym czas podzielony jest na dyskretne rundy
czasowe. Zakładamy ponadto model synchroniczny, w którym wszystkie jednostki rozważanego modelu
rozproszonego wykonują akcje w kolejnych rundach równocześnie i czas trwania każdej rundy jest taki
sam dla wszystkich jednostek.

4.3.1 Model sieci radiowych

W dziedzinie obliczeń rozproszonych jest wiele modeli reprezentujących sieć urządzeń komunikujących
się między sobą. Przykładami są modele Local, Congest [Pel00], czy model sieci radiowych. Cechą
wspólną tych wszystkich modeli jest lokalność obliczeń. Każda jednostka (wierzchołek sieci) wykonuje
niezależne obliczenia i komunikuje się jedynie z sąsiadami w sieci. Podobne są również problemy roz-
ważane w tych modelach. W wielu problemach punktem wyjścia jest problem łamania symetrii, czego
przykładem jest wybór lidera i problemy komunikacyjne, jak na przykład rozgłaszanie.

W pojedynczej rundzie, wierzchołki mają możliwość komunikowania się jedynie z sąsiadami w sieci,
więc we wszystkich problemach wymagających zebrania lub rozpropagowanie pewnej informacji po całej
sieci, wymagane jest wykonanie wielu rund komunikacyjnych. Reguły, zgodnie z którymi przebiega komu-
nikacja jest podstawową cechą rozróżniającą modele rozproszone w sieciach. W niektórych komunikacja
jest ograniczona do wiadomości rozmiaru O(log n) (w sieciach o rozmiarze n), a w niektórych dostarczenie
wiadomości zależy od energii, z jaką wykonywana jest transmisja (jak w sieciach SINR [GK00]).

Klasyczny model sieci radiowych [CK85] powstał jako reprezentacja zbioru urządzeń komunikują-
cych się bezprzewodowo, w którym wiadomości nadawane w tym samym czasie do tego samego odbiorcy
kolidują ze sobą. W tych sieciach mamy dany zbiór urządzeń komunikujących się w celu wykonania pew-
nego zadania (jak wybór lidera, czy rozgłaszanie). Sieć jest modelowana jako graf, w którym wierzchołki
reprezentują stacje, a krawędzie łączą wierzchołki, które mogą się komunikować. Komunikacja między
stacjami jest ograniczona na cztery sposoby:

1. Ograniczenie odległości. Nie każde dwie stacje mogą się bezpośrednio komunikować (czyli sieć
komunikacyjna nie musi być kliką).

2. Ograniczenie czasowe. Aby transmisja była skutecznie odebrana, w sąsiedztwie odbiorcy musi
nadawać dokładnie jeden nadający.

3. Ograniczenie energetyczne. Używanie radia do komunikacji wymaga energii, której każda stacja
ma ograniczony zasób.

3



4. Błędy komunikacyjne. Transmisja może być nieudana z innych powodów (błąd sprzętowy, celowe
złośliwe działanie, zmiana w topologii sieci).

Konstrukcje algorytmów odpornych na błędy komunikacyjne [CHHZ17, NR18, CHHZ19] i ograniczoną
energię [CDH+18,CKP19,CDHP20] w sieciach radiowych jest w ostatnich latach obszarem bardzo in-
tensywnych badań. Każde z ograniczeń 1-4 ma również istotne praktyczne motywacje.

W dużych sieciach bezprzewodowych, niektóre stacje są ulokowane zbyt daleko od siebie, aby mogły
się bezpośrednio komunikować, więc takie sieci można (w pewnym uproszczeniu) modelować za pomocą
grafów.

Kolizje między transmisjami występującymi blisko siebie w tym samym czasie, są problemem w po-
wszechnie używanych sieciach (np. standardy IEEE 802.11 dla sieci WLAN). Bardzo duża liczba protoko-
łów mających na celu unikanie kolizji, maksymalizujących przepustowość, gwarantujących dostarczenie
wiadomości, została zaproponowana dla sieci bezprzewodowych w celu uzyskania efektywnej warstwy
MAC (medium-access control).

Ograniczenia energetyczne są kluczowe na przykład w nowoczesnych sieciach Internetu Rzeczy (IoT),
gdzie urządzenia są małe, często bez stałego połączenia z zasilaniem, więc oszczędne nadawanie może
wydłużyć czas działania urządzeń w takiej sieci. Ponadto, duża liczba nadawań utrudnia ukrywanie
informacji.

Odporność na różne błędy (wynikające z przypadku, czy celowego działania) jest kluczową cechą
praktycznych systemów. W sieciach działających długo, urządzenia komunikacyjne mogą ulec awarii,
całe sektory sieci mogą przestać działać ze względu na brak zasilania. Różne celowe ataki mające na
celu zagłuszania komunikacji (np. denial of service) również występują i wdrożone algorytmy powinny
być na nie odporne. Przy projektowaniu algorytmów rozproszonych, mając na uwadze praktyczne za-
stosowanie, należy analizować je nie tylko pod kątem efektywności czasowej, ale również odporności na
różne zagrożenia i utrudnienia. Podstawowe błędy i ataki analizowane w literaturze dotyczącej obliczeń
rozproszonych to:

• Błędy bizantyjskie [LSP82], gdzie niektóre ze stacji występujących w sieci zostają przejęte przez
adwersarza. Taka stacja może wysyłać dowolne wiadomości i celowo działać na niekorzyść algoryt-
mu.

• Crash fault [FLP85], gdzie stacja może przestać działać. Taka stacja przestaje odpowiadać na
wiadomości. Moment takiego wyłączenia jest zwykle pod kontrolą adwersarza.

• Link failure [LL90], gdzie niektóre z połączeń komunikacyjnych mogą w pewnym momencie przestać
transmitować wiadomości.

• Jammer [ARS08] adwersarz, który może blokować kanał komunikacyjny w niektórych rundach.

• Dual graph model [KLN+10], gdzie niektóre z połączeń są kontrolowane przez adwersarza, który
decyduje, czy w danej rundzie przenoszą wiadomości.

W sieciach radiowych rozważamy, między innymi, następujące problemy:

• Globalne rozgłaszanie. Na początku algorytmu, pojedyncza stacja posiada wiadomość, a celem jest
rozpropagowanie tej wiadomości do całej sieci. Zwykle w literaturze pojęcie problem rozgłaszania
(ang. broadcast) jest rozumiane jako problem globalnego rozgłaszania [Pel00].

• Lokalne rozgłaszanie [GHLN12]. Zakłada, że początkowo pewien podzbiór stacji ma wiadomości
do przekazania. Polega na dostarczeniu co najmniej jednej wiadomości do każdej stacji, która ma
sąsiada z wiadomością.

• Wybór lidera. Polega na ustanowieniu dokładnie jednej stacji jako lidera. Aby uznać problem wy-
boru lidera za rozwiązany, każda stacja musi znać tożsamość lidera.

W pracy [H3] zajmujemy się analizą algorytmu rozgłaszania w sieciach, w których występują ogra-
niczenia 1,2,4, a utrudnienie polega na dynamicznych zmianach w topologii sieci. Rozważamy zarówno
problem lokalnego rozgłaszania, jak i globalnego (warto zauważyć, że algorytm lokalnego rozgłaszania,
może być używany jako podprocedura do rozwiązania globalnego rozgłaszania). Model dynamicznych
zmian w sieci powstał jako modyfikacja modelu dual graph, w którym pewien podzbiór krawędzi jest
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pod kontrolą adwersarza. Takie krawędzie, mogły być w danej rundzie, zależnie od decyzji adwersarza,
aktywne (czyli mogły transmitować wiadomości, ale również powodować konflikty) lub nieaktywne (ta-
kie krawędzie były tymczasowo usuwane z grafu komunikacyjnego). Modyfikacja modelu dual graph w
pracy [H3] polegała na ograniczeniu siły adwersarza, który nie mógł zmieniać stanu krawędzi w każdej
rundzie, ale raz na ⌧ rund modyfikował rozkład prawdopodobieństwa, z którego losowane były połączenia
aktywne podczas poszczególnych rund.

W pracy [H6] zajmujemy się problemem rozgłaszania przy ograniczeniach 1, 2, 3. Zakładamy, że każda
stacja zużywa jedną jednostkę energii na każdą próbę transmisji, a liczba jednostek energii jest ograni-
czona. Konstruujemy dwa algorytmy rozwiązujące rozgłaszanie przy ograniczonej energii. W pierwszym
algorytmie, liczba jednostek energii dostępnej dla każdej stacji jest parametrem, a algorytm działa przy
dowolnej jego wartości. Drugi algorytm działa w niemal optymalnym czasie i przy ograniczonym, sublo-
garytmicznym koszcie energetycznym.

W modelu w pracy [H4] występują ograniczenia 2, 4, a utrudnienie polega na występowaniu adwer-
sarza typu jammer, blokującego niektóre transmisje. Przy takim adwersarzu, stacje mają za zadanie
wybrać spośród siebie lidera. Trudność zadania w tym modelu, polega między innymi na tym, że ad-
wersarz może blokować większość ze wszystkich rund. Dodatkowo stacje nie mają dostępu do wartości
żadnych globalnych parametrów (jak na przykład, rozmiaru sieci czy parametrów określających możli-
wości adwersarza). Prezentujemy kilka algorytmów, a jeden z nich działa, przy pewnym ograniczeniu
na parametry adwersarza, w czasie asymptotycznie identycznym do czasu wyboru lidera w modelu bez
adwersarza.

4.3.2 Agenci w sieciach

W przeciwieństwie do modelu sieci radiowych, gdzie obliczenia są wykonywane przez wierzchołki, w mo-
delu mobilnych agentów w sieciach, jednostki przeprowadzające obliczenia mogą odwiedzać wierzchołki i
przechodzić przez krawędzie w grafie. Taki model jest reprezentacją na przykład robotów internetowych
(crawlers), zbierających informacje o sieci stron w Internecie, czy fizycznych robotów (zakładając dys-
kretyzację środowiska, w którym zostały umieszczone). Jest to bardzo szeroki obszar badań, zawierający
dużą liczbę modeli, których założenia zależą zwykle od właściwości agentów. Rozważane w literaturze
modele zawierają, między innymi, zagadnienia takie jak:

• Dostępność pamięci. Pamięć w modelach agentowych może być umieszczona na wierzchołku lub
na agencie. Pamięć na wierzchołku definiujemy jako pewną liczbę bitów na każdym wierzchołku,
które agent może czytać i modyfikować przy każdej wizycie w tym wierzchołku. Pamięć na agencie
jest zdefiniowana jako pamięć, którą agent może czytać i modyfikować w każdej rundzie.

• Dostęp do losowości. Błądzenie losowe jest użytecznym procesem przy rozwiązywaniu różnych pro-
blemów dla jednostek mobilnych, ze względu na prostotę implementacji i rozbudowaną teorię ściśle
opisującą wiele kluczowych parametrów. W wariantach deterministycznych algorytmy dla agentów
są czasem konstruowane jako derandomizacja błądzeń losowych [AKL+79,YWB03].

• Komunikacja między agentami. W przypadku wielu agentów, istotna jest pewna forma koordynacji,
do czego niezbędna jest wymiana informacji. Najczęściej rozważa się modele z komunikacją lokalną,
wyłącznie miedzy agentami zlokalizowanymi w tej samej pozycji lub z komunikacją globalną, gdzie
dowolna para agentów może się komunikować niezależnie od pozycji [DDK+15].

Dwa najczęściej rozważane problemy w tej dziedzinie:

• Eksploracja, gdzie agenci mają za zadanie odwiedzić co najmniej raz, całe, początkowo nieznane
środowisko. Formalnie odpowiada to odwiedzeniu wszystkich wierzchołków grafu.

• Gathering, gdzie wszyscy agenci muszą zebrać się w jednym wierzchołku grafu.

W przypadku, gdy wiele agentów jest umieszczonych w grafie, w celu wykonania pewnego zadania,
zakładamy, że ci agenci wykonują zadanie równolegle. Czas algorytmu jest w modelu synchronicznym
najczęściej definiowany jako liczba rund, gdzie podczas każdej rundy każdy z agentów może przejść
jedną krawędź i odwiedzić jeden wierzchołek. Przy konstruowaniu algorytmów eksploracji przy użyciu
wielu agentów oczekujemy, że czas działania będzie istotnie niższy niż przy eksploracji pojedynczym
agentem.
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Dwa możliwe podejścia do zdefiniowania modelu agentów mogących zrealizować eksplorację dowol-
nych grafów, jest użycie pamięci lub użycie losowości, gdyż bezpamięciowy agent deterministyczny, bez
pamięci na wierzchołku, nie ma możliwości użycia różnych krawędzi wychodzących podczas dwóch wizyt
w dowolnym wierzchołku, co jest koniecznym warunkiem eksploracji nawet prostych grafów.

W pracy [H5] pokazujemy granice dolne na czas eksploracji pojedynczym agentem w modelu deter-
ministycznym z pamięcią na wierzchołku. Ta granica pokazuje, że w modelu z wyłącznie pamięcią na
wierzchołku (agent bezstanowy) nie jest możliwe skonstruowanie algorytmu szybszego, niż prosty algo-
rytm round-robin, w tym modelu znany jako rotor-router i rozważany jako algorytm eksploracji grafów
między innymi w [YWB03]. W ten sposób pokazujemy, że prosty, oszczędny pamięciowo algorytm, któ-
ry jest również znany ze swojej odporności na zaburzenia [BGH+17], jest czasowo optymalny w klasie
algorytmów, w których agenci mogą korzystać jedynie z pamięci na wierzchołkach.

W pracy [H7] rozważamy model zrandomizowany przy wielu agentach bezpamięciowych, wykonu-
jących niezależne błądzenia losowe. Jest to popularna metoda eksploracji grafów ze względu na brak
koniecznej pamięci i odporność na adwersarialne zmiany w topologii grafu [AKL18]. W pracy [H7] po-
kazujemy dokładne ograniczenia na czas eksploracji wielu błądzeń dla ścieżki i wielowymiarowych krat.

4.3.3 Kolonie owadów społecznych (social insect colonies)

Niektóre gatunki owadów (jak mrówki, termity, pszczoły) rozwiązują wiele problemów jako społeczność,
w sposób rozproszony, bez centralnej kontroli zarządzającej działaniami poszczególnych jednostek. Z
tego powodu techniki i narzędzia z teorii obliczeń rozproszonych mogą służyć wyjaśnieniu powodów pew-
nych zachowań tych owadów, ustaleniu teoretycznych granic efektywności takich społeczności, czy nawet
znalezieniu dokładnego algorytmu używanego przez jednostki. Zwykle w tych modelach nie wymagamy
znalezienia rozwiązania globalnie optymalnego, tylko takiego, które jest możliwe do osiągnięcia poprzez
lokalne optymalizacje poszczególnych jednostek określanych jako robotnicy (workers). Konkretne sfor-
mułowanie założeń modelu zależy zwykle od zachowań obserwowanych na pewnych gatunkach owadów.
Przykładowo w problemie szacowania rozmiaru przyjmuje się, że owady szacują liczebność na postawie
częstości spotkań [MSL17], co jest inspirowane zachowaniem mrówek Temnothorax albipennis [Pra05].

Alokacja zadań w koloniach owadów społecznych jest procesem przydziału robotników do różnych
zadań (np. zbieranie pożywienia, karmienie młodych, obrona gniazda) w sposób optymalny, czyli maksy-
malizujący szansę na sukces całej społeczności. Każdy robotnik jest w stanie wykonywać każde z zadań,
ale w każdej chwili może wykonywać tylko jedno. Robotnik w dowolnym momencie, pod wpływem róż-
nych czynników, może zmienić swój przydział do zadania. Każde zadanie ma ustalone zapotrzebowanie,
czyli liczbę robotników, która powinna to zadanie wykonywać. Robotnicy w takich koloniach nie ma-
ją bezpośredniej świadomości tego zapotrzebowania i nie są w stanie dokładnie ocenić liczby robotników
pracujących w danej chwili nad danym zadaniem [GM99]. Ponadto, w koloniach owadów nie ma żadnej
centralnej jednostki koordynującej działania robotników [Gor96]. Zatem alokacja musi być wykonywana
przez każdą z mrówek niezależnie, bazując jedynie na lokalnych obserwacjach, informacji zwrotnej od
środowiska i ograniczonej komunikacji z innymi robotnikami. Ta informacja zwrotna (bodziec) polega na
wyczuciu, na przykład zbyt wysokiej temperatury w gnieździe, spostrzeżeniu światła wpadającego przez
otwór w ścianie gniazda lub wyczuciu feromonów produkowanych przez głodne larwy. Pomimo używania
ograniczonej komunikacji, jedynie lokalnych obserwacji obarczonych niepewnością, wiele gatunków owa-
dów znakomicie radzi sobie z alokacją zadań. W pracy [H1] zajmujemy się odpowiedzią na pytania, jak
mrówki mogą przeprowadzać alokację zadań w modelu z niepewnymi obserwacjami.

4.3.4 Protokoły populacyjne

Kolejnym modelem obliczeń rozproszonych, rozważanym w pracach składających się na dzieło habili-
tacyjne, są protokoły populacyjne, wprowadzone po raz pierwszy w pracy [AAD+06]. W tym modelu,
agenci są prostymi jednostkami, zwykle o bardzo małej pamięci, które wchodzą między sobą w interakcje.
W pierwszej pracy o protokołach populacyjnych [AAD+06] rozważane były protokoły z agentami posia-
dającymi jedynie stałą liczbę bitów pamięci, jednak kolejne prace rozważały również rozmiar pamięci
jako funkcję rosnącą wraz z liczbą agentów n. Interakcje przebiegają w kolejnych rundach między parami
jednostek wybieranymi losowo. Jednostki podczas interakcji komunikują się ze sobą i mogą zmienić swój
stan pamięci. Najczęściej rozważane problemy w tym modelu to:
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• Wybór lidera, gdzie, podobnie jak w sieciach radiowych celem jest oznaczenie dokładnie jednego
agenta jako lidera i pozostałych jako nie-liderów.

• Majority, gdzie początkowo każda ze stacji ma pewną wartość w pamięci i celem jest ustalenie,
która z wartości pojawia się najczęściej w populacji.

Ten model znalazł interesujące zastosowanie między innymi w analizie reakcji chemicznych [CCDS17],
gdzie jednostki reprezentują cząsteczki w dobrze wymieszanym roztworze, a interakcje reprezentują re-
akcje między cząsteczkami.

W pracy [H2] rozważamy model, w którym interakcje między jednostkami w populacji podlegają
losowym zaburzeniom. Początkowo, każdy z agentów posiada w pamięci pewną wartość i celem proce-
su jest obliczenie średniej ze wszystkich wartości (lub liczby całkowitej będącej jak najbliżej średniej).
Ten problem znajduje zastosowanie na przykład przy obliczaniu średniej wartości temperatury przez
zbiór sensorów, czy uzgodnieniu oceny, na przykład jakości potencjalnego nowego miejsca na gniazdo, w
modelu owadów społecznych. Definicja rozważanego przez nas algorytmu jest prosta: Agenci przy spo-
tkaniu wymieniają się swoimi wartościami i obliczają średnią, którą zapisują w pamięci. Dodatkowym
utrudnieniem są losowe błędy, które mogą przekłamać wartości podczas komunikacji między agentami.
W pracy [H2] pokazujemy, pod jakimi warunkami wartości pamiętane przez agentów zbiegają do szukanej
średniej i jak zależy to od parametrów losowego szumu w komunikacji.

4.4 Wyniki
W tej sekcji omówimy najważniejsze wyniki z prac wchodzących w skład dzieła habilitacyjnego.

4.4.1 Praca H1

Problem alokacji zadań w koloniach owadów, rozważany w pracy [H1], definiujemy w następujący sposób.
Mamy dany zbiór n robotników i k zadań. Każde z zadań j, ma ustaloną całkowitoliczbową wartość za-
potrzebowania d

(j). Czas jest podzielony na dyskretne jednostki, w każdej z których, każdy z robotników
może pracować jednym, dowolnym zadaniem. Zakładamy, że jeden robotnik zaspokaja jedną jednost-
kę zapotrzebowania pracując nad zadaniem w danej rundzie. Informacja zwrotna jest funkcją binarną
zależną od różnicy między zapotrzebowaniem d

(j), a liczbą robotników wykonujących zadanie w danej
chwili W

(j)
t . Wartość funkcji informacji zwrotnej jest przekazywana do robotników. Zakładamy, że w

każdej rundzie, każdy z robotników może otrzymać wartość informacji zwrotnej dla jednego, wybranego
zadania. Celem całej kolonii jest aby wraz z t, wektor (W (1)

t ,W
(2)
t , . . . ,W

(k)
t ) dążył do wektora zapo-

trzebowania (d(1), d(2), . . . , d(k)). Zakładamy, że sytuacją niepożądaną jest zarówno zbyt mała jak i zbyt
duża, w porównaniu do zapotrzebowania, liczba robotników pracujących nad zadaniem.

Taki sam problem był rozważany w pracy [CDLN14], gdzie autorzy przyjęli, że ta informacja zwrotna
(odpowiedź) jest dokładna, czyli w każdej rundzie t zwraca 0 (lack) lub 1 (overload), w zależności od
tego, czy d

(j)
�W

(j)
t jest dodatnie, czy nie. Taka informacja odpowiada dokładnemu stwierdzeniu, czy

liczba robotników pracujących nad zadaniem jest za duża, czy za mała. Autorzy w [CDLN14] zaprezento-
wali algorytm alokacji zadań działający szybko (w czasie proporcjonalnym do log n) i w którym alokacja
robotników do zadań zbiegała do dowolnego wektora zapotrzebowań (d(1), d(2), . . . , d(k)).

Celem pracy [H1] jest rozważenie bardziej realistycznej funkcji informacji zwrotnej. Przyjęliśmy, że
taka funkcja powinna zwracać dokładne wartości, gdy liczba robotników W

(j)
t mocno odbiega od zapo-

trzebowania d
(j), i mocno nieprzewidywalne (losowe) wartości, gdy W

(j)
t jest blisko d

(j). Zaproponowa-
liśmy taką losową funkcję zwracającą 0 (lack) lub 1 (overload) z prawdopodobieństwem zależnym od
funkcji sigmoid z różnicy W

(j)
t � d

(j) (patrz Rysunek 1).
Następnie zaproponowaliśmy miarę jakości algorytmu działającego przy niepewnej informacji zwrot-

nej. Ze względu na niepewność, nie można już wymagać, żeby zapotrzebowanie było dokładnie zaspo-
kojone, zatem przyjęliśmy, że alokacja W

(j)
t jest "-dokładna, gdy odbiega |W

(j)
t � d

(j)
|  "d

(j) dla
pewnej, małej wartości " > 0. Zdefiniowaliśmy, że algorytm działający w czasie T , jest "-dokładny, je-
żeli alokacja jest "-dokładna dla wszystkich zadań w T � o(T ) rundach. Uznaliśmy, że w realistycznych
scenariuszach niewielka rozbieżność między zapotrzebowaniem, a alokacją nie wpływa negatywnie na
jakość wykonania danego zadania. Natomiast rundy, w których rozbieżność jest duża muszą być nie-
liczne. Głównym wynikiem w pracy jest 15�-dokładny algorytm alokacji, dla parametru � zależnego od
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nadmiar (W (j)
t � d(j))�⇤d��⇤d 0

Pstwo. otrzymania odpowiedzi overload

1
2

1
n5

w.h.p każda mrówka
otrzymuje odpowiedź

lack

w.h.p każda mrówka
otrzymuje odpowiedź

overload

Rysunek 1: Wykres prawdopodobieństwa zwrócenia przez funkcję informacji zwrotnej wartości overload,
w zależności od W

(j)
t � d

(j). Gdy nadmiar robotników w zadaniu jest w zielonym (czerwonym) regionie,
wszystkie mrówki, które otrzymują odpowiedź od tego zadania, otrzymają odpowiedź lack (overload).
Gdy nadmiar jest w szarym regionie, im bliżej W (j)

t jest do d
(j), tym bardziej informacja zwrotna jest

nieprzewidywalna.

i⇤
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Zadanie k
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5x

F
1
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1

F
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Rysunek 2: Ilustracja maszyny stanów w algorytmie [H1, Section 4]. Czerwone strzałki oznaczają przej-
ścia przy otrzymaniu informacji overload, a zielone są trawersowane przez robotników po otrzymaniu
odpowiedzi lack. Wartości ponad strzałkami (np. a� i 1 � b�) oznaczają prawdopodobieństwa przejść.
Oznaczenia 3x (i 5x) mówią, że aby robotnik wykonał dane przejście miedzy stanami, odpowiadającą
informację zwrotną musi otrzymać 3 (lub 5) razy z rzędu. Przejścia z 3x mają wyższy priorytet (czyli
są wybierane niezależnie od innych, po otrzymaniu danej informacji zwrotnej 3 razy z rzędu). Stany
oznaczone literą i oznaczają stany w których robotnicy są przypisani do tego zadania i obserwują infor-
mację zwrotną od tego zadania, ale nie pracują nad nim. Stany oznaczone literą w oznaczają stany w
których robotnicy pracują nad danym zadaniem. Robotnicy w stanie i

⇤ nie pracują nad żadnym zada-
niem ale każdy z nich obserwuje informację zwrotną od jednego, losowego zadania i może dołączyć, jeżeli
pięciokrotnie otrzyma odpowiedź lack.
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dokładności funkcji informacji zwrotnej [H1, Theorem 3.2]. Dodatkowo pokazujemy ograniczenie dolne
mówiące, że żaden algorytm używający mniej niż bln(1/(16�)c bitów pamięci na robotnika, nie może
być 2��-dokładny [H1, Theorem 3.5].

Nasz algorytm bazuje na następującej obserwacji: w przypadku, gdy alokacja robotników do zadań
jest dokładna, to wtedy informacja zwrotna jest mocno nieprzewidywalna. Natomiast, gdy alokacja prze-
wyższa prawidłową o pewną frakcję wynoszącą w przybliżeniu (1 + �), to informacja zwrotna z dużym
prawdopodobieństwem zwróci tę samą wartość do wszystkich robotników obserwujących to zadanie. Po-
dobnie w przypadku niedoboru robotników w zadaniu o frakcję (1��). Bazując na powyższej obserwacji,
nasz algorytm uzyskuje kontrolowane oscylacje w liczbie robotników w zadaniu w celu uzyskania stabil-
nej alokacji. Oczywiście oscylacje nie mogą być zbyt duże, aby alokacja była bliska docelowej. Uzyskanie
takiego efektu nie jest proste, gdyż każdy robotnik podejmuje niezależne decyzje bazując jedynie na
pewnej małej pamięci i informacji zwrotnej od jednego, obserwowanego zadania.

Nasz projekt algorytmu jest maszyną stanów składającą się ze stanu i
⇤ (robotnicy bez zadania) i k

maszyn (po jednej dla każdego zadania). Maszyna dla zadania i składa się z dwóch komponentów: F i

służy do odfiltrowania odpowiedniej liczby robotników, a O
i zapewnia utrzymanie odpowiedniej liczby

robotników pracujących w zadaniu (patrz Rysunek 2). Każdy z robotników jest niezależną maszyną i
pamięta w swojej pamięci swój stan.

4.4.2 Praca H2

W pracy [H2] analizujemy dynamikę prostego protokołu populacyjnego polegającego na uśrednianiu.
Początkowo mamy n agentów i każdy agent ma w pamięci pojedynczą wartość. Przy każdym spotkaniu,
dwaj agenci wysyłają do siebie swoje aktualne wartości. Komunikacja jest obarczona zaburzeniami, więc
jeżeli agent przekazuje wartość v, to do odbiorcy dociera v+N , gdzie N jest zmienną losową wybraną z
pewnego rozkładu N o zerowej wartości oczekiwanej. Agent następnie oblicza średnią między wartością
w pamięci, a wartością otrzymaną i nową wartość zapisuje w pamięci. Warto zauważyć, że ze względu
na zaburzenia, nowe wartości obliczone przez obu agentów po spotkaniu, niekoniecznie są takie same.

Rozważamy dwa warianty spotkań między agentami:

1. W modelu sekwencyjnym, w każdej rundzie spotyka się jedna, losowo wybrana, para agentów.

2. W modelu współbieżnym, w każdej rundzie wybierane jest losowe doskonałe skojarzenie między
agentami i następuje równoczesne spotkanie między n/2 parami agentów, zgodnie ze skojarzeniem.

Wartości agentów w rundzie t oznaczamy przez X
(t)
1 , X

(t)
2 , . . . , X

(t)
n , a bieżącą średnią w rundzie t,

oznaczamy przez �
(t) =

Pn
i=1 X

(t)
1 /n. Celem całego procesu jest obliczenie przez wszystkich agentów

wartości możliwie jak najbliższej początkowej średniej �(0). Rozważamy dwie miary zbieżności:

• suma kwadratów odległości od początkowej średniej: TSS(t) =
P

i

⇣
X

(t)
i � �

(0)
⌘2

,

• suma kwadratów odległości od bieżącej średniej �̄(t) =
P

i

⇣
X

(t)
i � �

(t)
⌘2

.

Praca [H2] zawiera następujące wyniki:

1. Przy pewnych słabych założeniach na rozkład zmiennej N , udowadniamy ograniczenia na
wartość �̄(t), co pokazuje jak proces zbiega do bieżącej średniej �(t). Nasze ograniczenia są
optymalne z dokładnością do multiplikatywnej stałej. Udowadniamy, że �̄(t) asymptotycznie
zbiega do iloczynu n i drugiego momentu E[N2] [H2, Theorem 1].

2. Pokazujemy, że jest możliwa zbieżność do aktualnej średniej, przy ograniczeniu na liczbę rund.
Udowadniamy, że przy O(n2) rundach (w modelu sekwencyjnym) wartość TSS(t) można
ograniczyć podobie jak �̄(t). Natomiast przy większej liczbie rund ⌦(n2), wartość TSS(t) ze
stałym prawdopodobieństwem istotnie odbiega od �̄(t) [H2, Corollary 2].

3. Rozważmy następnie wariant całkowitoliczbowy problemu. Zakładamy, że wtedy każdy z agen-
tów może zapamiętywać jedynie liczby całkowite. Jeżeli przy uśrednianiu, agent otrzymuje
liczbę niecałkowitą, to dokonuje on losowego zaokrąglenia do jednej z dwóch sąsiednich liczb
całkowitych. W tym wariancie otrzymujemy dokładnie analogiczne gwarancje zbieżności, jak
w punktach 1. i 2. [H2, Corollary 3].
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4. W modelu współbieżnym również udowadniamy gwarancje zbieżności takie, jak w punktach
1. i 2. z jedyną różnicą polegającą na przemnożeniu liczby rund w tych wynikach przez czynnik
2/n. [H2, Corollary 4].

5. Ostatnim wynikiem jest eksperymentalna analiza przypadku, w którym agenci mogą pamiętać
jedynie wartości z pewnego przedziału (np. jedynie wartości od 1 do 10). Uzyskujemy wtedy
istotnie szybszą rozbieżność między średnią początkową, a średnią bieżącą. To sugeruje, że
w tym modelu, wynik taki jak w punkcie 2. nie zachodzi. [H2, Section 5].

4.4.3 Praca H3

W pracy [H3] rozważamy wariant modelu dual graph w sieciach radiowych. W rozpatrywanym modelu
zakładamy, że topologia sieci jest pod częściową kontrolą adwersarza. W modelu dual graph zakłada
się, że sieć komunikacyjna jest reprezentowana przez parę grafów G = (V,E), G0 = (V,E0). Oba gra-
fy mają ten sam zbiór wierzchołków V , natomiast zbiór krawędzi E0 jest nadzbiorem E. Krawędzie z
E reprezentują pewne, niezawodne kanały komunikacji, które nie ulegną awarii w żadnym momencie
działania algorytmu. Oznacza to, że każda krawędź z E jest aktywna w każdej rundzie. Aktywne kra-
wędzie mogą transmitować wiadomości, ale również powodować kolizje. Natomiast zbiór E

0
\ E zawiera

niepewne krawędzie. Każda krawędź z E
0
\ E może w każdej rundzie być aktywna lub nieaktywna. W

klasycznym wariancie, adwersarz decyduje w każdej rundzie, które z niepewnych krawędzi będą aktywne,
więc topologia sieci komunikacyjnej może być istotnie inna z rundy na rundę. Zakładamy, że graf G jest
spójny, aby możliwe było poprawne rozwiązanie problemu globalnego rozgłaszania nawet w przypadku,
gdy adwersarz wyłączy na stałe wszystkie krawędzie z E

0
\ E.

Model komunikacyjny zakłada brak detekcji kolizji. Oznacza to, że nadawanie jest skuteczne tyl-
ko, gdy odbiorca sąsiaduje z dokładnie jedną transmitującą stacją. W pozostałych przypadkach (zero
lub więcej niż jeden transmitujący sąsiad), odbiorca otrzymuje zawsze taką samą odpowiedź od kanału
komunikacyjnego.

Istniejące prace [KLN+10,GLN13,LN15] pokazują, że efektywne rozwiązanie standardowego proble-
mu rozgłaszania nie jest możliwe w modelu dual graph bez dodatkowych silnych założeń. Natomiast w
prawdziwych sieciach radiowych, które podlegają dynamicznym zmianom topologii reprezentowanym w
modelu dual graph, proste strategie typu backoff działają na tyle efektywnie, że są stosowane w prak-
tyce. Pojawiający się paradoks, w którym problemy rozwiązywane prostymi metodami w praktyce, są
niemożliwe w abstrakcyjnych modelach zasugerował nam, że abstrakcyjny model adwersarza w modelu
dual graph jest zbyt silny i nie jest adekwatną reprezentacją dla zmian topologii w rzeczywistych sie-
ciach. W pracy [H3] proponujemy słabszy, i przez to bardziej realistyczny model adwersarza, a następnie
konstruujemy dla takiego modelu efektywne algorytmy dla problemu rozgłaszania.

Zaproponowany adwersarz opiera się na następujących dwóch założeniach:

1. Zmiany, które występują często (np. pomiędzy kolejnymi rundami) są z natury losowe. Takie zmiany
odpowiadają na przykład ruchom użytkowników, czy losowym fluktuacjom w propagacji sygnału.

2. Zmiany rzadkie (takie, które zdarzają się raz na pewną liczbę rund) mogą być adwersarialne. Takie
zmiany odpowiadają na przykład rekonfiguracji sieci, kataklizmom, awariom zasilania, czy innym
gwałtownym zdarzeniom mogącym zaburzyć działanie sieci.

Zgodnie powyższymi założeniami zaproponowaliśmy model adwersarza z parametrem ⌧ , który raz na ⌧

rund może zredefiniować rozkład prawdopodobieństwa, według którego w kolejnych rundach są losowane
krawędzie ze zbioru E

0
\ E. Wylosowane krawędzie są dodawane do sieci jako aktywne, a pozostałe

pozostają nieaktywne. Jeżeli rozkład prawdopodobieństwa nie jest zmieniony, to w kolejnych rundach
zmiany w topologii sieci są losowe. Natomiast raz na ⌧ rund, adwersarz może wyznaczyć zupełnie nowy
rozkład prawdopodobieństwa na podzbiorach E

0
\ E.

W takim modelu udowadniamy, że czas O
�
�1/⌧

⌧
2 log n/ log�

�
jest wystarczający do rozwiązania z

dużym prawdopodobieństwem3 problemu lokalnego rozgłaszania w sieciach rozmiaru n, o maksymalnym
stopniu wierzchołka �. Nasz algorytm bazuje na klasycznym podejściu exponential backoff, gdzie rundy
są pogrupowane w cykle o pewnej długości t i w i-tej rundzie cyklu każda ze stacji, która ma wiado-
mość do przekazania, transmituje z prawdopodobieństwem p

i, dla pewnej wartości p < 1. W pracy [H3]
3Z dużym prawdopodobieństwem oznacza z prawdopodobieństwem co najmniej 1� 1/n.
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znajdujemy odpowiednie wartości parametrów p i t (w zależności od � i ⌧) i dowodzimy, że otrzymany
algorytm wykazuje się odpornością na wyżej zdefiniowanego adwersarza [H3, Theorem 6]. Pokazaliśmy
również, że czas ⌦(�1/⌧

⌧
2
/ log�) jest wymagany, jeżeli ⌧ = O(log�/ log log�) [H3, Theorem 8]. Ko-

rzystając z wyników dla rozgłaszania lokalnego skonstruowaliśmy również ograniczenie górne i dolne na
czas algorytmu globalnego rozgłaszania [H3, Theorem 9, Theorem 10].

W pracy [H3] analizujemy również inny wariant zmiennej topologii: (l, ⌧)-adwersarza. Taki adwersarz,
ma możliwość w każdej rundzie zmiany stanu nie więcej niż l-krawędzi ze zbioru E

0
\ E w bezpośred-

nim otoczeniu każdego wierzchołka, Natomiast raz na ⌧ rund adwersarz ma możliwość zmiany stanu
wszystkich krawędzi z E

0
\E. Dla takiego adwersarza pokazaliśmy, że dla l = O

�
�1/⌧

�
istnieje algorytm

lokalnego rozgłaszania o czasie działania O
�
�1/⌧

⌧ log(1/")
�

z prawdopodobieństwem 1�" [H3, Theorem
11].

4.4.4 Praca H4

W pracy [H4] rozważamy problem wyboru lidera w modelu single-hop. W tym modelu, sieć komunika-
cyjna jest kliką, zatem możliwa jest komunikacja między dowolnymi dwiema stacjami, ale jednoczesne
nadawanie dowolnych dwóch stacji powoduje kolizje. W tej pracy rozważamy model komunikacyjny z
detekcją kolizji, gdzie cisza i kolizja są rozróżnialne przez stacje. Wspólny kanał komunikacyjny może
w każdej rundzie być w tym modelu w jednym z trzech stanów: Null (żadna stacja nie nadaje), Single
(dokładnie jedna stacja nadaje) i Collision (co najmniej dwie stacje nadają).

Dodatkowymi utrudnieniami, które sprawiały, że model jest bardziej realistyczny, jest brak znajomości
globalnych parametrów (takich jak rozmiar sieci n) i występowanie (T, 1�")�adwersarza, definiowanego
w następujący sposób. Taki adwersarz ma możliwość blokowania rund czasowych, gdzie zablokowana
runda jest w stanie nierozróżnialnym od stanu Collision niezależnie od liczby stacji transmitujących.
Liczba rund blokowanych przez adwersarza w każdym oknie czasowym długości w � T , jest ograniczona
przez (1� ")w. Taki adwersarz jest rozważany w literaturze pod nazwą jammer [ARS08,BKL+13].

Pomimo, że łamanie symetrii w tym modelu jest możliwe jedynie przy pomocy rund czasowych, w któ-
rych występuje Single, a adwersarz ma możliwość zablokowania zdecydowanej większości rund, w [H4]
pokazujemy, że jest możliwy efektywny wybór lidera. Dla dowolnego stałego " i dla T = O(log n) skon-
struowaliśmy algorytm działający z dużym prawdopodobieństwem w czasie O(log n) [H4, Theorem 2.6].
Co ciekawe, czas ⌦(log n) dla algorytmów działających z dużym prawdopodobieństwem jest wymagany
nawet bez adwersarza i nawet przy znanym n.

Dla dowolnych " > 0, T znaleźliśmy algorytm działający w czasie O

⇣
log(1/")

"3 log n
⌘

jeżeli T 

logn
"3 log(1/") i O

⇣
max {log log

⇣
T

" logn

⌘
, log(1/") log log(1/")} · T

⌘
w przeciwnym przypadku [H4, Theorem

2.9]. Dodatkowo pokazaliśmy, że czas ⌦(max{log n/", T}) jest ograniczeniem dolnym na czas działania
każdego algorytmu działającego w tym modelu z dużym prawdopodobieństwem sukcesu [H4, Lemma
2.7].

W algorytmie wyboru lidera w tym modelu wystarczy uzyskać jedną rundę w stanie Single, aby
dokonać wyboru lidera. Wtedy liderem zostaje stacja, której udaje się nadać, przy założeniu, że stacja
nadająca może jednocześnie słuchać i jest świadoma swojej ewentualnej udanej transmisji (to założenie
nazywamy Full-Duplex albo strong-CD). Podejściem, jakie zastosowaliśmy w pracy, była aproksymacja
łącznej liczby stacji n. Łatwo zauważyć, że (bez adwersarza) jeżeli wszystkie n stacji nadaje niezależnie
z prawdopodobieństwem p, to dla p ⌧ 1/n z dużym prawdopodobieństwem kanał będzie w stanie Null.
Natomiast, jeżeli stacje nadają z p � 1/n, to z dużym prawdopodobieńswem stan kanału będzie Collision.
Nadawanie z prawdopodobieństwem 1/n skutkuje wynikiem Single ze stałym prawdopodobieństwem.

Bazując na tych obserwacja możemy zwiększać lub zmniejszać naszą aproksymację, w zależności od
odpowiedzi od kanału, tak aby zbliżyć się do poprawnej wartości n. Kluczowym przy konstrukcji naszych
algorytmów jest to, że każda runda, w której interweniuje adwersarz, jest odbierana przez stacje jako
Collision, zatem Null jest zawsze wiarygodny. Korzystając z tego, w naszym algorytmie aproksymującym
n, redukujemy istotność odpowiedzi Collision, aby adwersarz (który może spowodować Collision w bardzo
dużej frakcji rund czasowych) nie miał możliwości zwiększania naszej aproksymacji w nieskończoność.
Odpowiednia wartość tej redukcji zależy od siły adwersarza (parametru "). W ten sposób konstruujemy
pierwszy algorytm w pracy [H4]. Kolejny algorytm pozbywa się założenia strong-CD i działa w modelu
weak-CD, gdzie stacja nie może jednocześnie transmitować i odbierać transmisji. Ostatni algorytm usuwa
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założenie o znajomości " przez aproksymację tego parametru. Praca [H4] uzyskuje przy tych samych
założeniach lepszą złożoność czasową od istniejących rozwiązań [ARS08,RSSZ11,ARS+14].

4.4.5 Praca H5

W pracy [H5] pokazujemy dwie granice dolne na czas deterministycznej eksploracji grafów w modelu z
pamięcią wyłącznie na wierzchołkach. Rozważane grafy są anonimowe (brak identyfikatorów na wierz-
chołkach), nieskierowane i mają poetykietowane porty. Ostatnia własność modelu polega na tym, że w
każdym wierzchołu o stopniu d, krawędzie wychodzące z tego wierzchołka są ponumerowane {1, 2, . . . , d}.
Dodatkowo, w tej pracy zakładamy, że agent wchodząc do wierzchołka, nie jest świadomy portu którym
wszedł. W takim modelu (deterministyczny, bez pamięci na agencie) łatwo zauważyć, że w każdym
wierzchołku pamięć log2 d jest konieczna, żeby algorytm odwiedził wszystkie wierzchołki dowolnego gra-
fu. Mając taką liczbę bitów pamięci, możliwe jest zaimplementowanie algorytmu rotor-router4, którego
czas eksploracji grafów o średnicy D i liczbie krawędzi m jest O(mD) [YWB03].

W pracy [H5] rozważamy model, w którym agent ma nieograniczoną pamięć na każdym z wierzchoł-
ków. Pokazujemy, że w tym modelu dowolny algorytm potrzebuje w najgorszym przypadku (n � 1)2

rund, żeby wyeksplorować ścieżkę długości n. Dokładnie taka sama liczba rund jest potrzebna w naj-
gorszym przypadku dla algorytmu rotor-router, więc pokazujemy, że dodatkowa pamięć nie daje w tym
przypadku żadnego przyspieszenia. Drugim wynikiem pracy jest dowód, że dla dowolnego algorytmu z
nieograniczoną pamięcią na wierzchołku istnieje graf w którym ten algorytm potrzebuje ⌦(mD) rund,
aby ukończyć eksplorację. Ten wynik pokazuje, że w modelu z pamięcią wyłącznie na wierzchołkach,
algorytm, który używa minimalnej możliwej pamięci, jest astyptotycznie optymalny czasowo.

4.4.6 Praca H6

W pracy [H6] zajmujemy się problemem rozgłaszania w sieciach radiowych przy ograniczonej liczbie
nadawań. Zakładamy, że każda ze stacji w sieci ma prawo nadać maksymalnie O(')-krotnie podczas
całego algorytmu (taki wariant jest też znany pod nazwą k-shot broadcast5 [KP16]).

W tym problemie, zakładamy model bez detekcji kolizji, więc aby odbiorca uzyskał jakąkolwiek infor-
mację, w jego otoczeniu musi nadawać dokładnie jedna stacja. Typowe rozwiązania problemu rozgłaszania
w tym modelu opierają się na podejściach typu uniform, gdzie każda ze stacji, która ma wiadomość do
nadania, nadaje niezależnie z pewnym prawdopodobieństwem (np. algorytmy w pracy [H3] są tego ty-
pu). Analiza takich algorytmów jest ułatwiona ze względu na niezależność transmisji między rundami.
Niestety tutaj podejścia tego typu nie działają z dwóch powodów. Po pierwsze prawdopodobieństwo
skutecznej transmisji w algorytmach uniform jest zawsze co najwyżej pewną stałą (około 1/e), więc aby
uzyskać duże prawdopodobieństwo sukcesu należałoby transmitować ⌦(log n) razy, więc z niezerowym
prawdopodobieństwem pewna stacja mogłaby nadawać ⌦(log n). Natomiast w pracy [H6] ograniczenie
na energię jest sublogarytmiczne (a nawet stałe). Ponadto wymagamy, żeby ograniczenie na energię było
zawsze zachowane (a nie tylko z dużym prawdopodobieństwem). Po drugie, optymalne prawdopodobień-
stwo nadawania zależy od liczby stacji, które mają wiadomość do nadania w pewnym otoczeniu, a taka
wartość nie jest znana.

Aby poradzić sobie z drugiem problemem, w naszym algorytmie, gdy chcemy rozwiązać konflikt
między pewną grupą stacji, dzielimy je losowo na niejednorodne podgrupy. Pokazujemy, że niezależnie
od początkowego rozmiaru grupy, znajdziemy niepustą podgrupę o określonym rozmiarze co najwyżej
O
�
n
1/'

/' · log n
�
. Nie wiemy, która podgrupa ma ten rozmiar, ale wiemy, że taka istnieje. Następnie,

aby poradzić sobie z pierwszym problemem zaproponowaliśmy w naszym algorytmie podprocedurę roz-
wiązywania konfliktów w podgrupie, bazującą na klasycznym, dobrze przebadanym zagadnieniu Balls
into Bins [RS98], znanym również pod nazwą Random Mapping [FO89]. W tej podprocedurze, jesteśmy
w stanie zagwarantować duże prawdopodobieństwo skutecznej transmisji. Dodatkowo każda stacja w
podprocedurze wykonuje dokładnie jedno nadawanie. Aby podprocedura działała z dużym prawdopodo-
bieństwem, jest wymagane ograniczenie O

�
n
1/'

/' · log n
�

na liczbę stacji uczestniczących w niej jedno-
cześnie, ale to jest już zagwarantowane dzięki podziałowi na podgrupy. Te dwie procedury są głównymi

4Algorytm rotor-router polega na wybieraniu przez agenta portów przy kolejnych wizytach w danym wierzchołku,
zgodnie z regułą round-robin, czyli po kolei porty 1, 2, . . . , d, 1, 2, . . . , d, . . .. Aby zaimplementować taką procedurę na każdym
wierzchołku wystarczy log2 d bitów, gdyż wystarczy pamiętać pozycję w sekwencji.

5Oznaczenie k odpowiada oznaczeniu ' w pracy [H6].
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składnikami naszego pierwszego algorytmu działającego w czasie O
�
D · n

1/'
· '

�
w.h.p. i używającego

mniej niż 2' transmisji dla każdej stacji w grafach rozmiaru n i średnicy D [H6, Theorem 2.2].
Drugim wynikiem jest algorytm rozwiązujący globalne rozgłaszanie w czasie O((D + log n) log n) i

używający O(log n/ log log n) jednostek energii [H6, Theorem 2.3]. Złożoność czasowa naszego drugiego
algorytmu jest taka sama jak klasycznego algorytmu Decay [BGI92], natomiast złożoność energetyczna
jest niższa. W pracach [ABLP91,KM98] autorzy pokazali, że w sieciach radiowych nie istnieje algorytm
działający szybciej niż ⌦(D log(n/D) + log2 n). Dodatkowo pokazujemy ograniczenie dolne mówiące, że
każdy algorytm o złożoności polilogarytmicznej ze względu na n (nawet w grafach o stałej średnicy)
potrzebuje ⌦(log n/ log log n) jednostek energii [H6, Theorem 3.1]. Pokazaliśmy tym samym, że nasz
algorytm, o asymptotycznie optymalnej złożoności czasowej (dla większości wartości parametrów n i
D) ma złożoność energetyczną, której nie da się poprawić bez istotnego wydłużenia czasu działania
algorytmu.

4.4.7 Praca H7

W pracy [H7] zajmujemy się czasem eksploracji (cover time) dla wielu błądzeń losowych na ścieżce i wie-
lowymiarowych kratach. Praca [AAK+11] jako pierwsza pokazała, że wiele błądzeń losowych działających
współbieżnie eksploruje niektóre grafy szybciej, niż pojedyncze błądzenie. Czas eksploracji pojedyncze-
go błądzenia jest zdefiniowany jako wartość oczekiwana zmiennej losowej będącej liczbą rund, po której
wszystkie wierzchołki zostaną odwiedzone przez błądzenie. Punkt startowy jest brany jako ten, który po-
woduje największą oczekiwaną wartość tej zmiennej. Dla wielu błądzeń, czas eksploracji jest zdefiniowany
jako wartość oczekiwaną zmiennej będącej liczbą rund, po której każdy wierzchołek jest odwiedzony przez
dowolne z błądzeń. Zakładamy, że wszystkie błądzenia startują z tego samego wierzchołka (wybranego
tak, aby zmaksymalizować czas eksploracji). Wartość, którą badamy w pracy [H7] jest przyspieszenie,
czyli iloraz czasu eksploracji jednego błądzenia i k błądzeń na takim samym grafie.

W pracy [AAK+11] autorzy postawili hipotezę że ⌦(log k) i O(k) są ograniczeniami na przyspieszenie,
które zachodzą dla każdego grafu. W literaturze jest wiele wyników, które pokazują, że przyspieszenie
dla różnych klas grafów zawiera się w tych ograniczeniach, jednak obie te hipotezy dla ogólnych grafów
pozostają otwarte.

Pierwszym wynikiem w pracy [H7] jest dokładna analiza czasu eksploracji dla ścieżki [H7, Main result
1]. Inspiracją był fascynujący przykład w pracy [ER09], gdzie autorzy pokazali, że dla ścieżki długości 3
i dla dwóch agentów przyspieszenie wynosi 2.25. W pracy [H7] pokazujemy, że dla dowolnie długiej ścieżki
i dla dwóch agentów, efekt synergii wciąż zachodzi i przyspieszenie jest większe niż 2 [H7, Theorem 4.9].
Jednak dla k � 3 pokazujemy, że przyspieszenie jest już mniejsze niż k [H7, Theorem 4.3]. Oczywiście nie
obala to hipotezy, że przyspieszenie jest zawsze O(k), gdyż przyspieszenie powyżej k zachodzi tylko dla
k = 2 i dodatkowo bardzo nieznacznie przekracza 2, jednak jest to ciekawe, że takie efekty zachodzą nawet
w grafach o dowolnej liczbie wierzchołków.

Drugim wynikiem [H7] jest asymptotyczna analiza czasów eksploracji dla wielowymiarowych krat. Dla
krat o wymiarze d � 3 i n wierzchołkach pokazaliśmy, że czas wynosi ⇥(n log n/k) dla k 2 [1, n1�2/d log n],
natomiast dla k 2 [n1�2/d log n, n], czas eksploracji wynosi O

�
n
2/d

/ log(k/(n1�2/d log n))
�

[H7, Main re-
sult 3]. To pokazuje, że przyspieszenie jest liniowe dla k  n

1�2/d log n i logarytmiczne dla większej
liczby błądzeń. Analogiczne wyniki uzyskaliśmy również dla d = 2 [H7, Main result 2]. Taki progowy
fenomen, gdzie przyspieszenie zmienia się wraz ze zmianą k był już obserwowany w literaturze dla innych
grafów [ES11], jak również dla modelu derandomizowanych błądzeń losowych (rotor-router) [KP14].

4.5 Podsumowanie
W pracach składających się na dzieło habilitacyjne otrzymaliśmy następujące najważniejsze wyniki:

1. W pracy [H1] skonstruowaliśmy algorytm efektywnej alokacji zadań w koloniach owadów społecz-
nych w modelu z niepewną informacją zwrotną.

2. W pracy [H2] przebadaliśmy zbieżność procesu uśredniania w modelu z losowym szumem w komu-
nikacji.

3. W pracy [H3] pokazaliśmy, że prosty algorytm typu back-off jest skutecznym narzędziem do komu-
nikacji w modelu z realistycznym adwersarzem modyfikującym topologię sieci.
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4. W pracy [H4] skonstruowaliśmy algorytmy wyboru lidera w sieci single-hop z detekcją kolizji dzia-
łające pomimo bardzo silnego adwersarza typu jammer.

5. W pracy [H5] pokazaliśmy, że algorytm eksploracji używający minimalnej możliwej (logarytmicz-
nej) pamięci na wierzchołkach nie może zostać przyspieszony nawet przez dodanie nieograniczonej
pamięci na wierzchołkach.

6. W pracy [H6] pokazaliśmy, jak zmodyfikować popularny algorytm komunikacyjny tak, aby bez
straty na złożoności czasowej, zużywał mniej energii.

7. W pracy [H7] przeanalizowaliśmy czas eksploracji krat wielowymiarowych przez wiele błądzeń lo-
sowych.

W przedstawionych pracach analizowaliśmy algorytmy rozproszone z punktu widzenia odporności na za-
burzenia, działania adwersarza i ograniczenia w zasobach. Każde z problemów, które analizowaliśmy, były
już rozważane w literaturze w modelach bez proponowanych przez nas ograniczeń. Rozszerzenie analizy
problemów rozproszonych o modele z takimi utrudnieniami zwiększa ich niezawodność (w przypadku
modeli z zaburzeniami i adwersarzem) i oszczędność (w przypadku modeli z ograniczonymi zasobami).
Obie te cechy mają duże znaczenie z punktu widzenia wdrożenia systemu w praktyce. W przypadku
modelu kolonii mrówek, włączenie niepewności do obserwacji zwiększa realizm naszego modelu.

5 Informacja o wykazywaniu się istotną aktywnością naukową

albo artystyczną realizowaną w więcej niż jednej uczelni, in-

stytucji naukowej lub instytucji kultury, w szczególności za-

granicznej.

• 08.2017–04.2019 MIT, Stany Zjednoczone W latach 2017 - 2019 byłem na dwuletnim stażu
podoktorskim na MIT w grupie prof. Nancy Lynch. Brałem udział w projekcie dotyczącym sieci
radiowych ze stochastycznym adwersarzem, czego efektem jest praca [H3]. Ponadto uczestniczyłem
w projekcie dotyczącym algorytmów dla koloni owadów, czego efektem jest praca [H1]. Dodatkowo,
podczas gdy MIT odwiedził dr Yannic Maus, razem z dr Frederikiem Mallmann-Trenn rozpoczęli-
śmy współpracę naukową na temat protokołów populacyjnych, co zaowocowało pracą [H2]. Podczas
wizyt na Politechnice Wrocławskiej, prowadziliśmy razem z dr hab. Markiem Klonowskim badania
nad efektywnym energetycznie algorytmem rozgłaszania. Wyniki tych badań zostały opublikowane
w pracy [H6].

• 11.2014–10.2015 University of Cambridge, Wielka Brytania W latach 2014-2015, podczas
rocznego stażu na uniwersytecie w Cambridge zajmowałem się głównie analizą wielu błądzeń lo-
sowych w zespole dr Thomasa Sauerwalda. Efektem tych badań jest praca [H7]. W tym samym
czasie, podczas wizyt na Politechnice Wrocławskiej, pracowaliśmy razem z dr hab. Markiem Klo-
nowskim nad rozwiązaniem problemu wyboru lidera w modelu z adwersarzem. Rezultaty zostały
opublikowane w [H4].

6 Informacja o osiągnięciach dydaktycznych.

• W 2018 roku byłem autorem tematów projektów studenckich do przedmiotu Distributed algorithms,
prowadzonego przez prof. Nancy Lynch na MIT.

• W 2015 roku prowadziłem ćwiczenia do przedmiotu Advanced algorithms, którego wykładowcą był
dr Thomas Sauerwald na uniwersytecie w Cambridge.

• Byłem współpromotorem pracy magisterskiej Artura Menca na Politechnice Wrocławskiej, ocenio-
nej na ocenę celującą.
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7 Omówienie pozostałych osiągnięć naukowych.

7.1 Nagrody
• Best Paper Award OPODIS 2018 za artykuł On Simple Back-Off in Unreliable Radio Networks,

którego współautorami byli Seth Gilbert, Nancy Lynch i Calvin Newport.

• Prix de thèse 2015. Moja praca doktorska zdobyła specjalną nagrodę jury w konkursie Prix de
thèse 2015 na uniwersytecie w Bordeaux6.

• Best Paper Award ICALP 2013 za artykuł Fast Collaborative Graph Exploration, którego
współautorami byli Dariusz Dereniowski, Yann Disser, Adrian Kosowski i Przemysław Uznański.

7.2 Pozostałe publikacje
Moje pozostałe osiągnięcia naukowe, opublikowane po obronie doktoratu to: osiem publikacji konferencyj-
nych [CGG+14,CKPP15,BKK+16,BCG+16,KKP16,CGK+16b,CGK+16a,GKP17], trzy artykuły czaso-
pismowe [DKP15,BCG+19,BKK+20], pięć artykułów czasopismowych zawierających rozszerzone wersje
artykułów wchodzących w skład mojej pracy doktorskiej [DDK+15,DKPU16,CDG+17,KKPS17,KP19]
oraz dwie publikacje konferencyjne złożone do recenzji.

7.2.1 Problemy dla mobilnych robotów

W cyklu prac [CGG+14,CKPP15,BCG+16,CGK+16b,CGK+16a,BCG+19] rozważamy różne problemy
(m.in. ewakuacji i przeszukiwania) dla robotów mobilnych w środowiskach ciągłych.

Ewakuacja W pracy [CGG+14] rozważamy k mobilnych robotów umieszczonych na okrągłym dysku
o jednostkowym promieniu. Wszystkie roboty mają za zadanie, w jak najkrótszym czasie opuścić dysk
przez, początkowo nieznany, punkt wyjściowy umieszczony na brzegu dysku. Zakładamy, że wszystkie
roboty mają identyczną prędkość i rozpoczynają algorytm na środku dysku. Rozważamy dwa warianty
komunikacji między robotami:

• Przy komunikacji lokalnej roboty mogą się poinformować o pozycji wyjścia jedynie przy spotkaniu.

• Przy komunikacji bezprzewodowej roboty mogą się komunikować w dowolnym momencie.

W [CGG+14] udowadniamy liczne ograniczenia na optymalny czas ewakuacji (patrz Tabela 1).

Model komunikacji Ograniczenie k = 2 k = 3 k � 4

Lokalna
Górne

Dolne

⇠5.74

⇠5.199

⇠5.09

⇠4.519

3 + 2⇡
k

3 + 2⇡
k �O(k�2)

Bezprzewodowa
Górne

Dolne

⇠4.83

⇠4.83

⇠4.22

⇠4.159

3 + ⇡
k +O(k�4/3)

3 + ⇡
k

Tabela 1: Ograniczenia na czas ewakuacji dla k � 2 robotów

W pracy [BCG+19] (i w jej wersji konferencyjnej [BCG+16]) rozważamy problem ewakuacji dla
dwóch robotów o różnych prędkościach na nieskończonej linii. Zakładamy, że szybszy robot ma prędkość
1, a wolniejszy ma prędkość v  1, a punkt wyjściowy jest położony w odległości d od punktu startu
(wartość d nie jest znana dla robotów).

W modelu z komunikacją lokalną dla v >
1
3 , udowadniamy ograniczenie dolne 9d � o(d) na czas

ewakuacji. Dla v >
1
3 , czas ewakuacji 9d jest również ograniczeniem górnym [CGGM15]. Dla v 

1
3

pokazujemy strategię o czasie działania 1+3v
v�v2 d i udowadniamy, że jest optymalna.

6Jest konkurs, w którym corocznie wyłanianych jest czterech laureatów z różnych dziedzin.

15



W modelu z komunikacją bezprzewodową, konstruujemy algorytm o czasie ewakuacji 2+v+
p
v2+8v

2v d.
Nasz algorytm w modelu z komunikacją bezprzewodową osiąga krótszy czas ewakuacji niż dowolny algo-
rytm w modelu z komunikacją lokalną dla v >

p
17� 4 ⇡ 0.123, co pokazuje, że komunikacja bezprzewo-

dowa jest przydatna w pewnych zakresach prędkości. Co ciekawe, pokazujemy również ograniczenie dolne,
które mówi, że dla v 

p
17 � 4 nasz algorytm dla komunikacji lokalnej jest również optymalny dla ko-

munikacji bezprzewodowej. To pokazuje, że dla pewnego zakresu prędkości, komunikacja bezprzewodowa
nie pozwala na szybszą ewakuację.

Patrolowanie W problemie patrolowania odcinka robotami, analizowanym w pracach [CGK+16b,
CGK+16a], każdy z robotów może poruszać się w jednym z dwóch trybów: chodzenie i patrolowanie.
W tych trybach robot porusza się z różnymi maksymalnymi prędkościami. Celem problemu jest znale-
zienie takiego nieskończonego harmonogramu poruszania (i zmiany trybów) dla robotów, aby zminima-
lizować czas nieobecności. Ta wartość jest zdefiniowana jako maksymalny (po wszystkich punktach) czas
pomiędzy kolejnymi odwiedzinami punktu przez robota w trybie patrolowania.

Pierwszym wynikiem prac [CGK+16b, CGK+16a] jest scentralizowana konstrukcja harmonogramu
osiągająca optymalny czas nieobecności. Następnie pokazujemy, w jaki sposób rozproszony system robo-
tów (bez centralnej kontroli) może zbiegać do optymalnego harmonogramu. W [CGK+16b] rozważamy
taką zbieżność dla dwóch robotów, a w [CGK+16a] dla trzech i czterech robotów.

Interesującym zastosowaniem zdefiniowanego problemu patrolowania jest następujący problem trans-
portowy, który nazwaliśmy problemem regularnych dostaw. Zakładamy, że jeden koniec odcinka jest
źródłem produktów, które należy regularnie dostarczać na drugi koniec odcinka. Ponadto, robot nio-
sący produkt, porusza się wolniej niż bez produktu. W pracach [CGK+16b,CGK+16a] pokazujemy, że
algorytmy patrolowania mogą być wykorzystane jako algorytmy dla problemu regularnych dostaw.

Komunikacja na linii W pracy [CKPP15] rozważamy problemy komunikacyjne dla grupy robotów
poruszających się ze stałymi, różnymi prędkościami na linii. Każdy z robotów posiada pewną informację
i zakładamy, że dwa roboty przy spotkaniu mogą wymienić się informacjami (początkowymi, i tymi które
zdobyły przy innych spotkaniach). Dodatkowo, przy spotkaniu następuje wymiana prędkości (zgodnie z
regułami zderzenia sprężystego dla ciał o równych masach). Liczba takich kolizji jest skończona [Sev93],
więc możemy zastanawiać się na przykład jaki będzie zasięg informacji początkowo posiadanej przez
robota ri.

Pokazujemy warunki konieczne i wystarczające na stan początkowy robotów, żeby informacja od ro-
bota ri przedostała się do robota rj (dla dowolnych ri i rj). Dodatkowo udowadniamy warunki konieczne
i wystarczające na rozwiązanie podstawowych problemów komunikacyjnych (gossiping, convergecast, roz-
głaszanie). Te warunki zależą wyłącznie od początkowej kolejności robotów i ich prędkości, a nie zależą
od początkowych pozycji.

7.2.2 Poziom symetrii (level of symmetry)

Anonimowy graf z poetykietowanymi portami jest grafem nieskierowanym, w którym wierzchołki nie mają
etykiet, ale w każdym wierzchołku o stopniu d, krawędzie wychodzące z tego wierzchołka są poetykieto-
wane etykietami ze zbioru {1, 2, . . . , d} (oba końce tego samego wierzchołka mogą mieć inne etykiety).
Widok z wierzchołka jest nieskończonym drzewem wszystkich spacerów rozpoczynających się w tym
wierzchołku. Widok z wierzchołka v ograniczony do pewnego poziomu t jest całą wiedzą, jaka może być
zdobyta przez wierzchołek v w t rund rozproszonego algorytmu, na przykład w modelu komunikacyjnym
Local. Poziom symetrii jest minimalną wartością �, taką, że jeżeli widoki z dwóch wierzchołków v i w
ograniczone do poziomu � są identyczne, to całe nieskończone drzewa widoków z v i w są identyczne. Za-
tem poziom symetrii ma istotne znaczenie dla wszystkich problemów wymagających deterministycznego
łamania symetrii (jak wybór lidera), gdyż jest to ograniczenie na liczbę rund, do której jest możliwe roz-
różnienie wierzchołków przy pomocy widoków [FP15]. W pracy [Hen14] autor udowadnia granicę dolną
O(D log(n/D)) na poziom symetrii, dla dowolnych grafów o średnicy D i liczbie wierzchołków n.

W pracy [DKP15] konstruujemy rodzinę zbiorów, dla której ⌦(D log(n/D)) jest ograniczeniem dolnym
na poziom symetrii, pokazujemy zatem optymalność wyniku z pracy [Hen14].

W pracy [KKP16] pokazujemy, że losowe etykietowanie portów ma poziom symetrii O(min{D, log n})
w.h.p., ponadto pokazujemy, jak deterministycznie w czasie wielomianowym skonstruować takie poety-
kietowanie.
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7.2.3 Aproksymacja rozmiaru (size approximation)

W pracy [BKK+20] (wersja konferencyjna: [BKK+16]) zajmujemy się problemem aproksymacji rozmiaru
w sieciach radiowych Ad-hoc. W tych pracach zakładamy sieć single-hop, gdzie każde dwie stacje mogą
się komunikować (sieć komunikacyjna jest kliką). Modelem komunikacyjnym w tych pracach jest Beeping
Model, gdzie wspólny kanał jest w każdej rundzie komunikacyjnej w jednym z dwóch stanów:

• Silence, żadna stacja nie nadaje w tej rundzie,

• Beep, co najmniej jedna stacja nadaje w tej rundzie.

W tym modelu nie jest możliwe przesłanie żadnej treści w wiadomości, a cały protokół jest oparty jedynie
na tych dwóch stanach kanału Silence i Beep. W takim prostym modelu komunikacyjnym jest możliwe
rozwiązywanie nawet skomplikowanych problemów [GN15] i ma on również interesujące powiązanie z
obliczeniami w sieciach biologicznych [AAB+11].

W pracach [BKK+16,BKK+20] pokazujemy algorytm, w którym każda stacja oblicza (1+")-aproksymację
łącznej liczby stacji w sieci n w czasie O(log log n+log f/"2) z prawdopodobieństwem co najmniej 1�1/f .
Nasz algorytm należy do klasy algorytmów uniform, w której w każdej rundzie każda stacja transmituje
niezależnie z identycznym prawdopodobieństwem p (to prawdopodobieństwo może się zmieniać z rundy
na rundę w zależności od stanu kanału). Pokazujemy również ograniczenie dolne ⌦(log log n+ log f/"2)
na czas aproksymacji rozmiaru dowolnym algorytmem typu uniform.

7.2.4 Ukrywanie w sieciach

W pracy [GKP17] zakładamy, że pewna liczba mobilnych agentów pracuje nad pewnym zadaniem w
grafie. Wierzchołki, w których pracują agenci jest informacją wrażliwą i nie chcemy żeby adwersarz
zdobył jakąkolwiek informację na ich temat. Adwersarz może sprawdzić pozycje agentów, ale na krót-
ko przed takim sprawdzeniem agenci są o tym informowani i mają możliwość zmiany swojej pozycji.
Chcemy zaprojektować taki algorytm przemieszczania, aby po możliwie małej liczbie rund, końcowa
pozycja agentów ujawniała mało informacji (w sensie informacji wzajemnej) o początkowej pozycji. W
pracy [GKP17] prezentujemy algorytmy i ograniczenia dolne na liczbę rund potrzebną do ukrycia w
zależności od znajomości przez agentów topologii grafu oraz dostępności pamięci i losowości.
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