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KROTKI ZARYS

Niezwykle waznym tematem we wspoétczesnej algorytmice jest badanie podstawowych wlasnosci
dynamicznie zmieniajacych sie sieci, zwanych grafami dynamicznymi. W rzeczywistych sytuacjach
polaczenia i wezly sieci moga zanika¢ lub pojawiaé¢ sie i wazne jest posiadanie skutecznego
sposobu monitorowania podstawowych wlasciwosci takiej sieci. Narzedziami do osiagniecia tego
celu sa grafowe algorytmy online oraz dynamiczne.

Tematem przewodnim niniejszego opracowania jest pewien kompromis pomiedzy algorytmami
online a algorytmami dynamicznymi, ktéry figuruje w literaturze pod nazwg algorytmoéow dy-
namicznych z ograniczonym budzetem na liczbe zmian. Model ten jest interesujacy zaréwno z
punktu widzenia algorytméw online jak i z punktu widzenia algorytméw dynamicznych. Mozna
nawet pokusi¢ sie o stwierdzenie, ze model ten jest pomostem pomiedzy tymi dwoma dziedzinami.

W grafowych algorytmach online najczesciej przyjmuje sie model inkrementalny, gdzie dy-
namiczny graf zmienia sie w czasie poprzez dodawanie do niego kolejnych wierzchotkéw badz
krawedzi. Dla zadanego problemu obliczeniowego celem jest utrzymywanie rozwigzania po kazdej
aktualizacji grafu. Co wazne, w konstruowanym rozwiazaniu nie mozna wycofywac sie z uprzed-
nio podjetych decyzji, co oznacza ze rozwiazanie kazdej kolejnej instancji jest rozszerzeniem
rozwiazania dla poprzedniej. Takie ograniczenie algorytmu online podyktowane jest naturag nie-
ktorych probleméw obliczeniowych. Klasycznym przykladem jest tu szeregowanie zadan, ktére
pojawiaja sie w czasie, muszg zostaé przydzielone natychmiast, zas wywtlaszczanie jest zbyt
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kosztowne. Ograniczenie to prowadzi do wielu bardzo pesymistycznych ograniczen dolnych na
jako$é rozwigzania mozliwego do utrzymywania w modelu online - bardzo czesto rozwiazanie
to musi by¢ dalekie od optymalnego. Naturalnym pytaniem jest czy dolne ograniczenia beda
rownie pesymistyczne, jedli algorytm bedzie mial mozliwo$¢ wycofania sie z ograniczonej liczby
wezesniejszych decyzji. Réwnie naturalnym pytaniem jest proba uzaleznienia jakosci rozwiazania
od ilosci dostepnych zmian decyzji. Model z ograniczonym budzetem zmian narzuca algoryt-
mowi ograniczenie (czyli budzet) na liczbe dostepnych zmian decyzji, i pyta jak dobre moze
by¢ rozwiazanie przy zadanym budzecie zmian. Jak sie okaze, czesto nawet bardzo niewielki bu-
dzet zmian pozwala uzyska¢ duzo lepsze rozwigzanie. Nawet w przypadku typowych problemdéw
online, jak szeregowanie zadan, kilka zmian w postaci wywlaszczenn moze by¢ niewygérowana
ceng za znaczacy poprawe jakosci rozwigzania. W obu wspomnianych modelach: online oraz z
budzetem zmian, punktem ciezkoéci jest teoretyczna mozliwo$é utrzymywania rozwiazania o
zadanej jakosci, nie za$ ewentualna ztozono$é czasowa algorytmu.

ZYozono$¢ czasowa jest zas kluczowym kryterium w grafowych algorytmach dynamicznych.
Tu réowniez wejsciem dla algorytmu jest dynamiczny graf, zas algorytm powinien utrzymywaé
informacje na temat rozwiazania zadanego problemu obliczeniowego. Informacja utrzymywana
przez algorytm powinna umozliwiaé¢ efektywne zadawanie zapytan o rozwigzanie, powinna ona
rowniez by¢ efektywnie aktualizowana po kazdej zmianie dynamicznego grafu. Poza jakoScia
utrzymywanego rozwiazania, gtéwnym celem jest tu efektywnos$é¢ aktualizacji danych oraz
efektywnos¢é zapytan o rozwiazanie. Warto zaznaczy¢, ze nie wymagamy tu aby rozwiazanie
zaktualizowanej instancji byto w jakis sposob podobne do rozwiazania przed aktualizacja. Nie
ma tu ograniczen na ilo$¢ zmian wprowadzanych do rozwigzania: czesto zdarza sie ze rozwiazanie
utrzymywane jest niejawnie, i przy uzyciu odpowiednich struktur danych za pomoca pojedynczej
operacji mozna zmieni¢ w zasadzie wszystkie przeszte decyzje algorytmu. Dlatego pesymistyczne
ograniczenia dolne dla algorytméw online nie maja tu zastosowania, zas utrzymywane rozwiazanie
jest optymalne lub bardzo bliskie optymalnemu. Réwniez rozwazany wachlarz aktualizacji grafu
jest szerszy w modelu dynamicznym niz w modelu online. Najbardziej pozadane sa tu tzw.
algorytmy w pelni dynamiczne, w ktorych w ramach aktualizacji grafu mozna zaréwno dodawac
jak i usuwaé¢ krawedzie lub wierzchotki. Algorytmy inkrementalne pozwalaja wylacznie na
dodawanie krawedzi lub wierzchotkéw, zas algorytmy dekrementalne pozwalaja wylacznie na
usuwanie. Algorytmy z ograniczonym budzetem zmian sg szczegdlnym rodzajem algorytméw
dynamicznych, gdzie za pomocg budzetu zmian mierzymy podobienstwo rozwiazan przed i
po aktualizacji. Sa one tez bardzo uzytecznym narzedziem przy projektowaniu algorytméw
dynamicznych. Majac dany algorytm z ograniczonym budzetem zmian, aby uzyskaé efektywny
algorytm dynamiczny wystarczy zaimplementowaé efektywne znajdowanie tych zmian.

Prawie wszystkie prace bedace czescia cyklu przyktadaja model ograniczonego budzetu zmian
do konkretnego problemu obliczeniowego, oraz pokazuja wplyw tego modelu na algorytmy online
i dynamiczne. W badanych problemach ograniczony budzet zmian jest réwniez pozadany z
praktycznego punktu widzenia. W pracach [Al, A2, A3] poruszany jest problem skojarzenia w
grafach odpowiednio dwudzielnych [A1l] oraz bedacych drzewami [A2, A3], w pracy [B1] jest
to problem drzewa Steinera w grafach ogdlnych oraz planarnych, w pracach [C1, C2] jest to
problem kolorowania grafu w grafach przedzialowych [C1] oraz réwno-przedzialowych [C2], za$
w pracy [D1] sa to problemy glebokosci drzewiastej, k-Sciezki oraz k-cyklu. Praca [D2] porusza
dynamiczne parametryzowane problemy tekstowe i jest jedyna w cyklu, gdzie budzet zmian
nie gra kluczowej roli. Wszystkie rozwazane problemy sa flagowymi problemami w algorytmice,
majacymi szerokie zastosowania. Wyniki wspomnianych prac pokazuja moc narzedzia jakim jest
ograniczony budzet zmian przy badaniu algorytméw dynamicznych: w prawie kazdym przypadku
zaproponowana zostata efektywna implementacja algorytmu z ograniczonym budzetem zmian,
ktora daje najszybszy znany algorytm dynamiczny dla zadanego problemu.
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Artykuly [A1], [A2] i [A3] poruszaja problem utrzymywania maksymalnych skojarzen we wzra-
stajacych grafach dwudzielnych. W problemie tym graf dwudzielny pomiedzy n klientami i n
serwerami prezentowany jest algorytmowi w sposéb inkrementalny. Klienci pojawiajg sie w do-
wolnym porzadku i zadaja polaczenia z jednym z preferowanych przez siebie serweréw. Wszystkie
zas serwery dostepne sa od poczatku do konca dziatania algorytmu. Celem jest utrzymywanie
optymalnego skojarzenia, co oznacza ze nowo przybyly klient musi zostaé skojarzony jesli istnieje
taka mozliwosé. Innymi stowy, jesli po przybyciu nowego klienta istnieje w grafie Sciezka powiek-
szajaca skojarzenie, to algorytm musi to skojarzenie powiekszy¢. Budzetem zmian towarzyszacym
tej operacji bedzie liczba klientéow ktérzy zmuszeni sg zmieni¢ serwer. Drugim celem jest zmi-
nimalizowanie lacznego budzetu zmian. Jest to dobry przyktad problemu, gdzie ograniczenie
budzetu zmian jest pozadane réwniez z praktycznego punktu widzenia. Problem ten ma szeroki
wachlarz zastosowan: od Google Ads poprzez szeregowanie zadan az po haszowanie. We wszyst-
kich tych zastosowaniach mozna wyréznié zbiér klientéw (w szeregowaniu zadan klientami beda
zadania, w haszowaniu obiekty do zahaszowania), kt6rzy pojawiaja sie online i zadaja przydziatu
do pewnego podzbioru serweréw. We wszystkich tych przypadkach nie chcemy odmoéwié¢ klientowi
serwisu, a zarazem chcemy zmieni¢ przydzielony juz serwer jak najmniejszej liczbie klientow.

W obliczu tych praktycznych zastosowan problem zostal szeroko zbadany w klasycznym
modelu online. W modelu tym najprostszy algorytm zachtanny osigga wspélczynnik aproksymacji
1/2 i zaden deterministyczny algorytm nie jest w stanie osiagnaé¢ lepszego wspélczynnika (co
dosé tatwo zauwazy¢). Sytuacja jest ciekawsza jesli dopuscimy algorytm randomizowany. W
przetomowej pracy [98] Karp i inni przedstawili randomizowany algorytm online (badany takze
w [56, 24]), ktéry gwarantuje wspélezynnik aproksymacji (1 —1/e). Autorzy pokazuja réwniez, ze
tego wspoltczynnika nie da sie poprawic.

Do$¢ naturalnym pomystem pozwalajacym przezwyciezy¢ ograniczenia modelu online jest
zbadanie problemu pod katem ograniczonego budzetu zmian. W szczegdlnosci uwaga badaczy
skupila si¢ na pytaniu ile zmian potrzebne jest, aby utrzymywaé skojarzenie optymalne. Niemniej
jednak do momentu powstania pracy [Al] najmniejszy znany laczny budzet zmian dla tego
problemu to oczywiste O(n?). Dolnym oszacowaniem jest réwnie oczywiste Q(nlogn). Chaudhuri
i inniw pracy [48] pytaja czy O(nlogn) jest takze gérnym oszacowaniem na laczny budzet zmian.
W artykule [A1] z Boskiem, Leniowskim i Sankowskim prezentujemy algorytm, ktéry zmienia
skojarzenia kazdego serwera co najwyzej O(y/n) razy. Kluczem jest tu wprowadzenie pojecia
zuzycia serwera, ktére odzwierciedla ile razy dany serwer zmienil skojarzenie. W uproszczeniu
algorytm powigksza skojarzenie wzdtuz Sciezek ktére wybieraja jak najmniej zuzyte serwery.
W efekcie uzyskujemy catkowity budzet zmian rzedu (’)(ng/Q). Wynik ten stanowi pierwszy
nietrywialny postep w kierunku rozwigzania hipotezy Chaudhuri ¢ innych. Co ciekawe, nasze
techniki pozwalaja pokazaé, ze nawet liniowy taczny budzet zmian rzedu O(e 'n) (czyli érednio
staty budzet O(e™!) na kazde dodanie wierzcholka) pozwala utrzymywaé skojarzenie prawie
optymalne, a mianowicie (1 - €)-aproksymacje. Dodatni parametr € mozna tu wybraé¢ dowolnie.

Wyniki te sa tez sukcesem z punktu widzenia algorytmoéw dynamicznych. Prezentujemy
algorytm, ktory utrzymuje optymalne skojarzenie, znajdujac oraz wykonujac wszystkie potrzebne
zmiany w lacznym czasie O(y/nm), gdzie m to laczna liczba krawedzi grafu. Daje to algorytm
réwnie szybki jak wéwczas | najlepszy znany statyczny algorytm Hoperofta-Karpa [91], ale z ta
réznica, ze nasz dodatkowo dziala w modelu przyrostowym. Prezentujemy réwniez algorytm
ktéry utrzymuje (1 — €)-aproksymacje w tacznym czasie O(e 1m).

Innym naturalnym pomystem aby zminimalizowaé budzet zmian dla tego problemu jest po-
prawianie skojarzenia po najkrétszych Sciezkach powiekszajacych. Pomyst ten pojawia sie juz w
statycznym algorytmie Edmondsa i Karpa [62] i pozwala pokazaé¢ pierwszy silnie wielomianowy

7dopielro bardzo niedawno poprawiono czas HK [50] przy uzyciu randomizacji oraz bardzo zaawansowanych

narzedzi programowania liniowego, uzyskujgc czas dzialania rzedu O(m!*°™))
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algorytm dla problemu maksymalnego przeptywu. Podejscie to wciaz jest dalekie od pelnego
zrozumienia, pomimo ze badane jest juz od wielu lat. Wspomniana wczesniej hipoteza Chaudhuri
i innych [48] méwi w szczegblnoscei, ze catkowita dlugosé wszystkich najkrétszych $ciezek powigk-
szajacych skojarzenie wynosi O(nlogn). Prawdziwosé tej hipotezy oznaczalaby, ze algorytm
najkrétszych Sciezek powiekszajacych jest optymalny z doktadnoscia do statej. W momencie
stawiania powyzszej hipotezy, nawet dla drzew, jedynym znanym goérnym ograniczeniem na
catkowita dtugo$é najkrétszych éciezek powigkszajacych bylto oczywiste O(n?). W [A2] z Bo-
skiem, Leniowskim i Sankowskim, poprawiliémy gérne oszacowanie do O(nlog®n), niestety tylko
dla drzew. Nastepnie Bernstein 7 inni [20] udowodnili gérne ograniczenie O(nlog®n) dla klasy
wszystkich graféw dwudzielnych. Z kolei w [A3] z Boskiem, Leniowskim i Sankowskim przedsta-
wiliSmy dwudziestostronicowy argument dowodzacy w przypadku drzew gérnego ograniczenia
rzedu O(nlogn), zamykajac w ten sposéb powyzszy problem w tej klasie graféw. Wydaje sie, ze
zastosowana przez nas metoda moze byé pomocna w rozszerzeniu ograniczenia O(nlogn) na
klase wszystkich graféw dwudzielnych.

Artykul [B1] poswiecony jest problemowi dynamicznego drzewa Steinera. Problem drzewa
Steinera jest jednym z najbardziej fundamentalnych probleméw optymalizacji kombinatoryczne;j.
Rozwazany byl z punktu widzenia wielu modeli, zaczynajac od klasycznej aproksymacji [19,
126, 10, 136, 37, 43], przez modele online [94, 125, 80, 82| i stochastyczne [83, 73], az po modele
teoriogrowe [9, 23] czy re-optymalizacje [22, 77, G5, G3, G6]. W obliczu takiego zainteresowania
problemem, zaskakujace jest, ze do momentu powstania tej pracy nie byly znane dla niego zadne
podliniowe algorytmy dynamiczne.

W dynamicznym problemie drzewa Steinera mamy zadang sie¢ wraz ze zbiorem aktywnych
uzytkownikow tej sieci, ktérzy chca utrzymywad jak najtansze drzewo laczace ich w trybie
multicast na czas transmisji telekonferencyjnej. Uzytkownicy moga dotaczaé do telekonferencji
oraz ja opuszczaé, niemniej jednak topologia sieci pozostaje tu niezmienna. Z praktycznych
wzgledéw wskazane jest, aby drzewo zmienialo sie jak najmniej. Innymi stowy, majac dany
wazony graf, celem jest utrzymywanie jak najtanszego drzewa taczacego dynamicznie zmieniajacy
sie zbior aktywnych wierzchotkéw nazywanych terminalami. Na zbiorze terminali dostepne sa
operacje usuniecia pojedynczego terminala oraz dodania pojedynczego terminala.

Problem ten jako pierwsi szeroko badali Imase i Waxman [94]. W klasycznym modelu online,
nawet gdy rozwazamy jedynie dodawanie terminali, Imase i Waxman [94] pokazuja ograniczenie
dolne na wspoétczynnik aproksymacji rzedu logarytmu z liczby terminali. Co ciekawe, z pracy
Megow i innych [125] wynika, ze stalty amortyzowany budzet zmian O(¢™!) na operacje pozwala
na 2(1 + e)-aproksymacje, gdzie € to dodatni parametr ktéry mozna wybraé¢ dowolnie. Co
wiecej, Gu 7inni [80] pokazuja, ze nawet pesymistyczny budzet jednej zmiany na operacje
umozliwia stalg aproksymacje. Niemniej jednak, wszystkie te rozwazania ograniczone sa do
modelu inkrementalnego.

W pelni dynamicznym modelu, ktéry jest naszym gtéwnym przedmiotem rozwazan, Imase i
Waxman pokazuja algorytm ktéry dla ciagu t aktualizacji osiaga taczny budzet zmian O(t3/ 2) i
utrzymuje 4-aproksymacje optymalnego drzewa. Nasz algorytm poprawia ten wynik uzyskujac
amortyzowany budzet zmian rzedu O(e~! log D) na operacje oraz utrzymujac (2+¢)-aproksymacje,
gdzie D to stosunek maksymalnej wagi do minimalnej, zas € to dodatni parametr ktéry mozna
wybraé¢ dowolnie. Gupta 7 inni [82] w nieco innym modelu poprawiaja budzet Imase i Waxmana
do statego na operacje, utrzymujac w dalszym ciggu 4-aproksymacje optymalnego drzewa. Ich
techniki nie wydaja si¢ jednak pozwalaé¢ na uzyskanie wspolczynnika aproksymacji ponizej
4, gdyz pracuja oni w modelu gdzie graf jest modyfikowany poprzez usuwanie i dodawanie
wierzcholtkéw. Taki model narzuca tez inne dodatkowe ograniczenia: przy dodaniu wierzchotka
algorytm musi przejrzeé wszystkie incydentne krawedzie, co nieodzownie generuje liniowy koszt
przy implementacji takiej aktualizacji grafu.
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Przyjety przez nas model niezmiennego grafu pozwala efektywnie zaimplementowaé¢ nasz
algorytm z malym budzetem zmian. W szczegdélnoséci w [B1] proponujemy implementacje ktéra
utrzymuje (6 + €)-aproksymacje w amortyzowanym czasie na operacje O(y/nlog D) w grafach
og6lnych oraz implementacje ktéra utrzymuje (2 + €)-aproksymacje w amortyzowanym czasie na
operacje (5(\/ﬁlog D) w grafach planarnych. Sa to pierwsze podliniowe algorytmy dynamiczne
dla problemu drzewa Steinera, jako ze wspomniane prace [94, 82| pomijaja aspekt efektywnej
implementacji algorytmu z malym budzetem zmian. Warto nadmienié¢, ze implementacja jest w
tym przypadku dalece nietrywialna oraz wprowadza wiele narzedzi algorytmicznych ktore maja
warto$¢ réwniez w oderwaniu od problemu drzew Steinera. Przyktadem sa tutaj proponowane
przez nas warianty struktury danych nazywanej wyrocznia odlegloéci. Wyrocznie odlegtosci maja
szerokie zastosowanie w aplikacjach drogowych i planowaniu tras i jako takie ciesza si¢ duzym
zainteresowaniem badaczy [145, 144, 89, 49].

Artykuty [C1] i [C2] poswigcone sa problemowi dynamicznego kolorowania grafu. Kolorowanie
grafu jest centralnym problemem teorii graféw, cieszy sie zainteresowaniem w wielu warian-
tach, ma mnéstwo zastosowan oraz glebokich konsekwencji w wielu dziedzinach informatyki
teoretycznej. W problemie tym mamy dang sie¢ stacji nadawczych, z ktérych kazdej nalezy przy-
porzadkowaé¢ odpowiednia czestotliwosé nadawania. Niektére stacje jednak nie moga nadawaé
na tej samej czestotliwosci. Stacje moga wytacza¢ sie z nadawania albo ponownie sie wlaczac.
Celem jest dynamiczne utrzymywanie przydzialu czestotliwoéci tak, aby kazde dwa skonflik-
towane nadajniki mialy inne czestotliwosci. Liczba dostepnych czestotliwosci jest ograniczona,
pozadane za$ jest ograniczenie liczby zmian czestotliwosci nadajacym juz nadajnikom. Innymi
stowy, mamy dany graf na ktérym utrzymywaé¢ chcemy kolorowanie zadana liczba koloréw, tak,
aby dwa sasiednie wierzcholtki zawsze mialy rézne kolory. Dostepne modyfikacje grafu to dodanie
badz usuniecie wierzchotka.

W klasycznym modelu online, gdzie zawezamy sie do dodawania wierzchotkéw, problem
kolorowania badany byl na szeroka skale. W klasie graféw ogdlnych ktére daja sie pokolorowaé k
kolorami, najlepsze co mozna uzyskaé, nawet przy dopuszczeniu algorytméw randomizowanych,
to algorytm utrzymujacy (logLZn - k)-kolorowanie, gdzie n to ostateczna liczba wierzchotkéw w
grafie [87]. Nawet w klasie drzew dolne ograniczenie na liczbe koloréw dla algorytmu online
jest rzedu Q(logn) [16]. Sytuacja jest lepsza jesli zawezimy sie do k-kolorowalnych graféw
przedzialowych: tam 3k — 2 kolor6w jest niezbedne ale tez wystarcza [102]. W przypadku graféw
réwnoprzedzialowych, ograniczeniem gérnym jest 2k —1 koloréw natomiast ograniczeniem dolnym
jest 3k/2 [38, 65].

W poréwnaniu z ogromnym zainteresowaniem kolorowaniem online, zagadnienie kolorowania
z ograniczonym budzetem zmian wydaje si¢ by¢ wyspa dziewicza. Barba i inni [13] zbadali
ten problem w ogélnej klasie graféw. Zaproponowali dwa algorytmy z ograniczonym budzetem
zmian. Dla dowolnego dodatniego parametru d, pierwszy algorytm na k-kolorowalnym grafie
utrzymuje kolorowanie k(d + 1)-kolorami i osiaga budzet zmian O((d + 1)n'/?) na operacje, drugi

1/d_kolorowanie i osiaga budzet rzedu O(d). Drugi algorytm zostaje

za$ utrzymuje k(d + 1)n
péZniej poprawiony przez Solomona ¢ innych [140]. Barba i inni [13] zas pokazuja, ze nawet
jak zawezymy rozwazang klase graféw do laséw, to pierwszego algorytmu nie da si¢ poprawic.
Konsekwencja tego jest fakt, ze jedli zalezy nam na statej liczbie koloréw, to musimy pogodzi¢
sie z budzetem zmian wielomianowym wzgledem wielkosci grafu (przynajmniej w modelu w
pelni dynamicznym). Dlatego w pracach [C1] i [C2] badamy omawiany problem w klasie graféw
przedzialowych, ktora to klasa nie zawiera klasy laséw.

W pracy [C1] pokazujemy, ze dla k-kolorowalnych graféw przedzialowych, ograniczenie (3k—2)
koloréw z algorytmu online da si¢ znacznie zmniejszy¢ wprowadzajac umiarkowany budzet
zmian. Dokladniej, w modelu inkrementalnym, amortyzowany budzet zmian rzedu O(logn)
pozwala na utrzymywanie 2k-kolorowania. Przy amortyzowanym budzecie O((k + 1)!\/n) mozna
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nawet utrzymywaé optymalne k-kolorowanie. Dla graféw réwnoprzedziatlowych prezentujemy
za$ algorytm w pelni dynamiczny, ktéry utrzymuje (k + 1)-kolorowanie i osiaga pesymistyczny
budzet zmian O(k?) na operacje. Oznacza to, ze w tej klasie graféw dajac algorytmowi jeden
nadmiarowy kolor jesteSmy w stanie dostaé¢ bez zadnej amortyzacji budzet zmian ograniczony
wyltacznie funkcja liczby chromatycznej.

Praca [C2] jest kontynuacja pracy [Cl], ktéra jako problem otwarty pozostawia kwestie
budzetu zmian dla dokladnego kolorowania graféw réwnoprzedzialowych. Pokazujemy, ze w
modelu w pelni dynamicznym, optymalny algorytm zmuszony jest zuzy¢ liniowy budzet na
operacje nawet w sensie zamortyzowanym. W modelu inkrementalnym zas pokazujemy algorytm
z amortyzowanym budzetem zmian rzedu O(k"logn) na operacje. W kontekécie ograniczenia
dolnego rzedu 2(logn) wynik ten zamyka problem z dokladnoscia do czynnikéw wielomianowych
wzgledem liczby chromatycznej k. Jest to takze wykladnicza poprawa wzgledem algorytmu
z pracy [Cl], zaréwno ze wzgledu na n jak i ze wzgledu na k. Wynik ten pokazuje réwniez
kolosalng réznice w trudnosci pomiedzy utrzymywaniem optymalnego kolorowania i kolorowania
z jednym nadmiarowym kolorem. Algorytmy z prac [C1] i [C2] daja sie w wiekszosci efektywnie
zaimplementowac. Efektywna implementacja wynika tu na tyle bezposérednio ze znanych narzedzi
struktur danych oraz wynikéw dostepnych w literaturze, iz nie poswiecamy jej w tych pracach
wiele uwagi.

Ostatnie dwa z omawianych artykuléw [D1, D2] podazaja w niedawno ugruntowanym kie-
runku badan nad dynamicznymi algorytmami parametryzowanymi. Algorytm dynamiczny ma tu
znéw za zadanie utrzymywanie informacji dotyczacych rozwigzania pewnego problemu optymali-
zacyjnego, jednakze jego efektywno$¢ mierzona jest wzgledem rozmiaru instancji oraz zadanego
parametru (podobnie jak w przypadku statycznych algorytméw parametryzowanych). Najbar-
dziej pozadane sa tu algorytmy, ktére wykonuja aktualizacje oraz zapytania w czasie zaleznym
wylacznie od parametru nie za$ od rozmiaru instancji. W pracy [6], ktéra otwiera ten kierunek
badan, uzyskano taka dla ztozono$é¢ dla wielu flagowych probleméw FPT na grafach. Najbar-
dziej znanym wsrdd nich jest problem pokrycia wierzchotkowego, w pozostalych zas gtéwnie
zadaniem jest pokrywanie krawedzi grafu rozmaitymi strukturami. Dla innych probleméw po-
ruszanych w pracy [6] uzyskano algorytmy z czasem aktualizacji O(f(k) 1og®™ n), gdzie f(k)
jest funkcja zalezna od parametru k, zas n jest rozmiarem instancji. Taki czas aktualizacji takze
uznawany jest za efektywny. Uzyskano go w szczegdlnosci dla problemu k-Sciezki, ktéry poru-
szamy w pracy [D1]. Rozwazane w pracy [6] aktualizacje to dodanie badZ usuniecie krawedzi, co
oznacza ze zaproponowane tam algorytmy sa w pelni dynamiczne. Praca ta rozbudzila zaintere-
sowanie badaczy dynamicznymi algorytmami parametryzowanymi, co znajduje odzwierciedlenie
w artykulach rozwijajacych te tematyke [60, 117, 106, D1, D2].

W pracy [D1] gléwny rozwazany przez nas problem to problem dynamicznego utrzymywania
ptytkiej dekompozycji drzewiastej. Plytka dekompozycja drzewiasta grafu jest ukorzenionym
lasem na wierzchotkach tego grafu, takim ze kazda grafowa krawedz taczy w tym lesie wierzchotek
z jego przodkiem. Glebokosé drzewiasta grafu jest to parametr, ktéry dla danego grafu okresla
minimalng glebokos¢ takiego lasu. W ztozonoéci parametryzowanej znanych jest tez wiele
innych dekompozycji grafowych, ktérych prostote okresla zadany parametr. Najbardziej znana i
celebrowana jest dekompozycja drzewiasta o malej szerokosci i zwigzany z nia parametr szerokosé
drzewiasta. W pracy [D1] skupiamy sie jednak na plytkiej dekompozycji ktéra jest koncepcyjnie
prostsza i bardziej przystepna. Jawny dostep do plytkiej dekompozycji (podobnie jak dostep do
dekompozycji o malej szerokosci) w szczegdlnosci umozliwia testowanie prawdziwosci formul
logicznych typu MSOaqw czasie FPT przy parametryzacji glebokoscia (czy tez szerokoscia) oraz
dtugoscia formutly. Jest to dos¢ silne narzedzie, jako ze formuty MSOgsa dosé ogdlne i potrafia
wyrazi¢ wiele grafowych probleméw algorytmicznych.
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Nie dziwi zatem zainteresowanie badaczy dynamicznymi dekompozycjami drzewiastymi. Z
punktu widzenia testowania formut MSOag, jak réwniez z punktu widzenia innych algorytmdw
korzystajacych z dekompozycji, jest tu niezwykle wazne, aby jawnie te dekompozycje utrzymywac.
Prace nad tym zagadnieniem zapoczatkowali Dvorak ¢ inni [60]. Pracuja oni w modelu, gdzie
graf zmienia si¢ dynamicznie poprzez dodanie badz usuniecie krawedzi, zbior wierzchotkéw zas
pozostaje niezmienny. Celem jest utrzymywanie optymalnej ptytkiej dekompozycji, ale tylko
dopdki gltebokoé¢ drzewiasta grafu ograniczona jest przez zadany z gory parametr d. Dvorédk ¢ inni
zaproponowali w tym modelu algorytm dynamiczny, ktéry aktualizuje dekompozycje w czasie
O(f(d)) dla pewnej nieelementarnej funkeji f. Algorytm ten opiera sie na obserwacji, ze po kazdej
aktualizacji wystarczy zmodyfikowaé fragment dekompozycji wielkoéci O(f(d)). Fragment ten
nazywamy rdzeniem dekompozycji. Jest to zatem klasyczny przyktad algorytmu z ograniczonym
(pesymistycznym) budzetem zmian, ktéry potem udaje si¢ efektywnie zaimplementowac.

W pracy [D1] poprawiamy ograniczenie na wielko$é rdzenia do d9  co daje znacznie lepsze
ograniczenie na budzet zmian. Naszym wkladem jest réwniez lepsze zrozumienie kombinatoryki
problemu, co owocuje bardziej zwartym algorytmem dynamicznym oraz przejrzysta jego imple-
mentacja. Nasza implementacja daje pesymistyczny czas na aktualizacje rzedu 20(d?), Ponadto,
pokazujemy jak nasz algorytm polaczy¢ ze znana technika kolejkowania [64]. Technika ta umozli-
wia nam utrzymywanie dynamicznego grafu o dowolnej glebokosci drzewiastej oraz odpowiadania
na zapytania czy glebokosé jest ponizej parametru d. Jesli odpowiedz jest twierdzaca, nasz algo-
rytm udostepnia optymalna dekompozycje aktualnego grafu. To z kolei stanowi podwaliny dla
proponowanych przez nas dalej w pelni dynamicznych algorytméw dla problemu k-S$ciezki oraz k-
cyklu. W pierwszym z tych probleméw pytamy, czy w grafie istnieje $ciezka dtugosci k, w drugim
za$ czy istnieje cykl o dlugosci przynajmniej k. Nasz algorytm dla k-$ciezki aktualizuje graf w
amortyzowanym czasie 20(]“2), co daje jakosciowa poprawe w stosunku do pracy Almana ¢ innych.
Nasz algorytm dla k-cyklu aktualizuje graf w amortyzowanym czasie 90k | O(klogn).®

W pracy [D2] rozwazamy dynamiczne problemy FPT dla stéw. We wszystkich rozwazanych tu
problemach na wejsciu dana jest lista stéw. Aktualizacjg instancji jest zmiana pojedynczej litery
w pojedynczym stowie. W tak zdefiniowanym modelu dynamicznym jako pierwszy rozwazamy
problem najblizszego stowa. W dziedzinie ztozonosci parametryzowanej jest to znany i szeroko
przebadany problem [78, 115, 114, 55]. W problemie tym dana jest lista stéw réwnej diugosci
nad zadanym alfabetem X oraz parametr d. Pytamy czy istnieje stowo nad alfabetem X, dla
ktérego odlegtos¢ Hamminga do kazdego ze stow na wejsciu jest ograniczona przez parametr
d. W przypadku tak postawionego dynamicznego problemu najblizszego stowa, w odréznieniu
od probleméw wczedniej rozwazanych, pesymistyczny budzet zmian w rozwiazaniu, o ile ono
istnieje, mozna latwo ograniczy¢ przez O(d) na aktualizacje. Taki budzet zmian wynika bowiem
wprost ze statycznego algorytmu FPT dla tego problemu [78]. Dostajemy zatem problem typowo
strukturodanowy. Poszukujemy struktury danych, ktéra efektywnie (najlepiej w czasie zaleznym
wylacznie od |X| oraz d) przeliczy rozwiazanie po kazdej aktualizacji. Dla problemu najblizszego
stowa mamy do zaoferowania dwie randomizowane struktury danych, ktére aktualizujg instancje
oraz przeliczajg rozwiazanie w pesymistycznym czasie odpowiednio d2(® oraz |24 Wedlug
naszej wiedzy sa to pierwsze dynamiczne algorytmy dla problemu najblizszego stowa. Dzieki
ogoblnym technikom z dziedziny zlozonosci parametryzowanej, obie te struktury po aktualizacji
wyznaczaja rozwigzanie niejako od zera, zatem pojecie budzetu zmian traci tutaj nieco racje bytu.
Pokazuje to, ze pytanie o budzet zmian nie dla kazdego problemu dynamicznego jest ciekawe.

W poszukiwaniu bardziej ogdélnych wynikéw rozwazyliSmy w modelu dynamicznym dwa
kolejne problemy parametryzowane na stowach, mianowicie problem rozlgcznych podstéw (ang.
disjoint factors) oraz problem odleglo$ci edycyjnej. W problemie rozlacznych podstéw, na wejsciu

80ba te wyniki podane sg przy zalozeniu, ze stownik przchowujacy krawedzie grafu umozliwia operacje dostepu
i aktualizacji w czasie stalym. Alman 7 inni [6] réwniez podaja swoje wyniki bazujac na tym zalozeniu.
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dany jest parametr k oraz stowo w nad alfabetem 3 = {1,...,k}. Pytamy o to, czy istnieje k
roztacznych podstow stowa w takich, ze dla kazdej z k liter alfabetu jedno z podstéow zaczyna sie
i koniczy ta litera. W problemie odlegtosci edycyjnej na wejéciu dostajemy parametr k oraz dwa
stowa u,w (nad alfabetem ) o lacznej dlugosci n, i chcemy zdecydowaé czy odleglosé edycyjna
pomiedzy u i w nie przekracza k. Innymi stowy pytamy czy mozna przeksztalcié stowo u w stowo
w za pomoca co najwyzej k edycji w postaci usunigcia litery, dodania litery, lub zmiany litery na
inna. Problem rozlacznych podstéw byl badany w dziedzinie zlozonosci parametryzowanej [30],
a wybraliémy go do naszych rozwazan ze wzgledu na jego prosta strukture kombinatoryczna, w
nadziei ze ogodlne techniki beda w jego przypadku wyraznie widoczne. Z kolei problem odleglosci
edycyjnej jest waznym problemem z wieloma zastosowaniami (opisanymi na przyktad w [128]).
Co ciekawe, oba te problemy maja efektywny algorytm dynamiczny wynikajacy z dostepnych w
literaturze narzedzi. W pracy [D2] sformulowaliSémy meta-twierdzenie, ktére daje dynamiczny
algorytm z czasem aktualizacji O(f(k)loglogn) dla szerokiej gamy dynamicznych probleméw na
stowach, jednak wynika ono do$¢ bezposrednio z narzedzi logiki [70, 124, 138]. W szczegdlnosci
da sie ono zastosowa¢ do wymienionych wyzej probleméw. Dla obu tych probleméw pokazujemy
tez ograniczenia dolne, ktére implikuja ze pozbycie sie czynnika loglogn z czasu aktualizacji
wydaje sie mato prawdopodobne. Dodatkowo, pokazujemy dla kazdego z tych probleméw dobrang
specjalnie dla niego strukture danych, ktéra znaczaco poprawia czynnik f(k) wynikajacy z
ogoblnego twierdzenia.

A. DYNAMICZNE SKOJARZENIA W GRAFACH DWUDZIELNYCH

A.1. Problem skojarzenia w grafach dwudzielnych z ograniczonym budzetem zmian.
Problem skojarzen w grafach dwudzielnych ma dluga historie. W 1973 roku Hopcroft i Karp
zaprezentowali elegancki algorytm, ktéry oblicza maksymalne skojarzenie w czasie O(m+/n).
Algorytm ten okazal sie kamieniem milowym, ktory trudno bylo przeskoczyé. Zostal on popra-
wiony dla graféw odpowiednio gestych [127] oraz odpowiednio rzadkich [116], niemniej jednak
w przypadku ogélnym problem skojarzen dwudzielnych bardzo dlugo czekal na przetom. W
niedawnej pracy [50] problem ten doczekal sie algorytmu dzialajacego w czasie O(m!*°(1), co
stanowi milowy postep w algorytmice. Algorytm ten jest jednak bardzo skomplikowany, korzysta
z randomizacji oraz zaawansowanych narzedzi programowania liniowego, a takze rozwigzuje
duzo bardziej ztozony problem przeptywu. Co ciekawe, powszechnie znana jest tez bardzo prosta
heurystyka turbo matching, ktéra w praktyce jest znacznie szybsza niz algorytm Hopcrofta i
Karpa. Po dzi$ dzien nie jest znana instancja problemu, dla ktérej algorytm Hopcrofta i Karpa
byltby lepszy niz turbo matching. Wydaje si¢ zatem ze dzieli nas jeszcze daleka droga od pelnego
zrozumienia problemu skojarzen w grafach dwudzielnych.

Nasze rozumienie tego problemu poglebia bogata literatura, ktora oferuje szeroki wachlarz
algorytméw dynamicznych w modelu, gdzie graf aktualizowany jest poprzez dodawanie badz
usuwanie krawedzi. Wariant ten jest szeroko zbadany zaréwno w modelu doktadnym [137, 3,
105, 88] jak i aproksymacyjnym [139, 21, 84]. Znacznie mniej wynikéw literatura oferuje dla
aktualizacji w postaci dodawania lub usuwania wierzchotkéw [79, 48, A1, 20], za$§ w modelu online
gléwnym kierunkiem badan jest wspomniany we wstepie algorytm rankingowy [98, 24, 56]. W
niniejszym opracowaniu skupimy sie na aktualizacjach grafu w postaci dodawania wierzchotkéw
wraz z incydentnymi krawedziami, ktére odpowiadajg klasycznemu modelowi online.

Najbardziej ogélnym scenariuszem inkrementalnym zaréwno w modelu online jak i z ograniczo-
nym budzetem zmian jest scenariusz nastepujacy, zwany dwustronnym. Algorytm inkrementalny
otrzymuje na wejéciu graf dwudzielny G = (S,C, E') w spos6b online, tzn. w kolejnosci prezen-
tacji v K Vg K ... <K Vo, gdzie {v1,v9,...,v2,} = S UC. Po zaprezentowaniu poczatkowego
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fragmentu zbioru wierzchotkéw V; = {v1,va,..., v}, algorytm inkrementalny konstruuje skoja-
rzenie M; w grafie G[V;]? bazujac wylacznie na G[V;], < zawezonej do V;, oraz My, ..., M;_q.
Celem algorytmu z ograniczonym budzetem zmian jest zminimalizowanie liczby zmian w kaz-
dej turze ¢, tzn zminimalizowanie |M; ® M;_1|. Mozna tu rozwaza¢ model pesymistyczny (ang.
worst case), gdzie minimalizujemy warto$é¢ By, ktéra dla kazdej tury ¢ spelnia |M; & My_1| < Byc.
Algorytm online jest szczegdlnym przypadkiem algorytmu z pesymistycznym budzetem zmian
Byc = 1. My jednak skupimy sie¢ w tym problemie na ograniczeniu tacznego budzetu zmian Byo,
ktory spetnia |M1| + ‘Ml &) M2| +...+ |M2n_1 ® M2n| < Biot-

Zawezenie tego scenariusza w taki sposéb, ze na starcie zaprezentowane sa juz wszystkie
wierzcholki ze zbioru S, zas wierzchotki C' prezentowane sg w sposéb online, w kolejnosci
prezentacji ¢; < ... < ¢,, nazywamy modelem jednostronnym. Liczba tur wynosi wtedy n, w
kazdej turze t € {1,...,n} prezentowany jest klient ¢; i wyliczane jest skojarzenie M;. Budzet
zmian definiowany jest wtedy analogicznie na bazie n skojarzen M ... M,.

Scenariusz dwustronny okazuje si¢ by¢ duzo trudniejszym niz scenariusz jednostronny. W
klasycznym modelu online w obu scenariuszach deterministycznie najlepsze co mozna osiagnaé
to wspdlezynnik aproksymacji 1/2. Sytuacja ta zmienia sie jednak jesli pozwolimy na algorytm
randomizowany: dla modelu jednostronnego Karp i inni pokazali randomizowany algorytm
(1 - 1/e)-aproksymacyjny [98], podczas gdy dla modelu dwustronnego wiadomo, ze nie mozna
uzyskaé¢ wspo6lezynnika ponad 0.5914 nawet przy uzyciu randomizacji [42]. Ponadto od lat trwaja
badania, aby, uzywajac randomizacji, uzyska¢ w modelu dwustronnym wspétczynnik lepszy niz 1/2
[148, 42, 51, 72], co udalo si¢ dopiero w 2019 roku z nieznaczna tylko poprawa w stosunku do /2.

Gdy zamiast aproksymacji pozwolimy deterministycznemu algorytmowi dokonywaé zmian
w utrzymywanym rozwigzaniu, wéwczas sytuacja w modelu dwustronnym réwniez bedzie nie-
korzystna. Latwo zauwazyé, ze naiwny algorytm z budzetem zmian Beor € O(n?) jest asympto-
tycznie najlepszy. Dla przyktadu, Sciezka rozszerzona na przemian z kazdej strony, wymusza na
kazdym algorytmie inkrementalnym lacznie Q(n?) zmian. Ograniczenie to dziala réwniez jesli
bedziemy budowaé graf dodajac krawedzie nie zas wierzchotki. Obserwacja ta powoduje, ze ogra-
niczony budzet zmian dla problemu optymalnego skojarzenia w grafach dwudzielnych bada sie w
scenariuszu jednostronnym, i tylko taki bedziemy rozwazaé¢ w dalszej czeSci niniejszego opraco-
wania. Pytaniem fundamentalnym jest tutaj jaki budzet zmian jest na to potrzebny. Pytanie
to zostalo postawione w 1995 przez Grove’a i innych [79]. W tej samej pracy autorzy pokazali
gbrne ograniczenie w postaci Bor € O(nlogn) w przypadku, gdy kazdy klient taczy sie z co
najwyzej dwoma serwerami. W przypadku ogélnym do momentu pojawienia sie pracy [Al] znane
bylo jedynie trywialne ograniczenie gérne Byot € O(n?), pomimo ze Chaudhuri i inni postawili
hipoteze ze wlasciwa odpowiedzia jest Beor € O(nlogn) [48].

W [A1] z Boskiem, Leniowskim i Sankowskim przedstawiliSmy nastepujacy wynik, ktory
stanowi krok w kierunku rozwigzania tej hipotezy.

Twierdzenie 1 (Wniosek V.9 z [Al] polaczony z Algorytmem 1 z [Al]). Istnieje algorytm
z lgeznym budzetem zmian Byoy € O(ny/n), konstruujgcy maksymalne skojarzenie w grafach
dwudzielnych, ktéry mozna zaimplementowaé w tgcznym czasie O(m~/n).

Kluczem do uzyskania powyzszego wyniku jest algorytm, ktérego istota jest generowanie jak
najmniejszego budzetu zmian. Gtéwnym pomyslem jest tutaj roztozenie dotychczas wykorzy-
stanego budzetu zmian pomiedzy wierzchotki z S zwane serwerami. W tym celu dla kazdego
serwera s € S algorytm utrzymuje atrybut rank;(s) nazywany ranga serwera, ktéry okresla ile
razy dotychczas serwer s zmienial skojarzenie: indeks ¢t oznacza czas w ktérym zdefiniowany
jest atrybut. Méwiac inaczej, ranga rank;(s) okresla ile razy serwer s zmienial skojarzenie do

IPrzez G[X]=(UnX,WnX,E[X]) oznaczamy podgraf G indukowany przez X ¢ U u W, gdzie E[X] =
{eeE:ec X}.



AUTOREFERAT 12

momentu pojawienia sie t-tego klienta ¢; = v,+4 € C. W momencie pojawienia sie klienta ¢, al-
gorytm znajduje $ciezke m; powiekszajaca skojarzenie M;_1, atrybuty za$ prowadza algorytm
przy znajdowaniu tej $ciezki. Pomyst polega na tym, aby Sciezka m; uzywala wierzchotkéw o jak
najnizszych rangach, tak aby podzieli¢ dotychczasowy budzet zmian réwnomiernie pomiedzy
serwery. Nasuwa sie tu pomyst aby zdefiniowaé range $ciezki jako maksymalna range potozonego
na niej serwera rank;(7) = maxser{rank;(s)}, i wybraé Sciezke m jako Sciezke powiekszajaca m o
minimalnej randze. Taki wybor Sciezki ma te wade, ze jesli Sciezka 7, musi odwiedzi¢ pewng wy-
soka range r, to algorytm moze dowolnie zwiekszaé¢ wszystkie rangi nie wieksze niz r. Wymagamy
wiec dodatkowo, aby kazdy sufiks Sciezki m; mial minimalng range. Pomocne w kontrolowaniu
rang sufikséw Sciezki powigkszajacej sa dodatkowe atrybuty tier;(c) przypisane do klientéw
c e C. Atrybut tier;(c) dla ¢ € C, nazywany tez poziomem klienta ¢ w czasie t, zdefiniowany jest
jako minimalna ranga Sciezki alternujacej taczacej klienta ¢ z serwerem nieskojarzonym w chwili
t. Algorytm szuka poziomowanej Sciezki m, czyli takiej, wzdluz ktérej poziomy klientéw nie
wzrastaja. To gwarantuje ze kazdy sufiks ma minimalng range.

Dla tak zdefiniowanego algorytmu jestedmy w stanie udowodnié, ze maksymalna ranga serwera
nie przekroczy O(y/n), co dowodzi réwniez ze laczny budzet zmian wynosi O(n\/n).

Dodatkowo jesteSmy w stanie znalezé i zaaplikowaé¢ wszystkie poziomowane $ciezki powiecksza-
jace w lacznym czasie O(m+/n). Kluczem do efektywnej implementacji jest leniwe utrzymywanie
atrybutéw tier;(c), czyli pozioméw klientéw ¢ € C'. Jak pokazujemy w pracy [Al], poziom klienta
tier¢(¢) nie maleje z czasem, moze sie tylko zwiekszaé, a jego finalna wartosé jest rzedu O(y/n).
Algorytm dla kazdego klienta ¢ € C' utrzymuje atrybut, ktéry ogranicza z dotu wartoéé tiery(c)
(algorytm nie zawsze zna prawdziwa wartosé tiery(c)). W kazdym momencie ¢ w poszukiwaniu
poziomowanej Sciezki m; algorytm przeszukuje graf rekurencyjnie w glab kierujac sie najpierw
w strone wierzchotkéw o jak najmniejszym atrybucie. W momencie gdy algorytm nie znajduje
$ciezki i musi wycofac sie z rekurencji, podbijane sa atrybuty wierzchotkom, ktére zostaty re-
kurencyjnie odwiedzone. Atrybuty te mozna podbié, gdyz brak Sciezki oznacza ze atrybuty sa
istotnie nizsze niz prawdziwe poziomy wierzchotkéw. Podbijanie atrybutéw klientom umozliwia
amortyzacje procesu przeszukiwania grafu. Warto zwroci¢ tu uwage na prostote samego algo-
rytmu, ktory w kazdej turze sprowadza si¢ do przeszukania grafu rekurencyjnie w glab przy
jednoczesnym podbijaniu atrybutéw wycofujac sie z rekurencji.

Algorytm nasz stanowi ciekawg alternatywe dla znanego od lat algorytmu offline Hopcrofta
i Karpa, ktéory rowniez znajduje maksymalne skojarzenie w grafie dwudzielnym w lacznym
czasie O(m+/n). Algorytm nasz ma t¢ przewage, ze robi nawet wiecej, poniewaz znajduje n
maksymalnych skojarzen, podczas gdy algorytm Hopcrofta-Karpa znajduje tylko jedno. Na uwage
zastuguje réwniez, ze w przeciwienstwie do algorytmu Hopcrofta i Karpa, algorytm nasz znajduje
$ciezki powiekszajace nie kierujac sie globalng wiedza na temat calego grafu, a postugujac sie
tylko i wytacznie informacja lokalna przypisana do wierzchotkéw. Jest to zupelnie nowe podejicie
do problemu znajdowania skojarzen w grafach dwudzielnych.

Techniki, ktére zaproponowaliSmy w pracy [Al] do uzyskania gléwnego wyniku okazuja sie
roéwniez pomocne, gdy zrezygnujemy z wymagania, aby utrzymywane skojarzenie byto optymalne.
Wtedy nawet liniowy wzgledem n taczny budzet zmian (czyli $rednio staly na dodanie wierzchotka)
jest wystarczajacy, o czym moéwi ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 2 (Lemat VI.2. w [A1]). Dia kazdego € > 0 istnieje (1 — €)-aproksymacyjny algorytm
inkrementalny dla problemu maksymalnego skojarzenia w grafach dwudzielnych, ktory dokonuje
sumarycznie O(e™1n) zmian w tgcznym czasie O(e™tm).

Dla poréwnania, (1 - 1/e)-aproksymacyjny algorytm [98] zastosowany do tego modelu daje
catkowita liczbe O(n) zmian i catkowita zlozono$é czasowa O(m), i przed Twierdzeniem 2 nie
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byto znane nic lepszego. Co wiecej, rozwiazanie z Twierdzenia 2 daje ten sam czas dziatania co
najlepsze znane rozwiazanie offline.'®

Ponadto pokazujemy ze nasze techniki dajg to samo ograniczenie w przypadku dekrementalnym.
W tym modelu algorytm na starcie otrzymuje graf dwudzielny (S, C, E'). Celem algorytmu jest
utrzymywanie maksymalnego skojarzenia podczas, gdy wierzchotki ze zbioru C sukcesywnie sa

usuwane.

Whiosek 3 (Wniosek VI.4. w [Al]). Istnieje algorytm dekrementalny utrzymujgcy maksymalne
skojarzenie w grafach dwudzielnych dokonujgc przy tym sumarycznie O(n~/n) zmian w lgcznym

czasie O(m~/n).

Whniosek 4 (Wniosek VI.6. w [Al]). Dia kazdego € > 0 istnieje (1 —€)-aproksymacyjny algorytm
dekrementalny dla problemu maksymalnego skojarzenia w grafach dwudzielnych, ktory dokonuje
sumarycznie O(e™'n) zmian w tgcznym czasie O(e™tm).

Na koniec rozszerzamy nasz algorytm na grafy z catkowitoliczbowymi wagami na krawedziach
ograniczonymi przez W, uzyskujac nastepujace wyniki.

Wnhniosek 5 (Wniosek VI.8. w [Al]). Istniejg algorytmy inkrementalny i dekrementalny utrzymu-
. . . . . 3/2
jace sumaryczng wage maksymalnego skojarzenia w catkowitym czasie O(W™?m+/n).

Whiosek 6 (Wniosek VI.9. w [A1]). Dla kazdego € > 0 istniejg (1 — €)-aproksymacyjne algorytmy
inkrementalny © dekrementalny dla problemu maksymalnego wazonego skojarzenia dzialajgce
w calkowitym czasie O(We™tm).

A.2. Budzet zmian dla algorytmu najkrétszych $ciezek. Algorytm najkrotszych Sciezek
powigkszajacych, nazywany w literaturze algorytmem SAP (ang. Shortest Augmenting Path),
jest naturalnym alternatywnym podejsciem do problemu dwudzielnych skojarzen z ograniczonym
budzetem zmian. Rozwazamy go w modelu jednostronnym wprowadzonym wczesniej. Algorytm
ten zawsze gdy pojawi sie kolejny klient powieksza skojarzenie po najkrétszej z dostepnych $ciezek
powigkszajacych. Intuicyjnie podejécie to wydaje si¢ bardzo sensowne: w kazdej turze algorytm
zachtannie aplikuje najmniejsza mozliwa liczbe zmian. Pomyst ten nie jest nowy. Juz w 1972
roku postuzyli sie nim Edmonds i Karp, aby uzyskaé¢ pierwszy silnie wielomianowy algorytm dla
maksymalnego przeplywu [62]. Chaudhuri ¢ inni [48] wysnuli hipoteze, ze laczny budzet zmian
algorytmu SAP jest rzedu O(nlogn). Prawdziwosé tej hipotezy niostaby ciekawe konsekwencje
nawet dla problemu maksymalnego przeptywu. Pokazataby ona, Ze taczna dlugos$é Sciezek
powiekszajacych w algorytmie Edmondsa-Karpa dla sieci jednoprzepustowych!! o m krawedziach
i n wierzchotkach wynosi O(mlogn). Zwiazek taki mozna otrzymaé konstruujac dla danej sieci
przeptywowej dwudzielny graf krawedziowy: konstrukcja ta jest znang technikg pozwalajaca
zredukowaé problem przeptywu do problemu maksymalnego skojarzenia [97]. Otrzymany w ten
spos6b graf dwudzielny posiada 2m wierzchotkéw.

Ze wzgledu na jego prostote i szerokie zastosowania, algorytm SAP przykul uwage wielu
badaczy. Niestety, pomimo wysitkéw, przez dlugi czas nie udawato si¢ dobrze zrozumieé tej
fundamentalnej techniki. Grove 7 inni [79] badali szczegblny przypadek, gdy kazdy klient moze
polaczy¢ sie z co najwyzej dwoma serwerami. Przy takim zalozeniu udowodnili prawdziwosé
hipotezy Chaudhuri i innych. Udowodnili tez ograniczenie dolne rzedu Q(nlogn) na laczna
dhugosé Sciezek w algorytmie SAP . Prawdziwos¢ swojej hipotezy pokazali réwniez Chaudhuri
1 inni, ale pod warunkiem ze klienci pojawiaja sie¢ w losowym porzadku: udowodnili, ze wtedy
oczekiwana laczna dlugosé Sciezek powiekszajacych w algorytmie SAP jest rzedu O(nlogn).

10WWykonanie O(e™) faz algorytmu Hopcrofta-Karpa daje (1 - ¢)-aproksymacyjny algorytm dla problemu

maksymalnego skojarzenia, ktéry dziata w czasie O(e™'m) (patrz [91]).
Iy sieci jednoprzepustowej wszystkie przepustowosci réwne sg 0 badz 1.
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Jednak w duzo ciekawszym modelu, gdzie porzadek klientéw jest dowolny, nawet dla drzew, do
momentu pojawienia si¢ pracy [A2], najlepszym znanym gérnym oszacowaniem na budzet zmian
algorytmu SAP bylo oczywiste O(n?).

Klopoty z analiza algorytmu SAP wynikaja z faktu, ze najkrotsze $ciezki powiekszajace nie
maja wyraznej struktury, ktéra pozwolitaby na rygorystyczne dowody. Latwiejsze w analizie sa
inne metody wyboru $ciezki powigkszajacej, jak metoda przedstawiona w poprzednim podroz-
dziale, czy tez algorytm Chaudhuriego ¢ innych dla drzew, w ktorym wybér Sciezki jest mocno
zwiazany ze struktura drzewa. Niestety, w przypadku najkrétszych Sciezek, ciezko jest uchwycié
jakakolwiek strukture skojarzenia M;_; ktora pomoze ograniczy¢ dtugosé Sciezki w chwili ¢. Dla-
tego tez prace [79, 48, 20, A2, A3| zajmujace si¢ analiza algorytmu SAP odchodza od analizy
skojarzenia generowanego w kazdej turze przez algorytm, a w zamian przyjmuja, ze w kazdej
turze algorytm zastaje najgorsze mozliwe skojarzenie. Prowadzi to do nieco bardziej ogdlnego
modelu, ktory ostatecznie pozwala znacznie uprosci¢ analize. W modelu tym, tak jak poprzednio,
graf G = (S,C, E') prezentowany jest po jednym kliencie na ture, gdzie klienci prezentowani sa w
porzadku ¢; < ¢ < ... < ¢, wraz z incydentnymi krawedziami. Réznica polega na tym, ze skoja-
rzenie My_q ktére utworzyt algorytm w turze t—1 dla grafu G[V;-1], podmieniane jest na dowolne
skojarzenie M, ;. W turze t algorytm operuje na grafie G[V;] oraz na skojarzeniu M| _;, a jego za-
daniem jest rozszerzenie skojarzenia M, _; o klienta ¢;. Budzet zmian w tym modelu definiujemy
analogicznie jak poprzednio, ale liczba zmian liczona jest wzgledem skojarzenia M,_;. UsciSlajac,
laczny budzet zmian jest warto$cia Byoy ktéra spelnia |Mi|+|M{ & Ma|+...+|M] | & M,| < Beot.
Wydawaé by sie moglo iz model ten jest zbyt pesymistyczny w poréwnaniu do oryginalnego mo-
delu jednostronnego. Zaleta jest jednak to, ze pesymistyczne skojarzenie M nie zalezy od wcze-
$niejszych krokéw algorytmu, a jedynie od struktury grafu G[V;], co znacznie upraszcza analize.
Co wiecej, wszystkie dotychczasowe wyniki ograniczajace taczng dtugoéc sciezek powiekszajacych
w algorytmie SAP uzyskane sg w tym modelu. Model ten nazywaé bedziemy modelem z niepo-
my$lnym skojarzeniem. Pomimo, ze pozytywne wyniki uzyskane w pracach wczesniejszych [79, 48]
niejawnie uzyskane sa w modelu z niepomyélnym skojarzeniem, model ten zostal po raz pierwszy
zauwazony i jawnie wprowadzony w pracy [A2]. W tej samej pracy udalo nam sie zrobi¢ pierwszy
nietrywialny postep w rozwiazaniu hipotezy Chaudhuri i innych dla przypadku drzew.

Twierdzenie 7 (Twierdzenie 1 w [A2]). Calkowita dlugo$é Sciezek powickszajacych w algorytmie
SAP na drzewach jest rzedu O(nlog®n).

Wynik ten zostal potem przykryty wynikiem Bersteina ¢ innych [20], ktorzy pokazali ze
calkowita dlugo$é¢ $ciezek w algorytmie SAP jest rzedu O(nlog®n) w ogélnej klasie grafow
dwudzielnych. Z kolei w przypadku drzew udato sie¢ nam calkowicie rozwigzaé¢ problem kilka lat
péZniej w pracy [A3].

Twierdzenie 8 (Twierdzenie 1 w [A3]). Calkowita diugosé sciezek powickszajgcych w algorytmie
SAP na drzewach jest rzedu O(nlogn).

Oba te wyniki bazuja na wspdélnych podwalinach, ktére przedstawimy najpierw. W szczegdlno-
$ci oba wyniki uogdlniaja prosty lemat (Lemat 9), ktéry rozwiazuje problem diugosci najkrétszych
Sciezek powiekszajacych, gdy kazdy klient ma stopien przynajmniej dwa. Kolosalna réznica poja-
wia sie dopiero w uogélnianiu lematu, gdyz praca [A3] bazuje w tym celu na diametralnie innym
pomysle niz praca [A2]. Uog6lnienie tego lematu do przypadku gdy klienci moga mieé stopien
jeden jest w obu przypadkach nietrywialne i w obu przypadkach jest gléwnym wynikiem pracy.

Pierwszg dos¢ istotna wspdlng koncepcja przy analizie algorytmu SAP jest wyrdznienie
wierzchotkéw Zywych i martwych. Rozréznienie to pojawia sie juz u Grove’a ¢ innych. Intuicyjnie,
martwe wierzchotki to takie, ktérych nie moze juz nigdy wiecej odwiedzié¢ $ciezka powiekszajaca
skojarzenie, poniewaz nie da si¢ z nich $ciezka alternujaca osiagnaé wolnego (nieskojarzonego)
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serwera. Pozostale wierzchotki sa Zywe. Martwota wierzchotkéw jest wlasnosciag monotoniczna,
tzn. zywy wierzcholek moze w turze t zmienié¢ sie w wierzchotek martwy, ale wtedy pozostaje
martwy we wszystkich turach ¢’ > t. Ciekawa obserwacja jest ze status (martwota) wierzchotka
w turze ¢ jest taki sam dla kazdego maksymalnego skojarzenia M. Martwe wierzcholki mozna
alternatywnie zdefiniowaé jako wierzchotki zbioru G’ u N(C') 12, gdzie zachodzi |C'| > | N(C")|
oraz C' € C (jak na Rysunku 1).

!

RyYSUNEK 1. Podzial wierzchotkéw na zywe i martwe. Krawedzie skojarzenia M,

zorientowane sa od serweréw (biate wierzchotki) do klientéw (czarne wierzcholki),
podczas gdy pozostale krawedzie zorientowane sg w kierunku odwrotnym. Martwe
wierzchotki zaznaczone sa szarym regionem. Skreslona wykropkowana krawedz
nie jest czeécia grafu, a jedynie obrazuje jakie krawedzie nie moga wychodzié
poza martwy region.

Punktem wyjsciowym zaréwno w pracy [A2] jak i w pracy [A3] jest nastepujacy prosty lemat.

Lemat 9 (Lemat 1 w [A2], Lemat 12 w [A3]). Niech C; ={ci,...,c} bedzie prefiksem klientow
zaprezentowanych w turach {1,...,t}. Jesli G jest drzewem oraz kazdy klient z Cy ma przynajmniej
dwéch sgsiadow, to w turze t wszystkie wierzcholki w G[Vi] sq Zywe, a lgczna dlugosé $ciezek
powiekszajgcych aplikowanych przez SAP do tury t jest rzedu O(nlogn).

Dowéd powyzszego lematu zasadza sie na tym, ze kazdy klient ¢y € Cy taczy przynajmniej dwa
drzewa z grafu G[Vy_1]. W zwiazku z tym, ze wszystkie wierzcholki sa zywe, ¢y ma do wyboru
przynajmniej dwie alternatywne Sciezki powigkszajace, z ktorych krotsza ma dtugosé ograni-
czong rozmiarem mniejszego drzewa. Stad dtugosé najkrétszej Sciezki optaci¢ moga wierzchotki
mniejszego drzewa, jesli kazdy zaptaci 1. Latwo zauwazy¢, ze kazdy wierzcholek zaptaci tacznie
co najwyzej logn, gdyz tyle razy moze by¢ wierzcholkiem drzewa ktore podwaja swdj rozmiar.

Ten prosty lemat pokazuje, ze calg trudnoéé¢ w dowodzie Twierdzenia 7 stanowia klienci o
stopniu 1. Zalézmy, ze w pewnej turze t zaprezentowany zostaje klient ¢; o stopniu 1 i niech 7y
bedzie $ciezka alternujaca uzyta przez algorytm SAP aby skojarzyé ¢;. W obu pracach [A2]1 [A3]
istotnym elementem jest wyrdznienie pierwszego wierzcholka na $ciezce my z ktérego odchodza
dwie alternatywne Sciezki alternujace. Taki wierzcholek (jesli istnieje) jest zawsze klientem, jest
unikalny dla kazdej Sciezki m; i nazywamy go wierzcholkiem rozdzielajgcym dla Sciezki m; (jesli
nie istnieje to przyjmujemy ze wierzchotkiem rozdzielajacym jest ostatni wierzchotek na Sciezce
(czyli serwer)). Mozna zauwazy¢, ze wierzchotki na Sciezce m; do wierzcholka rozdzielajacego
umieraja w turze t, zatem wystarczy oszacowaé¢ dlugoéé¢ sufiksu m poczawszy od wierzchotka
rozdzielajacego. Oznaczmy wierzcholek rozdzielajacy dla $ciezki m; jako disp(7¢), za$ sufiks $ciezki
m poczawszy od disp(my) do wolnego serwera oznaczmy jako p;. Na podstawie powyzszych
rozwazan wystarczy oszacowaé sume dlugosci sufikséw Y70, |pul-

W tym momencie nastepuje roztam koncepcyjny pomiedzy pracami [A2] i [A3]. W pierwszej
kolejnosci opiszemy pomysty na to szacowanie zaproponowane w pracy [A2].

Waznym krokiem w tej pracy jest podzial wszystkich sufikséw py, ¢t € {1,...,n}, na sufiksy
ostateczne i nieostateczne. Patrzac z punktu widzenia konkretnego klienta ¢; ktéry pojawia sie w

12 N(X) oznacza sasiedztwo zbioru X
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turze t, moze on by¢ wierzchotkiem rozdzielajacym dla wielu éciezek 7y, takich ze ¢’ > t. Niech
tms(c;) bedzie zbiorem numeréw tur ¢’ € {t,...,n} takich ze ¢; = disp(my) i niech last(¢;) =
max(tms(c¢;)). Sufiksy uy takie ze ¢’ € tms(c;) oraz t’ < last(c¢;) nazwiemy nieostatecznymi, za$
sufiks pp taki ze t' € tms(c) oraz t' = last(c;) nazwiemy ostatecznym. Praca [A2] najpierw
szacuje laczna dlugo$é¢ sufiksow nieostatecznych, a potem, nieco inaczej, szacuje laczna dlugoéé
sufiksow ostatecznych. Co ciekawe, taczna dlugosé sufikséw nieostatecznych jest rzedu O(nlogn).
Zmnacznie trudniej oszacowac taczna dtugoéé sufikséw ostatecznych, i tu pojawia sie rzad wielkosci
O(nlog?n).

RyYsSuNEK 2. Lekko-ciezka dekompozycja drzewa.

W obu szacowaniach kluczowym narzedziem jest lekko-cigzka dekompozycja ostatecznego
drzewa T,, = G[V,]. W dekompozycji tej drzewo jest ukorzenione. Dla kazdego wierzchotka
ktéry nie jest lidciem zdefiniowana jest ciezka krawedz, ktéra prowadzi do syna o najliczniejszym
poddrzewie. Ciezkie krawedzie tworza $ciezki, ktore z kolei stanowia podziat wierzchotkow drzewa.
Przyktad pokazany jest na Rysunku 2.

Przy szacowaniu dlugosci sufikséw nieostatecznych istotna obserwacja jest, ze mamy odpowied-
nio duzo alternatywnych Sciezek powigkszajacych taczacych wierzchotek rozdzielajacy z wolnym
serwerem. Co prawda wierzcholtki rozdzielajace nie powoduja taczenia drzew, nie mozna zatem
bezposrednio uzy¢ argumentu z Lematu 9. Niemniej jednak, uzywajac lekko-ciezkiej dekompozycji,
jestedmy w stanie wyodrebnié zbiér S poddrzew T,,, ktérych rozmiary sumuja sie do O(nlogn).
Przy zalozeniu ze wierzchotek rozdzielajacy ma do wyboru wystarczajaco duzo poddrzew z S w
ktérych znajdziemy $ciezke z niego do wolnego serwera, jesteSmy w stanie optaci¢ dlugosé naj-
krotszej $ciezki przypisujac ja do jednego z poddrzew w S, podobnie jak w dowodzie Lematu 9.

Szacowanie dlugoéci sufiksow ostatecznych wymaga duzo glebszej analizy. Rozwazamy tam
wierzcholki rozdzielajace na konkretnej ciezkiej $ciezce w lekko-ciezkiej dekompozycji T, i dla
kazdego takiego wierzcholka ¢ rozwazamy czas last(c). Dokladna analiza tych czaséw pozwala
ograniczy¢ dtugosé przeciecia odpowiedniego sufiksu ostatecznego z ciezkimi $ciezkami. Lekkich
za$ krawedzi w kazdym sufiksie jest niewiele, co wynika z wlasnosci dekompozycji lekko-ciezkiej.

W dalszej czedei niniejszego opracowania opiszemy podejscie zastosowane w pracy [A3], aby
uzyska¢ Twierdzenie 8. Twierdzenie to ostatecznie zamyka badany problem w klasie drzew. Jest
to zupelnie inne podejscie niz zastosowanie dekompozycji lekko-ciezkiej do uzyskania podobnego
Twierdzenia 7 w pracy [A2]. W szczegdlnosci, w pracy [A3] model z niepomyslnym skojarzeniem
odgrywa kluczowsg role. Pierwszy pomyst polega bowiem na tym, aby zastanowié si¢ jak takie
niepomyslne skojarzenie moze wygladac.

W tym celu rozwazamy gre, gdzie algorytm wybiera przebieg Sciezki powiekszajacej skojarzenie,
za$ przeciwnik wybiera skojarzenie w ten sposob, zeby $ciezka konstruowana przez algorytm byla
jak najdtuzsza. W kazdej turze t, kiedy pojawia sie klient ¢;, gra ta zaczyna sie w wierzchotku
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RySUNEK 3. Mini-maksowe wartoéci dla ukorzenionego drzewa z zaznaczona
Sciezka mini-maksows.

c¢. Pierwszy ruch nalezy do algorytmu, ktéry wybiera jedna z krawedzi incydentnych do ¢; jako
pierwsza krawedz konstruowanej sciezki. Klient ¢; nie jest jeszcze skojarzony, zatem algorytm
wybiera krawedz nieskojarzona. Krawedz ta prowadzi do pewnego serwera, gdzie przeciwnik moze
zdecydowaé z ktérym z dotychezas zaprezentowanych klientéw w G[V;] skojarzony jest tenze
serwer. Z faktu, ze algorytm konstruuje $ciezke alternujaca, musi on teraz podazy¢ skojarzona
krawedzia wybrana przez przeciwnika. Nastepng krawedZ Sciezki znéw wybiera algorytm, i
tak dalej az do momentu, gdy $ciezka zakonczy sie w lisciu drzewa G[V;]. Jedli lidciem tym
jest klient, oznacza to, ze algorytm nie znalazl $ciezki. Nietrudno zauwazyé¢, ze algorytm w
kazdym kroku chce zminimalizowaé¢ dlugosé konstruowanej Sciezki, za$ przeciwnik stara sie
ja zmaksymalizowaé¢. Diugosé¢ takiej mini-maksowej Sciezki dla wierzchotka ¢; tatwo wyliczy¢,
ukorzeniajac drzewo w ¢; i propagujac mini-maksowe wartosdci $ciezek od lisci do korzenia,
gdzie dla liScia bedacego serwerem przypisujemy warto$é¢ 0, zas dla liscia bedacego klientem
przypisujemy warto$é¢ nieskonczonosé. Kazdy wierzchotek wewnetrzny wylicza swoja wartosé na
bazie wartosci w dzieciach. Przyktad ilustrujacy wartoéci mini-maksowe dla konkretnego drzewa
ukorzenionego pokazany jest na Rysunku 3.

Niestety, wartoéci obliczone w ten sposéb odzwierciedlaja prawdziwg warto$é gry tylko w
korzeniu. Pozostate wierzchotki wewnetrzne drzewa nie uwzgledniajg mozliwosci pdjscia Sciezka
alternujaca do goéry. Idealnie byloby przechowywaé¢ w drzewie wartosci ktére umozliwia odtwo-
rzenie $ciezki mini-maksowej z dowolnego wierzchotka. Aby to osiggnaé¢, wystarczy dla kazdego
wierzchotka przechowywaé zaréwno nastepnika na mini-maksowej Sciezce, jak i nastepnika na
drugiej najlepszej mini-maksowej Sciezce. Niech dla wierzchotka v jego nastepnikiem na najlepszej
mini-maksowej $ciezce od v do liscia w chwili ¢ bedzie diry(v). Nastepnikiem na drugiej najlepszej
mini-maksowej $ciezce z wierzcholka v w chwili ¢ niech bedzie sec-dir;(v) (patrz Rysunek 4). Wéw-
czas, startujac z dowolnego wierzchotka u, jesteSmy w stanie odtworzy¢ mini-maksows Sciezke z u
w nastepujacy sposob. Pierwszym po u wierzchotkiem na Sciezce jest oczywiscie diry(u). Zalézmy
teraz ze znamy juz prefiks mini-maksowej Sciezki od wierzchotka u do wierzchotka u’ i chcemy
wyznaczy¢ kolejny wierzcholek. Zalézmy, ze poprzednikiem wierzchotka u’ na wyznaczonym
prefiksie $ciezki jest wierzcholek w. Wtedy, jesli diry(u”) # w, kolejnym wierzchotkiem $ciezki jest
dirs(u"). W przeciwnym wypadku, czyli jesli $ciezka dociera do u’ z wierzchotka realizujacego naj-
lepszg mini-maksowq $ciezke dla w’, musimy podazy¢ dalej w strone wierzchotka ktéry realizuje
drugi najlepszy mini-maksowy dystans. Wtedy nastepnikiem v’ jest wierzchotek sec-diry(u’).

Dla dowolnego wierzchotka v, warto$¢ najlepszej mini-maksowej $ciezki nazywana jest pierw-
szym dystansem wierzchotka v, zag wartos¢ drugiej najlepszej mini-maksowej $ciezki nazywana
jest drugim dystansem wierzchotka v. Dla przykladu na Rysunku 4 pierwszym dystansem wierz-
chotka v jest 1, za$ drugim dystansem wierzchotka v jest 3.
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RYSUNEK 5. Wierzcholki i ich poziomy dla czterech przykladowych tur ¢ € {1,2,3,4}.

Najistotniejszym pojeciem dowodu jest pojecie poziomu wierzchotka, zdefiniowane jako pierw-
szy dystans w przypadku klientéw i drugi dystans w przypadku serweréw (zobacz Rysunek 5).
Poziomy okazuja si¢ mie¢ szereg przydatnych wartosci. Sg one monotoniczne w czasie. Dodat-
kowo, dla dowolnego klienta oraz wierzchotkéw na najlepszej mini-maksowej $ciezce z tego klienta,
poziomy wierzcholtkéw sa odlegltosciami wierzchotkéw od korica $ciezki (patrz Rysunek 5). W
celu uogdlnienia Lematu 9 rozwazamy, dla kazdej liczby naturalnej k, spéjne sktadowe podgrafu
G[V;] indukowanego na wierzchotkach o poziomie przynajmniej k. Sktadowe te, dzieki monoto-
nicznosci pozioméw, tacza sie w czasie, co ostatecznie pozwala na amortyzacje. Duza przeszkoda
w analizie jest fakt, ze fragmenty spéjnych sktadowych umieraja w czasie, co powoduje rozpad
sktadowych na zywe fragmenty. Sa to dwa przeciwstawne procesy, stad roztam dowodu na dwa
przypadki ujete kolejno w Lemacie 23 oraz Lemacie 24 w [A3].

B. DYNAMICZNE DRZEWA STEINERA I WYROCZNIE ODLEGLOSCI

Problem drzewa Steinera jest jednym z najbardziej fundamentalnych probleméw optymalizacji
kombinatorycznej. W problemie tym mamy na wejéciu wazony graf G = (V,E,d) (gdzie d :
E ~ R, jest funkcja przypisujaca krawedziom dodatnie wagi zwane réwniez dystansami) oraz
zbiér wyrdznionych wierzchotkéow S ¢ V' nazywanych terminalami. Podgrafem Steinera dla grafu
G nazwiemy dowolny podgraf grafu GG, w ktérym kazde dwa terminale potaczone sa Sciezka.
Szukamy najtanszego podgrafu Steinera dla grafu G i zbioru S, czyli takiego, w ktérym suma
wag na krawedziach jest jak najmniejsza. Nietrudno si¢ przekonaé¢ ze podgraf ten jest drzewem,
jak wskazuje nazwa omawianego problemu.
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Problem drzewa Steinera jest naturalnym uogdlnieniem problemu drzewa rozpinajacego, ktory
otrzymamy w przypadku gdy S =V, czyli zbior terminali to zbiér wszystkich wierzchotkow
grafu. Jesli S| = 2, wéwczas problem drzewa Steinera redukuje sie do problemu najtanszej
$ciezki w grafie pomiedzy dwoma wybranymi wierzchotkami. Podczas gdy zaréwno problem
drzewa rozpinajacego, jak i problem najkrétszej Sciezki, mozna latwo rozwiazaé zachtannym
algorytmem o czasie dziatania bliskim liniowemu, to problem drzewa Steinera jest problemem NP-
trudnym. W prosty sposéb mozna jednak uzyskaé szybki algorytm ktéry oblicza 2-aproksymacje
optymalnego drzewa. W tym celu tworzymy graf pomocniczy G[S] = (S, (g),c_l) Jest to pelny
graf wazony, gdzie wierzchotkami sa wierzchotki z .S, za§ wagami sa odleglodci pomiedzy nimi w
grafie G. Minimalne drzewo rozpinajace graf G[S] daje 2-aproksymacje drzewa Steinera w G.
W dalszej czedci opracowania minimalne drzewo rozpinajace grafu H bedziemy oznaczaé jako
MST(H). Drzewo MST(G[S]) ma koszt co najwyzej dwukrotnie wigkszy niz optymalne drzewo
Steinera dla G i S. Co wiecej, MST(G[S]) jest podgrafem Steinera dla grafu G i zbioru S, pod
warunkiem ze G jest grafem metrycznym, tzn G = G, gdzie G = G[V]. Jedli za$ warunek ten nie
zachodzi, mozna przeksztatcic MST(G[S]) w podgraf Steinera dla G i S zastepujac pojedyncze
krawedzie odpowiadajacymi im najkrétszymi Sciezkami.

Ze wzgledu na swoja range problem drzewa Steinera doczekal sie wielu algorytmow
aproksymacyjnych ze wspélczynnikiem lepszym niz 2, ktére dziataja w czasie wielomiano-
wym [99, 149, 136, 43]. Sa to jednak skomplikowane algorytmy, narzucajace duzo dodatkowej
struktury na utrzymywane drzewa. O stopniu ich skomplikowania $wiadczy fakt, ze autorzy naj-
czedciej nie poswiecajg wiele uwagi ich doktadnemu czasowi dzialania. Skomplikowane struktury
trudno jest utrzymywaé dynamicznie. Stad we wszystkich pracach badajacych modele dyna-
miczne 7 ograniczonym budzetem zmian [94, 80, 82, B1] celem jest utrzymywanie MST(G[S]),
za$ wspolezynnik aproksymacji 2 jest naturalna i trudna do pokonania bariera w tychze mo-
delach. Najbardziej rozpowszechnionym modelem dynamicznym dla problemu drzewa Steinera
jest model Imase i Waxmana, ktory nazywaé¢ bedziemy modelem niezmiennego grafu. W mo-
delu tym graf G = (V, E,d) dany jest w chwili ¢ = 0 i pozostaje niezmienny. Zbiér terminali
natomiast z czasem podlega modyfikacjom, oznaczymy zatem jako S; zbiér terminali w chwili
te{l,...,k} i przyjmiemy ze Sy = @. Aktualizacje zbioru terminali prezentowane sa w sposéb
online: (s1,71) < (82,72) < ... < (s, 7). Kazda aktualizacja jest dana w formie pary (s¢,7¢),
gdzie s; € V oraz 1 € {ADD,DEL}. Jesli 7, = ADD, wowczas powiekszamy zbidr terminali o sy:
S = Sp-1 U {s¢}, zas jesli r, = DEL, woéwczas usuwamy s; ze zbioru terminali: Sy = Sy_1 \ {s¢}.
W kazdej turze t algorytm wylicza drzewo T}, ktore jest podgrafem G = G[V] oraz rozpina S;.
Bedzie nas tu interesowal jak najmniejszy amortyzowany budzet zmian, czyli wartos¢ Ba, spet-
niajaca [To @ Th| + ... + |Tk-1 ® Tk| < Ban - k. Wspdlczynnikiem aproksymacji algorytmu (zwanym
w literaturze takze wspétczynnikiem kompetetywnosci) bedzie warto$é maxeqo, . k) j((TT}))’ gdzie

d(T}") to koszt optymalnego drzewa Steinera w G dla S, za$ d(T}) to koszt drzewa T, w G.
Zaprezentowany wyzej model jest modelem w pelni dynamicznym. W modelu inkrementalnym
dopuszczamy tylko r; = ADD. W dekrementalnym modelu zawezamy sie do 7 = DEL, musimy
takze rozpoczaé¢ od niepustego zbioru terminali Sy = .5 dla zadanego zbioru terminali S.

Imase i Waxman [94] szeroko przebadali model niezmiennego grafu. W klasycznym modelu
online, gdzie By, = 1 za$ zbiér terminali zmienia si¢ w spos6b inkrementalny, Imase i Waxman
pokazuja ograniczenie dolne na wspoélczynnik aproksymacji rzedu logarytmu z liczby terminali.
Niemniej jednak, takze w modelu inkrementalnym, jesli zezwolimy na nieco wiekszy budzet
zmian rzedu O(e!log(e™1)), to z pracy Megow i inni [125] dostaniemy (2 + €)-aproksymacje,
gdzie € to dodatni parametr ktéry mozna wybraé¢ dowolnie. Co wiecej, Gu 7 inni [80] pokazuja,
ze nawet pesymistyczny budzet jednej zmiany na operacje umozliwia stala aproksymacje. W
peli dynamicznym modelu Imase i Waxman pokazuja 4-aproksymacyjny algorytm ktéry osiaga
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(amortyzowany) budzet zmian O(v'k). Gupta i inni [82] w nieco innym modelu poprawiaja
budzet Imase i Waxmana do stalego na operacje, utrzymujac w dalszym ciggu 4-aproksymacje
optymalnego drzewa. Jednak pomimo ogromnego zainteresowania budzetem zmian dla problemu
drzewa Steinera, oraz licznych pozytywnych wynikéw w tym modelu, do momentu powstania
pracy [B1], zadna praca nie oferowala podliniowych algorytméw dynamicznych. W pracy [B1]
nie tylko poprawiamy wczesniejsze wyniki w modelu z ograniczonym budzetem zmian, ale takze
przekuwamy je na wydajne algorytmy dynamiczne.

B.1. Algorytmy dynamiczne z ograniczonym budzetem zmian. W modelu ograniczonego
budzetu zmian dla problemu drzewa Steinera z niezmiennym grafem prezentujemy w pracy [Bl]
nastepujace wyniki, ktére stanowia nowy wklad w dziedzine. Po pierwsze, nasza analiza umozliwia
lepsza stata aproksymacji w przypadku dekrementalnym, jak pokazuje ponizszy lemat.

Lemat 10 (Lemat 4.13 w [B1]). Istnieje algorytm dekrementalny dla problemu drzewa Steinera w
modelu niezmiennego grafu, ktory utrzymugje (2 + €)-aproksymacje przy amortyzowanym budzecie
zmian rzedu O(e') dla zadanego parametru € > 0.

Powyzszy wynik poprawia dotychczas najlepszy 4-aproksymacyjny dekrementalny algorytm ze
stalym budzetem zmian, ktéry wynika z pracy [94]. Oprocz tego oferujemy lepszy wspélczynnik
aproksymacji oraz lepszy budzet zmian w modelu w pelni dynamicznym.

Lemat 11 (Lemat 4.18 1 4.19 w [B1]). Istnieje algorytm w pelni dynamiczny dla problemu drzewa
Steinera w modelu niezmiennego grafu, ktory utrzymuge (2+¢€)-aproksymacje przy amortyzowanym
budzecie zmian rzedu O(e 'log D) dla zadanego parametru € > 0, gdzie D to stosunek najwiekszej
wagi w grafie G do najmmniejsze;.

Jest to poprawa w stosunku do wspomnianego wczesniej 4-aproksymacyjnego algorytmu Imase
i Waxmana z budzetem zmian O(Vk).

W pozostalej czesci niniejszego rozdziatu nakreslimy gléwne pomysty oraz techniki prowadzace
do powyzszych wynikéw. Przedstawimy tez algorytm inkrementalny, ktory rézni sie nieco od
algorytmu wynikajacego z pracy Megow ¢ innych [125], a wprowadzone przez nas réznice pozwola
pézniej na efektywng implementacje. Powszechnie wiadomo, ze kazde drzewo rozpinajace w
grafie mozna przeksztalci¢ na optymalne za pomoca sekwencji podmian krawedzi drzewowych
na niedrzewowe. Niemniej jednak, dokonanie wszystkich mozliwych podmian nie zagwarantuje
niskiego budzetu zmian. Dlatego gtéwnym cigzarem w modelu ograniczonego budzetu zmian jest
ostrozne dokonywanie tylko niezbednych podmian, a takze formalne zdefiniowanie ktére podmiany
sa dla algorytmu niezbedne. Lemat 10 oraz Lemat 11 bazujg na dwdéch prostych pomystach.
Po pierwsze, algorytm podmienia krawedz z drzewa na krawedz niedrzewows tylko jesli ta ma
znacznie mniejszy koszt od krawedzi podmienianej. Po wtore, jesli usuwany terminal ma duzy
stopien w aktualnym drzewie, to jego usuniecie mozna odlozy¢ w czasie. Aby doprecyzowaé
pierwszy pomyst wprowadzamy pojecie e-ciezkiej oraz e-efektywnej podmiany. Podmiang dla
drzewa T ¢ G nazwiemy pare krawedzi (e,er), e € G,er € T, gdzie oba konce krawedzi e sa
wierzchotkami drzewa T', za$ et lezy na Sciezce w T" pomiedzy koncami krawedzi e. Na Rysunku 6
pokazany jest przyktad podmiany.

Podmiana jest e-ciezka, jesli d(er) > ed(T)/|V|, czyli wéwczas gdy waga e stanowi odpowied-
nio duzy ulamek wagi calego drzewa T. Podmiana jest e-efektywna, gdy (1 + €)d(e) < d(er),
czyli woéwcezas gdy e wazy znaczaco mniej niz er. Jedli podmiana nie spetnia cho¢ jednego z
tych dwéch warunkéw, to zysk z tej podmiany jest na tyle matly, ze nie warto jej dokonywac.
Powiemy zatem ze podmiana jest (e, c)-dobra jesli jest zaréwno e-efektywna jak i (€/c)-ciezka.
W kontekscie dostepnej literatury nie jest duzym zaskoczeniem, ze jesli w drzewie nie ma (e, ¢)-
dobrych podmian dla drzewa T, wowczas T' nie odbiega znaczaco kosztem od MST(G[V (T)]),
gdzie V(T') to zbioér wierzchotkéw drzewa T, co formalniej stwierdza ponizszy lemat.
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er

RYSUNEK 6. Przykladowa podmiana (e,er)

Lemat 12 (Lemat 3.2 w [B1]). Niech ¢ >¢€ >0 bedg parametrami zas T niech bedzie drzewem
w G. Jesli nie istnieje (e,c)-dobra podmiana dla drzewa T, wowczas T jest c¢(1 + €)/(c - €)-
aproksymacjg MST(G[V(T)]). Ponadto, jesli nie istnicje e-efektywna podmiana dla drzewa T,
wowezas T jest (1 + €)-aproksymacio MST(G[V(T)]).

Kolejny lemat umozliwia pozostawienie w drzewie wierzchotkéw o duzym stopniu, ktore
nie naleza juz do zbioru terminali. Jest on uogdlnieniem przypadku wierzchotkéw stopnia
przynajmniej 3 zawartego w pracy [94]. Nasz dowdd nie wzoruje sie jednak na [94], dzieki czemu
mozliwe jest to uogdlnienie.

Lemat 13 (Lemat 3.3 w [B1]). Niech € >0 oraz n > 2 bedq parametrami, zas T € G niech bedzie
drzewem o zbiorze wierzchotkéw S U N, dla ktorego nie ma e-efektywnych podmian, a kaZdy
wierzcholek z N ma w T stopier przynajmniej n. Wowczas d(T) < (1 + 6)%(1(MST(G[S])).

Lemat 12 oraz Lemat 13 stanowia podstawe proponowanych przez nas algorytméw z ograni-
czonym budzetem zmian, ktore opiszemy w nastepnej kolejnosci.

Algorytm dekrementalny. Algorytm dekrementalny w fazie inicjalizacji ustawia Ty =
MST(G[S]). Nastepnie w kazdej turze ¢ algorytm dziala jak nastepuje. Niech aktualizacja
w turze t bedzie para (s¢,r¢) gdzie ry = DEL, za$ 1 niech bedzie parametrem algorytmu. Jesli
stopien sy w 131 jest wiekszy niz 1, wowczas algorytm dekrementalny nie robi nic w turze t. Jesli
usuwany terminal s; ma stopien s < 7, algorytm usuwa go z drzewa T;_;. Drzewo rozpada sie
wtedy na s < 1 komponentéw. Komponenty te taczone sa w najtanszy mozliwy sposéb, to znaczy
budowane jest minimalne drzewo rozpinajace laczace te komponenty krawedziami z G, po czym
krawedzie taczace komponenty dodawane sa do T;—; (patrz Rysunek 7). Nastepnie algorytm de-
krementalny wywoluje sie rekurencyjnie na bytych sasiadach v wierzchotka s; w drzewie T;_1, ale
tylko gdy v ¢ Sy. Drzewo T; powstaje z T;—1 po zakonczeniu wszystkich wywolan rekurencyjnych
algorytmu dekrementalnego. Dobierzmy n = 1+ [6_1]. Wtedy Lemat 13 zagwarantuje, ze algorytm
dekrementalny w turze ¢ obliczy 2(1+ €)?-aproksymacje optymalnego drzewa Steinera w G dla S;.
Oznacza to ze uzyskujemy (2 + €)-aproksymacje dla zadanego € > 0 jesli odpowiednio dobierzemy
parametry. Latwo zauwazy¢ ze w trakcie k aktualizacji algorytm usunie terminal z drzewa co naj-
wyzej k razy, kazdy za$ usuwany wierzcholek ma stopien co najwyzej n = O(e71), co przeklada
sie na lgczng liczbe zmian O(ke™!), a zatem amortyzowany budzet zmian jest rzedu O(e1).

Algorytm inkrementalny. Niech aktualizacja w turze t bedzie para (s, r;) gdzie r; = ADD.
Jesli sy € S;-1, algorytm inkrementalny nie robi nic w turze t. W przeciwnym wypadku algorytm
w pierwszej kolejnosci taczy s; z drzewem T;_; najtansza z dostepnych krawedzi. Nastepnie
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RYSUNEK 7. Po usunieciu wierzcholka v z drzewa T;_1, drzewo T;_1 rozpada sie
na poddrzewa T1, Ty, T3. Krawedz e; j, dla 4,7 € {1,2,3} oraz i < j, to najtansza
krawedz taczaca T; z T; w G. Tworzymy graf pomocniczy, w ktérym wierzchotkami
sa poddrzewa Tj, za$ T; z T; polaczone sg krawedzig e; ;. W grafie pomocniczym
obliczamy minimalne drzewo rozpinajace, po czym krawedzie tego drzewa uzyte
sg aby potaczyé¢ poddrzewa T; z powrotem w jedno drzewo.

algorytm dokonuje e-efektywnych podmian w T;-; do momentu gdy nie istnieja (¢/2,1 + €)-
dobre podmiany. Odbywa sie to tak, iz algorytm rozwaza wszystkie krawedzie e incydentne
z s; poza ta, ktéra juz dodal do drzewa. Jedli e uczestniczy w (€/2,1 + €)-dobrej podmianie,
to algorytm podmienia ja na najwieksza mozliwa krawedz drzewowa. Po dokonaniu podmian
algorytm otrzymuje drzewo T;. Przyktadowy przebieg algorytmu inkrementalnego pokazany
jest na Rysunku 8. Istotnym nowym wkladem w algorytm inkrementalny jest pokazanie w
pracy [Bl] iz rzeczywiscie wystarczy rozwazy¢ podmiany dla krawedzi e incydentnych z s;, gdyz
tylko dla takie moga uczestniczy¢ w (€/2,1 + €)-dobrych podmianach. Jest to istotne z punktu
widzenia p6zZniejszej implementacji. Na mocy Lematu 12, drzewo T} jest 2(1 + €)-aproksymacja
optymalnego drzewa Steinera dla S;. Dodatkowo pokazujemy w [B1] ze algorytm inkrementalny
wykonuje lacznie O(ke™!) podmian, co daje amortyzowany budzet zmian rzedu O(e™!).

RYSUNEK 8. Po dodaniu terminala s;, algorytm taczy s; z drzewem T;_; najtansza
krawedzia eg. Nastepnie algorytm znajduje podmiane (eq,e’) i dokonuje tej
podmiany.

Algorytm w pelni dynamiczny. Algorytm w pelni dynamiczny laczy ze soba algorytm
dekrementalny z inkrementalnym. Rozwazmy ture ¢ i odpowiadajaca jej aktualizacje (s¢, 7).
Jedli r; = DEL, wéwczas uruchamiamy algorytm dekrementalny z parametrem n =1 + [e’l].
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Jedli zas ry = ADD, wowczas postepujemy podobnie jak algorytm inkrementalny, sa jednak
dwie istotne réznice. Po pierwsze, koszt utrzymywanego przez nas drzewa moze zmniejszy¢ sie
znaczaco w przysztosci, dlatego nie mozemy ignorowaé e-lekkich podmian, czyli takich, ktére
nie sa e-ciezkie. Po drugie, wierzchotki drzewowe nie bedace terminalami mogg zmniejszy¢
swoj stopien w drzewie na skutek podmiany, co moze spowodowaé ze nalezy je usunaé. Zatem
w przypadku r; = ADD, algorytm w pelni dynamiczny postepuje w sposéb nastepujacy. Jesli
s¢ jest wierzchotkiem drzewa T;_1, wOwczas algorytm nie robi nic. W przeciwnym wypadku
algorytm najpierw dodaje do T;_; najtansza krawedz laczaca s; z drzewem T;_;. Nastepnie,
dopdki krawedz e incydentna z s; uczestniczy w e-efektywnej podmianie, algorytm podmienia e
na najciezszg z krawedzi drzewowych ktore tworza z nig podmiane. Na koniec algorytm usuwa
wszystkie drzewowe wierzchotki ktére nie sa terminalami i ktérych stopien jest nie wiekszy niz
parametr 1. Powstaje w ten sposob drzewo T;. Latwo zauwazy¢ ze po wykonaniu wszystkich
krokow algorytmu, dla drzewa T} nie istnieja e-efektywne podmiany, zas wszystkie wierzchotki
T; nie bedace terminalami maja stopien wiekszy niz n. Zatem Lemat 13 gwarantuje iz T} jest
2(1 + €)%-aproksymacja optymalnego drzewa Steinera w G dla S;. Jak pokazujemy w pracy [B1],
w tym przypadku budzet zmian wzrasta do O(e *log D), gdzie D to stosunek najwiekszej wagi
w grafie G do najmniejszej.

B.2. Wyrocznie odleglosci. Na drodze do efektywnej implementacji algorytméw z ograniczo-
nym budzetem zmian zaprezentowanych w poprzednim podrozdziale pojawia si¢ jeden zasadniczy
problem. Mianowicie, algorytmy z ograniczonym budzetem zmian zaprezentowane w poprzednim
podrozdziale zakladaja dostep to domkniecia metrycznego grafu G czyli grafu G. Aby udostep-
nié¢ algorytmom efektywny dostep do grafu G, wprowadzamy w pracy [B1] struktury danych
nazywane wyroczniami odlegtosci. Wyrocznie te w fazie inicjalizacji przetwarzaja wazony graf
G, aby méc potem efektywnie odpowiadaé¢ na zapytania o odlegtosci w G. Interfejs wyroczni
odleglosci zaprezentowanych w [B1] jest dostosowany do potrzeb algorytméw dynamicznych. Co
wiecej, algorytmy maja dostep do grafu G wyltacznie poprzez wyrocznie odlegtosci. Oferujemy
dwa warianty wyroczni: inkrementalny oraz w pelni dynamiczny. Wariant inkrementalny wy-
roczni uzyty bedzie na potrzeby algorytmu inkrementalnego, za$ wariant w pelni dynamiczny
postuzy do implementacji algorytmu w pelni dynamicznego.

Kazda wyrocznia z zaproponowanych w [B1], w momencie inicjalizacji dostaje wazony graf G =
(V,E,d), na ktérym przeprowadza faze inicjalizacji. Wyrocznia utrzymuje podzial wierzchotk6w
V' na klasy koloréw C1,...,C;. Oznacza to ze kazdy wierzchotek przynalezy do jakiejs klasy:
U£=l C; = V oraz ze klasy sg parami roztaczne: C; n C; = @ dla i # j. Kazdy kolor moze by¢
aktywny badz nieaktywny.

Inkrementalny wariant wyroczni umozliwia nastepujace operacje:

o distance(v,i) — podaj odlegltoéé¢ z wierzchotka v do najblizszego wierzchotka o kolorze i,

o nearest(v,j) — podaj odleglo$¢ od wierzcholka v do j-tego najblizszego aktywnego koloru
(dla statego j),

o activate(?) — aktywuj kolor 4,

« merge(i,j) — polacz aktywne klasy koloréw C; oraz C; w aktywna klase Cy, gdzie ¢ € {7, }.

W pelni dynamiczny wariant udostepnia dodatkowo operacje rozdzielania koloréw, niemniej
jednak zaréwno laczenie jak i rozdzielanie koloréw odbywa sie w okreslony sposob. Mianowicie,
kazda klasa C; reprezentujaca kolor ¢ powiazana jest z drzewem T; rozpinajacym C;. Drzewa
T; nie musza by¢ w zaden sposéb powigzane z grafem G. Laczenie koloréw jest jednoczesnie
taczeniem drzew im odpowiadajacych za pomoca zadanej krawedzi. Rozdzielanie koloru to
podzial odpowiadajacego drzewa na dwa poprzez usuniecie z niego krawedzi. Przyklad pokazany
jest na Rysunku 9.
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RYSUNEK 9. Przyklad operacji merge(i, j,u,v) oraz split(q,u,v)

Tak wiec wariant w pelni dynamiczny udostepnia nastepujace operacje:

o distance(v,i) — podaj odlegloéé¢ z wierzchotka v do najblizszego wierzchotka o kolorze 4,

o nearest(v,j) — podaj odleglosé od wierzchotka v do j-tego najblizszego aktywnego koloru
(dla statego j),

o activate(i) — aktywuj kolor i,

o deactivate(i) — dezaktywuj kolor i,

« merge(i,j,u,v) — polacz aktywne klasy koloréw C; oraz C; o drzewach T; oraz Tj w aktywna
klase Cy, gdzie g € {1,j} zas§ Ty =T; uT; U {u,w}.

o split(q,u,v) — jesli {u,w} jest krawedzia T} oraz kolor ¢ jest aktywny, wéwczas podziel C,
na aktywne klasy C; oraz C; o drzewach bedacych spéjnymi sktadowymi T, \ {u, w}
Konstrukcja wyroczni jest wysokopoziomowa i modularna. Oznacza to, ze pokazujemy najpierw

wyrocznie abstrakcyjna, ktéra opiera sie na kilku modutach i spelia kilka ogdélnych wlasnosci

ktore uzalezniaja moduly od siebie i lacza je w jedng strukture. Kazdy modul moze by¢
implementowany na rézne sposoby co daje rézne instancje abstrakcyjnej wyroczni, rézniace sie
od siebie zuzyciem pamieci, wspotczynnikiem aproksymacji oraz czasami dzialania pojedynczych
operacji. Wyabstrahowanie ogdélnych wtasnosci spetnianych przez kazda instancje wyroczni

jest w pracy [B1] niezwykle wazne, poniewaz implementacje algorytméw jawnie korzystaja z

tych wlasnosci. Konkretne instancje wyroczni uzywane w [B1] ujete sa w nastepujacych trzech

twierdzeniach.

Twierdzenie 14 (Twierdzenie 5.8 w [B1]). Niech G = (V, E,d) bedzie grafem wazonym i niech
n =|V| oraz m = |E|. Istnieje 3-aproksymacyjna w pelni dynamiczna wyrocznia odleglosci dla G,
ktérej oczekiwany czas konstrukeji wynosi O(/n(m +nlogn)), ktéra zajmuje oczekiwang pamieé
rzedu O(nv/nlogn), i ktéra zuzywa oczekiwany czas rzedu O(y/nlogn) na operacje.

Twierdzenie 15 (Twierdzenie 5.14 w [B1]). Niech G = (V, E,d) bedzie wazonym grafem pla-
narnym i niech n = |V| oraz D niech bedzie stosunkiem najwickszej odleglo$ci w G do naj-
mniejszej. Dla dowolnego € > 0 istnieje (1 + €)-aproksymacyjna inkrementalna wyrocznia odle-
gtosci dla G, ktorej czas konstrukcji wynosi O(e_lnloanlog D), ktéra zajmuje pamieé rzedu
O(e'nlognlog D), i ktéra zuiywa oczekiwany czas rzedu O(e ' log? nlog D) na operacje lub tez
czas rzedu O(e! log? nloglognlog D) na operacje w deterministycznym wariancie.

Twierdzenie 16 (Twierdzenie 5.16 w [B1] dla p = \/n). Niech G = (V, E,d) bedzie wazonym
grafem planarnym i niech n = |V| oraz D niech bedzie stosunkiem najwiekszej odleglosci w G do
najmniejszej. Dla dowolnego € > 0 istnieje (1 + €)-aproksymacyjna w pelni dynamiczna wyrocznia
odleglosci dla G, ktérej czas konstrukeji wynosi O(e 'nlog®nlog D), ktora zajmuje pamiec rzedu
O(e 'nlog?nlog D), i ktéra zuzywa czas rzedu O(e'\/nlognlog D) na operacie.
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B.3. Efektywne algorytmy dynamiczne. Do momentu powstania pracy [B1] nie byly znane
zadne algorytmy dynamiczne dla problemu drzewa Steinera, brak jest zatem punktu odniesienia
ktory dyktowalby jaka wydajnosé jest interesujaca.

W modelu niezmiennego grafu, najprostszy algorytm dynamiczny policzytby w fazie inicjalizacji
domkniecie przechodnie grafu G, a nastepnie przy kazdej aktualizacji przeliczatby MST(G[S;])
statycznym algorytmem. Prowadzi to do aktualizacji w czasie O(|S|?). Zasadniczo od algorytméw
dynamicznych oczekuje sig, zeby byly istotnie wydajniejsze niz aplikacja algorytmu statycznego
dla kazdej aktualizacji.

W przypadku drzew Steinera istnieje jednak wydajniejszy prosty algorytm dynamiczny. Jest
on oparty na dynamicznym algorytmie przliczajacym minimalne drzewo rozpinajace na grafie
aktualizowanym poprzez dodanie badz usuniecie krawedzi [90]. Jest to niezwykle wydajny w
pelni dynamiczny algorytm, gdzie czas aktualizacji jest rzedu (’)(log4 n) dla n-wierzchotkowego
grafu. Algorytm ten mozna wykorzystaé¢ aby utrzymywaé¢ dynamicznie MST(G[S;]) co daje
2-aproksymacje optymalnego drzewa Steinera w G. Inicjalizujemy strukture z pracy [90] grafem
Gust o n wierzchotkach i bez krawedzi, gdzie n = [V] to liczba wierzchotkéw w grafie G dla
ktorego chcemy aproksymowaé drzewo Steinera. Przy kazdej aktualizacji w postaci (s¢,7¢), jesli
ry = ADD, wowczas dodajemy do grafu Gyst wszystkie krawedzie taczace sy z wierzchotkami
S;_1 w grafie G. Jedli za$ r; = DEL, wowczas krawedzie incydentne z s; usuwamy z grafu Gysr.
Takie podejscie daje w pelni dynamiczny algorytm z aktualizacja w czasie 5(n)

Naszym celem w pracy [Bl] jest zatem przelamanie naturalnej bariery O(n) dla czasu
aktualizacji w algorytmach dynamicznych. Konkretne czasy podane w twierdzeniach ponizej
sg rezultatem implementacji algorytméw z Rozdziatu B.1 za pomocg odpowiednich wyroczni z
Rozdziatu B.2.

Algorytm dekrementalny. Oferujemy dwa algorytmy dekrementalne. Pierwszy z nich jest
implementacja dekrementalnego algorytmu z ograniczonym budzetem zmian (Lemat 10) za
pomoca w pelni dynamicznej wyroczni dla graféw ogdlnych (Twierdzenie 14). Dokladne czasy
zawarte sg w ponizszym twierdzeniu.

Twierdzenie 17 (Twierdzenie 6.3 w [B1]). Niech G = (V, E,d) bedzie grafem i niech n =|V| oraz
m = |E| oraz niech € > 0. Niech S bedzie poczgtkowym zbiorem terminali z ktérego terminale sq
sukcesywnie usuwane. Istnieje dekrementalny algorytm, ktéry po preprocessingu w oczekiwanym
czasie O(y/n(m +nlogn) +|S|\/nloghn), utrzymuje (6 + €)-aproksymacje drzewa Steinera dla S,
obstugujgc kazdg operacje usuniecia z S w oczekiwanym amortyzowanym czasie O(e *\/nlogn).
Algorytm uzywa oczekiwang pamieé rzedu O(n+/nlogn).

Nieco lepszy algorytm dekrementalny mozliwy jest dla graféw planarnych, jesli zaimplementu-
jemy algorytm dekrementalny z ograniczonym budzetem zmian (Lemat 10) za pomoca w pelni
dynamicznej wyroczni dla graféw planarnych (Twierdzenie 16).

Twierdzenie 18 (Twierdzenie 6.4 w [B1]). Niech G = (V, E,d) bedzie grafem planarnym i niech
n =|V| oraz m = |E| oraz niech € >0 za$ D niech bedzie stosunkiem najwiekszej odleglosci w G
do najmniejszej. Niech S bedzie poczgtkowym zbiorem terminali z ktdrego terminale sq sukcesyw-
nie usuwane. Istnieje dekrementalny algorytm, ktory po preprocessingu w oczekiwanym czasie
O(e 'nlog?nlog D +|S|e 0% /nlog?® nlog D), utrzymuje (2 + €)-aproksymacje drzewa Steinera
dla S, obstugujgc kazdg operacje usuniecia z S w amortyzowanym czasie O(e *%y/nlog D).

Gléwnym wyzwaniem w implementacji algorytmu dekrementalnego jest umiejetno$é szybkiego
wyznaczenia krawedzi laczacych sktadowe powstate po usunieciu z drzewa wierzchotka o stopniu
ograniczonym przez parametr 7. Nie jest apriori jasne jak to zrobi¢, jako ze kandydatow
na krawedzie taczace jest zbyt wielu aby ich wszystkich przeglada¢. Z pomoca przychodzi
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tu dynamiczny algorytm utrzymujacy minimalny las rozpinajacy [90]. Wylicza on zastepcze
krawedzie, dziatajac na specjalnie przygotowanym pomocniczym grafie, ktéry dzieki ostroznej
analizie zawiera wszystkie potrzebne krawedzie i daje sie efektywnie aktualizowad.

Algorytm inkrementalny. Podobnie jak w przypadku dekrementalnym, otrzymujemy dwa
rozne algorytmy inkrementalne, implementujac algorytm inkrementalny z ograniczonym bu-
dzetem zmian (opisany w Rozdziale B.1) za pomoca dwéch réznych wyroczni odleglosei. Za-
stosowanie wyroczni w pelni dynamicznej dla graféw ogdlnych (Twierdzenie 14) da algorytm
inkrementalny dla graféw ogdélnych opisany ponizszym twierdzeniem.

Twierdzenie 19 (Twierdzenie 6.10 w [B1]). Niech G = (V, E,d) bedzie grafem wazonym, n = |V|
oraz niech € > 0. Niech takze S bedzie zmieniajgcym sie przez dodawanie elementow zbiorem
terminali, poczgtkowo pustym. Wowczas istnieje algorytm inkrementalny, ktory po preprocessingu
w oczekiwanym czasie O(e”*/n(m +nlog(nfe))) utrzymuje (6+¢)-aproksymacje drzewa Steinera
dla S, obstugujgc operacje dodania terminala w amortyzowanym czasie O(e 1\/n). Algorytm
zagmugje O(e 1ny/nlognlog(n/e)) pamieci.

Alternatyws jest implementacja algorytmu inkrementalnego za pomoca inkrementalnej wy-
roczni dla graféw planarnych (Twierdzenie 15). Otrzymamy wtedy nastepujacy algorytm inkre-
mentalny.

Twierdzenie 20 (Twierdzenie 6.11 w [B1]). Niech G = (V,E,d) bedzie planarnym grafem
wazonym, n = |V| oraz niech € > 0. Niech takze S bedzie zmieniajgcym sie przez dodawanie
elementow zbiorem terminali, poczgtkowo pustym. Wowczas istnieje algorytm inkrementalny,
ktory po preprocessingu w oczekiwanym czasie O(e >nlognlog(n/e)log D) utrzymuje (2 + €)-
aproksymacje drzewa Steinera dla S, obstugujgc kazdg operacje dodania w amortyzowanym czasie
O(e %log® nloglognlog(n/e)log D). Algorytm uzywa O(e *nlognlog(n/e)log D) pamieci.

Pomimo ze (2 + €)-aproksymacyjny algorytm inkrementalny z budzetem zmian O(e !loge™!)
wynika ze wezedniejszej literatury [125], nikomu nie udalo sie efektywnie zaimplementowaé tego
algorytmu. Przeszkoda jest tu potrzeba szybkiego znajdowania efektywnych i ciezkich podmian.
Przypomnijmy, ze algorytm inkrementalny z ograniczonym budzetem zmian z Rozdziatu B.1
najpierw laczy nowy terminal s; z drzewem 7T;_; najtansza krawedzia, co mozna osiggnacé
jednym zapytaniem w postaci distance(s;,j) do wyroczni odleglosci. Nastepnie jednak algorytm
inkrementalny przeglada krawedzie incydentne z s; w poszukiwaniu (€/2, 1+ €)-dobrych podmian.
Nawet samo przejrzenie wszystkich krawedzi incydentnych z sy stanowi wigkszy koszt niz
mozemy sobie na to pozwoli¢. Dlatego potrzebne sa tu nietrywialne pomysty ktére pozwola
zaaplikowaé¢ wszystkie potrzebne podmiany w czasie podliniowym.

Podstawowym pomystem jest tutaj nastepujaca idea. Powiedzmy ze interesuja nas (-
efektywne podmiany dla pewnego parametru ¢ >0 (pamigtajmy ze ( jest rzedu €). Rozwazmy
G = (V, (‘2/), d") jako klike z wagami d’ zwracanymi przez konkretng wyroczni¢ odleglosci. Tak
otrzymany graf G jest grafem aproksymacji odleglosci w G widzianym przez wyrocznie. Za-
okraglimy teraz wagi krawedzi G w gére do poteg (1+¢). Tak otrzymany G zawiera teraz
p(1 + ¢)-aproksymacje dystanséw z G, gdzie p to wspélezynnik aproksymacji uzytej wyroczni.
Algorytm bedzie szukal podmian w grafie G (w pracy pokazujemy formalnie poprawnosé¢ takiego
kroku). Przyjmijmy takze ze wagi w G sa z przedziatu [1, D'], gdzie D' bedzie dobrym przybli-
zeniem stosunku D najwiekszej do najmniejszej wagi w oryginalnym grafie G. Kazdej krawedzi
uv € E(@,) przypiszemy jej poziom, zdefiniowany jako 1v1(uv) = logy,. d'(uv) (zauwazmy ze
wobec powyzszego poziomy krawedzi sa liczbami naturalnymi). Mamy zatem dostepne poziomy
0,1,2,...,h =log,. D= W kazdej turze t, dla kazdego j € {0,1,...,h} definiujemy warstwe L;,
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w ktoérej znajdujq si¢ krawedzie o poziomie co najwyzej j. Dla kazdej warstwy L, inicjalizu-
jemy wyroczni¢ odlegltosci D}, gdzie kolory odpowiadaja spdjnym sktadowym 7} w warstwie L;.
Sktadowe te beda sie zmienia¢ dynamicznie razem z drzewem T;.

Powiedzmy, ze nowy terminal s; zostal juz podpiety do drzewa T} najtansza krawedzia i
nalezy teraz zaaplikowaé w T} wszystkie interesujace nas podmiany. Gtéwny pomyst jest taki, ze
bedziemy szukaé¢ podmian idac warstwami od dotu do géry. Powiedzmy zatem ze rozwazamy
aktualnie warstwe L;. Interesuja nas podmiany (e, e’) takie ze 1vl(e’) > j oraz 1vl(e) < j. Niech
C bedzie spéjng sktadowg w warstwie L; zawierajaca s;. Skladowa C' z definicji zawiera krawedzie
o poziomie co najwyzej j, oraz kazda Sciezka w T} taczaca C z inng skladowa w L; zawiera
krawedzZ o poziomie wigkszym niz j. Poniewaz s; ma kolor skladowej C', odpytujemy ID; o drugi
najblizszy kolor do s; za pomoca operacji nearest(s;,2). Powiedzmy ze wyrocznia znalazla
odleglosé ktorej odpowiada wierzcholek s'. Jesli 1v1(s;s’) < j, wéwcezas znalezliSmy podmiane
(e,e"), gdzie e = s4s" oraz €’ jest najciezsza krawedzig na Sciezce z sy do ' w T;. Podmiana
(e,€") jest (-efektywna jako ze wagi krawedzi w sasiednich warstwach réznia si¢ przynajmniej
o czynnik (1 + (). Po znalezieniu podmiany poprawiamy wyrocznie D; ktére tego wymagaja
i szukamy nastepnej podmiany na tym samym poziomie j. Jesli podmiany nie bylo, oznacza
to ze krawedzie do poziomu j nie tworza efektywnej podmiany, zatem kontynuujemy szukanie
podmian na poziomie j + 1, rozwazajac warstwe L, 1.

W opisanym algorytmie czas zaaplikowania wszystkich efektywnych podmian jest propor-
cjonalny do liczby warstw (logy, D’) wymnozonej przez liczbg znalezionych podmian (amort.
O(e!) na dodanie terminala). Aby zredukowaé liczbe odwiedzonych warstw, definiujemy w
pracy (bardzo niski) poziom 1v1,(T') = [logy o %
iz krawedzie na poziomie 1v1l, (7;) maja tak niski koszt, ze nie podmieniamy ich. Iterujemy sie
zatem przez warstwy Liyi (7)., L (gdzie T ma maksymalng wage sposréd 11, ..., T), co

|. Znaczenie tego poziomu jest takie,

daje z grubsza O(logn) warstw ktére musimy przeszukaé.

Algorytm w pelni dynamiczny. Aby otrzymaé algorytm w peini dynamiczny umiejetnie
laczymy algorytm inkrementalny z algorytmem dekrementalnym. Powstale w pelni dynamiczne
algorytmy dla problemu drzewa Steinera z niezmiennym grafem podsumowane sa w nastepujacych
dwoéch twierdzeniach.

Twierdzenie 21 (Twierdzenie 6.14 w [B1]). Niech G = (V, E,d) bedzie grafem gdzie n =|V|, m =
|E| oraz € > 0. Niech D bedzie stosunkiem najwickszej wagi w G do najmniejszej. Niech S bedzie
poczgtkowo pustym zbiorem terminali modyfikowanym przez wstawiania i usuniecia. Wowczas
istnieje algorytm, ktory po preprocessingu w oczekiwanym czasie O(y/n(m + e nlognlog D))
utrzymuge (6 + €)-aproksymacje drzewa Steinera dla S w G, obstugujgc kazdg modyfikacje w
oczekiwanym czasie O(e 2y/nlog? D). Algorytm uzywa O(n/nlogne 'log D) pamieci.

Wspdblezynnik aproksymacji mozna tu poprawié, jedli rozwazymy grafy planarne i uzyjemy
odpowiedniej dla nich wyroczni odleglosci.

Twierdzenie 22 (Twierdzenie 6.16 w [B1]). Niech G = (V, E,d) bedzie grafem planarnym gdzie
n = |V| oraz € > 0. Niech D bedzie stosunkiem najwickszej wagi w G do najmniejszej. Niech
S bedzie poczgtkowo pustym zbiorem terminali modyfikowanym przez wstawiania i usuniecia.
Wowczas istnieje algorytm, ktory po preprocessingu w czasie O(e‘znlogznlog2 D) utrzymuge
(2+¢€)-aproksymacje drzewa Steinera dla S w G, obstugujgc kazdg modyfikacje w amortyzowanym
czasie O(e21og?® D/n). Algorytm zuzywa pamieé O(e>nlog? nlog® D).

B.4. Dynamiczne drzewa Steinera za pomocg emulatoréw dwudzielnych. Algorytmy
zaprezentowane w poprzednim rozdziale przetamuja bariere liniowego czasu na aktualizacje.
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Niemniej jednak, za cene wyzszej aproksymacji, mozna otrzymac¢ dynamiczne algorytmy jeszcze
bardziej wydajne. Narzedziem pozwalajacym uzyskaé wydajniejsze algorytmy jest graf dwudzielny
nazywany emulatorem dwudzielnym, ktéry zdefiniowany jest dla dowolnego grafu wazonego.
Intuicyjnie, emulator dwudzielny jest to rzadki graf ktéry przechowuje informacje o dystansach
w oryginalnym grafie. Nie bedziemy tu rozwijaé¢ bardziej koncepcji emulatora dwudzielnego,
podamy tylko ostateczne algorytmy ktére udato sie tym sposobem uzyskaé.

Twierdzenie 23 (Twierdzenie 7.6 w [B1]). Niech G = (V,E,d) bedzie grafem gdzie n = |V,
m = |E| za$ k > 1 niech bedzie calkowitym parametrem. Niech S bedzie poczgtkowo pustym
zbiorem terminali modyfikowanym przez wstawiania oraz usuniecia. Wowczas istnieje algorytm,
ktory po preprocessingu w oczekiwanym czastie (’)(k:mnl/ ) utrzymugje (8k — 4)-aproksymacie
drzewa Steinera dla S, obstugujec kazdg modyfikacje w oczekiwanym amortyzowanym czasie

O(kn'*log* n).
Dla graféw planarnych sytuacja przedstawia sie nastepujaco.

Twierdzenie 24 (Twierdzenie 7.10 w [B1]). Niech G = (V, E,d) bedzie grafem planarnym i niech
0 <e< 1. Niech S bedzie poczgtkowo pustym zbiorem terminali modyfikowanym przez wstawiania
oraz usuniecia. Wowczas istnieje algorytm, ktéry po preprocessingu w czasie O(e 'nlog?n) utrzy-
muge (4 +€)-aproksymacje drzewa Steinera dla S w G, obstugujec aktualizacje w amortyzowanym
czasie O(e 1 logbn).

C. DYNAMICZNE KOLOROWANIE GRAFOW PRZEDZIALOWYCH

W problemie kolorowania graféw przedziatowych dostajemy na wejéciu ciag n przedziatlow
T = {[ai, b;)}},. Ciag ten mozna zinterpretowaé jako graf Gz, w ktérym dla kazdego przedziatu
I € 7 istnieje reprezentujacy go wierzchotek vy, zas zbioér krawedzi to zbiér par wierzchotkéw vyv
takich ze I nJ # @. Wtedy graf Gz nazywa sie grafem przecie¢ zbioru Z i nalezy do klasy graféw
przedziatowych, natomiast Z jest reprezentacjg przedzialows grafu Gz. W niniejszym opracowaniu
rozwazaé bedziemy réwniez klase graféw réwnoprzedziatowych: naleza do niej grafy przedziatowe
Gz gdzie dla kazdego przedzialu [a;, b;) € Z zachodzi b; = a;+1. Wlasciwym k-kolorowaniem grafu
G = (V, E) nazwiemy przyporzadkowanie ¢: V'~ {1,..., k} wierzchotkom grafu koloréw ze zbioru
{1,...,k} wtaki sposéb, iz kazde dwa sasiadujace wierzchotki maja rézne kolory, czyli jesli vw € E
to c(v) # c(w). Majac dany zbiér przedzialéw Z, jego wlasciwym k-kolorowaniem jest wlasciwe
k-kolorowanie grafu Gz, gdzie kolor wierzchotka vy utozsamiamy z kolorem przedziatu I. Liczba
chromatyczng grafu czy tez zbioru przedzialow nazwiemy najmniejsze k dla ktérego istnieje
wlasciwe k-kolorowanie. W problemie kolorowania celem jest znalezienie liczby chromatycznej
grafu oraz odpowiadajacego jej kolorowania. W ogdélnych grafach, dla dowolnego € > 0, nawet
(n'~¢)-aproksymacja liczby chromatycznej jest problemem NP-trudnym [101, 150]. Natomiast w
klasie graféw przedziatowych przy zadanej reprezentacji dla problemu kolorowania istnieje bardzo
prosty zachlanny algorytm, ktéry sortuje przedzialy po poczatkach a nastepnie kazdemu z nich
przydziela najmniejszy dostepny kolor. Co wiecej, wiadomo ze klasa graféw przedziatowych jest
podklasg graféw doskonatych, dla ktorych liczba chromatyczna jest réwna liczbie klikowej, czyli
maksymalnej liczbie przedzialéw przecinajacych sie w jednym punkcie [75].

W artykutach [C1] i [C2] zajmujemy sie problemem kolorowania dynamicznie zmieniajacego sie
grafu przedzialowego, zas naszym gtownym celem jest ograniczenie budzetu zmian. Rozwazamy
zaré6wno model inkrementalny, jak i model w peini dynamiczny.

W modelu inkrementalnym mamy zadane catkowitoliczbowe dodatnie parametry k i [ oraz ciag
n przedzialow T = {[a;, b;) }I',, taki ze 7 jest k-kolorowalny. Ciag ten definiuje n + 1 instancji dla
problemu kolorowania zdefiniowanych nastepujaco: Zy = @, za$ Z; = {[a;, bi)}gzl dlaje{l,...,n}.
Zatem Z; rézni si¢ od Z;_; dokladnie jednym dodatkowym przedziatem I; = [a;,b;). W momencie
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ujawnienia przedziatu I; dla algorytmu dostepna jest tylko instancja Z; nie sg za$ znane przyszte
przedziaty I; dla i > j. Po ujawnieniu przedziatu I; zadaniem algorytmu jest wyliczenie wlasciwego
l-kolorowania c; dla Z;, majac do dyspozycji I-kolorowanie c;_1 dla Z;_;. BudzZetem zmian B; w
turze j jest tutaj liczba przedziatéw, dla ktérych c; oraz cj_1 przypisujg rézne kolory. Bardziej
formalnie B; = |{t € {1,...,7 -1} : ¢;-1 (L) # ¢;(L;) }| + 1.

W modelu w pelni dynamicznym takze mamy zadane dodatnie parametry catkowitoliczbowe
kil oraz rozpoczynamy od pustej reprezentacji Zy = @ grafu przedzialowego. Instancja Z; dla
je{l,...,n} takze rézni sie od instancji Z;_; jednym przedzialem, przy czym w odréznieniu od
modelu inkrementalnego Z; otrzymujemy z Z;_1 poprzez dodanie nowego przedzialu lub usunigcie
istniejacego przedziatu z Z; ;. Algorytm zna parametr k£ dla ktérego kazda instancja Z; jest
k-kolorowalna. Zadaniem algorytmu w kroku j znéw jest wyliczenie wlasciwego I-kolorowania c;
dla Z;, majac do dyspozycji instancje Z;_1, usuwany badz dodawany przedzial I; oraz witasciwe
l-kolorowanie c;_1 dla Z;_;. Budzetem zmian B; w turze j jest analogicznie liczba przedzialéw dla
ktérych kolory w kolorowaniu c¢;_; i kolorowaniu ¢; sg rézne. Bardziej formalnie, w przypadku gdy
Z;j =Z;—1 u{l;}, zdefiniujemy budzet zmian w chwili j jako Bj = {1 € Z;_1 : ¢j—1(I) # ¢;(I)}| + 1.
Natomiast w przypadku gdy Z; = Z;_1 \ {I;} zdefiniujemy budzet zmian w chwili j jako B; =
HIeZj:cjoi(I)#c;(1)}]

Zaréwno w modelu inkrementalnym jak i w pelni dynamicznym mozna rozwazaé zaréwno
pesymistyczny jak i amortyzowany budzet zmian, gdzie definicja dla obu modeli jest taka
sama. Pesymistycznym (worst case) budzetem zmian bedzie tu wartos¢ By = max{B;}7_, za$
amortyzowany budzet zmian zdefiniujemy jako Bay = (X1 Bj)/n.

Klasyczny model online odpowiada modelowi inkrementalnemu gdzie B¢ = Bay = 1, a zatem
jedyna mozliwa akcja to nadanie nowemu przedzialowi (czy tez w ogdlnosci wierzchotkowi) ko-
loru. W tym przypadku nie ma znaczenia czy rozpatrujemy scenariusz pesymistyczny czy tez
amortyzowany. W modelu online w klasie graféw ogélnych znane sa bardzo niekorzystne ograni-
czenia dolne na liczbe potrzebnych koloréw. Oznacza to, ze jesli chcemy utrzymywaé wtasciwe
[-kolorowanie, to zadany parametr [ musi by¢ odpowiednio wysoki. Nawet w latwiejszym dla al-
gorytmu modelu losowym mamy ograniczenie dolne [ > (logLQn - k) [87]. Co wiecej, takze w klasie
laséw gdzie k = 2 mamy ograniczenie dolne rzedu [ € 2(logn) [16]. Te niekorzystne ograniczenia
skierowaly uwage badaczy na klasy graféw, ktore nie zawieraja lasow. Najbardziej naturalna
wsrod nich jest klasa graféw przedziatlowych oraz jej podklasa graféw rownoprzedziatowych. Dla
tych klas mozliwe jest utrzymywanie I-kolorowania dla [ bedacego wylacznie funkcja k. Doklad-
niej, w klasie graféw przedzialowych [ = 3k — 2 koloréw jest niezbedne ale tez wystarcza [102]. W
przypadku graféw réwnoprzedzialowych, istnieje algorytm utrzymujacy [ = (2k — 1)-kolorowanie
oraz pokazano, ze | > 3k/2 [38, 65]. Bardzo ciekawym pytaniem jest jak mozna ograniczy¢ para-
metr [ w tych klasach grafow jesli mozemy sobie pozwoli¢ na budzet zmian wiekszy niz jeden
na operacje. Pytanie to jest tym bardziej ciekawe w $wietle wyniku Barby ¢ innych [13], kté-
rzy pokazuja, ze nawet dla bardzo prostej klasy laséw, jesli nalegamy na (dk)-kolorowanie dla
zadanego d > 1 w modelu w pelni dynamicznym, wéwczas amortyzowany budzet zmian jest
ograniczony z dolu przez wielomian wzgledem n, mianowicie By > dn'/(4~1) . Inaczej méwiac,
kazda stata aproksymacja liczby chromatycznej w klasie laséw wymagaé¢ bedzie wielomianowego
wzgledem n amortyzowanego budzetu zmian.

C.1. Inkrementalne kolorowanie graféw przedzialowych z ograniczonym budzetem
zmian. W pracy [C1] pokazujemy, ze dla graféw przedzialowych dolne ograniczenie [ > (3k — 2)
koloréw z algorytmu online [102] da si¢ zmniejszy¢ wprowadzajac umiarkowany budzet zmian.
Pierwszym zaproponowanym przez nas wynikiem jest nastepujace twierdzenie.
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RysuNEK 10. Ilustracja podziatu na grupy w dowodzie Twierdzenia 26 dla k = 5.

Twierdzenie 25 (Twierdzenie 5 w [Cl]). Istnieje inkrementalny algorytm ktéry na k-
kolorowalnym grafie przedziatowym utrzymuje 2k-kolorowanie przy amortyzowanym budzZecie
zmian Bay € O(logn).

Powyzsze twierdzenie jest uogélnieniem algorytmu online zaproponowanego w [102]. Gléwnym
motorem algorytmu online [102] jest utrzymywanie podziatu grafu przedzialowego na k laséw
Sciezek, gdzie k jest parametrem problemu oznaczajacym liczbe chromatyczng ostatecznego
grafu. Dodatkowa prosta obserwacja z naszej strony jest ze na lasie Sciezek tatwo utrzymywac
2-kolorowanie przy budzecie zmian rzedu Bay, € O(logn).

W obliczu 3-aproksymacji przy budzecie By, = 1 oraz 2-aproksymacji przy budzecie By, €
O(logn) nasuwa sie pytanie jaki budzet wystarcza, aby utrzymywaé optymalne kolorowanie w
modelu inkrementalnym. W pracy [C1] udzielamy odpowiedzi na to pytanie.

Twierdzenie 26 (Twierdzenie 10 w [C1]). Istnieje inkrementalny algorytm, ktéry na grafie
przedziatowym k-kolorowalnym utrzymugje k-kolorowanie przy amortyzowanym budzZecie zmian

Ban € O(k - K!-\/n).

Przedstawimy teraz po krétce techniki oraz pomysty prowadzace do tego wyniku. Przypuéémy
ze udalo nam si¢ utrzymac kolorowanie do pewnego kroku m, czyli mamy wtaéciwe k-kolorowanie
¢m dla instancji Z,,,. Algorytm inkrementalny dowodzacy Twierdzenia 26 opiera si¢ w pierwszej
kolejnosci na podziale instancji Z,,, na ¢ = O(y/m) rozlacznych grup Gi,...,G,, gdzie kazda
grupa liczy O(y/m) przedzialéw. Aby to osiagnaé wybranych zostaje p = ¢+ 1 = O(y/m)
punktéw z1,...,z, na prostej. Dla kazdego punktu z;, i € {1,...,p}, niech S; bedzie zbiorem
przedzialéw z Z,, ktére zawieraja x; (przyklad pokazany jest na Rysunku 10). Kazdy zbiér
S; jest separatorem, czyli po usunieciu przedziatéw z S; instancja Z,, rozpada sie na na dwie
roztaczne instancje: przedzialy konczace sie przed x; oraz przedzialy zaczynajace sie po x;. Zaden
przedzial pierwszej instancji nie moze przecina¢ przedziatu przynaleznego do drugiej. Grupa G; to
przedzialy zaczynajace sie po x; oraz konczace przed z;.1. Przyktadowy podzial zilustrowany jest
na Rysunku 10. Nie jest trudno znalezé taki podziat dla Z,,, tatwo go takze utrzymywac przez
kolejne m operacji wstawiania nowego przedziatu (tworzac w razie potrzeby dodatkowe punkty
x;). Gléwnym cigzarem jest tu pokazanie algorytmu inkrementalnego, ktéry podczas kolejnych
m operacji wstawienia przedzialu wykona tacznie O(k - k!-m\/m) przekolorowan. Przypu$émy
zatem, ze do instancji Z,,,;-1 wstawiamy przedzial I,,,,; dla j <m.

Rozwazmy najpierw przypadek, gdy istnieje punkt podziatu z;, i € {1,...,p}, taki ze x; € Ly,4;:
w tym przypadku I,,.; zostaje elementem separatora S;. Ze wzgledu na to ze separatoréw
jest O(y/m), za$ kazdy z nich liczy co najwyzej k elementéw, taka sytuacja wydarzy si¢ co
najwyzej O(kv/m) razy. Zatem za kazdym razem, gdy przypadek ten zachodzi, algorytm moze
sobie pozwoli¢ na przekolorowanie calej instancji Z,,,;. Przypadek ten zatem nie stanowi istoty
problemu.
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Rozwazmy wiec odwrotny przypadek, czyli przypadek gdy I+j € G; dla i€ {1,...,q}. Jezeli
grupe G; wraz z nowym przedziatem I,,,; da si¢ pokolorowa¢ k kolorami tak, aby zachowac
kolorowanie ¢,,1;-1 na separatorach S; oraz S;;1, woéwczas algorytm moze to zrobi¢. Budzet zmian
bedzie wtedy pesymistycznie ograniczony przez O(y/m), gdyz |Gi| € O(y/m) oraz wylacznie
przedzialy z G; otrzymaja nowy kolor.

Najtrudniejszym przypadkiem jest zatem sytuacja gdy I+ € G;, ale grupy G; wraz z nowym
przedziatlem nie da si¢ pokolorowa¢ k-kolorami tak, aby nie zaburzy¢ kolorowania ¢;,,+j-1 na S; oraz
S;i+1. Aby poradzié¢ sobie z tym przypadkiem zaproponowaliémy algorytm, ktéry przekolorowuje
instancje w nastepujacy sposob. Wszystkie przedzialy I € Z,,,,_1 ktére zaczynaja sie najpozniej w
punkcie x;, a wiec wszystkie przedziaty I poprzedzajace separator S; oraz przedzialty przynalezace
do §; dostaja ten sam kolor co poprzednio: ¢p+;(1) = ¢m+j-1(I). Poczynajac od przedziatu z G;
o najmniejszym poczatku, algorytm kontynuuje kolorowanie zachtannie na G; oraz S;,1, konczac
na przedziale z S;11 o najwiekszym poczatku. Otrzymuje w ten sposéb kolorowanie c,,+; na
G; U Sii1- Oznacza to, ze kolory przedzialéw na S;,1 zostaja zmienione przez algorytm. Zmiana
ta odpowiada pewnej permutacji zbioru koloréw {1,...,k}. Algorytm nastepnie przyklada te
permutacje do koloréw pozostalych przedzialow, czyli tych ktorych poczatki sa wieksze niz x;.1,
otrzymujac wiasciwe k-kolorowanie ¢y, ; na calej juz instancji Z,, ;. Taki krok algorytmu wymaga
niestety O(m) przekolorowan. Kluczowa obserwacja jest tutaj jednak, ze dla konkretnej grupy
G, malo jest operacji wstawienia do G;, ktére zmieniaja kolorowanie na S;11 przy jednoczesnym
zachowaniu kolorowania na S;. Przy zaltozeniu, ze w trakcie tych operacji S; oraz S;.1 nie
zmieniaja si¢, bedzie takich operacji co najwyzej k!. Z faktu, ze grup jest O(y/m), wynika
zatem ze algorytm wykona lacznie O(k!-\/m) krokéw gdzie nastepuje O(m) przekolorowarn, co
daje tacznie O(k!- m+/m) przekolorowan. Dodatkowy czynnik O(k) pozwala uwzglednié¢ to, ze
separatory S; oraz S;;1 moga sie w miedzyczasie zmieniac.

Oprécz wynikéw wymienionych w Twierdzeniu 26 oraz w Twierdzeniu 25 prezentujemy w [C1]
takze ograniczenie dolne dla inkrementalnego budzetu zmian przy optymalnym kolorowaniu.

Twierdzenie 27 (Wniosek 21 w [C1]). Inkrementalne utrzymywanie k-kolorowania grafu prze-
dziatowego o liczbie chromatycznej ograniczonej przez k € O(y/n) wymaga amortyzowanego
budzetu zmian rzedu Q(k).

Innym ograniczeniem dolnym na inkrementalny budzet zmian przy optymalnym kolorowaniu
jest ograniczenie rzedu (logn), ktére dziala nawet w klasie graféw réwnoprzedzialowych.

Twierdzenie 28 (Twierdzenie 1 w [C1]). Inkrementalne utrzymywanie optymalnego kolorowania

na 2-kolorowalnym grafie rownoprzedziatowym wymaga amortyzowanego budzetu zmian rzedu
Q(logn).

Powyzsze ograniczenia dolne rozbiegaja sie znacznie z ograniczeniem gérnym zaproponowanym
w Twierdzeniu 26. Pytanie o to czy mozliwe jest inkrementalne utrzymywanie optymalnego
kolorowania na grafach przedzialowych przy amortyzowanym budzecie zmian rzedu O(f (k) logn)
pozostawiamy otwarte.

W pracy [C1] dla klasy graféw przedzialowych pokazujemy dodatkowo strukture danych
dziatajaca w nieco innym modelu, gdzie kolorowanie utrzymywane jest niejawnie. Struktura ta
nie ma zastosowania w modelu ograniczonego budzetu zmian. Przechowuje ona zbiér przedziatow,
i umozliwia aktualizowanie tego zbioru poprzez dodanie nowego przedziatu w czasie O(k?log®n).
Pozwala tez odpytywaé¢ o kolor przedzialu w czasie O(logn), i gwarantuje, ze odpowiedzi
pomiedzy dwoma aktualizacjami beda zgodne z jakims$ optymalnym kolorowaniem aktualnie
przechowywanej instancji.

C.2. Inkrementalne i w pelni dynamiczne kolorowanie graféw réwnoprzedziatowych
z ograniczonym budzetem zmian. W przeciwienstwie do grafow przedziatowych, dla klasy



AUTOREFERAT 32

RysSuNEK 11. Ilustracja do dowodu Twierdzenia 29 dla k = 5.

grafow rownoprzedzialowych problem dynamicznego kolorowania z ograniczonym budzetem
zmian udato sie zamkna¢ z dokladnoscig do czynnika wielomianowego wzgledem parametru k.

Pierwszy zaproponowany przez nas wynik dla dynamicznego kolorowania graféw réwnoprze-
dzialowych pochodzi z pracy [Cl]. Prezentujemy algorytm inkrementalny, ktéry utrzymuje
(k + 1)-kolorowanie i osiagga pesymistyczny budzet zmian O(k?). Oznacza to, ze w tej klasie gra-
fow dajac algorytmowi jeden nadmiarowy kolor jesteémy w stanie dosta¢ bez zadnej amortyzacji
budzet zmian ograniczony wylacznie funkcja liczby chromatycznej. W pracy [C1] przyjeliSmy i
rozwazalidmy jedynie model inkrementalny. Jest jednak stosunkowo prosta obserwacja iz algo-
rytm inkrementalny dowodzacy tego twierdzenia uogolnia sie do modelu w petni dynamicznego.

Twierdzenie 29 (Twierdzenie 2 w [C1]). Istnieje algorytm inkrementalny ktdry utrzymuge
(k + 1)-kolorowanie k-kolorowalnego grafu réwnoprzedziatowego z pesymistycznym budzetem

zmian O(k?).

Algorytm ten opiera sie na naturalnej redukcji do problemu kolorowania graféw tukowych, czyli
grafow przecig¢ tukéw potozonych na okregu. Redukcja ta zostata wezesniej uzyta w pracy [86]
w kontekscie algorytméw rozproszonych. Jest ona zilustrowana na Rysunku 11, opiszemy ja
za$ ponizej nieco dokladniej. Po zastosowaniu tej redukcji na “matym fragmencie” danego
grafu réwnoprzedziatowego skorzystamy z wyniku dla statycznego kolorowania graféw tukowych,
przytoczonego pod postacia nastepujacego lematu.

Lemat 30 (Twierdzenie 3.1 w Valencia-Pabon [147]). Niech G bedzie grafem {ukowym, A(G)
niech oznacza maksymalng liczbe tukéw przecinajgcych sie w jednym punkcie na okregu, za$
MG) niech oznacza minimalng liczbe lukéw ktdre pokrywajq caly okrag. Jesli zachodzi A(G) 2 5,
wowezas graf G jest [(1+ W)A(G)] - kolorowalny.

Lemat 30 mozna nieco przeformultowaé, aby otrzymadé nastepujacy wniosek, bedacy podstawa
naszego algorytmu.

Whniosek 31. Niech G bedzie grafem tukowym, A(G) niech oznacza maksymalng liczbe tukéw
przecinajgcych sie w jednym punkcie na okregu, zas A(G) niech oznacza minimalng liczbe tukéw
ktore pokrywajq caly okrag. Jezeli A(G) = k oraz \N(G) > k+2, wowczas G jest (k+1)-kolorowalny.

Przypuéémy, ze mamy dana reprezentacje Z;_1 grafu réwnoprzedziatowego, (k+1)-kolorowanie
cj-1 zbioru Z;_1 oraz ze w j-tym kroku prezentowany jest algorytmowi nowy przedziat I;. Celem
naszym jest przekolorowanie tylko fragmentu Z;_; o wielkosci O(k?) ktéry zawiera I ;- Wybierzmy
zatem punkty x; na lewo od I; oraz x2 na prawo od I; w taki sposéb, aby pomiedzy 1 oraz
x9 znalazlo sie przynajmniej (k + 1)k i co najwyzej (k + 1)k + k przedzialéw. Niech S; bedzie
zbiorem przedzialéw zawierajacych punkt x; dla i € {1,2} (jak pokazane na Rysunku 11), za$
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7T niech bedzie zbiorem przedzialéw zaczynajacych sie na prawo od x; i koniczacych na lewo
od x9. Zalézmy dla uproszczenia ze przedzialy &1 U S pokolorowane sa kolorami ze zbioru
{1,2,...,k}. Mozemy wdwczas przeksztalci¢ instancje S; UZ U Sy w graf tukowy G ktéry jest
instancja statycznego problemu kolorowania graféw tukowych. Przedzialy z S laczymy tukiem z
przedziatami z Sy o tym samym kolorze, za$ jedli przedzial w &1 nie ma w Sz odpowiednika o tym
samym kolorze, wéwczas taczymy go tukiem z punktem p wybranym na okregu poza przedziatami
z 81 UZ U Sy. Redukcje ta pokazuje Rysunek 11. Z faktu ze S; uZ u Sy jest k-kolorowalny oraz
z faktu ze &1 U Sy pokolorowane sa k kolorami wynika, ze dla tak skonstruowanego grafu G
zachodzi A(G) = k jak we Wniosku 31. Réwniez ze wzgledu na to, ze |Z| > (k + 1)k oraz z faktu,
ze przedzialy maja réwna dlugosé wynika ze A(G) > k + 2. A zatem na mocy Wniosku 31 graf G
da sie pokolorowaé (k + 1)-kolorami. Algorytm dokonuje tego kolorowania, a nastepnie permutuje
kolory, aby pozostawi¢ kolorowanie ¢;_1 niezmienione na S; U Sa. Wystarczy zatem, ze algorytm
przekoloruje dobrany fragment instancji Z;_1 o wielkosci O(k?), aby uzyskaé (k + 1)-kolorowanie
¢; dla instancji Z;. Technicznym szczegélem, ktoéry jest zaadresowany w [C1] lecz ktéry pominiemy
w niniejszym opracowaniu, jest kwestia zagwarantowania ze S1 U S pokolorowane sg przez cj_;
kolorami ze zbioru {1,...,k}.

Praca [C1] jako jeden z gléwnych probleméw otwartych pozostawia kwestie budzetu zmian
dla doktadnego kolorowania graféw réwnoprzedziatlowych. W pracy [C2] zamykamy ten problem.
W pierwszej kolejnosci pokazujemy, ze w modelu w petni dynamicznym, optymalny algorytm
zmuszony jest zuzy¢ liniowy amortyzowany budzet na operacje.

Twierdzenie 32 (Obserwacja 10 w [C2]). Istnieje cigg m aktualizacji generujgcy instancje
2-kolorowalnego grafu réwnoprzedziatowego, na ktorym dowolny w peini dynamiczny algorytm
utrzymujgcy 2-kolorowanie wykona tgcznie Q(m?) przekolorowani.

Model inkrementalny dla graféw réwnoprzedzialowych okazuje sie znacznie ciekawszy. Tu
pokazujemy algorytm z amortyzowanym budzetem zmian rzedu O(k”logn) na operacje. Jest to
wykladnicza poprawa wzgledem algorytmu z pracy [C1], zaréwno ze wzgledu na n jak i ze wzgledu
na k. Wynik ten pokazuje rowniez kolosalna réznice w trudnosdci pomiedzy utrzymywaniem
optymalnego kolorowania i kolorowania z jednym nadmiarowym kolorem:.

Twierdzenie 33 (Twierdzenie 9 w [C2]). Istnieje algorytm inkrementalny, ktéry na inkremen-
talnie zmieniajgcym sie k-kolorowalnym grafie réwnoprzedziatowym utrzymuje k-kolorowanie i
ktérego lgczny budzet zmian jest rzedu O(k"nlogn).

W pracy [C2] calosciowy argument dowodzacy powyzszego twierdzenia rozciaga sie na 15
stronic, zatem w niniejszym opracowaniu przedstawimy tylko gtéwne pomysty prowadzace do tego
wyniku. Sktada sie on z kilku wynikéw posrednich, z ktérych kazdy moze znalezé zastosowanie
w problemach niezaleznych od gtéwnego problemu poruszanego w pracy czyli inkrementalnego
kolorowania.

Pierwszym z tych posrednich wynikéw jest ciekawy lemat dotyczacy problemu rozszerzania
kolorowania cze$ciowego na grafach réwnoprzedziatlowych. Problem rozszerzania kolorowania
czesciowego jest problemem statycznym, to znaczy cala instancja jest od poczatku dana na
wejsciu. W problemie tym na wejéciu dany jest k-kolorowalny graf oraz wlasciwe k-kolorowanie
dane na podzbiorze wierzchotkéw. Zadaniem jest stwierdzenie czy istnieje wlasciwe k-kolorowanie
catego grafu ktore pokrywa sie z kolorowaniem danym na podzbiorze wierzchotkow. Problem
ten byl szeroko rozwazany w klasach graféw, dla ktérych problem kolorowania da si¢ rozwiazac
wielomianowo, a zatem w klasie graféw o stalej szerokosci drzewiastej [25, 93], doskonalych [108],
cieciwowych [93, 119, 118], przedzialowych [25], wreszcie réwnoprzedzialowych [120]. Ostatecznie
pokazano, ze gdy k jest stale, wowczas istnieje wielomianowy algorytm rozszerzajacy kolorowanie
dla klasy graféw o stalej szerokosci drzewiastej, co implikuje wielomianowy algorytm réwniez
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RYSUNEK 12. Ilustracja tresci Lematu 34 dla k = 3 oraz k? -1 = 8.

dla klasy graféw rownoprzedzialowych. Bez zalozenia ze k jest stale, nawet w klasie grafow
réwnoprzedzialowych problem ten jest NP-trudny, nawet wtedy gdy kolorowanie dane jest tylko
na pierwszych i ostatnich k przedzialach w porzadku po pierwszej wspdlrzednej [120]. Nasz
wynik zwigzany z tym problemem ujawnia nietrywialng game instancji, dla ktérych problem
rozszerzania kolorowania na grafach réwnoprzedzialowych staje sie tatwy.

Lemat 34 (Lemat 5 w pracy [C2]). Niech J = {J1,...,Jn} bedzie k-kolorowalnym zbiorem

przedzialéw jednostkowych uporzgdkowanych po pierwszej wspétrzednej i niech n > 2k. Niech N, =

{J1,. .., Ji} oraz My =4{Jp_ts1,--,Jdn}. Niech ' : N = {1,... k} oraz " : My~ {1,...,k}

bedqg odwzorowaniami bijektywnymi. Zatoimy tez Ze istnieje zbior L rozigeznych przedzialow

jednostkowych taki Ze:

e |L]=k*-1

e dla kazdego przedziatu J € L przedziat J zaczyna sie na prawo od konca Jy, zas koticzy sie na
lewo od poczgthku Jp_g1

o J UL jest k-kolorowalny.

Wowczas istnieje wlasciwe k-kolorowanie ¢: J — {1,...,k} ktdre pokrywa sie z ¢’ na Ny oraz
pokrywa sie z ¢ na My,.

Intuicyjnie, powyzszy lemat mowi, ze jesli k-kolorowalna reprezentacja Z grafu réwnoprzedzia-
lowego jest wystarczajaco luzna, wéwczas mozna dokolorowac¢ srodek przy zadanym kolorowaniu
na prefiksie dlugosci k oraz sufiksie dlugosci k. Luznos$¢ w tym przypadku oznacza, ze pomiedzy
prefiks i sufiks mozna dotozyé k? — 1 dodatkowych parami roztacznych przedzialéw nie zwiek-
szajac liczby chromatycznej. Te dodatkowe przedzialy nazywac¢ bedziemy dziurami. Lemat 34
méwi zatem, ze jesli zbi6r przedzialéw jednostkowych ma przynajmniej k% — 1 dziur, wéwcezas da
sie uzupetnié¢ kolorowanie dane na prefiksie i sufiksie o dtugosci k. Przyktad instancji o ktorej
moéwi Lemat 34 pokazany jest na Rysunku 12 dla k = 3, gdzie przedzialy nalezace do instancji
zaznaczone s pelnymi liniami, za§ dodatkowe k% — 1 = 8 przedzialéw (czyli dziury) zaznaczone
jest liniami przerywanymi. Dow6d Lematu 34 opiera si¢ na tym, ze kolorowanie ¢’ jest kopio-
wane na kolejne przedzialy oraz permutowane co jaki$ czas (po kazdym napotkaniu k dziur),
tak aby na ostatnich k przedzialach dosta¢ ¢”. Szczegdly tego dowodu pominiemy w niniejszym
opracowaniu, aby skupi¢ sie na technice dowodzenia twierdzenia gléwnego.

Wréémy zatem do modelu inkrementalnego, kiedy w momencie pojawienia sie przedziatu
I; mamy dang instancje Z;_1 oraz jej wlasciwe k-kolorowanie c¢j_1. Lemat 34 daje mozliwosc¢
przekolorowania jedynie fragmentu Z;_; wokdt I;. Aby jednak na brzegach tego fragmentu
mogto pozosta¢ kolorowanie c;_1, fragment ten powinien zawierac k% — 1 dziur. Rzeczywiscie,
pomijajac pewne drobne kwestie techniczne, jedyne co proponowany przez nas algorytm robi to
przekolorowanie takiego fragmentu. Dokladniej méwigc, niech ®) bedzie poprzednikiem, zas
I®) bedzie nastepnikiem I 7 w Zj_1 w porzadku po pierwszej wspotrzednej. Nastepnie, zaczynajac
od I®) i przetwarzajac przedziaty Z;_; u {I;} w kolejnosci rosnacych pierwszych wspélrzednych
algorytm znajdzie pierwszy przedzial I(? taki ze pomiedzy I i 19 znajduje sie k2 - 1 dziur.
Niech I](.R) bedzie podzbiorem Z; przedzialéw takich, Zze ich poczatek znajduje si¢ pomiedzy
poczatkiem I(®) a poczatkiem I(? (jak pokazano na Rysunku 13). W nastepnej kolejnosci
algorytm, zaczynajac od [ () przetwarzajac przedzialy Z; 1 u {I;} w kolejnosci malejacych
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I](.R): przedzialy obejmujace k? — 1 dziur na prawo od I;

IJ(L): przedzialy obejmujace k? — 1 dziur na lewo od T i

RysuNEK 13. Ilustracja dziatania algorytmu inkrementalnego, przyktad dla k = 3.

pierwszych wspoétrzednych, znajdzie pierwszy przedziat [ ™ taki ze pomiedzy [ ™ oraz 1)
znajduje sie k% — 1 dziur. Niech I](.L) bedzie podzbiorem Z; przedzialéw takich, ze ich poczatek
znajduje sie pomiedzy poczatkiem [ ®) a poczatkiem [ (*). Na mocy Lematu 34 dowolny z
fragmentéw I](.L) oraz IJ(.R) da si¢ przekolorowac nie zmieniajac kolorowania c;_1 na Z; poza

tym fragmentem. Algorytm przekolorowuje mniej liczny z fragmentéw I;L) oraz T Zatem

budzet zmian algorytmu w kroku j wynosi B; = min{|I](L)|, |I](.R)|}. Fragmenty I](.L) oraz I;R)
rozpatrywane przez algorytm zilustrowane sg na Rysunku 13.

Pozostaje pokazaé ze laczny budzet zmian opisanego wyzej algorytmu to rzeczywiscie
O(k"nlogn). Intuicyjnie, na caty proces dodawania przedzialéw mozna spojrzeé jak na pro-
ces wypelniania dziur. Na poczatku, kiedy dziur jest duzo, fragmenty przekolorowywane przez
algorytm bedg male. W miare jak dziury beda wypelniane przedziatlami, fragmenty przekoloro-
wywane przez algorytm bedg coraz liczniejsze, ale bedzie to oznaczalo ze mato operacji dodania
pozostato do wykonania. Jednak sformalizowanie tej intuicji, jak réwniez dowdd ze taczny budzet
zmian faktycznie wynosi O(k"nlogn), jest rzecza dalece nietrywialng.

Jako narzedzie postuzy nam tu wprowadzona w pracy [C2] dwuosobowa gra, ktéra nazywamy
grqg w Zabke. Parametrami gry sa poczatkowy rozmiar planszy N, oraz catkowitoliczbowe pa-
rametry £ > 110 2 1 ktére opiszemy nieco dalej. Plansza do gry w zabke jest ciag N liczb
R = (ry1,79,...,rN ) nazywanych tez rangami. Poczatkowo wszystkie rangi sa réwne §. Ciag
rang jest nastepnie modyfikowany przez gracza pierwszego nazywanego adwersarzem. Ruch
adwersarza polega na wyborze dwoch sasiadujacych ze soba rang r; oraz r;,1, usunieciu ich
z ciggu, oraz wstawieniu na ich miejsce ich sumy r; + 7;.1. A zatem plansza, ktéra przed ru-
chem 7 adwersarza miala postaé Ry = (r1,r2,...,7,Ti+1,...,7N ) po ruchu przybiera postaé
R;=(r1,ro,...,7 +Tis1,...,7n ). W tym momencie gracz drugi, ktérego nazwiemy zabka, po-
nosi pewien koszt ¢.. Kosztem tym jest suma s rang na prawo od ;41 badZ suma x rang na lewo
od 7;, zabka za$§ moze wybraé¢ dowolny z tych dwoch wariantéw. Zadaniem zabki jest zminimali-
zowaé swoj taczny koszt, adwersarz natomiast ma za zadanie, aby ten koszt byl jak najwiekszy.
W oczywisty sposob optymalng strategia zabki jest wybér w kazdym kroku 7 mniejszej sumy.
Wtedy koszt zabki w ruchu 7 wynosi ¢, = min(2§:i_ﬁ+1 5, Z;ﬁ’;l rj). Gra konczy sie¢ po N -1
ruchach. Laczny koszt zabki wynosi ¢ =¢; +...+¢y-1. W pracy [C2] pokazujemy ograniczenie

gérne na laczny koszt zabki w zaleznosci od parametréw N, k oraz 9.

Twierdzenie 35 (Twierdzenie 8 w [C2]). Przy optymalnej strategii lgczny koszt Zabki jest rzedu
c€O(kON log N) przy kazdej strategii adwersarza.

Dowoéd powyzszego twierdzenia jest doé¢ zmudny i dtugi, dlatego pominiemy go w niniejszym
opracowaniu. Przedstawimy teraz zarys dowodu Twierdzenia 33, pomijajac kilka kwestii tech-
nicznych ktére ostatecznie utrudniajg nieco analize, nie sa jednak istotne dla gléwnego pomystu,
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RYSUNEK 14. Tlustracja do dowodu Twierdzenia 33

ktéry wykorzystujemy w dowodzie. W szczegdlnosci dla uproszczenia zalozymy ze koncowa in-
stancja Z,, jest spdjna i nie ma dziur, czyli ze nie mozna w Z,, wstawi¢ dodatkowego przedziatu
pomiedzy pierwszy i ostatni w taki sposéb aby powstata instancja wciaz byta k-kolorowalna.
Rozwazymy teraz wszystkie k-kliki w koncowej instancji Z,,. Poprzez k-kilke rozumiemy tu pod-
zbiér k przedzialéw ktére dziela wspdlny punkt. Kazda k-klike w Z,, reprezentuje przedziat
(niekoniecznie jednostkowy) punktéw wspolnych dla wszystkich przedzialéw kliki. Zbior prze-
dziatéw reprezentujacych k-kliki w koncowej instancji nazwiemy S,,. Zbiér ten zilustrowany jest
na Rysunku 14 ponad koncowa instancja Z,, (dla przykladu z rysunku zachodzi k = 3).

W chwili j, gdy pojawia si¢ przedzial I;, dang mamy instancj¢ Z;_1, co oznacza ze algorytm
widzi tylko czesé przedzialéw z ostatecznej instancji Z,,, pozostate zas przyszte przedzialy pojawia
sie w kolejnych krokach. Rysunek 14 przedstawia sytuacje w chwili j w taki sposob, ze przedziaty
z instancji Z;_1 widoczne dla algorytmu w chwili j zaznaczone sg czarng ciggta linig, zas przyszte
przedziaty z 7,, \ Z;_1 zaznaczone sg niebiesky przerywana linig. Kliki z S,, w chwili j dzielg si¢
na pelne i niepetne. Kilki pelne w chwili j to kliki zawarte w Z;_1, czyli takie ktérych wszystkie
przedzialy widoczne sa dla algorytmu w chwili j. Kliki z S,, pelne w chwili j zaznaczone sa
na Rysunku 14 czarna ciaggly linia. Natomiast niepelne kliki z &, czyli takie ktére zawieraja
przyszte przedzialy, zaznaczone sa niebieska przerywang linia. W dowodzie Twierdzenia 33
chcemy spojrze¢ na proces dodawania przedzialéw jak na proces wypetniania klik z S,,. Na
poczatku procesu wszystkie kilki sa puste, w kolejnych za$ krokach wypelniane sa coraz bardziej
przez pojawiajace sie przedzialy, wreszcie proces konczy sie gdy wszystkie kliki sg pelne. Poziom
wypelnienia danej kliki S € S, w chwili j oznaczymy jako Ivl;(S) = |[{I €Z;_1 : InS # &}| (jest
to liczba przedziatéw w klice S widocznych w chwili j). Dla kazdej chwili j wprowadzimy tez
podzial rodziny S,, na bloki. Podzial ten bedziemy nazywac¢ B;. W podziale tym sasiadujace ze
soba petne kliki umieszczone sa w tym samym bloku podziatu, natomiast kazda niepetna klika
stanowi odrebny blok, jak zaznaczono na Rysunku 14 kolorem zielonym. Bloki odpowiadajace
pojedynczym klikom niepelnym nazwiemy blokami niepelnymi, za$ bloki zawierajace kliki pelne
nazwiemy blokami pelnymi. Zauwazmy ze pelne kliki to takie kliki S € S, dla ktérych Ivl;(S) = &,
za$ niepelne to takie, dla ktorych Ivl;(S) < k. W momencie dodania przedziatu I, wszystkie
kliki S € S, takie ze SN I; # & zwiekszaja swoj poziom Ivl;(S) o jeden. To oznacza, ze w kroku j
niektére sgsiadujace ze sobg bloki z 9B, polaczone zostang w jeden. Na Rysunku 15 pokazane
jest dodanie przedziatu I; oraz zaznaczone sg bloki ktére na skutek tego dodania si¢ polacza.

W tym momencie algorytm przekoloruje fragment Z; obejmujacy k% -1 dziur na lewo badz na
prawo od I;, za$ budzet zmian wyniesie B; = min{]I](.L)\, ]ZJ(R)\}. Gléwny pomyst, aby oszacowaé
budzet B; polega teraz na tym, aby uzy¢ gry w zabke, ktora opisuje zmiany powstate w B; oraz
da ograniczenie gérne na budzet zmian. W tym celu kolejnym blokom z B, przypisujemy kolejne
rangi w grze w zabke. Przedzialami w bloku B € ‘B; nazwiemy te przedziaty Z; ktére wchodzag
w sklad jakiej$ kliki w B. Utrzymujemy niezmiennik, aby ranga r; przypisana blokowi B € B
ograniczata z géry liczbe przedziatéw w bloku B. Laczenie dwoch kolejnych blokéw podziatu
B; bedzie odpowiadato ruchowi w grze w zabke: dodamy wtedy sasiednie rangi odpowiadajace
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RYSUNEK 15. Tlustracja do dowodu Twierdzenia 33

tym blokom. Zatem liczba przedzialéw w nowo powstaltym bloku bedzie znéw ograniczona przez
jego range (z dokladno$cia do jednego przedziatu I; ktérego wezesniej nie bylo). Dobierzemy
parametr x tak, aby koszt zabki w tym kroku ograniczat z gory budzet algorytmu, to znaczy aby
B; < ¢r, gdzie krokowi j odpowiada ruch 7. Zastanéwmy sie¢ ile blokéw na prawo od I; odwiedzi
algorytm przekolorowujac fragment I](.R). Rozwazmy najpierw bloki niepetne. Tych algorytm
odwiedzi co najwyzej k3, jako ze kazdy z nich $wiadczy o istnieniu dziury, za$ co najwyzej k
kolejnych blokéw niepelnych swiadczy o istnieniu tej samej dziury. Blokéw pelnych algorytm
odwiedzi mniej wiecej tyle samo, poniewaz kazdy z blokow pelnych bezpoérednio sasiaduje z
blokiem niepelnym. Oznacza to, ze x = O(k®) wystarczy, aby koszt zabki szacowal z géry budzet
zmian. W rzeczywistosci ze wzgledu na liczne szczegdly techniczne pominigete w tym opisie, uzyte
przez nas k bedzie nieco wieksze, ale wcigz bedzie wielomianows funkcja k. W szczegdlnosci
kazdemu blokowi w rzeczywistosci przypisujemy kilka kolejnych rang, aby mieé¢ zapas rang na
wypadek, gdy dodanie przedziatu nie potaczy zadnych blokéw. Ten i jemu podobne problemy
sprawiaja, ze poczatkowa dlugosé planszy N jest rzedu O(k%n), s jest rzedu O(k*) zas § = k.
Przy tak dobranych parametrach Twierdzenie 35 daje nam laczny koszt zabki rzedu O(knlogn).
tLaczny koszt zabki ogranicza natomiast z géry taczny budzet zmian algorytmu.

D. DYNAMICZNE ALCGORYTMY PARAMETRYZOWANE

Ostatni rozdzial niniejszego opracowania poswiecony jest dynamicznym odpowiednikom znanych
probleméw parametryzowanych. Zlozonosé parametryzowana przykuta szersza uwage badaczy w
latach osiemdziesiatych, kiedy to Downey i Fellows [58] wprowadzili teoretyczne podstawy tej
dziedziny. Od tamtej pory cieszy si¢ ona niestabnaca popularnoécia, co znajduje odzwierciedlenie w
zawrotnym tempie jej rozwoju. U podtoza tej dziedziny lezy postrzeganie ztozonosci obliczeniowej
nie tylko jako funkcji rozmiaru wejscia, ale takze innych parametréw specyficznych dla danej
instancji problemu. Dla probleméw ktére w klasycznej teorii ztozonosci sa NP-trudne, dodatkowy
parametr pozwala lepiej zrozumie¢ gdzie tkwi istota trudnosci danego problemu. Stynna klasa
FPT jest klasa probleméw, ktére daja sie rozwiazaé¢ w czasie wielomianowym wzgledem rozmiaru
instancji, gdzie od parametru zalezy tylko wspélczynnik wielomianu nie za$ jego stopien. Innymi
stowy, jesli n to rozmiar wejscia za$ k to parametr, wowczas algorytmy FPT dziataja w czasie
O(f(k)-n®) dla pewnej stalej ¢ i funkcji f. Dziedzina zlozonosci parametryzowanej oferuje
wiele ciekawych i nietrywialnych algorytméw FPT oraz wiele technik prowadzacych do tych
algorytmoéw. W niniejszym opracowaniu najbardziej bedzie nas interesowaé¢ technika kernelizacji
oraz technika rozgaleziania.

Jak podaja Cygan ¢ inni [55], algorytm kernelizacyjny dla decyzyjnego problemu parametryzo-
wanego dostaje na wejsciu instancje problemu wraz z parametrem, a nastepnie w wielomianowym
czasie oblicza réwnowazng instancje (jadro) tego samego problemu, ktérej rozmiar ograniczony
jest z géry funkcja parametru. Poprzez réwnowaznosé instancji rozumiemy tu iz odpowiedz jest
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dla nich taka sama. Moze nieco zaskakiwaé, iz dla parametryzowanego problemu posiadanie
algorytmu kernelizacyjnego réwnowazne jest z przynaleznoscia do klasy FPT [55].

Technika rozgaleziania polega na konstruowaniu rozwiagzania danej instancji za pomoca
lokalnych decyzji ktére przyjmuja forme drzewa rozgatezien. Algorytm, patrzac na wejsciowa,
instancje, rozwaza kilka mozliwosci jak lokalnie moze wyglada¢ rozwigzanie. Dla kazdej z tych
mozliwodci algorytm redukuje instancje, a nastepnie rozgalezia sie rekurencyjnie wzgledem
zredukowanej instancji. Powstaje z tego procesu drzewo rozgalezien. W typowych zastosowaniach
zaréwno stopien rozgatezienia jak i glebokosé drzewa mozna ograniczy¢ funkcja parametru, co w
bezposredni sposéb daje algorytm FPT.

W stosunkowo nowej dziedzinie dynamicznych algorytméw FPT, celem jest utrzymywanie
rozwiazania danego problemu FPT na dynamicznie zmieniajacej sie instancji dla tego problemu.
Pojedyncza aktualizacja instancji zazwyczaj jest bardzo lokalna zmiana typu dodanie badz
usuniecie krawedzi w grafie, lub tez zamiana litery jesli wejSciem dla problemu jest stowo. Naj-
bardziej pozadany jest tu algorytm, ktory dokonuje pojedynczej aktualizacji w czasie zaleznym
wylacznie od parametru. Za szybkie uznawane sa roéwniez algorytmy dopuszczajace czynniki
polilogarytmicznie wzgledem rozmiaru instancji, jednak jako$ciowo jest to juz nieco inna klasa
probleméw. Jak zauwazaja Alman i inni [6], zar6wno technike kernelizacji, jak i technike roz-
galeziania daje si¢ w przypadku wielu probleméw zdynamizowaé. Dynamizacja ta polega na
utrzymywaniu jadra badz tez drzewa rozgalezien przy zmieniajacej sie dynamicznie instancji
problemu. Zaréwno jadro, jak i drzewo rozgalezien sg obiektami o rozmiarze ograniczonym funk-
cja parametru, co oznacza ze mozna sobie pozwoli¢ na catkowity przebudowe tych obiektéw po
kazdej aktualizacji i wciaz dostaé efektywny algorytm.

Dla wigkszosci probleméw rozwazanych przez Almana i innych [6] parametrem problemu
jest rozmiar rozwiazania. Dla takich probleméw nie ma wiekszego sensu wprowadzanie pojecia
budzetu zmian (mozna sobie bowiem pozwoli¢ na calkowita przebudowe rozwiazania). Jesli jednak
rozwigzaniem jest duzy obiekt, jak na przyktad drzewo rozpinajace grafu, wéwczas ma podstawy
badanie ile zmian trzeba wprowadzi¢ w rozwiazaniu po kazdej aktualizacji, zwlaszcza jezeli
zalezy nam na jawnym utrzymywaniu rozwigzania. Doskonalym przykladem jest tu dynamiczne
utrzymywanie plytkiej dekompozycji drzewiastej badane przez nas w pracy [D1].

D.1. Dynamiczna plytka dekompozycja drzewiasta z zastosowaniem do wykrywania
dlugich $ciezek i cykli. Gléwnym bohaterem pracy [D1] jest plytka dekompozycja drzewiasta
grafu, dynamiczne jej utrzymywanie oraz zastosowanie do dynamicznych odpowiednikéw pro-
blemu k-Sciezki oraz k-cyklu. Zaczniemy wiec od wprowadzenia gléwnego przedmiotu rozwazan
czyli plytkiej dekompozycji grafu. Ptytka dekompozycja drzewiasta grafu G = (V, F) jest lasem
F ukorzenionych drzew. Zbiér wierzchotkéw lasu F' jest tozsamy ze zbiorem V wierzchotkéw
grafu G, za$ dla kazdej krawedzi uv € E zachodzi zaleznosé, ze albo wierzchotek u jest przod-
kiem wierzchotka v w lesie F', albo tez wierzchotek v jest przodkiem wierzchotka u. Oznacza to
w szczegblnosci, ze gdy G jest spojny, wowcezas las F' sklada sie z pojedynczego drzewa. Przy-
kladowy graf (po lewej) oraz jego plytka dekompozycja drzewiasta (po prawej) pokazane sa
na Rysunku 16. Niech glebokosé lasu F', oznaczana jako depth(F'), bedzie liczba wierzchotkéw
najdtuzszej Sciezki pomiedzy korzeniem a liSciem w F. Glebokosé drzewiasta grafu G, oznaczana
jako td(@G), jest to najmniejsza mozliwa glebokosé ptytkiej dekompozycji grafu G.

Glebokosé drzewiasta jest waznym parametrem z punktu widzenia ztozonosci parametryzo-
wanej. Stanowi ona wariant centralnego parametru w zlozonoéci parametryzowanej jakim jest
szeroko$é drzewiasta [55]. Parametry te sa dos$¢ Scisle powiazane, bowiem dla dowolnego grafu
G = (V, E) zachodzi tw(G) < td(G) <log|V|- (tw(G) +1), gdzie tw(G) oznacza szerokosé¢ drzewia-
sta grafu G. Oba te parametry powiazane sg z dekompozycja grafu ktora przyjmuje postac¢ drzewa
(ew. lasu). W przypadku glebokosci drzewiastej interesuje nas gleboko$é dekompozycji, zas§ w
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RYSUNEK 16. Przykladowy graf (po lewej) oraz jego plytka dekompozycja drze-
wiasta (po prawej). KrawedZ BG jest krawedzia dekompozycji pomimo ze nie jest
krawedzig grafu.

przypadku szerokosci drzewiastej mierzymy szeroko$¢ dekompozycji (definicje mozna znalezé na
przyklad w [55]). Intuicyjnie parametry te zdefiniowane sa tak, iz gleboko$é drzewiasta mierzy
podobienstwo grafu do gwiazdy, podczas gry szerokosé¢ drzewiasta mierzy podobienstwo grafu do
drzewa. Dosé standardowa technika w dziedzinie ztozonosci parametryzowanej jest potaczenie
dekompozycji drzewiastej (plytkiej lub o malej szerokosci) z programowaniem dynamicznym.
Wezlom dekompozycji przypisywany jest zbidr standéw ktérego rozmiar ograniczony jest funkcja
parametru (glebokosci badz tez szerokosci). Informacja zawarta w stanach dzieci jest wystarcza-
jaca aby efektywnie wyliczy¢ stany ich ojca. Dzieki tej technice wiele NP-trudnych probleméw
mozna rozwigza¢ algorytmem FPT ze wzgledu na glebokoéé badz tez szerokoéé drzewiasta.

Standardowym narzedziem do sformalizowania tej techniki w jak najwickszej ogdlnosci sa
automaty drzewowe oraz logika na grafach. Dla szerokoéci drzewiastej najbardziej ogélna postaé
tej techniki przyjmuje oblicze twierdzenia Courcelle’a. Jest to bardzo glebokie i fundamentalne
twierdzenie korzystajace z formalizmu formul logicznych MSOs:

Twierdzenie 36 ([54, 55]). Niech ¢ bedzie formulq MSOq, za$ G grafem na n wierzchotkach
wraz z ewaluacjg wszystkich wolnych zmiennych formuly ¢. Ponadto zalozZmy, ze mamy dang
dekompozycje drzewiastq grafu G o szeroko$ci t. Wowczas istnieje algorytm, ktory weryfikuje
prawdziwo$é formuly ¢ dla grafu G w czasie f(|¢|,t)-n dla pewnej obliczalnej funkcji f.

Nie bedziemy w niniejszym opracowaniu wprowadza¢ formalizmu MSOq(wyczerpujacy opis
mozna znalezé w ksigzce [55]), warto jednak wspomnieé¢ iz wyraza on wiele NP-trudnych
probleméw grafowych, np. problem 3-kolorowania czy tez problem cyklu Hamiltona. Znane
sg réwniez rozszerzone warianty Twierdzenia 36 pozwalajace uwzglednié jeszcze wigksza game
probleméw.

Twierdzenie 36 prawdziwe jest rowniez w wariancie dla gtebokosci drzewiastej w miejsce sze-
rokosci. W pracy [D1] podajemy szkic dowodu tego faktu, niemniej jednak fakt ten jest ogélnie
znany w dziedzinie logiki i nie jest w zaden sposéb zaskakujacy. W Swietle rosnacego zainte-
resowania algorytmami dynamicznymi dla probleméw FPT do$é naturalnym kierunkiem jest
poszukiwanie efektywnego algorytmu dynamicznego, ktéry jawnie utrzymywal bedzie dekompo-
zycje (plytka badz o malej szerokosci). Dostep do dekompozycji pozwoli bowiem dynamicznie
przelicza¢ stany programowania dynamicznego, co otwiera furtke dynamizacji Twierdzenia 36 czy
tez jego odpowiednika dla gtebokosci drzewiastej. W pracy [D1] udalo nam sie to dla glebokosci
drzewiastej, ktora jest koncepcyjnie prostszym z dwéch omawianych parametréw (wczesniej
udalo sie¢ Dvorakowi i innym [60] ale w gorszej ztozonosci). Natomiast bardzo niedawno pojawita
sie praca [106] ktéra oferuje dynamiczny algorytm dla utrzymywania szerokosci drzewiastej oraz
dynamiczny wariant Twierdzenia 36.

PrzejdZmy zatem do bardziej szczegblowego oméwienia wynikéw z pracy [D1]. Podstawowym
narzedziem ktére mamy do zaoferowania jest nastepujacy algorytm dynamiczny dla utrzymywania
ptytkiej dekompozycji drzewiastej.
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RYSUNEK 17. Przyktad ilustrujacy podstawowe definicje.

Twierdzenie 37 (Twierdzenie 1.1 w [D1]). Niech d bedzie dowolng liczbg naturalng. Niech G
bedzie grafem na n wierzchotkach dynamicznie modyfikowanym poprzez operacje dodania bgdz
usuniecia krawedzi. Istnieje struktura danych, ktora utrzymuje plytkq dekompozycje drzewiastg o
najmniejszej glebokosci, pod warunkiem ze td(G) pozostaje z gory ograniczone przez d. Wowczas
struktura danych aktualizuje dekompozycje w pesymistycznym czasie 20(@) g operacje. Jezeli
jednak operacja powoduje ze td(G) > d, wéwczas struktura danych wykrywa to i odmawia
wstawienia krawedzi. Struktura ta zuzywa O(d-n) pamieci.

Powyzsze twierdzenie poprawia analogiczng strukture danych zaproponowana przez Dvoraka
i innych [60], ktéra oferuje identyczng funkcjonalnoéé lecz z czasem O(f(d)) na operacje, gdzie f
jest funkcja nie-elementarna. Wyjsciowy pomyst na nasza strukture danych wywodzi sie z ogdlnej
techniki zaproponowanej przez Dvordka ¢ innych. Niemniej jednak poprawe daje nam glebsze
zrozumienie kombinatoryki problemu plytkiej glebokoéci drzewiastej. Takze operacje dodania
i usuniecia krawedzi implementujemy zupelnie inaczej niz Dvorak ¢ inni, co umozliwia nam
uzyskanie czasu 20(d®) py operacje. Warto tu wspomnie¢, iz na drodze do jeszcze wydajniejszej
struktury stoi pewna naturalna bariera. Konkretniej, najszybszy znany statyczny algorytm FPT
obliczajacy optymalna plytka dekompozycje drzewiasta [133] dziala w czasie 20(d%) -m, gdzie
m to liczba krawedzi w grafie na wejsciu. Oznacza to, ze poprawienie czasu naszej struktury
automatycznie daloby lepszy algorytm dla statycznego problemu.

Przejdziemy teraz do szkicu dowodu Twierdzenia 37. Jako ze dowdd jest ditugi, miejscami
zmudny oraz do$é¢ techniczny, zaprezentujemy jedynie kluczowe pomysty. Po pierwsze, chcemy
pracowaé z dekompozycja ktora nie tylko jest optymalna globalnie, ale takze lokalnie. Konkretniej,
jesli F' jest ukorzenionym lasem zas u jest wierzchotkiem lasu F', wéwczas niech F,, oznacza
poddrzewo F' indukowane przez u oraz jego potomkéw w F'. Niech takze descp(u) oznacza
zbiér potomkéw wierzchotka u w F wliczajac u. Powiemy zZe plytka dekompozycja F' jest
nadoptymalna jesli dla kazdego wierzchotka u graf indukowany G[descg(u)] jest spojny, oraz
depth(F},) = td(G[descp(u)]). Innymi stowy, w nadoptymalnej dekompozycji F, kazde poddrzewo
F, jest optymalna dekompozycja dla G[descg(u)].

Aby pokazaé kluczowe wilasnosci nadoptymalnych dekompozycji, ustalimy teraz graf GG. Dla
uproszczenia zalézmy ze jest on spdjny, a zatem jego nadoptymalna dekompozycja jest drzewem,
nazwijmy ja wiec T'. Dla kazdego wierzchotka u drzewa T zdefiniujemy jego silnie osiggalny
zbiér SReach(u) jako SReach(u) = Ng(descy(u)), gdzie Ng(X) oznacza otwarte sasiedztwo w G
zbioru X €V, a wiec jest to zbiér wszystkich sasiadéw wierzchotkéow z X wylaczajac wierzchotki
z X. Przykladowo na Rysunku 17 zachodzi SReach(A) = { B, D} oraz SReach(C') = SReach(X) =
SReach(Y) = {B, D,G}. Intuicyjnie, silnie osiagalny zbiér dla wierzchotka u ma definiowaé
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RYSUNEK 18. 2-rdzen (na lososiowo) dla przykladowej plytkiej dekompozycji drzewiastej.

miejsce w dekompozycji w ktérym powinno sie znajdowaé poddrzewo T,,: gdybySmy usuneli T;, z
T, a nastepnie chcieli je dodaé¢ z powrotem, wéwczas nalezatoby uczyni¢ v dzieckiem najgltebszego
wierzcholka z SReach(u). Zauwazmy, ze dla dowolnego wierzcholka u zbiér SReach(u) uklada sie
zawsze na $ciezce od u do korzenia w T'. Ogdlnie zbiér wierzchotkéw X ¢V ktory lezy na $ciezce
od liscia do korzenia nazwiemy zbiorem prostym. Przykladowo na Rysunku 17 zbiér {B, D, G}
jest zbiorem prostym (zaznaczony na lososiowo). Rodzenstwem wierzcholtka v w drzewie T
nazwiemy dzieci ojca v wylaczajac v. Przyktadowo rodzenstwem wierzchotka C' na Rysunku 17
sg wierzchotki A, X oraz Y.

Zastandéwmy sie teraz, majac do dyspozycji nadoptymalna dekompozycje T' oraz powyzsze
definicje, gdzie lezy jadro problemu glebokosci drzewiastej. Innymi stowy, chcemy wyodrebnié z
G jak najmniejszy podgraf G’, taki ze td(G") = td(G) = depth(T’) < d. Przypusémy ze wierzchotek
u posiada w drzewie T' przynajmniej k rodzenstwa o tym samym silnie osiaggalnym zbiorze.
Nazwijmy to rodzefnstwo wui,...,ux, gdzie SReach(u) = SReach(u;) dla ¢ € {1,...k}. Mozna
zaobserwowad, ze jesli k > d, wéwczas dowolna para wierzchotkéw z,y € SReach(u) jest d-spdjna,
czyli istnieje przynajmniej (d + 1) wierzchotkowo roztacznych $ciezek w G pomiedzy x oraz y.
Oznacza to ze po usunieciu T, z grafu G, w kazdej dekompozycji powstatego grafu o gltebokosci
ograniczonej przez d zbiér SReach(u) musi by¢ prosty. Ponadto, jesli depth(7y,) < depth(7,,)
dla i€ {1,...,k}, woéwczas po usunieciu T, z grafu G gleboko$é drzewiasta powstalego grafu
nie zmniejszy sie wzgledem glebokosci G. Co wiecej, mozemy usunaé T, z grafu G, policzy¢ w
powstalym grafie nadoptymalna dekompozycje, i mamy gwarancje, ze mozemy odpowiednio
wpia¢ T, do nowej dekompozycji nie zwiekszajac jej gltebokoéci. Powyzsza intuicja prowadzi do
definicji rdzenia dekompozycji T grafu G, jednak wczeéniej potrzebne nam jeszcze kilka definicji
pomocniczych. Prefiksem K ukorzenionego drzewa T nazwiemy dowolny podzbiér wierzchotkdw
T, taki ze kazdy wierzchotek nalezacy do K ma swoich wszystkich przodkéw w K. Wierzchotek v
nazwiemy doczepem prefiksu K, jesli v nie nalezy do K za$ ojciec v nalezy do K. Zbior doczepéw
prefiksu K oznaczymy jako App(K). Definicje te zobrazowane sa na Rysunku 18, gdzie prefiks
K zaznaczony jest kolorem lososiowym, zas doczepy zaznaczone s na szaro. Zaznaczony na
Rysunku 18 prefiks K jest jednoczeénie 2-rdzeniem wedlug ponizszej definicji.

Definicja 38 (Definicja 2.2 w [D1]). Niech q € N. Niepusty prefiks K dekompozycji T nazwiemy
q-rdzeniem pary (G,T) jezeli dla kazdego a € App(K) oraz kazdego X ¢ SReach(a) takiego zZe
| X| > 2, wierzcholek a ma rodzeristwo skladajgce sie z przynajmniej q réznych wierzcholkéw
w e K, takich zZe X ¢ SReach(w) oraz depth(Ty,) > depth(7,).

Nietrudna lecz niezwykle wazng wtasnoscig rdzeni jest nastepujacy lemat, ktéry gwarantuje
istnienie matego rdzenia.
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RysuNEK 19. Kroki algorytmu dla operacji dodania krawedzi C'F': obliczenie
rdzenia K (lewo, gora), wyodrebnienie pografu G[K |+ CF (prawo, géra), przeli-
czenie dekompozycji na G[ K]+ CF (lewo, d61) oraz podpiecie doczepéw (prawo
dot).

Lemat 39 (Lemat 2.1 w [D1]). Dla dowolnej pary (G,T), gdzie T jest nadoptymalng dekompo-
zycja grafu G o glebokosci depth(T') < d oraz dla dowolnego q > 2 istnieje q-rdzeni K pary (G,T)
o rozmiarze (qd)°@.

Jak juz argumentowali$my, d-rdzen K pary (G,T), gdzie T jest nadoptymalng dekompozycja
grafu G o glebokosci depth(T') < d, wyznacza jadro dla problemu glebokosci drzewiastej. Jadrem
tym jest G[ K], co oznacza, ze td(G[K]) = td(G). Co wigcej, na mocy Lematu 39, jadro G[ K]
jest wielkosci d°(@.

Przejdzmy teraz do aktualizacji grafu G poprzez dodanie krawedzi uv ktérej nie ma w G
(usuniecia obstuzymy analogicznie). Algorytm dynamiczny, w momencie aktualizacji, ma dostep
do nadoptymalnej plytkiej dekompozycji T grafu G ktéra spelnia depth(7) < d. Algorytm
wyznacza (d +2)-rdzen K dla (G, T), taki ze u,v € K. A zatem konice nowo dodawanej krawedzi
uwv naleza do jadra G[K]. Nastepnie algorytm wylicza nadoptymalna dekompozycje TE dla
jadra powiekszonego o nowa krawedz, czyli dla grafu G[ K]+ uv. W tym celu algorytm korzysta
ze statycznego algorytmu Reidla 7 innych [133], co daje czas na przeliczenie dekompozycji rzedu
20(4*) Wreszcie doczepy w € App(K') zostaja podczepione do TX w miejsca wyznaczone przez
SReach(w), gdzie SReach(w) pozostaje zbiorem prostym w T jak argumentowali$my wczesniej.
Proces dodawania krawedzi zaprezentowany jest na Rysunku 19.

Jasnym jest, ze pesymistyczny budzet zmian jest tu ograniczony przez rozmiar rdzenia
czyli d°@  Znacznie mniej oczywiste jest jak zaimplementowaé ten algorytm aby caly proces
aktualizacji zajal czas rzedu 20(d), Implementacja opisana jest w Rozdziale 7 pracy [D1],
jednak pominiemy ja w niniejszym opracowaniu. W Rozdziale 8 pracy [D1] wprowadzamy za$
jezyk schematéw konfiguracji, aby wzbogaci¢ nasza strukture danych o stany programowania
dynamicznego. Ostatecznie daje nam to algorytm weryfikujacy zadana formule ¢ w jezyku
MSOgna dynamicznie zmieniajacym sie grafie o glebokosci drzewiastej co najwyzej d w czasie
O(f(d,|#])) na aktualizacje. Podobny wynik podali juz wczesniej Dvordk i inni [60], jednak
nie przykladali oni duzej wagi aby jak najlepiej wyznaczyé¢ funkcje f. Dzieki doktadniejszej
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analizie umozliwionej nam przez schematy konfiguracji, dla konkretnych probleméw jeste$my
w stanie zazwycza]j podaé lepsze oszacowanie czasu aktualizacji grafu niz wynikajace z pracy
Dvoréka i innych.

Jest tak w szczegoblnosci dla problemoéw rozwazanych w dalszej czedci pracy, czyli dla problemu
k-$ciezki oraz problemu k-cyklu. W problemie k-Sciezki dany jest graf G i parametr k, celem zas
jest stwierdzenie czyli w grafie G istnieje prosta $ciezka o dtugoéci k. W wyniku wzbogacenia naszej
struktury danych z Twierdzenia 37 za pomoca schematéw konfiguracji, dostajemy nastepujacy
dynamiczny algorytm dla problemu k-Sciezki w grafach o ograniczonej glebokoéci drzewiastej.

Lemat 40 (Lemat 8.7 w wersji arXiv pracy [D1]). Istnieje struktura danych, ktéra dla zadanego
niezmiennego parametru k, aktualizuje n-wierzchotkowy graf G poprzez dodanie lub usuniecie
pojedynczej krawedzi pod warunkiem Ze spelniony pozostaje warunek td(G) < k. Struktura danych
aktualizuje graf G w czasie 2O(k2), oraz odpowiada na zapytanie czy w G jest k-Sciezka w czasie
O(1). Jezeli operacja wstawienia krawedzi powoduje ze warunek td(G) < k przestaje bycé spelniony,
wowczas struktura danych wykrywa to i odmawia wstawienia krawedzi. Struktura danych zajmuje
O(n - 20k102k)) pamieci.

Minusem Lematu 40 jest fakt, ze daje on efektywny algorytm dynamiczny dla problemu k-
Sciezki tylko pod warunkiem, ze gteboko$¢ drzewiasta grafu pozostaje ograniczona przez parametr
k. Problem k-Sciezki okazuje sie jednak inherentnie powiazany z glebokoscig drzewiastg grafu, co
pokazuje nastepujaca prosta i dobrze znana w dziedzinie ztozonoéci parametryzowanej obserwacja.

Obserwacja 41. Jesli dla grafu G zachodzi td(G) 2 k, wéwczas w G istnieje k-Sciezka.

Powyzsza Obserwacja 41 w polaczeniu z Lematem 40 pozwoli nam pozby¢ sie niewygodnego
ograniczenia na glebokosé drzewiasta. Obserwacja 41 i Lemat 40 sg wynikami komplementarnymi,
z ktérych wynika ze jedli td(G) > k to w G na pewno istnieje k-Sciezka, za$ jesli td(G) < k,
wowczas mozemy uzyé struktury danych Lematu 40 aby sprawdzi¢ czy w grafie G istnieje
k-sciezka. Jedyny problem jaki pozostaje tu do rozwiazania, to jak efektywnie kontrolowaé
kiedy warunek td(G) < k jest spelniony. Tu jednak przychodzi nam z pomoca dobrze znana w
dziedzinie algorytméw dynamicznych technika leniwej obstugi aktualizacji tamigcych niezmiennik,
wprowadzona przez Eppstein i innych [64]. Ostatecznie mamy do zaoferowania nastepujacy
algorytm dynamiczny dla problemu k-Sciezki.

Twierdzenie 42 (Twierdzenie 1.2 w pracy [D1]). Niech k bedzie ustalonym parametrem. Niech
G bedzie dynamicznie zmieniajgcym sie grafem na n wierzchotkach aktualizowanym poprzez
wstawienie bgdZ usuniecie krawedzi. Istnieje struktura danych, ktora obstuguje aktualizacje
na grafie G w amortyzowanym czasie 20(k2), oraz odpowiada na zapytanie czy w G jest k-
$ciezka w czasie O(1). Struktura danych zajmuje O(n-20F188)) pamieci. Struktura uzywa
tablic haszujgcych aby uzyskaé dostep do krawedzi grafu, stqd czas na aktualizacje jest czasem
oczekiwanym.

Warto zauwazy¢ ze w powyzszym Twierdzeniu 42 nie pojawia sie glebokos$é drzewiasta.
Jedynym parametrem algorytmu dynamicznego jest parametr k oznaczajacy dtugos$¢ poszukiwanej
k-$ciezki. Twierdzenie 42 poprawia dynamiczny algorytm dla k-Sciezki z pracy Almana i innych [6],
ktéry posiada czynniki logarytmiczne wzgledem rozmiaru grafu.

Przejdziemy teraz do problemu k-cyklu. W odréznieniu od problemu k-Sciezki, problem k-
cyklu postawi¢ mozna na dwa rézne sposoby. W problemie doktadnie k-cyklu mamy dany graf
G oraz parametr k i pytamy czy w grafie GG istnieje cykl prosty o dtugosci doktadnie k. Dla
problemu dokladnie k-cyklu istnieje ograniczenie dolne w postaci Q(n) na czas aktualizacji
grafu przez algorytm dynamiczny (Twierdzenie 12.3 w pracy [D1]). Dlatego tez w problemie
k-cyklu rozwazanym w pracy [D1] mamy na wejsciu graf G oraz parametr k i pytamy czy w
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grafie (G istnieje cykl prosty o dlugosci przynajmniej k. Dla tak postawionego problemu zachodzi
nastepujacy lemat.

Lemat 43 (Propozycja 6.2 w [129]). Jesli graf G jest dwuspéjny oraz zachodzi td(G) > k2,
wowcezas w G istnieje cykl prosty na przynajmniej k wierzchotkach.

Lemat 43 jest w pewnym sensie odpowiednikiem Obserwacji 41 dla problemu k-$ciezki,
jednakze zatozenie dwuspdjnosci czyni go duzo trudniejszym do zastosowania. Lemat 43 wymusza
konieczno$¢ dynamicznego utrzymywania dwuspéjnych sktadowych zmieniajacego sie grafu oraz
ich dekompozycji. Jest to najbardziej skomplikowana technicznie cze$é pracy [D1], poniewaz pod
wplywem aktualizacji grafu dwuspdjne sktadowe moga sie taczy¢ badz tez rozdziela¢. Wymaga to
dodania do struktury danych z Twierdzenia 37 funkcjonalnosci laczenia i dzielenia dekompozycji.
Pojawia sie wtedy szereg nowych probleméw ze wzbogaceniem struktury o stany programowania
dynamicznego oraz z kontrolowaniem ktoére sktadowe laczy¢ badz dzielié. Ostatecznie oferujemy
nastepujacy dynamiczny algorytm dla problemu k-cyklu.

Twierdzenie 44 (Twierdzenie 1.2 w pracy [D1]). Niech k bedzie ustalonym parametrem. Niech
G bedzie dynamicznie zmieniajgcym sie grafem na n wierzcholkach, aktualizowanym poprzez
wstawienie bgdZ usuniecie krawedzi. Istnieje struktura danych, ktora obstuguje aktualizacje na
grafie G w amortyzowanym czasie 90(kY) O(klogn), oraz odpowiada na zapytanie czy w G
jest cykl diugosci przynajmniej k w czasie O(1). Struktura danych zajmuje (9(11-20(’“2 logk))
pamieci. Struktura uZywa tablic haszujgcych aby uzyskaé dostep do krawedzi grafu, stqd czas na
aktualizacje jest czasem oczekiwanym.

Pokazujemy réwniez, ze w dynamicznym algorytmie dla problemu k-cyklu nie da sie uniknaé
w czasie aktualizacji czynnika logarytmicznego wzgledem rozmiaru instancji (Wniosek 12.5 w
pracy [D1]). Na koniec warto nadmienié, iz ograniczenie z Lematu 43 zostalo bardzo niedawno
poprawione do liniowego [40], co automatycznie daje poprawione czasy w twierdzeniu powyzej.

D.2. Dynamiczne parametryzowane algorytmy tekstowe. W pracy [D2] rozwazamy
klasyczne parametryzowane problemy tekstowe w dynamicznym modelu Almana ¢ innych [6].
Konkretniej, dla wszystkich rozwazanych tu probleméw instancja jest lista stow wq,...,w, nad
zadanym alfabetem 3 oraz catkowitoliczbowy parametr p. Instancja jest aktualizowana w czasie.
Aktualizacja jest tu zmiana pojedynczej litery w wybranym stowie. Celem jest wydajna struktura
danych obslugujaca nastepujace operacje:
e init(wi,...,wy,,p) - inicjalizacja struktury danych dla instancji wq,...,w, i parametru p
o update(i,j,a) - aktualizacja zmieniajaca j-ta litere i-tego stowa na litere a, zdefiniowana dla

ie{l,...;n}, je{l,... |w},aeX
o query() - zapytanie czy dla danej instancji istnieje rozwiazanie problemu

W pracy [D2] proponujemy strukture jak wyzej dla trzech klasycznych parametryzowanych
probleméw tekstowych. Pierwszym z rozwazanych przez nas probleméw jest PROBLEM NAJBLIZ-
SZEGO SEOWA. W problemie tym wszystkie stowa na wejsciu maja te samg dlugosé réwna [. Dla
zgodnosci z oznaczeniem w pracy oraz ze znaczeniem problemu parametr p bedziemy tu oznaczaé
litera d (jak z ang. distance). Pytamy o to, czy istnieje stowo w nad alfabetem X, dla ktérego
odlegtos¢ Hamminga do kazdego ze stéw na wejsciu ograniczona jest przez d. Przez odlegtosé
Hamminga hm(u,w) pomiedzy para stéw u i w o tej samej dlugosci rozumiemy liczbe pozycji na
ktorych stowa u i w réznig sie od siebie litera. Interesuje nas zatem istnienie stowa w takiego
ze dla kazdego i € {1,...,n} zachodzi hm(w,w;) < d. Problem najblizszego stowa jest flagowym
problemem w dziedzinie zlozonosci parametryzowanej i jako taki zostal dogtebnie zbadany dla
wszystkich naturalnych dla niego parametréw: n, d, [ oraz |X|. Dla parametryzacji przez d oraz X,
Gramm i inni [78] podali algorytm z czasem dziatania d°(® . (nl)®(™)| zag Ma i Sun [115] podali
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algorytm z czasem dzialania |S[(@ . (nl)®™M). Algorytmy te staly sie ksiazkowymi przykladami
dla techniki rozgaleziania [55], a ich czasy dzialania i zalezno$¢ wzgledem d sa optymalne przy
zalozeniu hipotezy ETH [114].

W algorytmie Gramm 4 innych [78] z czasem dzialania d®@ . (nl)®™) rozmiar drzewa rozga-
lezien ograniczony jest przez (3d)?, co oznacza ze mozna pozwolié¢ sobie na przeliczenie calego
drzewa rozgalezien dla kazdej aktualizacji instancji. Nie jest to jednak tatwe, poniewaz znalezienie
pojedynczego rozgalezienia zajmuje czas O(nl). Naszym celem jest zatem struktura danych, ktéra
efektywnie (czyli w czasie zaleznym wylacznie od |X| oraz d) wyznaczy pojedyncze rozgalezienia.

Aby lepiej przyblizy¢ istote problemu, opiszemy najpierw statyczny algorytm rozgaleziajacy
dla problemu najblizszego stowa, oparty na algorytmie z pracy [78]. Algorytm ten w pierwszej
fazie sprawdza czy istnieja dwa slowa w; oraz w; takie ze hm(w;,w;) > 2d. Jedli istnieja, wowczas
algorytm konczy dzialanie i odpowiada, ze rozwiazanie nie istnieje. Jesli nie istnieja algorytm
przechodzi do fazy drugiej, czyli fazy rozgateziania. Algorytm startuje od dowolnego z wejsciowych
stéw, i stopniowo modyfikuje je aby uzyskaé rozwiazanie. Niech modyfikowane stowo nazywa sie
q. Poczatkowo ¢ = wy. Algorytm szuka stowa w;, takiego ze hm(q,w;) > d (jesli takiego nie ma to
q jest rozwiazaniem). Nastepnie algorytm wyznacza liste pozycji P gdzie stowo w; rézni sie litera
od stowa q. Jesli rozwiazanie istnieje, i wszystkie dotychczasowe modyfikacje ¢ byly zgodne z
rozwigzaniem, to z pewnoscig na jednej z pozycji w P jest w tym rozwiazaniu litera taka jak
w w;. Algorytm sprawdza zatem kazda z pozycji: dla kazdego j € P algorytm podmienia g[j]
na w;[j] i wywoluje sie rekurencyjnie na tak zmodyfikowanym slowie ¢. Algorytm jednoczesnie
pilnuje, aby gleboko$¢ rekurencji nie przekroczylta d. Nietrudno pokaza¢ ze wowczas dla kazdego
wywolania rekurencyjnego zachodzi |P| < 3d. Jako ze gleboko$é rekurencji jest ograniczona przez
d, za$ liczba rozgalezien przy pojedynczym wywolaniu ograniczona jest przez 3d, stad drzewo
rozgalezien ma rozmiar co najwyzej (3d)°.

Zauwazmy, ze pierwsza faza, w ktorej szukamy dwdch stow w odlegltoéci Hamminga wiekszej
niz 2d, zaimplementowana wprost zajmuje czas O(n?l). Zauwazmy takze, iz kazde wywolanie
rekurencyjne, gdzie szukamy stowa w odleglo$ci Hamminga od g ograniczonej z dotu przez d,
wymaga czasu O(nl). Wydajny algorytm dynamiczny nie moze sobie pozwoli¢ na takie czasy.
Aby rozwigzaé ten problem, oferujemy nastepujaca strukture danych, wykrywajaca dalekie stowa
w zmieniajacej sie w czasie instancji PROBLEMU NAJBLIZSZEGO SLOWA .

Lemat 45 (Lemat 6 w [D2]: struktura danych dla odleglych stéw). Istnieje randomizowana
struktura danych, ktéra utrzymugje stownik S zawierajgcy n stéw o diugosci | nad alfabetem
>, ktora inicjalizuje sie w czasie QO(d)nl|E|, oraz pozwala na aktualizacje w postaci zmiany
pojedynczej litery w stowie z S w amortyzowanym czasie 29D . Struktura danych udostepnia
zapytanie:

e QueryFarPair(): Czy istniejg stowa s,s’ € S takie ze hm(s,s’) > 2d. Sturktura moze blednie
odpowiedzieé tak, ale tylko wtedy gdy dla instancji (S,d) nie istnieje rozwigzanie.

Ponadto, struktura danych wmozliwia dostep do utrzymywanego przez nig stowa q € X! poprzez
nastepujgce metody:

e Reset(): Przypisz na q pierwsze stowo w S.

o UpdateCandidate(i,a): Ustaw i-tq litere q¢ na a.

e QueryFarWord(): Stwierd? czy istnieje stowo s € S takie ze hm(s,q) > d, a jesli tak, wowczas
zwroc¢ wskaznik na s oraz zbior pozycji na ktorych s rézni sie od q.

Metody QueryFarPair(), Reset(), UpdateCandidate(), QueryFarWord() dzialajg w pesymi-

stycznym czasie 20(d)

Struktura danych z Lematu 45 udostepnia wszystkie metody potrzebne do zaimplementowania
algorytmu rozgaleziajacego opisanego wyzej. Dzigki temu otrzymujemy nastepujacy wynik.
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Twierdzenie 46 (Twierdzenie 5 w pracy [D2]). Istnieje randomizowana struktura danych, ktdéra
utrzymuje dynamicznie instancje PROBLEMU NAJBLIZSZEGO SLOWA modyfikowang poprzez
zmiane pojedynczej litery. Struktura inicjalizuje sie w czasie 20(d) . nl, dokonuje aktualizacji w
amortyzowanym czasie 20D oraz w czasie d°D odpowiada na pytanie czy istnieje dla obecnej
instancji rozwigzanie.

W Twierdzeniu 46 mozna zapytanie zaimplementowaé takze w czasie |L|9(? | co réwniez
pokazujemy w pracy [D2]. Kluczem jednak do obu tych wynikéw jest struktura danych z
Lematu 45. Opiszemy teraz zatem gléwne pomysty potrzebne aby strukture te uzyskaé. Dla
klarownoéci opisu przyjmiemy w niniejszym opracowaniu ze pracujemy nad binarnym alfabetem
¥ ={0,1}, w pracy jednak pokazujemy jak za pomoca haszowania pozby¢ sie tego zalozenia.
Gléwny pomyst polega na tym, ze struktura danych wewnetrznie utrzymuje stowo o € {0, 1}l7
ktore jest dobrym przyblizeniem rozwiazania jesli tylko rozwigzanie istnieje. Uscislajac, jesli
istnieje stowo ktérego odlegto$é Hamminga do wszystkich stéw z S jest ograniczona przez d,
wowcezas odlegto$é Hamminga pomiedzy o a dowolnym stowem z S jest ograniczona przez 8d.
Okazuje sig¢ ze stowo o jest takim przyblizeniem, jedli tylko na kazdej pozycji zgadza si¢ ono z
przynajmniej 7 stowami z S. Intuicyjnie, stowo o jest wybierane w wyniku pewnego rodzaju
glosowania: litera o[i] na pozycji i € {1,...,1} jest wybierana jesli wystarczajaco duzo stéw sie
z nig zgadza. Tak zdefiniowane stowo o tatwo jest efektywnie utrzymywaé dynamicznie jesli
pozwolimy na amortyzacje. Jesli aktualnie wybrana litera o[7] € {0, 1} przestaje spelnia¢ warunek,
wéwcezas w czasie liniowym wzgledem n wybierany jest nowy lider jako litera ktéra najczesciej
wystepuje na pozycji i. Nowy lider wystepuje przynajmniej 5 razy w stowach z S na pozycji i, a
zatem potrzeba 7 modyfikacji zanim przestanie on spetnia¢ warunek. Stad amortyzowany czas
aktualizacji stowa o wyniesie O(1). W tym samym czasie latwo jest tez dla kazdego stowa z S
utrzymywac liste pozycji, na ktérych stowo rézni sie od o.

Opiszemy teraz jak wykorzystaé¢ o aby szybko znalezé pare stéw odlegltych o ponad 2d (czyli
zaimplementowaé¢ metode QueryFarPair() z Lematu 45). Rozwazmy dwa stowa si, so € S. Niech
X1 bedzie zbiorem pozycji, na ktérych s rézni sie od o, zag Xs niech analogicznie bedzie zbiorem
pozycji na ktérych so rézni sie od o (mozemy zalozyé ze |Xi|,|X2| < 8d, inaczej rozwiazanie
nie istnieje). Kluczowa obserwacja polega na tym, ze hm(s1,s2) > 2d wtedy i tylko wtedy gdy
| X1AXo| > 2d, gdzie A oznacza réznice symetryczna zbior6w. Wynika to z tego, Ze na pozycjach
ze zbioru X1n X5 oba stowa réznia sie od o, a zatem przy zatozeniu binarnego alfabetu stowa te sa
sobie rowne na tych pozycjach. Zatem pozostaje nam sprawdzié¢ czy istnieja dwa stowa s1,50 € S
takie ze | X1 AX5| > 2d. Tu z pomoca przychodzi nam ciekawe zastosowanie bardzo znanej techniki
kodowania kolorami [55]. Zauwazmy, ze interesuje nas konkretne 16d pozycji na ktérych jedno z
dwoch szukanych stéw rézni sie od o. Pokolorujemy zatem pozycje losowo na 16d koloréw, i jak
nakazuje metoda kodowania kolorami bedziemy liczy¢ na to, ze interesujace nas pozycje otrzymaja
r6zne kolory. Niech col(s) oznacza kolory pozycji, na ktérych s rézni sie od o. Dla kazdego
podzbioru C ¢ {1,...,16d} bedziemy utrzymywaé zbior stéw ®(C) = {s € S:col(s) = C}. Sa
to stowa ktére réznig sie od o na pozycjach o kolorach w C. Nie jest to trudne do utrzymania
w czasie 294 na operacje, jedli dla kazdego slowa utrzymujemy juz liste pozycji na ktérych
r6zni sie ono od o. Aby znalezé szukane stowa, iterujemy teraz po Xp, Xo € {1,...,16d} takich
ze | X1AXy| > 2d, i jesli (X;) oraz ®(X2) sa niepuste, wéwezas na pewno znalezliSmy szukana
pare stow. Mozemy przeoczy¢ taka pare, jesli interesujace nas pozycje nie sa réznokolorowe,
ale metoda kodowania kolorami daje narzedzia aby ograniczyé¢ prawdopodobienstwo takiego
zdarzenia. Pozostale metody z Lematu 45 opieraja sie na podobnych argumentach.

Przejdziemy teraz do pozostalych probleméw tekstowych badanych w pracy [D2]. Punktem
wyjéciowym jest tu meta-twierdzenie ktére zastosowaé mozna do szerokiej gamy dynamicznych
probleméw tekstowych.
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Twierdzenie 47 (Twierdzenie 2 w pracy [D2]). Niech X bedzie skoriczonym alfabetem za$ L ¢ X*
niech bedzie jezykiem definiowalnym w logice FO[X,<]. Wowczas istnieje struktura danych
ktora dla stowa w € 3*, aktualizowanego poprzez operacje zmiany pojedynczej litery, utrzymuje
odpowiedZ na pytanie czy w € L. Struktura danych inicjalizuje sie w czasie O(|w|), kazde zas
zapytanie zajmuje pesymistyczny czas O(loglog|w)).

Twierdzenie 47 wynika wprost z polaczenia wyniku Frandsena i innych [70] o dynamicznym
problemie tekstowym dla nieokresowych pétgrup z twierdzeniem Schiitzenbergera, McNaughtona,
i Paperta [124, 138]. Nowym spostrzezeniem jest to, ze Twierdzenie 47 pozwala uzyskaé¢ wydajne
dynamiczne struktury danych dla parametryzowanych probleméw tekstowych. Pokazujemy to na
kolejnych dwoch przyktadach znanych parametryzowanych probleméw tekstowych, ktérymi sa:

(1) PROBLEM ROZLACZNYCH PODSLOW Dla danego stowa w € {1,...,k}*, gdzie k jest para-
metrem, rozstrzygnaé czy istnieje k parami roztacznych (czyli nie nachodzacych na siebie)
podstéw wy,ws, ..., wy stowa w takich ze dla kazdego i € {1,...,k}, w; ma dlugo$é przynaj-
mniej 2 oraz zaczyna sie i konczy symbolem 1.

(2) PROBLEM ODLEGLOSCI EDYCYJNEJ Dla zadanego parametru k oraz dwéch stéw u,v €
>* nad alfabetem X, rozstrzygnaé¢ czy v mozna uzyskaé z u za pomoca co najwyzej k
operacji edycyjnych, z ktérych kazda to usuniecie, wstawienie lub podstawienie pojedynczego
symbolu.

PROBLEM ROZLACZNYCH PODSLOW wprowadzony zostal w pracy [30] jako krok posredni w
kierunku trudnoéci kernelizacji dla PROBLEMU ROZtACZNYCH CYKLI oraz PROBLEMU ROZ-
LACZNYCH SCIEZEK. PROBLEM ODLEGLOSCI EDYCYJNEJ jest za$ waznym problemem z szeroka
gama zastosowan (przeglad mozna znalezé w pracy [128]). Problem ten mozna rozwiazaé¢ w czasie
O(n?) uzywajac techniki programowania dynamicznego (n jest tutaj laczna dlugoscia zadanych
stéw). Najlepszy obecnie algorytm dla PROBLEMU ODLEGLOSCI EDYCYJINEJ dziala w czasie
O(n?/(logn)?)) [122]. Przy zalozeniu hipotezy Strong ETH, nie istnieje silnie podkwadratowy
algorytm dla tego problemu [12, 1, 41, 2]. W pracy [D2] badamy parametryzacje tego problemu
pozadang odlegloscig edycyjng k. Przy takiej parametryzacji PROBLEM ODLEGLOSCI EDYCYJ-
NEJ da sie rozwigzaé w czasie O(n + k%) [112], a nawet w podliniowym czasie gdy pozwalamy na
aproksymacje [15, 8, 74].

W pracy [D2] obserwujemy, ze zaréwno dla PROBLEMU ROZLACZNYCH SEOW jak i dla PRO-
BLEMU ODLEGLOSCI EDYCYJNEJ, jezyk instancji na tak mozna zdefiniowaé¢ w logice FO[X, <]
uzywajac formuty ktérej rozmiar jest ograniczony funkcja parametru. Stad na mocy Twierdze-
nia 47 uzyskujemy struktury danych dla dynamicznych wariantéw tych probleméw z czasem
aktualizacji f(k) -loglogn (dla pewnej funkcji f). Zalezno$é od parametru okreslona przez
funkcje f jest jednak ogromna, dlatego w pracy [D2] podajemy réwniez wydajniejsze struktury
danych skrojone specjalnie dla tych dwoch probleméw.

Twierdzenie 48 (Twierdzenie 3 w pracy [D2]). Dynamiczny wariant PROBLEMU ROZEACZNYCH
PODSLOW ma strukture danych, ktéra inicjalizuje sie w czasie O(k2F + kn), obstuguje zapytanie
w pesymistycznym czasie O(1), oraz modyfikuje slowo w pesymistycznym czasie O(k2¥loglogn).

Twierdzenie 49 (Twierdzenie 4 w pracy [D2]). Dynamiczny wariant PROBLEMU ODLEGLOSCI
EDYCYJINEJ ma strukture danych ktdra inicjalizuje sie w czasie O(kn), obstuguje zapytanie w
czasie O(1), oraz modyfikuje stowa w pesymistycznym czasie O(k?*loglogn).
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5. Omoéwienie pozostalych osiggnieé naukowo-badawczych

a) Osiggniecia nie wchodzgee w sklad doktoratu

W tym rozdziale przedstawimy pozostale osiagniecia naukowo-badawcze autorki nie wchodzace
w sktad doktoratu. Poza gtéwnym polem badan, ktérym sa dla autorki niniejszego opracowa-
nia algorytmy dynamiczne oraz online, autorka posiada osiagniecia naukowe w dziedzinach
algorytmiki takich jak planowanie tras, ztozonos¢ parametryzowana, czy sparsyfikacja grafow.
Omowione nizej osiggniecia naukowe pogrupowane sg wedtug dziedzin. Artykuly opublikowane
przed uzyskaniem stopnia doktora wspomniane w tym rozdziale oznaczone sg *.

Znajdowanie tras na pltaszczyznie Euklidesowej oraz w grafach planarnych. Pierwsza z
omawianych w niniejszym opracowaniu dziedzin dodatkowych w ktére autorka wniosta wklad jest
znajdowanie tras na plaszczyznie Euklidesowej oraz w grafach planarnych. Jest to prezna dziedzina
szeroko badana zaréwno z teoretycznego jak i z eksperymentalnego punktu widzenia. Dziedzina
ta jest bardzo wazna, znajduje ona zastosowanie miedzy innymi w aplikacjach drogowych, w
planowaniu rozkladéw jazdy i tras pociagéw i samolotéw, w wizualizacji komputerowej, oraz w
projektowaniu VLSI (ang. Very Large Scale Integration).
Wkiad autorki w te dziedzine sklada si¢ z nastepujacych dwoch prac:

[E1] Francois Dross, Krzysztof Fleszar, Karol Wegrzycki, Anna Zych-Pawlewicz.
Gap-ETH-Tight Approximation Schemes for Red-Green-Blue Separation and Bicolored
Noncrossing Euclidean Travelling Salesman Tours.

ACM-SIAM Symposium on Discrete Algorithms (SODA), 1433-1463, 2023.
https://doi.org/10.1137/1.9781611977554. ch52

Pelny dowdd jest zaprezentowany na repozytorium arXiv:

Francois Dross, Krzysztof Fleszar, Karol Wegrzycki, Anna Zych-Pawlewicz.
Gap-ETH-Tight Approximation Schemes for Red-Green-Blue Separation and Bicolored
Noncrossing Fuclidean Travelling Salesman Tours.

Computing Research Repository, abs/2209.08904, 2022.
https://arxiv.org/abs/2209.08904

[E2] Holger Flier, Matus Mihalak, Peter Widmayer, Anna Zych, Yusuke Kobayashi, Anita
Schobel
Selecting vertex disjoint paths in plane graphs.
Networks 66(2), 135-144, 2015.
https://doi.org/10.1002/net.21618

Wersja konferencyjna:

*» Holger Flier, Matus Mihaldk, Anita Schobel, Peter Widmayer, Anna Zych

Vertex Disjoint Paths for Dispatching in Railways.

10th Workshop on Algorithmic Approaches for Transportation Modeling (ATMOS) 14,
61-73, 2010.

https://doi.org/10.1002/net.21618

[E3] * Holger Flier, Matus Mihaldk, Peter Widmayer, Anna Zych
Maximum Independent Set in 2-Direction Outersegment Graphs.
Graph-Theoretic Concepts in Computer Science - 37th International Workshop (WG),
6986 , 155-166, 2011.
https://doi.org/10.1007/978-3-642-25870-1_15

PrzejdZzmy do oméwienia pracy [E1l]. Wyobrazmy sobie, ze mamy dane wspétrzedne doméw
na mapie, gdzie rodzina mieszkajaca w danym domu nalezy do okreslonej wspoélnoty. Celem jest
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oddzielenie wspdélnot ptotami w taki sposéb, aby nie rozdzieli¢ cztonkéw tej samej wspodlnoty,
przy czym chcemy zminimalizowaé laczna dtugoéé ptotéw. W pracy [E1] badamy szeroka game
probleméw tej natury. Dane mamy n terminali (punktéw na plaszczyZnie badZ tez wierzchotkéw
w grafie planarnym) pokolorowanych k kolorami, celem za$ jest znalezienie geometrycznych
obiektéw o minimalnej tacznej dlugosci, ktére parami nie przecinajg sie oraz speiniaja jakis
warunek dla kazdego z koloréw. Na przykiad dla wspomnianego wyzej problemu z domami,
szukamy nieprzecinajacych sie parami krzywych Jordana ktére oddzielaja terminale o réznych
kolorach.

RYSUNEK 20. Przyklad rozwiazania dla PROBLEMU SEPARACJI CZERWONY-
NIEBIESKI-ZIELONY. Po lewej rozwigzanie jest niepoprawne, poniewaz krzywe
Jordana przecinaja sie. Rozwigzanie po prawej stronie jest poprawnym rozwigza-
niem optymalnym dla tej instancji.

Problemy ktore tu rozwazamy sg nie tylko naturalnymi uogélnieniami fundamentalnych i
szeroko badanych probleméw (takich jak na przyktad problem drzewa rozpinajacego oraz problem
komiwojazera) na bazie ktérych powstalo wiele nowych technik o szerokim zastosowaniu. Sa
one takze wazne ze wzgledu na szeroki wachlarz zastosowan, na przyklad w projektowaniu
VLSI [142, 143, 111, 66] czy tez w wizualizacji danych przestrzennych [7, 92, 63, 45, 134].
Przedstawimy teraz konkretne badane przez nas problemy i uzyskane dla nich wyniki.

W PROBLEMIE SEPARACJI CZERWONY-NIEBIESKI-ZIELONY mamy dane n punktéw na plasz-
czyznie, z ktérych kazdy ma przypisany kolor czerwony, niebieski badz zielony. Celem jest znale-
zienie dwéch nieprzecinajacych si¢ krzywych Jordana, o minimalnej tacznej dlugosci, ktére roz-
dzielajg punkty o réznych kolorach. Przyklad pokazany jest na Rysunku 20 po prawej. Warianty
tego problemu, ze wzgledu na jego liczna zastosowania, byly szeroko badane [61, 146, 53, 135, 134].
Problem ten badany byl do tej pory tylko dla dwdch koloréw i juz w tej wersji jest NP-trudny [61].
Mata i Michel [123] zaproponowali algorytm O(logn)-aproksymacyjny, ktéry zostal nieznacznie
poprawiony przez Gudmundsson i Levcopoulos [81]. Wreszcie Arora i Chang [11] podali schemat
aproksymacyjny (PTAS), ktory dla kazdego € > 0 pozwala uzyskaé (1 + €)-aproksymacje w cza-
sie n(logn)?(/9). Schemat Arora i Chang [11] opiera si¢ na technice przepieé (ang. patching
scheme), ktéra jednak dziata tylko dla dwoch koloréw, gdzie szukamy jednej krzywej Jordana.
Kontrolowanie dwoch nieprzecinajacych sie krzywych narzuca duzo nowych wyzwan ktoére spra-
wiaja, ze uogdlnienie wyniku [11] do trzech koloréw nie jest proste. W pracy [E1], po pierwsze,
oferujemy alternatywna metode przepieé (patching scheme) i dzigki niej uogélniamy wynik Arora
i Chang do trzech koloréw. Po drugie za$, poprawiamy czas dzialania algorytmu Arora i Chang
do 20(1/6)nlog0(1)n, a zatem otrzymujemy EPTAS dla PROBLEMU SEPARACJI CZERWONY-
NIEBIESKI-ZIELONY. Nasza nowa technika przepie¢ stosuje sie takze do innych pokrewnych
probleméw, w tym kolejnego problemu o ktérym mowa w pracy [E1].

W PROBLEMIE DWOCH KOMIWOJAZEROW mamy réwniez dane n punktéw na plaszczyZnie,
tym razem kazdy punkt pokolorowany jest na czerwono badZ niebiesko. Celem jest znalezienie
dwdch nieprzecinajacych sie tras Komiwojazera: po jednej dla punktéw kazdego z dwdch kolorow,
minimalizujac taczna dtugos$¢ tras. Problem ten nie doczekal sie jeszcze wydajnych algorytmow,
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pomimo ze wpisuje sie w modny trend znajdowania nieprzecinajacych sie geometrycznych struk-
tur [131, 18, 107]. Dla tego problemu réwniez oferujemy EPTAS, takze z czasem 201/ 10g%M .
Czas ten jest optymalny jesli przyjmiemy hipoteze Gap-ETH [103]. Oprécz tego podnosimy defini-
cje problemu do graféw planarnych a nastepnie otrzymujemy dla niego PTAS w tej klasie graféw.

RYSUNEK 21. Tlustracja przykladowego rozwigzania dla PROBLEMU DWOCH
DRZEW ROZPINAJACYCH .

Kolejnym badanym przez nas problemem jest PROBLEM DWOCH DRZEW ROZPINAJACYCH
w grafach planarnych. Jest to naturalne uogdlnienie klasycznego problemu drzewa rozpinajacego.
W PROBLEMIE DWOCH DRZEW ROZPINAJACYCH kazdy wierzcholek grafu planarnego jest
pokolorowany na niebiesko lub czerwono. Celem jest znalezienie dwdch nieprzecinajacych sie
drzew o minimalnym tacznym rozmiarze, z ktérych jedno rozpina wszystkie czerwone wierzchotki,
a drugie rozpina wszystkie niebieskie wierzchotki. Drzewa nie przecinaja sie, jesli da si¢ je
narysowac bez przecie¢ wewnatrz pogrubionego rysunku grafu na plaszczyznie, jak na Rysunku 21.
W pracy [E1] pokazujemy NP-trudno$é tego problemu oraz PTAS dla tego problemu.

Ostatnim poruszanym tu przez nas problemem jest PROBLEM KOLOROWYCH NIEPRZECI-
NAJACYCH SIE SCIEZEK . Mamy w nim dane n par punktéw na plaszczyznie, a zadaniem jest
polaczenie par $ciezkami tak, aby zadne dwie $ciezki nie przecinaty sie i aby zminimalizowaé
taczna diugosé $ciezek. Problem ten otrzymal sporo uwagi badaczy [47, 113, 18, 130, 66, 132]
zwlaszcza pod katem aproksymacji, dlatego tez nasz wynik, w ktérym pokazujemy NP-trudnosé
tego problemu, bardzo dobrze uzupelnia wyniki dostepne w literaturze.

Rézne warianty PROBLEMU KOLOROWYCH NIEPRZECINAJACYCH SIE SCIEZEK na grafach
planarnych badamy réwniez w pracy [E2]. Problem ten w klasie graféw planarnych definiujemy
nastepujaco. Na wejéciu mamy dany graf planarny wraz z zanurzeniem w plaszczyzne. Dane
mamy réwniez k par wierzchotkéw (terminali) {(si,%;)}ieq1, . k), oraz dla kazdej pary (s;,t;)
mamy zadany zbior $ciezek pomiedzy nimi, ktéry nazwiemy Sciezkami o kolorze ¢. Parametrem
p oznaczymy maksymalng liczbe $ciezek w jednym kolorze. Dla tak zadanej instancji rozwazamy
trzy cele:

Dec stwierdzi¢ czy mozna wybra¢ k roztacznych wierzchotkowo éciezek po jednej z kazdego koloru
Maks stwierdzi¢ ile maksymalnie mozna wybraé roztacznych wierzchotkowo Sciezek po jednej z
kazdego koloru
Rund wybieramy $ciezki w rundach, przy czym w jednej rundzie wybieramy dowolny zbiér wierz-
chotkowo rozlacznych Sciezek: stwierdzi¢ jaka jest najmniejsza liczba rund, taka ze z kazdego
koloru w jakiejs rundzie zostanie wybrana Sciezka.

Nasza gléwna motywacja w pracy [E2] jest wydajne planowanie tras i rozkladéw jazdy pociagéw.
7 tego punktu widzenia ma sens wyrézni¢ nastepujace rozwazane przez nas warianty potozenia
terminali w grafie:

Dowolne dowolne pary terminali
Zewnetrzne wszystkie terminale potozone sa w dowolny sposéb na Scianie zewnetrznej
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Dowolne Zewnetrzne Dwudzielne | Zagniezdzone
Dec NP-trudny dla p > 3, otwarty
wielomianowy alg. dla p <2 | (trywialny dla p=1) wielomianowy alg.
Maks NP-trudny dla p > 1 otwarty

p-aproksymacja,
Rund APX-trudny APX-trudny dla p > 2,
wielomianowy alg. dla p =1
TABLICA 1. Wyniki dla réznych wariantéw PROBLEMU KOLOROWYCH NIEPRZE-
CINAJACYCH SIE SCIEZEK na grafach planarnych

Dwudzielne wszystkie terminale polozone sg na $cianie zewnetrznej; dodatkowo przechodzac po $cianie
zewnetrznej w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara zaczynajac od s1, napotkamy
po kolei terminale si1,s2,..., Sk, tr(1),- s tr(k), gdzie 7 jest dowolna permutacja na zbiorze
koloréw.

Zagniezdzone wszystkie terminale polozone sg na Scianie zewnetrznej; dodatkowo przechodzac po $cianie
zewnetrznej w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara zaczynajac od s;, napotkamy
po kolei terminale sq,ss,..., Sk, tk,...,t1.

W pracy [E2] rozwazamy wszystkie kombinacje wymienionych wyzej celi i mozliwosci polozenia
terminali. Uzyskane wyniki dla wszystkich mozliwych scenariuszy umieszczone sa w Tabeli a.)

Zlozonosé parametryzowana i zwarta parametryzowana reprezentacja. W tej sekcji
przedstawimy pozostale (poza wymienionymi w gléwnym osiagnieciu naukowym) osiagniecia
autorki powiazane z dziedzina ztozonosci parametryzowanej. Osiagniecia te zawarte sg w nizej
wymienionych artykutach.

[F1] MichatPilipczuk, Marek Sokotowski, Anna Zych-Pawlewicz.
Compact Representation for Matrices of Bounded Twin-Width.
39th International Symposium on Theoretical Aspects of Computer Science (STACS), 219 ,
52:1-52:14, 2022.
https://doi.org/10.4230/LIPIcs.STACS.2022.52
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MichalPilipczuk, Marek Sokotowski, Anna Zych-Pawlewicz.
Compact Representation for Matrices of Bounded Twin-Width.
Computing Research Repository, abs/2110.08106, 2021.
https://arxiv.org/abs/2110.08106

[F2] Nikolai Karpov, Marcin Pilipczuk, Anna Zych-Pawlewicz.
An Exponential Lower Bound for Cut Sparsifiers in Planar Graphs.
Algorithmica, 81 (10), 4029-4042, 2019.
https://doi.org/10.1007/s00453-018-0504-8
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Nikolai Karpov, Marcin Pilipczuk, Anna Zych.

An Exponential Lower Bound for Cut Sparsifiers in Planar Graphs.

12th International Symposium on Parameterized and Exact Computation (IPEC), 89, 24:1—
24:11, 2017.

https://doi.org/10.4230/LIPIcs.IPEC.2017.24

[F3] Johannes Blum, Yann Disser, Andreas Emil Feldman, Siddharth Gupta, Anna Zych-
Pawlewicz.
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On Sparse Hitting Sets: From Fair Vertex Cover to Highway Dimension.

17th International Symposium on Parameterized and Exact Computation (IPEC), 249 |
5:1-5:23, 2022.

https://doi.org/10.4230/LIPIcs.IPEC.2022.5

Pelny dowdd jest zaprezentowany na repozytorium arXiv:
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Pawlewicz.

On Sparse Hitting Sets: From Fair Vertex Cover to Highway Dimension.

Computing Research Repository, abs/2208.14132, 2022.
https://arxiv.org/abs/2208.14132

Waznym wspolnym mianownikiem pierwszych dwdch prac jest zwarta reprezentacja graféw
przy zadanym parametrze. Zwarta reprezentacja to bardzo istotny temat z punktu widzenia
nowoczesnych aplikacji, zwlaszcza aplikacji mobilnych, ktore potrzebuja szybkiego dostepu do
ogromnych graféw (np. wspolczesnych sieci drogowych). Dla takich aplikacji to pamieé jest
gléwnym ograniczeniem, choé¢ szybki czas dzialania jest réwniez pozadany. Czesto graf na
ktérym operuje aplikacja nie moze zmiesci¢ sie w pamieci urzadzenia. Aby poradzi¢ sobie z tym
problemem stosuje sie preprocessing, podczas ktorego graf jest kompresowany w taki sposob,
aby nie utraci¢ waznych z punktu widzenia aplikacji wlasnosci.

Praca [F1] poswiecona jest kompresji graféw o malej szerokosci blizniaczej. Parametr ten zostal
wprowadzony niedawno przez Bonnet ¢ innych [35] i od razu zdobyl ogromne zainteresowanie
badaczy [31, 32, 33, 34, 36, 59, 71]. Prace te pokazuja ze parametr ten daje bogata strukture
kombinatoryczna [31, 35, 59], jest przydatny algorytmicznie [32, 34, 35], a takze ma glebokie
powiazania z teoria modeli [33, 35, 36, 71]. W szczegélnosci weryfikacja formul logiki FO na
grafach z ograniczona szerokoscia bliZzniacza ma liniowy algorytm FPT [35]. Mala szerokosé
blizniacza, w przeciwienstwie do wielu innych parametréw, nie oznacza ze graf jest rzadki:
na przyklad klika ma szeroko$é bliZzniacza zero. Jednak kazdy graf o szerokosci blizniaczej
ograniczonej przez parametr d posiada macierz sasiedztwa ktoéra jest d-uporzadkowana. Taka
macierz jest dla nas punktem wyjscia do zwartej reprezentacji, zajmujacej pamieé¢ liniowa
wzgledem liczby wierzchotkow n, ktéra jednoczednie umozliwia szybki dostep do krawedzi grafu.
W pracy [F1] pokazujemy strukture danych, ktéra zajmuje Og(n) bitéw pamieci oraz odpowiada
na zapytanie o konkretna wartos¢ w d-uporzadkowanej macierzy (krawedz grafu) w czasie
O4(loglogn).

W pracy [F2] interesuje nas innego rodzaju zwarta reprezentacja, ktéra w literaturze nosi nazwe
sieci imitujgcej, wprowadzonej w pracy [85]. Niech G bedzie grafem z wagami na krawedziach
za$ Q € V(G) niech bedzie zbiorem k terminali. Dla podziatu zbioru terminali Q = Sw S,
minimalnym S-rozdzielajgcym przekrojem nazwiemy minimalny przekrdj pomiedzy S i S. Siecig
imitujgcg dla pary (G, Q) nazwiemy wazony krawedziowo graf G, taki ze Q ¢ V(G’) oraz wagi
S-rozdzielajacych przekrojow dla wszystkich S ¢ @ sa takie same w G i w G'. Hagerup i inni [85]
obserwuja, iz dla dowolnego grafu G mozna w prosty sposéb uzyskaé sie¢ imitujaca rozmiaru
92" Wynik ten zostal poprawiony do 2(1(’:3/%) [100, 46]. Krauthgamer i Rika [109] adaptuja
wynik z [85] aby uzyskaé sie¢ imitujaca o rozmiarze O(k?22%) dla graféw planarnych. Co wiecej,
w tej samej pracy pokazujg oni ograniczenie dolne na rozmiar sieci imitujacej dla graféw ogdlnych
w postaci 28Uk) Ograniczenie dolne dla graféw planarnych, do momentu powstania pracy [F2]
bylo za$ postaci Q(k?) [109]. Sporo wysitku zostalo tez wlozone w zrozumienie, jak duza musi
by¢ sie¢ imitujaca dla graféw planarnych gdy wszystkie terminale lezg na ograniczonej liczbie
Scian [110, 76]. W pracy [F2] naszym gléwnym osiagnieciem jest uzupelnienie tych wynikéw,
poprzez pokazanie ograniczenia dolnego na rozmiar sieci imitujacej dla graféw planarnych w
postaci k-1,
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W pracy [F3], nie powiazanej z dwoma poprzednimi, rozwazamy za$ szeroka game proble-
méw parametryzowanych nazywanych w literaturze problemami sprawiedliwymi. Konkretniej,
zajmujemy si¢ tu PROBLEMEM RZADKIEGO ZBIORU REPREZENTANTOW (ang. Sparse Hitting
Set). Zbiorem reprezentantéw dla rodziny zbioréw F nazwiemy zbior X ¢ JF ktéry przecina sie
niepusto ze wszystkimi zbiorami z F. W PROBLEMIE RZADKIEGO ZBIORU REPREZENTANTOW
na wej$ciu mamy system zbioréw (V, F,B), gdzie zbiér V nazywany jest uniwersum, za$ F, B
sg rodzinami podzbioréw V. Celem jest znalezienie zbioru reprezentantéw X dla rodziny F
ktéry minimalizuje maksymalne przeciecie ze zbiorem z 5. Maksymalne przeciecie optymalnego
rozwigzania ze zbiorem w B nazywamy tu rzadkoscig instancji i oznaczamy litera k-jest to nasz
centralny parametr.

PROBLEM RZADKIEGO ZBIORU REPREZENTANTOW uogdlnia PROBLEM SPRAWIEDLIWEGO
Pokrycia WIERZCHOLKOWEGO, gdzie dla zadanego grafu szukamy pokrycia wierzchotkowego,
ktore minimalizuje maksymalne przeciecie z sasiedztwem wierzchotka w grafie. Problem ten
parametryzowano cata gama parametrow, wliczajac gtebokosé drzewiasta, szerokos$é¢ drzewia-
sta, szeroko$¢ modularna[l104, 121] a takze rozmiar rozwiazania|95]. Najbardziej naturalnym
jednak parametrem dla PROBLEMU SPRAWIEDLIWEGO POKRYCIA WIERZCHOLKOWEGO jest
rzadko$é k. Wcezesniejsze prace pozostawily jako problem otwarty pytanie, czy dla PROBLEMU
SPRAWIEDLIWEGO POKRYCIA WIERZCHOLKOWEGO parametryzowanego rzadkoscig istnieje al-
gorytm FPT lub chociaz XP. W pracy [F3] odpowiadamy na to pytanie negatywnie, pokazujac
NP-trudnosé¢ dla dowolnej statej k& > 4 w klasie graféw planarnych. Z pozytywnej zas strony
pokazujemy (2 — %) aproksymacje dla tego problemu.

Innym znanym przedstawicielem PROBLEMU RZADKIEGO ZBIORU REPREZENTANTOW jest
PROBLEM POKRYCIA r~-KROTKICH SCIEZEK. Jest to wazny problem z punktu widzenia coraz
szerzej badanego parametru wymiar autostradowy, ktéry modeluje sieci transportu [5]. Jako ze
sieci transportu wydaja sie mie¢ ograniczony wymiar autostradowy [14], powstalo wiele wydajnych
algorytméw dla graféw z malym wymiarem autostradowym [68, 5, 67, 69, 57, 57, 17, 96, 39, 44].
Aby wykorzysta¢ wynikajaca z niego strukture grafu, wszystkie znane algorytmy rozwiazuja
najpierw powigzany PROBLEM POKRYCIA r-KROTKICH ScIEZEK. Dotychezas znany byl algorytm
XP dla tego problemu, nie bylo jednak wiadomo czy mozna liczy¢ na algorytm FPT jesli
parametrem jest rzadko$é k. W pracy [F3] pokazujemy ze PROBLEM POKRYCIA r-KROTKICH
SCIEZEK parametryzowany rzadkodcia jest W[1]-trudny. Z pozytywnej jednak strony oferujemy
O(log n)-aproksymacje dla tego problemu.

b) Osiggniecia wchodzqce w sklad doktoratu

Re-optymalizacja. W ramach doktoratu autorka badata model reoptymalizacji dla probleméw
NP-zupelnych. W modelu tym zakladamy, ze oprécz instancji konkretnego problemu optymali-
zacyjnego(jak na przyklad problem drzew Steinera), dostajemy na wejsciu podpowiedZ w postaci
optymalnego rozwiazania dla tej instancji, oraz lokalna modyfikacje tej instancji (w postaci np.
dodania lub usunigcia krawedzi). Wyposazeni w podpowiedz, chcemy szybko obliczyé dobre
rozwigzanie dla zmodyfikowanej instancji.

Model ten udato sie z duzym sukcesem przylozyé to takich probleméw jak problem drzewa
Steinera [G3, G5, G6|, problem najkrétszego nadstowa [G4], problem zbioru niezaleznego o
maksymalnej wadze, kliki o maksymalnej wadze, zbioru dominujacego o minimalnej wadze,
oraz pokrycia zbiorami i wierzchotkowego o minimalnej wadze [G7]. Ogélne techniki i narzedzia
reoptymalizacji zostaly oméwione w pracy [G2]. Wszystkie wyzej wymienione prace sa czeScia
doktoratu autorki. Wyniki te staly si¢ inspiracja do dalszych badan nad re-optymalizacja, w
zwiazku z czym powstala kolejna praca doktorska [141] i szereg publikacji [77, 22, 28, 29, 26,
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27]. Artykuly [77, 22] sa bezposrednia kontynuacja badan nad re-optymalizacja drzew

Steinera zamieszczonych w doktoracie autorki.

[G1]

[G3]

[G4]

[G6]

Anna Zych.

Reoptimization of NP-hard Problems.

PhD thesis, ETH Zurich, Ziirich, Switzerland, 2012.
https://hdl.handle.net/20.500.11850/72820

Anna Zych-Pawlewicz.

Reoptimization of NP-hard problems.

Adventures Between Lower Bounds and Higher Altitudes - Fssays Dedicated to Juraj
Hromkowvic on the Occasion of His 60th Birthday, Lecture Notes in Computer Science,
11011 , 477-494, 2018.

https://doi.org/10.1007/978-3-319-98355-4_28

Davide Bil6, Anna Zych

New Advances in Reoptimizing the Minimum Steiner Tree Problem.

Mathematical Foundations of Computer Science 2012 - 37th International Symposium
(MFCS), 7464, 184-197, 2012.

https://doi.org/10.1007/978-3-642-32589-2_19

Davide Bilo, Hans Joachim Béckenhauer, Dennis Komm, Richard Krélovic, Tobias Momke,
Sebastian Seibert, Anna Zych.

Reoptimization of the Shortest Common Superstring Problem.

Algorithmica, 61 (2), 227-251, 2011.

https://doi.org/10.1007/s00453-010-9419-8

Wersja konferencyjna:

Davide Bil6, Hans Joachim Bockenhauer, Dennis Komm, Richard Krélovic, Tobias Momke,
Sebastian Seibert, Anna Zych.

Reoptimization of the Shortest Common Superstring Problem.

Combinatorial Pattern Matching (CPM), 20th Annual Symposium, 5577, 78-91, 2009.
https://doi.org/10.1007/978-3-642-02441-2_8

Davide Bil6, Anna Zych.

New Reoptimization Techniques applied to Steiner Tree Problem.
FElectron. Notes Discret. Math., 37 , 387-392, 2011.
https://doi.org/10.1016/j.endm.2011.05.066

Davide Bil6, Hans Joachim Boéckenhauer, Juraj Hromkovic, Richard Kralovic, Tobias
Mémke, Peter Widmayer, Anna Zych.

Reoptimization of Steiner Trees.

11th Scandinavian Workshop on Algorithm Theory (SWAT) 5124, 258-269, 2008.
https://doi.org/10.1007/978-3-540-69903-3_24

Davide Bilé, Peter Widmayer, Anna Zych.

Reoptimization of Weighted Graph and Covering Problems.

6th International Workshop on Approximation and Online Algorithms(WAOA) 5426, 201—
213, 2008.

https://doi.org/10.1007/978-3-540-93980-1_16
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6. Informacja o wykazywaniu sie istotng aktywnoscia naukowg realizowang w wiecej
niz jednej uczelni lub instytucji naukowej, w szczegdlnosci zagranicznej.

W latach 2007-2012 autorka w ramach doktoratu pracowala na uczelni ETH w Zurychu.
Najintensywniej wspoOlpracowata tam z nastepujacymi badaczami, z ktérych pierwszy i trzeci sa
wciaz aktywni naukowo:

o Davide Bil6

e Peter Widmayer
o Matus Mihalak
o Holger Flier

W wyniku aktywnosci autorki w trakcie pobytu na ETH powstaly liczne publikacje, czesé ktorych
znalazta sie w rozprawie doktorskiej autorki. Wyniki te wymienione sa w Rozdziale 5. Autorka
w dalszym ciagu prowadzi aktywng wspdlprace zagraniczng. Ponizej wymienione sa wyjazdy
autorki na wspoélprace naukowa z ostatnich lat.

o 14.8.2033 — 18.8.2023, University of Sheffield (Wielka Brytania):
wspoOlpraca z prof. Yannem Disser oraz z dr Andreasem Feldmann
o 05.07-23.07.2022 oraz 06.07.2019-23.07.2019, University of Sassari (Wlochy):
wspolpraca z prof. Davide Bilo
o 05.08.2018-12.08.2018, University of Darmstadt (Niemcy):
wspdbipraca z prof. Yannem Disser oraz z dr Andreasem Feldmann
e 03.02.2018-13.02.2018, University of Copenhagen (Dania):
wspdbipraca z prof. Jacobem Holm oraz z prof. Eva Rotenberg

Ponadto jeszcze przed doktoratem w Zurychu autorka odbyla roczny staz w Philips Rese-
arch Campus w Eindhoven wspétpracujac z prof. Milanem Petkovi¢, co zaowocowato kilkoma
publikacjami i patentem.

7. Informacja o osiggnieciach dydaktycznych, organizacyjnych oraz popularyzujacych
nauke lub sztuke.

a) Regularna aktywnos$é dydaktyczna
Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski, Polska:

(1) Cwiczenia do wykladu Algorytmy i Struktury Danych:
2013, 2014, 2016, 2017, 2018, 2019, 2020, 2022, 2023

(2) Cwiczenia do wyktadu Prawdopodobiefistwo i Statystyka:
2013, 2014, 2016, 2021, 2022, 2023

(3) Cwiczenia do wykladu Algorytmika:
2017, 2018, 2019, 2020, 2021, 2022, 2023

(4) Koordynator Seminarium Magisterskiego:
2018, 2019, 2020, 2021, 2022

(5) Koordynator, wyklad i éwiczenia do przedmiotu Algorytmy i Struktury Danych dla bioin-
formatyki:
2014, 2016

(6) Laboratorium do wykladu Algorytmy i Struktury Danych:
2012, 2013, 2014
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b) Wypromowani magistranci

(1) Kamil Cwintal, Algorytmiczne metody dla dynamicznego utrzymywania orientacji o ograni-
czonym stopniu wyjSciowym na lasach (2022)

(2) Jarostaw Brojek, Problem maksymalnego wazonego skojarzenia online z twardym budzetem
na liczbe zmian - ograniczenie gérne i dolne (2022)

(3) Mateusz Rychlicki, Dynamiczne struktury danych dla parametryzowanych probleméw
tekstowych (2022)

(4) Bartlomiej Wréblewski, Statyczny i przyrostowy parametryzowany problem LONG CYCLE
(2020)

(5) Pawel Banaszewski, Eksperymentalna ewaluacja planarnych wyroczni odlegloéci na grafach
map drogowych (2018)

(6) Marek Zochowski, Dynamiczne grafowe algorytmy parametryzowane (w trakcie)

c) Wypromowane licencjaty

(1) Jedrzej Olkowski, Parametryzowana zlozonosé dla sprawiedliwych wersji znanych probleméw
(2023)

d) Popularyzacja

1) Udziat w programie “Szkota Ortéw” jako mentor Jedrzeja Olkowskiego

(1)
(2) Referat na popularyzatorskiej konferencji Operations Research (OR) w Berlinie (2017)
(3) Referat na dniach otwartych w IX LO im. Klementyny Hoffmanowej (2017)
(4) Team leader polskiej druzyny na CEOI, (Jena 2014)

(5) Wyklady dla uzdolnionych licealistéw w ramach Krajowego Funduszu na Rzecz Dzieci (2013)
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