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Streszczenie

W niniejszej rozprawie zajmujemy si¢ zagadnieniami algorytmicznymi inspi-
rowanymi problemami kombinatorycznymi rozwazanymi w biologii obliczenio-
wej.

Pierwsza czg$¢ rozprawy jest poSwigcona problemowi wyznaczania minimal-
nego wspolnego podziatu stéw (problem MCSP). Problem ten pozwala na zde-
finiowanie pewnej miary podobienstwa pomiedzy stowami i jest blisko zwigzany
ze znanym problemem SBR — sortowania przez odwracanie. Gtéwnym wyni-
kiem tego rozdziatu jest algorytm O(k)-aproksymacyjny dla problemu MCSP,
gdzie k oznacza maksymalng liczbg powtérzen pojedynczego symbolu w stowach
wejsciowych.

W drugiej czesci rozprawy rozwazamy problem MAX-NLS, ktéry polega
na wyznaczeniu dla zadanego zbioru graféw uliniowionych ich najliczniejszego
wspolnego podgrafu. Problem ten polega na badaniu podobienstwa pomigdzy
grafami, a w biologii obliczeniowej moze by¢ wykorzystywany do badania po-
dobienstwa przestrzennych struktur czasteczek ncRNA. Gléwnym wynikiem jest
algorytm O(log m,,; )—aproksymacyjny i dziatajacy w czasie O(kn?), gdzie k jest
liczba wejSciowych graféw, n — maksymalna liczbg wierzchotkéw w grafie, na-
tomiast m,,,; oznacza liczbe krawedzi w optymalnym rozwigzaniu.

W trzeciej czgsci rozprawy badamy problem wyznaczania uwarunkowanych
cykli Eulera. Problem ten polega na obliczeniu czy graf zawiera cykl Eulera spet-
niajacy dodatkowe warunki, to znaczy, czy zawiera (lub omija) zadany zbidr Scie-
zek. Podajemy liniowy algorytm, ktéry dla grafu prostego GG oraz zbioru Sciezek
P stwierdza, czy graf posiada cykl Eulera zawierajacy kazda ze Sciezek ze zbioru
P, oraz dowodzimy, ze problem jest NP-zupelny w przypadku multigraféw. Po-
dajemy réwniez liniowy algorytm, ktéry dla prostego grafu GG oraz zabronionej
Sciezki 7 stwierdza, czy graf posiada cykl Eulera unikajacy Sciezki w. Problem
uwarunkowanych cykli Eulera pojawit si¢ w biologii obliczeniowej jako element
analizy metody sekwencjonowania DNA przez hybrydyzacje.

Stowa kluczowe: sortowanie przez odwracanie, SBR, MCSP, grafy uliniowione,
uwarunkowane cykle Eulera, ztozono$¢ obliczeniowa algorytmdéw, algorytmy aprok-
symacyjne

Klasyfikacja tematyczna ACM: F2.2,G.2.1, G.2.2






Abstract

In this thesis we discuss algorithmic challenges inspired by combinatorial pro-
blems studied in computational biology.

In the first chapter we study the Minimum Common String Partition Problem
(MCSP). This problem defines a distance measurement between words and it is
closely related to another famous problem — SBR (sorting by reversals). The
main result of this chapter is O(k)-approximation algorithm for the MCSP pro-
blem, in which each symbol is allowed to appear up to k times in each word.

The second chapter is devoted to considerations related to problem MAX-NLS
— the problem of finding the largest nested linear graph that occurs in a given
set of linear graphs. It can be used for finding similarities between secondary
structures of ncRNA molecules. The main result of this chapter is O(log m)-
approximation algorithm running in O(kn?) time, where k is the number of input
graphs, n the maximal number of vertices in a graph, and m,, is the size of the
optimal solution.

In the third chapter we present a problem of finding an Eulerian cycle satisfy-
ing some constraints, i.e. a cycle that includes (or excludes) a given set of paths.
We propose a linear-time algorithm for computing an Eulerian cycle in an arbi-
trary simple graphs that includes a given set of paths, and prove that this problem
is NP-complete for multigraphs. We also study some of the “negative” constraints.
We show a linear-time algorithm for computing an Eulerian cycle that excludes a
given path.

Keywords: sorting by reversals, SBR, minimum common string partition, MCSP,
linear graphs, complexity of algorithms, approximating algorithms

ACM Classification: F2.2,G.2.1, G.2.2
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Wstep

W niniejszej rozprawie zajmujemy si¢ zagadnieniami algorytmicznymi inspiro-
wanymi problemami kombinatorycznymi rozwazanymi w biologii obliczeniowe;.
W biologii obliczeniowej ktadzie si¢ gtdwny nacisk na takie wykorzystanie no-
woczesnych metod i narzedzi obliczeniowych, aby umozliwialy nowe odkrycia
biologiczne. Stad w naturalny sposéb szczegdlna uwaga jest poSwigcona prak-
tycznym zastosowaniom badan. W naszej pracy skupiamy si¢ gléwnie na teore-
tycznych aspektach rozwazanych problemoéw, rozwazajac ich bardzo uproszczone
modele matematyczne. Mozna traktowac takie dwa podejScia jako zupetnie prze-
ciwstawne, jednak moim zdaniem uzupetniaja si¢ wzajemnie.

Wigkszosci probleméw na ktére napotyka biologia obliczeniowa, nawet w
przypadku zastosowania bardzo uproszczonego modelu matematycznego, pozo-
staje trudna do rozwiazania. Jednak bez doktadnego zbadania prostych warian-
téw tych probleméw trudno marzy¢ o zdecydowanych postgpach w rozwiazaniach
bardziej ztozonych wersji probleméw. Okazuje si¢, ze badajac w ten sposéb pro-
blemy z jednej dziedziny, mozemy przypadkowo odkry¢ zastosowania w zupetnie
odlegtych dziedzinach. Przyktadowo, techniki, ktére stuza do badania podobien-
stwa pomigdzy sekwencjami DNA, znalazly zastosowanie w wykrywaniu podo-
bienstw w pracach studenckich, artykutach prasowych, itp.

Podobne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ w odwrotnym kierunku, wyka-
zujac, ze dzigki praktycznym zastosowaniom mozemy wskazaé, ktore z proble-
mow sa kluczowe dla postgpu badan.

W kolejnych rozdziatach skupiamy uwaga na problemach, ktérych Zrédiem
jest poréwnywanie réznego rodzaju struktur biologicznych.

W pierwszym rozdziale zajmujemy si¢ problemem wyznaczania minimalnego
wspolnego podziatu stéw (problem MCSP). Problem ten jest blisko zwiazany z
problemem SBR (sorting by reversals), ktéry byl wskazywany jako narzedzie
pozwalajace oceni¢ podobienistwo pomigdzy ré6znymi sekwencjami genéw. Po-
czatkowo problem SBR byt badany przy przyjeciu zatozenia, ze kazda sekwencja
wejSciowa jest permutacja (czyli kazdy gen jest unikalny). Jednak takie zato-
zenie okazalo si¢ bardzo nienaturalne. Niestety usunigcie tego zatozenia bardzo
utrudnia efektywne rozwigzywanie problemu SBR (nawet w przypadku alfabetu
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WSTEP

sktadajacego si¢ tylko z dwéch znakéw problem jest NP-trudny). Jedna z me-
tod przezwycigzenia tych trudnosci byto wprowadzenie problemu k-SBR, w kt6-
rym kazdy symbol moze pojawié co najwyzej k razy w stowach wejsciowych
(czyli kazdy gen moze wystapi¢ w co najwyzej k wariantach). Gtéwnym wy-
nikiem tego rozdziatu jest podanie algorytmu O(k)-aproksymacyjnego dla pro-
blemu k-MCSP, co w konsekwencji prowadzi do uzyskania algorytmu O(k)-
aproksymacyjnego dla problemu k-SBR. Wynik ten zostatl zaprezentowany pod-
czas konferencji WAOA 2006 (28, 30].

W drugim rozdziale rozwazamy problem MAX-NLS, ktory byt proba zdefi-
niowania innej miary podobienistwa. Wigkszos$¢ typowych miar koncentruje si¢ na
analizie tekstowego opisu sekwencji, czy struktur. Okazuje si¢ jednak, ze niekiedy
jest to bardzo mylace. Wtasciwsze wydaje si¢ utozsamianie obiektéw o podob-
nych ksztattach. Motywacja w tym przypadku byto badanie wtasnoSci ncRNA
(non-coding RNA), gdzie czesto rozne sekwencje nukleotydow tworza czasteczki
RNA o tym samym ksztalcie, a w konsekwencji petnia podobng rolg. W proble-
mie MAX-NLS wejsciowe obiekty reprezentuje si¢ jako grafy uliniowione (czyli
grafy, ktérych wierzchotki utozsamione sa z kolejnymi liczbami catkowitymi),
ktorych krawedzie stanowia o ksztalcie obiektow. Rozwigzaniem problemu jest
najliczniejszy wspdlny podgraf bedacy emanacja wspdlnych cech zadanych gra-
fow. Jego rozmiar jest wyznacznikiem podobiefistwa pomigdzy wejSciowymi gra-
fami. GIéwnym wynikiem jest algorytm O(log m,,,;)—aproksymacyjny rozwiazu-
jacy problem MAX-NLS. Wynik ten zostal zaprezentowany podczas konferencji
CPM 2006 [31]].

W trzecim rozdziale rozwazamy problemy wyznaczania uwarunkowanych cy-
kli Eulera. Problem ten byt inspirowany jedna z metod uzywanych do odczyty-
wania sekwencji DNA. Rozwazamy kilka probleméw dotyczacych cykli Eulera
spetniajacych dodatkowe warunki. W szczeg6lnosci problem obliczania, czy graf
posiada cykl Eulera zawierajacy (lub w innym wariancie problemu, nie zawie-
rajacy) zadany zbidr Sciezek. Podajemy liniowy algorytm, ktéry dla prostego
grafu GG oraz zbioru Sciezek P stwierdza, czy graf posiada cykl Eulera zawie-
rajacy kazda ze Sciezek ze zbioru P, oraz dowodzimy ze problem jest NP-zupelny
w przypadku multigraféw. Podajemy réwniez liniowy algorytm, ktéry dla pro-
stego grafu GG oraz zabronionej $ciezki 7 stwierdza, czy graf posiada cykl Eulera
unikajacy Sciezki 7.

Podziekowania
Chciatbym bardzo goraco podzigkowa¢ mojemu promotorowi prof. Krzysztofowi
Diksowi. Jestem mu gigboko wdzigczny za pomoc i wsparcie, ktérych udzielit mi

podczas pisania niniejszej rozprawy.
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Roéwnie goraco dzigkuje moim kolegom Petrowi Kolmanowi oraz Marcinowi
Kubicy, z ktérymi wspdlnie pracowatem nad problemami przedstawionymi w ni-
niejszej pracy.
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Podstawowe pojecia, oznaczenia i
przyjete zalozenia

W pracy postugujemy si¢ oznaczeniami i pojgciami zdefiniowanymi w ksiazce
[12]. Dla petnosci opisu, ponizej przedstawiamy jednak definicje najwazniejszych
uzywanych pojec.

Grafy

Graf nieskierowany definiujemy jako parg skonczonych zbioréw (V,E). Ele-
menty zbioru V nazywamy wierzchotkami. Zbiér E zawiera nieuporzadkowane
pary wierzchotkéw, czyli E C {{u,v} : u,v € Viu # v}. Elementy zbioru E
nazywamy krawedziami. Dla grafu G, przez V(G) oznaczamy zbidr jego wierz-
chotkéw, a przez E(G) zbidr jego krawedzi. Jesli bezposrednio z kontekstu wy-
nika o jakim grafie mowa, bedziemy oznaczac zbiory jego wierzchotkéw i krawe-
dzi odpowiednio przez V i E.

W przypadku, gdy krawedziom dodatkowo przyporzadkujemy kierunek, uzy-
wamy pojecia grafu skierowanego. W tym przypadku zbior krawedzi E zawiera
uporzadkowane pary réznych wierzchotkéw, czyli E C {(u,v) : u,v € Viu #
v}.

W przypadku graféw skierowanych, przez indeg(v) i outdeg(v) oznaczamy,
odpowiednio, stopienn wejSciowy i wyjSciowy wierzchotka v € V, czyli liczby
krawedzi odpowiednio wchodzacych do wierzchotka v, oraz krawedzi wycho-
dzacych z wierzcholtka v. Zbiér wierzchotkéw sasiadujacych z v € V oznaczamy
przez adj(v). Formalnie adj(v) = {u : {v,u} € E} w przypadku graféw nieskie-
rowanych i adj(v) = {u : (v,u) € Elub (u,v) € E} dla graféw skierowanych.

Niekiedy przydatne jest dopuszczenie wielokrotnych krawedzi w grafie. W
tym wypadku piszemy, ze mamy do czynienia z multigrafem (skierowanym lub
nieskierowanym). W takim wypadku zamiast o zbiorze krawedzi piszemy o mul-
tizbiorze krawedzi.

Od tego miejsca, przez (u,v) bedziemy oznaczali zaréwno krawedZ w grafie
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skierowanym, jak 1 nieskierowanym. W przypadku grafu nieskierowanego kolej-
nos$é wierzchotkéw w parze (u, v) jest nieistotna.

Sciezkq w grafie G = (V, E) nazywamy kazdy skorficzony ciag wierzchotkéw
(vo,...,vx) 1taki, ze v; € V oraz (v;,v;41) € E,dlai = 0,...,k — 1. Jeden
wierzchotek moze wystgpowac wielokrotnie na Sciezce. Diugos¢ sciezki definiu-
jemy jako liczbg krawedzi w niej zawartych. Cykl to Sciezka (vo, . .., Ug, Vg1 =
o), ktéra rozpoczyna si¢ i konczy w tym samym wierzchotku.

Piszemy, ze nieskierowany graf GG jest spdjny, jesli dla dowolnych wierzchot-
kéw x,y € V, x # y, istnieje ciezka pomiedzy x i y.

Przez odlegtos¢ d(x,y) wierzchotkéw z,y € V, oznaczamy minimalng dtu-
gos$¢ Sciezki taczacej x 1 y, lub +o0, jesli nie istnieje zadna Sciezka pomigdzy z i
Y.

Sciezka jest elementarna, jesli nie zawiera powtérzeri wierzchotkow.

Cykl (vg, ..., v, vkr1 = vg) jest elementarny, jesli dla kazdych 0 < i # j < k
mamy v; # v;.

Piszemy, ze nieskierowany graf H = (V' E/) jest podgrafem grafu G =
(V,E), jesli V! C V oraz E' C E. Dla grafu G = (V,E) piszemy, ze H jest
podgrafem indukowanym przez zbiér wierzchotkéw X C V, jesli V(H) = X,
oraz E(H) = {(u,v) : (u,v) € Eorazu,v € X}.

Drzewem nazywamy spéjny graf T, ktéry nie zawiera cykli. Wierzcholki
drzewa bedziemy nazywali weztami. Drzewo z wyr6znionym weztem nazywamy
drzewem z korzeniem. Wyrézniony wezel to wiasnie korzen drzewa. Niech T’
bedzie drzewem z korzeniem r. Glgbokosciq wezta v w drzewie nazywamy od-
legtos¢ pomigdzy korzeniem r a weztem v i oznaczamy przez d(v). Piszemy,
ze x jest ojcem wezta y w drzewie T, jesli x 1 y sa polaczone krawedzig oraz
d(z) + 1 = d(y). Ojca wezta x oznaczamy przez parent(x). Dla korzenia war-
to$¢ parent nie jest zdefiniowana. Piszemy, ze y jest synem wezta z, jeSli z 1y
sa potaczone krawedzig oraz d(x) + 1 = d(y). Zbiér wszystkich synéw wezta x
oznaczamy przez children(z) = {y : y jest synem z}. Piszemy, ze x jest przod-
kiem (potomkiem) wezta y, jesli istnieje Sciezka pomiedzy x iy, oraz d(x) < d(y)

(d(z) = d(y)).

Drzewo rozpinajqce nieskierowanego grafu G, to drzewo 7' sktadajace si¢ z
krawedzi grafu G i takie, ze V(T') = V(G), E(T) C E(G).

Sciezka Eulera w grafie G5, to Sciezka P, ktdéra zawiera kazda krawedz grafu
G doktadnie raz. Cykl Eulera, to Sciezka Eulera, ktéra rozpoczyna si¢ i konczy
w tym samym wierzchotku. Piszemy, ze graf jest eulerowski, jesli istnieje w nim
cykl Eulera.
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Stowa

Stowem nad skonczonym alfabetem > nazywamy dowolny skonczony ciag sym-
boli z tego alfabetu. Dla stowa s = ay, as, . . ., ay,, przez s[i] oznaczamy i—ty znak
stowa s, czyli a;, natomiast przez |s| oznaczamy jego dtugos¢ réwna n. Stowo pu-
ste oznaczamy przez €. Oczywiscie |¢| = 0. Dla skoficzonego alfabetu 3, przez *
oznaczamy zbior wszystkich stéw ztozonych z symboli ¥, a przez ¥ oznaczamy
ten sam zbidr z pominigciem stowa pustego (czyli ¥* = X7 U {e}). Konkatenacje
(ztaczenie) dwoch stéw s 1 s, 0znaczamy przez s, 5,. Piszemy, ze x jest prefiksem
(sufiksem) stowa s, jeSli s = x5’ (s = s'x), dla pewnego stowa s’. O x méwimy,
ze jest podstowem stowa s, jeSli s = s'xs”, dla pewnych stow s, s”, a fakt ten
zapisujemy = C s. Jesli x jest podstowem s oraz © # s, to uzywamy oznaczania
x C s. Piszemy, ze stowo s jest nadstowem z, jesli s = s'zs”, dla pewnych stéw
s', §"”. Podstowo s rozpoczynajace si¢ na pozycji 7 i koiczace na pozycji j ozna-
czamy przez si..j],dla 1l < i < j < n. Liczbg wystapien stowa x w s oznaczamy
przez #.(s), czyli #.(s) = [{i : 1 <@ < |s|+1—|z|, oraz s[i..(i+|z|—1)] = z}|

Drzewo sufiksowe dla danego stowa w, to drzewo z korzeniem, ktére w spo-
sob efektywny reprezentuje zbidr wszystkich sufikséw w. Krawedzie drzewa su-
fiksowego sa etykietowane podstowami w. Kazda Sciezka od korzenia do liScia w
drzewie odpowiada pewnemu sufiksowi. Przyktadowe drzewo sufiksowe zostato
przedstawione na rysunku [I] Podstawowa cecha drzewa sufiksowego jest fakt,
ze jego rozmiar jest liniowy wzgledem dlugosci stowa. Wigcej informacji doty-
czacych drzew sufiksowych mozna odnalez¢ w ksiazce [[15)]. Istnieje wiele linio-
wych algorytméw konstrukcji drzew sufiksowych [35,41] dla alfabetéw o statym
rozmiarze, niezaleznym od dtugosci stowa. W ostatnim czasie zaproponowano
rowniez liniowe algorytmy do konstrukcji drzew sufiksowych w przypadku, gdy
rozmiar alfabetu stowa jest wielomianowo ograniczony ze wzgledu na rozmiar
stowa (czyli np. 3 = {1..|w|"}, dla pewnej statej c) [18]].

Dla wezta v w drzewie sufiksowym, przez L, oznaczamy slowo otrzymane
przez zltaczenie etykiet krawedzi na Sciezce od korzenia drzewa do wezla v.

b
aby aabm
aaby $

Rysunek 1: Przyktad drzewa sufiksowego dla stowa w = abaab$.
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Rozdzial 1

Problem Minimalnego Wspolnego
Podziatu Stow

1.1 Wprowadzenie

W ostatnich latach wiele uwagi poSwigcono metodom mierzenia podobienstwa
pomigdzy stowami przy uzyciu réznorodnych metryk. Wynika to gtéwnie z za-
stosowania tego typu probleméw w biologii obliczeniowej [4} 25]. Jedna z takich
metod, to sortowanie przez odwracanie (ang. Sorting by Reversals, w skrocie
SBR).

Problem sortowania przez odwracanie polega na obliczeniu dla zadanych stéw
A1 B, najkrétszej sekwencji odwrdcen podstow, ktére przeksztatca stowo A w B.
Odwrdcenie p(i,j), 1 < i < j < n, to operacja, ktéra przeksztatca stowo A =
aj...a, wstowo A" = ay...a,.1a5a;_1...a;a511 ...a, (czyli operacja, ktéra
odwraca kolejno$¢ symboli podstowa a; . . . a; w stowie A). Najkrotsza sekwencje
odwrécen przksztatcajaca A w B nazywamy odlegtosciq pomigdzy tymi stowami.

Istnieje réwniez wersja tego problemu, w ktérej kazdy symbol posiada dodat-
kowo znak + lub —, a odwrdcenie zamienia znaki na przeciwne.

Wigkszos¢ prac dotyczacych problemu SBR odnosi si¢ do przypadku, gdy
zadane stowa sa permutacjami. Dla permutacji bez znakéw problem SBR jest
NP-trudny [7]]. Co zadziwiajace, dla permutacji ze znakami problem jest znacznie
prostszy. Istnieje wielomianowy algorytm rozwiazujacy problem SBR dla per-
mutacji ze znakami [25]]. Odlegto$¢ pomigdzy dwiema permutacjami ze znakami
mozna wyznaczy¢ w czasie liniowym [2| [3]], natomiast petne rozwiazanie (czyli
takze najkrétsza sekwencje odwécen) otrzymuje sie w czasie O(n®/?log n) [40].

W przypadku gdy pozwalamy na powtdrzenia symboli w stowach wejscio-
wych, problem staje si¢ znacznie trudniejszy obliczeniowo. Christie i Irving [9]
pokazali, ze problem SBR jest NP-trudny nawet dla stéw nad alfabetem binar-
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nym. Najlepszy algorytm aproksymacyjny dla ogélnego problemu SBR ma wsp6t-
czynnik aproksymacji O(lognlog* n) [13}[14].

Wariant posredni problemu to £-SBR, w ktérym zaktada si¢, ze w w kazdym
z wejSciowych stéw, kazdy symbol wystepuje co najwyzej k razy. Oczywiscie
1-SBR, to oryginalny problem SBR, w ktérym stowa wejSciowe sa permutacjami.
Dla k = 2, problem 2-SBR jest NP-trudny [8]], jednak w tym przypadku istnieja
efektywne algorytmy aproksymacyjne. Dla probleméw 2-SBR i 3-SBR istnieja
algorytmy O(1)-aproksymacyijne [ [11} 22].

W tym rozdziale przedstawiamy dwa algorytmy aproksymacyjne dla problemu
k-SBR. W obu przypadkach wykorzystujemy bezposrednio aproksymacyjne roz-
wiazania problemu minimalnego wsp6lnego podziatu stéw (ang. Minimal Com-
mon String Partition, w skrécie MCSP), ktéry definiujemy w dalszej czgsci roz-
dzialu. Rozpoczynamy od algorytmu O(k?)-aproksymacyjnego dla problemu k-
SBR, zaproponowanego przez Kolmana w pracy [27]. Algorytm ten jest mo-
dyfikacja algorytmu zachtannego i dziata w czasie O(kn). Nastgpnie przedsta-
wiamy efektywna implementacje tego algorytmu dzialajaca w czasie liniowym ze
wzgledu na rozmiar danych wejsciowych, niezaleznym od k. W dalszej czesci
rozdziatu omawiamy algorytm O(k)-—aproksymacyjny, w ktérego analizie wyko-
rzystujemy analize problemu Minimum Hitting Set. Nasza implementacja tego al-
gorytmu dziala w czasie liniowym. Oba powyzsze algorytmy sa wynikiem wspot-
pracy z P. Kolmanem i zostaty opublikowane w pracach [28, 29, 30].

1.2 Definicje

Przypomnijmy, dla danego stowa S = a; ..., a, wynikiem operacji p(i,j), 1 <
i <j <m,jeststowo S’ = ay..a;_1 aja;_1..a; aj;1..a,. Przyktadowo, wynikiem
operacji p(2,4) na stowie S = abcdef jest stowo S’ = adcbef. Jesli symbole
stowa S dodatkowo posiadaja znaki {+, —}, to operacja p(7,j) zamienia znaki
symboli a,..a; na przeciwne. Na przyktad, wynikiem operacji p(2,4) na stowie
S = +a-b+c+d+e-1 jest stowo S’ = +a-d-c+b+e-f.

Dla danego stowa P = a . .. a,, przez — P oznaczamy jego odwrdcenie, czyli
wynik operacji p(1,n) na stowie P.

Stowa A i B sa zgodne, jesli kazdy znak alfabetu ¢ € > wystepuje tyle samo
razy w Acow B, czyli #.(A) = #.(B), dla kazdego ¢ € .

Podziatem stowa A nazywamy taki ciag niepustych stow A = (A;,..., A4,),
dla ktérego A = A; A,y ... A,. Stowa A; podziatu A nazywamy blokami. Liczbe
blokéw w podziale zapisujemy jako |.4], i-ty blok podziatu zapisujemy jako A(%).

Stowo § = cic9, c1, 2 € X, sktadajace sig¢ z doktadnie dwdch symboli, nazy-
wamy duetem. Dla stowa A, przez duos(A) oznaczamy zbiér wszystkich duetéw
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zawartych w A. Przyktadowo, jesli A = ababe, to duos(A) = {ab, ba, bc}. Ana-
logicznie, dla podziatu A, przez duos(A) oznaczamy zbiér J , . 4 duos(4;).

Dla stowa A = ay,...,a, oraz duetu § = cycy, definiujemy operacje cig-
cia stowa przy uzyciu duetu 6, CUT(A,¢), jako najmniej liczny podziat A =
(A1, Ay, ..., A,) stowa A, taki, ze zadne ze stéw A; nie zawiera duetu ¢ jako pod-
stowa. Przyktadowo, jesli A = abbabab, 6 = ba, to CUT(A, §) = (abb, ab, ab).
Analogicznie definiujemy operacjge CUT dla podziatu stowa. Dla A = A; .., A, i
duetu 9, wynikiem operacji CUT(A, J) jest podziat CUT(A;,0)+...+CUT(A4,,9),
gdzie + oznacza operacj¢ sklejenia dwoch ciagéow. Przyktadowo, jesli A =
(abb, ab, ab), 6 = ab, to CUT(A, ) = (a,bb,a,b,a,b).

Pojecie cigcia rozszerzamy réwniez do cigcia przy uzyciu zbioru duetéw O,
co w przypadku stowa A (podziatu A) oznacza podziat otrzymany przez zasto-
sowanie kolejnych cigé¢ duetami 6 € . Przyktadowo, jesli A = abbabab, ® =
{ab,ba}, to CUT(A, ®) = (a,bdb,a,b,a,b).

Dla danego podzialu A = (A;,..., A,) jego zbiorem cie¢ BORD(.A) nazy-
wamy zbidr duetéw “lezacych” pomiedzy kolejnymi blokami, czyli powstatych
przez ztaczenie ostatniej litery bloku i pierwszej litery nast¢pnego bloku. Przykta-
dowo, dla podziatu A = (abba, bed, a, ¢), otrzymujemy BORD(A) = {ab, da, ac}.

W tym rozdziale zajmujemy si¢ nastgpujacymi problemami:

Problem 1.1 (SBR)
Dane: Dwa zgodne stowa A, B.

Wynik: Najkrotsza sekwencja operacji p(l1,11), .. ., p(Ln, rm), ktéra przeksztatca
stowo Aw B.

Problem 1.2 (MCSP)

Dane: Dwa zgodne stowa A, B.

Wynik: Najmniej liczne podziaty stow Ai B, A= Ay,... A,,, B= By,...B,,
takie, Ze istnieje bijekcja ¢ : {1,...,m} — {1,...,m}, dla ktérej A; =
Bi(i-

Rozwazamy réwniez dwa warianty problemu MCSP, w ktérych uznajemy
bloki X 1Y zaréwnowazne, gdy X =Y lub X = —Y.

Problem 1.3 (RMCSP)
Dane: Dwa zgodne stowa A, B.

Wynik: Najmniej liczne podziaty stow Ai B, A = Ay,... Ay, B = Bi,... By,
takie, Ze istnieje bijekcja ¢ : {1,...,n} — {1,...,n}, dla ktérej A; =
By lub Ai = —(By(s))-
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Problem 1.4 (SMCSP)

Dane: Dwa zgodne stowa A, B, w ktorych kazdy symbol dodatkowo posiada
znak {+,—}.

Wynik: Analogiczny podziat jak w przypadku problemu RMCSP (przyjmujemy,
Ze operacja odwracania zmienia znaki symboli w odwracanych podsto-
wach na przeciwne).

Problem 1.5 (SSBR)

Dane: Dwa zgodne stowa A, B, w ktory kazdy symbol dodatkowo posiada znak
{+7 _}'

Wynik: Analogiczna sekwencja operacji jak w przypadku problemu SBR, przy
zatozeniu zmiany znakow symboli odwracanych stow.

W niniejszym rozdziale bedziemy zajmowac si¢ wariantami powyzszych pro-
bleméw ograniczonymi do przypadkéw, w ktorych kazdy symbol ¢ € X wyste-
puje co najwyzej k razy w kazdym ze stéw wejsciowych.

Problem 1.6 (k-SBR)

Dane: Dwa zgodne stowa A, B i takie, Ze #.(A) = #.(B) < k, dla kaidego
c e .

Wynik: Analogiczna sekwencja jak w przypadku problemu SBR.

Problem 1.7 (k-MCSP)

Dane: Dwa zgodne stowa A, B i takie, Ze #.(A) = #.(B) < k, dla kaidego
ce .

Wynik: Analogiczny podziat jak w przypadku problemu MCSP.

Tabela z rysunku [I.1] zawiera podsumowanie wynikéw dotyczacych réznych
wariantéw problemu SBR.

Problem SMCSP zostal wprowadzony przez Chen’a [8] jako narzedzie po-
magajace rozwigzywac problem SBR. Autorzy zauwazyli, ze dla zgodnych stow
(ze znakami) A i B rozwiazania SMCSP(A, B) i SBR(A, B) réznia si¢ o staly
wspoélczynnik multiplikatywny.

Lemat 1.2.1 ([8]) Niech A i B beda zgodnymi stowami (ze znakami) i niech o
bedzie rozmiarem optymalnego rozwiqzania problemu SMCSP(A, B), a [ roz-
miarem optymalnego rozwiqzania problemu SSBR(A, B). Wowczas

f(a-1)/21 <f<a—1
Z dowodu lematu [T.2. T wynika nastepujaca obserwacja:
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Problem Wspélezynnik aproksymacji Zlozonos¢ czasowa
SBR O(lognlog” n) O(nlog™n) [13,[14]
2-SBR 2.2074 P [21]
3-SBR 8 O(n) [21]
k-SBR O(k?) O(kn) [27]
(nasze wyniki) O(k?) O(n) [29]
O(k) O(n) [28,30]

Rysunek 1.1: Podsumowanie znanych wynikéw dla problemu SBR.

Lemat 1.2.2 Przy pomocy é—aproksymacyjnego algorytm dla problemu SMCSP
mozna skonstruowac 20—aproksymacyjny algorytm dla problemu SSBR, dziata-
jacy w tym samym czasie (asymptotycznie), co algorytm dla problemu SMCSP.

Dowéd: Dla danych stéw A i B, niech o oznacza rozmiar optymalnego rozwia-
zania dla problemu SMCSP(A, B).

Optymalne rozwiazanie problemu SMCSP definiuje pewne podziaty stéw A
i B, oraz bijekcj¢ pomigdzy blokami podziatéw, ktéra mozemy utozsamic z per-
mutacjami ze znakiem 74 i 72 (dtugosci a). Poniewaz dla kazdych dwéch per-
mutacji ze znakiem SSBR (7, m2) < |my], to istnieje sekwencja operacji p, ktéra
przeksztatca permutacje 74 w 78 dtugosci a* < «. Ta sama sekwencje ope-
racji p (przy czym operujemy juz w tym przypadku na catych blokach) mozna
zastosowaé do przeksztalcenia napisu A w B. Czyli otrzymujemy rozwiazanie
dla problemu SSBR o rozmiarze o* < a.

Korzystajac z lematu[I[.2.T|dostajemy, ze otrzymane rozwiazanie dla problemu
SSBR jest co najwyzej dwa razy gorsze od optymalnego. |

W analogiczny spos6b mozemy pokazaé zwiazek probleméw RMCSP i SBR.

Lemat 1.2.3 Niech A i B bedq zgodnymi stowami A i B i niech o bedzie rozmia-
rem optymalnego rozwiqzania problemu RMCSP(A, B), a [3 rozmiarem optymal-
nego rozwiqzania problemu SBR(A, B). Wowczas

[(a—1)/2] < B <2(a—1)

Whiosek 1.2.4 Dla dowolnego a—aproksymacyjnego algorytmu rozwiqzujqacego
problem RMCSP mozna skonstruowac¢ 4a—aproksymacyjny algorytm dla pro-
blemu SBR, dziatajqcy w tym samym czasie (asymptotycznie), co algorytm dla
problemu RMCSP.
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1.3 Algorytm O(k?)-aproksymacyjny

W tym podrozdziale opisujemy algorytm O(k?)—aproksymacyjny dla problemu
MCSP. Jest on sprytna modyfikacja algorytmu zachtannego.

W podrozdziale krétko przedstawiamy algorytm zachtanny. Nastgpnie
w podrozdziale [I.3.2) opisujemy modyfikacje algorytmu zachtannego, dzigki kto-
rej otrzymujemy wspomniany wspétczynnik aproksymacji. W podrozdziale [[.3.3]
proponujemy liniowa implementacj¢ algorytmu aproksymacyjnego.

1.3.1 Algorytm zachtanny

Dla zadanych dwoch zgodnych stéw A i B algorytm zachtanny rozpoczyna obli-
czenia od podziatéw A = (A) i B = (B). Nastepnie tak dtugo, az nie znajdzie
zadanej bijekcji pomigdzy aktualnymi podziatami (A, B), stara si¢ je dalej po-
dzieli¢. W trakcie dziatania algorytmu kazdy blok ma status niezaznaczony lub
zaznaczony. Zaznaczone bloki to slowa, ktére maja juz swoje odpowiedniki w
drugim podziale. Algorytm zachtannie wybiera najdtuzsze stowo S, ktore jest
podstowem pewnych niezaznaczonych blokéw A; € A i B; € B, dzieli bloki
A; 1 B; tak, by stowo S byto osobnym blokiem w kazdym podziale i nastepnie
zaznacza S w obu podziatach. Formalny zapis algorytm znajduje si¢ na rysunku
1.2

Algorytm 1.3.1: GREEDY
Dane: zgodne stowa Ai B
Wynik: zgodne podziaty (A, B) stéw Ai B
1 A—(A); B—(B)
2 bloki podziatéw A i B otrzymuja status niezaznaczone
3 while w A istnieje niezaznaczony blok do
4 niech S najdtuzsze stowo takie, ze S jest podstowem pewnego
niezaznaczonego bloku A; € A, oraz pewnego niezaznaczonego bloku
Bj eB
5 niech A; = A’A"A" oraz B; = B'B"B", gdzie A" = B" = S
6 A = zastap blok A; w A przez (A', A", A")
7 B = zastap blok B; w B przez (B', B", B"")
8 zaznacz bloki A” i B”
9 usun puste bloki z podziatéw
10 end
1 return (A, B)

Rysunek 1.2: Algorytm zachtanny dla problemu MCSP.
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Niestety dla k& = 4 wspoétczynnik aproksymacji algorytmu GREEDY wynosi
Q(logn) [10]. Natomiast dla dowolnego k& ma on wartos¢ co najwyzej O(n"%)
ale nie mniejsza niz Q(n%43) [10].

2

1.3.2 Algorytm REFINED GREEDY

W tym podrozdziale opisujemy prosta modyfikacje¢ algorytmu GREEDY. Nowy
algorytm, o nazwie REFINED GREEDY, rozwiazuje problem k-MCSP ze wsp6t-
czynnikiem aproksymacji O(k?). Opisujemy réwniez sposéb rozszerzenia al-
gorytmu dla problemu £-MCSP, tak by otrzymac algorytmy dla probleméw k-
RMCSP i k-SMCSP. Dzigki temu, zgodnie z lematem [1.2.3] otrzymujemy algo-
rytm O(k?)-aproksymacyjny dla problemu k-SBR.

Niech S = a;...a; bedzie podstowem A = a;...a,. Jesli ¢ > 1, to pod-
stowo a;_ia; nazywamy (lewym) granicznym duetem stowa S. Dla ¢ = 1, lewy
graniczny duet stfowa S nie istnieje. Podobnie, jesli j < n, to aja;1 nazywamy
(prawym) granicznym duetem stowa S. Analogicznie, jesli j = n, to prawy
graniczny duet stowa S nie istnieje. Pojecie granicznych duetéw rozszerzamy
réwniez na podziaty. Dla stowa S bedacego podstowem bloku A; z podziatu
A = (Aq,..., Ag), zbiorem granicznych duetéw wystapienia S w A nazywamy
zbidr granicznych duetéw S w A;.

W pracy [27] Petr Kolman zaproponowatl nastgpujacy algorytm dla problemu k-
MCSP.
Algorytm 1.3.2: REFINED GREEDY
Dane: zgodne stowa Ai B
Wynik: zgodne podziaty (A, B) stow Ai B
1 A—(A), B—(B)
2 stowa w podzialach otrzymuja status niezaznaczonych
3 while istniejq niezaznaczone bloki w A i B do

4 S« najdtuzsze wspdlne podstowo dwdéch niezaznaczonych blokéw z
AiB

5 niech S4 bedzie dowolnym wystapieniem S w A, a SZ dowolnym
wystapieniem S w B

6  zaznacz S* w Aoraz S® w B

7 niech ® bedzie zbiorem zawierajacym graniczne duety S* w A oraz

graniczne duety S w B
8 A—CUT(A, 9)
9 B«— Cut(B, )
10 end

1 return (A, B)
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Rozwazmy przyktad dziatania algorytmu dla danych:

A = abxyuva fryuvddddhe f xyuvebryuvgggg
B = abxyuvdddda f xyuvhe f zyuvggggebryuv

Algorytm REFINED GREEDY w pierwszym kroku zaznaczy podstowo S; =
xyuvdddd oraz dokona przecigé duetéw ze zbioru @1 = { fx, dh, bx,da}. Otrzy-
mujemy w ten sposob podzialy (zaznaczone bloki sa podkreslone):

A = (ab, xyuvaf, ryuvdddd, hef, ryuveb, xyuvgggyg)
B = (ab, xyuvdddd, af, xyuvhef, xyuvggggeb, ryuv)
W nastgpnym kroku najdtuzszym wspélnym podstowem podziatéw A, B jest

Sy = xyuvgggg, a cigcia dokonane zostang dla duetéw ze zbioru ¢, = {ge}.
Nowe podziaty to:

A = (ab, zyuvaf, xyuvdddd, hef, ryuveb, Tyuvgggg)
B = (ab, xyuvdddd, af, xyuvhef, Tyuvgggg, eb, ryuv)
W trzecim kroku najdtuzszym wspdlnym podstowem podziatéw A, B jest
Sy = xyuw, a zbiér granicznych duetéw to ¢35 = {va, vh}.
A = (ab, Tyuv, af, xyuvdddd, hef, ryuveb, Tyuvgggqg)
B = (ab, xyuvdddd, af, Tyuv, hef, Tyuvggqgg, eb, ryuv)

W ostatnim kroku, algorytm REFINED GREEDY wybiera S; = xyuv, oraz zbiér
®, = ve, wyznaczajac w ten sposéb nastgpujacy wspdlny podziat:

A = (ab, zyuv, af, zyuvdddd, hef, zyuv, eb, ryuvgggyg)
B = (ab, xyuvdddd, af, xyuv, hef, xyuvgggg, eb, xyuv)

Optymalne rozwiazanie sktada si¢ z 6 blokow:

Aoer = (abzyuv, afryuv, dddd, hefryuv, ebryuv, gggg)
By = (abzyuv, dddd, afryuv, hefryuv, gggg, ebryuv)

Poréwnujac algorytmy GREEDY i REFINED GREEDY zauwazamy, ze dzigki
dodatkowym cigciom unikamy propagacji “blednych” cig¢ spowodowanych przez
zachlanny wybér podstéw. Algorytm GREEDY, nawet w przypadku gdy k& = 4,
mozna za pomocg specjalnie dobranych danych wejSciowych zmusi¢ do wyboru
nieoptymalnych cig¢ i spowodowac lawinowy wzrost rozmiaru rozwigzania [[10].
Wykazemy, ze w przypadku algorytmu REFINED GREEDY, liczba btednych cigc
jest ograniczona i dzigki dodatkowym cigciom takie kaskadowe pogorszenie roz-
wigzania nie jest mozliwe.
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Lemat 1.3.1 Algorytm REFINED GREEDY mozna zmodyfikowaé w taki sposob,
by rozwiqzywat problemy k-RMCSP oraz k-SMCSP.

Dowdéd: Pierwsza modyfikacja polega na zmianie definicji zbioru ® na ¢ =
®U {9 : 0 € ®}. Kolejng zmiang jest wyb6r stowa S. Musimy réwniez
rozpatrywac stowa S takie, ze S jest podstowem pewnego niezaznaczonego bloku
z A, a —S jest podstowem pewnego niezaznaczonego bloku z B. |

Twierdzenie 1.3.2 Algorytm REFINED GREEDY oblicza 2k?-aproksymacyjne roz-

wiqzanie dla problemu k-MCSP oraz 2(2k —1)*-aproksymacyjne rozwiqzanie dla
problemu k-RMCSP.

Dowéd: Latwo zauwazy¢, ze podzial obliczony przez algorytm jest wspSlnym
podzialem. Musimy jedynie udowodnié, ze rozmiar wyznaczonego podziatu nie
jest zbyt odlegty od rozmiaru rozwiazania optymalnego.

Dla czytelnoSci opisu skupimy si¢ na udowodnieniu twierdzenia dla problemu
k-MCSP, a nastgpnie krétko opiszemy niezbgdne zmiany potrzebne w dowodzie
dla problemu £k-RMCSP.

Definicj¢ wspdlnego podziatu dla stéw mozna tatwo uogélni¢ na wspdlny po-
dziat dwoch ciagow stow — dzielimy poszczegdlne stowa, a dla otrzymanych
(catoSciowych) podzialéw musi istnie¢ stosowna bijekcja. Przypomnijmy, ze po-
dzial stowa tez jest ciggiem stow.

Obserwacja 1.3.3 Niech (Q,R) bedzie wspélnym podziatem podziatow A, B i
niech § bedzie dowolnym duetem wystgpujacym w Q oraz R. Niech Q' bedzie
podziatem A otrzymanym z Q przez przecigcie wszystkich wystqpien duetu § w
stowach z Q, a R’ podziatem B otrzymanym z R przez przecigecie wszystkich wy-
stapieni duetu § w stowach z R. Wowczas (Q',R’) jest wspdlnym podziatem A i
B.

Dowdd: Poniewaz Q i R skladaja si¢ z tych samych blokéw (kazdy w tej same;j
liczbie egzemplarzy), to kazdy blok P z Q zawierajacy 0 wystgpuje rowniez w R
(i na odwro6t). Stad, jesli dokonamy cigé we wszystkich wystapieniach 6 w Q1 R,
otrzymane podzialy beda zawieraty te same multizbiory blokéw. |

Niech 7 = (P, Q) bedzie wspSlnym podziatem stéw A i B o najmniejszym
rozmiarze, m jego rozmiarem, za$ A zbiorem wszystkich granicznych duetow
blokéw w podziatach P i Q. Niech 7" bedzie liczba krokéw wykonanych przez al-
gorytm REFINED GREEDY dla stéw A i B. Iteracyjnie skonstruujemy ciag wspol-
nych podziatéw m; stow Ai B, i = 1,...,T, ktéry pozwoli nam oszacowac roz-
miar podziatlu obliczonego przez algorytm REFINED GREEDY.
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Niech 7 bgdzie wspdlnym podziatem otrzymanym z 7 przez przecigcie wszyst-
kich wystapien duetéw z A. Fakt, ze m; jest wsp6lnym podzialem wynika z obser-
wacji Cigcia (wystapierl) duetéw z A nazywamy poczqtkowymi cigciami.

Dla instancji problemu k-MCSP, liczba blokéw w 7, jest co najwyzej k razy
wigksza od liczby blokéw w 7 — jesli symbol a wystegpuje jako pierwszy w pew-
nym bloku z 7, to podziat 7m; zawiera co najwyzej k blokéw rozpoczynajacych sig¢
od a. Zatem liczba poczatkowych cigé jest nie wigksza niz km — 1.

Niech S; begdzie podstowem wybranym przez algorytm REFINED GREEDY w
i-tej iteracji algorytmu, a ®; zbiorem granicznych duetéw wystapiefi blokéw S:!
i SP odpowiednio w stowach A i B. Dla krokéw algorytmu REFINED GREEDY
o numerach ¢ > 1 definiujemy ;. jako podziat otrzymany z 7; przez przecigcie
wszystkich wystapien duetow z ®;. Oznaczmy podziaty A i B na poczatku i-tej
iteracji przez A; i B;, indeks pierwszego symbolu S w stowie A przez s;, indeks
ostatniego symbolu S w A przez t;. Analogicznie oznaczamy przez s, indeks
pierwszego symbolu SZ w B i przez t; indeks ostatniego symbolu SZ w B.

Obserwacja 1.3.4 Dlia kazdego i = 1,2,...,T i kazdego !l = 0,1,...,|S;| — 1,
pozycja s;+1 jest poczatkowym cigciem w A wtedy i tylko wtedy, gdy pozycja s+
jest poczatkowym cigciem w B.

Dowdd: Obserwacja wynika z definicji m; i poczatkowych cigé: jesli jedno wy-
stapienie duetu jest przecigte, to wszystkie jego wystapienia sg tez przecigte.
|

Powyzsza obserwacja méwi, ze jeli blok S/ zawiera jedno lub wigcej poczatko-
wych cigé, to blok SiB zawiera taka sama liczbg poczatkowych cigé, a ich pozycje
wzgledem poczatkéw blokéw sg takie same.

Niech A, C A; i B C B; beda podpodziatami A; i B; ztozonymi ze wszyst-
kich niezaznaczonych blok6w na poczatku i-tej iteracji, a 7, obcigciem 7; do A i
B.. Obserwacja[1.3.4]implikuje nastepujacy wazny fakt.

Obserwacja 1.3.5 Dla kazdego i = 1,...,T, w. jest wspdlnym podziatem A, i
B..

Dowé6d: Powyzsze stwierdzenie mozna udowodni¢ przez indukcje. Dla ¢ = 1
nic nie jest zaznaczone, wigc A} = (A), B} = (B), 1} = m — stwierdzenie
jest oczywiste. Wezmy 7 > 1. Z obserwacji [1.3.3] i [I.3.4] wynika, ze bloki z
7; pokrywane przez S, sa takie same, jak bloki z 7; pokrywane przez SZ ,.
Zauwazmy, ze cigcia na zewnatrz SZ-A_ 11 SiB_ 1» W wystapieniach duetéw z ®,_1, sa
uzywane do otrzymania 7, z w._, i (A}, B}) z (A;_,, B._,), co koficzy dowdd.

|
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Lemat 1.3.6 Dla kazdegoi=1,...,T,

e podstowo S; = as, . . . a;, jest blokiem w m;, lub
e podstowo S; zawiera poczqtkowe cigcie.

Dowéd: Lemat wynika z Obserwacji oraz zachtannej natury algorytmu
REFINED GREEDY. Dla kazdego wspdlnego podstowa S podziatéw A’ i B., ktére
nie spetnia warunkéw lematdow, istnieje dtuzsze wspdlne podstowo S’ podziatéw
A’ 1 B takie, ze S C 5. [ |

Lemat [I.3.6 pozwala oszacowa¢ z géry liczbe blokéw we wspdlnym podziale
mr (czyli, po zakonczeniu wykonywania algorytmu). Je§li REFINED GREEDY
wybiera jako S; caty blok w m;, to m;,; = m; — liczba blokéw pozostaje bez
zmian. Je$li REFINED GREEDY wybiera jako S; podstowo, ktére zawiera poczqt-
kowe cigcie, to liczba blokow 7,1 moze wzrosna¢ w stosunku do 7; 0 co najwyzej
2k — co najwyzej tyle wykonamy nowych przecig¢. Cigciami przeprowadzaja-
cymi 7; na ;.1 obciazamy jedno poczqtkowe cigcie, ktore jest zawarte w S;“.
Podziat 71 sktada sie z co najwyzej (2k + 1)(km — 1) + 1 blokéw. Zauwazmy,
ze liczba poczatkowych blokéw jest réwna co najwyzej km.

Z konstrukcji 77 wynika, ze jest to wspdlny podziat podziatu (Ar, Br) ob-
liczanego przez REFINED GREEDY. Stad liczba blokéw 7 stanowi gérne ogra-
niczenie na liczbe blokéw w (Ar, Br). Zatem wspétczynnik aproksymacji algo-
rytmu wynosi co najwyzej k(2k+1). Aby nieznacznie poprawié ten wspétczynnik
zauwazmy, ze jesli algorytm REFINED GREEDY w L krokach wybieral podstowa,
ktére zawieraja poczatkowe cigcia (zauwazmy, ze L < km — 1), to istnieje co
najwyzej 2kL + (km — 1 — L) < 2k?m — 1 cig¢ wyznaczonych w A (i B) przez
podziat (Ar, Br), co daje zadany wspéiczynnik aproksymacji. [ |

Dla problemu k-SMCSP i k-RMCSP musimy jedynie uwzgledni¢ fakt, ze S
ze stowa A moze zosta¢ dopasowane do R ze stowa B nawet gdy S # R, ale
S =—-R.

Zatem w obserwacji [[.3.3 nalezy brac¢ pod uwage cigcia nie tylko uzywajace
duetu 9, ale réwniez duetu —¢. Analogicznie postgpujemy w przypadku kon-
strukcji m; z 7, dla kazdego 6 € A przecinamy wszystkie wystapienia 6 i —J; dla
przypadku k-SMCSP liczba cigé w m; wzrasta, tak jak w przypadku k-MCSP,
co najwyzej k razy, natomiast dla k-RMCSP wzrasta co najwyzej 2k — 1 razy.

W obserwacji[l.3.4 musimy uwzglednié¢ przypadki S = SP lub S = —SP.
W tym drugim przypadku liczymy wzgledne pozycje poczatkowych cig¢ w SP
od tytu (to jest, twierdzimy, ze i + [ jest poczatkowym cigciem w A wtedy i tylko
wtedy, gdy ¢/ — [ — 1 jest poczatkowym cigciem w B).

Dla problemu k-SMCSP, liczba blokéw w A w pojedynczej iteracji wzrasta
co najwyzej o 2k, natomiast dla k-RMCSP co najwyzej o 2(2k — 1).
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Ze wzgledu na zaleznoS$ci pomigdzy problemami SMCSP i problemem SSBR,
oraz pomigdzy RMCSP i problemem SBR (bez znaku) otrzymujemy nastepujace
twierdzenie.

Twierdzenie 1.3.7 Dla problemow k-SSBR i k-SBR istniejq algorytmy o ztoZo-
nosci wielomianowej i wspotczynnikach aproksymacji réwnych odpowiednio 4k

i 8(2k — 1)2

Dowdd: Twierdzenie to jest konsekwencja twierdzenia[1.3.2] oraz lematéw [1.2.2]
i n

Zauwazmy, ze algorytm REFINED GREEDY mozna w prosty sposob zaimple-
mentowac tak, by jego ztozonos$é czasowa wynosita O(n?).

1.3.3 Algorytm EDUCATED GREEDY

W przeprowadzonej analizie algorytmu nie korzystaliSmy z faktu iz S; jest naj-
dtuzszym wsp6lnym podstowem. Istotny byt jedynie fakt, ze S; nigdy nie jest
wtasciwym podstowem niezaznaczonego bloku podziatu ; (dowdd lematu [1.3.6)).

Korzystajac z tej obserwacji przedstawimy dwie implementacje szybszego
algorytmu, ktéry nazwaliSmy EDUCATED GREEDY. Tak jak w przypadku al-
gorytmu REFINED GREEDY, szczegétowo opisujemy algorytm dla problemu k-
MCSP (bez znaku).

Dla probleméw k-SMCSP i .-RMCSP niezbedne sa modyfikacje analogiczne
jak w poprzednim algorytmie.

Rozpoczniemy od najprostszej implementacji algorytmu EDUCATED GREEDY
o ztozonosci czasowej O(k*n). W nastepnej czesci pracy opiszemy liniowa im-
plementacj¢ algorytmu EDUCATED GREEDY. Kluczowymi sktadnikami imple-
mentacji o liniowej zlozonosci czasowej jest liniowy algorytm konstrukcji drzew
sufiksowych [18] oraz struktura danych umozliwiajaca reprezentacj¢ zbioréw roz-
taczonych [[19].

Obydwie implementacje algorytmu EDUCATED GREEDY maja bardzo zbli-
zong strukture 1 r6znig si¢ jedynie sposobem wyboru w kazdej iteracji wspdlnego
podstowa S' (realizowanego za pomocg funkcji FIND-UNEXTENDABLE). Opisy-
wane implementacje algorytmu EDUCATED GREEDY, wykorzystuja nastgpujacy
schemat:
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Algorytm 1.3.3: EDUCATED GREEDY'
Dane: dwa zgodne stowa A =a;...a,1 B=1"b;...b,
Wynik: zgodne podziaty (A, B) stéw Ai B

1 A—(A), B—(B)

2 p=1

3 while p < n do

4 S« FIND-UNEXTENDABLE(a,)

5 niech S4 bedzie dowolnym wystapieniem S w A, a S? dowolnym
wystapieniem S w B
6 zaznacz S* w A oraz SB w B

7 niech ® bedzie zbiorem granicznych duetéw S4 w A oraz granicznych
duetéw SZ w B
8 przetnij wszystkie wystapienia duetéw z & w niezaznaczonych blokach

AiB
9 p < min{j : j > p1ia; nie nalezy do zaznaczonego bloku}
10 end

1 return (A, B)

Dla zadanego ¢ € ¥, funkcja FIND-UNEXTENDABLE(c) oblicza wspélne
podstowo S podziatéw A i B i takie, ze ¢ nalezy do S oraz nie istnieje wtasciwe
nadstowo S, ktore jest wsp6lnym, niezaznaczonym podstowem tych podziatow.

SA

SB

Rysunek 1.3: Przyktad dziatania funkcji FIND-UNEXTENDABLE.

Prosta implementacja algorytmu EDUCATED GREEDY

Najprostsza implementacja funkcji FIND-UNEXTENDABLE(c) polega na spraw-
dzeniu wszystkich k% potencjalnych pozycji podstéw S4 i SB. Takie postepowa-
nie wymaga O(k?|S|) operacji. Poniewaz wszystkie pozostate operacje wykony-
wane przez algorytm wymagaja O(n) operacji, stad catkowity czas wykonywania
algorytmu wynosi Y, O(k?|S;|) = O(k*n). Formalny zapis takiej implementacji
funkcji FIND-UNEXTENDABLE zostal przedstawiony na rysunku[T.4]
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Function SIMPLE-FIND-UNEXTENDABLE (c¢)
1 S«e¢
2 foreach i : Afi] = c oraz znak Ali] nie jest zaznaczony do

3 foreach j : B[j] = c oraz znak Blj] nie jest zaznaczony do
4 niech [, > 0 najwigksze liczby catkowite, takie, ze:

5 -Ali—la+r)=B[j—l.i+r],

6 - stowa A[i — [..i + r|, B[j — l..i + r] nie zawieraja cigé
7 oraz zaznaczonych znakéw

8 ifl+r+1>|S|thenS = Ali —l..i +7]

9 end

10 end

1 return S

Rysunek 1.4: Prosta implementacja funkcji FIND-UNEXTENDABLE.

Tak jak juz wcze$niej wspomnieliSmy, dowdd lematu[1.3.6]jest jedynym miej-
scem w dowodzie twierdzenia ktore odnosi si¢ do wyboru wspdlnego pod-
stowa S; w algorytmie REFINED GREEDY. W dowodzie korzystamy tylko z tego,
ze S; nie moze by¢ rozszerzone (w ktérakolwiek ze stron). Zatem lemat[I.3.6]jest
rowniez prawdziwy dla algorytmu EDUCATED GREEDY, a wspdiczynnik aprok-
symacji O(k?) wynika z tego samego rozumowania, co w przypadku algorytmu
REFINED GREEDY. W wyniku otrzymujemy nastgpujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.3.8 Prosta implementacja algorytmu EDUCATED GREEDY dziata

w czasie O(k*n) i oblicza O(k?)-aproksymacyjne rozwiqzanie dla probleméw k-
MCSP, k-RMCSP i k-SBR.

Efektywna implementacja algorytmu EDUCATED GREEDY

Najbardziej czasochtonng czg¢scia prostej implementacji jest wyszukiwanie nie-
rozszerzalnego wspdlnego (niezaznaczonego) podstowa podziatéw A, B zawiera-
jacego zadany symbol. W pesymistycznym przypadku wyznaczenie podstowa S
wymaga O(k?|S|) operacji. Pokazemy, w jaki sposéb przy uzyciu dodatkowych
struktur danych zaimplementowac ten krok w (zamortyzowanym) czasie O(|S]),
co pozwoli na opracowanie liniowego algorytmu O(k?)-aproksymacyjnego dla
problemu £-MCSP.

Niech X bedzie ztaczeniem stowa A, znaku $ oraz stowa B (gdzie $ jest sym-
bolem, ktéry nie wystepuje ani w A, ani w B), czyli X = A$B. Zaktadamy, ze
symbole wystgpujace w stowie X sa reprezentowane przez dodatnie liczby catko-
wite zapisane na co najwyzej O(logn) bitach.
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Idea nowego algorytmu jest bardzo prosta. Zauwazmy, ze majac dane stowa
A1 B, wspdlne podstowo Z stéw A i B, oraz drzewo sufiksowe dla X = A$B,
mozemy latwo obliczy¢ podstowo 7, takie, ze:

e 7 jest prefiksem Z’,

e 7' nie jest wlasciwym prefiksem zadnego innego wspdlnego podstowa A i
B (czyli nie jest mozliwe przedtuzenie Z’ “w prawo”).

W celu obliczenia Z’ algorytm rozpoczyna poszukiwania w korzeniu drzewa su-
fiksowego. Nastepnie porusza si¢ krawedziami drzewa zgodnie z kolejnymi sym-
bolami stowa Z. W chwili gdy wszystkie symbole Z zostang wykorzystane, algo-
rytm ma (prawie) pelna dowolno$¢ wyboru kolejnych krawedzi (czyli kolejnych
symboli stowa Z’). Jedyne ograniczenie to konieczno$¢ zapewnienia, ze stowo 2’
jest wsp6lnym podstowem A i B. W tym celu algorytm wybiera te krawedzie,
ktére prowadza do poddrzew posiadajacych co najmniej jeden lis¢ odpowiadajacy
sufiksowi X rozpoczynajacemu si¢ w A oraz jeden 1i$¢ odpowiadajacy sufiksowi z
B. Algorytm kontynuuje takie postgpowanie az dojdzie do wezta, w ktérego pod-
drzewach sa wytacznie liScie odpowiadajace sufiksom o poczatkach w A, albo
wylacznie odpowiadajace sufiksom o poczatkach w B.

W przypadku funkcji FIND-UNEXTENDABLE poczatkowym stowem Z od
ktérego rozpoczynane sa poszukiwania jest symbol c.

Nie konczy to jednak obliczen, gdyz moze si¢ zdarzy¢, ze stowo Z' mozna roz-
szerzy¢ “w lewo”. Stad, musimy réwniez wyznaczy¢ wspdlne podstowo S’ stow
—A i —B, ktérego prefiksem jest —Z' oraz S’ nie jest wlasciwym prefiksem in-
nych wspdlnych podstéw —A i —B. Jedyna réznica w stosunku do poprzedniego
kroku, to fakt, ze tym razem do poszukiwan konieczne jest drzewo sufiksowe
stowa (—A)$(—B).

Podstowo —5’ jest wsp6lnym podstowem, ktérego poszukiwaliSmy. Ilustracja
tego podstgpowania zostata przedstawiona na rysunku [I.5]

Dodatkowa trudno$¢ implementacyjna dla algorytmu EDUCATED GREEDY
stanowi fakt, ze mamy do czynienia z przypadkiem dynamicznym, kiedy to w ko-
lejnych iteracjach niektore fragmenty stéw zostaja zamarkowane jako juz zuzyte,
a pewne duety w A i B zostaja przecigte. W dalszej czgSci rozdzialu pokazujemy,
w jaki sposéb poradzi¢ sobie z tymi problemami.

Opiszemy funkcj¢ EXTEND(A, B, Z), ktéra dla zadanych podziatéw A i B
oraz stowa Z, znajduje niezaznaczone wspdlne podstowo Z’ i takie, ze Z jest pre-
fiksem Z’, oraz Z' nie jest wtasciwym prefiksem zadnego innego nieznaczonego
wspdlnego podstowa podziatow A i B.
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Szybka implementacja funkcji EXTEND jest kluczowym elementem funkcji
FIND-UNEXTENDABLE:
Function FIND-UNEXTENDABLE (/)
1 Z'— EXTEND(A, B, Z)
2 8"« EXTEND(—A, —-B,—-Z')
3 return (—5')

/

_Zz
stowo A$B | | 7 |
_ g g
stowo -A$-B | -7/
I g

Rysunek 1.5: Konstrukcja nierozszerzalnego wspdlnego podstowa S z pomoca
funkcji FIND-UNEXTENDABLE.

Dla stowa Z, niech Z[i —| bedzie sufiksem Z rozpoczynajacym si¢ na po-

zycji i. Ranga sufiksu 7" stowa Z, oznaczana przed RANK(T'), to jego numer
porzadkowy wsrdd wszystkich sufiksow Z uporzadkowanych leksykograficznie.
Rangi wszystkich sufikséw Z moga zosta¢ obliczone w czasie liniowym podczas
konstrukcji drzewa sufiksowego dla Z [18]. Zauwazmy, ze dla dowolnego pod-
drzewa drzewa sufiksowego rangi jego lisci (rangi odpowiadajacych im sufiksow)
tworza spdjny przedziat liczb naturalnych.
Podczas dziatania algorytmu EDUCATED GREEDY bedziemy utrzymywac drze-
wo sufiksowe 7. Na poczatku dziatania algorytmu 7 jest drzewem sufiksowym
stowa X = A$B. Podczas kolejnych iteracji 7 bedzie poddrzewem oryginalnego
drzewa. Dodatkowo, dla kazdego wezta v pamigtamy konce przedziatu [i,, j,| za-
wierajacego rangi sufiksow X odpowiadajacych lisciom poddrzewa 7 o korzeniu
W .

W ponizszym opisie funkcji EXTEND przyjmujemy, ze poczatkowo 7 jest
drzewem sufiksowym X. Jesli odwolujemy si¢ do (etykiety) krawedzi lub wezla,
to zawsze jest to (etykieta) krawedz lub wezet z 7. Funkcja EXTEND rozpoczyna
obliczenia z zadanym wspdlnym podstowem Z podziatéw A oraz B i w kolej-
nych iteracjach stara si¢ rozszerzy¢ to stowo o kolejne znaki. W tym celu prze-
szukiwana jest Sciezka w drzewie sufiksowym od korzenia drzewa etykietowana
stowem Z. Gdy stowo Z koriczy si¢ wewnatrz krawedzi drzewa, wystarczy jedy-
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nie sprawdzi¢ czy mozliwe jest rozszerzenie stowa o kolejny znak. Gdy stowo Z
konczy si¢ w wezle wewngtrznym v, algorytm stara si¢ tak dobra¢ kolejny znak,
aby nie napotka¢ wczeSniej wykonanego cigcia, oraz zeby tak otrzymane stowo
bylo zawarte jednoczesnie w A i 5.

Function EXTEND (A, B, Z)

1 (u,v)« krawedz, dlaktérej L, C Zi Z C L,

2 p+«— ostatni znak slowa Z

3 if 7 = L, then

4  foreach w € children(v) do

5 Y1 ...y, < etykieta krawedzi (v, w)

6 if py; nie jest przecigtym duetem and EXISTS(A, w) and
EXISTS(B, w) then

7 return EXTEND(A, B, Zy)

8 else

9 usun krawedz (v, w) z 7 wraz z catym poddrzewem

10 end

11 end

12 return Z

13 else

14 Y1 ...y, < etykieta krawedzi (u, v)
15 1« indeks taki, ze Ly, ...y; = 2
16 if y,y;.1 jest przecietym duetem then

17 return 2

18 else

19 return EXTEND(A, B, Zy;.1)
20 end

21 end

Do petnego opisu funkcji EXTEND brakuje opisu funkcji EXISTS (Y, v), ktdra
odpowiada na pytanie, czy w poddrzewie o korzeniu w v istnieje iS¢ reprezentu-
jacy sufiks stowa X rozpoczynajacy si¢ w czgsci Y stowa X (Y = AlubY = B)i
taki, ze jego pierwszy znak nie jest zaznaczony. W implementacji funkcji EXISTS
uzywamy rozwigzania specjalnego przypadku problemu ztaczania zbioréw roz-
facznych [19], w ktérym zbiory sa roztacznymi przedziatami liczb catkowitych.
Problem ztaczania zbioréw roziacznych polega na wykonywaniu ciaggu nastepuja-
cych dwéch operacji, ktére tutaj odnosza si¢ do zbioru roztacznych przedziatow:

e FIND(h) - podaje najwigkszy element nalezacy do zbioru zawierajacego h;

e UNION(h) - tworzy nowy przedzial stanowiacy ztaczenie zbioru zawiera-
jacego h i kolejnego przedziatu (przedziatu zawierajacego FIND(h) + 1)
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oraz niszczy dwa stare przedzialy; jesli nastgpny przedzial nie istnieje, to
operacja nie powoduje zadnych akcji.

Gabow 1 Tarjan [19] opisali implementacje, ktéra wykonuje ciag m operacji UNION
i FIND w czasie O(m) — amortyzowany czas pojedynczej operacji wynosi O(1).

W naszym przypadku ustalamy m = 2n + 1 i bedziemy pracowaé z dwoma
zbiorami przedzialéw: S, dla stowa A, oraz Sp dla stowa B. Dla S, (odpo-
wiednio Sg) przedziat {l,I + 1,...,r} reprezentuje sytuacje, w ktdrej pierw-
szy symbol sufiksu o randze r nie jest zaznaczony oraz nie istnieje sufiks stowa
X rozpoczynajacy si¢ w czesci odpowiadajacej A (odpowiednio B) o randze z
przedziatu {l,...,r — 1}. Inicjalizacja S, i Sp wymaga nastgpujacych kro-
kéw: niech x4 1 xp beda dwiema tablicami binarnymi o dlugo$ciach réwnych
m i takimi, ze x4[i] = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy sufiks X o randze i rozpo-
czyna si¢ w czg$ci odpowiadajacej A, natomiast xp[i] = 1 wtedy i tylko wtedy,
gdy sufiks X o randze 7 rozpoczyna si¢ w czeSci odpowiadajacej B. Bierzemy
Sa={{l,I+1,....r} | xalr] = 1, xali] =0,dlai =1{,...,r—1, oraz albo [ =
1, albo xa[l—1] = 1}. Zbi6r Sp jest zdefiniowany w analogiczny sposéb. Powyz-
sza inicjalizacja moze zosta¢ wykonane w czasie liniowym, jako produkt uboczny
konstrukcji drzewa sufiksowego X. Majac dane zbiory S4 1 Sp mozemy zaim-
plementowac funkcj¢ EXISTS w nastgpujacy sposéb (Y = A, B):

Function EXISTS (Y, u)

1 (iy, ju) < rangi, minimalna i maksymalna, sufikséw zawartych w
poddrzewie wezta u
if Sy .FIND(7,) > j, then
return False
else
return True
end

A Ui A W DN

Aby utrzymywacé aktualny stan zbioréw S i S wykonujemy operacje
UNION(RANK(X[i —]))
gdy tylko zaznaczamy symbol a; w A. Analogicznie wykonujemy operacje¢
UNION(RANK(X[n 4+ 1 +1i —]))
gdy tylko zaznaczamy symbol b; w B. Daje to juz pelen opis struktur danych
uzywanych przez funkcje EXTEND(A, B, 7).

Zeby méc wykonaé funkcje EXTEND(—A, —B, —Z') musimy dodatkowo utrzy-
mywac analogiczne struktury dla stéw —A, —Bi —X.
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Twierdzenie 1.3.9 Szybka implementacja EDUCATED GREEDY wymaga czasu
dziatania O(n) i oblicza O(k?)-aproksymacyjne rozwiqzanie dla problemdéw k-
MCSP, k-RMCSP i k-SBR.

Dowdd: Z pomoca struktur danych dla probleméw zbioréw roztacznych, kazda
iteracja wymaga czasu O(|.S;|) powigkszonego o czas po§wigcony na usuwanie
krawedzi z 7 (linia [9). Poniewaz kazda krawedZ moze zosta¢ usunieta jedynie
raz, to calkowity czas po§wigcony na usuwanie krawedzi z oryginalnego drzewa
sufiksowego dla stowa X wynosi O(n). Zatem catkowity czas dziatania algo-
rytmu wynosi O(n). Poprawnos¢ implementacji wynika z poprawnosci algo-
rytmu REFINED GREEDY. |

1.4 Algorytm O(k)-aproksymacyjny

Zanim przejdziemy do opisu algorytmu O(k)—aproksymacyjnego zdefiniujmy pro-
blem minimalnego zbioru przecinajqcego (ang. Minimum Hitting Set, w skro-
cie MHS), ktéry wykorzystamy jako narzedzie pomagajace rozwiaza¢ problem
MCSP.

Problem 1.8 (Minimalnego Zbioru Przecinajacego MHS)

Dane: Skoriczone uniwersum elementéw U oraz rodzina S = {51, ..., Sy} nie-
pustych podzbiorow zbioru U.

Wynik: Najmniej liczny zbior H C U taki, ze H N S; # 0, dla kazdego i = 1..k.

Problem MHS jest r6wnowazny problemowi minimalnego pokrycia zbiorami
(ang. Minimum Set Cover) [1].

1.4.1 Zastosowanie problemu MHS do rozwiazania problemu
MCSP

W tym rozdziale opiszemy, w jaki sposéb dowolny algorytm dla problemu MHS
mozna wykorzysta¢ do rozwigzania problemu MCSP. Nastgpnie pokazemy, ze
specjalne wlasciwosci instancji problemu MHS napotykane w trakcie rozwiazy-
wania problemu MCSP pozwalaja otrzymac¢ algorytm O(k)—aproksymacyjny.

Niech A, B beda wejsciowymi stowami w problemie MCSP i niech P bedzie
stowem, ktére wystgpuje wigcej (odpowiednio mniej) razy w A niz w B. Wow-
czas dowolny wspélny podziat A i B powstaje w wyniku przecigcia co najmniej
jednego wystapienia stowa P w A (odpowiednio w B). Idea nowego algorytm
polega na prébach “trafienia” (tzn. przecinaniu) wszystkich podstéw A i B, ktére
maja rézne liczby wystapieri w stowach A i B.
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Ponizszy algorytm wykorzystuje rozwigzanie problemu MHS do znalezienia
rozwiazania problemu MCSP.

Algorytm 1.4.1: HS
Dane: zgodne stowa Ai B
Wynik: zgodne podziaty (A, B) stéw Ai B
1 zbuduyj instancj¢ (U, S) problemu MHS:
U« duos(A) U duos(B)
T—{X e X" | #x(A) # #x(B)}
S —{duos(X) | X €T}
2 rozwiaz (aproksymacyjnie) problem Minimum Hitting Set
$ — rozwigzanie dla (U, S)
3 uzyj zbioru duetéw P aby otrzymac wspolny podziat:
(A, B) «— (Cut(A, ®),CuT(B, ®))
4 return (A, )

Udowodnimy teraz, ze (A, B) jest wspdlnym podziatem stéw A i B.

W dowodzie poprawnosci algorytmu HS wykorzystamy nastepujace oznacze-
nie. Dla podziatu (stowa) P = (Py, P, . . ., P,,) i dowolnego stowa K, #BL(P, K)
jest liczba blokéw w podziale P réwnych K.

Lemat 1.4.1 Podziat (A, B) obliczany przez algorytm HS jest wspdlnym podzia-
tem stow Ai B.

Dowéd: Zalézmy przeciwnie, ze istnieje blok X € A taki, ze #BL(A, X) #
#BL(B, X). Jesli jest wiele takich blokéw, to wybieramy (dowolny) najdtuzszy
z nich. Poniewaz blok X nie zostal przecigty przez zaden duet ze zbioru @, stad
mamy duos(X) N ® = (). Jednakze ® jest poprawnym rozwiazaniem problemu
MHS, co pociaga za soba, ze duos(X) € S. Zatem #x(A) = #x(B). Aby
otrzymaé sprzecznos$¢ musimy wykazaé, ze #BL(A, X)) = #BL(B, X).

Poniewaz zadne z wystapien stowa X w stowach A i B nie zostato przecigte,
to

#BL(A,X) = #x(4) — > #x(Y)-#BL(AY)

YCAXCY
#BL(B, X) = #x(B)— Y #x(Y)-#BL(B,Y)
YCB,XCY

Poniewaz X jest najdtuzszym blokiem dla ktérego #BL(A, X) # #BL(B, X),
to dla wszystkich Y spetniajacych X Y (czyli X jest podstowem Y') mamy
#BL(A,Y) = #BL(B,Y). W takim razie otrzymujemy sprzecznos$¢: #BL(A, X) =
#BL(B, X). [
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Lemat 1.4.2 Algorytm HS znajduje 2k-aproksymacje minimalnego wspolnego po-
dziatu przy zatozeniu, 7e problem MHS jest rozwiqzywany doktadnie.

Dowéd: Rozwazmy dowolny wspdlny podziat (A', B') stéw A i B i niech @’
bedzie zbiorem duetéw, ktorych przecigcia (a dokladniej ich wystapienia) daty
podziat (A’, B’). Poniewaz kazdy blok podziatu A" wystepuje tyle samo razy w
A’, cow B’ (i na odwrét), to @ jest podzbiorem ®’. Poniewaz w algorytmie HS
przecinane s wszystkie wystapienia duetéw z @, to

Al <k-(JA|+|B-2)+1<k-(JA|+|B).
]

Zauwazmy, ze jeSli zastapimy znajdowanie optymalnego rozwigzania pro-
blemu MHS przez a-aproksymacjg, to algorytm HS znajdzie rozwiazanie 2ka-
aproksymacyjne dla problemu minimalnego wspdlnego podziatu.

Niestety problem Minimum Hitting Set jest trudny do aproksymacji. W pracy
[39] autorzy wykazali, ze o ile P#NP, to rozwiazania problemu MHS nie da si¢
aproksymowac ze wspotczynnikiem c log n (dla pewnej stalej ¢ > 0). Nadzieje na
lepsze rozwiazanie daja specjalne wtasnosci instancji (U, S).

Niech (A,, B,) bgdzie minimalnym wspdlnym podziatem stow A i B. Jesli
jest wiele takich podziatéw, to wybieramy dowolny z nich. Cigcia wystgpujace
w A, i B, nazywamy optymalnymi cigciami. Wszystkich optymalnych cig¢ jest
2|A,| — 2. Méwimy, ze stowo X = q;...a; (lub odpowiednio X = b;...b;)
przechodzi przez optymalne cigcie, jesli istnieje cigcie [ w A, (lub odpowiednio
w B,) takie, ze i < [ < j.

Niech 7" bedzie zbiorem wszystkich podstow, ktére nalezy “przecia¢”. Bar-
dziej formalnie, 7' = {X € ¥X* | #x(A) # #x(B)}. Zauwazmy, ze W instancji
problemu Minimum Hitting Set wigkszo$¢ stéw z 1" jest zbedna. Doktadniej, jesli
X,Y € T i X jest podstowem Y, to mozemy bezpiecznie usunaé Y ze zbioru
T, a rozwiazanie dla 8’ = {duos(Q) | Q@ € T \ {Y'}} bedzie réwniez dobrym
rozwigzaniem dla S. Dzigki tej obserwacji mozemy znacznie zredukowaé roz-
miar rodziny S. Relacja C generuje czgSciowy porzadek na zbiorze 7. Niech
Tmin C T bedzie zbiorem minimalnych elementéw w 1" wzgledem relacji C.
Zbiér T ,;, ma nastgpujace wlasnosci:

(P) Jesli X,Y € T'i X jest whasciwym podstowem Y, to Y & T},i,..

(Q) Rozwiazanie problemu MHS dla rodziny S’ = {duos(X) | X € T} jest
réwniez rozwiazaniem dla rodziny S.

Lemat 1.4.3 Jesli X € T, to istnieje wystgpienie X w A lub w B, ktére prze-
chodzi nad optymalnym cigciem.

37



1.4. ALGORYTM O(K)-APROKSYMACYINY

Dowéd: Zalézmy, ze zadne wystapienie X w A i zadne wystapienie X w B nie
przechodzi nad optymalnym cigciem.

W takim wypadku kazde wystapienie X jest podstowem pewnego bloku w
optymalnym wspdlnym podziale (A,, 53,).

Jednak podziaty (A,, B,) sa poprawnym rozwiazaniem problemu MCSP, stad
kazdy blok tych podzialéw, ktéry zawiera X jako podstowo, wystepuje w tej sa-
mej liczbie w A,, co w B,. Stad otrzymujemy #x(A) = #x(B). Zatem X ¢ T
— sprzecznosC. |

Niech f bedzie funkcja, ktéra kazdemu stowu z X € T,,,;, przypisuje dowolne
optymalne cigcie, przez ktére przechodzi X.

Przyklad:
Dla stéw A = abaab, B = ababa, minimalny wsp6lny podziat to (aba, ab), (ab, aba),
ba € Tpin iza f(ba) mozna wybraé cigcie stowa B pomigdzy jego 2 i 3 znakiem.

Lemat 1.4.4 Jesli X|Y € T, X = x1,...,210 f(X) = f(Y), to duos(Y') N
{x129, 11171} # 0.

Dowdd: Poniewaz X i Y przechodza nad tym samym optymalnym cigciem, to
ich wspélny fragment ma rozmiar co najmniej 2. Z wilasnosci (P) wiemy, ze X
nie jest podstowem Y (i na odwrét). Stad musi zachodzi¢ duos(Y') N z1xe # ()
lub duos(Y') N x;_y2; # O (zobacz rysunek [1.6). [

X

XT1T2 Xy

optymalne cigcie

Rysunek 1.6: Tlustracja do lematu [[.4.4]

Zauwazmy teraz, ze dla podziatow A stowa A i B stowa B oraz stowa X €
Tinin (niech X = 7 ... 19), jesli przetniemy wszystkie wystapienia duetéw x5 i
x_1x; W A1 B, to przetniemy rowniez wszystkie stowa z T}, ktére przechodza
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przez optymalne cigcie f(X). Pozwala to sformutowaé nastgpujacy algorytm.

Algorytm 1.4.2: FASTHS
Dane: zgodne stowa Ai B
oblicz zbiér T’ (matego rozmiaru) i taki, ze T, C T
D10
for X € T" o niemalejqcych dtugosciach do
if duos(X) N ® = () then
dodaj pierwszy i ostatni duet stowa X do ®
end
end
A—CuUT(A, ®), B—CuUT(B,P)
return (A, B)

o 0 NN At R W N -

Lemat 1.4.5 Jesli podczas wykonywania algorytmu FASTHS stowo X pozytyw-
nie przejdzie test duos(X) N ® =0, t0 X € Tyin.

Dowéd: Zat6zmy, ze stowo X przeszto test, a mimo to X & T,,;,. Niech ®’
bedzie zbiorem & tuz przed przetworzeniem stowa X. Z zatozenia X ¢ T,
wynika, ze istnieje stowo X' € T}, i takie, ze X’ jest wiasciwym podstowem X.
Poniewaz |X'| < |X]|, to X’ byt rozwazany przed X, a stad duos(X') N &' # (.
Dodatkowo mamy duos(X') C duos(X), wigc duos(X) N ®" # ), czyli X nie
mogto pozytywnie przejs¢ testu — sprzecznosé. |

Twierdzenie 1.4.6 Algorytm FASTHS oblicza 4k-aproksymacje problemu mini-
malnego wspdlnego podziatu stow Ai B.

Dowéd: Niech X, X, beda réznymi stowami, dla ktérych zbiér & zostaje po-
wiekszony. Z lematu mamy, ze f(X;) # f(X,). Zatem zbiér ® mdgt byé
powigkszany co najwyzej |A,| + |B,| — 2 razy, a co za tym idzie, jego rozmiar po
zakoriczeniu wykonywania algorytmu wynosi co najwyzej 2 - (|.A,| + |B,| — 2).
Poniewaz rozwiazujemy problem k-MCSP, to kazdy duet z & wprowadza co
najwyzej k cig€.
Tak wiec:

Al <k-2-(|A| + |Bo] —2) +1 <4k -| A, .
]

Powyzsze oszacowanie wspotczynnika aproksymacji jest asymptotycznie do-
ktadne.

Lemat 1.4.7 Wspéiczynnik aproksymacji algorytmu FASTHS wynosi Q(k).
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Dowéd: Dla A = ba{ab}*~'i B = {ab}* algorytm FASTHS wyznacza zbidr
® sktadajacy si¢ z dwéch duetéw {aa, ab} i wspdlny podziat o rozmiarze k + 1,
natomiast optymalne rozwigzanie ma rozmiar 3. |

Tak jak w przypadku algorytmu EDUCATED GREEDY, réwniez i algorytm
FASTHS mozemy prostymi modyfikacjami, tak przeksztalci¢ aby rozwiazywat
problemy £-SMCSP i £.-RMCSP.

1.4.2 Efektywna implementacja algorytmu FASTHS

W tym rozdziale opiszemy w jaki sposob zaimplementowaé algorytm FASTHS,
aby jego czas dzialania byt liniowy ze wzgledu na rozmiar danych wej$ciowych.
Podstawa proponowanej implementacji sa drzewa sufiksowe. Wykorzystamy znany
fakt, ze takie drzewa mozna skonstruowac w czasie liniowym [44, [18].

Rozpoczynamy od skonstruowania zbioru 7" o rozmiarze linowym ze wzglgdu
na dtugosci stow A i B. Niech $ i # beda réznymi znakami, ktére nie wyste-
puja w stowach A i B. Obliczamy drzewo sufiksowe 7 dla stowa C' = A$B#.
Kazdy 1is¢ drzewa 7 reprezentuje doktadnie jeden sufiks C. Liscie drzewa 7,
ktére odpowiadaja sufiksom rozpoczynajacym si¢ w podstowie A stowa C' nazy-
wamy A-lisémi, natomiast liScie odpowiadajace sufiksom o poczatkach w B nazy-
wamy B-lis¢mi. Dla kazdego wezta v z drzewa 7 obliczamy wartosci numA(v)
i numB(v), odpowiednio liczby A-lisci i B-liSci w poddrzewie 7' o korzeniu w
wezle v. Warto$ci numA oraz numB mozna obliczy¢ w czasie O(n) przechodzac
drzewo metoda “postorder”.

Przypomnijmy, ze dla wezta v drzewa 7, L, jest stowem powstajacym przez
sklejenie etykiet krawedzi na $ciezce od korzenia drzewa do wezta v. Dodatkowo
niech L/, dla v r6znego od korzenia, bgdzie stowem Lparent(v) POWigkszonym
o pierwszy znak etykiety krawedzi (parent(v),v), gdzie parent(v), to wezet-
ojciec wezta v w drzewie. Jesli stowo L/ nie zawiera znakéw $ i #, to mowimy,
ze v jest weztem wtasciwym. Zauwazmy, ze dla kazdego wezta wlasciwego v,
mamy numA(v) = #r, (A) i numB(v) = #, (B). Tak wigc, jesli numA(v) #
numB(v), to wiemy, ze L! € T. Powyzsze pozwala za T" wzia¢ nastgpujacy
zbior:

T' = {L! | v jest weztem wiasciwym i numA(v) # numB(v)}
Poniewaz drzewo sufiksowe zawiera O(n) weztow, to zbiér 7" posiada co naj-
wyzej O(n) elementéw. Zauwazmy takze, ze dla kazdego stowa X € T, istnieje
taki wtasciwy wezet v, ze L) = X i numA(v) # numB(v), co gwarantuje, ze

Tmin g T/~
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#

Rysunek 1.7: Drzewo sufiksowe 7 dla stowa C' = abaab$ababa#. Czarne kropy
oznaczaja wezly wlasciwe.

Rozwazmy dla przyktadu stowa A = abaabi B = ababa. Drzewo sufiksowe
stowa C' = A$B# przedstawione jest na rysunku a zbiory, o ktérych mowa
w algorytmie, sg nastgpujace:

T" = {aa,aba,abaa,abab, ba,baa, bab}
Twin = {aa,ba}

& = {aa,ba}
A = (ab,a,ab)
B = (ab,ab,a)

Musimy jeszcze pokazaé sposéb reprezentowania (dynamicznego) zbioru P,
ktéry umozliwi efektywne testowanie warunku duos(X) N ® # () oraz wykony-
wanie cig¢. W tym celu wykorzystamy struktur¢ danych uzywana w rozwiazaniu
problemu podziatu zbioréw [19].

W problemie podziatu zbioréw dany jest zbidr liczb catkowitych {1,...,m},
na ktérym nalezy wykonac ciag nastgpujacych operacji:

e split(i) — podziel zbidr zawierajacy element ¢ na dwa podzbiory, jeden ze
wszystkimi elementami mniejszymi od ¢, drugi ze wszystkimi elementami
nie mniejszymi od ¢,

e find(7) — podaj najmniejszej element w zbiorze zawierajacym i.

Gabow i Tarjan [19] opisali strukture danych, ktéra pozwala na wykonanie
kazdej z powyzszych operacji w zamortyzowanym czasie O(1).
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W naszym przypadku, dla kazdego podziatu A i B utrzymujemy osobng struk-
ture danych, ktdra przetrzymuje informacje¢ o cigciach w tych podziatach.
Poczatkowo kazda z tych struktur zawiera tylko jeden zbiér {1,...,n}. Za
kazdym razem, gdy dodajemy duet cd do zbioru ¢, wykonujemy cigcia na po-
dziatach A i B w nastgpujacy sposob:
Function ADD-DUO (cd, A, B)
1 for dla kazdego wystqpienia duetu cd w A do
2 A.split(j + 1), gdzie j jest pozycja wystapienia duetu cd w A (to jest,
ajti41 = Cd)
3 end
4 for dla kazdego wystapienia duetu cd w B do
5 B.split(j + 1), gdzie j jest pozycja wystapienia duetu cd w B (to jest,
bjbj—l-l = Cd)
¢ end

Poniewaz kazdy duet wystgpujacy w A i B jest przegladany co najwyzej raz,
stad catkowita liczba operacji split wynosi O(n).

Dla stowa a; . ..a; = X (lub odpowiednio b;, ..., b; = X) zachodzi nastepu-
jacy fakt: duos(X) N ® = () wtedy i tylko wtedy, gdy A.find(i) = A.find(j)
(lub odpowiednio B. find(i) = B.find(j)). Powyzszy fakt umozliwia sprawdza-
nie warunku duos(X) N ® # () w (zamortyzowanym) czasie statym.

Twierdzenie 1.4.8 Algorytmu FASTHS mozna zaimplementowad tak, zZeby dzia-
tat w czasie liniowym.

W ten sposéb otrzymujemy gtéwny wynik tego rozdziatu.
Twierdzenie 1.4.9 Istnieje O(k)-aproksymacyjny algorytm rozwiqzujgcy problem

k-SBR, ktorego czas dziatania jest liniowy wzgledem rozmiaru danych wejscio-
wych.
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Rozdzial 2

Problem MAX-NLS

2.1 Wprowadzenie

W tym rozdziale zajmujemy si¢ problemami algorytmicznymi inspirowanymi za-
gadnieniami zwigzanymi z porownywaniem podobienstw przestrzennych struktur
czasteczek ncRNA. Jest to motywowane faktem, iz bardzo czgsto funkcje cza-
steczki ncRNA mozna odgadnaé na podstawie jej struktury drugorzedowej. W
ksiazce [43] mozna znalez¢ doktadne informacje na temat ncRNA.

Problemowi poréwnywania struktur ncRNA pos§wigcono bardzo wiele badan:
[4, 15,16, 116} 132, 133]. W najprostszym modelu matematycznym przyjmuje si¢, ze
struktura przestrzenna czasteczek RNA jest zdeterminowana przez wigzania po-
mig¢dzy nukleotydami. Najczegsciej wystgpujace wigzania to: A—U, G—C and U-G
(gdzie A to adenina, C — cytozyna, G — guanina, U — uracyl). Davydov i Bat-
zoglou zaproponowali nowy model strukturalnego uliniowienia wielu sekwencji
ncRNA [16,17]. W tym modelu najwigksza wspdlna strukturg drugorzgdowa dla
danych k sekwencji ncRNA mozna wyliczy¢ w czasie O(n®*) [26]. Niestety, je-
Sli £ nie jest ograniczone, problem jest NP—trudny [16, [17], stad poszukiwanie
rozwigzan aproksymacyjnych. W pracy [[16}17] autorzy zaproponowali algorytm
O(log® Myt )-aproksymacyijny, dziatajacy w czasie O(k - n®), gdzie m,y to roz-
miar optymalnego rozwiazania.

W tym rozdziale znaczaco poprawiamy wyniki z [16,17] i podajemy algorytm
O(log my )-aproksymacyjny, dziatajacy w czasie O(k - n?). Opisywane wyniki
zostaty opublikowane w pracy [31].

2.2 Definicje

Powiemy, ze graf GG jest uliniowiony, gdy jego wierzchotki sa jednoznacznie po-
etykietowane liczbami ze zbioru {1,2,...,n}, gdzie n = |V(G)|. Tak poetykie-
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towane grafy bedziemy nazywaé grafami uliniowionymi. W grafie uliniowionym
wierzcholki utozsamiamy z ich numerami. Krawgdz migdzy wierzchotkami 7 1 j,
dla i < j, oznaczamy jako pare (i, 7).

W interpretacji biologicznej wierzchotki grafu odpowiadaja poszczegdlnym
nukleotydom, natomiast krawedZ pomiedzy wierzchotkami oznacza mozliwos$¢
istnienia wigzania pomigdzy odpowiadajacymi im nukleotydami. Dwie krawedzie
grafu nazywamy niezaleznymi, jesli nie maja wspdélnych koncéw. Uliniowiony
graf G nazywamy krawedziowo niezaleznym, jesli kazde dwie jego krawedzie sa
niezalezne (czyli graf GG jest skojarzeniem).

W grafie uliniowionym definiujemy nastgpujace relacje na zbiorze krawedzi
([420).

Niech e = (i,5) i ¢ = (i,7') beda dwiema niezaleznymi krawgdziami w
uliniowionym grafie GG. Piszemy, ze:

e e poprzedza € (e < €') wtedy i tylko wtedy, gdy i < j < i’ < j,
o ¢ zawiera e (e C €') wtedy i tylko wtedy, gdy i’ < i < j < j/,
e e przecina € (e () ') wtedy i tylko wtedy, gdy i < ¢/ < j < 7.

Dla danej relacji R € {<,C, ()}, dwie krawedzie e i €’ sa R-poréwnywalne
jeSlieRe lub e Re.

Zauwazmy, ze dowolne dwie niezalezne krawedzie sa R-porownywalne, dla pew-
nej relacji R € {<,C, (}. Zauwazmy, Ze relacje < oraz  uzupetnione o zwrot-
nos¢, to czgSciowe porzadki.

Niezalezny krawedziowo, uliniowiony graf G nazywamy R-porownywalnym
dla niepustego zbioru relacji R C {<, C, () }, jesli dowolne dwie krawedzie 1, €5 €
E(G), sa R-por6wnywalne, dla pewnej relacji R € R.

Niech G bgdzie grafem uliniowionym. Szerokoscig (odpowiednio wysokosciq)
grafu G nazywamy rozmiar najliczniejszego {<}-poréwnywalnego (odpowied-
nio {C}- poréwnywalnego) podzbioru E(G).

Usunigciem wierzchotka i z grafu uliniowionego GG nazywamy operacj¢ pole-
gajaca na:

e usunig¢ciu wszystkich krawedzi incydentnych z wierzchotkiem ¢,
e usuniecie wierzchotka i,

e zmniejszeniu o 1 numeréw wszystkich wierzchotkéw o numerach wigk-
szych od 1.

Mozemy juz teraz zdefiniowaé pojecie wystepowania grafu uliniowionego w in-
nym grafie.
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Rysunek 2.1: Przyktad zagniezdzonego grafu uliniowionego i jego drzewowa re-
prezentacja.

FLG LLG

Rysunek 2.2: Przyktady graféw typéw FLG i LLG. Oba grafy maja szerokos¢ 4.
Graf typu LLG ma wysokoS¢ 2.

Niech (G i G5 beda grafami uliniowionymi. Piszemy, ze graf G| wystepuje w
G4 (lub Gy jest podgrafem G2) jesli G; mozna otrzymaé z GG, poprzez usunigcie
pewnych krawedzi i wierzchotkéw.

Powiemy, ze graf uliniowiony G' nie zawiera przecigé, jesli nie zawiera kra-
wedzi e i € takich, ze e () €.

Grafy uliniowione, ktdre sa {<,  }—poréwnywalne, nazywamy zagniezdzonymi
grafami uliniowionymi i méwimy, ze sa typu NLG (ang. Nested Linear Graph).
{C}-poréwnywalny podgraf grafu uliniowionego G nazywamy zagniezdionq pe-
tlq. Krawedz (i, j) w zagniezdzonej petli o najwigkszej réznicy j — ¢ nazywamy
zewnetrzng krawedziq petli, a réznicg j — @ nazywamy srednicq tej petli.

Graf typu NLG moze by¢ utozsamiany z ukorzeniong kolekcja drzew (zobacz
rysunek [2.1). Kazda krawedZ w grafie odpowiada jednemu weztowi drzewa. Kra-
wedZ e jest ojcem krawedzi € w drzewie wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ C e i nie
istnieje krawedz €” taka, ze ¢/ C €’ C e. Kazda krawedZ nie zawarta w innej jest
korzeniem pewnego drzewa.

Graf G typu NLG o n wierzchotkach mozna réwniez reprezentowac przez stowo
Dyck’a o dtugosci 2n nad alfabetem {a,b} — symbol a odpowiada nawiasowi
otwierajacemu, symbol b nawiasowi zamykajacemu, a para odpowiadajacych so-
bie nawiaséw reprezentuje krawedZ grafu. W nastgpnych paragrafach bedziemy
czesto utozsamiaé grafy typu NLG z odpowiadajacymi im stowami Dyck’a.

Graf G typu NLG jest pfaski (typu FLG, z ang. Flat Linear Graph), jesli
mozna go zapisaé jako stowo a™b™ a"2bh2 . oMb dla pewnych, dodatnich
liczb catkowitych Ay, ho, ..., hg.

Graf G typu FLG nazywamy réwnym (typu LLG, z ang. Level Linear Graph),
jesli mozna go zapisa¢ jako stowo (a”b")%, dla pewnych dodatnich liczb catkowi-
tych h i w, odpowiednio wysokosci i szerokosci grafu.

Sygnaturq uliniowionego grafu GG nazywamy funkcje s : N — N taka, ze
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AR A, YA

Rysunek 2.3: Najszersze podgrafy typu LLG o wysokosci 2 (po lewej) i wysoko-
$ci 3 (po prawej). Sygnatura grafu na rysunku ma nastgpujaca postaé: s(1) = 5,
s(2) =4, s(3) =3, s(4) =0, itd.

s(h) jest réwne najwigkszej szerokosci podgrafu typu LLG grafu GG, o wysokosci
réwnej h. Gdy taki podgraf nie istnieje, przyjmujemy s(h) = 0. Rysunek
ilustruje pojecie sygnatury.

W tym rozdziale rozwazamy réwniez pewna specjalna rodzing graféw ulinio-
wionych, w ktérych zbiory krawedzi sa definiowane na podstawie etykiet wierz-
chotkéw.

Niech S = (ay,...,a,) bedzie stowem nad skoriczonym alfabetem ¥ i niech
¢ C Y2 bedzie symetryczna relacja nad Y. Przez G¢(S) oznaczamy uliniowiony
graf n—wierzchotkowy, w ktérym p i ¢ sa potaczone krawedzia wtedy, gdy p #
q 1 ap§a, Grafy tego typu nazywamy ograniczonymi grafami uliniowionymi i
moéwimy, ze sa typu RLG (ang. Restricted Linear Graph).

Szczegbdlnym przypadkiem graféw RLG sg grafy dla stéw nad alfabetem Ygna =
{A, U, G, C} irelacji

ERNA = {(Av U)7 (U7 A)? (U7 G), (G7 U)7 <G7 C)? (Ca G)}a

ktore stuza do modelowania sekwencji ncRNA.
Przyktadowy graf typu RLG dlarelacji Y gna jest przedstawiony na rysunku 2.4

W tym rozdziale rozwazamy nastgpujace problemy:

Problem 2.1 (MAX-NLS)

Dane: Zbidr grafow uliniowionych G = {G, ..., Gy}

Wynik: Najliczniejszy pod wzgledem liczby krawedzi graf G' typu NLG i taki, Ze
G’ jest podgrafem kazdego grafu G;. Jesli istnieje wiele podgrafow o tej
wtasnosci, to rogzwiqzaniem moze by¢ dowolny z nich.

Problem MAX-NLS po raz pierwszy zostal zdefiniowany w pracy [16]. Au-
torzy zaproponowali wykorzystanie problemu MAX-NLS do rozwiazywania pro-
blemu strukturalnego uliniowienia ncRNA. Dla danego uliniowionego grafu G,
podgrafy typu NLG odpowiadaja réznym przestrzennym strukturom, ktére moze
przyjmowac sekwencja, a krawgdzie odpowiadaja wigzaniom stabilizujacym cza-
steczke ncRNA (zobacz rys. [2.4)).
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A A U U A U G C

Rysunek 2.4: Przyktad grafu uliniowionego dla sekwencji AAUUAUGC, rozwia-
zanie problemu MAX-NLS i odpowiadajace mu powiazania migdzy nukleoty-
dami.

Problem 2.2 (MAX-LLS)

Dane: Zbior grafow uliniowionych G = {G, ..., Gy}

Wynik: Najliczniejszy pod wzgledem liczby krawedzi graf G' typu LLG i taki, Ze
G’ jest podgrafem kazdego grafu G;. Jesli istnieje wiele podgrafow o tej
wtasnosci, to rozwiqzaniem moze by¢ dowolny z nich.

Grafy typu LLG zostaly wprowadzone w pracy [16] w celu uzyskania al-
gorytmu aproksymacyjnego dla problemu MAX-NLS. W tej pracy rowniez w
rozwigzywaniu problemu MAX-NLS postugujemy si¢ rozwigzaniem problemu
MAXx-LLS.

Problem 2.3 (MNL)

Dane: Graf uliniowiony G.

Wynik: Najliczniejszy pod wzgledem liczby krawedzi C—poréwnywalny graf G/,
ktory jest podgrafem grafu G.

W pracy [6] problem MNL zostat uzyty w rozwigzaniu problemu przestrzen-
nego uliniowienia. Autorzy zaproponowali w niej algorytm o ztozonoSci czasowe;j
O(n?) (gdzie n oznacza liczbe wierzchotkéw grafu) dla tego problemu.

2.3 Aproksymacyjne rozwigzanie problemu
MAX-NLS

Problem MAX-NLS mozna rozwigza¢ w przyblizony sposob z pomoca doktad-
nego rozwiazania problemu MAX-LLS. Ten sam schemat postgpowania zostat
wczesniej zaproponowany w pracy [16]. Podsumowanie najwazniejszych wyni-
kéw dla problemu MAX-NLS zawiera tabela z rysunku [2.5] Ostatni z tych wy-
nikow jest omawiany w tej rozprawie. W kolejnych podrozdziatach opisujemy
w jaki sposob efektywnie rozwiazywac problem MAX-LLS oraz dokonujemy
analizy wspoélczynnika aproksymacji tak otrzymanego rozwiazania dla problemu
MAX-NLS.
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wspotczynnik aproksymacji  ztozono$¢ czasowa

1 O(n?F) [26]
O(log? My O(k - n°) [16} [17]
nasze wyniki O(log mpt) O(k - n?) [31])

Rysunek 2.5: Podsumowanie wynikéw dotyczacych problemu MAX-NLS.

2.3.1 Problem MAX-LLS

Algorytm zaproponowany w pracy [16], rozwiazujacy problem MAX-LLS dla k&
graféw uliniowionych o n wierzcholkach kazdy, dziata w czasie O(k - n®).

W tym rozdziale opiszemy algorytm, ktéry rozwiazuje problem MAX-LLS w
czasie O(k - n?). Niech Gy, ..., Gy beda n-wierzchotkowymi grafami ulinio-
wionymi. Pierwszym krokiem algorytmu jest wyznaczenie dla kazdego grafu
G; jego sygnatury, ktéra opisuje wszystkie maksymalne rozwigzania problemu
MAX-LLS. W drugim kroku obliczamy wsp6lna sygnaturg dla wszystkich & gra-
fow. W ten sposob otrzymamy parametry opisujace maksymalne rozwigzania
MAX-LLS(Gl, GQ, ce ,Gk)

Dla kazdego grafu uliniowionego G; jego sygnatura jest wyznaczana w naste-
pujacy sposob:

e W pierwszym kroku obliczamy tablice MNL;, opisujaca najliczniejsze pod-
grafy {C}-poréwnywalne dla grafu G;. Niech G}, bedzie uliniowionym
podgrafem G; indukowanym przez wierzchotki p,...,q. Dlal < p < g¢ <
n, MNL;[p, ¢ jest réwne rozmiarowi (w sensie liczby krawedzi) najlicz-
niejszego podgrafu {}-poréwnywalnego grafu G, (dlap > g przyjmu-
jemy, ze MNL;[p, ¢| = 0).

Tablice MNL; mozemy wyznaczy¢ z pomoca programowania dynamicz-
nego. Jesli (p, q) € E(G;) to

MNL;[p,q] = MNL;[p+ 1,q — 1] + 1.
W przeciwnym przypadku:
MNL;[p, ¢| = max(MNL;[p + 1, ¢q], MNL;[p, ¢ — 1]).
Zauwazmy, ze ten krok wymaga czasu O(n?).

e Obliczamy tablice NLW;. Dla1l < p <nil < h < 3, NLW,[p, h] jest

réwna najmniejszej liczbie catkowitej j, takiej, ze podgraf G , . ; zawiera
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podgraf {}-poréwnywalny o rozmiarze h, lub 0, jesli taka liczba j nie
istnieje.

Tablice NLW; mozna obliczy¢ wykonujac nastgpujacy algorytm:

Algorytm 2.3.1: COMPUTENLW(MNL,;)

1 wypelnij wszystkie pozycje tablicy N LW; wartoSciami 0
2 forh=1to |2] do
3 for p = n — 1 downto 1 do

4 if NLW;[p + 1, h] > 0 then

5 NLW;[p,h] = NLW;[p+ 1,h] +1

6 else if MNL;[p, n] > h then

7 NLW;[p,h]| =n—p

s while NLW;[p, ] > 1 A MNL;[p, p + NLW,[p, h] — 1] > h do
9 NLW;[p, h] = NLW;[p, h] — 1

10 end

11 end

12 end

Przyjrzyjmy si¢ dokladniej petli while. Zauwazmy, ze dla p i h, jesh
NLW;[p,h] > 0 i NLW,[p + 1,h] > 0, to petla while zostanie wy-
konana NLW;[p + 1,h] — NLW;[p, h| + 1 razy. Jesli NLW;[p,h] > 01
NLW;[p+1,h] = 0, to petla while zostanie wykonana n—p—NLW;[p, h]
razy. OczywisScie, gdy NLW,[p, h] = 0, petla while nie zostanie wyko-
nana ani razu. Stad liczba wszystkich iteracji petli while dla danego A nie
przekracza n — 1 — NLW,(1,h) < n. Stad catkowity czas potrzebny do
obliczenia tablicy NLW; wynosi O(n?).

e W kroku trzecim, dla kazdego p = 1, ..., n obliczamy sygnaturg podgrafu
G pm» SIGi[p, h]. Tablice SIGy[p,h], dla h = 1,...,[5 ], mozna wyzna-
czyé w czasie O(n?) z pomoca nastgpujacej formuty:

SIG[p, h] = SIG,[p + NLW;[p,h] +1,h] + 1, jesli NLW,[p, h] > 0
o jesli NLW;[p, h] = 0

Sygnatura grafu G jest zapisana w SIG,[1,h], dlah = 1,2,...,|5].

Laczny czas potrzebny na wykonanie wszystkich powyzszych krokéw wynosi
O(n?).

Wspdlng sygnaturg SIG dla graféw G, G, . . . , G, mozna otrzymac przy po-
mocy wzoru: SIG[h] = min,—; _j SIG;[1, k], a rozmiar najliczniejszego wspol-
nego podgrafu typu LLG jest réwny: max,_, 2] h - SIG[h]. Uzywajac stan-

n
7777 2
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dardowych technik dla programowania dynamicznego mozna zmodyfikowa¢ al-
gorytmy obliczania tablic SIG;, NLW; 1 MNL, tak, by rowniez zawieraty infor-
macje niezbedne do zrekonstruowania wspdlnych podgrafow.

Warto zauwazy¢, ze jesli wejSciowe grafy zawieraja niewielka liczbe krawe-
dzi, czyli |E(G)| < O(n?), to sygnaturg grafu mozna wyznaczy¢ szybciej. Stosu-
jac wzbogacone struktury stownikowe, mozna tak zapisa¢ algorytmy opisywane w
tym rozdziale, aby ich ztozono$¢ byla zalezna od liczby krawedzi. W ten sposob
mozna wyznaczyC sygnaturg grafu o n wierzchotkach i m krawedziach w czasie
O(mlog’n).

2.3.2 Wspoélczynnik aproksymacji

W pracy [16] autorzy dowodza, ze doktadny algorytm dla problemu MAX-LLS
jest O(log? m,, )-aproksymacyjnym algorytmem dla problemu MAX-NLS, gdzie
M j€St Tozmiarem optymalnego rozwigzania problemu MAX-NLS.
Dowdd przedstawiony w pracy [16] sktada si¢ z dwdch krokéw. Najpierw anali-
zuje si¢ zaleznoSci pomigdzy optymalnymi rozwigzaniami probleméw MAX-NLS
i MAX-FLS, a w drugim etapie, pomigdzy optymalnymi rozwigzaniami pro-
bleméw MAX-FLS 1 MAX-LLS. Kazdy z tych krokéw powoduje zwigkszenie
wspotczynnika aproksymacji o czynnik log mgp;.

W tym rozdziale bezpoSrednio badamy zaleznos$ci pomigdzy optymalnymi
rozwigzaniami dla probleméw MAX-NLS i MAX-LLS, co pozwala zmniejszy¢
wsp6tczynnik aproksymaciji do O(log mp ).

Twierdzenie 2.3.1 Niech G,...,Gy bedq n-wierzchotkowymi grafami ulinio-
wionymi, Mept i Ropt, 0dpowiednio, rozmiarem i wysokosciq pewnego optymalnego
rozwiqzania problemu MAX-NLS(G1, . . ., Gy), natomiast | rozmiarem optymal-
nego rozwiqzania problemu MAX-LLS(Gq, . .., Gy).

Wowczas pomiedzy mop i | zachodzq nastgpujqce zaleznosci

Mopt < €1+ L-10g(hopt + 1) < ¢ - 1-log(megp + 1)
dla pewnych dodatnich statych catkowitych cy, cs.

Dowdd: Niech 7" bgdzie lasem reprezentujacym optymalne rozwiazanie problemu
MAX-NLS(Gy, . .., G). Oczywiscie T' zawiera my,; weztow.

Dla kazdego wezta v € T, przez h(v) oznaczamy wysokos$¢ poddrzewa o ko-
rzeniu w v, a przez PATH(v) oznaczamy dowolna, ale ustalong Sciezke dtugosci
h(v) rozpoczynajaca si¢ w v i koriczaca si¢ w liSciu poddrzewa v. Mozna zauwa-
zy¢, ze PATH(v) reprezentuje zagniezdzona petle o h(v) + 1 krawedziach.
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Przez L(h) oznaczamy zbiér wszystkich weztéw T' o wysokosci h, 0 < h <
hopt» @ przez S(h) zbior wszystkich roztacznych Sciezek PATH dtugosci h, rozpo-
czynajacych si¢ w weztach z L(h). Poniewaz kazdy wezet v € T jest zawarty
w dokladnie jednym zbiorze L(h), to S 0% |L(i)| = Mept- Zauwazmy, ze dla
dowolnego h = 0,. .., hoy, zbiér S(h) jest podgrafem typu LLS o szerokosci
|L(h)|, wysokosci h, oraz rozmiarze s(h) = (h + 1) - |L(h)|. Niech hysx bedzie
wysokoscia, dla ktérej wartos¢ s(h) jest najwigksza. Poniewaz [ jest rozmiarem
optymalnego rozwiazania problemu MAX- LLS to s(hyax) < l. Dla dowolnego

i=0,..., ", mamy |L(7)] < hﬁx) < +1, i dalej
hopt h hopt 1
ot = D L0O) <UD
=0 :0 =0
Suma S bt L o= = S0t L 40 (R + 1)-sza liczba harmoniczna. Zatem
hopt
Z'Ziﬂ <y 1-10g(hopt +1) < g - 1 - log(mgp + 1)
=0
Dla pewnych statych cy, cs. |

Powyzsze ograniczenie jest dla naszego algorytmu asymptotycznie doktadne.
Dla rodziny drzew zdefiniowanych w [16] wspdétczynnik aproksymacji wynosi
O(log mpt ).

2.3.3 Ograniczone grafy uliniowione

W tym rozdziale zajmujemy si¢ problemem MAX-NLS dla ograniczonych gra-
fow uliniowionych. Okazuje sig, ze dla takich graféw istnieje algorytm O(1)-
aproksymacyjny i dziatajacy w czasie O(kn).

Dla (p, ¢) € X2, niech MNL, ,y(S) bedzie rozwiazaniem problemu MNL dla
podgrafu grafu G¢(S) sktadajacego si¢ jedynie z krawedzi (i, j) takich, ze a; = p
1 a; = g (lewy koniec krawedzi jest oznaczony symbolem p, natomiast prawy
symbolem ¢). Niech MNL,(S) bedzie najliczniejszym rozwiazaniem sposréd
wszystkich MNL, (), dla (p, q) € &.

Twierdzenie 2.3.2 MNL¢(S) mozna wyznaczyé¢ w czasie O(n), przy zatoZeniu ze
€l =0().

Dowéd: Dlap € 3, tablice [z, p] = #,(a1, ..., @) ir[i,p] = #p(ai, ..., a,), 1 <
i < m, mozna obliczy¢é w czasie O(n). Pozwalaja one w prosty sposéb policzy¢
rozmiary zbioréw E(MNL¢(S)). Do tego celu wykorzystujemy formute:

IE(MNL¢(S))|= = max min(l[i, p],r[i + 1, q]).
i€l,...,n—1, (p,q)€€
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Poniewaz ¢ jest rozmiaru O(1), to catkowity czas dziatania powyzszego algo-
rytmu wynosi O(n). [

Lemat 2.3.3 Zatoimy, ze (p,q) € & oraz (q,p) € & Jesli #,(S) > 1 > 11
#,5) > 1, to

o~

[E(MNL¢(5))| =

5
Dowéd: Latwo zauwazyc¢, ze istnieje indeks i (1 < i < n — 1) taki, ze
#p(ala . >az‘) = #q(az‘+1, e 7%) =G
dla pewnego ¢ > 0. Rozpatrujemy dwa przypadki:
e Jeslic > L, to mamy |[E(MNL, )| > ¢ > L.

e Jesli ¢ < £, to w tym wypadku

#q(ala"'aai) zl—C i #p(@iJrlw"aan) 21—0

Stad |[E(MNL )| > 1 —c> L.
|

Twierdzenie 2.3.4 Niech ¥ bedzie skoriczonym alfabetem, £ C 3 x ¥ — {(i,1) :
i € 3} relacjq symetryczng na 3. Dla catkowitych k,n > 0, niech Sy, Ss, . .., Sk
bedq stowami dtugosci n nad X.. Istnieje algorytm aproksymacyjny dla problemu
MAX-NLS(G¢(S1), ..., Ge(Sk)) 0 wspdtczynniku aproksymacji |€| i dziatajqcy
w czasie O(kn).

Dowéd: Dla kazdej sekwencji S; mozemy w czasie O(n) obliczyé MNL¢(.S;).
Nastepnie znajdujemy indeks j, 1 < j < k, dla ktérego warto$¢ |E(MNL¢(S;))|
jest minimalna, a za wynik dziatania algorytmu wybieramy MNL,(S;). Oczywi-
Scie MNL(S;) jest wspélnym podgrafem dla G¢(S1), ..., G¢(Sk), a catkowity
czas dziatania algorytmu wynosi O(kn).

Niech S; = (a1, ...,a,) i niech e = |[E(MAX-NLS(G¢(S;)))|. Wystarczy
pokazaé, ze |[E(MNL¢(S;))| > g~ Kazda krawedz (r, s) nalezaca do rozwiaza-
nia MAX-NLS(G¢(S;)) oznaczamy etykieta (min(a,, a,), max(a,, as)), przy do-
wolnym uporzadkowaniu 3. Poniewaz istnieje co najwyzej |£|/2 réznych etykiet
na e krawedziach, stad istnieje para znakéw (p, q) € ¢ taka, ze co najmnie; 2%

krawedzi jest oznaczonych etykieta (p, ¢). Stad #,(S;) > 2i 1 #,(5;) > 25

Korzystajac z lematu dostajemy |E(MNL(S;))| > ik |

Powyzsze twierdzenie pokazuje, ze podejScie zaproponowane w pracy [16]
jest zbyt ogdlne i abstrakcyjne w przypadku modelowania strukturalnego ulinio-
wienia ncRNA. Korzystajac z zalozenia o ograniczonym alfabecie i wlasnosci
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relacji £, mozna uzyskac szybsze rozwigzania i udowodnic lepsze wspoétczynniki
aproksymacji.

Bezposrednio z twierdzenia [2.3.4] wynika, ze dla sekwencji ncRNA wsp6t-
czynnik aproksymacji algorytmu opartego na wyznaczaniu MNL, wynosi 6, po-
niewaz |gna| = 6. Biorac pod uwage specjalne wtasnosci relacji {gna, mozna
udowodni¢ istnienie nieznacznie lepszego wspoétczynnika aproksymacji wynosza-
cego 4.

Whiosek 2.3.5 Istnieje algorytm aproksymacyjny ze wspotczynnikiem 4, ktory
rozwiqzuje problem MAX-NLS (G (S1), -, Gegnn (Sk)), dla k stow S; € X%y 4-
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Rozdziatl 3

Uwarunkowane cykle Eulera

3.1 Wprowadzenie

Wyznaczanie $ciezek (lub cykli) Eulera jest bardzo dobrze znanym problemem,
ktéry posiada wiele efektywnych i prostych rozwiazan ([45]). W tym rozdziale
zajmujemy si¢ wyznaczaniem cykli Eulera, ktére speiniaja dodatkowe warunki.
Bardzo podobne problemy kombinatoryczne sa rozwazane w biologii obliczenio-
wej. Jedna z metod odczytywania sekwencji DNA jest sekwencjonowanie przez
hybrydyzacje (SBH — ang. Sequencing By Hybrydization). W pracy [37] Pevzner
pokazal, w jaki sposéb zredukowaé rekonstrukcje sekwencji DNA przy uzyciu
metody SBH do wyznaczania Sciezki Eulera w grafie. Niestety standardowa me-
toda SBH pozwala poprawnie odczytaé jedynie krétkie sekwencje. Zapropono-
wano wiele rozszerzen tej metody, ktére redukuja problemy z niejednoznaczno-
Scig odczytu (np. [23], [24], [38]).

W pracy [38] wprowadzono problem supersciezki Eulera (ESP — ang. Eule-
rian Superpath Problem) polegajacy na znajdowaniu $ciezki Eulera, ktéra zawiera
w sobie wszystkie §ciezki z zadanego zbioru. Autorzy zaproponowali wielomia-
nowy algorytm dla tego problemu w przypadku skierowanych graféw prostych,
oraz rozwiazania heurystyczne dla multigraféw.

W pracy [34] autorzy rozwazaja ztozono$¢ problemu z negatywnymi warun-
kami, to jest problemu znajdowania $ciezki Eulera, ktéra nie zawiera zadnej $ciezki
z zadanego zbioru Sciezek. Autorzy dowodza, ze w takim przypadku problem jest
NP-trudny, nawet jesli kazda z zabronionych Sciezek posiada doktadnie 3 wierz-
chofki.

W niniejszym rozdziale rozwazamy problemy dotyczace cykli Eulera, zamiast
Sciezek Eulera. Jednak wszystkie rozwigzania dotyczace uwarunkowanych cy-
kli Eulera mozna tatwo przeksztatci¢ w rozwigzania dotyczace uwarunkowanych
Sciezek Eulera. Opisujemy liniowy algorytm, ktéry dla zadanego eulerowskiego
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grafu prostego oraz zbioru $ciezek P sprawdza, czy istnieje cykl Eulera zawiera-
Jjacy kazda Sciezke ze zbioru P. Nastepnie pokazujemy dowdd NP—trudnosci tego
problemu dla multigraféw. Przedstawiamy réwniez liniowy algorytm, ktéry dla
zadanego eulerowskiego grafu prostego oraz Sciezki 7 sprawdza, czy istnieje cykl
Eulera, ktéry nie zawiera Sciezki .

3.2 Definicje

W tym rozdziale rozwazamy proste grafy skierowane oraz multigrafy skierowane,
czyli grafy z wielokrotnymi, réwnoleglymi krawgdziami. Zaktadamy, ze grafy nie
zawieraja petli (czyli krawedzi typu (u,u)) oraz izolowanych wierzchotkéw.

Fakt ([45]) Graf G jest grafem eulerowskim wtedy i tylko wtedy, gdy:

o (G jest silnie spojny, czyli dla kazdej pary wierzchotkow u,v € V, istnieje
Sciezka z u do v,

e dla kazdego wierzchotka v € V, zachodzi indeg(v) = outdeg(v).

Piszemy, ze Sciezka ' = (v, . .., v,) jest zawarta w Sciezce m = (v, . . ., Up)
jesli ciag vy, . . ., v, wystepuje jako spojny podciag w ciagu v, . . . , U, czyli ist-
nieje indeks k, 0 < k < n — p, taki, ze dla kazdego 0 < i < p mamy vg,; = v,.

Analogicznie piszemy, ze Sciezka 7' = (v, ..., v,) jest zawarta w cyklu C' =
(vo,...,vn = vo), jesli ciag vy, ..., v, wystepuje jako spéjny podciag w ciagu
Voy .oy Un-1,V0y...,Un,Vo,V1....

W niniejszym rozdziale rozwazamy trzy nastgpujace problemy:
Problem 3.1 (EulRS)

Dane: Graf eulerowski G oraz wymagana sciezka m = (v, . . ., V).
Pytanie: Czy w G istnieje cykl Eulera C, ktory zwiera mw?

Problem 3.2 (EulRMS)
Dane: Graf eulerowski G oraz zbior wymaganych sciezek P = {my, 7o, .., 7}
Pytanie: Czy w G istnieje cykl Eulera C, ktory zawiera kazdq Sciezke w; € P?

Problem 3.3 (EulFS)
Dane: Graf eulerowski G oraz zabroniona Sciezka m = (v, . . ., V).
Pytanie: Czy w G istnieje cykl Eulera C, ktory nie zwiera w?

Wszystkie powyzsze problemu sa sformutowane jako problemy decyzyjne,
jednak wszystkie algorytmy z pracy moga by¢ tatwo zmodyfikowane tak, by wy-
znaczaty cykle Eulera spetniajace sformutowane warunki.

Tabela z rysunku [3.1] zawiera podsumowanie wynikéw przedstawionych w
tym rozdziale.
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Problem Grafy proste Multigrafy
EulRS O(n) wielomianowy [38]]

O(n)
EulRMS O(n) NP-zupetny
EulFS O(n) -

Rysunek 3.1: Podsumowanie wynikéw dotyczacych ztozonosci probleméw uwa-
runkowanych cykli Eulera.

3.3 Cykle Eulera zawierajace Sciezki z zadanego
zbioru

Problem EulRS, czyli sprawdzenie, czy graf posiada cykl Eulera zawierajacy za-
dang Sciezke 7, mozna prosto rozstrzygnaé w czasie liniowym (nawet dla multi-
grafow).

Fakt Problem EulRS mozna rozwiqzac w czasie liniowym ze wzgledu na rozmiar
grafu.

Problem EulRS sprowadzamy do wyznaczania dowolnego cyklu Eulera w spe-
cjalnie skonstruowanym grafie G'. Graf G’ konstruujemy z G przez zamiang kra-
wedzi wystepujacych w 7 na pojedyncza krawedZ pomigedzy wierzchotkami sta-
nowiacymi poczatek i koniec $ciezki oraz usunigcie izolowanych wierzchotkéw.
Graf G posiada cykl Eulera zawierajacy m wtedy i tylko wtedy, gdy G’ jest grafem
eulerowskim.

Problem EulRMS, czyli sprawdzanie, czy w grafie istnieje cykl Eulera za-
wierajacy wszystkie Sciezki z zadanego zbioru jest nieznaczenie trudniejszy. W
pracy [38]] autorzy przedstawiaja wielomianowy algorytm dla tego problemu. Po-
kazemy, w jaki sposéb problem moze zostaé¢ rozwigzany w czasie liniowym w
przypadku graféw prostych, oraz dowéd NP-zupetnosci tego problemu dla mul-
tigrafow.

Twierdzenie 3.3.1 Dla grafow prostych problem EulRMS posiada rozwiqzanie
liniowe ze wzgledu na rozmiar grafu i sume dtugosci Sciezek.

Dowéd: Niech G bedzie grafem, a P = {m, ..., m} zbiorem wymaganych Scie-
zek. Pierwszy krok algorytmu polega na sprawdzeniu, czy wszystkie krawedzie
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wystepujace w Sciezkach sa krawedziami grafu G. Niech Ep» bedzie zbiorem kra-
wedzi zawartych w Sciezkach z P. Zbior Ep moze zosta¢ wyznaczony w czasie
liniowym, w tym samym czasie mozemy rowniez zweryfikowac, czy Ep C .

Kazdy cykl Eulera w grafie G daje nam pewne (cykliczne) uporzadkowanie
krawedzi, w ktérym kazda krawedZ e € F ma doktadnie jednego nastepnika i
poprzednika. Kazda ze Sciezek z P naktada na cykl dodatkowe ograniczenia —
dla §ciezki m; = (vf, vi, v, ..., v} ) nastepnikiem krawedzi (v, v}) powinna by¢
krawedz (v!, vs), krawedzi (v, v) — (vh, v%), itd.

Bardziej formalnie, niech Gg = (E, E’) bedzie grafem takim, ze (e, e2) € E’
wtedy i tylko wtedy, gdy e; = (z,y) i e2 = (y, 2), dla pewnych trzech wierzchot-
kéw z,y, z € V, oraz istnieje Sciezka m; € P taka,ze m; = (..., x,y, z,...). Graf
G zawiera petng informacj¢ o ograniczeniach nalozonych na cykl przez $ciezki
z P. Graf G'g moze zosta¢ skonstruowany w czasie O(|V| + |E| + >, |7|).
Rozwazmy cztery przypadki:

(i) Istnieje krawedZ e € FE taka, ze outdegg,(e) > 1 (lub indegg,(e) > 1).
Przyktadowo niech (e, e1), (e,e2) € E', e = (z,y), e1 = (y,21), e2 =
(y,22), 21 # 2. Poniewaz G jest grafem prostym, to nie zawiera cyklu
Eulera, ktéry zawiera jednoczes$nie Sciezki (x, y, z1) oraz (x,y, z3).

(ii) W grafie G istnieje cykl elementarny C' taki, ze |C| < |F|. Tak jak w
poprzednim przypadku dowodzi to braku rozwiazania dla grafu G i Sciezek

P.

(iii) W G istnieje cykl elementarny C'i |C| = |E|. W taki przypadku cykl C'
reprezentuje cykl Eulera w grafie G' o zadanych wtasnosciach.

(iv) Krawedzie G tworza roztaczne wierzchotkowo Sciezki elementarne. Kazda
Sciezka w G g reprezentuje ciag wierzchotkéw w G 1 moze zostaé zasta-
piona przez pojedyncza krawgdZ w . Niech G’ oznacza graf skonstru-
owany z GG przez zamiang kazdej Sciezki (usunigcie krawedzi) z G przez
pojedyncza krawedZ i usunigcie izolowanych wierzchotkéw. Graf G po-
siada cykl Eulera o zadanych ograniczeniach wtedy i tylko wtedy, gdy graf
G’ jest eulerowski.

Podsumowujac, algorytm przedstawiony na rysunku [3.2] rozwiazuje problem
EulRMS dla graféw prostych.

Wszystkie kroki powyzszego algorytmu mozna zaimplementowac tak, by ich zto-
zono$¢ czasowa byla liniowa wzgledem rozmiaru grafu oraz sumy rozmiaréw
Sciezek. Tak wiec calkowity czas dziatania algorytmu wynosi O(|E| + |V| +

Zﬂ’E’P ‘ﬂ.‘) u
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Algorytm 3.3.1: SOLVEEULRMS

Dane: prosty, eulerowski graf skierowany G = (V, E) oraz zbi6r Sciezek
P={m,...,m}

wyznacz Ep

if £p Z FE then return False

wyznacz graf G zdefiniowany w twierdzeniu

if istnieje v € V(Gp) taki, Ze outdeg(v) > 1 lub indeg(v) > 1 then
return False (przypadek (1))

else if w G istnieje cykl elementarny C taki, Ze |C| < |E| then
return False (przypadek (ii))

else if w G g istnieje cykl elementarny C' taki, ze |C| = |E| then
return True (przypadek (iii))

10 else

1 (przypadek (iv))

12 wyznacz graf G’ zdefiniowany w twierdzeniu m

o 0 NN N T R W N

13 if G’ jest grafem eulerowskim then
14 return True

15 else

16 return False

17 end

18 end

Rysunek 3.2: Algorytm rozwiazujacy problem EulRMS dla graféw prostych.

W praktycznych zastosowaniach (np. w biologii obliczeniowej) bardziej istotne
znaczenie ma problem EulRMS dla multigraféw. Udowodnimy NP-zupetnosé
problemu EulRMS dla multigraféw. W dowodzie wykorzystamy fakt, ze pro-
blem najkrotszego nadstowa (SSP — ang. Shortest Superstring Problem) jest
NP-zupeiny [20].

Problem 3.4 (SSP)
Dane: Liczba naturalna k oraz zbior stéw S = {s1, ..., s, } nad alfabetem ¥.

Pytanie: Czy istnieje stowo w o diugosci nie wigkszej niz k, ktore zawiera jako
podstowo kazde stowo s; € S.

Lemat 3.3.2 ([36]) Problem SSP jest NP—zupetny, nawet jesli wszystkie stowa
wejsciowe s; majq dtugosc 3.

Twierdzenie 3.3.3 Problem EulRMS dla multigrafow jest NP—zupetny, nawet gdy
wymagane Sciezki majq dtugosci nie wigksze od 10.
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Dowéd: Latwo zauwazyc, ze problem EulRMS jest w NP.

Pokazemy teraz wielomianowa redukcje SSP do EulRMS. Dla danego zbioru stow
S ={s1,...,8n}, |si] = l;, oraz liczby catkowitej k, naszym celem jest skonstru-
owanie instancji (G, P) problemu EulRMS, dla ktdrej istnieje pozytywna odpo-
wiedz wtedy i tylko wtedy, gdy S posiada nadstowo dtugosci co najwyzej k.
Niech G = (V, E) bedzie multigrafem skierowanym, w ktérym V' = {s, z,y} U
{c. : z € ¥}. Graf G posiada k kopii kazdej krawedzi postaci: (y,c.), (¢c.,y),
(y,cz), (cz,y) (dla z € X), oraz (z,y), (y, ), oraz doktadnie po jednej krawedzi
(s,z)1 (x,s) — zobacz rysunek [3.3]

Ca Cp
[y °

N

TN
 kopii kazdej krawedzi / O  kopii kazdej krawedzi
]
s

Rysunek 3.3: Konstrukcja grafu z dowodu NP—zupetnosci problemu EulRMS.

Dla kazdego stowa s; € S tworzymy jedna Sciezke 7;:

Ty = X, Y, Cs;[11 Y Ty Y5 Cs402]5 - - -5 Csy[1; 1], Y5 Ty Y5 Cs;[l4)

Jesli istnieje cykl Eulera C' w grafie GG i zawiera on wszystkie Sciezki z P =

{m1,..., 7}, to mozemy skonstruowac stowo 7", ktére zawiera wszystkie stowa
ze zbioru S.
Niech C' = (vg,v1,...,Un), Vg = U, = S, i niech ® bedzie nastgpujaco

zdefiniowana funkcja:

o(i) Vo jeSliv; =z v = Y, V40 € {c, 1 2 € X}
7)) =
€ w przeciwnym przypadku

Stowo 7" = ®(1)®(2), ..., P(m — 2) jest poszukiwanym nadstowem.

Multigraf G zawiera k kopii krawedzi (z,y), stad 7" ma dlugos¢ co najwyzej
k. Jesli C' zawiera Sciezke m; na pozycji j, to stowo s; wystegpuje jako prefiks
stowa ©(5)®(j + 1),...,P(m — 2). Tak wigc 7" zawiera wszystkie stowa ze
zbioru S.

W ten sam spos6b mozemy z dowolnego nadstowa 7" o dtugosci nie wigkszej
niz k i zawierajacego wszystkie stowa ze zbioru S otrzymac cykl Eulera zawiera-
jacy wszystkie $ciezki z P. |
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3.4 Cykle Eulera unikajace zabronionej Sciezki

W tym rozdziale zajmujemy si¢ negatywnymi ograniczeniami na cykle Eulera
— czyli problemem EulFS. Niestety negatywne ograniczenia sg trudniejsze w
analizie, nawet w przypadku, gdy mamy tylko jedna zabroniong Sciezke.

Warto zauwazy¢, ze negatywne ograniczenia nie sa catkowicie abstrakcyjnym
problemem. Pytanie, czy istnieje cykl Eulera nie zawierajacy zadanej Sciezki,
jest robwnowazne pytaniu, czy wszystkie cykle Eulera zawieraja zadang Sciezke.
W odniesieniu do metody SBH problem EulFS moze by¢ wykorzystywany do
badania jednoznacznos$ci odczytu.

W tym rozdziale zaktadamy, ze wszystkie krawedzie Sciezki 7 sa zawarte w
E(G). W przeciwnym przypadku problem jest trywialny.

Lemat 3.4.1 Dla grafow prostych istnieje algorytm wielomianowy rozwiqzujqcy
problem EulFS.

Dowod: Zauwazmy, ze jesli w grafie G istnieje cykle Eulera C’, ktéry nie zawiera
Sciezki 7, to istnieje wierzchotek v; (0 < i < k — 1) oraz wierzchotek © # v; o
taki, ze C' zawiera Sciezke (v;, v;11, x). Latwo mozemy odwrécié to stwierdzenie
i zauwazyC, ze jeSli w grafie prostym G istnieje cykl Eulera C’, ktéry zawiera
Sciezke (v;, Vi1, ) (x # viy2), to cykl C” nie zawiera Sciezki m. W takim ra-
zie mozemy rozwigzaé problem EulRS dla wszystkich mozliwych $ciezek postaci
(vi, Vir1, x). Jesli dla pewnej Sciezki otrzymamy odpowiedZ pozytywna, to mo-
zemy rowniez udzieli¢ odpowiedzi pozytywnej dla problemu EulF'S. W przeciw-
nym przypadku mozemy uznaé, ze kazdy cykl Eulera musi zawiera¢ Sciezke .
Poniewaz Sciezek postaci (v;, v;11,x) jest co najwyzej O(|k| - |[V]), a bez utraty
og6lnosci mozemy przyjaé, ze k < |E|, to problem EulF'S ma rozwigzanie w cza-
sie O(|E) - |V]). u

Przedstawimy teraz algorytm dziatajacy w czasie O(|V |+ | E|) i tym samym udo-
wodnimy twierdzenie:

Twierdzenie 3.4.2 Problem EulFS dla grafow prostych ma rozwiqzanie w czasie
liniowym ze wzgledu na rozmiar grafu G i dtugos¢ zabronionej Sciezki .

W dowodzie twierdzenia wykorzystamy dwa pomocnicze lematy.

Lemat 3.4.3 Niech G = (V, E) bedzie skierowanym grafem eulerowskim, a m =
(vo, ..., vx) zabroniong Sciezkq. Jesli istnieje wierzchotek v; 7 outdeg(v;) > 2,
0 <1 < k, to G posiada cykl Eulera nie zawierajqcy Sciezki .
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Dowdd: Rozwazmy cykl Eulera C” zawierajacy Sciezke m. Cykl C’ mozna zapisaé
W postaci:

!
' = <UO>--'avifl>Uian+17 L, U, T, 6 y Uiy Y, 7)

gdzie x,y # v;11, o, 3, v to podsciezki z rysunku Sciezka  jest prefiksem
cyklu.

Rysunek 3.4: Cykl C’ z dowodu lematu [3.4.3

Mozemy jednak tak zmodyfikowaé cykl C’, aby otrzymaé inny cykl Eulera C,
ktéry nie zawiera Sciezki 7. Mianowicie:

C= <U07 sy Vi1, U5, T, ﬁ y Uiy Vi1, @, V5, Y, 7>
|
Lemat 3.4.4 Niech G = (V, E) bedzie skierowanym grafem eulerowskim, a m =
(vo, - . .,vy) zabroniong Sciezkq. Jesli T jest cyklem prostym oraz istnieje wierz-

chotek v;, 0 < i < k, dla ktorego outdeg(v;) > 1, to G posiada cykl Eulera nie
zawierajqcy Sciezki .

Dowod: Rozwazmy cykl Eulera C’ zawierajacy Sciezkg 7. Cykl C” mozna zapisaé
W postaci:

Cl == <U0, ey Vi—1,04,Vig1y---,Up, & ,0;, 0, ﬁ>
Tak jak poprzednio, mozna tak zmodyfikowaé cykl C’, aby otrzymaé nowy cykl
Eulera C, ktdry nie zawiera $ciezki 7:

C = (vo,...,0i_1,0, @, 3,00, O, Vi, Vit1,...)
[ ]

Rozwazmy nastgpujacy algorytm wyznaczania cyklu Eulera w grafie zoriento-
wanym (doktadny opis oraz dowdd poprawnoSci tego algorytmu mozna odnalezé
w [45]). Ponizszy algorytm bedzie pomocny w konstrukcji algorytmu dla pro-
blemu EulFS.
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Rysunek 3.5: Cykl C’ z lematu[3.4.4]

Algorytm 3.4.1: FINDEULERCYCLE
Dane: eulerowski graf skierowany G' = (V, E) oraz drzewo rozpinajace 7'
grafu GG o ustalonym korzeniu w r € V' (krawedzie drzewa sa
skierowane w kierunku korzenia)

1C=¢ v=r

2

3 if istnieje krawed? (v, x) & C'i taka, e x # parent(v) then
4 C=CH(v,2)

5 v=1

6 else

7 C = C + (v, parent(v))
8 v = parent(v)

9 end

10 end

1 return C

Rysunek 3.6: Algorytm wyznaczania Cyklu Eulera w grafie skierowanym.

Lemat 3.4.5 Niech G = (V, E) bedzie skierowanym grafem eulerowskim, a m
zabroniongq Scieztkq m = (vy, ..., v). Jesli istniejq indeksy a,b, c takie, 7e 0 <
a <b<c<Ek outdeg(uvy) 2 oraz istnieje sciezka P z wierzchotka v. do v,
dla ktorej (V(m) NV (P)) — {va, v.} = 0, to graf G posiada cykl Eulera C, ktdry
nie zawiera Sciezki .

>
{v

Dowéd: Mozna zauwazy¢, ze w grafie GG istnieje drzewo rozpinajace o korzeniu

V4, KtOre zawiera Sciezke (Vg1 1, - . ., v, P). Jesli cykl Eulera wyznaczymy algo-
rytmem przedstawionym na rysunku [3.6] to taki cykl nie bedzie zawierat Sciezki
.

|
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’Ud:?/
Ua+1 1

Rysunek 3.7: Drzewo rozpinajace 7" z lematu [3.4.5]

Zdefiniujemy teraz funkcje¢ low(v), ktéra pozwoli na efektywne testowanie,
czy warunki lematu sg spetnione. Dla zabronionej Sciezki m = (vo, . .., vk),

low(v) = min {7 : istnieje Sciezka P z v do v;, taka, ze V(P) NV (7w) C {v,v;}}

Dla v = vy warto$¢ funkcji low(v) pozostaje niezdefiniowana. Dla v €
V(G) — {vo} wartosci funkcji low(v) mozna wyznaczy¢ w czasie liniowym ze
wzgledu na rozmiar grafu i Sciezki. Funkcje low(v) mozemy wyznaczy¢ anali-
zujac silne spdjne sktadowe grafu G’ otrzymanego z G przez zastapienie kazdego
wierzchotka v; € P przez dwa nowe wierzchotki v/ i v, przy czym wszystkie
krawedzie, ktére wczesniej wchodzity do wierzchotka v; faczymy z vﬁ”, a krawe-
dzie, ktére wychodzity z v;, zamieniamy na wychodzace z v?“*.

Opiszemy teraz algorytm dla problemu EulF'S w przypadku, gdy 7 jest Sciezka
bez powtdrzen wierzchotkéw. PézZniej pokazemy, w jaki sposob rozszerzy¢ to
rozwiazanie na dowolna Sciezke.

Jesli algorytm zwraca odpowiedZ negatywna, to graf G ma postaé przedstawiona
na rysunku [3.9] Zauwazmy, ze w takim przypadku kazdy cykl Eulera musi zawie-
ra¢ Sciezke .

Wréémy do ogdlnego przypadku, gdy 7 nie musi by¢ $ciezka prosta. Niech
cycles(m) bedzie liczba réznych cykli elementarnych w grafie rozpigtym na kra-
wedziach Sciezki 7.

Lemat 3.4.6 Niech GG bedzie skierowanym grafem eulerowskim i niech 7 bedzie
sciezkq posiadajacq nastepujqce wtasnosci:

o m={(...,v,,x,...)oraz (x,q,x) jest cyklem elementarnym
o kazdy wierzchotek v € a wystgpuje w T doktadnie raz.

Wowczas istniejq graf G' oraz Sciezka 7' i takie, Ze:
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Algorytm 3.4.2: SOLVEEULFS-SIMPLEPATH

Dane: prosty, skierowany graf eulerowski G = (V, E') oraz zabroniona
Sciezka m = (vo, ..., vg), v; # v; dlai # j.
1 if istnieje indeks i, 0 < i < k, taki, Ze outdeg(v;) > 2 then
2 return True (patrz lemat
3 else
{ dla kazdego i, 0 < i < k), outdeg(v;) <2}

4 wyznacz wartosci funkcji low(v) dla wszystkich v € V' — {wvg}

5 1=k

6 while : > 0 do

7 i' = low(v;)

8 if dla kazdego j, i < j < i, outdeg(v;) = 1 then

9 =1

10 else
{ istnieje j, 7" < j < i, outdeg(v;) = 2, zatem spelnione sa
zalozenia lematu[3.4.5] }

11 return True

end

{ graf ma posta¢ z rysunku[3.9] }
12 return False

Rysunek 3.8: Algorytm dla problemu EulFS gdy 7 jest Sciezka bez powtérzen
wierzchotkow.

P

LN N

Vo Vi

Rysunek 3.9: Sciezka z vy, do .

o cycles(m') < cycles(m),

e (G, ) posiada cykl Eulera, ktory nie zawiera T wtedy i tylko wtedy, gdy
(G', ") posiada cykl Eulera nie zawierajqcy Sciezki 7'

Dowéd: Niech G = (V,E)in = (...,a,x,21,...,2,2,b,...), gdzie o =
(x1,...,2). Graf G’ = (V' E’) definiujemy nastgpujaco:

« V' =V U,
o ' =F—{(z,2), (z,b)} U {(z,2'), (2',b)}
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Za 7' bierzemy Sciezke (...,a,x,x1,...,2;,2',b,...). Z opisanej konstrukcji
wprost wynika teza lematu. |
X X x1 ‘: ’_-xl
a x b a T o,

Rysunek 3.10: Konstrukcja grafu G’ w lemacie [3.4.6|

Wykorzystujac schemat postgpowania opisany w dowodzie lematu mozemy
usunaé wszystkie cykle z grafu rozpigtego na krawegdziach Sciezki 7. Jesli po
drodze uzyskamy cykl, w ktérym kazdy wierzchotek na stopien outdeg(v) = 1,
to stosujemy lemat [3.4.6] W przeciwnym przypadku z lematu [3.4.4] wynika, ze
mozemy zatrzymac dalsze obliczenia i odpowiedzie¢ pozytywnie.

Podsumowujac, kazda $ciezke¢ m mozemy zamieni¢ przez rGwnowazng Sciezke
7 bez powtdrzefi wierzchotkéw lub otrzymac cykl Eulera C', ktéry nie zawiera
Sciezki 7 (z lematu [3.4.4).

Z naszych dotychczasowych rozwazan otrzymujemy kompletny algorytm roz-
wiazujacy problem EulFS dla graféw prostych i dziatajacy w czasie liniowym.

Algorytm 3.4.3: SOLVEEULFS
Dane: prosty, skierowany graf eulerowski G = (V, E'), zabroniona $ciezka
= (Vo ..., V)
1 jesli istnieje wierzchotek v;, 0 < i < k, dla ktérego outdeg(v;) > 2, to
return True /* lemat[3.4.3) */
™ =mG*=G
while sciezka 7 zawiera cykl elementarny C do
niech 7 = (vg, ..., v;), C = U4, ..., p, a < b, 0raz v, = vy
if istnieje indeks i, a < i < b, outdeg(v;) > 1 then
return True /* lemat W */
else
usun cykl C' ze Sciezki 7* tak jak w dowodzie lematu
otrzymujac nowy graf G* i §ciezke m*
9 end
10 end
11 return SOLVEEULFS-SIMPLEPATH(G™, %)

e NN B A WN

Rysunek 3.11: Algorytm dla problemu EulFS dla graféw prostych.

Niestety problem EulFS w przypadku multigraféw jest trudniejszy, obecnie
nie jest znany algorytm o ztozono$ci wielomianowej dla tego przypadku.
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