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Wybrane aspekty wyceny i zabezpieczenia wyptat
w modelach rynku z czasem dyskretnym

Streszczenie

W rozprawie rozwazane sg zagadnienia wyceny i zabezpieczenia wyptat w ogol-
nym modelu rynku z czasem dyskretnym. W pierwszej czesci proponujemy formalny
opis stosowanej w praktyce metody wyceny przez analize scenariuszy. Zapropono-
wane sformutowanie jest na tyle ogélne, ze pozwala zaimplementowaé wycene dowol-
nej wyptaty przez analize scenariuszy w kazdym wolnym od arbitrazu modelu rynku
z czasem dyskretnym. Dowodzimy, ze wycena wyptaty przez analize scenariuszy pro-
wadzi zawsze do wyznaczenia pewnego procesu ceny arbitrazowej tej wyptaty. Jezeli
rynek jest niezupeiny, to srodki uzyskane ze sprzedazy wyptaty po cenie arbitrazowej
moga nie wystarczy¢ do pelnego zabezpieczenia tej wyptaty. W takiej sytuacji mozna
wyznaczy¢ efektywne zabezpieczenie wyptaty przez znalezienie minimalizujacej ry-
zyko straty strategii, ktérej warto$¢ poczatkowa nie przekracza zadanego ogranicze-
nia budzetowego. W drugiej czesci rozprawy podajemy aproksymacyjne rozwigzanie
ogoblnego zagadnienia z optymalizacji wypuktej, ktorego szczegdlnym przypadkiem
jest problem efektywnego zabezpieczenia. Stosujac podejscie aproksymacyjne, roz-
wigzujemy zaroéwno problemy efektywnego zabezpieczenia nieujemnych wyptat dla
ktorych istnieje petne zabezpieczenie, jak i zagadnienie efektywnego zabezpieczenia
nieujemnych wyptat, dla ktorych nie istnieje pelne zabezpieczenie. Problem efek-
tywnego zabezpieczenia tych ostatnich wyptat nie byt dotychczas rozpatrywany w
literaturze i nie mozna go rozwiazac¢ stosowanymi dotad technikami.

Stowa kluczowe:
model rynku z czasem dyskretnym, rynek niezupelny, wycena, wyptata, zabezpie-
czenie, efektywne zabezpieczenie, wypukte zabezpieczenie, miara martyngatowa, po-
dejscie Neymana-Pearsona, wypukte miary ryzyka, dualnos¢ Fenchela
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Some aspects of pricing and hedging of contingent
claims in discrete time financial market models

Abstract

We consider a problem of pricing and hedging of contingent claims in a general
discrete time financial market model. Motivated by scenario analysis approaches
to pricing used in practice we propose a formal description of a pricing method
we call scenario analysis pricing. Generality of our formulation allows implementa-
tion of scenario analysis pricing in any arbitrage-free market model. We show that
scenario analysis pricing of a contingent claim always yields some arbitrage price
process of this claim. In the case of an incomplete market model money obtained
from selling contingent claim at arbitrage price may not be sufficient to construct a
superreplicating strategy. In this case one may construct efficient hedging by finding
risk minimizing strategy whose initial value satisfies given budget constraint. In the
second part of the dissertation we provide an approximative solution to some co-
nvex optimization problem, the particular case of which is efficient hedging problem.
Using approximation approach, we provide solution to problem of efficient hedging
of superreplicable contingent claims as well as efficient hedging of nonnegative con-
tingent claims for which perfect hedging is not possible. Efficient hedging of such
contingent claims has not been considered in the literature and it cannot be solved
by techniques known so far.

Key words:

discrete time financial market model, incomplete market, pricing, contingent
claim, hedging, efficient hedging, convex hedging, martingale measure, Neyman-
Pearson approach, convex measures of risk, Fenchel duality

AMS Mathematical Subject Classification 2010

46N10, 49K35, 60G42, 91B24, 91B28, 91B30, 91B70



Spis tresci

Wprowadzenie 8
1 Pojecia wstepne. Model rynku. Miary ryzyka 12
1.1 Opismodelurynku. .. ... ... .. ... .. ... 12
1.1.1 Konwencje i oznaczenia. . . . . . . . . . .. ... 12
1.1.2  Model rynku z czasem dyskretnym . . . .. ... ... ... ... 12
1.2 Miary ryzyka . . . ... 18
2 Wpycena wyplat przez analize scenariuszy 19
2.1 Przykltad wyceny przy zastosowaniu analizy scenariuszy . .. ... .. 22
2.2 Z- warunkowa warto$¢ oczekiwana . . . ... ... ... 28
2.3 Procesy Z-usrednienia zmiennych losowych i ich wtasnosci . . . . . .. 40
2.4 Wycena wyplat przez analize scenariuszy w ogélnym modelu rynku
z czasem dyskretnym . . ... ..o Lo 48
3 Efektywne zabezpieczenie 62
3.1 Sformutowanie problemu i metoda rozwigzania . . . .. ... ... ... 64
3.2 Przyktad problemu nie majacego rozwigzania za pomoca istniejacych
metod . .. 66
3.3 (75, B, G, 3)-problem pierwotny i jego rozwiazanie . . ... ... .. .. 71
3.4 Ogélny problem statyczny . . .. ... ... ... .. ... .. .. ... 76
3.5 Wypukte zabezpieczenie. . . . . . ... ... ... L 85
3.5.1 Problem statyczny, jako szczegdlny przypadek ogdlnego pro-
blemu statycznego . . . . . ... oL 85
3.5.2  Wypukle zabezpieczenia wyptat, dla ktorych istnieje super-
hedging . . . . . . . ... 89
3.5.3 Wypukte zabezpieczenie wyptat, dla ktorych nie istnieje su-
perhedging . . . . .. ... 94
A Wyniki z analizy funkcjonalnej i teorii dualno$ci 103
A.1 Lokalnie wypukte przestrzenie liniowo-topologiczne . . . ... ... .. 103
A.2 Analiza wypukta . . . ... ... ... 104
B Wpyniki z analizy stochastycznej 108
B.1 Zmienne losowe o wartosciach wR . . . . .. ... .. 108
B.2 Inne wyniki . . . .. .. ... 118



C Dowody twierdzen dotyczacych (P, B, G, §)-problemu pierwotnego 120

C.1 Wyniki pomocnicze . . . .. .. ... .. 120
C.2 Dowody rezultatow z rozdziatu 3.3 . . ... ... ... ... .. ... .. 121
D Indeks oznaczen 131
Bibliografia 134



Throughout most of the history of stock markets - about 200 years in
the United States and even longer in some European countries - it never
occurred to anyone to define risk with a number. Stocks were risky and
some were riskier than others, and people let it go at that. Risk was
in the gut, not in the numbers. For aggressive investors, the goal was
simply to maximize return; the faint-hearted were content with savings
accounts and high-grade long-term bonds.

P.L. Bernstein, Against the Gods: the remarkable story of risk (New
York, 1996), p. 247.

In one respect, the result of such an ambitious undertaking (Basel II)
was probably predictable. The process has generated a product of vast
complexity - putting to shame the US Internal Revenue Code, long the
World’s record holder for complexity. Thousands of pages of task force
and working group papers, years in the making, have given rise to hun-
dreds of pages of rules, guidelines, and standards saturated with arcane
mathematical formulae. They’'re not written by or for bankers - or for
that matter, by or for conventional bank examiners. They're written for
mathematicians and economists - 'quants’.

John D. Hawke, Jr. (March 3, 2003) Comptroller of the Currency



Wprowadzenie

W niniejszej pracy rozwazamy zagadnienia wyceny i zabezpieczenia wyptat w wol-
nych od arbitrazu modelach rynku z czasem dyskretnym 7 ={0,1,...,T}, T € N.
Problemy te zostaly w peini rozwigzane w zupetlnych modelach rynku, w ktoérych
przypadku dla dowolnej wyptaty istnieje strategia replikujaca, zas proces ceny jest
jednoznacznie wyznaczony. Zupelne modele rynku stanowia szczegolng klase obej-
mujaca pewne modele, ktore mozna zrealizowaé na skonczonej przestrzeni probabi-
listycznej (patrz tw. 1.1.28). Rozwéj rynkéw finansowych motywuje konstruowanie
bardziej ztozonych modeli, ktore na ogét nie beda zupelne. W modelach rynku skon-
struowanych na bezatomowej przestrzeni probabilistycznej, a nawet w wielu skon-
czonych modelach (przyktad w podrozdziale 2.1) mozna wskaza¢ wyptaty nieosia-
galne, tzn. takie, ktorych nie mozna zabezpieczy¢. 7Z fundamentalnego twierdzenia
matematyki finansowej (tw. 1.1.11) wynika, ze dowolny proces ceny arbitrazowej wy-
ptaty X jest P*-martyngatem wzgledem pewnej miary martyngatowej P* takiej, ze
X e LY(P*). W zwiazku z tym w niektérych pracach zagadnienie wyceny wyptaty X
formutuje sie jako problem wyboru tzw. miary wyceniajacej, tzn. pewnej miary mar-
tyngatowej, wzgledem ktérej wyptata X jest catkowalna. W pracy [10] konstruuje sie
tzw. minimalna miare martyngatowa. Otrzymany w oparciu o te miare proces ceny
arbitrazowej wyptaty jest procesem wartosci uogdlnionej strategii, ktéra lokalnie
minimalizuje ryzyko (patrz. przyktad 2.4.11). Frittelli [25] argumentuje, ze dobrym
kandydatem na miara wyceniajaca jest miara martyngatowa o minimalnej entro-
pii wzgledem P. W innej pracy [51], Schél konstruuje gestos¢ miary wyceniajace;
wzgledem P przy pomocy procesu wartosci strategii maksymalizujacej oczekiwana
uzytecznosc.

Zagadnienie wyceny jest $cisle powigzane z problemem zabezpieczenia. W zwigzku
z tym, ze dla wyplat nieosiagalnych nie jest mozliwe pelne zabezpieczenie, czyli
replikacja, rozwaza sie inne formy zabezpieczania. Klasycznym zagadnieniem jest
superhedging wyptat, ktorego istota jest znalezienie strategii inwestycyjnej, ktorej
wartos¢ koncowa jest zmienna losowa nie mniejsza od wyptaty P-p.n. Jeden z naj-
ogoblniejszych wynikéw pochodzi od Stettnera [54], ktory scharakteryzowal superhed-
ging wyplat, ktorych czesé¢ ujemna jest catkowalna wzgledem wszystkich miar mar-
tyngatowych. Z praktycznego punktu widzenia superhedging wyptat posiada dwie
stabosci:

e koszt superreplikacji pewnych wyptat jest zbyt wysoki [26],

e dla pewnych kontraktow nie istnieje superhedging (przyktad 3.5.13).



Wynika stad naturalna motywacja, by rozwaza¢ problem zabezpieczenia wyplat za
pomoca strategii, ktore mozna skonstruowaé w oparciu o srodki uzyskane ze sprze-
dazy wyptaty po pewnej cenie arbitrazowej. W literaturze rozpatrywano rézne sfor-
mulowania tego zagadnienia. Do najwazniejszych naleza podejscia symetryczne: qu-
adratic hedging [10], mean-variance hedging [41] oraz asymetryczne: zabezpieczenie
kwantylowe [20] i efektywne [21], [44], [45], [49], [50]. Szczegbtowy przeglad literatury
wraz z opisem najwazniejszych uzyskanych wynikéow zamieszczamy we wprowadze-
niu do rozdziatu 3.

Niniejsza praca sktada si¢ z dwoch czedci. W pierwszej czesci formutujemy mate-
matyczny opis metody wyceny wyplat przez analize scenariuszy. Analiza scenariuszy
nalezy do waznych technik uzywanych w finansach do oceny wartosci obarczonych
niepewnoscig pozycji. Metody uzywane do analizowania scenariuszy pozwalaja na
duza elastycznos¢ w wyborze rozpatrywanych przysztych zmian czynnikéow ryzyka
wplywajacych na wartos¢ kontraktéw. Sa réwniez przydatne w wycenie egzotycz-
nych instrumentéw pochodnych, dla ktérych nie ma jawnych wzoréw na cene oraz
znajduja naturalne zastosowanie w inzynierii biznesowej (ang. business engineering)
[37], [38], [40]. Doktadniejsza charakterystyke metod analizy scenariuszy podajemy
we wprowadzeniu do rozdziatu 2. W drugiej czesci pracy prezentujemy nowe wyniki
dotyczace problemu efektywnego zabezpieczenia. Wprowadzamy technike aproksy-
macyjng, za pomocg ktorej dowodzimy twierdzenia o istnieniu i postaci rozwigzania
problemu zabezpieczenia nieujemnej, catkowalnej wyptaty wzgledem wypuktej pot-
ciggtej z dotu miary ryzyka, ktora jest ciggla i skonczona w co najmniej jednym
punkcie. Dodatkowo, bazujac na rozwinietym podejsciu aproksymacyjnym dowie-
dziemy twierdzenia o istnieniu i postaci rozwiazania zagadnienia wypuktego zabez-
pieczenia wzgledem miar ryzyka z ostabionym warunkiem ciggtosci.

Przedstawimy teraz najwazniejsze rezultaty tej pracy.

1. Charakteryzacja Z-warunkowych wartosci oczekiwanych dowolnych zmiennych
losowych.

Najwazniejszym rezultatem jest twierdzenie 2.2.20 poswiecone istnieniu, jednoznacz-
nosci i postaci Z-warunkowej wartosci oczekiwanej dowolnej dobrze okreslonej zmien-
nej losowej. Pojecie Z-warunkowej wartosci oczekiwanej odgrywa kluczowa role w
sformutowaniu metody wyceny wyptat przez analiz¢ scenariuszy.

2. Matematyczny opis metody wyceny wyptat przez analize scenariuszy.
Wprowadzamy pojecia: ciggu reprezentujacego subiektywne prognozy i schematu
wyceny oraz okreslamy co oznacza, ze schemat wycenia wyptate przez analize sce-
nariuszy. Dowodzimy, ze dowolny schemat wyceny Z wyznacza pewng miare mar-
tyngatowa Py (z) (tw. 2.4.9). W twierdzeniu 2.4.10 podajemy warunek konieczny i
wystarczajacy na to, by ciag reprezentujacy subiektywne prognozy byt schematem
wyceny. Nastepnie rozwazamy problem: dla dowolnej ustalonej wyptaty X wskazac
schematy dopuszczalne dla wyceny X tzn. takie, ktére pozwalaja wyceni¢ X przez
analize scenariuszy. Jezeli schemat wyceny Z wycenia X, to otrzymany proces ceny
nazywamy procesem ceny X zgodnym z Z. W stwierdzeniu 2.4.17 podajemy warunek
wystarczajacy na to, by cigg reprezentujacy subiektywne prognozy byt schematem
dopuszczalnym dla wyceny X i przy tym warunku wyznaczamy wzor na proces ceny



X zgodny z tym ciggiem. Gléwnym wynikiem jest tw. 2.4.20, w ktorym dowodzimy,
ze proces ceny X zgodny z Z jest Py (zy-martyngatem wtedy i tylko wtedy, gdy Z
jest schematem dopuszczalnym dla wyceny X oraz X i Py (z) majg tower property
wzgledem F,_1 1 Fy dlat=1,...,T (patrz def. 2.4.18).

3. Nowy opis procesoéw ceny arbitrazowej dowolnej wyptaty.

Dowodzimy, ze dowolny proces ceny arbitrazowej dowolnej wyptaty mozna otrzymac
metoda wyceny przez analize scenariuszy (tw. 2.4.21). Wycene wyplaty przez analize
scenariuszy mozna nazwac¢ ,podejsciem lokalnym”: wybieramy zdarzenia i dla nich
okreslamy reguty wyceny w taki sposéb, by w oparciu o te regulty otrzymac proces
ceny arbitrazowej wyptaty. Jest to procedura alternatywna dla bezposredniego wy-
boru miary wyceniajacej, ktéry mozna okresli¢c mianem ,globalnego podejscia”do
wyceny.

4. Nowe wyniki w optymalizacji wypuktlej.

W podrozdziale 3.3 formutujemy zagadnienie optymalizacyjne, ktorego szczegdlnym
przypadkiem jest problem statyczny rozwazany podczas rozwigzywania zagadnienia
efektywnego zabezpieczenia. Zaprezentowana metoda rozwigzania uogélnia podej-
Scie [49].

5. Nowe podejscie do rozwigzania zagadnien efektywnego zabezpieczenia.

W dowodzie twierdzenia 3.4.8 zastosowano aproksymacyjna technike, ktora pozwala
rozwigzywaé problemy efektywnego zabezpieczenia przy zalozeniach stabszych niz
te, ktore przyjmowano dotychczas w literaturze. W podrozdziatach 3.2 oraz 3.5.3 po-
dajemy przyktady zagadnien, ktorych nie mozna rozwigzaé¢ za pomocy istniejacych
metod i jednoczesnie demonstrujemy, jak rozwigzac¢ te problemy, stosujac podejscie
aproksymacyjne.

6. Nowe wyniki dotyczace problemu efektywnego zabezpieczenia.

Metoda zastosowana w dowodzie twierdzenia 3.4.8 pozwala wskazaé postaé¢ efek-
tywnego zabezpieczenia wyplat, dla ktérych nie istnieje superhedging (tw. 3.5.12).
Problem efektywnego zabezpieczenia tych ostatnich wyptat nie byt dotychczas roz-
patrywany w literaturze i nie mozna go rozwiaza¢ stosowanymi dotad technikami.
Nalezy podkresli¢, ze za rozpatrywaniem problemu efektywnego zabezpieczenia wy-
ptat, dla ktorych nie istnieje superhedging stoi naturalna i bardzo silng motywacja
ekonomiczng: wobec braku superreplikacji, sprzedajacy wskazuje strategie inwesty-
cyjna, ktora minimalizuje ryzyko straty mierzone za pomoca wypuktej miary ryzyka
p. Wypukte miary ryzyka stanowig szeroka klas¢ obejmujaca m.in. koherentne miary
ryzyka, ktérych pozadane z perspektywy oceny ryzyka wtasnosci wskazano m.in. w
pionierskich pracach [2], [3]. Z drugiej strony nalezy zwrdcié uwage na znaczenie
wyniku dla modelowania rynkéw finansowych. Dotychczas rozpatrujac problem wy-
ceny w zaawansowanych modelach rynku budowanych na bezatomowych przestrze-
niach probabilistycznych, zaktadano, ze kres gérny wartosci oczekiwanych wyptaty
wzgledem wszystkich miar martyngatowych jest skoniczony, co istotnie zaweza klase
wyptat, dla ktorych mozna byto rozwigzaé problem efektywnego zabezpieczenia. Po-
nadto wyniki dotyczace efektywnego zabezpieczenia [49] uzyskano przy zalozeniu,
ze miara ryzyka jest ciggta i skonczona w co najmniej jednym punkcie. Zatozenie
to moze wydawac sie naturalne, ale jest istotnie ograniczajace. W podrozdziale 3.2
podamy elementarng konstrukcje wypuklej, potcigglej z dotu miary ryzyka na L',
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dla ktorej to zalozenie nie jest spetnione. Rozwinigete w pracy podejécie aproksyma-
cyjne pozwala ostabi¢ warunek ciggtosci i tym samym rozszerzy¢ klase miar ryzyka,
dla ktérych mozna rozwiazaé problem efektywnego zabezpieczenia (tw. 3.5.14).
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Rozdziat 1

Pojecia wstepne. Model rynku.
Miary ryzyka

1.1 Opis modelu rynku

W tym rozdziale podamy definicje modelu rynku, wprowadzimy podstawowe pojecia
i wyniki opisujace wtasnosci rynkéw z czasem dyskretnym. Zaczniemy od konwencji
i oznaczen, ktére beda uzywane w tej rozprawie.

1.1.1 Konwencje i oznaczenia

Zaktadamy, ze 0 nie nalezy do zbioru liczb naturalnych N. Bedziemy rozpatrywac
rynki ze skoniczonym horyzontem czasowym 7' € N zbudowane na pewnej przestrzeni
probabilistycznej (2, F,P). Przez P (odp. P.) oznaczaé bedziemy zbiér miar proba-
bilistycznych absolutnie ciagtych wzgledem (odp. réwnowaznych) P. Ponadto przez
Py oznaczaé¢ bedziemy zbiér miar probabilistycznych absolutnie ciggtych wzgledem
P o gestosciach ograniczonych. Procesy stochastyczne beda indeksowane zbiorem
T ={0,1,...,T}. Ponadto dla i € T przez T; oznacza¢ bedziemy zbiér T \ {i}. Dla
X =(X%...,X™m), Y =(Y° ..., Y™) bedacych dowolnymi procesami o wartosciach
w R™*! przez XY bedziemy oznaczaé proces taki, ze XY, = Z?:o thYtj dlateT.
Nieréwnosci miedzy zmiennymi losowymi sa rozumiane P-p.n.; o ile nie napisano
inaczej. Przyjmujemy standardowo, ze inf @ = oo oraz sup @ = —oo.

1.1.2 Model rynku z czasem dyskretnym

Niech (€2, F,P) bedzie ogdlna przestrzenia probabilistyczng z filtracja F = (F;)ser,
gdzie T ={0,1,...,T} dla pewnego T € N. Niech k € N bedzie dowolne oraz niech
S = (Sy)ter bedzie adaptowanym procesem stochastycznym takim, ze

S=(S°8..., 8%,
przy czym SO =1.

Proces S interpretujemy jako zdyskontowany proces cen instrumentéw podstawo-
wych rynku, np. akcji. Przy takiej interpretacji moglibySmy w definicji zadaé, by
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S byt nieujemny, co jest zalozeniem czesto przyjmowanym w literaturze (np. [22],
(28], [43]). W wielu innych pracach [29], [30], [54], [55], [58] rozpatruje si¢ rynki z
procesami cen, ktére moga przyjmowaé¢ wartosci ujemne. My rowniez nie bedziemy
zaktadac¢ nieujemnosci proceséw cen, gdyz w dalszej czesci pracy bedziemy rozpa-
trywac zagadnienie wyceny wyptat i rynki z procesem S rozszerzonym o procesy cen
wyptat. Jezeli wyptata nie bedzie nieujemna, to proces jej ceny réwniez nie bedzie
nieujemny. Wiec, aby w takiej sytuacji mie¢ mozliwos¢ uzywania pojecia modelu
rynku musimy dopuscié¢, by ceny instrumentéow podstawowych mogty przyjmowac
wartosci ujemne.

Proces S traktujemy jako numerdire - instrument finansowy, w ktérego jednostkach
wyrazane sg ceny pozostalych aktywow.

DEFINICJA 1.1.1. Powiemy, ze F-prognozowalny proces & o wartosSciach w R¥+! jest
strategiq samofinansujgcq, jezeli .15y = Sy dla t = 0,1,...,T — 1. Zbior strategii
samofinansujgcych bedziemy oznaczac przez ®.

Dla & = (&)wr € ®, gdzie & = (€9,...,€F), zmienna losowa & oznacza liczbe
jednostek j-tego instrumentu podstawowego, ktére inwestor posiada w okresie inwe-
stycyjnym od chwili ¢ — 1 do t.

DEFINICJA 1.1.2. Modelem rynku M bedziemy nazywaé pare (S, ®) = M.

Przyjeta przez nas definicja modelu rynku jest bardzo ogdlna i obejmuje wiele
modeli rynku rozpatrywanych w literaturze. Oto kilka przyktadow.

PRZYKEAD 1.1.3. Dla ustalonego 7' € N oraz ¢ > 0 niech (U;)L, bedzie ciagiem
niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie uy,({€°}) = 1 - uy,({e?}) € (0,1).
Definiujemy proces S = (59, S1) w sposob nastepujacy: S° = 1 oraz S} = s9 > 0 i
St=8t U dlat=1,...,T. Niech F bedzie filtracja generowana przez proces S oraz
niech ® oznacza zbior strategii samofinansujgcych o wartosciach w R2. Wowczas
M = (S, ®) jest modelem CRR (patrz, np. [29], rozdzial 2.3). O

PRzYKEAD 1.1.4. Dla ustalonego T € N niech (W;)L, bedzie ciagiem niezaleznych
zmiennych losowych o rozktadzie N'(0,1). Ustalmy ponadto liczby so > 0 oraz o > 0.
Definiujemy proces S = (S°,S') w sposéb nastepujacy: S° =1 oraz

Sl — 807 gdy t = 07
¢ St exp(cW,), edy 0<t<T.

Niech F bedzie filtracja generowana przez proces S oraz niech ® oznacza zbior stra-
tegii samofinansujacych o warto$ciach w R?. Wowcezas M = (S, ®) jest modelem
rynku, ktory jest dyskretnym odpowiednikiem modelu Blacka-Scholesa. O

PRzYKEAD 1.1.5. Dla ustalonego T € N niech (W;)L, bedzie ciagiem niezaleznych
zmiennych losowych o rozktadzie N'(0,1) oraz niech (X;)L, bedzie ciagiem nieza-
leznych zmiennych losowych o rozktadzie N (0,2?) dla pewnego v > 0. Zalézmy, ze
dla dowolnych s,t € T zmienne losowe Wy i X; sg niezalezne. Ustalmy liczby sq > 0,
o> 0 oraz ¢ € (-1,1) i v € R. Definiujemy proces o = (0;)L, w sposéb nastepujacy

I gdy t =0,
. af’_lexp(er%Xt) gdy 0<t<T

13



oraz proces S = (SY,S1) w sposob nastepujacy: SY =1 oraz

Sl — S0 gdy L= 07
t St exp(oW,) gdy 0<t<T,

Niech I bedzie filtracja generowana przez proces S oraz niech ® oznacza zbidr stra-
tegii samofinansujacych o wartosciach w R?2. Woéwczas M = (S, P) jest modelem
rynku typu auto regressive stochastic volatility (ARSV) [9]. O

PrzyKrAD 1.1.6. Dla ustalonego T' € N niech (R;):7; jest ciagiem niezaleznych
zmiennych losowych o jednakowym rozkladzie. Zatézmy, ze Ry € L%(Q2, F,IP) oraz
Ry > =1 P-p.n. Ustalmy liczbe sg > 0. Definiujemy proces S = (S°,S!) w sposéb
nastepujacy: S° = 1 oraz S} = so, S} = So 11 (1 + R;) dla t € Tg. Niech F bedzie
filtracja generowang przez proces S oraz niech ® oznacza zbiér strategii samofinan-
sujacych o warto$ciach w R2. Wéwezas M = (S, @) jest modelem rynku, dla ktérego
rozwaza si¢ zagadnienie lokalnej minimalizacji ryzyka ([22], rozdzial 10.1).

DEFINICIA 1.1.7. Wartoscig strategii & € ® w chwili t nazwiemy zmienng losowq
Vi(€) =68, = Y8 €St Proces V(&) = (Vi(€))er bedziemy nazwaé procesem warto-
sci (bogactwa) strategii €.

Warunek samofinansowania zapewnia, ze proces wartosci strategii ulega zmia-
nie jedynie na skutek zmian cen aktywow handlowanych na rynku. W szczegoélno-
sci, jezeli & € @, to dla kazdej chwili ¢ € 7r inwestor zmienia swoja pozycje & na
&1 bez konsumpcji i doptywu kapitatu z zewnatrz. (o strategiach konsumpcyjno-
inwestycyjnych mozna poczytaé¢ np. w rozdziale 6 w [46]). Okazuje sie, ze strategia
samofinansujaca jest wyznaczona przez dowolny prognozowalny proces o wartosciach
w RF i liczbe z interpretowang jako bogactwo poczatkowe.

STWIERDZENIE 1.1.8 ([22], uw. 5.8). Dla dowolnego prognozowalnego procesu (&1, ... &)
oraz dowolnego rzeczywistego x istnieje jednoznacznie wyznaczony prognozowalny
proces 0 taki, ze proces £ = (£0,&Y, ... &F) jest strategig samofinansujgeq o bogac-
tune poczgtkowym x.

Podstawowym zadaniem, jakie stawia sie wobec modelu rynku finansowego jest
wtlasnos$¢ braku arbitrazu, ktéra gwarantuje, ze na rynku nie istnieje mozliwos¢ uzy-
skania zysku bez ryzyka.

DEFINICJA 1.1.9. Strategie £ € ® nazywamy arbitrazem (moZliwoscig arbitrazu, stra-
tegiq arbitrazowq), jezeli Vo(§) =0, Vr(€) >0 oraz P(Vp(£) >0) > 0.

Przyjmiemy ponizsze zalozenie.
Model rynku M jest wolny od arbitrazu. (NA)
7 wtasnoécig braku arbitrazu zwigzane jest wazne pojecie.

DEeFINICJA 1.1.10. Miarg martyngatowq nazwiemy dowolng miare probabilistyczng
rownowazng P, wzgledem ktorej proces S jest martyngatem. Zbior miar martyngato-
wych w modelu rynku M bedziemy oznaczaé przez P(M).
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W 1990 roku Dalang, Morton, Willinger [14] udowodnili tzw. pierwsze funda-
mentalne twierdzenie matematyki finansowej, ktére formutujemy ponizej.

TWIERDZENIE 1.1.11. (NA) < P(M) # @.
Ponadto, jezeli zachodzi jeden z powyzszych réownowaznych warunkow, to istnieje
miara martyngatowa P* taka, Ze % € Lee.

Podamy jeszcze jedng wersje pierwszego fundamentalnego twierdzenia matema-
tyki finansowej pochodzaca oryginalnie od Rogersa, w sformutowaniu wynikajacym
z pracy [58].

TWIERDZENIE 1.1.12 ([58], tw. 1.2). Nastepujace warunki sq réwnowazne:

1) (NA).

2) P(M) # 2.

3) Dla dowolnej wyplaty X istnieje miara martyngatowa Q taka, ze max{1, |X|}% €
L.

Szczegblnie wazna bedzie dla nas implikacja 1) = 3), z ktérej wynika, ze w
wolnym od arbitrazu modelu rynku dla dowolnej wyptaty X istnieje miara martyn-
galowa o gestosci ograniczonej, wzgledem ktérej X jest catkowalna.

Jednym z podstawowych zagadnien matematyki finansowej sg problemy wyceny
i zabezpieczenia wyptat.

DEFINICIA 1.1.13. Wyplatg (europejskq) nazwiemy dowolng F-mierzalng zmienng
losowq rzeczywistq.

Poniewaz w tej pracy bedziemy rozwaza¢ wytacznie wyplaty europejskie, be-
dziemy nazywac je po prostu wyptatami. Wycena wyptaty X polega na przypo-
rzadkowaniu jej dowolnego procesu adaptowanego H takiego, ze nie istnieje arbitraz
na rynku rozszerzonym o proces H.

DEeFINICJA 1.1.14. Niech X bedzie dowolng wyplatqg. Proces adaptowany H na-
zwiemy procesem ceny arbitrazowej X, jezeli Hr = X oraz nie istnieje arbitraz
na rynku rozszerzonym o proces H, zdefiniowanym jako M' = (S',®"), gdzie S' =
(S,H), a ® jest zbiorem strategii samofinansujgcych o wartosciach w R¥*2. Zbiér
procesow ceny arbitrazowej wyplaty X bedziemy oznaczaé przez Z(X).

DEFINICJA 1.1.15. Niech X bedzie dowolng wyplatq. Liczbe x nazwiemy ceng arbi-
trazowq X, jezeli istnieje proces H € =(X) taki, ze Hy = x. Zbidr cen arbitrazowych

wyplaty X bedziemy oznaczaé przez Zo(X).

Z implikacji 1) = 3) w twierdzeniu 1.1.12 wynika, ze zbiér cen arbitrazowych
dowolnej wyptaty jest niepusty.

TWIERDZENIE 1.1.16. Niech X bedzie dowolng wyplatq. Wowczas Zo(X) + @.
Bez dowodu podamy charakteryzacje zbioru cen arbitrazowych dowolnej wy-

platy.
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TWIERDZENIE 1.1.17. Niech X bedzie dowolng wyptatq. Wowczas
Eo(X)={EpX : P* e P(M) i X € L'(P*)}. (1.1)

Dowod powyzszego twierdzenia pomijamy, gdyz przebiega on analogicznie do
dowodu tw. 5.30 z monografii [22].
W sposéb naturalny uogdlnimy pojecie ceny arbitrazowe;j.

DEFINICJA 1.1.18. Niech X bedzie dowolng wyptatq. Fi-mierzalng zmienng losowg
Y nazwiemy ceng arbitrazowg X w chwili t, jezeli istnieje proces H € Z(X) taki,
ze Hy =Y. Zbior cen arbitrazowych wyptaty X w chwili t bedziemy oznaczaé przez
=0(X).

UwAcA 1.1.19. Niech X bedzie dowolng wyplatq.

1. Cena arbitrazowa X w chwili O jest ceng arbitrazowg X .

2. Nie jest prawdqg nastepujgca implikacja: jezeli dla kazdego t € T zmienna losowa
Y, jest ceng arbitrazowg X w chwili t, to proces Y = (Y;)wr jest procesem ceny
arbitrazowej X .

DowOD
1. Oczywiste.
2. Patrz przyktad w podrozdziale 2.1. O

TWIERDZENIE 1.1.20.
E(X)={M=(My)er : My=FEp:(X|F) : P eP(M)iXe Ll(IP’*)}.

Dowdd pomijamy, gdyz przebiega on analogicznie do dowodu tw. 5.30 z mono-
grafii [22]. Wazna rodzing wyptat stanowia wyplaty osiagalne.

DErINICIA 1.1.21. Wyplate X nazwiemy osiggalng, jezeli istnieje strategia & € P
taka, ze Vp(§) = X. Dowolng strategie o tej wlasnosci nazwiemy strategiq replikujgcq
X.

Korzystajac z zatozenia o braku arbitrazu mozna tatwo pokazaé¢ ponizszy fakt.

STWIERDZENIE 1.1.22. Jezeli X jest wyplatq osiggalng, to proces ceny arbitrazo-
wej X jest jednoznacznie wyznaczony i rowny procesowt wartosci dowolnej strategii
replikujgce; X . Wowczas proces ten bedziemy oznaczaé przez II(X).

7 powyzszego stwierdzenia oraz z twierdzenia 1.1.20 dostajemy

WNIOSEK 1.1.23. Niech X bedzie wyplatq osiggalng oraz niech P* bedzie dowolng
miarg martyngatowq takg, ze X € L1(P*). Wowczas proces M = (M )yt zdefiniowany
wzorem

Mt = E]p* (le;g) dla t € T

jest procesem ceny arbitrazowe) X.
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W modelach rynku z czasem dyskretnym zachodzi wazna charakteryzacja wyptat
osiagalnych.

TWIERDZENIE 1.1.24 ([58], tw. 1.1). Dla dowolnej wyplaty X réwnowazne sq wa-
runki:

1) X =Vr(&) dla pewnego & € @ takiego, ze Vo(&) = xy.

2) Ep«X =z dla kazdego P* € P(M) takiego, ze X € L1 (P*).

Jezeli wyptata jest osiagalna, to sprzedajacy te wyptate po cenie arbitrazowej
moze zabezpieczy¢ swojg pozycje konstruujac strategie replikujaca. Zabezpieczenie
wyptat, ktére nie sa osiagalne stanowi jeden z podstawowych probleméw matematyki
finansowej. W literaturze rozpatruje sie m.in. superhedging, quadratic hedging oraz
zabezpieczenie kwantylowe i efektywne.

DEFINICIA 1.1.25. Powiemy, zZe dla wyplaty X istnieje superhedging, jezeli istnieje
strategia & € ® taka, ze Vr(§) > X P - pmn. Dowolng strategic o tej wlasnosci
nazwiemy strategiq superreplikujgcg X .

Zachodzi wazne

TWIERDZENIE 1.1.26 ([30], tw. 3.2). Zalézmy, zZe dla wyplaty X spelniony jest wa-
runek
Ep+ X~ < o0 dla kazdej miary P* € P(M).

Wowczas dla wyptaty X istnieje superhedging wtedy 1 tylko wtedy, gdy

sup  FEp+ X < 0.
P*eP (M)

W rozdziale 3 przedstawimy nowe wyniki dotyczace efektywnego zabezpieczenia.
W dowodach skorzystamy z powyzszego twierdzenia.
Na koniec wprowadzimy pojecie rynku zupelego.

DEFINICIA 1.1.27. Model rynku M nazwiemy zupetnym, jezeli dowolna wyplata jest
osiggalna. Model rynku, ktory nie jest zupelny bedziemy nazywaé niezupelnym.

Podamy teraz charakteryzacje modeli zupetnych

TWIERDZENIE 1.1.28.

1.Jezeli model rynku jest zupelny, to liczba atomdéw przestrzeni (2, F,P) nie prze-
kracza (k+1)T.

2. W szczegolnosci na to, by rynek byt zupelny wystarcza, ze kazda ograniczona wy-
plata jest osiggalna.

Follmer i Schied dowodza powyzszego twierdzenia ([22], tw. 5.38), definiujac
wczedniej wyplaty, jako nieujemne zmienne losowe. Z dowodu wynika, ze powyzsza
charakteryzacja rynkéw zupelnych jest prawdziwa réwniez w sytuacji, gdy wypta-
tami sa dowolne zmienne losowe.
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1.2 Miary ryzyka
Ustalmy dowolne p € [1, 00].

DEFINICJA 1.2.1.

a) Powiemy, Ze funkcja p: LP - Ru {0} jest wypuklq miarg ryzyka, jezeli:

1. p(X) < p(Y) dla dowolnych X, Y € LP t. z2e X > Y,

2. p(X +¢) =p(X) - ¢ dla dowolnego X € LP oraz c € R,

3. p(AX +(1-N)Y) < Xp(X) + (1 =N)p(Y) dla dowolnych X,Y € LP oraz A € [0,1].
b) Powiemy, ze funkcja p : LP - Ru {oo} jest koherentng miarg ryzyka, jezeli p
spetnia warunki 1 1 2 oraz

3. p(X +Y) < p(X)+p(Y) dla dowolnych X,Y € LP,

4. p(AX) = A\p(X) dla dowolnego X € Lr, X > 0.

UWAGA 1.2.2. Koherentna miara ryzyka jest wypuktq miarg ryzyka, poniewaz ko-
niunkcja warunkéw 3’ i 4" implikuje warunek 3.

Dla miar ryzyka definiuje si¢ tzw. zbiory dopuszczalne.

DEFINICJA 1.2.3. Zbiorem dopuszczalnym wypuklej miary ryzyka p: LP - R U {0}
nazwiemy zbior A, ={X € L? | p(X) <0}.

Jeden z najwazniejszych wynikéw w teorii miar ryzyka dotyczy dualnej repre-
zentacji miar ryzyka wynikajacej z twierdzenia Fenchela-Moreau. Przed sformuto-
waniem twierdzenia o reprezentacji wprowadzimy oznaczenie.

OZNACZENIE 1.2.4. Q,:={QeP | R e L} dla g€ [1,00), gdzie r jest wykladnikiem
sprzezonym do q. Ponadto przez Q. bedziemy oznaczaé zbior absolutnie cigglych
wzgledem P, skonczenie addytywnych miar unormowanych.

Dla wypuktych, wtasciwych, pétciggtych z dotu miar ryzyka zachodzi twierdzenie
o reprezentacji

TWIERDZENIE 1.2.5 ([32], tw. 2.4). Niech p: L? - Ru{oo} bedzie wypukiq, wlasciwg,
potciggle 2z dotu miarg ryzyka. Wowczas

p(X) = sup[Eg(-X) - p*(Q)],
QeQyp

gdzie p*(Q) = supyea, Eo(-X).
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Rozdziat 2

Wycena wyplat przez analize
scenariuszy

Celem tego rozdziatu jest sformutowanie matematycznego opisu metody wyceny wy-
ptat przez analize scenariuszy. Analiza scenariuszy jest jednym z elementéw stress
testingu, ktory jest bardzo waznym procesem wchodzacym w sktad procedur za-
rzadzania ryzykiem. Celem przeprowadzenia stress testu jest zbadanie, jak moze
zachowaé sie wartos¢ pozycji finansowej pod wpltywem zmian czynnikéw ryzyka.
Stress testing obejmuje tzw. analize wrazliwosci oraz analize scenariuszy. Analiza
wrazliwosci obejmuje metody szacowania zmiany wartosci pozycji w odpowiedzi na
y,mate” zmiany czynnikéw ryzyka, np.: stop procentowych czy cen instrumentow
bazowych. Do analizy wrazliwosci zalicza sie miedzy innymi kalkulacja greckich pa-
rametréw portfeli czy instrumentow pochodnych. Analiza scenariuszy pozwala osza-
cowaé zachowanie pozycji w przypadku zajscia wytypowanych przysztych zdarzen
obejmujacych w szczegdlnosci zdarzenia ,ekstremalne” o niskim prawdopodobien-
stwie wystapienia, ktorych konsekwencje moga by¢ bardzo powazne.

W literaturze mozna znalez¢ bardzo wiele publikacji, w ktorych przedstawiono
matematyczny opis metod analizy wrazliwosci, np.: w klasycznej ksiazce [34] znaj-
dziemy przede wszystkim tradycyjne deterministyczne metody stosowane na rynkach
instrumentéw dtuznych, ktorych uogélnienia i rozszerzenia mozna znalezé m.in. w
monografii [60]. Nie bedziemy zajmowaé sie szczegétowym przedstawieniem litera-
tury dotyczacej analizy wrazliwosci, gdyz celem tego rozdzialu jest przedstawienie
algorytmu wyceny wyptat, ktory wpisuje siec w schemat postepowania charaktery-
styczny dla analizy scenariuszy.

Wycena wyptat

Komitet Bazylejski wymaga, by instytucjonalni uczestnicy rynku dokonywali wyceny
swoich portfeli na biezaco metoda mark-to-market, ktéra polega na oszacowaniu war-
tosci pozycji w oparciu o dostepne ceny instrumentéw z rynku regulowanego. Wycena
pozycji w tych ostatnich instrumentach nie nastrecza trudnosci. Problemy z wycena
pojawiaja, jezeli instytucja posiada produkty OTC, ktorych ceny nie sa kwotowane
na rynku. Aby spetni¢ wymagania Komitetu Bazylejskiego uczestnicy rynku wyli-
czajg modelows wartos¢ portfela, stosujac kontrowersyjng technike mark-to-model.
Kryzys finansowy kilku ostatnich lat urzeczywistnit niebezpieczenstwa zwiazane z
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lekkomyslnym uzywaniem modeli. Obecnie podkresla sig, ze ocena pozycji musi by¢
dokonywana przede wszystkim w oparciu o ceny instrumentéw dostepnych na rynku,
a stosowane modele musza by¢ poddawane czestej kalibracji, aby odzwierciedlaty za-
chowanie rynku tak wiarygodnie, jak to tylko mozliwe. Poniewaz modele stanowia
jedynie przyblizenie rzeczywistosci, opieranie si¢ wylacznie na wycenie w modelu
moze prowadzi¢ do podjecia niewlasciwych decyzji. Aby zmniejszy¢ niebezpieczen-
stwo ,wyceny odbiegajacej od realiow rynku”w zaawansowanych modelach wyceny
(np.: model Blacka-Littermana [6]) uwzglednia sie dwie sktadowe wejsciowe:

1. parametry modelu wyznaczone z danych (np.: historycznych),

2. przestanki wynikajace z tendencji rynkowych i biezacej sytuacji, np. poglady od-
nosnie rozwoju koniunktury, czy oczekiwania odnosnie ksztattowania si¢ czynnikow
ryzyka (tzw. views).

W podrozdziale 2.4 zaproponujemy sposoéb wykorzystania tych dwoch sktadowych
w algorytmie wyceny bazujacym na analizie scenariuszy. Najpierw podamy krotka
charakterystyke metod analizowania scenariuszy.

Analiza scenariuszy

W ogélnym schemacie analizy scenariuszy wyrdznia si¢ trzy etapy:

1. Okreslenie zbioru scenariuszy czy przysztych zdarzen, ktorych mozliwos¢ zajécia
chcemy uwzglednic.

2. Okreslenie sytuacji lub regut decyzyjnych w kazdym ze zdarzen wytypowanych w
poprzednim kroku.

3. Interpretacja otrzymanego wyniku.

Oto przyktady form wyniku:

- liczba oznaczajaca ekonomiczna warto$é (ang. economic value) wyplaty/pozycjit

- tabela przedstawiajaca sumaryczne przepltywy z pozycji (np. portfela instrumen-
téw pochodnych) zalezne od poszczegdlnych scenariuszy.

Zastosowanie analizy scenariuszy posiada wiele zalet. Do najwazniejszych z nich
nalezy elastyczno$¢ w wyborze rozpatrywanych przysztych zmian czynnikow ryzyka
duzo wigksza niz w przypadku wielu klasycznych metod. Dla przyktadu zastosowanie
duration pozwala oceni¢ zmiane wartosci portfela w wyniku réwnolegltego przesunie-
cia krzywej stop procentowych, podczas gdy analiza scenariuszy pozwala rozpatry-
wa dowolne zmiany struktury terminowej stép procentowych. Analiza scenariuszy
znajduje réwniez wazne zastosowanie w zagadnieniach wyceny instrumentow po-
chodnych, a w szczegdlnosci instrumentéw egzotycznych, dla ktérych nie istnieja
wzory analityczne na cene. Wyceny takich wyptat dokonuje sie przez analize i od-
powiednie usrednianie potencjalnych przysztych przeptywow.

Analiza scenariuszy stanowi réwniez najbardziej naturalne podejscie do wyceny real
options ([37], [38]). Real option oznacza prawo do podjecia pewnej decyzji bizneso-
wej, np.: realizacji pewnego projektu. Jezeli jest to projekt, ktéry moze przyniesé
znaczace zyski, lecz jest rowniez obarczony wysokim ryzykiem, zarzad korporacji
moze zdecydowaé, by sfinansowac kilkuletni program pilotazowy, przy zakonczeniu
ktorego zostanie podjeta decyzja o realizacji projektu (co odpowiada wykonaniu

Lezesto termin economic value uzywany jest w odniesieniu do ceny wyplaty wyznaczonej metoda
mark-to-model.
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opcji) lub rezygnacji z niego (co odpowiada sytuacji, gdy opcja wygasa i nie jest
wykonywana). Cena wykonania jest kapital potrzebny do sfinansowania catego pro-
jektu, w sytuacji gdy podjeta zostanie decyzja o jego realizacji, za$ instrumentem
podstawowym jest przychod z tytutu realizacji projektu. Projekt bedzie realizowany;,
jezeli przychod prognozowany na koncu okresu pilotazowego przekroczy koszty re-
alizacji. Date zapadalnosci tej opcji stanowi koniec okresu pilotazowego. Dla za-
rzadu korporacji interesujaca jest cena opcji, ktéra oznacza ile nalezy zainwestowac
w projekt pilotazowy. Do oceny wartosci instrumentu podstawowego, tzn. wartosci
projektu, stosuje si¢ analize scenariuszy. Metoda ta pozwala w elastyczny sposob
uwzgledni¢ rozmiary produkcji i poziom rozwoju technologii, okresli¢ skutki zdarzen
ekstremalnych, a w przypadku scenariuszy wielookresowych, rozpatrzy¢ wptyw roz-
woju sytuacji rynkowej na strategiczne decyzje kierownikéw projektu [40]. Autorzy
cytowanej pracy podkreslaja rowniez, ze w oszacowaniu wartosci projektu bizneso-
wego zwykle uwzglednia sie dziesiatki a czasem nawet setki zmiennych np.: koszty
state, operacyjne, poziom gotowosci technologii, popyt, podaz, wplyw konkuren-
cji, etc. Alternatywe dla analizy scenariuszy mogtoby stanowi¢ rozwazanie drzew
dwumianowych zawierajacych rozne trajektorie ewolucji tych czynnikéw. Jednakze
rozpatrywanie drzew z setkami zmiennych oraz szacowanie tacznych rozktadow ich
wartosci nastrecza trudnosci obliczeniowe i nie znajduje wsparcia w dokumentach
przygotowywanych w ramach planowania biznesowego.

Omowimy teraz strukture tego rozdziatu. W podrozdziale 2.1 rozwazamy zagad-
nienie wyceny portfela europejskich opcji barierowych na akcje. Okreslamy cene w
oparciu o ,lokalne reguly wyceny” i indukcje wsteczng. Podejécie to stanowi przy-
ktad metody wyceny przez analize scenariuszy, ktorej opisaniu poswiecona jest dalsza
czedé tego rozdziatlu. Celem podrozdziatu 2.2 jest uzyskanie wynikow, ktore umoz-
liwiajacych przeprowadzenie jednego kroku indukcji w przypadku wyceny dowolnej
wyptaty w ogélnym modelu rynku z czasem dyskretnym. Rozwazamy ogdlna prze-
strzen probabilistyczna (€2, F,IP), ustalamy dowolne o-ciala G ¢ H ¢ F, dowolny
niepusty zbiér U € G oraz funkcje Z : U - P.. Umotywowani idea wyceny zapropo-
nowang w poprzednim podrozdziale definiujemy Z-warunkows warto$¢ oczekiwang
oraz podajemy warunek konieczny i wystarczajacy na to, by istniata Z-warunkowa
warto$¢ oczekiwana dowolnej ograniczonej zmiennej losowej (twierdzenie 2.2.11).
Najwazniejsze z perspektywy zastosowania w nastepnym podrozdziale jest twier-
dzenie 2.2.20 poswiecone istnieniu, jednoznacznosci i postaci Z-warunkowej wartosci
oczekiwanej dowolnej zmiennej losowej X pod warunkiem G. W podrozdziale 2.3 na
przestrzeni probabilistycznej (2, F,P) wprowadzamy filtracje IF i badamy wtasnosci
proceséw Z-usrednienia dowolnych zmiennych losowych. W twierdzeniu 2.3.10 poka-
zujemy, jak z faktu istnienia procesu Z-usrednienia wywnioskowac jego postac, zas w
twierdzeniu 2.3.15 dowodzimy, ze dla ograniczonej z dotu zmiennej losowej X proces
Z-usrednienia istnieje i jest martyngalem wzgledem pewnej miary Py (zy). W pod-
rozdziale 2.4 rozwazamy ogo6lny model rynku z czasem dyskretnym. Wprowadzamy
pojecia: ciggu reprezentujacego subiektywne prognozy i schematu wyceny oraz okre-
slamy co oznacza, ze schemat wycenia wyptate przez analize scenariuszy. Gtownym
wynikiem pierwszej czesci tego podrozdziatu jest twierdzenie 2.4.10, w ktérym poda-
jemy warunek konieczny i wystarczajacy na to, by ciag reprezentujacy subiektywne
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prognozy byt schematem wyceny. W drugiej czesci tego podrozdziatu rozwazamy
nastepujacy problem: dla dowolnej ustalonej wyptaty X wskaza¢ schematy dopusz-
czalne dla wyceny X tzn. takie, ktore pozwalaja wyceni¢ X przez analize scenariuszy.
Jezeli schemat wyceny Z wycenia X, to otrzymany proces ceny nazywamy procesem
ceny X zgodnym z Z. W stwierdzeniu 2.4.17 podajemy warunek wystarczajacy na
to, by cigg reprezentujacy subiektywne prognozy byt schematem dopuszczalnym dla
wyceny X i przy tym warunku wyznaczamy wzor na proces ceny X zgodny z tym
ciagiem. Gtéwnym wynikiem jest tw. 2.4.20, w ktérym dowodzimy, ze proces ceny
X zgodny z Z jest Py (zy-martyngatem wtedy i tylko wtedy, gdy Z jest schematem
dopuszczalnym dla wyceny X oraz X i Py (z) majg tower property wzgledem F;_; i
Frdlat=1,...,T (patrz def. 2.4.18). Podrozdzial koniczymy twierdzeniem 2.4.21, w
ktorym dowodzimy, ze dowolny proces ceny arbitrazowej dowolnej wyptaty mozna
otrzyma¢ metoda wyceny przez analize scenariuszy.

2.1 Przykltad wyceny przy zastosowaniu analizy
scenariuszy

W skonczonym modelu rynku rozwazymy zagadnienie wyceny portfela europejskich
opcji barierowych na akcje. Zalozymy, ze dostepne jest volatility cen akcji, w oparciu
o ktére budujemy drzewo dwumianowe procesu cen. Nastepnie rozszerzamy model
wyceny o ,ekstremalne” scenariusze. Okreslimy wyrdznione zbiory zdarzen obser-
wowalnych do chwili ¢, ¢ € {0,1,2} i dla kazdego z tych zdarzen okreslimy ,lokalng
regute wyceny” przez przyporzadkowanie zdarzeniu miary martyngatowej. Nastepnie
zademonstrujemy, jak stosowac indukcje wsteczna, by przy pomocy wybranych miar
martyngalowych skonstruowaé proces ceny arbitrazowej wyptaty z portfela opcji.
Rozwazmy sytuacje inwestora, ktory jest zainteresowany nabyciem za pot roku akeji
spotki ABC. Pewna instytucja finansowa proponuje klientowi zabezpieczenie przed
wzrostem cen akcji spotki ABC, oferujac produkt, ktorego nabycie jest réwnowazne
z zajeciem:

- dtugiej pozycji w europejskiej opcji kupna na akcje spotki ABC, at-the-money?, z
terminem wykonania za pol roku oraz z barierg up-and-out na poziomie 1253

- krétkiej pozycji w 20 binarnych opcjach sprzedazy na akcje spotki ABC', z ceng
wykonania 70, z terminem wykonania za pét roku.4

Jezeli inwestor jest zainteresowany nabyciem za po6t roku akcji spotki ABC, to
obecna w portfelu opcja call daje mu pewne zabezpieczenie przed nadmiernym wzro-
stem ceny tej akcji, natomiast bariera oraz opcje binarne obnizajg koszt tego portfela.
Jaka jest uczciwa cena opisanego powyzej produktu? Zatézmy, ze z danych rynko-
wych oszacowano kwartalng zmienno$¢ akcji spétki ABC' na poziomie o = 0,025
oraz, ze do wyceny uzyto modelu CRR (patrz przyktad 1.1.3) z czasem T = {0,1,2}

2okredlenie to oznacza, ze cena wykonania opcji (ang. strike) jest réwna biezacej cenie instru-
mentu podstawowego,

3przy tak zdefiniowanej barierze opcja wygasa, jezeli istnieje moment miedzy chwilg poczatkowa,
a data wykonania opcji, w ktérym cena akcji bedzie réwna co najmniej 125,

4strona zajmujaca krétka pozycja w jednej binarnej opcji sprzedazy z ceng wykonania 70, jest
zobowiazana zaplaci¢ 1, jezeli w chwili wykonania opcji cena akcji nie przekracza 70.
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(jednostka czasu oznacza kwartatl), procesem rachunku bankowego B; =1 dlat e T
oraz procesem ceny akcji spotki ABC zadanym wzorami: Sg = 100 > 0, S;1 = S;iUs,1,
t = 0,1, gdzie U; sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie
pu,({e°}) = 1= pp,({e?}) € (0,1), gdzie o = 0,025 oznacza kwartalna zmiennosé
ceny akcji. Wprowadzmy oznaczenia: u = €7, d = €77 oraz p = i%‘;. Liczba u (odp.
d) oznacza wielko$¢ wzglednego wzrostu (odp. spadku) ceny akcji w jednym okresie
czasu, za$ p jest prawdopodobienstwem wzrostu przy mierze martyngatowej w mo-

delu CRR.

Proces cen akcji przestawiono na drzewku:

105,13

100

95,12

Opisany powyzej instrument mozemy w tym modelu utozsamié¢ z wyptata dang
WZzorem:

X = (SQ - 100)+ . 1{Sllpue7—5u<125} - 20 : 1{ST<70}' (21)

Poniewaz model CRR jest zupelny, cena arbitrazowa X jest jednoznacznie wyzna-
czona i wynosi IIo(X) = 100(u?-1)p? ~ 1,2499. Oznaczmy te liczbe przez II§HR(X).
Ze wzgledu na ,niska” warto$¢ zmiennosci proces ceny akcji w modelu nigdy nie
osiaga bariery, ani nie schodzi do poziomu 70, ponizej ktérego nabywca opcji bytby
zobowiazany dokona¢ wyptaty z 20 opcji binarnych na rzecz sprzedajacego. A zatem
w rozwazanym powyzej modelu C'RR cena kontraktu X jest identyczna z ceng euro-
pejskiej waniliowej opcji kupna, at-the-money, z terminem wykonania za pot roku.
W szczegolnosci wyceniajac w tym modelu, nie uwzgledniamy wptywu, jaki na ceng
powinny mie¢ opcje binarne i bariera.
Aby ,skorygowa¢” model w taki sposdb, by uwzglednione byto ryzyko ,duzych”
zmian cen akcji, ktérych nie otrzymuje si¢ z modelu CRR przy danym o, mozemy
rozszerzy¢ model o dodatkowe scenariusze zwiazane z ekstremalnym wzrostem oraz
ekstremalnym spadkiem ceny akcji. Bedziemy teraz postepowaé zgodnie z ogdlnym
schematem analizy scenariuszy, ktory opisaliSmy nieco wcze$niej w tym rozdziale.
Okreslamy scenariusze, ktorych mozliwos¢ zajécia chcemy uwzgledni¢. W naszej sy-
tuacji beda to wszystkie Sciezki z rozwazanego powyzej modelu CRR oraz nowe
Sciezki, ktore na ponizszym drzewku zaznaczono pogrubionymi liniami.
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Wprowadzajac te dodatkowe scenariusze, otrzymujemy niezupetny model rynku z
czasem dyskretnym 7 = {0, 1,2}, ktéry mozemy zrealizowaé¢ na skonczonej prze-
strzeni probabilistycznej (Q, F,P), gdzie Q = {wy,...,wio}, F = 2% oraz P({w;}) = p;,
dlai=1,...,10, przy czym (pi,...,p10) jest dowolnym ustalonym wektorem liczb
dodatnich o sumie roéwnej 1. Z teorii wyceny arbitrazowej wynika, ze z punktu wi-
dzenia wyceny istotne jest jedynie to, ze P({w;}) > 0 dla kazdego i natomiast nie ma
znaczenia, ile wynosza prawdopodobienstwa poszczegdlnych zdarzen. Miary proba-
bilistyczne bedziemy utozsamiaé z wektorami z R0 o nieujemnych wspoétezynnikach,
ktore sumujg sie do 1. Wyptaty w chwili 2 réwniez utozsamiamy z R10.

Niech S = (59, S') bedzie procesem stochastycznym takim, ze S° = 1 oraz

120 dlai=1,2,3
100u dlai=4,5,
100d dlai=6,7,
70 dlai=8,9,10

S(% = 1007 Sll(wl) =

1 S3(wr) = 130, Si(wq) = 120, Si(ws) = 110, SI(wy) = 100u?, Si(ws) = Si(we) =
100, S(wr) = 10042, Si(ws) = 80, Si(wy) = 60, Si(wig) = 50. Okreslmy filtracje
{Fo, F1, Fo} w sposéb nastepujacy: Fo = {@,Q}, F1 = o({S),S1}), Fo = F. Przez @
oznaczmy zbiér strategii samofinansujacych o wartosciach w R2.

W ten sposéb skonstruowali$émy model rynku M = (S, ®).

Jako wynik analizy scenariuszy, chcemy otrzymac proces ceny arbitrazowej wyptaty
X. Dlaczego interesuje nas proces ceny, a nie tylko cena w chwili poczatkowej? Cena
poczatkowa instrumentu finansowego jest traktowana jako tzw. book value - wartosé
ksiegowa danego aktywa. Od momentu zakupienia do chwili rozliczenia danego kon-
traktu jego wartos¢ rynkowa moze si¢ zmienia¢, podczas gdy wartos¢ ksieggowa na
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ogot pozostaje stata. Z punktu widzenia zarzadzania ryzykiem duzo wazniejsza jest
informacja, jaka jest w danej chwili warto$¢ rynkowa danego instrumentu®, ktéra
moze znacznie odbiega¢ od wartosci ksiegowej. Aby unika¢ takich rozbieznosci Ko-
mitet Bazylejski wymaga, aby wartos¢ pozycji instytucji finansowej byta na biezgco
szacowana, przy czym zalecana jest metodologia mark-to-market. W przypadku in-
strumentéw OT'C' trzeba stosowaé¢ inne metody, np.: wycene w modelu czy analize
scenariuszy. Wtasnie dlatego dokonujac wyceny przez analize scenariuszy bedziemy
zmierzali do otrzymania catego procesu ceny, aby wyznaczy¢, jak moze ksztattowac
sie wartos¢ instrumentu X w przysztosci, w zaleznosci od rozwoju sytuacji na rynku
i zalozen modelowych.

Przed okreslaniem ,regut wyceny”, ktére doprowadza nas do konstrukeji procesu
ceny arbitrazowej musimy najpierw sprawdzi¢, czy otrzymany model rynku jest
wolny od arbitrazu. W tym celu wystarczy uzasadnié, ze zbior P(M) jest niepusty.
Wykonujac elementarne rachunki otrzymujemy jeden z wielu mozliwych rownowaz-
nych opisoéw zbioru miar martyngatowych:

P1 = 344,
P2 = %(1_2@%
p3 = %aq,
pi=(1-2q)p?
ps = gl—équ(l—p),

_ ) (pry--sp10)t ps=(1-5q)p(1-p),

PM) pr=(1-3¢)(1-p)?, ' (22)

ps = qb,
Po = q(2-3b),
po=q(2b-1):
O<a<i, i<b<2, 0<qg<?,
p=1t dl=u=e" 0=0,0025

Drugim etapem analizy scenariuszy jest okreslenie ,regut wyceny”, ktére dla dowol-
nej chwili ¢ € 7 powinny opiera¢ sie na wiedzy dostepnej do chwili ¢, modelu przy-
sztego zachowania rynku skorygowanym o subiektywne prognozy® inwestora oraz na
jego nastawieniu do ryzyka. Zauwazmy, ze w chwili ¢t = 2 cena wyptlaty jest zdeter-
minowana przez stan rynku i nie zalezy ani od subiektywnych prognoz inwestora
,ha przysztos¢” ani od jego nastawienia do ryzyka. Wynika stad, ze reguty wyceny
nalezy okresli¢ dla t € {0, 1}. Okreslmy zbiory:

U = {Q}
U, = {{S}=120},{S! = 100u}, {S} = 100d}, {S} = 70}}

Elementy zbioru U, interpretujemy jako zbiory scenariuszy modelowych z historig
zaobserwowang do chwili ¢, dla ktorych chcemy okresli¢ reguty wyceny. Precyzyjniej,
dla kazdej chwili ¢ chcemy okresli¢ zmienna losowa, ktora bedzie stata na kazdym

Sprzez wartoéé rynkowa instrumentu rozumie sie na ogét cene, po ktérej mozna sprzedaé dany
instrument
6w terminologii praktykéw funkcjonuje pojecie view
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zdarzeniu z U;. Te zmienng losowa bedziemy interpretowac, jako cene wyptlaty w

chwili ¢ wynikajaca z modelowego przysztego zachowania rynku skorygowanego o
subiektywne prognozy inwestora oraz jego nastawienie do ryzyka uzaleznione m.in.

od zaobserwowanej historii.

Wyznaczmy najpierw przedzialy cen arbitrazowych wyptaty X dla poszczegdlnych
zdarzen ze zbiorow U, dla t € T.

Wyptata X dana wzorem (2.1) jest w modelu M utozsamiana z wektorem (0, 20, 10, 100(u?-
1),0,0,0,0,-20,-20). Dla dowolnej miary martyngalowej P* zadanej przez liczby

a,b,q wedtug opisu podanego w (2.2) zachodza réwnosci

Ep X = HTRR(X) + g[10 - 250(u? - 1)p? - 45a + 20b]. (2.3)

oraz
20-30a dla A ={S} =120},
100(u? - 1)p dla A ={S} =100u},
0 dla A={5!=100d},
20(1-b) dla A={S!=70}.

Ep(X|A) = (2.4)

Z (2.3) i z twierdzenia 1.1.24 wynika, ze X nie jest wyplata osiagalna. Z twierdzenia
1.1.17 otrzymujemy zbiér cen arbitrazowych X w chwili 0:

Eo(X) = (_LHS(X))?

przy czym II5(X) ~ 6, 67.

Jeden z naturalnych pomystoéw na regute wyceny moze by¢ nastepujacy: dla kazdego
t € {0,1} i dla kazdego zdarzenia A € U, wskazaé miare martyngalowa P* i w ten spo-
sob okresli¢ ceng wyplaty X w chwili ¢, jezeli zajdzie zdarzenie A wzorem Ep (X|A).
Ponadto cena arbitrazowa wyptaty X w chwili 2 jest jednoznacznie wyznaczona i
wynosi X (w). Wybér miary martyngatowej dla zdarzenia powinien by¢ uzalezniony
od subiektywnych prognoz inwestora odnognie rozwoju sytuacji na rynku i od jego
nastawienia do ryzyka. W ten sposob przy okreslaniu procesu ceny uwzgledniane sa
obie sktadowe, tzn.:

1. parametry modelu wyznaczone z danych (np. historycznych), 2. przestanki wy-
nikajace z tendencji rynkowych i biezgcej sytuacji, np. poglady odnosnie rozwoju
koniunktury, czy oczekiwania odno$nie ksztattowania si¢ czynnikow ryzyka.
Okreslenie w jaki sposéb wybra¢ miare martyngatows zaleznie od subiektywnych
prognoz i nastawienia do ryzyka inwestora wykracza poza ramy tej pracy. Ta czes¢
regut decyzyjnych podejmowanych przy wycenie jest pozostawiona dla specjalistow,
ktorzy dysponuja gteboks wiedza ekonomiczng, do$wiadczeniem w zarzadzaniu ry-
zykiem oraz rozumieniem rynkowej specyfiki wycenianych instrumentéw.

Rozwazmy przypadek pewnego inwestora, dla ktorego wplyw nastawienia do

ryzyka i subiektywnych prognoz na wycene jest modelowany przez funkcje Zt : U —
P (M) okredlone wzorem:

ZHA) =P' dla Aeldy, t=1,2, (2.5)
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gdzie miara P; (odp. Ps) dana jest wzorem (2.2) dla

50,4 + SISRR(X) (NRR(X) -0,7) 11 2,4
g2 AW THX) =0.7) () 1L 24 o
108 20 SITSER(X)
1 13 1
dp. a = b=— == 2.7
(o p.a 50" 20,6] 5) (2.7)

Zgodnie z pomystem opisanym powyzej definiujemy kandydata na proces ceny arbi-
trazowej wzorami: Cy_1 := Epe(X|F,_1) dlat = 1,2 oraz Cy = X. Pokazemy, Ze istnieje
arbitraz na rynku rozszerzonym o proces C' = (Cy)ser, tzn. rynku M’ = (S, ®"),
gdzie S = (59,51, C), a ® jest zbiorem strategii samofinansujacych o wartoéciach w
R3.

Okreslmy cigg wektoréw prognozowalnych:

51:(07070)7 51:(404‘%,—2 1)7 52:(‘/1(5)7070)

5 Y
Sprawdzimy, ze £ jest strategia samofinansujaca. Istotnie,
&5y =40+1-2-100- 1 = 0= &5, oraz &5) = Vi(€) = &.5;. Teraz uzasadnimy, ze £
jest strategig arbitrazowa. Oczywiscie V5(€) = 0. Ponadto

40+1-2.120+19 =11,5  gdy {S! =120},

Vie) =615 =] 4033 Sout Sp(u? = 1)p =2,0189 gdy {S) = 100u},

! 40+1-2.5d+0 ~1,4876 gdy {S} = 100d},
40+3-2-710-7 =55 gdy {S1 = 70}.

Wynika stad, ze P(V5(&) > 0) = 1, co dowodzi, ze & jest strategia arbitrazowa. A
zatem realizacja opisanego powyzej pomystu nie jest wtasciwg droga do polaczenia
nastawienia do ryzyka z wyborem procesu ceny arbitrazowej wyptaty.
Zaproponujemy inne podejscie, ktore pozwoli skonstruowac proces ceny arbitra-
zowej wyptaty X, ktory bedzie w pewnym sensie zgodny z nastawieniem do ryzyka
i subiektywnymi prognozami inwestora opisanymi przez funkcje Z:U;_; - P(M) ,
t € Ty okreslone w (2.5).
W chwili ¢ = 2 definiujemy zmienna losowa Vo = X. W chwili ¢ = 1 uzywamy do wy-
ceny miary martyngatowej P2 wyliczajac cene wyplaty X rowna Vi = Ep2(X|F7).
Zmienna losowa V] jest ,uczciwa”’ ceng wyptaty X w chwili 1, odpowiadajaca nasta-
wieniu do ryzyka opisanemu funkcjg Z2. W chwili £ = 0 wyliczamy $rednig zmiennej
Vi wzgledem miary P!, definiujac Vy = Ep (V1]|F). W ten sposéb otrzymujemy
proces V = (Vi, V1, V3). Proces V mozna uznaé za proces ceny odzwierciedlajacy
nastawienie do ryzyka charakteryzowane ciggiem funkcji (21!, Z?), o ile na rynku
rozszerzonym o instrument o cenie V' nie istnieje arbitraz. Przedstawimy szkic ro-
zumowania, z ktérego wynika, ze V jest rzeczywiscie procesem ceny arbitrazowej
wyptaty X.
1. Dla miar P!, P? okreslonych w (2.6) i (2.7) zdefiniujmy zmienna losowa

dPP!
dP

dP?
D:=FE 1) L] S
( E %Vl)
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2. Okazuje sie, ze D jest gestoscia pewnej miary martyngatowej P*.

3. Korzystajac z abstrakcyjnego wzoru Bayesa sprawdza sie, ze Vi = Ep« (X|F;) dla
t=0,1,2.

W dalszej czesci tego rozdziatu otrzymamy wyniki, z ktorych fakt ten wyniknie jako
prosty wniosek.

Celem rozwazenia powyzszego przyktadu byto zaprezentowanie idei wyceny przez
analize scenariuszy. Dalsze podrozdzialy po$wiecimy przeniesieniu tej idei na przy-
padek ogdlny, tzn.:

1. rozwazymy model rynku na ogdlnej przestrzeni probabilistycznej z filtracja (F)er,
2. dopuscimy dowolne zbiory scenariuszy z historia do chwili ¢ — 1, ktore bedziemy
oznaczaé przez Us_1, t € Ty,

3. dopuscimy dowolne funkcje Zt:U;_; - P..

W sytuacji ogdlnej napotkamy trudnosci techniczne zwiazane z kwestiami catkowal-
nosci i istnienia warunkowych wartosci oczekiwanych zmiennych losowych wzgledem
miar przyporzadkowywanych zdarzeniom. Ponadto zbiory U;_1, t € Ty moga w ogdl-
nosci zawiera¢ zdarzenia, ktére nie sg parami roztaczne. Wyjasnimy teraz pokrotce
dlaczego warto rozwazaé takie zbiory zdarzen w kontekscie wyceny przez analize
scenariuszy. Zatézmy, ze dana jest wyptata zalezna od proceséw cen dwoch akeji,
ktére w modelu rynku oznaczamy przez St, S2. Wowczas w zbiorze U;_; moga zna-
lez¢ sie zdarzenia {S' > M} oraz {S? < m}, ktére nie sa roztgczne. Spodziewamy
sie, ze aby otrzymac proces ceny wyplaty, przyporzadkowanie miar martyngatowych
zdarzeniom powinno by¢ zgodne, np. w takim sensie, ze jezeli pewne dwa zbiory
maja niepuste przeciecie, to przyporzadkowane im miary martyngalowe powinny
mie¢ gestosci, ktore pokrywaja sie na przecigciu.

2.2 /- warunkowa wartosé¢ oczekiwana

W poprzednim podrozdziale zaprezentowaliémy na przyktadzie algorytm wyceny,
ktorego danymi wejsciowymi byty:

-wyptata,

-ciag zbioréw scenariuszy z historig do chwili ¢, ¢ < T', gdzie T jest horyzontem rynku,
-funkcje przyporzadkowujace miary martyngatowe zdarzeniom,

zas konstrukcja procesu ceny arbitrazowej opierata sie na indukcji wstecznej.
Celem tego podrozdziatu jest uzyskanie wynikéw, ktére umozliwia przeprowadzenie
jednego kroku indukcji w przypadku wyceny przez analize scenariuszy dowolnej wy-
platy w ogdélnym modelu rynku z czasem dyskretnym.

Niech (€2, F,P) bedzie ogdlng przestrzenia probabilistyczna. Do konica tego pod-
rozdziatu ustalmy dowolne o-ciata G € ‘H ¢ F oraz dowolny niepusty zbiér U ¢ G.
o-ciato G (odp. H) pelni role zbioru zdarzen obserwowalnych na rynku do chwili ¢—1
(odp. t). Elementy zbioru & mozna traktowac, jako zbiory scenariuszy z historia do
chwili ¢t - 1, ktore zostaly wybrane do analizy scenariuszy.

DEFINICIA 2.2.1. Dowolny ciqg zdarzen (A;)2, taki, ze A; € U dla kaZdego i oraz
P(U2, A;) = 1 nazwiemy ciggiem reprezentujgcym zbior U (w skrécie: ciggiem re-
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prezentujgeym U ).

Ciagi reprezentujace odegraja istotna role w konstrukeji Z-warunkowej wartosci
oczekiwanej, ktora jest jednym z najwazniejszych pojeé¢ tego podrozdziahu.

ZALOZENIE 2.2.2. Istnieje co najmniej jeden cigg reprezentujgcy zbior U.

Bez powyzszego zatozenia rowniez mozna wprowadzi¢ pojecie Z-warunkowej war-
tosci oczekiwanej i uzyska¢ wyniki analogiczne do sformutowanych ponizej. Jednakze
stosowanie tych wynikéw do wyceny przez analize scenariuszy prowadzi do sytuacji,
w ktorej cena wyplaty nie jest wyznaczona jednoznacznie na zbiorze o dodatnim
prawdopodobienstwie. Aby unikna¢ tej niejednoznacznosci, od tej pory przyjmu-
jemy zatozenie 2.2.2.

Niech Z : U — P, bedzie ustalong funkcja. Wprowadzimy nastepujaca konwencje
oznaczen: miare probabilistyczna bedaca wartoscia przeksztalcenia Z na zbiorze
A el bedziemy oznacza¢ przez Py 4y. Zgodnie z interpretacjy zasugerowang powy-
zej, miare P74y nalezy traktowac jako miar¢ uzywang do wyceny przez usrednienie
przysztych wartosci, jezeli zaszto zdarzenie A.

Zmienne losowe rozpatrywane w dalszej czesci tego rozdziatu beda F-mierzalnymi
funkcjami o wartociach w zbiorze R := RU {00} U {-00} U {k}, gdzie x oznacza war-
tos¢ nieokreslong. Definicje i wlasnosci warunkowych wartosci oczekiwanych takich
zmiennych losowych zamiesciliSmy w Dodatku B. Zaczniemy od kluczowej definicji.

DEFINICJA 2.2.3. Niech dobrze okreslona zmienna losowa X bedzie taka, Ze Ep (X19)
istnieje dla kazdego A e U. Powiemy, ze zmienna losowa X z g jest Z-warunkowq war-
tosciq oczekiwang zmiennej X pod warunkiem G, jezeli Xz g jest G-mierzalna oraz
dla kazdego A €U zachodzi réwnosé

14 X76 = 14Ep, , (X]9). (2.8)

UWACA 2.2.4. Zauwazimy, zZe Z-warunkowa wartos¢ oczekiwana X pod warunkiem G
zalezy rowniez od zbioru U za posrednictwem funkcji Z. Aby zaznaczyé te zaleinosé
moglibysmy wprowadzi¢ oznaczenie Xy zg, lecz dla uproszczenia notacji bedziemy
pomijac U.

UwAGA 2.2.5. Jezeli X € L™ lub X jest ograniczona z dotu lub z gory to prawa
strona (2.8) jest dobrze okreSlona, lecz Z-warunkowa warto$é oczekiwana pod wa-
runkiem G nie musi istnieé, co wyniknie z przykladu 2.2.8. W dalszej czesci tego
podrozdziatu sformutujemy zalozenia o Z odpowiednie z perspektywy zastosowan do
wyceny 1 przy tych zalozZeniach zbadamy kwestie istnienia Z-warunkowej wartosci
oczekiwanej zmiennych losowych, dla ktorych dobrze okreslona bedzie prawa strona

(2.8).

UWACA 2.2.6. Po prawej stronie rownosci definiujgcej Z-warunkowq wartosé ocze-
kiwang pojawia sie warunkowa warto$¢ oczekiwana, wzgledem maiary, ktora zalezy od
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zbioru A e U. Wykonujgc obliczenia, w ktorych wystepujg warunkowe wartosci ocze-
kiwane wzgledem roznych miar, bedziemy bardzo czesto postugiwac sie abstrakcyjnym
wzorem Bayesa:

E(EX19)
E(Z16)

ktory przy najstabszych rozpatrywanych w tej pracy zatozeniach dowodzimy w lemacie
B.1.16.

Eqo(X]9) =

STWIERDZENIE 2.2.7. Jezeli X g istnieje, to jest wyznaczona jednoznacznie z do-
ktadnoscig do zbiorow P-miary zero.

DowoD
Bez straty ogdlnosci, zatézmy przeciwnie, ze X, ;, X7 ; sa Z-warunkowymi warto-
$ciami X pod warunkiem G takimi, ze P({X} ;> X7 ;}) > 0. Wowczas

P(An{XLg>X2g})>0 (2.9)

dla pewnego A € U. Jednoczesnie z definicji Z-warunkowej wartosci oczekiwanej do-
stajemy 10X} ;= 1aLp, ,,(X|G) =14X5; P-pmn., co przeczy (2.9). O

Istnienie Z-warunkowej wartosci oczekiwanej jest uzaleznione nie tylko od kwestii
catkowalnosci, co wyniknie z ponizszego przyktadu.

PRzZYKELAD 2.2.8. Niech (€2, F,IP) bedzie przestrzenig probabilistyczng, dla ktérej
istnieje rodzina zbiorow {Ay,..., Ag} bedaca F-rozbiciem . Niech p; := P(4;) dla
1=1,...,6. Zdefiniujmy o-ciata

H = O'({Al, . 7A6}) oraz g = O'({Al UAQ,Ag UA4,A5 UAG}).

Niech ponadto U = { By, Bs}, gdzie By = AjuAyUA3U A, oraz By = A3Uu A U A5 U Ag.
Niech P; oraz Py beda miarami probabilistycznymi o gestosciach danych wzorami

dP, P3+ D4 3(p3 +pa)
d_P = 1A1UA2 + 4p3 1A3 + 4—p41A4 + 1A5UA6
oraz d]P) 3( )
2 P3+ Py P3+ P4
d_P:1A1UA2+ 4p3 1A3+ 4p4 1A4+1A5UA6'

Definiujemy funkcje Z' : U — P, (odp. Z? : U - P, ) wzorem Z'(B;) =P;,i=1,2
(Odp Zz(BZ) = ]P)l, 1= ]_,2 )

Ustalmy H-mierzalne zmienne losowe X := 14, oraz Xy =14, —14,.

Pokazemy, ze:

1. Istnieje Z'-warunkowa warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej X; pod warunkiem
g.

2. Nie istnieje Z!'-warunkowa warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej X, pod warun-
kiem G.

3. Istnieje Z2-warunkowa warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej X5 pod warunkiem

G.
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1. Korzystajac z wlasnosci warunkowej wartosci oczekiwanej pod warunkiem o-ciata
skonczenie generowanego (np. [31], rozdziat 6.3, przyklad 2), tatwo wyliczamy, ze

Ep, (X4|G)(w) = mfAluA2 14,dPy @ L~ dla w e Ay U Ay, przy czym w (*)
skorzystaliSmy m.in. z tego, ze P1(A; U Ay) = P(A; U Ay) = py + po. Wykonujac
analogiczne rachunki, otrzymujemy Ep, (X1]|G)(w) =0 dla w € (A1 U Ay)¢. Podobnie
sprawdza sie, ze Ep,(X1|G) = ;5-14,04,. Wynika stad, ze G-mierzalna zmienna lo-
sowa pﬁfm 14,04, jest Z'-warunkowa wartoscia oczekiwana zmiennej losowej X; pod

warunkiem §G.

2. Zal6ézmy, ze istnieje zmienna losowa Y bedgca Z!'-warunkows wartoscig oczeki-
wana Xy pod warunkiem G. Wprost z definicji

]-BiY = ]-BZEIP’Z(X2|g) dla ¢ = 1, 2,
skad
]‘BlﬂBzEIF’l (X2|g) = 1BmBgE[P’2(X2|g)- (210)

Zauwazmy, ze By n By = A3 U Ay. Z réwnosci (2.10) otrzymamy sprzecznosé. Za-
czniemy od wyliczenia Fp,(X2|G)(w) dlai=1,2 oraz we A3u Ay €G.
Zauwazmy najpierw, ze P1(As3u Ay) =Py(Asu Ay) =P(A3U Ay) = p3 + py. Stad

1
P(A3u Ay) Jazua,

3 1
4

Er(X9)() - -

1
(]_A3 - 1A4)dP1 = L__l
dla w € A3 U Ay. Wykonujac analogiczne rachunki, otrzymujemy Ep,(X5|G)(w) = 3
dla we Asu A,. Zatem

1 (2.10) 1
§1A3UA4(W) = 1A3UA4(W)EP2(X2|Q)(W) = 1A3UA4(w)EP1 (X2|g)(w) = _§1A3UA4 (w)
OtrzymaliSmy sprzeczno$é, skad wynika, ze zalozenie o istnieniu Z'-warunkowej
wartosci oczekiwanej Xy pod warunkiem G jest falszywe.

3. 7 definicji funkcji Z? wynika natychmiast, ze dla zmiennej losowej Ep, (X3|G)
spelnione sg réwnosci

lBiEﬂml(X2|g) = 1BiE]P’ (X2|g) dla 7= 1,2,

Z2(B;)
co oznacza, ze zmienna losowa Fp, (X3|G) jest Z2-warunkowa wartoscia oczekiwana
X5 pod warunkiem G. O

7 powyzszego przyktadu wynika, ze Z-warunkowa wartos¢ oczekiwana moze nie
istnie¢ nawet dla ograniczonych zmiennych losowych. Jezeli dla funkcji Z dobierzemy
ograniczong zmienng losowa X taka, ze nie istnieje Z-warunkowa wartos¢ oczeki-
wana X pod warunkiem G, to taka funkcje Z bedziemy uznawaé za nieodpowiednig
z punktu widzenia zastosowan do wyceny. W zwiazku z tym przed przystapieniem
do zbadania kwestii istnienia Z-warunkowej wartosci oczekiwanej dowolnej zmiennej
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losowej, zdefiniujemy i scharakteryzujemy pewng klase funkcji Z, ktére w nastep-
nym podrozdziale okazg sie odpowiednie dla zastosowan do wyceny.
Przypomnijmy, ze ustalone sa o-ciata G i H takie,ze GEcH<F, Z:U>P., UG
jest zbiorem, dla ktérego istnieje ciag reprezentujacy.

DEFINICJA 2.2.9. Powiemy, zZe funkcja Z reprezentuje zgodny wybor wzgledem H., je-
zeli dla dowolnej ograniczonej H-mierzalnej zmiennej losowej X istnieje Z-warunkowa
wartosé oczekiwana X pod warunkiem G.

Charakteryzacje funkcji reprezentujacych zgodny wybér poprzedzimy lematem.
LEMAT 2.2.10. Dla dowolnych A, B €U zachodzi rownosé

E(“E2M) _ E(TEH)
B(Zig) (g

wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje miara probabilistyczna Py taka, zZe dla dowolnego
A el zachodzi rownosé

1408 P-pn. (2.11)

B(T2hpgy  B(%2m)

T TN R o1

DowOD

Zaczniemy od dowodu implikacji (=).

Poniewaz U spelnia zalozenie 2.2.2, istnieje ciag (A;)n reprezentujacy U. Definiu-
jemy G-rozbicie €2 (def. B.1.8) w spos6b nastepujacy:

k-1
By = Ay oraz By = A~ [ J A dla k> 1. (2.13)
=1
Definiujemy zmienna losowa

Jest jasne, ze D jest gestoscia pewnej miary probablhstycznej wzgledem P, ktora
oznaczymy przez P,. Sprawdzimy, ze jest to miara, dla ktorej zachodzi warunek

(2.12).
Ustalmy dowolne A € Y. Wowcezas
dP dP dP
E(T4) 11, B(T2 ) f: E(T2 )
T Exngy T p(Tagy A p(Taag)
E(T52H) o) E(‘”’W )

() «
= ]-B ]-A A, ———m _ =
kZ::l ke ANAR (le’z(A)|g) ]; (dPZ(Ak)|g)

&, BCERER) & B(TEREM)
= Z 1o, —E — 2 =
k=1

=14) 1p,

E(d]PZ(Ak)|g) i1 dIPZ(Ak)|g)

dPy %)

=1
AE(dP
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przy czym w (x) skorzystaliémy z réwnodci 1p,~4, = 1p,. Stad oraz z faktu, ze
E(£2|G) = 1 wynika (2.12).

Przechodzimy do dowodu implikacji (<=).

Stosujac (2.12) do dowolnych zdarzen A, B € U, otrzymujemy P-p.n. réwnosci

ECE) | BCER o ECE2H) | ECEM)

1j——- — % ‘oraz 1z—% — ~ =
e TEGEG) T T EEg) U E(ZEG)

Mnozac pierwsza (odp. druga) z nich stronami przez 1p (odp. 1,), dostajemy
(2.11).0

Zachodzi nastepujaca charakteryzacja funkcji reprezentujacych zgodny wybor.

TWIERDZENIE 2.2.11. Funkcja Z reprezentuje zgodny wybor wzgledem H wiedy 1
tylko wtedy, gdy dla dowolnych A, B €U zachodzi réwnosé (2.11).

DowOD

Zaczniemy od implikacji (=), ktéra dowiedziemy nie wprost.

Zaloézmy, ze Z reprezentuje zgodny wybor wzgledem H oraz dla pewnych zdarzen
A, B €U nie zachodzi (2.11). Okreslmy zdarzenie

B(Z20 3) B(Za8 )
C = {]—AOB —dPZ(A) ]_A —dPZ(B) }
E(T40|g) E(Z42|g)

i bez straty ogdlnosci zalézmy, ze P(C') > 0.

Poniewaz Z reprezentuje zgodny wybér wzgledem H, to istnieje Z-warunkowa war-
tos¢ oczekiwana ograniczonej H-mierzalnej zmiennej losowej 1o pod warunkiem G,
ktora oznaczmy przez Y. A zatem

1AY= 1AEPZ(A)(1c|g) P—p.n.

oraz
1BY = lBE]pZ(B)(]_0|g) IP’—p.n.

Mnozac pierwsza (odp. druga) réwnosé przez 1p (odp. 14), otrzymujemy
LanEr, 4 (1c]G) = 1ansY = 1anpEp, , (1c]9),
skad P-p.n. otrzymujemy rownoscé
dPyiny dPy ()
0= EllC(lAHBW —1anp W)‘g]-
Stad oraz z lematu B.1.11 wynika, ze

E(“E2M) (‘”’Z(B)\H))]

OZEllc(lAmBW An W
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Poniewaz na zbiorze C' zmienna losowa wystepujaca po prawej strony réwnosci jest
scile dodatnia, otrzymujemy P(C') = 0. Sprzecznosé.

Przejdziemy teraz do dowodu implikacji (<=).

Przez P, oznaczmy miare speliajaca warunek (2.12), ktérej istnienie wynika z le-
matu 2.2.10. Ustalmy dowolna H-mierzalna, ograniczong zmienna losowa X . Spraw-
dzimy, ze zmienna losowa Ep, (X|G) jest Z-warunkowa wartoscig oczekiwana X pod
warunkiem G. Dla dowolnego zdarzenia A € U, korzystajac z abstrakcyjnego wzoru
Bayesa i z (2.12), dostajemy

dP dPy
14Ep,(X|G) = E[ (dﬁFi|g)X‘g] ) E[E(IA%X‘%)‘Q] i
dP
dP 4 Pz(a)
(*) E[IAMXF] - Ell M ‘g]
B(G19) E(=5>19)
= 1AEPZ(A) (X|g)7

przy czym w (*) skorzystaliémy z lematu B.1.11. O
Wazng role w dowodzie powyzszego twierdzenia odegrata miara Py spetniajaca wa-
runek (2.12). Wprowadzimy nastepujaca definicje.

DEFINICJA 2.2.12. Powiemy, ze miara Q € P jest miarg zgodnego wyboru Z wzgledem
(G, H), jezeli:

1.

E(sz(A) |7'[) _ IAE(%VH)
(sz(A)‘g) E(%Kj)

2. Q=P nag.

Zbadamy kwestie istnienia i jednoznacznosci miary zgodnego wyboru. Kandyda-
tem na miare zgodnego wyboru Z wzgledem (G, H) jest oczywiscie skonstruowana w
lemacie 2.2.10 miara Py, dla ktorej spetniony jest warunek 1. w powyzszej definicji.
Pozostaje sprawdzi¢, ze P, = P na G. Niech (P.)g oznacza zbiér miar probabili-
stycznych rownowaznych P takich, ktore sa identyczne z P na G. Z lematu B.2.5

otrzymujemy
g) - 1}.

7 powyzszego stwierdzenia oraz z dowodu lematu 2.2.10 dostajemy

STWIERDZENIE 2.2.13. (P.)g = {Q €Pe : E(i%

WNIOSEK 2.2.14. Niech (A))en €U bedzie dowolnym ustalonym ciggiem reprezen-
tujgcym U, dla ktorego ()2, jest G-rozbiciem Q) zdefiniowanym w (2.13). Zmienna

losowa
dﬂ’)zml)

jest gestoscig miary zgodnego wyboru Z wzgledem (G, H).

sz(Al) |g) (2‘14)
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Przejdziemy teraz do kwestii jednoznaczno$ci miary zgodnego wyboru Z wzgle-

dem (G, H).

STWIERDZENIE 2.2.15. Niech Q), bedzie miarg zgodnego wyboru Z wzgledem (G, H).
Wowczas Q% jest miarg zgodnego wyboru Z wzgledem (G, H) wtedy i tylko wtedy,
gdy Q, = Q% na H.

DowoD

Niech Q} i Q% beda miarami zgodnego wyboru Z wzgledem (G, H). Wowczas dla
dowolnego A € U dostajemy

dQ!l dP dQ?
E(FH) | BE(—=F2HM)  E(FH)

dQl, =14 d]PZ(A) =14 dQ?
B(g) BTG E(Zg)
Niech (A;)ey €U bedzie dowolnym ustalonym ciagiem reprezentujacym U, dla kté-

rego (Bp);2, jest G-rozbiciem Q zdefiniowanym w (2.13). Stosujac (2.15) dla A = A;,
[ € N, otrzymujemy

dQ!
Bl =2
( dP

14 (2.15)

dQZH oo d]P’Z(A)H
H) (TH 2 1ela S?J)
E(5#19) =1 E(=5>19)

$1,1, ZCEPO E(d@zm) E(d@%
5O e B\

Zatem z lematu B.2.5 wynika, ze Q) = Q% na H.

Przechodzimy do dowodu implikacji przeciwnej. Zatézmy, ze QJ, jest miara zgodnego
wyboru Z wzgledem (G, H) oraz, ze QL = Q% na H. Wowczas oczywiscie Q, = Q%
na G. Stad i z lematu B.2.5 wynika, ze

E(%2H)  B(S2m)
B(%g)  B(“%g)

skad

dP d d
BEEAM) | BCEM) | ECEH)

dP

B(T40|G) (%rm (%lg)
co dowodzi, ze QQZ jest miarg zgodnego wyboru Z wzgledem (G, H). O

Okazuje sie, ze miara zgodnego wyboru Z wzgledem (G, H) nie musi by¢ jednoznacz-
nie wyznaczona na F.

14

STWIERDZENIE 2.2.16. Zaldzmy, ze istnieje miara Q € P, taka, ze % nie jest H-
mierzalng zmienng losowq oraz zatézmy, ze Qq jest miarg zgodnego wyboru Z wzgle-

dem (G, H). Wéwczas zmienna losowa

% E(dQl
E(Dp) \ dP

H) (2.16)

jest gestoscig miary zgodnego wyboru Z wzgledem (G, H). Ponadto miary Qq i Qs
nie sqg rowne na F.
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DowOD
Jest jasne, ze zmienna losowa dana wzorem (2.16) jest gestoscia pewnej miary pro-
babilistycznej, ktérg oznaczymy przez QQ;. Zauwazmy, ze

dQ
P({¢ _ 1}) ‘1.
E(GIH)

poniewaz gestosé miary Q nie jest H-mierzalna. Zatem miara Q nie jest réwna Q
d d
(%[ - (1

na F.
dP dP 7-ll)

Zauwazmy, ze
Stad i z lematu B.2.5 wiemy, ze miara QQ; jest identyczna z Q; na H. Zatem ze
stwierdzenia 2.2.15 wynika, ze Q2 jest rowniez miara zgodnego wyboru Z wzgledem

(G,H). O

Miara zgodnego wyboru odegra kluczowa role w konstrukeji Z-warunkowej wartosci
oczekiwanej.
Do konca tego podrozdziatu obowigzuje

ZALOZENIE 2.2.17. Funkcja Z reprezentuje zgodny wybor wzgledem H.

Ustalmy dowolng miare zgodnego wyboru Z wzgledem (G,H) i oznaczmy ja
przez Pz. Ustalmy ponadto dowolna H-mierzalna zmienna losowa X. Dowiedziemy
teraz stwierdzenia, z ktorego wyniknie warunek konieczny i wystarczajacy na to,
by istniata warunkowa warto$¢ oczekiwana wystepujaca po prawej stronie roéwnosci

(2.8).

STWIERDZENIE 2.2.18. Dla dowolnego A €U zachodzq rownosci:
(i) 1aBp,(X*|G) = 14Ep, , (X*|G) P-p.n.
(ZZ) 1AEIP’Z(X_|g) = IAEPZ(A)(X‘|Q) P—p.n.

DowOD
Pokazemy (i)
Stosujac najpierw lemat B.1.16, a nastepnie stwierdzenie B.1.12, otrzymujemy

e B(Z5MH)
EpZ(A)(lAX+|g) = E(X+1AW‘Q) = E(X+1AW
E(—5719) E(—5719)

g) = E[PZ(].AX+|Q),

gdyz Z reprezentuje zgodny wybér wzgledem H i korzystamy z lematéw 2.2.10,
B.1.16 i stwierdzenia B.1.12, skad wynika ()
Dowéd (i) pominiemy, gdyz przebiega on analogicznie. O

STWIERDZENIE 2.2.19.

(i) Ep,(X|G) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy zmienna losowa 14Ep, , (X|G) jest
dobrze okreslona dla kaidego A€lU.

(i) Ep,(X|G) jest skoniczong zmienng losowq wtedy i tylko wtedy, gdy 14Ep, (X19)
jest skorniczong zmienng losowq dla kazdego A €U.
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DowOD

Pokazemy (i).

Zaczniemy od dowodu implikacji (=).

Ustalmy dowolne A € U. Z zatozenia wynika, ze dla prawie kazdego w € () co najwy-
zej jedna z wartosci Ep, (X*|G)(w) oraz Ep,(X|G)(w) przyjmuje warto$¢ co. Stad
i ze stwierdzenia 2.2.18 wynika, ze dla prawie kazdego w € A co najwyzej jedna z
wartosci 14 Ep, ,, (X*|G)(w) oraz 14Ep, , (X7|G)(w) jest réwna oo, co oznacza, ze
zmienna losowa 14 FEp, , (X|G) jest dobrze okreslona.

Przechodzimy do dowodu implikacji (<=).

Niech (Ax)f2, € U bedzie ciggiem reprezentujacym U wybranym do konstrukeji
miary o gestosci D danej w (2.14) oraz niech (By)52, bedzie G-rozbiciem (2 zdefinio-
wanym w oparciu o ciag (Ax)g, tak, jak w (2.13). Wowczas

B, (X7IG) = S 15, Br, (X71G) Y S 15,14, B, (X7(G)
k=1 k=1
(**) oo . o0
= ; 1Bk1AkE]PZ(Ak)(X 9) = kz 1BkEPZ(Ak)(X+|g)’
=1 =1

przy czym w (%) korzystaliSmy z tego, ze By € Ay dla k e N, a w (**) z (i) w
stwierdzeniu 2.2.18. Przeprowadzajac analogiczne rachunki dla X -, dostajemy

EPZ(X_|Q) = Z 1BkEPZ(Ak)(X_|g)‘
k=1

Niech Cy, = {1p,Ep,, ,(X*|G) = 0o} n{1p, Ep,, ,(X7|G) = oo}, k € N. Poniewaz
By, € Ay, z zalozenia wynika, ze P(Cy) =0, k € N. Stad

R

B 50, 010) = 00} 1 (B, (X10) =) | B U i) -,

k=1

co implikuje istnienie Ep, (X|G).
Dowdd (i) pomijamy, gdyz przebiega on analogicznie. O

Sformutujemy teraz gtéwny wynik dotyczacy istnienia, jednoznacznosci i postaci
Z-warunkowej wartosci oczekiwanej.

TWIERDZENIE 2.2.20. Niech Z : U — G bedzie funkcjg reprezentujgcq zgodny wy-
bor wzgledem H oraz niech Py bedzie dowolng miarg zgodnego wyboru Z wzgledem
(G,H). Niech ponadto X bedzie dowolng H-mierzalng zmienng losowg. Nastepujgce
warunki sq rownowazne:

(i) Istnieje zmienna losowa Fp,(X|G)

(i1) Istnieje Z-warunkowa warto$é oczekiwana X pod warunkiem G.

Ponadto, jezeli spetnione sq powyzsze warunki, to Z-warunkowa wartos¢ oczekiwana
X pod warunkiem G jest P-p.n. réwna Ep,(X|G).

Dowo6Dp
Zaczniemy od dowodu implikacji (i) = (7).
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Ze stwierdzenia 2.2.19 wiemy, ze zmienna losowa 1,4FEp, , (X |G) jest dobrze okre-
slona dla dowolnego A € U. Stad oraz ze stwierdzenia 2.2.18 wynika, ze dla zmiennej
losowej Ep,(X|G) zachodzi (2.8), co dowodzi, ze Ep,(X|G) jest Z-warunkowg war-
tosciag X-pod warunkiem G.

Przechodzimy do dowodu implikacji (ii) = (7).

Istnienie Z-warunkowej wartosci oczekiwanej implikuje, ze zmienna losowa 14 Ep, ) (X16)
jest dobrze okreslona dla dowolnego A € U. Stad i ze stwierdzenia 2.2.19 wynika ist-
nienie zmiennej losowej Ep, (X|G).

Ponadto z dowodu implikacji (i) = (i7) oraz ze stwierdzenia 2.2.7 wynika, ze Z-
warunkowa warto$¢ oczekiwana X pod warunkiem G jest P-p.n. réwna Ep, (X|G).
O

UWwAcCA 2.2.21. Powyzsze twierdzenie okaze sie bardzo przydatne w nastepnym pod-
rozdziale, gdzie napotkamy sytuacje, w ktorych bedziemy potrzebowali istnienia Z -
warunkowych warto$ci oczekiwanych zmiennych losowych, dla ktorych mozliwe bedzie
pokazanie, Ze istnieje zmienna losowa Ep,(X|G), natomiast nie bedziemy w stanie
zapewnié, ze zachodzi mocniejszy warunek, np. catkowalno$é wzgledem miary zgod-
nego wyboru, z ktorego rowniez wynikatoby istnienie Z-warunkowej wartosci oczeki-
wanej.

7 twierdzenia 2.2.20, otrzymujemy natychmiast

WNIOSEK 2.2.22. Niech Z : U — P, bedzie funkcjg reprezentujgcqg zgodny wybor
wzgledem H, niech Q bedzie dowolng miarg zgodnego wyboru Z wzgledem (G, H)
oraz niech X bedzie H-mierzalng zmienng losowq catkowalng wzgledem miary Q.
Wowczas Z-warunkowa wartosé oczekiwana X pod warunkiem G istnieje i jest P-
p.n. réwna zmiennej losowej Eg(X|G).

Dowo6p
Catkowalnos$é¢ X wzgledem miary Q implikuje istnienie zmiennej losowej Eq(X|G).
Teraz teza wynika natychmiast z implikacji (i) = (i) w twierdzeniu 2.2.20. O

Podamy teraz kilka rezultatow, dzieki ktorym uproscimy wiele rachunkow, w kto-
rych wykorzystywany bedzie abstrakcyjny wzér Bayesa. Z wynikow tych bedziemy
korzysta¢ w nastepnym podrozdziale.

LEMAT 2.2.23. Niech Q € P, oraz niech Q € (P.)g bedzie miarg o gestosci danej
wzorem _ a0
dQ _ &

P E(%G)

Jesli dla dobrze okreslonej zmiennej losowej Y istnieje Eq(Y|G), to istnieje E5(Y|G)
i zachodzi réwnosé Eg(Y|G) = Eg(YG).

Dowo6bD

dQ dQ
coms{ b))l )
o(Y19) = E(29) G Y9 E(‘fl%g)g ,
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przy czym w (a) skorzystalismy z lematu B.1.16, za$ w (b) z tego, ze Q € (P.)g.
Roéwniez z lematu B.1.16 wiemy, ze z istnienia zmiennej losowej I wynika istnienie
Eg(Y|G) oraz zachodzi réwnos¢ I = Eg(YG), skad dostajemy teze. O

STWIERDZENIE 2.2.24. Niech funkcja Z :U — P, reprezentuje zgodny wybor wzgle-
dem H oraz niech Py bedzie miarg zgodnego wyboru Z wzgledem (G, H). Wowczas
istnieje funkcja Z :U - (P,)g taka, ze:

1. Dla dowolnej dobrze okreslonej zmiennej losowej X nastepujgce warunki sq row-
nowazne:

(i) Ep,, (X|G) istnieje dla kaidego A €U,

(1) Ep, a (X|g) istnieje dla kazdego A elU.

Ponadto, gdy spelnione sq powyzsze warunki, to dla kazdego A € U zachodzi réwnosé

Ep,,(X|6) = Bs,  (X|G) P- pn. (2.17)

2(4A)

2. Miara Pz jest miarg zgodnego wyboru Z wzgledem (G, H). W szczegélnosci funkcja
Z reprezentuje zgodny wybor wzgledem H.

Dowo6p )
Dowodzimy punkt 1. Definiujemy Z : U — (P.)g wzorem

~ dP
Z(A) - (dIP’Z(A) |g) - dP

(2.18)

Definicja jest poprawna, tzn. obraz Z jest zawarty w (P.)g, poniewaz obraz Z jest
zawarty w P.. Stosujac lemat 2.2.23 do miar Q = P24y Q =Pz(4) i zmiennej losowej
X+ (odp. X7) otrzymujemy réwnosé

EPZ(A)(X+|Q) = EPz(A) (X+|g) ( Odp EPZ(A)(X_|G) = EPZ(A)(X_|Q)). (219)

Dla A € U zdefiniujmy zbiory
Cy = {EPz(A)(X+|g) = oo} n {EPZ(A)(X_|g) = oo}
oraz
= (e, (X719) = 0} 0 {Er, , (X71G) = o0}.

Niech X bedzie dowolneg dobrze okreslong zmienng losowa.

Jezeli zachodzi (i) (odp. (7)), to P(C4) = 0 (odp. P(Cy) = 0). Stad i z (2.19) wynika,
ze spelniony jest warunek (i7) (odp. (¢)) oraz zachodzi wzér (2.17).

Dowodzimy punkt 2. Dla dowolnego A € U, otrzymujemy

dPZ(A) dIED"
H (@) 1.E aP U ®) 1.E T ZA)
(dPZ(A) 9) dP

Z(4)

dPy

1,E
A(dIP

”H) (2.20)

przy czym w (a) skorzystalidmy z definicji miary zgodnego wyboru, a w (b) z de-
finicji funkcji Z. Wynika stad, ze Py jest miara zgodnego wyboru Z wzgledem H,
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wiec na mocy lematu 2.2.10, funkcja Z reprezentuje zgodny wybér wzgledem H. O

7, powyzszego stwierdzenia wynika, ze zamiast bada¢ istnienie Z-warunkowe;
wartoéci oczekiwanej zmiennej losowej X pod warunkiem G, mozna zdefiniowaé Z
wzorem (2.18) i zbadaé istnienie Z-warunkowe]j wartosci oczekiwanej dla, gdyz dla
kazdego A € U prawa strona (2.8) jest identyczna dla funkeji Z i Z. Ponadto wiemy,
ze jezeli funkcja Z reprezentuje zgodny wybér wzgledem #, to funkcja Z réwniez re-
prezentuje zgodny wybor wzgledem H oraz istnieje miara, ktéra jest miara zgodnego
wyboru dla obu tych funkcji. Korzyscig ptynaca z takiego zastgpienia jest uprosz-
czenie rachunkéw opartych o abstrakcyjny wzor Bayesa.

W przypadku, gdy obraz funkcji Z jest zawarty w (P,)g, warunek definiujacy
miare zgodnego wyboru przyjmuje dla prostsza postac.

WNIOSEK 2.2.25. Niech Z : U — (P.)g bedzie funkcjq reprezentujgcq zgodny wy-
bor wzgledem H i zaloimy, ze Q jest miarg zgodnego wyboru Z wzgledem (G, H).
Wowczas dla kazdego A € U zachodzi rownosé

dQ AP 4)
1B =|H | = 1.5 —22
4 (d]P H) 4 ( dP

’H) P-p.n.

2.3 Procesy Z-usrednienia zmiennych losowych i
ich wlasnosci

W tym podrozdziale definiujemy i badamy wtasnosci proceséw Z-usrednienia zmien-
nych losowych. Uzyskane wyniki zostang zastosowane w nast¢pnym podrozdziale do
sformutowania metody wyceny wyptat przez analize scenariuszy.

Niech (2, F,P) bedzie ogdlng przestrzenia probabilistyczna z filtracja F = (F;)er,
gdzie T ={0,1,...,T} dla pewnego T € N. Przyjmujemy, ze Fo = {@, )} oraz Fr = F.

OZNACZENIE 2.3.1. Dla zbioru Q bedgcego dowolnym podzbiorem P, przez Qg ozna-

czac bedziemy zbior miar probabilistycznych

. | A0 _ R
{@E(Pe)g : HQEQt.ZGE—W .

Wprowadzimy teraz kilka pojeé¢, z ktérych bedziemy korzysta¢ przy konstrukeji
procesow Z-usrednienia.

DEFINICJA 2.3.2. Powiemy, Ze zbior U, € F; dla pewnego t € Tp ={0,1,...,T -1}
reprezentuje wybor scenariuszy z historig zaobserwowang do chwili t, jezeli istnieje
cigg reprezentujgcy Us.

Od tej pory zakladamy, ze dany jest pewien ciag U = (Us)iers, gdzie U; repre-
zentuje wybor scenariuszy z historig zaobserwowang do chwili ¢, ¢ € Tr.

40



DEFINICJA 2.3.3. Dowolny ciqg funkcji Z = (Z)ser, takich, ze Zt : U1 - (Pe)#,,
dla t € Ty nazwiemy ciggiem reprezentujgcym subiektywne prognozy. Zbior ciggow
reprezentujgcych subiektywne prognozy bedziemy oznaczaé przez Z(U).

Dla kazdego t € Ty funkcja Z! przyporzadkowuje miary probabilistyczne réw-
nowazne [P zdarzeniom z U;_, co mozna zinterpretowa¢ w sposob nastepujacy: nie
ignorujemy przysztych zdarzen, ktérych zajscie ma dodatnie prawdopodobienstwo
w mierze fizycznej P. W zwiazku z tym, ze miary z obrazu funkcji Z! beda uzywane
do konstrukecji ceny w chwili ¢t — 1, jako Z!-warunkowej wartosci oczekiwanej pod
warunkiem F;_1, to zgodnie ze stwierdzeniami 2.2.13 i 2.2.24 wystarczy rozwazac
funkcje Zt, ktére przyporzadkowujg zdarzeniom miary pokrywajace sie z P na F;_;.
[stotnie, ze stwierdzenia 2.2.24 wynika

WNIOSEK 2.3.4. Dla kazdego ciggu funkcgi Zt Uy > P., t € Toy istnieje element
Z = (7", € Z2(U) taki, Ze dla dowolnego t € Ty, dla dowolnej F;-mierzalnej zmien-
nej losowej X, dla ktorej istnieje Xy x, , istnieje rowniez Xz r, | oraz zachodzi
rownoscé

XZAtJ'—tfl - XZty}—t—l P-pn.

Wprowadzimy teraz kluczowe pojecie tego podrozdziatu.

DEFINICJA 2.3.5. Niech Z € Z(U) oraz niech X bedzie dowolng zmienng losowq.
Powiemy, Ze adaptowany proces Y jest procesem Zi-usrednienia X, jezeli
1. Yr=X,

2. 14Ep (Yi|Fio1) = 14Y51 dla kazdego A € Us_1 1 kaZdego t € Ty.

zt(A)

W powyzszej definicji zawarty jest opis konstrukeji procesu Y, ktéry jest ciggiem
Z-warunkowych wartosci oczekiwanych okreslonym za pomoca indukcji wstecznej w
oparciu o zmienng losowa X i ciag funkcji Z = (Z?)4e7;- W nastepnym podrozdziale
procesy Z-usrednienia X beda kandydatami na procesy ceny arbitrazowej X otrzy-
mane przez analize scenariuszy. Zaczniemy od oczywistej charakteryzacji proceséw
Z-usrednienia.

STWIERDZENIE 2.3.6. Niech Z € Z(U) oraz niech X bedzie dowolng zmienng losowg.
Wowczas Y jest procesem Z-uSrednienia X wtedy i tylko wtedy gdy speinione sq
warunki

1. Yr=X,

2. Y=Yzt 7., dla kazdego t € Ty.

DEFINICJA 2.3.7. Powiemy, ze cigg Z = (Z!) 1, reprezentuje zgodny wybor wzgledem
F, jezeli Zt reprezentuje zgodny wybor wzgledem Fy dlat € Ty. Zbior ciggow Z € Z(U)
reprezentujgcych zgodny wybor wzgledem F bedziemy oznaczaé przez Z.(U).

Zaczniemy od stwierdzenia, w ktorym dowiedziemy, ze jezeli istnieje proces Z-
usrednienia X, to jest wyznaczony jednoznacznie.

STWIERDZENIE 2.3.8. Zalozmy, ze Z € Z.(U) oraz, Ze dla pewnej zmiennej losowej
X istnieje proces Z-usrednienia X. Wowczas jest on wyznaczony jednoznacznie w
sensie nieodroznialnosci.
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DowOD

Niech X bedzie dowolng wyplatg i niech Y, Y beda dowolnymi procesami Z-usrednienia
X. Aby dowie$¢ nieodréznialnodci proceséw Y i Y, sprawdzimy przez indukcje
wsteczna, ze fft = Yt dlateT.

Dla ¢ = T mamy Yr=X =Y. Zalézmy, ze Y, = Y, dla pewnego t € Ty. Pokazemy, ze
Yi1 =Y.

7 warunku 2. w definicji 2.3.5 i zalozenia indukcyjnego wynika, ze

fft—l = (Y/;t)Zt,}'t,l = (fft)zt,ft,l = f/;—l‘ g

Dla Z € Z.(U) oraz dowolnej dobrze okreslonej zmiennej losowej X przez Y X2
oznaczaé bedziemy (o ile istnieje) proces zdefiniowany wzorem

(2.21)

! Ep Yt+17 |~Ft) gdy t<T,

Zt+1 (

przy czym Py jest dowolng miara zgodnego wyboru Z! wzgledem (F;_1,F;), t € Ty.
Sprawdzimy, ze jezeli dla zmiennej losowej X i ciagu Z € Z.(U) istnieje proces Y X2,
to jest on procesem Z-usrednienia X. Ponadto wykazemy poprawnos¢ powyzszej
definicji, tzn. sprawdzimy, ze dla ustalonej zmiennej losowej X i ciagu Z € Z.(U)
procesy (o ile istnieja) okreslone wzorem (2.21) dla réznych ciagéw naturalnych miar
zgodnego wyboru sg nieodréznialne.

STWIERDZENIE 2.3.9. Niech Z € Z.(U) oraz niech X bedzie dowolng zmienna lo-
sowq, dla ktorej istnieje proces YXZ okreslony wzorem (2.21) dla Pz bedgcych mia-
rami zgodnego wyboru Zt wzgledem (Fi_1,Ft), t € To.

(i) Wowczas YXZ jest procesem Zi-usrednienia X .

(i1) Niech ponadto (]@)Zt)t% bedzie dowolnym ciggiem miar zgodnego wyboru Z*
wzgledem (Fi_1, Fy), t € Tg, dla ktérego Y jest procesem okreslonym wzorem (2.21) z
Py =Py, t € Ty. Wowczas procesy Y X% oraz Y sq nieodréznialne.

DowOD

Zaczniemy od dowodu (7). Zauwazmy, ze proces Y X% gpelnia warunki 1 i 2 ze
stwierdzenia 2.3.6.

L Y%= X,

2.V, = (V") yu 7, dla kazdego t € To.

Zatem Y%7 jest procesem Z-usrednienia X na mocy stwierdzenia 2.3.6.
Przechodzimy do dowodu (ii). Powtarzajac rozumowanie z kroku (i) dla procesu
Y, wnioskujemy, ze jest on réwniez procesem Z-usrednienia X. Zatem na mocy
stwierdzenia 2.3.8 procesy YXZ oraz Y sa nieodréznialne. O

Okazuje sie, ze istnienie Z-usrednienia X implikuje istnienie procesu Y %%,

TWIERDZENIE 2.3.10. Niech Z € Z.(U) oraz niech X bedzie dowolng zmienng lo-
sowq, dla ktorej istnieje proces Zi-uSrednienia. Wowczas istnieje proces Y% okre-
Slony wzorem (2.21) dla Pz bedgcych miarami zgodnego wyboru Zt wzgledem (Fy_1, Fy),
teTy.
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DowOD

Niech Y bedzie procesem Z-usrednienia X, ktorego istnienie wynika z zatozenia. Z
definicji Z-usrednienia wynika, ze zmienna losowa X jest dobrze okreslona oraz dla
kazdego t € Ty, istnieje (Y3)zt 7, ,. Przez indukcje wsteczng dowiedziemy, ze istnieje
proces V' spetniajacy warunki definiujace proces Y% dany wzorem (2.21). Definiu-
jemy zmienna losowa Vr := X. Wowczas Vi = Yr. Zalézmy, ze zdefiniowalismy ciag
zmiennych losowych V; dla s = t,...,T dla pewnego t € Ty taki, ze Vp = X i jezeli
t<T,toVier=(Va)zsr ,dlas=t+1,...,Toraz Vy =Y, dlas=t¢,...,T. Z implika-
cji (44) = (i) w twierdzeniu 2.2.20 wynika, ze istnieje zmienna losowa Ep_, (Yy|Fi-1),
gdzie Pz jest dowolna miara zgodnego wyboru Z! wzgledem (F;_1,F;) oraz za-
chodzi rownosé¢ Yy 1 = Epzt(Yt|Ft_1). Stad oraz na mocy zatozenia indukcyjnego,
otrzymujemy réwnos¢

Yii = Ep,, (YilFi1) = Ep, (Vi|Fi1),

co pozwala zdefiniowac¢ zmienng losowa Vi1 := Ep_, (Vi|Fi-1). Wowezas oczywidcie
rowniez V1 = Y;_ ;. Zakonczyliémy dowdd indukeyjny, z ktorego wynika istnienie
procesu V spelniajgcego warunki:

1L Vp=X,

2. Vier = (Vi) 2.7, dla kazdego t € 7.

Stosujac implikacje (i) = (i) w twierdzeniu 2.2.20 dla kazdego t € Ty, wnioskujemy,
ze proces V spelnia warunki definiujgce proces Y X%, Zatem istnieje proces Y X% i
ponadto Y;X’Z =V,=Y,dlateT.0O

Kluczowg rol¢ w badaniu wtasnosci procesow Z-usrednienia zmiennych losowych
dla ciagéw Z € Z.(U) odegra przeksztatcenie W : Z.(U) — LY okreslone wzorem

r dlP 7
W(Z)=\||FE
@-115( G

]—‘t), (2.22)

gdzie Z = (Z',...,Z7) € Z.,(U) oraz Pz jest dowolng miara zgodnego wyboru
Zt wzgledem (Fy_1,F;) dla t € Tg. Poprawnosé definicji przeksztatcenia W wynika z
tego, ze miary zgodnego wyboru Zt wzgledem (F;_1, F;) sa identyczne na F; (stwier-
dzenie 2.2.15 zastosowane do G = F;_1 i H = F;), wiec ich warunkowe wartosci oczeki-
wane pod warunkiem F; s réwne (lemat B.2.5). Sformulujemy i udowodnimy teraz
kilka technicznych wynikéw dotyczacych przeksztatcenia W.

STWIERDZENIE 2.3.11. Dla dowolnego Z € Z.(U) zmienna losowa W (Z) jest gesto-
scig pewnej miary probabilistyczne;.

DowOD
Jest jasne, ze W(Z) > 0. Wystarczy pokazaé, ze EW (Z) = 1. Sprawdzimy przez
indukcje, ze

d]P)Zt

E[HE( i Ft)]:l (2.23)

dla s = 1,...,T. Teza zachodzi dla s = 1, bo P, jest miara probabilistyczng. W
przypadku, gdy 7' = 1 dowdd zostal zakonczony. Rozwazmy teraz przypadek, gdy
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T>1.
Zatozmy, ze (2.23) zachodzi dla pewnego s < T' i pokazemy te réwnosé dla s + 1.
Najpierw sprawdzimy catkowalnos$¢ zmiennej losowej

o))
7, warunkowe] wersji twierdzenia o zbieznosci monotonicznej wynika, ze

Sﬁ E(dpzt ) lim ﬁ E(dPZ*
Stad i z lematu Fatou

s+1 . [s+1 .
[HE(d]P)Z )]<hm1nfE E(dPZ A
1

.7-}) P-pn.

n—oo

1
= liminf E E( E(dpzt AT

AN ]—"t)E(E(dIP)ZS+1 AN

fs+1)

7]

1

o z dP ¢
=1 fE E

e [ H (d]P dP

. . [ = dPZt dPZsH
<1 iy E E\E
<t {1 G oo )
=:liminf I,.

Znajdziemy teraz wspodlne ograniczenie gérne dla ciggu (1, ),n. Korzystajac z wha-
snosci warunkowej wartosci oczekiwanej i faktu, ze Py € (P.)£,, stwierdzamy, ze

E(E(dPZM fs+1) ]—"s): 1.

dP
[HE(dPZ% F ]<E[HE(d§§t J—")]:l

na mocy zatozenia indukcyjnego. Pokazali$émy, ze zmienna losowa
s+1 dP

jest catkowalna. Podobnie sprawdza sie, ze dla s+ 1 zachodzi (2.23).
Teza wynika z (2.23) dla s =T. O

Stad

OZNACZENIE 2.3.12. Dla Z € Z.(U) miare o gestosci W (Z) bedziemy oznaczaé przez
PW(Z)'

Sformutujemy i udowodnimy teraz serie lematoéw poswieconych wyliczaniu wa-
runkowych wartosci oczekiwanych wzgledem miary Py (z).
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LEMAT 2.3.13. Dla dowolnego Z € Z.(U) oraz dowolnego t € T zachodzi réwno$é

dP s
Dowo6bD

dP
Indukcja wsteczna. Dla ¢ = T réwnosé wynika z definicji W(Z). W przypadku, gdy
T =1 dowdd jest zakonczony. Rozwazmy przypadek T' > 1. Zatézmy, ze dla pewnego
t€{0,...,T -1} zachodzi réwnosé

dP trl dP 55
E( e ]:t+1) HE( > )
Sprawdzimy, ze
dIP’W(Z) L dIP’Za
E E .
(k)11

Wryliczamy lewa strone:

d[P d[P t+1 P..
o B2 ) oS | o )

dP
przy czym ostatnia réwnos¢ wynika z zatozenia indukcyjnego. Korzystajac z tego,

ze zmienna losowa
e )

jest Fi-mierzalna oraz stosujac stwierdzenie 2.2.13 do o-ciata G = F; i miary P €
(Pe)#, = Pg, dostajemy teze. O

dPZs

W oparciu o lemat 2.3.13 otrzymujemy kolejny przydatny w dalszych rozwaza-
niach wynik.

LEMAT 2.3.14. Niech Z € Z.(U) oraz ustalmyt € T. NiechY bedzie dobrze okreslong,
Fi-mierzalng zmienng losowq takqg, zZe pewnego uw € T istnieje warunkowa wartosé

oczekiwana
d]P)W(z)
E| —Y
(“
Wowczas
dPy (z)
E|—=—Y 2.24
(e (2.21)
istnieje dla kazdego v > u oraz zachodzi rownosé
dI[D S S
E( ;E,fz)y ) HE(dPZ ) l]‘[ E(dPZ )Y ]—"r], (2.25)
s=r+1

przy czym przyjmujemy, ze iloczyn, dla ktorego zbior indeksow jest pusty wynosi 1.
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DowOD
Istnienie warunkowych wartosci oczekiwanych danych wzorem (2.24) dla r > u wy-
nika ze stwierdzenia B.1.12. Ustalmy teraz dowolne r > u i sprawdzimy, ze zachodzi
wzor (2.25). Zauwazmy, ze jezeli t <r, to

fr)

dPW(Z) dPW(Z)

El ——Y =YE|————
( dpP Fr dP

na mocy lematu B.1.11 i teza wynika natychmiast z lematu 2.3.13.

Rozpatrzmy teraz przypadek, gdy ¢t > r. Wowczas

fs)Y .7-“;| .7-}]

E(dPW(Z)Y F. ) stw. 123.1.12 [ [HE(d]P)Zs
el

dP
]—"S) frl

= 15

s=r+1

7)

przy czym w przedostatniej rownosci skorzystaliSmy z lematu 2.3.13. O

-

Ukoronowaniem tego podrozdziatu jest

TWIERDZENIE 2.3.15. Niech Z € Z.(U) oraz niech X bedzie zmienng losowq, dla
ktorej istnieje Ep,, , X. Wowczas istnieje proces YXZ oraz zachodzq réwnosci

th,z - Epw(z)(XU-}) (2.26)
dlateT.

Dowdd twierdzenia poprzedzimy lematem.

LEMAT 2.3.16. Niech Z € Z.(U) oraz niech X bedzie dowolng dobrze okreslong
zmienng losowq. Zatozmy, ze YtX 2 _ th-,z jest dla kazdego t € T dobrze okreslong
zmienng losowq. Wowczas istnieje proces Y X2 oraz

YthZ = thtz - Y;Xf’z dla kazdego t € T. (2.27)

DowOD
Przeprowadzajac indukcje wsteczng, skonstruujemy cigg zmiennych losowych (Vi) teT,
ktory spelnia warunki definiujgce proces Y X% oraz taki, ze V; = YX - Y;X Z dla

teT.
Definiujemy Vi := X. Wowczas

Vp=X=Xt-X" =y 2y~
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Zal6ézmy, ze zdefiniowaliSmy ciagg zmiennych losowych V; dla s = ¢,...,T dla pewnego
teTotaki, ze Vp =X ijezelit < T, to Vooy = (Vi) zsr,,, dlas=t+1,...,T oraz

V,=YXZ2_vXZdlas=t,. .. T

Niech Py¢ bedzie dowolna miara zgodnego wyboru Z! wzgledem (F;_q, F;).
Woéwcezas

VA=Y B (VY F) - Be, (VR
b + - c
Q B, (V"7 =Y AF ) © B, (VIF),
przy czym w (a) skorzystalidmy z (2.21), w (b) ze stwierdzenia B.1.5, zas§ w (¢) z
zatozenia indukcyjnego. Z zalozenia wiemy, ze Yti(f’z - Yf{’z jest dobrze okreslona

zmienna losowy, zatem rowniez Ep , (Vi|Fi-1) jest dobrze okreslong zmienng losowa.
Zdefiniujmy zmienng losowa

Vicr = EIP’Zt (Vt|~7:t—1)-

Wowcezas oczywiscie Vi_y = (V) zt 5, oraz Vi_1 = Y{F’Z—Y)f_’z, co konezy indukeyijn
y Fi1 t-1 t-1 y yjna

konstrukcje procesu V.

7 konstrukeji wynika, ze proces V' spelnia warunki:

1. V=X,
2. Viei = (V) 2t 7,_,, dla kazdego t € Ty,
3.V, =Y 2 Y% dla kazdego t € T
Z punktéw 1. i 2. wynika, ze istnieje proces speliajacy warunki (2.21). Mozemy

przyja¢ YX2% = V. Stad oraz z punktu 3. otrzymujemy (2.27). O

DowOD (TWIERDZENIA 2.3.15)
Krok 1. Zalézmy najpierw, ze X > 0. Wowczas istnieje proces YXZ. Dowodzimy
wzér (2.26) przez indukcje wsteczna.
Dla t =T mamy
Y75(7Z =X = EPW(Z)(leT)‘

Zatbzmy, ze wzor (2.26) zachodzi dla pewnego t € Ty. Wowczas

Bty iy (XIFi1) @ By ) (B (XIF)|Fic)
Y By (V4 Fir)
(© E(dPZ?PEZ)Y;X’ZLFt—l)
E(dP‘;;P(Z) |]:t—1)

przy czym w (a) skorzystaliSmy ze stwierdzenia B.1.12, w (b) z zalozenia indukcyj-
nego, a w (¢) z lematu B.1.16. Stosujac lemat 2.3.14 (odp. lemat 2.3.13) do licznika
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(odp. mianownika) ostatniego wyrazenia, otrzymujemy

E(sze

f >E[E(C”PZt FOY A F ]
| E(TE ) ‘

Epy gy (X|Fi-1) = Ep,, (Y% Fi)

_yXZ
=Y

co konezy dowdd indukeyjny wzoru (2.26) w przypadku X > 0.

Krok 2. Niech X bedzie dowolng dobrze okreslong zmienng losowa, dla ktérej istnieje
Epy, X Stosujemy krok 1. do nieujemnych zmiennych losowych X+ oraz X~, skad
otrzymujemy réwnosci

Y E = Bpy gy (XU oraz Y% = By (X7|R) dlate T, (2.28)

Ze stwierdzenia B.1.12 wynika, Ze istnienie Ep,, , X implikuje istnieje Ep,, , (X|F?)
dla t € T, skad
EPW(Z) (X*|F) - E]P)W(Z)(X_|]:t)

jest dobrze okreslona zmienna losowa dla kazdego t € T. Stad oraz z (2.28) wynika,
ze
yX'Z _yX .z
t t
jest dla kazdego t € T dobrze okreslong zmienng losows, zatem na mocy lematu
2.3.16 istnieje proces Y X% oraz dla kazdego t € T zachodzi réwnosé (2.26). O

2.4 Wycena wyplat przez analize scenariuszy w
og6lnym modelu rynku z czasem dyskretnym

Niech (£, F,P) bedzie ogdlng przestrzenia probabilistyczna z filtracja F = (F;)er,
gdzie T ={0,1,...,T} dla pewnego T € N. Przyjmujemy, ze Fy = {@,Q} oraz Fr =
F. Zalozmy ponadto, ze dany jest pewien wolny od arbitrazu model rynku M =
(S, ®), gdzie S jest nieujemnym procesem adaptowanym o wartosciach w R*¥*1 dla
pewnego k € N. Zakladamy ponadto, ze dany jest pewien ciag U = (U ) e, gdzie U,
reprezentuje wybér scenariuszy z historia zaobserwowana do chwili ¢, ¢t € Tr (patrz
definicja 2.3.2). Zmierzamy do tego, by okresli¢ reguty wyceny dla elementéw zbiorow
Uy, t € Tr. Nasz cel mozna precyzyjniej wyrazi¢ w sposob nastepujacy: dla kazdego ze
zdarzen z U; okresli¢ formute na cene dowolnej wyptaty, ktora wynika z modelowego
przysztego zachowania rynku i uwzglednia subiektywne prognozy inwestora oraz
jego nastawienie do ryzyka uzaleznione by¢ moze od historii zaobserwowanej do
chwili t. Zaczniemy od wprowadzenia matematycznego opisu subiektywnych prognoz
inwestora oraz jego nastawienia do ryzyka.

OZNACZENIE 2.4.1. Dla zbioru Q bedgcego dowolnym podzbiorem P, przez Qg ozna-
czac bedziemy zbior miar probabilistycznych:

Qg =1Q¢€(P)g : IQeQt. dQ _ fl%
G~ e)G - ZedIP’ E( |g)
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Przypomnijmy, ze w poprzednim podrozdziale wprowadziliSmy pojecie ciagu re-
prezentujacego subiektywne prognozy, z ktérego skorzystamy, formulujac metode
wyceny wyptat przez analize scenariuszy. Zbior ciagéw reprezentujacych subiek-
tywne prognozy oznaczyliSmy przez Z(U).

DEFINICJA 2.4.2. Powiemy, ze Z € Z(U) jest schematem wyceny, jezeli dla dowol-
nej ograniczonej z dotu wyplaty X :

1. ustnieje proces Y bedgcy procesem Zi-usrednienia X,

2. jezeli proces Y przyjmuje wartoSci rzeczywiste, to Y € Z(X).

Wowczas powiemy, ze Z wycenia X przez analize scenariuszy. Ponadto proces Y na-
zywaé bedziemy procesem ceny X zgodnym z Z i bedziemy go oznaczac przez 11Z(X).

Intuicja stojaca za powyzsza definicja jest nastepujaca: schemat wyceny ma mieé¢
na tyle ,dobre wtasnosci”, by istnial proces Z-usrednienia dla wszystkich wyptat,
by¢ moze za wyjatkiem tych, z ktérych straty moga by¢ nieograniczone z dotu. For-
mulowanie zagadnien dla wyptat czy proceséw o bogactwie ograniczonym z dotu
jest popularne w pracach z matematyki finansowej i ma naturalng interpretacje
ekonomiczna: nie dopuszczamy nieograniczonych strat. Proces Z-usrednienia X jest
ykandydatem na proces ceny” wyptaty X. Zatem warunek 1. okresla zwigzek pomie-
dzy tym ,kandydatem”, a ciggiem Z € Z(U) reprezentujacym subiektywne prognozy
inwestora. Zwiazek ten mozna opisa¢ stowami w sposéb nastepujacy: jezeli w chwili
t — 1 zaszlo zdarzenie A € U, 1, to cena jest réwna wartosci oczekiwanej cen z chwili
t przy mierze przyporzadkowanej zdarzeniu A przez funkcje Zt. W podrozdziale 2.1
pokazalidmy, ze stosujac indukcje wsteczng mozna otrzymac proces ceny arbitrazo-
wej. To motywuje, by zdefiniowa¢ ,kandydata na proces ceny” wtasnie w ten sposob.
W punkcie 2. zadamy, by ten proces Z-usrednienia byt procesem ceny arbitrazowej,
jezeli tylko jest to proces o wartosciach rzeczywistych.

Poczynmy nastepujaca obserwacje, ktora wynika wprost z powyzszej definicji.

UWAGA 2.4.3. Jezeli Z € Z(U) jest schematem wyceny, to Z wycenia przez analize
scenariuszy dowolng wyplate ograniczong.

Z definicji schematu wyceny i z wynikow uzyskanych w poprzednim podrozdziale,
wywnioskujemy posta¢ procesu ceny wyptlaty zgodnego z ciggiem Z reprezentujacym
subiektywne prognozy.

STWIERDZENIE 2.4.4. Zaléimy, ze Z € Z.(U) wycenia wyplate X przez analize
scenariuszy. Wowczas procesy NZ(X) 1 YXZ sq nieodréinialne. W szczegdlnosci
wszystkie procesy ceny X zgodne z Z sq nieodroznialne.

DowOD

Z definicji schematu wyceny wynika, ze istnieje rzeczywisty proces I1%(X) bedacy
procesem Z-usrednienia X. Zatem z twierdzenia 2.3.10 wynika, ze istnieje proces
YXZ dany wzorem (2.21), ktéry na mocy (i) w stwierdzeniu 2.3.9 jest réwniez pro-
cesem Z-usrednienia X. A zatem na mocy stwierdzenia 2.3.8 procesy Y X% i IT4(X)
sg nieodrdznialne. O
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W pierwszej czesci tego podrozdziatu scharakteryzujemy wtasnosci schematow
wyceny. W dalszej czesci tego rozdziatu bedziemy rozwazaé zagadnienie opisania dla
dowolnej ustalonej wyptaty zbioru schematéw wyceny, ktore wyceniajg te wyptate
przez analiz¢ scenariuszy.

Okazuje sie, ze jezeli ciag Z reprezentujacy subiektywne prognozy jest schematem
wyceny, to Z reprezentuje zgodny wybor wzgledem F, czyli Z € Z.(U).

STWIERDZENIE 2.4.5. Jezeli Z € Z(U) jest schematem wyceny, to Z € Z.(U).

DowOD

Zalozmy, ze ciag Z € Z(U) jest schematem wyceny.

Ustalmy dowolne t € Ty. Uzasadnimy, ze Z! reprezentuje zgodny wybor wzgledem
Fi. 7 uwagi 2.4.3 wiemy, ze Z wycenia przez analize scenariuszy dowolng wyptate
ograniczona. Zauwazmy, ze dla dowolnej ograniczonej F;-mierzalnej zmiennej loso-
wej X zachodza réwnosci Yy = X dla s > ¢, gdzie Y jest dowolnym procesem ceny X
zgodnym z Z. Stad i z warunku 1. w definicji 2.4.2 wynika, ze istnieje Z!-warunkowa
warto$é¢ oczekiwana X pod warunkiem F;_; dla dowolnej ograniczonej F;-mierzalnej
zmiennej losowej X. Zatem Z! reprezentuje zgodny wybér wzgledem F; dla t € Ty,
co oznacza, ze Z € Z.(U). O

W poprzednim podrozdziale zdefiniowalisSmy zbior ciagéw funkcji reprezentujacych
zgodny wybor wzgledem F, ktory oznaczylismy przez Z.(U) ¢ Z(U). Obecnie okre-
slimy jeszcze jeden podzbior zbioru ciagéw reprezentujacych subiektywne prognozy,
ktérym postuzymy sie w sformutowaniu charakteryzacji schematéw wyceny. Niech

Vte 76 VAEe Z/{t_l 31@54 € P(M)]:t,l
Zu(U) =1 ZeZ,(U) : t. ze
dP ¢ Pt
L B(—52|F) = 1. E( G| F)

Intuicja stojaca za definicja zbioru Z,((U) jest nastepujaca: ciag Z € Z.(U) repre-
zentujacy subiektywne prognozy jest elementem Z(U), jezeli dla kazdego t € Ty
i A €U, miara P4y przyporzadkowana zdarzeniu A usrednia wartodci z chwili
t na chwile t — 1 jezeli zaszto zdarzenie A w taki sam sposéb, jak pewna miara
martyngatowa P, taka, ze

dP', =
dP _ Py c

E(%a|F.,) P

Uzasadnienie tej intuicji podajemy w ponizszym stwierdzeniu.

P(M)7,,. (2.29)

STWIERDZENIE 2.4.6. Niech Z = (Z')e1; bedzie elementem Zp(U). Wowczas dla
kazdego t € Ty i dowolnego A € Uy istnieje miara martyngatowa Py taka, Ze dla
dowolnej ograniczonej z dotu, Fi-mierzalnej zmiennej losowej X zachodzi réownosc

10Ep,,  (X|Fi1) = 14Be (X|Fio1). (2.30)

7t(4)
UWAGA 2.4.7. Zauwazmy, ze jezeli zmienng losowg X potraktujemy jako wyplate, to
dla w € A lewa strona (2.30) pokrywa sie z warto$cig procesu ceny X zgodnego z Z w
chwili t —1. Zatem elementy zbioru Z(U) majg nastepujgcg wlasnosé: dla kazdego
t €Ty, dla kazdego A € U;_1 miara przyporzgdkowana zdarzeniu A przez funkcje Zt
Lusrednia na A tak samo, jak pewna miary martyngatowa”.
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DOwWOD (STWIERDZENIA 2.4.6)
Korzystajac najpierw z lematu B.1.16, a nastepnie ze stwierdzenia B.1.12 i lematu

B.1.11, otrzymujemy
}"t) Ft_ll.

d]Pzt (A)
dP

d]Pzt(A)

Lakz dP

zt(A)

(X|Fiey) = 1AE(X

]-}_1) = 1AE[X1AE(

Poniewaz Z € Z,((U) ostatnie wyrazenie jest rowne

P! (*) Ca
1AE[X1AE(d_IE;4 ﬂ) ft_1:| = 1AE[X1AE(WE—P ft) ﬂ_l‘l = _[,
E( 1 Fi)

przy czym w (x) skorzystaliSmy z tego, ze jezeli If”’;‘ € P(M)g,_,, to istnieje miara
martyngatowa P, taka, ze dla PY, i P!, zachodzi (2.29). Poniewaz zmienna losowa X
jest ograniczona z dotu, uprawnione jest stosowanie kolejno lematu B.1.11, stwier-
dzenia B.1.12 i lematu B.1.16, skad otrzymujemy
I-= 1AE[1AE(Xd[PjL J-}) f“]
E( 1 Fi1)
P’

)
E( | Fi1)
= ]-AEP% (X|ft_1). O (231)

dP',

Py
= 1AE(1AX—C”P’

Whprost z definicji zbioréw P(M)x,_,, t € Ty otrzymujemy

WNIOSEK 2.4.8. Z € Z),(U) wtedy 1 tylko wtedy, gdy Z € Z.(U) 1 dla kazdego
A €U,y istnieje miara martyngalowa Py taka, Ze

dPz:(a) E(%|ﬂ)
IAE W ft = Ad]P’t—'
E(1Fi-1)

W poprzednim podrozdziale zdefiniowaliSmy przeksztatcenie W : Z.(U) - L0,
za pomoca ktorego z kazdym elementem Z € Z.(U) zwigzaliSmy miare probabili-
styczng Py (z). Okazuje sig, ze jezeli ciag Z reprezentujacy subiektywne prognozy
jest elementem Z((U), to Py (z) jest miarg martyngatows.

TWIERDZENIE 2.4.9. Jezeli Z € Z)4(U), to Py (z) € P(M).

Wynik ten mozna zinterpretowac¢ w sposdb nastepujacy: przyporzadkowanie miar
martyngalowych zdarzeniom z U, 1, t € Ty wybranym do analizy scenariuszy prowa-
dzi do wskazania jednej miary martyngatowej Py (z). Wyceng pewnej wyplaty X
przez analize scenariuszy mozna nazwacé ,,podejsciem lokalnym”: wybieramy zdarze-
nia i dla nich okreslamy reguty wyceny, zadajac, by w oparciu o te reguty otrzymac
proces ceny arbitrazowej wyptaty. W odréznieniu od tej procedury ,,podejsciem glo-
balnym”do wyceny mozna nazwaé wybranie jednej miary martyngatowej (zwanej
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miarg wyceniajaca) P*, wzgledem ktoérej wyptata X jest catkowalna i okreslenie
procesu ceny wzorem

Ep(X|F,) dlateT. (2.32)

7 twierdzenia 1.1.20 wynika, ze kazdy proces ceny arbitrazowej wyptaty X jest po-

staci (2.32) dla pewnej miary martyngatowej P*. Zatem, aby , podejscie lokalne” prowadzito
do otrzymania procesu ceny arbitrazowej, musi istnie¢ miara martyngalowa, przy
ktorej proces Y X% mozna przedstawi¢ w postaci (2.32). Z twierdzenia 2.3.15 i twier-
dzenia 2.4.9 wynika, ze miarg ta jest miara Py (z), o ile Z € Z(U) i YXZ jest
procesem o wartos$ciach w R.

DoOwOD (TWIERDZENIA 2.4.9)

Wystarczy pokazaé, ze dla dowolnego Z € Zy(U), t € Ty oraz i € {1,....k+ 1}
zmienna losowa S} jest catkowalna wzgledem Py (zy oraz zachodzi réwnosé

EPW(Z)(Sﬂ‘Ft—l) = Sg—l'

Do korica tego dowodu ustalamy ¢ € {1,...,k + 1} oraz dla uproszczenia oznaczen
bedziemy pisaé¢ S; zamiast S} dla t e T.

Najpierw przez indukcje¢ sprawdzimy, ze S; € L' (Py(z)) dlat € T.

Dla t = 0 jest to oczywiste. Zalézmy, ze Si_1 € L*(Py(z)) dla pewnego t € T..
Sprawdzamy catkowalnosé¢ S;.

7 lematu Fatou

EIPW(Z)St s h}f_‘,gf EPW(Z) (St A n) = hﬁgolf In (233)

Stosujac lemat 2.3.14 do Z € Z,(U), u = 0, Fi-mierzalnej zmiennej losowej Y :=
Si A n, otrzymujemy

}"t) ]-"H]}. (2.34)

Poniewaz Z € Z,,(U), to z wniosku 2.4.8 wynika, ze dla kazdego A € U,_; istnieje
miara martyngatowa P, taka, ze

d]P)Zs
dpP

S)E[(St /\n)E(d]P)Zt

Iy = Epyp, (SeAn) = E[(St/\n)HE(

- E{ﬁ E(dPZ

s=1

dP

) 1, DRI (235

E(Wlft-l)

Niech (A;)en € U1 bedzie dowolnym ciagiem reprezentujacym U;_q, dla ktérego
(Br)g2, jest Fi_q-rozbiciem € zdefiniowanym w (2.13). Stad

dP 5+ dP %) & dPyica,
oS |7 - S G2 ) © Smnnp( F52 )
k=1
dPt,
* % e _f
(Z)ZlBklAk—(dPtA %) (2.36)
k=1 E( de |~Ft 1)
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przy czym w (*) skorzystaliémy z tego, ze By € Ay oraz wniosku 2.2.25 zastosowa-
nego do o-ciata G = F;_1, miary Py = Py oraz zbioru A = Ay, za§ w (*x) z réwnosci
(2.35) zastosowanej do A = Ag. Niech

S B(S|R)
Mt = Z ]-Bk]-Ak%t-
k=1 E(—"|Fi-1)

Zauwazmy, ze M; < oo P-p.n., poniewaz zbiory By, k € N sa parami roztaczne. Z
(2.34) i (2.36) dostajemy

=1 d]P)Zs
H Fo |E(M(S; An)|Fiq) |- (2.37)
s=1
Uzasadnimy, ze
E(M(S; An)|Fi1) € Sir- (2.38)

Najpierw, stosujac abstrakcyjny wzor Bayesa, otrzymujemy

dP*
E(—=|F
1p E[%M(St/\n)

U leCE)

ft—l] < 1BkE]P’f4k (Si|Fi-1) = 15,51 (2.39)

dla k£ € N. Ponadto, poniewaz

l B2 \7)
M} = Z 1Bk1Ak+t 2 M, przy | - oo,
k=1 ( dP |~E 1)

oraz M! >0 dlal €N, to z warunkowej wersji twierdzenia o zbieznosci monotonicznej
(tw. B.1.7 (i7)) otrzymujemy

E(M,(S; An)|Fi1) = lim E(M'Y(S, An)|Fio1) =

! dPAk F
E(—

k
dP |-7:t 1)

()
ft—l] < lhm Z 1p, 5.1 = S,
— 00 kzl

l—)()() k:l

przy czym w (*) skorzystaliémy z (2.39). Stad oraz z (2.37) wynika, ze

t—1
(=]

I,<E ll‘[

s=1
Uzasadnienie, ze ciag (I,,) jest wspélnie ograniczony z géry przebiega nastepujaco.
Zalozenie indukcyjne gwarantuje, ze S;_1 € L'(Py (z)). Stad oraz z lematu 2.3.14
zastosowanego do u = 0, F;_j-mierzalnej zmiennej losowej S;_; oraz Z € Z,(U)

otrzymujemy
)St 1 :| )

dP .
00 > Epyy y Sic [H E( Z
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co dowodzi, ze I, < Epy,, Si-1 < oo dla kazdego n € N. Stad i z (2.33) wynika
catkowalnos¢ Sy wzgledem miary Py (z).
Wykonujac rachunki analogiczne do powyzszych, sprawdza si¢, ze

EPW(Z)(St|Ft—1) = St—l- O
Podamy teraz charakteryzacje schematéw wyceny.

TWIERDZENIE 2.4.10. Cigg (Z') 1, = Z € Z(U) jest schematem wyceny wtedy i
tylko wtedy, gdy Z € Zy(U).

Intuicja stojaca za powyzszym twierdzeniem jest nastepujaca. Jezeli element
Z ¢ Z(U) jest schematem wyceny, to w szczegdlnosci wycenia przez analize sce-
nariuszy dowolng wyptate ograniczona. W zwiazku z tym nalezy sie spodziewac, ze
przyporzadkowanie miar zdarzeniom powinno by¢ ,zgodne”. Ponadto, jezeli proces
Z-u$rednienia wyptaty ma by¢ procesem ceny arbitrazowej (o ile jest procesem rze-
czywistym), to dla t € 7o funkcje Zt powinny przyporzadkowywaé zdarzeniom miary
zwigzane w jaki$ sposob z miarami martyngatowymi. Na odwrét, jezeli element
Z ¢ Z(U) reprezentuje zgodny wybér wzgledem F i przyporzadkowuja zdarzeniom
miary pochodzace od miar martyngatowych, to Z jest schematem wyceny.

DowOD (TWIERDZENIA 2.4.10)

Zaczniemy od dowodu implikacji (<).

Zalozmy, ze Z € Z5(U) oraz ustalmy dowolng ograniczong z dotu wyptate X. Dla
takiej wyplaty istnieje proces Y X% okreslony wzorem (2.21). Ze stwierdzenia 2.3.9
wiemy, ze Y X2 jest procesem Z-usrednienia X, co dowodzi, ze spelniony jest punkt
1 definicji 2.4.2. Uzasadnimy, ze spetniony jest réwniez punkt 2 tej definicji. W tym
celu zat6zmy, ze proces Y X% przyjmuje wartosci rzeczywiste. Dowiedziemy, ze Y X-2
jest procesem ceny arbitrazowej X.

Ze stwierdzenia 2.3.8 wiemy, ze procesy Z-usrednienia X sa nieodréznialne, wiec
YXZ jest procesem rzeczywistym. Z twierdzenia 2.3.15 wynika, ze YXZ jest Py (z)-
martyngatem, zas z twierdzenia 2.4.9 wiemy, ze Py (z) jest miarg martyngatows.
Zatem Y XZ jest procesem ceny arbitrazowej X.

Przechodzimy do dowodu implikacji (=).

Ze stwierdzenia 2.4.5 wiemy, ze Z € Z.(U). Z wniosku 2.2.25 zastosowanego do o-
ciat G = F;_1, H = F; i funkcji Z = Zt, a nastepnie z lematu 2.3.13 zastosowanego
dwukrotnie do u =t oraz u =t — 1, otrzymujemy

dP
P E(—F2|F
ft)=1AE(d 2 E):l o
dP E( W(Z)‘ftfl)

d]P)Zt (A)
dP

s

Jezeli dowiedziemy, ze

to z implikacji (<) we wniosku 2.4.8 zastosowanej do miar P = Py (z) dla A € U4,
t € To wyniknie, ze Z € Z,(U).
Przechodzimy do dowodu (2.40).
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Ze stwierdzenia 2.3.11 wiemy, ze Py (z) jest miarg probabilistyczng.
Wystarczy sprawdzi¢, ze dla dowolnego ¢t € T oraz i € {1,...,k + 1} zmienna losowa
Sy jest catkowalna wzgledem Py (z) oraz zachodzi réwnosé

EPW(Z)(S%|ft) = SZ

Do korica tego dowodu ustalamy ¢ € {1,...,k + 1} oraz dla uproszczenia oznaczen
bedziemy pisaé¢ S; zamiast S} dla t e T.
Sprawdzimy najpierw, ze S; € L' (Py(z)) dla t € T. Ustalmy dowolne ¢ € 7. Z lematu
Fatou

Epy, St < lirllllglf Epy 2, (SgAn) = h?IlIlglf I,. (2.41)

Znajdziemy wspdélne ograniczenie dla ciagu (I,,).

Ustalmy n € N. Poniewaz Z jest schematem wyceny, to dla ograniczonej wyptaty
X" := S, An istnieje proces ceny arbitrazowej I1%(X™), ktéry na mocy wniosku 2.4.4
jest nieodréznialny od procesu YX"Z, W szczegdlnosci na mocy twierdzenia 1.1.20
istnieje miara martyngatowa P taka, ze

Eps (X" F,) =TA(X") = Y,X"% = Bp, , (X"|F,) dlaueT,

przy czym ostatnia réwnos¢ wynika z twierdzenia 2.3.15. Stad dla u = 0, korzystajac
z nieréwnosci Jensena dla funkcji wklestej ¢(x) := x A n, otrzymujemy

Iy = Epy, iy X" = Ep 0(Si) < 9(Ep3 S1) = ¢(So) = So An < S

Stad i z (2.41) wynika, ze S; € L'(Pw(z)) dla ¢t € T. Poniewaz wyplata Sr jest
ograniczona z dotu i Z jest schematem wyceny, to istnieje Y972 bedgcy procesem
Z-usérednienia Sp. Uzasadnimy, ze Y57:Z jest procesem o warto$ciach rzeczywistych.
Z twierdzenia 2.3.15 zastosowanego do Py (z)-catkowalnej wyplaty Sr wynika, ze

V1% = Bp,, o (SIF) <oo dlateT. (2.42)

Na mocy definicji schematu wyceny proces Y57:Z jest procesem ceny arbitrazowej
St. Stad i z (2.42) otrzymujemy

Sy =Y "% = Ep o, (SrIFy) dlateT,
co dowodzi (2.40). O
PRZYKELAD 2.4.11. Niech M = (5, ®) bedzie modelem rynku opisanym w przykla-

dzie 1.1.6. Przyjmijmy techniczne zatozenie

ER

R
"“ER,

P-p.n. dla te7p. (2.43)

Dla kazdego t € 7y definiujemy zmienng losowa

ERy

Dy=1-———
! Var(R;)

(R: - ERy),
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Zalozenie (2.43) jest réwnowazne warunkowi ER;(R; - ER;) < ER? - (ER;)? =
Var(Ry), skad wynika, ze D; > 0 P-p.n. Ponadto ED; = 1. Zatem D; jest gestoscia
pewnej miary probabilistycznej, ktéra oznaczymy przez Qf. Ponadto Q! € (P.)#,_,
dla t € Ty, co wynika z faktu, ze zmienna losowa R; jest niezalezna od F;_;. Niech
U, = {Q} dla t € Tr oraz niech U = (Us)ier,.. Definiujemy Z = (Z1,...,27) ¢ Z(U),
gdzie ZH({Q}) = Q. Wéwezas

2.44
ap Ll (244)

jest tzw. minimalna miara martyngatowa ([22], def. 10.21), co wynika wprost z po-
nizszego twierdzenia

TWIERDZENIE 2.4.12 ([22], tw. 10.30). Niech M = (S, ®) bedzie modelem rynku opi-
sanym w przyktadzie 1.1.6. Zalézmy, ze spelnione jest zalozenie (2.43) oraz warunek
bounded mean-variance trade-off, tzn. istnieje stata K taka, Ze

[E(AS|F)]? < K Var(AS|Fr)  dlateTs.

Wowczas istnieje jedyna minimalna miara martyngatowa P o gestosci wzgledem P
danej wzorem

ap T
w1l

t=1

L E(AS|Fi1)
Var(ASy]F;-1)

gdzie M jest martyngatem wystepujacym w rozktadzie Dooba (Dodatek, stw. B.2.6)
procesu S wzgledem P.

)AMD

Poniewaz E[ASy|Fi-1] = Si-1ERy oraz Var(ASy|Fi-1) = S? [ Var(R;) dla t € Tp,

to spetniony jest warunek bounded mean-variance trade-off. Ponadto
t
M() = So, Mt = St - ZE(AS5|.¢3_1) dla t e 76,
s=1

skad

E(AStLE_l) ERI
1- (Va’r’(ASt|ft1))AMt =1- W(Rt -ER;) dlateT,.
Wynika stad, ze miara o gestosci danej wzorem (2.44) jest minimalng miara mar-
tyngatowa.

Uzasadnimy, ze proces I1%Z(H) jest procesem ceny H réwnym procesowi wartosci
uogolnionej strategii, ktora lokalnie minimalizuje ryzyko przy zabezpieczaniu wy-
platy H ([22], rozdziat 10.1). Uogdiniong strategig inwestycyjna nazwiemy dowolng
pare (£,C), gdzie £ € , C' - proces adaptowany. Proces wartosci strategii (&,C)
definiujemy wzorem V9(&,C) = Vi(§) +Cy =S, +Cy dlat € T. Jezeli Cy — Cy1 > 0
(odp. Cy — Cy;_1 < 0), to w okresie od ¢ — 1 do t inwestor ,doptaca z zewnatrz” (odp.
inwestor wyptaca (konsumuje) czesé érodkéw). Powiemy, ze uogdlniona strategia
(é .C ) lokalnie minimalizuje ryzyko przy zabezpieczaniu wyplaty H, jezeli spelnione
sg warunki:
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2. VI(E,C) e L2(Q, F,P) dlateT.

3. E[(Ciy - C)2|Fio1] < E[(Cyo1 - C)?|Fi-1] dla kazdego ¢ € Ty, dla dowolnej uogdl-
nionej strategii inwestycyjnej (&, C) takiej, ze V2(€,C) = VY(E,C) dlateT.
Warunek 1 méwi o tym, ze strategia (é .C ) zabezpiecza wyptate H, warunek 2 ma
charakter techniczny, za§ warunek 3 mozna zinterpretowa¢ w sposob nastepujacy:
strategia (é .C ) jest optymalna, jezeli nie istnieje strategia o procesie wartosci row-
nym V9(£,C) i mniejszym érednim kwadracie doptat /konsumpcji w okresie od t -1
do t pod warunkiem informacji dostepnych w chwili ¢t — 1 dla pewnego t € 7Ty.
Uzasadnimy, ze istnieje jedyna strategia, ktora lokalnie minimalizuje ryzyko przy
zabezpieczaniu wyptaty H. W tym celu zastosujemy

STWIERDZENIE 2.4.13 ([22], stw. 10.10). Niech M = (S, ®) bedzie modelem rynku
opisanym w przykladzie 1.1.6. Zatozimy, ze speiniony jest warunek bounded mean-
variance trade-off. Nieché (odp. 1% ) bedzie procesem prognozowalnym (odp. adapto-
wanym) zdefiniowanym rekurencyjnie wzorami

VT = H,
A cov(f/t, ASy|Fi-1)

.= ar t|St—1)> ) t 9
& Var(AS F) (Var(AS,|Fi1)>01, L€ To
50 = 07

Vt—l = E(‘Zﬁ|ft—1)_étE(ASt|}-t—1); teTo.

Niech 50 bedzie jednoznacznie wyznaczonym prognozowalnym procesem, dla ktorego
5 = (€9,€) jest strategiq samofinansujgcg o bogactwie poczgthowym VO oraz niech
C bedzie adaptowanym procesem_zdefiniowanym wzorem Cy=V, - Vt(f) dlateT.
Wowczas uogélniona strategia ({ C) jest strategiq lokalnie minimalizujgce ryzyko

przy zabezpieczaniu wyplaty H i jest jednoznacznie wyznaczona z doktadnoscig do
zbiorow {Var(ASy|Fi-1) =0}, teTy.

Poniewaz S; > 0 dla kazdego t oraz E[AS{|Fi-1] = Si-1ERy 1 Var(ASyFi-1) =
S2 Var(Ry) dla t € Ty, to speliony jest warunek bounded mean-variance trade-
off oraz P({Var(AS;|Fi-1) > 0}) = 1, skad wynika istnienie oraz jednoznacznosé
strategii lokalnie minimalizujacej ryzyko przy zabezpieczaniu wyptaty H.

Teraz réwnosé IZ(H) = V9(€,C) wynika natychmiast z twierdzenia

TWIERDZENIE 2.4.14 ([22], tw. 10.22). Jezeli P jest minimalng miarq martyngalowq,

aV procesem wartosci strategii lokalnie minimalizujgcej ryzyko przy zabezpieczaniu
wyplaty H, to V, = Ex(H|F,) dlateT.

Istotnie, w naszej sytuacji V = V9(€,C), zas IIZ(H) = Epy, o (H|F) dlateT,
przy czym uzasadniliSmy wczesniej, ze dla Z okreslonego powyzej miara Py (z) jest
minimalng miara martyngatowa. O

Przejdziemy teraz do wynikow dotyczacych wyceny dowolnych wyptat przez ana-
lize scenariuszy.
7, udowodnionych wczedniej faktow otrzymujemy
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WNIOSEK 2.4.15. Niech X bedzie dowolng wyplatg oraz niech Z bedzie schematem
wyceny. Wowczas, jezeli Z wycenia wyplate X przez analize scenariuszy, to dlat € Ty

zachodzg rownosci
71 (X) = Ep,, (I (X)|Fi). (2.45)

DowOD

Z wycenia wyplate X, wiec istnieje proces I1Z(X). Ponadto z wniosku 2.4.4 wiemy,
ze procesy [1Z(X) i YXZ sg nieodréznialne. Stad i z (2.21) wynika teza. O

Wzér (2.45) ma naturalna interpretacje ekonomiczna. Miary (Pt )7, odzwiercie-
dlaja nastawienie do ryzyka inwestora oraz jego subiektywne prognozy, ktore wynika
z wyboru ciagu Z € Z.(U). Wéwczas proces ceny wyplaty otrzymuje sie przez in-
dukcje wsteczna, usredniajac cene w chwili ¢ wzgledem miary Pz pod warunkiem
informacji dostepnych w chwili £ -1 dla t € 7.

Jest jasne, ze jezeli wybierzemy dowolna wyptate, to nie kazdy schemat wyceny
Z ¢ Z,,(U) wyceni te wyplate przez analize scenariuszy. Z twierdzenia 2.4.9 wiemy,
ze wybor Z jest wskazuje miar¢ martyngatowg Py (zy. Wowczas schemat wyceny Z
moze nie wyceni¢ wyptaty X przez analiz¢ scenariuszy, jezeli nie bedzie ona Py (z)-
catkowalna. Faktowi, ze wyptata nie jest catkowalna wzgledem miary martyngatowe;j
Py (z) mozna nada¢ nastepujacg interpretacje finansowa: zajecie pozycji w wyplacie
X niesie ze soba ryzyko nieakceptowalne przez inwestora, ktorego nastawienie do
ryzyka i subiektywne prognozy charakteryzowane sa przez schemat wyceny Z. W
zwigzku z tym wprowadzimy nastepujace pojecie.

DEFINICJA 2.4.16. Niech X bedzie dowolng wyplatq. Powiemy, ze Z € Zy(U) jest
schematem dopuszczalnym dla wyceny X, jezeli Zo wycenia X przez analize scena-
riuszy. Zbior schematow dopuszczalnych dla wyceny wyplaty X bedziemy oznaczac

przez Z34,(U).

STWIERDZENIE 2.4.17. Niech Z € Zp(U) oraz niech X € LY (Py(z)). Wowczas
ZeZ¥(U)idlateT zachodzq réwnosci

7(X) = Ep,, o, (X|F) P-pn. (2.46)

DowoD
Poniewaz X € L'(Py (z)), to z twierdzenia 2.3.15 wynika, Ze istnieje proces Y X%
oraz

Y;X’Z = E]PW(z) (X|.Ft) dlateT.

Stad oraz z faktu, ze Py (z) € P(M) (twierdzenie 2.4.9) wynika, ze YX-Z jest proce-
sem ceny arbitrazowej X, zatem Z € Z% (U) i zachodzi (2.46). O

Zalozenie, ze X € L'(Py (7)) w stwierdzeniu 2.4.17 gwarantowalo istnienie procesu
M zdefiniowanego wzorem

Mt = EPW(Z) (X|.Ft) dlateT. (247)

Naszym celem jest teraz odpowiedz na pytanie: przy jakich zalozeniach z faktu, ze
Z € Z3,(U) wynika istnienie procesu M danego wzorem (2.47). Finansowe znaczenie
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tego pytania jest nastepujace: jezeli wiemy, ze istnieje proces ceny X zgodny z Z, to
czy jest on Py (z)-martyngatem zdefiniowanym w (2.47)?
Zaczniemy od definicji

DEFINICIJA 2.4.18. Niech G ¢ H < F bedg dowolnymi o-ciatami. Niech ponadto
Q € P, oraz niech X bedzie dobrze okreslong zmienng losowqg. Powiemy, ze X 1 Q
majqg tower property wzgledem G 1 H, jezeli zachodzi implikacja:

Jezeli Eq(X|H), Eg[Eo(X|H)|G] istnieja, to
istnieje Eg(X|G) oraz Eg[Eq(X|H)|G] = Eo(X]G).

UwAGA 2.4.19. Jezeli X € LY(Q), to X i Q majg tower property wzgledem dowolnych
o-cial G cH c F. Jezeli EgX nie istnieje, to moze sie zdarzyé, ze Eg(X|H), Eg[ Eg(X|H)|G]
istniejq, ale Eg(X|G) nie istnieje, co wynika z przyktadu B.1.15.

TWIERDZENIE 2.4.20. Niech X bedzie dowolng wyptatg oraz Z € Z,(U). Nastepu-
jace warunki sq rownowazne:

(1) Z e Z3(U) oraz X i Py (z) majg tower property wzgledem Fy_y i@ Fy dla dowol-
nego t € Ty.

(ii) Istnieje Ep, ., (X|F:) dla kaidego t € T i proces

M, = Bpy o (X|F) dlate T

przygmuje wartosci rzeczywiste.
W sytuacji, gdy zachodzi jeden z powyzszych warunkow, proces M jest procesem ceny
X zgodnym z 7.

DowOD

Zalbézmy, ze istnieje proces M o wartosciach w R. Wowczas w szczegdlnosci My =
Ep,, ,, X €R. Zatem ze stwierdzenia B.1.12 wynika, ze X 1 Py (z) maja tower pro-
perty wzgledem F;_; i F; dla dowolnego t € 7y. Ponadto, poniewaz Ep,, (X istnieje,
to na mocy twierdzenia 2.3.15 istnieje proces Y %% nieodr6znialny od procesu M.
Ponadto z twierdzenia 2.4.9 wynika, ze Py (z) € P(M), zatem Y X% = T12(X), wiec
Z e zZy (U).

Przechodzimy do dowodu implikacji (i) = (i1).

Krok 1. Poniewaz Z € Z3,(U), to istnieje proces ITZ(X), ktéry jest nieodréznialny
od procesu YXZ,

Krok 2. Ustalmy dowolne ¢ € 7y. Dowiedziemy, ze

Y% = Bey i (V8 Fia). (2.48)
7 definicji
V%= Ee (Y78 Fit) = Bp, [(Y7V2) | Feca] - B, [(Y77) 7| Fial.
Sprawdzimy najpierw, ze

Ep, [(Y;"2) | Fict] = By [(Y52) | Fia . (2.49)
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Zauwazmy, ze

APy
dP

B (V) F) Y E lmX’Z)

(©) Xz APzt
Fl = ElEl (Y, 7))
] l ((t "

7)

ft_l] <

. 1 p( Pz (L2t
E[E(dpz ft)(ytx’z)+ f”] :E[Hs_l (t—im dP)s Ca t)(YtX’Zy ft_l]’
dP [T E(5#|1F)

przy czym w (a) korzystaliSmy z lematu B.1.16 oraz faktu, ze E[%Lﬂ_l] =1, w
(b) ze stwierdzenia B.1.12, zas w (¢) z lematu B.1.11. Stosujac lemat 2.3.13 osobno
do licznika i mianownika utamka wystepujacego w ostatnim wyrazeniu dostajemy

dP
E(—52|F)
dP
E(—52|Fi)

(Y;X’Z)+

B, [(VY%) 7] = E[

ft_l‘l = EPW(Z)[(Y;X7Z)+|ft—1]~

Analogicznie dowodzi sie, ze
e, [(V ) 1Fia] = By [ (V) | ] (2.50)
Okreslmy zbiory
B* = { B, [(Y,"#)!|Fi-1] = 0o} oraz B™ = {Bp,, [(Y;*) | Fia] = oo}

Z kroku 1. wiemy, ze P(B* n B~) = 0, gdyz dobrze okre$lona jest zmienna losowa
v = Epzt(YtX’ZU:t_l). Stad oraz z réwnosci (2.49) i (2.50) wynika, ze istnieje
zmienna losowa EPW(Z)(YtX’ZLE_l) oraz zachodzi (2.48).

Krok 3. Stosujac indukcje wsteczng dowiedziemy, ze

Y2 = Bpy o (X|F) dlateT. (2.51)

Jest jasne, ze rownosé zachodzi dla ¢t = T. Zalézmy teraz, ze (2.51) zachodzi dla
pewnego t € Ty. Sprawdzimy, ze

Y;)—(iz = EPW(Z) (X|ft*1)'

Korzystajac z (2.48), zalozenia indukcyjnego oraz zalozenia, ze X i Py (z) maja
tower property wzgledem F;_; i F; dla dowolnego t € Ty, otrzymujemy

}/;)_(iz = EIP’W(Z) (thX7Z|ft—1) = EPW(z) [EIP’W(z) (X|ft)‘f}/—1] = EPW(z) (X|ft—1)'

Stad i z kroku 1. otrzymujemy réwnos¢ TIZ(X) = Ep,, ., (X|F) = M, dla t € T,
skad wynika, ze M jest procesem o wartosciach w R. Ponadto jest jasne, ze M jest
procesem ceny X zgodnym z Z. O

Rozdziat ten zakonczymy twierdzeniem, z ktérego wynika, ze dowolny proces

ceny arbitrazowej dowolnej wyplaty X jest procesem I1%4(X) dla pewnego Z ¢
ZX(U).
M
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TWIERDZENIE 2.4.21. Niech X bedzie dowolng wyplatq i niech M bedzie procesem
jej ceny arbitrazowej. Wowezas istnieje Z € 2% (U) taki, ze M =T1%(X).

Najpierw udowodnimy

LEMAT 2.4.22.
P(M) ={Pwz) : ZeZyu(U)}.

DowOD
Inkluzja ,2”wynika z twierdzenia 2.4.9.
Przejdziemy do dowodu inkluzji ,,c”.
Niech P* € P(M). Zdefiniujemy Z € Zp(U), dla ktérego Py (z) = P*. Dla t € T
niech Zt :U;_1 — (P.)#,_, dane bedzie wzorem
dP*

0 gy

dla A€ Z/[t_l.
Niech Z := (Z',...,Z7). Poniewaz dla kazdego t € Ty miara probabilistyczna o

gestosci
dP*

dIP’*

5| F-1)

jest miarg zgodnego wyboru Z* Wzngdem (Fi-1,Ft), to z lematu 2.2.10 i twierdzenia
2.2.11 wynika, ze Z! reprezentuje zgodny wybér wzgledem F;. Zatem Z € Z.(U).
Ponadto jest jasne, ze Z e ZM(U) gdyz P* e P(M).
Twierdzimy, ze W(Z) = <. Istotnie
W(Z E
@-1] ( =

T dp* dP*
) foleab) 5
g \E(G|Fi) dP
DowOD (TWIERDZENIA 2.4.21)

Niech M bedzie procesem ceny arbitrazowej X. Z definicji procesu ceny arbitrazowe;j
wynika, ze wolny od arbitrazu jest model rynku M’ = (S, ®"), gdzie S = (S, M)
oraz ® jest zbiorem strategii samofinansujacych o wartoéciach w R*¥*2. Z twierdzenia
1.1.12 wiemy, ze istnieje miara P* € P(M’), wzgledem ktérej zmienna losowa X jest
calkowalna. Poniewaz My = X jest wyplaty osiggalng w modelu rynku M’, to na
mocy wniosku 1.1.23 wiemy, ze

dP ¢

Mt = E[[D* (X|ft)

dla t € T. Poniewaz P* jest rowniez miarg martyngalowa w modelu M, z lematu
2.4.22 wiemy, ze istnieje Z € Z,(U), dla ktorego

dPW(z) AP+
Z W) _WA(Z) =
dP W(z) - dP -
Stad oraz ze stwierdzenia 2.4.17 i tego, ze X € L'(P*) wynika natychmiast, ze

Z ¢ Z3¥,(U). Ponadto z postaci procesu M, (2.52) i stwierdzenia 2.4.17 wynika, ze
procesy I1%(X) i M sa nieodréznialne. O

(2.52)
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Rozdziat 3

Efektywne zabezpieczenie

Wprowadzenie

W poprzednim rozdziale opisaliémy metode wyceny wyptat przez analize scenariu-
szy. Jezeli wyptata nie jest osiggalna, to cena lezy wewnatrz przedziatu cen arbitra-
zowych. Dla sprzedajacego wyplate oznacza to, ze srodki uzyskane ze sprzedazy nie
wystarczg do zrealizowania strategii inwestycyjnej gwarantujacej pelne zabezpiecze-
nie wyptaty. W zwiazku z tym pojawia si¢ naturalne pytanie o to, jak minimalizowac
ryzyko straty, ktéra moze zosta¢ poniesiona przy zabezpieczaniu wyptaty. W lite-
raturze rozpatrywano rozne sformutowania tego zagadnienia. Jednym z klasycznych
podejsé jest quadratic hedging [52], ktory polega na wyznaczeniu strategii, ktore;
wartos¢ koncowa jest zmienng losowa najblizszg wyplacie w sensie normy L2. Tak
postawiony problem optymalizacyjny posiada zarowno wady jak i zalety. Podsta-
wowag zaletg jest to, ze przy rozwigzywaniu mozna skorzystac¢ z wynikow teorii prze-
strzeni Hilberta. Staboscia takiego podejscia jest traktowanie jako niepozadanych
zaréwno strat, jak i nadwyzek strategii zabezpieczajacej ponad zabezpieczang wy-
plate. W tym rozdziale skupimy sie na podej$ciu asymetrycznym, ktorego celem jest
minimalizacja ryzyka straty, tzn. wzietej ze znakiem ,minus” czesci ujemnej réznicy
pomiedzy wartoscig zabezpieczenia, a wyptata. W literaturze zagadnienia tego typu
znane s pod nazwa probleméw efektywnego zabezpieczenia. W pionierskiej pracy z
tej tematyki Follmer i Leukert [20] sformutowali zagadnienie zabezpieczenia kwanty-
lowego, w ktorym dokonuje sie minimalizacji prawdopodobienstwa straty i dowiedli,
ze istnieje rozwiazanie tego zagadnienia. Rozwazono réwniez problem kwantylowego
zabezpieczenia na rynku zupelnym w sytuacji, gdy bogactwo poczatkowe nie wy-
starcza do zreplikowania zadanej wyptaty. W tym szczegdlnym przypadku uzyskano
réwniez postaé rozwigzania. Barski [5] rozszerzyt wyniki Follmera i Leukerta na
przypadek rynku z proporcjonalnymi kosztami za transakcje. W problemie kwanty-
lowego zabezpieczenia nie uwzglednia si¢ rozmiaréw potencjalnych strat. Dlatego w
kolejnej pracy Follmer i Leukert [21] zaproponowali problem efektywnego zabezpie-
czenia, w ktorym minimalizuje sie warto$¢ oczekiwang tzw. funkcji straty. Autorzy
dowiedli istnienia rozwigzania problemu z wypukla niemalejaca funkcjg straty w
ogb6lnym wolnym od arbitrazu modelu rynku. Ponadto w przypadku rynku zupet-
nego wskazano posta¢ rozwigzania zagadnienia z wypukta, odpowiednio rézniczko-
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walng funkcja straty oraz problemu z wklesta funkcja straty reprezentujaca prefe-
rencje inwestora sktonnego do podejmowania ryzyka. Metoda rozwigzania zagadnien
efektywnego zabezpieczenia polega na stowarzyszeniu wyjsciowego problemu z tzw.
problemem statycznym, ktory okazuje sie by¢ na ogét pewnym zagadnieniem te-
stowania hipotez statystycznych (patrz np. [59]). Dla podkreslenia tego zwiazku
podejscie zaproponowane w pracach [20], [21] 1 ich dalszych uogdlnieniach okresla
sie mianem podejscia Neymana-Pearsona. Réwniez w [21] zastosowano metody ana-
lizy wypuklej i teorii dualnosci zaczerpniete z [12] i [35], co pozwolito uzyskaé postaé
rozwiazania w problemie efektywnego zabezpieczenia nieujemnej wyptaty w wolnym
od arbitrazu modelu rynku i dla ogélnej, odpowiednio gtadkiej funkcji straty repre-
zentowanej przez losows funkcje uzytecznosci. Podobne wyniki dla rynku Blacka-
Scholesa uzyskano w pracy [11] réwniez za pomoca metod teorii dualnosci. Od tego
czasu pojawito sie wiele prac, w ktorych zastosowano teorie dualnosci do rozwigzania
probleméw testowania hipotez (m.in. [13], [33], [47], [48]), co pozwolilo zastosowaé
podejscie Neymana-Pearsona do znalezienia postaci rozwigzania probleméw efek-
tywnego zabezpieczenia dla ,bardziej zaawansowanych”miar ryzyka. W 1999 roku
ukazala sie klasyczna praca [3] stanowigca fundament aksjomatycznej teorii miar ry-
zyka. Delbaen et al. zdefiniowali koherentne miary ryzyka, ktérych charakteryzacje
podano w szeregu waznych prac, m.in. [15], [36]. W 2002 roku Follmer i Schied [23]
uogolnili pojecie koherentnych miar ryzyka, wprowadzajac klas¢ wypuktych miar
ryzyka na L°°, ktérych definicje rozszerzono p6zniej (patrz, np. [57], [56]) na prze-
strzenie LP dla p > 1. Rozwdj aksjomatycznej teorii miar ryzyka przyczynit sie do
sformutowania probleméw efektywnego zabezpieczenia, w ktorych minimalizuje si¢
ryzyko straty mierzone za pomoca koherentnych i wypuklych miar ryzyka. Stosujac
metody teorii dualnosci zaczerpnigte z [11] oraz [13] Nakano [44] dowi6d!t istnienia
i wskazal posta¢ rozwigzania problemu efektywnego zabezpieczenia nieujemnej wy-
platy w modelu rynku z czasem dyskretnym w przypadku, gdy ryzyko mierzone jest
za pomocy koherentnej miary ryzyka na L', natomiast stosujac podejécie Neymana-
Pearsona [45] udowodnil, ze istnieje rozwiazanie problemu efektywnego zabezpiecze-
nia w modelu rynku z czasem ciggtym, w ktérym proces cen akcji jest nieujemnym
semimartyngatem. Rudloff [50] wzmocnita wyniki Nakano [45], otrzymujac postaé
rozwigzania problemu efektywnego zabezpieczenia wzgledem koherentnej miary ry-
zyka. W [47] oraz [48] Rudloff rozwineta podejscie do rozwigzania probleméw testo-
wania hipotez oparte na teorii dualnosci Fenchela. Pozwolito to dowie$¢ istnienia i
wskazaé posta¢ rozwigzania zagadnienia efektywnego zabezpieczenia nieujemnych,
catkowalnych wyptat w przypadku, gdy ryzyko straty mierzone jest za pomocag do-
wolnej wypuktej, potcigglej z dotu miary ryzyka na L', ktéra jest skonczona i cigglta
w przynajmniej jednym punkcie [49].
W tej pracy bedziemy zajmowaé sie problemem efektywnego zabezpieczenia wzgle-
dem wypuklej, potciggtej z dotu miary ryzyka na L!. Gléwnym celem tego rozdzialu
jest zaprezentowanie techniki aproksymacyjnej, ktéra pozwoli rozwigza¢ problem
efektywnego zabezpieczenia wyptat, dla ktérych nie istnieje superhedging. Wedtug
naszej wiedzy efektywne zabezpieczenie takich wyptat nie byto rozpatrywane w li-
teraturze.

W podejsciu Neymana-Pearsona do rozwiagzania problemu efektywnego zabez-
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pieczenia nieujemnej wyptaty H wyrdznia sie dwa gtéwne kroki:

1. Dowodpzi sie istnienia i wyznacza postaé rozwigzania & tzw. problemu statycznego,
ktory jest pewnym zagadnieniem testowania hipotez.

2. 7 twierdzenia o opcjonalnym rozktadzie nadmartyngatu [19] otrzymuje sie stra-
tegie zabezpieczajaca wyplate ®H, ktora okazuje sie by¢ strategia minimalizujaca
ryzyko mierzone za pomocg wypuktej potciagltej z dotu miary ryzyka.

Realizacja kroku drugiego przebiega w sposob nastepujacy: najpierw z twierdze-
nia o opcjonalnym rozktadzie nadmartyngatu [19] otrzymuje sie strategie ¢ zabez-
pieczajaca wyptlate oH, a nastepnie dowodzi si¢, ze é jest rozwigzaniem problemu
efektywnego zabezpieczenia. Krok drugi opiera sie na zastosowaniu twierdzenia 3.1.3,
ktore formutujemy ponizej i jest krokiem standardowym. Trudnos$¢ problemu efek-
tywnego zabezpieczenia lezy w rozwigzaniu problemu statycznego. Podanie ogélnego
sformutowania i rozwigzanie tego problemu jest gtéwnym celem tego rozdziatu, ktory
jest zorganizowany w sposob nastepujacy. W podrozdziale 3.1 sformutujemy problem
efektywnego zabezpieczenia i przedstawimy metode rozwiazania, ktorej zastosowa-
nie wymaga przyjecia zalozen z pracy [49]. W podrozdziale 3.2 podamy przyktad
zagadnienia, ktorego nie mozna rozwigza¢ w oparciu o znane dotychczas wyniki.
Zaprezentujemy nowe podejscie - konstrukcje rozwigzania przez aproksymacje. W
podrozdziale 3.3 przedstawimy abstrakcyjne sformutowanie probleméw optymaliza-
cji wypuktej, ktorych rozwiazanie bedzie stanowito uogélnienie podejscia rozwinie-
tego w pracy [49]. Uzyskane wyniki zostang wykorzystane do rozwiazania zagadnief
aproksymujacych ogélny problem statyczny, ktory sformutujemy w podrozdziale 3.4.
Roéwniez w tym podrozdziale podamy zalozenia 3.4.6, przy ktorych dowiedziemy, ze
istnieje rozwigzanie ogblnego problemu statycznego, ktore jest P-p.n. i w L' gra-
nicg iterowana ciagu kombinacji wypuklych zmiennych losowych znanej postaci (tw.
3.4.8). W podrozdziale 3.5:

-otrzymamy nowe warunki opisujace posta¢ rozwigzania problemu efektywnego za-
bezpieczenia rozwazanego w pracy [49] (tw. 3.5.7),

-dowiedziemy istnienia i wskazemy posta¢ rozwigzania problemu efektywnego zabez-
pieczenia nieujemnej wyplaty, dla ktérej nie istnieje superhedging (tw. 3.5.12),
-dowiedziemy istnienia i wskazemy postac rozwigzania problemu efektywnego zabez-
pieczenia przy ostabionym warunku ciagtosci miary ryzyka (tw. 3.5.14).

Niech (2, F,P) bedzie bezatomowa przestrzenia probabilistyczng z filtracja F =
(F)ter, gdzie T ={0,1,...,T} dla pewnego T € N. Zaktadamy, ze Fy = {@, )} oraz
Fr=F.

3.1 Sformutowanie problemu i metoda rozwigza-
nia

Niech dany bedzie pewien wolny od arbitrazu model rynku M = (S, ®), gdzie S jest

nieujemnym, adaptowanym procesem o wartosciach w R¥+!, ke N,

Ustalmy wypukta miarg ryzyka p : L' — R U {co}, pewna nieujemna, catkowalna
wyptate H, oraz liczbe V > 0. Sformutujemy teraz zagadnienie efektywnego zabez-
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pieczenia wyplaty H przy ograniczeniu Vj na poczatkowa warto$¢ zabezpieczenia.
Niech

+VO:{§ECI) : V(&) >0, Vo(f)ﬁvo}

oznacza zbior strategii, ktorych proces wartosci jest nieujemny i w chwili 0 nie prze-
kracza V. Przy tych oznaczeniach problem efektywnego zabezpieczenia rozwazany
w pracy Rudloff [49] mozemy zapisaé, jako

inf p(~(Ve(€) - H)"). (3.1)

edt
13 ¥

Zmienng losowa —(Vr(§) — H)~ interpretujemy jako strate ponoszona przez zabez-
pieczajacego wypltate H przy pomocy strategii €.

Przez rozwigzanie problemu efektywnego zabezpieczenia rozumie sie udowodnienie
istnienia strategii realizujacej minimum (3.1) oraz opisanie postaci strategii realizu-
jacej minimum. O jaki opis chodzi, wyjasnimy, szkicujac metode¢ rozwigzania.
Rudloff [49] rozwiazuje problem (3.1) wedtug planu:

1. Formutuje problem statyczny

inf p((6 -~ 1) H), (3.2)
PR
gdzie

R = {p:Q2—[0,1] : ¢ — Fr — mierzalne, sup FEp<¢H < %}
P*eP (M)

2. Dowodzi istnienia zmiennej losowej ¢ € R bedacej rozwiazaniem problemu sta-
tycznego (3.2) ([49], twierdzenie 4.3).

3. Wskazuje posta¢ zmiennej losowej é bedacej rozwigzaniem problemu statycznego
(3.2) ([49], twierdzenie 4.9). Jest to najtrudniejsza czesé¢ pracy, w ktérej Rudloff
stosuje metody nieliniowej optymalizacji w przestrzeniach beczkowych [27], ktére
wymagaja by spetnione byto

ZALOZENIE 3.1.1. Istnieje ¢o € R takie, ze p(H(do - 1)) < oo i miara ryzyka p jest
ciggla w punkcie H(¢pg— 1).

Ponadto w tej czesci Rudloff korzysta réwniez z zatozenia
ZALOZENIE 3.1.2.
sup FEpH < 0.
P*eP (M)

4. Strategie realizujaca minimum problemu (3.1) otrzymuje z nastepujacego faktu.

TWIERDZENIE 3.1.3. [[49], tw. 3.1] Niech ¢ bedzie rozwigzaniem problemu statycz-
nego (3.2) oraz niech £ € <I>+‘~/O bedzie strategiq superreplikujocq wyptate oH. Wowczas

strategia & realizuje minimum problemu (3.1).
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UWAGA 3.1.4. Problem (3.1) wystepuje w [49] pod nazwqg wypuklego zabezpieczenia.
Jezeli zatozymy dodatkowo, zZe p jest dodatnio jednorodna, to p bedzie koherentng
miarg ryzyka i (3.1) bedzie problemem rozpatrywanym przez Nakano [45]. Jezeli w
(3.1) przyjmiemy p(Y) := E(Y') dla Y € L', to otrzymamy zagadnienie rozwigzane
przez Follmera i Leukerta w [21]. W zwigzku z tym w odniesieniu do zagadnienia
(8.1) bedziemy uzywaé okreslenia: efektywne zabezpieczenie, aby podkreslié, ze sta-
nowi ono uogolnienie wielu wczesniejszych wynikow.

UwaAcA 3.1.5. Wszystkie uzyskane do tej pory wyniki dotyczgce efektywnego zabez-
pieczenia otrzymano w modelach rynku z czasem cigglym. Mozemy jednak przyjec,
ze sq one rowniez znane dla modelt rynku z czasem dyskretnym. Istotnie, jezeli w
sformutowaniach twierdzen dotyczgcych problemu efektywnego zabezpieczenia zmie-
nimy czas ciggly na dyskretny, to w dowodach wystarczy zastgpié wersje twierdzenia
o opcjonalnym rozktadzie dla nadmartyngatow z czasem cigglym, wersjqg tego twier-
dzenia dla nadmartyngatow z czasem dyskretnym (Féllmer i Kabanov udowodnili
obie wersje w [19]).

3.2 Przyklad problemu nie majacego rozwigzania
za pomocy istniejagcych metod

W poprzednim podrozdziale podkresliliémy, ze trudno$¢ rozwigzania problemu efek-
tywnego zabezpieczenia lezy w rozwiazaniu problemu statycznego (3.2). W pracy
[49] stosuje si¢ w tym celu metody wymagajace zalozenia 3.1.1. Zalozenie to moze
wydawac si¢ naturalne, ale jest istotnie ograniczajace. Podamy teraz elementarna
konstrukcje wypuklej, potcigglej z dotu miary ryzyka na L', dla ktérej to zalozenie
nie jest spelione. Nastepnie rozwigzemy ten problem, stosujac podejscie aproksy-
macyjne.

Ustalmy przestrzein probabilistyczna (2, F,P) = ([0,1],B([0,1]),)), gdzie \ jest
miarg Lebesgue. Warto§é oczekiwana wzgledem miary P bedziemy oznaczaé przez
E. Niech g:[0,1] - R bedzie funkcja dang wzorem

3 1
_ ) qa7t gdy x€(0,1],
9(x) { 0 gdy x = 0.

Ponadto dla n € N okreslmy ciag funkcji g, : [0, 1] = R nastepujaco:

gn(x) = cnl[ﬁyl](x)g(x), x€[0,1],

gdzie ¢;! == 1 - (ﬁ)% jest stala normujgcq. Zaczniemy od sformulowania faktu,

ktorego dowdd pominiemy, gdyz sprowadza sie do policzenia kilku tatwych catek.

LEMAT 3.2.1. Niech Q = {g, : n € N}. Wowczas:

1. Q jest zbiorem gestoSci miar probabilistycznych wzgledem X .
2. Qc L.

3. Q jest ograniczony w L2.
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UWACA 3.2.2. Od tej pory bedziemy naduzywaé terminologii © nazywac zbior Q zbio-
rem maar probabilistycznych.

Za pomoca zbioru Q definiujemy funkcje p: L' - R U {oco} wzorem

p(Y) = igIgE(—gnY) = sup E(-g,Y). (3.3)

gnGQ
LEMAT 3.2.3.

1. p jest (L', L>)-pélcigglq z dotu, koherentng miarg ryzyka na L', p(0) € R.
2. ﬁ|L2 < 00.

Dowobp

Dowodzimy punktu 1. Oczywiscie p(0) = 0. Uzasadnimy teraz, ze p jest koherentna
miarg ryzyka na L'. Jest jasne, ze wypukta funkcja p jest monotoniczna, dodatnio
jednorodna i podaddytywna. Ponadto @ ¢ L™ jest zbiorem miar probabilistycznych
na mocy punktu 1. z lematu 3.2.1, co implikuje translacyjna niezmienniczos¢. Uza-
sadnimy teraz, ze p jest o(L', L*>°)-pdlciggta z dotu. Poniewaz g, € L> dla kazdego
n, to funkcja Y — E(-g,Y) jest (L', L>®)-ciagta. Stad p jest o(L!, L>)-poiciagla
z dotu, jako supremum funkcji o(L!, L*)-ciagtych.

Sprawdzimy punkt 2. Dla dowolnej zmiennej losowej Y € L? mamy

p(Y) =sup E(=Y - gu) < sup [ g |2 Y2
Teza wynika z punktu 3. w tezie lematu 3.2.1. O

Zatbzmy, ze na przestrzeni (Q, F,P) dana jest filtracja (F )7, gdzie T = {0,1,...,T}
dla pewnego T € N. Niech Fy = {@,Q}, Fr = F. Niech ponadto M bedzie pewnym
wolnym od arbitrazu modelem. Ustalmy dowolng nieujemna, catkowalng wyptate
H oraz liczbe Vy > 0. Pokazemy, ze nie mozna rozwigzaé problemu efektywnego
zabezpieczenia w modelu rynku M dla miary ryzyka p za pomoca metody zapropo-
nowanej w pracy [49]. Z poprzedniego podrozdzialu wiemy, ze kluczowym krokiem
w metodzie z [49] jest rozwigzanie problemu statycznego

inf (0~ )H). (34

gdzie R :={¢:Q - [0,1] : ¢ — Fr — mierzalne, SUPp+ep( A1) Ep¢pH < Vp}. Od tej
pory obowigzuje

ZALOZENIE 3.2.4. Istnieje zmienna losowa ¢ € R taka, ze p((¢—1)H) < oo.

Zauwazmy, ze gdyby zatozenie 3.2.4 nie bylo spelnione, to wartos¢ problemu
(3.4) bytaby réwna oo i w tej sytuacji rozwigzaniem zagadnienia (3.4) bytby dowolny
element R, o ile R + @.

Aby skorzysta¢ z twierdzenia 4.9 z [49] i uzyskaé¢ postaé rozwiazania (5 zagadnienia
(3.4), potrzeba upewnié sie, ze istnieje zmienna losowa ¢y € R taka, ze p((¢o—1)H) <
oo oraz p: L' - Ru{oo} jest ciaglta w (¢g — 1) H. Pokazemy, Ze nie istnieje takie ¢y.

STWIERDZENIE 3.2.5. Funkcja p: L' - Ru{oo} nie jest ciggla w punkcie (¢o—1)H
dla dowolnego ¢g € R, takiego, Ze p((¢o—1)H) < oo.
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DowOD .
Krok 1. Pokazemy, ze istnieje ciag (h;)n € L' taki, ze hy L0 oraz p(hy) = oo.
Niech h:[0,1] = R bedzie funkcja dana wzorem

3
_ ) a7t gdy xe(0,1],
h(‘r)'{o gdy x =0.

Jest jasne, ze h € L. Ponadto sup, . Eg,h = co. Istotnie
- 13 3
Eg,h = Cn/i Zm’ldx > Z—llnn,

przy czym ostatnia nieréwnosé wynika z tego, ze ¢, > 1 dlan € N. Ciag (h;)n dany
wzorem h; := —% dla [ € N ma zadane wtasnosci. B
Krok 2. Zatézmy, ze p((¢o — 1)H) < oo dla pewnego ¢g € R. Uzasadnimy, ze p nie
jest ciaglta w (¢pg—1)H.

1
Niech z; := (¢o—1)H+h; dlal € N. Jest jasne, ze z; -, (¢o—1)H. Ponadto zauwazmy,
ze

l
Poniewaz (1-¢o)H >0, to E[g,((1-¢o)H +2)] > 1E(gnh) dla kazdego n € N. Stad

par) = sup BL((1 o)~ )] - sggE[((l Co)H + E)gn] 1

1.
I >sup =FE(g,h) = .
neN l

1
A zatem ;> (o — 1) H 1 jednoczesnie oo = p(x;)+»p((¢po - 1)H) < 00, co dowodzi,
ze p nie jest cigglta w punkcie (¢g—1)H. O

Z powyzszego stwierdzenia wynika, ze problemu statycznego (3.4) nie mozna
rozwigza¢ przy pomocy dotychczas znanych wynikow. Zaprezentujemy teraz nowe
aproksymacyjne podejscie do rozwigzania zagadnienia (3.4).

Bedziemy postepowa¢ wedtug nastepujacego planu:

1. Uzasadnimy istnienie rozwigzania ¢ problemu statycznego (3.4).

2. Okredlimy cigg wyptat H, := H Ane L* c L2,

3. Z punktu 2 tezy lematu 3.2.3 mamy p|z2 < oo co implikuje, ze p jest ciagta na L2.
4. Stosujemy wyniki Rudloff [49], by wskazaé istnienie i posta¢ rozwiazania ¢,, za-
gadnienia

inf p(H,(¢-1)), (3.5)
PeR(n)
gdzie

RM ={$:Q—~[0,1] : ¢ — Fr — mierzalne, sup FEp«(¢H,) < Vp}.
P*eP(M)

5. Przy pomocy ciagu (¢n)nen skonstruujemy ciag zmiennych losowych zbiezny
P-pn. do Hop.
Uzupelnimy teraz szczegoty opisanych powyzej krokow.
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Krok 1. Istnienie rozwigzania ¢ problemu statycznego (3.4) wynika z tego, ze funk-
cja p jest potciagla z dotu w topologii o(L!, L*™), a zbiér R jest zwarty w topologii
o(L*,L') i niepusty na mocy zalozenia 3.2.4. Korzystajac z tych dwoch wtasnosci
istnienie rozwiazania dowodzi sie, postepujac jak w dowodzie twierdzenia 4.3 z [49].
Nie bedziemy w tym momencie przytacza¢ calego rozumowania, gdyz zaprezentu-
jemy je dla ogdlniejszego zagadnienia rozwazanego w nastepnym podrozdziale.
Krok 2. nie wymaga dodatkowych uzupetnien.

Krok 3. Poniewaz p jest skoficzong wypukta miarg ryzyka na L?, z punktu 1. w
twierdzeniu A.2.10 wynika, ze p ciagla na L2,

Krok 4. Dla kazdego n € N stosujemy twierdzenie 4.9 z [49], otrzymujac postaé roz-
wiazania ¢, problemu (3.5). W tym miejscu nie podamy postaci rozwiazania, gdyz
wyniknie ona z rachunkéw przeprowadzonych w sytuacji ogolniejszej, ktorg bedziemy
rozwaza¢ w nastepnym podrozdziale.

Krok 5. Niech Y,, := H, (¢, — 1), n € N. Z lematu Delbaena i Schachermayera (Doda-
tek, lemat B.2.1) wynika, ze dla n € N istnieja zmienne losowe Y, € conv({Y,,Yni1,...})
takie, ze ciag (an) jest P-p.n. zbiezny do pewnej zmiennej losowej Y o wartosciach
w [—00,0].

Pokazemy najpierw

LEMAT 3.2.6. Y = H(¢-1) dla pewnej Fr-mierzalnej zmiennej losowej ¢ : Q — [0,1].

DowoOD
7 lemat Delbaena i Schachermayera wynika, ze zmienne losowe Y, n € N mozemy
przedstawi¢ w postaci Y, = Yo AYy, gdzie A™ = (A7 AP, ...) jest ciagiem nie-
skonczonych wektoréw nieujemnych wag takich, ze dla kazdego n wektor A" ma
skoniczenie wiele dodatnich wspotrzednych. Zauwazmy, ze dla Fr-mierzalnej zmien-
nej losowej qg danej wzorem
~ 1 gdy H =0,
(b_{ L+1 gdy H>0

zachodzi réwnosé H(¢—-1) =Y.
Zatem, aby zakonczy¢ dowdd, wystarczy uzasadnic, ze

¢ przyjmuje wartoéci z przedziatu [0,1]. (3.6)

Poniewaz -1 < (¢p — 1) <0 oraz 0 < Hy < H, to —H <Y}, <0 dla kazdego k. Stad
oczywiscie —H < Y, < 0 i przechodzac do granicy, otrzymujemy —H <Y < 0, skad
wynika (3.6). O

Teraz udowodnimy

LEMAT 3.2.7. € R

Dowo6p

Mamy sprawdzi¢, ze supps:cp i) Ep<dH < V. Najpierw pokazemy, ze ciag (Zn)nen,
gdzie Z, = Ypon A\ Hip¢r jest zbiezny P-p.n. Rozpatrzmy ciag (X, )nen, gdzie X, :=
Yksn AR Hy. Przy tych oznaczeniach mozemy napisac Y, = Z, - X,,. Zauwazmy, ze
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limy,eo Hy, = H P-p.n. oraz poniewaz H € L', to P(H < o) = 1, co implikuje, ze dla
P-prawie wszystkich @ € Q ciag H, k(@) jest od pewnego n(w) staty i réwny H(@).
Jest wiec jasne, ze lim,_e X, = H P-p.n. Poniewaz cigg Y, jest zbiezny P-p.n., to
musi istnie¢ granica ciagu Z, dla P-prawie wszystkich @ € Q oraz zachodzi réwnosé
Y =lim,eo Zy — H. Z poprzedniego lematu otrzymujemy H (6—1) = limy e Z, — H,
skad wynika, Ze ciag (Z,)nev ma granice réwna H ®.

Teraz tatwo koficzymy dowéd. Ustalmy dowolne P* € P(M) i pokazemy, ze Ep«¢pH <
Vo. Z lematu Fatou otrzymujemy

EP*QBH < liminf, e Epe Z, = iminf,, e X pon AR Epe Hpop < ‘70, przy czym ostatnia
nierownos$¢ wynika z tego, ze A" jest dla kazdego n wektorem o skonczonej liczbie
dodatnich wag oraz ¢, € R dla kazdego k € N, co implikuje, ze Eps Hyo < V. O

Pozostaje dowiesé, ze ¢ realizuje minimum problemu (34).
TWIERDZENIE 3.2.8. p((¢-1)H) = inf ez p((¢ - 1)H).

DowOD

Krok 1. Sprawdzimy, ze R ¢ R(™ dla kazdego n € N. Niech ¢ € R. Wéwczas dla
dowolnego P* € P(M) Ep«H, ¢ < Ep- Hp <V, co dowodzi, ze ¢ € R(™).

Krok 2. Niech

L:=inf p((¢-1)H) oraz L, := inf p(H,(¢-1)).
R peR (M)

Pokazemy, ze L, < L dla n e N.

Dla dowolnej Fr-mierzalnej zmiennej losowej ¢ : Q — [0,1] i dowolnego n € N
prawdziwa jest nieréwno$¢ H(¢ - 1) < H,(¢ —1). Stad i z monotonicznosdci miary
ryzyka p dostajemy p(H(¢—-1)) 2 p(H,(¢-1)), skad

Lu= inf p(H,(9=1) < inf p(H(0=1) < inf p((6=DH) - L,

przy czym (*) wynika z inkluzji R ¢ R dowiedzionej w kroku 1.

Krok 3. Poniewaz p jest o(L', L*>°)-pélciagla z dotu, to p ma wtasno$¢ Fatou na
mocy twierdzenia A.2.4. Zauwazmy, ze |Y,| < H € L! dla kazdego n. Stad i z faktu,
ze Y, » Y P-p.n., woparciu o wlasno$¢ Fatou otrzymujemy

p(Y) < lim inf (Yy,). (3.7)

7 podaddytywnosci i dodatniej jednorodnosci p wynika, ze

p(Ya) < YN p(Hi(dn - 1) 2 S AL < L, (3.8)

k>n k>n

przy czym nier6wnosé (**) wynika z tego, ze dla kazdego n € N zmienna losowa
¢n jest rozwiazaniem zagadnienia (3.5). Ostatecznie taczac (3.7) i (3.8), dostajemy
L<p(H(¢p-1))=p(Y) <liminf, . p(Y,) < L, co oznacza, ze ¢ realizuje minimum
zagadnienia (3.4). O
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UwAcA 3.2.9. W dowodzie powyzszego tuierdzenia korzystaliSmy z tego, Ze p jest ko-
herentng miarg ryzyka, a w szczegolnosci jest dodatnio jednorodna i podaddytywna.
W nastepnych podrozdziatach uzyskamy ogolniejsze wyniki, z ktorych wyniknie, ze
zaprezentowang tu idee aproksymacji mozna zastosowac réowniez do zagadnienia efek-
tywnego zabezpieczenia z wypuktymi miarami ryzyka.

3.3 (ﬁ,B,G,ﬁ)-problem pierwotny i jego rozwig-
zanie

Przypomnijmy, Ze ustalona jest bezatomowa przestrzen probabilistyczna (€2, F,P).
Zmierzamy do przeniesienia idei aproksymacji rozwiazania przedstawionej w przy-
ktadzie na przypadek ogélny. Celem tego podrozdziatu jest uzyskanie wynikéw po-
trzebnych do rozwigzania zagadnien aproksymujacych tzw. ogdlny problem sta-
tyczny, ktory rozwazymy w nastepnym podrozdziale. Dowody rezultatéw z tego
podrozdziatu sa w Dodatku C.

Zaczniemy od wprowadzenia oznaczen, ktore beda obowiazywaé do konca tego
rozdziatu.

OZNACZENIA 3.3.1.

1. Zbior miar probabilistycznych absolutnie cigglych wzgledem P bedziemy oznaczac
przez P, a zbior miar probabilistycznych absolutnie cigglych wzgledem P o gesto-
sciach ograniczonych przez Py.

2. Bedziemy pisac Zg := ﬁ% dla Q € P. Poza tym czesto bedziemy utozsamiac ele-
menty P z ich gestosciami wzgledem P.

3. Dla dowolnego podzbioru PP preez S('ﬁ) bedziemy oznaczac o-ciato wszystkich
podzbioréw P.

4. Dla dowolnego podzbioru P ¢ P przez A(P) (odp. A,(P) ) bedziemy oznaczaé
2biér miar ze znakiem (odp. miar nieujemnych) o skonczonym wahaniu okreslonych
na S(P).

5. Dla dowolnego p € [1,00] przez LP oznaczaé bedziemy (o ile nie zostanie powie-
dziane inaczej) przestrzen LP(Q,F,P).

6. Dla dowolnego p € [1,00] wartosé¢ formy dwuliniowej zwigzanej z przestrzeniami
(LP,(LP)*) na parze (Y,Y*) € (LP,(LP)*) oznaczaé bedziemy przez E(YY*). Po-
nadto w przypadku, gdy Y € LP 1 Y* = Zg dla pewnego Q € P bedziemy pisac niekiedy
EqY zamiast E(Y Zgy).

7. Dla dowolnej przestrzeni topologicznej (€,0) i dowolnego podzbioru C' € O przez
I oznaczac bedziemy funkcje zdefiniowang nastepujgco:

0, gdyzeC,

oo, gdy x¢C. (3.9)

Ic(l‘) = {

8. Dla dowolnej funkcji F : LP - Ru {oo} przez dom(F') oznaczymy dziedzine efek-
tywng funkcji F, tzn. zbior {F < co}.
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9. Dla p € [1,00) przez L(L>,LP) oznaczymy przestrzen liniowg operatoréw linio-
wych cigglych L= do LP. Dla A € L(L™,LP) przez A* oznaczac bedziemy operator
sprzezony do A. Ponadto przez |A| (odp. |A*|) oznaczaé bedziemy norme operatora
A (odp. operatora A*).

DEFINICJA 3.3.2. Niech R ={¢p:Q—[0,1] | ¢ — F —mierzalne}. Elementy zbioru
R bedziemy nazywaé zrandomizowanymsi testami.

UwAcA 3.3.3. Pojecie zrandomizowanego testu pochodzi z teorii testowania hipotez
statystycznych. Istnieje zwiqgzek pomiedzy problemami efektywnego zabezpieczenia i
zagadnieniami poszukiwania optymalnych testow statystycznych (np. [33]), co znaj-
duje odzwierciedlenie w uzywanej terminologit. Rozdzial ten jest poswiecony wogdl-
nieniu metody rozwigzania problemu efektywnego zabezpieczenia zwanej podejsciem
Neymana-Pearsona.

Ustalmy liczbe p € [1, 00), operator B € L(L>, LP), funkcje G : LP - Ru{oo}i3:
P — R oraz niepusty zbiér P ¢ P. Niech ponadto ¢ bedzie wyktadnikiem sprzezonym
do p, tzn. L7 := (LP)*. Funkcjonaly liniowe ciagte na LP bedziemy utozsamiaé z
elementami 4.
Do konca tego podrozdziatu obowiazuje

ZALOZENIE 3.3.4. Eg(B¢) istnieje dla ¢ e R i Qe P.

Definiujemy zbior

Rpps={0eR : Eg[B(1-9)]<B(Q) VQeP}.
Definicja zbioru Rp g 5 jest poprawna dzigki zalozeniu 3.3.4.

DEFINICJA 3.3.5. Powiemy, ze zbiér P jest dopuszczalny dla (B, G, 3), jezeli G(B¢) <
oo dla pewnego ¢ € R757Bﬁ.

DEFINICJA 3.3.6. Zagadnienie znalezienia

inf  G(Bo) (3.10)

¢)6R73YB’ﬂ

nazwiemy (P, B, G, 3)-problemem pierwotnym. Powiemy, ze (P,B,G, 3)-problem
pierwotny jest dobrze postawiony, jezeli P jest zbiorem dopuszczalnym dla (B, G, 3).

UwAcA 3.3.7. Wartosé dobrze postawionego (75, B, G, 3)-problemu pierwotnego jest
mniejsza od oo, poniewai G(Bg) < oo dla pewnego ¢ € Rp g

Od tej pory do konca tego podrozdzialu obowigzuje
ZALOZENIE 3.3.8. Zbiér P jest dopuszczalny dla (B,G, ).

Celem tego podrozdziatu jest uzyskanie twierdzen o istnieniu i postaci rozwiaza-
nia (75, B, G, 3)-problemu pierwotnego. Techniki dowodéw faktéw przedstawionych
w tym podrozdziale w nieznacznym stopniu uogdlniajg podejscie zaprezentowane
w [48] 1 [49]. W zwiazku z tym, ze uzasadnienie wynikéw sformutowanych w tym
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podrozdziale wymagato niewielkiego wtasnego wktadu koncepcyjnego, ich dowody
oraz rezultaty pomocnicze zamieszczamy w Dodatku C.

Podamy teraz dodatkowsq liste zatozen, z ktorych bedziemy korzysta¢ w tym podroz-
dziale. W kazdym ze sformulowanych faktéw wskazemy, z ktorych zatozen korzysta
sie w dowodzie. W twierdzeniu 3.3.17 uzywa sie ze wszystkich zatozen.

ZALOZENIA 3.3.9.
I. Funkcja 3:P — R jest ograniczona, S(P)-mierzalna, infgep 5(Q) > 0.

II. Funkcja G : LP - Ru{oo} jest wypukla, polciggla z dotu, G(0) € R oraz jezeli
X <Y, to G(X) <G(Y).

II1. Operator B € L(L>, Lr) jest dodatni.
IV. Funkcja L* 3 ¢ - E[(Bp)Y*] jest (L=, L')-ciggla dla kazdego Y* € L9.

V. Istnieje ¢o € Rp p 5 takie, ze G(B¢y) < o0 oraz funkcja G jest ciggla w punkcie
Bay.

VI. Zbiér P jest ograniczony w L.

UwAcA 3.3.10. Wszelkie inne zalozenia, ktore bedg pojawiaé sie do konca tego roz-
dziatu bedg w razie potrzeby oznaczane w inny sposob niz symbolami I -V 1. Zacho-
wujgc takqg konwencje, nie spowodujemy niejednoznacznosci, jezeli, odwotujgc sie
do poszczegolnych warunkow sformufowanych powyzej, bedziemy pisaé np.: korzy-
stamy z zatozenia I lub korzystamy z warunku I, zamiast ,korzystamy z warunku
I z zalozenia 3.3.97.

DEFINICJA 3.3.11. Zagadnienie

Sup{ inf {E[(Bg)Y*]-G*(Y")}}. (3.11)

Y*eL? »Rp s
bedziemy nazywac (75, B, G, 3)-problemem dualnym.

TWIERDZENIE 3.3.12. Zalozmy, Ze spelnione sq warunki 11,1V . Niech P (odp. D)
bedzie wartoscig (P, B, G, 3)-problemu pierwotnego (odp. (P, B, G, 3)-problemu du-
alnego).

a) Zagadnienia te sq dualne w sensie Fenchela.

b) Istnieje zrandomizowany test ¢ bedgcy rozwigzaniem (ﬁ, B, G, 3)-problemu pier-
wotnego oraz P € R.

¢) Zatézimy dodatkowo, Ze spetniony jest warunek V. Wéwczas zachodzi mocna dual-
nosé, tzn. P = D i istnieje Y* bedgce rozwigzaniem (77 B, G, 3)-problemu dualnego.
Niech ponadto H : Rp g 5 % dom(G*) - R bedzie funkcjg zadang wzorem

H(¢,Y™") = E[(Bg)Y "] -G"(Y"). (3.12)
Wowczas (¢,Y*) jest punktem siodtowym funkcji H takim, Ze

inf H(¢,Y*)=H(¢,Y*)= sup H(op,Y").

¢€R'p B.3 Y*edom(G*)
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UWAGA 3.3.13. Z dowodu powyzszego twierdzenia wynika, ze (ﬁ,B,G,ﬂ)-pmblem
pierwotny (odp. (P, B,G, 3)-problem dualny) jest pierwotnym (odp. dualnym) pro-
blemem Fenchela.

Kluczowym krokiem do otrzymania postaci rozwiazania (ﬁ, B, G, 3)-problemu
pierwotnego jest zbadanie wewnetrznego zagadnienia w (P, B, G, 3)-problemie du-
alnym, tzn. zagadnienia

s inf {E[(Bo)Y*]-G*(Y")} (3.13)

P,B,3

dla dowolnego Y* € dom(G*) ¢ L4.

DEFINICIA 3.3.14. Niech Y* € dom(G*) bedzie dowolne ustalone. Zagadnienie (3.13)
bedziemy nazywaé (Y*, P, B, G, 3)-problemem pierwotnym.

Ze sformutowanego ponizej lematu 3.3.16 wyniknie, ze dla dowolnego Y* € dom(G*)
zagadnienie
sup WY BGﬁ()\) (3.14)
XeA(P)

gdzie
W esW = -E[B (V= [ Zor@@)] + [(Ba(B1) - 5@DAND) - 67 (V).

jest dualnym problemem Fenchela dla (Y*,ﬁ,B,G,ﬁ)-problemu pierwotnego, co
motywuje ponizsza definicje.

DEFINICJA 3.3.15. Niech Y* € dom(G*) bedzie dowolne ustalone. Zagadnienie (3.14)
bedziemy nazywaé (Y*, P, B, G, 3)-problemem dualnym.

LEMAT 3.3.16. Niech spetnione bedq zatozenia I, 111,1V oraz VI. Ustalmy dowolne
Y* e dom(G*). Niech p(Y*) bedzie wartoscig (Y*, P, B, G, 3)-problemu pierwotnego
oraz niech d(Y*) bedzie wartoscig (Y*, P, B, G, 3)-problemu dualnego.

a) Zagadnienia te sq dualne w sensie Fenchela.

b) Istnieje rozwigzanie (Y*, P, B, G, 3)-problemu pierwotnego oraz p(Y*) € R.

¢) Zachodzi mocna dualno$é, czyli p(Y*) =d(Y™*) oraz istnieje rozwigzanie
(Y*,P,B,G , 3)-problemu_dualnego.

d) Niech miara XY € A, (P) bedzie dowolnym rozwigzaniem (Y*,P, B, G, 3)-problemu
dualnego. Wowczas zmienna losowa ¢¥ " jest rozwigzaniem (Y*, P,B,G , 3)-problemu
pierwotnego wtedy i tylko wtedy, gdy

- 1, gdy B*(Y* - [5 ZgAY " (dQ))(w) <0,
o7 (W) = { 0, idi B (Y* —ﬁ: Zo3 (d0)) (@) > 0 (3.15)

oraz

Eo[B(1-¢Y")]=5(Q) dla X" - prawie wszystkich Q € P. (3.16)
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Z twierdzenia 3.3.12 i lematu 3.3.16 otrzymamy glowny wynik tego podrozdziatu
dotyczacy postaci rozwiazania (P, B, G, 3)-problemu pierwotnego.

TWIERDZENIE 3.3.17. Niech spelnione bedg zalozenia 3.3.9. Wowczas:

1. Istniejg rozwigzania: (75, B, G, 3)-problemu pierwotnego oraz (75, B, G, 3)-problemu
dualnego.

2. Dla dowolnego Y* € dom(G*) bedgcego rozwigzaniem (P, B, G, 3)-problemu dual-

nego istnieje rozwigzanie (Y, P.B,G , 3)-problemu dualnego.

3. Niech Y* bedzie dowolnym rozwigzaniem (73 B, G, 3)-problemu dualnego oraz

niech \ bedzie dowolnym rozwigzaniem (Y* P.B,G , 3)-problemu dualnego. Wow-

czas zrandomizowany test ¢ jest rozwigzaniem (73 B, G, B)-problemu pierwotnego

wtedy 1 tylko wtedy, gdy

o [ 1, edy B*(Y* - [5 ZgA(dQ))(w) <0,
o) = { 0, gdy B*(Y* —f; ZSX(dQ))(w) > 0. (3.17)
Eo[B(1-9)]=(Q) dla A — prawie wszystkich Q € P. (3.18)

Okazuje sie, ze tezy twierdzenia 3.3.17 mozna dowie$¢, przyjmujac, ze spetnione
sg warunki -V z zatozenia 3.3.9, zas warunek V' I, zastepujac ponizszym zalozeniem.

ZALOZENIE 3.3.18.

(A) Funkcja ¢ — E(B¢ [5 ZoA(dQ)) jest o(L>, L')-ciggla dla X € A,(P)
(B) supg.p EgB1 < oo.

Zachodzi

LEMAT 3.3.19. Niech speinione bedq zatozenia I, I11,IV oraz przyjmiymy, zZe zacho-
dzi zalozenie 3.3.18. Wéwczas dla dowolnego Y* € dom(G*) zachodzi teza lematu
3.8.16.

7 powyzszego lematu dostajemy twierdzenie, z ktérego wywnioskujemy gtéwny
wynik (tw. 4.9) z pracy [49] dotyczacy istnienia i postaci rozwiazania problemu
efektywnego zabezpieczenia.

TWIERDZENIE 3.3.20. Niech spetnione bedq zatozenia I —V oraz zalozenie 3.3.18.

Wowczas:

1. Istniejq rozwigzania: (P, B, G, 3)-problemu pierwotnego oraz (P, B, G, 3)-problemu
dualnego.

2. Dla dowolnego Y* € Y* bedgcego rozwigzaniem (ﬁ,B,G,ﬁ)—pmblemu dualnego

istnieje rozwigzanie (Y, P.B,G,3)-problemu dualnego.

3. Niech Y* bedzie dowolnym rozwigzaniem (77 B, G, 3)-problemu dualnego oraz

niech \ bedzie dowolnym rozwigzaniem (Y* P, B, G , 3)-problemu dualnego. Wiw-

czas zrandomizowany test ¢ jest rozwigzaniem ('P B, G, B)-problemu pierwotnego

wtedy 1 tylko wtedy, gdy

- |1, gdy B*(Y* - [5 ZoA(dQ))(w) <0,
o(w) = { 0, gdy B*(Y* —/77; Zg:\(d@))(w) > 0. (3.19)

Eo[B(1-9)]=5(Q) dla X\ — prawie wszystkich Q € P. (3.20)
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Gloéwnym celem tego rozdziatu jest uzyskanie wynikow dotyczacych efektywnego
zabezpieczenia wyplat, dla ktorych nie istnieje superhedging (nie jest spelione za-
tozenie 3.1.2) oraz efektywnego zabezpieczenia wzgledem miar ryzyka, ktére nie
spelniaja warunku ciagltosci (zatozenie 3.1.1), z ktérego w istotny sposob korzysta
sie w pracy [49]. Kluczowym krokiem do realizacji tego celu bedzie rozwiniecie aprok-
symacyjnego podejscia do rozwigzania tzw. ogdlnego problemu statycznego, ktorym
zajmiemy sie w nastepnym podrozdziale.

3.4 Ogoblny problem statyczny

Przypomnijmy, ze ustalona jest bezatomowa przestrzen probabilistyczna (€2, F,P)
oraz obowiazuja oznaczenia 3.3.1. Zaczniemy od wprowadzenia kilku dodatkowych
oznaczen, ktore beda obowigzywacé¢ do konca tego rozdziatu.

OZNACZENIA 3.4.1.

1. Niech X = L>(Q), F,P), Y = LY(Q, F,P), Y, = LP:(Q2, F,P), dla pewnych ustalo-
nych px, k € N takich, zZe 1 < pj < o0.

2. Dla dowolnego podzbioru P € P i dowolnych liczb k,r € N przez 75}; oznaczaé
bedziemy zbior Pl = {QeP : | Zg| y: <1}

Do konica tego podrozdziatu ustalmy dowolny operator A € L(X,)), zbiér Q € P,
oraz funkcje a: P > Ri F: Y - Ru{oo}. Zauwazmy, ze dla zbioru P = Qi operatora
A spelnione jest zatozenie 3.3.4, co pozwala okresli¢ zbiér Rg 4, ktory bedziemy
oznacza¢ przez Ry. Do konca tego podrozdziatu obowiazuje

ZALOZENIE 3.4.2. Zbior Q jest dopuszczalny dla (A, F,«) w sensie definicji 8.3.5.

DEFINICIA 3.4.3. Ogdlnym problemem statycznym nazwiemy zagadnienie

inf F(A9). (3.21)

W nastepnym podrozdziale uzasadnimy, ze problem statyczny (3.2) jest szcze-
gblnym przypadkiem ogoélnego problemu statycznego. Celem tego podrozdziatu jest
przedstawienie aproksymacyjnej metody rozwigzania ogdélnego problemu statycz-
nego. Podejscie aproksymacyjne pozwoli m.in. rozwiaza¢ problem efektywnego za-
bezpieczenia wyptat, dla ktorych nie istnieje superhedging. Idea podejscia aproksy-
macyjnego jest nastepujaca: nalezy zdefiniowaé ciag zagadnien, ktore mozna rozwia-
za¢ znanymi dotychczas metodami, a nastepnie z otrzymanych rozwigzan skonstru-
owac ciag zmiennych losowych zbiezny do rozwigzania ogolnego problemu statycz-
nego. Zagadnienia aproksymujace bedg (P, B, G, 3)-problemami pierwotnymi dla
odpowiednio dobranych zbioréw P, operatoréw B oraz funkcji G i 3. Ciagi zmien-
nych losowych zbiezne do rozwigzania ogélnego problemu statycznego bedziemy kon-
struowa¢ w oparciu o lemat Delbaena i Schachermayera (Dodatek, lemat B.2.1).
Aby uprosci¢ sformutowania wielu faktéw w tym rozdziale, wprowadzimy nastepu-
jaca definicje.
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DEFINICJA 3.4.4. Powiemy, Ze cigg (Vn)nen jest DS-ciggiem, jezeli dla kazdego
neN:

L. Y = (Yons Ynsds - - -)-

2. Wspolrzedne wektora v, sq nieujemne, przy czym jest skoniczenie wiele niezero-
wych.

3. Zan/yn,k =1.

UWACA 3.4.5. Pojecie DS-ciggu nawigzuje do pirerwszych liter nazwisk autorow le-
matu B.2.1.

7 zatozenia 3.4.2 wynika, ze ogolny problem statyczny jest dobrze postawionym
(9, A, F,«)-problemem pierwotnym. Przejdziemy teraz do zbadania kwestii istnienia
i opisu postaci rozwigzania ogblnego problemu statycznego. Podamy liste zatozen, z
ktorych bedziemy korzysta¢ w tym podrozdziale. W kazdym z dowodzonych faktéw
wskazemy, z ktorych zatozen bedziemy korzysta¢. W dowodzie gtownego twierdzenia
bedziemy korzystac¢ ze wszystkich zatozen.

ZALOZENIA 3.4.6.

(i) a: P - R - funkcja ograniczona, S(P)-mierzalna taka, ze infgep a(Q) > 0.

(it) F:Y - Ru{oo} - wypukta, pélciggla z dotu, F(0) € R oraz jezeli X <Y, to
F(X)<F(Y).

Operator A e L(X,)) spelnia nastepujgce warunki

(iti.a) A - dodatni,

(ii1.b) A(R)2{Y ey : 0<Y < A1}.

Istnieje cigg operatorow A, : X - YV,, n € N takich, Ze

(iv.a) A,- dodatni,

(iv.b) Voe R A, > Ao w LY,

(iv.c) Voe R App < Apirop P-pon.,

(iv.d) funkcja L* 3 ¢ - E[(A,0)Y*] jest a(L>, L)-ciggla dla kazdego Y* € Yr.
Dia kazdego n € N, dla funkcji F,, := F,, zachodzi warunek

(v) Istnieje (()n) € Ro.a,.a takie, Ze Fn(Angb((]n)) < oo oraz funkcja F, jest ciggla w
Anp{™.

UWAGA 3.4.7. Inne numerowane zatoZenia sformutowane w podrozdziatach 3.4 1 3.5
bedg oznaczane w inny sposéb niz symbolami (i), (i1), (iii), (iv.a) - (iv.d), (v). Przy
takiej konwencji bedziemy pisaé np.: korzystamy z warunku (zatoZenia) (i)” i nie
spowodugje to niejednoznacznosci sformutowan.

TWIERDZENIE 3.4.8. Niech spetnione bedq zatozenia 3.4.6. Wowczas:

1. Dla k,r € N istnieje rozwigzanie (95, A, Fi., a)-problemu dualnego.

2. Dla dowolnego Y* bedgcego rozwigzaniem (Qf, Ay, Fj, a)-problemu dualnego ist-
nieje rozwigzanie (Y, Qr, Ay, Fi, a)-problemu dualnego.

3. Dla k,r € N niech Y}*, bedzie dowolnym rozwigzaniem (Q5, Ag, Fy, o)-problemu du-
alnego oraz niech A, 7b(gdzz'e dowolnym rozwigzaniem (Y,*,, Qp, Ak, Fi, o) -problemu
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dualnego. Woéwczas istnieje zrandomizowany test ¢y, spetniajgecy warunks

L edy Ay (VY - Jop ZoAer(dQ))(w) <0,

Per () = { 0, ady ALY}, for Zaher (dQ))(w) > 0. (3:22)
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oraz
EolAk(1-¢k,)] = a(Q) dla M\, — prawie wszystkich Q € Q.. (3.23)

4. Dla k,r € N niech ¢, bedzie dowolnym zrandomizowanym testem spefniajgcym

warunki (3.22) oraz (3.23). Wéwczas istniejqg DS-ciqgi (ﬁ(k) *©  dla k €N oraz
()32, 1 zmndomzzowany test ¢ taki, ze

hm Z Mk hm Z ﬁ(k) Ak drr P-pn.iw L. (3.24)

k,’>n r>m

Ponadto, jezeli (7)., (ﬁ(k) )=, k € N sa dowolnymi DS-ciggami, dla ktérych
istnieje zrandomizowany test ¢ taki, Ze zachodzi réwnosé (3.24) z ¢ = ¢, Np = T,

(k) = ~,(,Zf), n,k,meN, to ¢ jest rozwigzaniem ogolnego problemu statycznego.

7 twierdzenia wynika, ze mozna wskaza¢ rozwigzanie ogblnego problemu sta-
tycznego, jako iterowang granice P-p.n. i w L' kombinacji wypuklych zmiennych
losowych znanej postaci.

Przedstawimy teraz kroki dowodu i wskazemy w jaki sposob korzystamy z poszcze-
gblnych warunkéw wystepujacych w zatozeniu 3.4.6.

1. Korzystajac z warunkéw (i), (i7) oraz (iv.b) - (iv.d), dowodzimy, ze dla dowolnego
k istnieje zmienna losowa ¢y, ktora rozwiazuje (Q, Ay, Fi, a)-problem pierwotny.

2. Przyjmujac, ze spelione sa warunki (i), (ii), (iv) oraz (v) uzasadniamy, ze
dla kazdego k € N zmienna losowa Ay, jest granicg P-p.n. i w L' skonczonych
kombinacji wypuktych elementéw (Ayy.,)ren, gdzie zrandomizowane testy (¢, )ren
spelniaja warunki (3.22) oraz (3.23).

3. Niech Y}, = Ar¢y. Z lematu B.2.1 wynika, ze istniejg zmienne losowe

Y € conv({Yg, Yii1,...}) takie, ze ciag (ffk)keN jest zbiezny P-p.n. do pewnej zmien-
nej losowej Y o wartosciach w [0, oo]. Korzystajac z warunku (7ii), pokazemy, ze
Y = A¢ dla pewnego deR.

4. Sprawdzimy, ze ¢ € Ro, a nastepnie uzasadnimy, ze ¢ realizuje minimum ogélnego
problemu statycznego i zachodzi (3.24).

Przechodzimy do realizacji planu nakreslonego powyzej.
Ustalmy dowolne k € N. Zauwazmy, ze poniewaz Q € P, € L*({, F,P), a obraz Ay
jest zawarty w Yy ¢ LY(Q, F,P), dla operatora Ay, i zbioru Q spelnione jest zatozenie
3.3.4, co pozwala okresli¢ zbior Rg 4, o 1 rozwazy¢ (Q, Ay, Fj, «)-problem pierwotny.

§1. Istnienie rozwigzania (Q, Ay, F, «)-problemu pierwotnego

LEMAT 3.4.9. Niech spetnione bedg warunki (iv.b), (iv.c). Wowczas Axp < Ag dla
dowolnego ¢ € R.

Dowo6Dp
Zalézmy przeciwnie, ze istnieje ¢ € R takie, ze P({Arp > Ap}) > 0. Z warunku (iv.c)
wynika, ze {Axd > Ad} € {Aj¢p > Ap} dla | > k. Stad i z warunku (iv.b) dostajemy

0= lim E|A1¢ — A| 2 lim E(1 4,510y i — A
> llim E(l{Ak¢>A¢}|Ak¢ - A¢|) > 0. Sprzecznosé. O
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LEMAT 3.4.10. Przy zalozeniach (iv.b), (iv.c) zachodzi inkluzja Ry = Roaa S
RQaAkva'

DowoOD
Niech ¢ € Rg 4,o. Wowczas

EgA(1-¢) <a(Q) dla Qe Q (3.25)

Z lematu 3.4.9 zastosowanego do zrandomizowanego testu 1-¢ wynika, ze A,(1-¢) <
A(1 - ¢). Stad oraz z (3.25) dostajemy
E@[Ak(l - ¢)] < EQ[A(]. - 925)] < Oé(@) dla @ € Q, CcO 1mphkuje gb € RQJ‘k,a' O

TWIERDZENIE 3.4.11. Niech spelnione bedqg warunki (ii) oraz (iv.b) — (iv.d). Wéw-
czas istnieje rozwigzanie (Q, Ay, Fy,a)-problemu pierwotnego i warto$¢ tego pro-
blemu jest skonczona.

DowOD

Uzasadnimy, ze dla L? = Y, L7 = Y}, P=0Q,B=A;, B=aiG = F, spehione sa
zalozenia punktu b) w twierdzeniu 3.3.12, tzn. sprawdzimy, ze zbiér Q jest dopusz-
czalny dla (Ag, Fy,«) oraz zachodza warunki I7 i IV sformutowane w zatozeniach
3.3.9.

Poniewaz zbiér Q jest dopuszczalny dla (A, F,«) (zatozenie 3.4.2), istnieje b € Ry,
dla ktérego F(Ag) < oo. Stad i z lematu 3.4.10 wiemy, ze zbiér Q jest dopuszczalny
dla (Ag, Fy, o). Ponadto zachodzg nastepujace implikacje: (1) = I1, (iv.d) = IV
co dowodzi, ze spelnione sa zalozenia, przy ktorych zachodzi punkt b) tezy twierdze-
nia 3.3.12, skad natychmiast wynika, Ze istnieje rozwiazanie (Q, Ay, F}., «)-problemu
pierwotnego oraz wartos¢ tego problemu jest skoniczona. O

§2. Postaé¢ rozwigzania (Q, Ay, F;,a)-problemu pierwotnego

TWIERDZENIE 3.4.12. Niech spelnione bedg warunki (i), (ii), (iv) oraz (v).
a) Zachodzg punkty 1 -3 tezy twierdzenia 3.4.8.
b) Dla r € N niech ¢y, bedzie dowolnym zrandomizowanym testem spetniajgcym wa-
runki (3.22) oraz (3.23). Wowczas istnieje DS-cigg (B,(,f));’,f:l oraz zrandomizowany
test ¢ taki, ze

Ad = lim » B Appr P—pon. i w L, (3.26)

r>m

c) Niech (@Sf));j:l bedzie dowolnym DS-ciggiem, dla ktdorego istnieje zrandomizo-
wany test ¢ taki, ze spetniona jest réumosé (3.26) z ¢ = ¢y, oraz Bff) = ,(,.]f), m € N.

Wowczas ¢y, jest rozwigzaniem (Q, Ag, Fy, a)-problemu pierwotnego.

DowOD

Dowodzimy a). Uzasadnimy punkty 1, 2, 3 tezy twierdzenia 3.4.8, rozwazajac

(95, Ag, Fy, o)-problemy pierwotne dla r € N. Sprawdzimy, ze dla dowolnych k,r € N
idla LP =Yy, L= Y, P = Qp, B =A;, G =F} oraz 3 = a spelnione sg zaloze-
nia twierdzenia 3.3.17. W tym celu zauwazmy, ze zachodzg nastepujace implikacje:
(i) = I,(ii) = II,(iv.a) = I1I,(iv.d) = IV,(v) = V. Ponadto zbiér P = Qj jest

79



ograniczony w L% =)}, co daje warunek V.

SprawdziliSmy, ze spetnione sa zalozenia twierdzenia 3.3.17, skad wynika, ze dla do-
wolnych k,r € N istnieje rozwigzanie (Qj, Ay, Fy, «)-problemu pierwotnego i

(Q;, Ak, Fi, o)-problemu dualnego. Ponadto dla dowolnego Y* bedacego rozwig-
zaniem (Qj, Ay, Fi, «)-problemu dualnego istnieje rozwiazanie (Y*, Qr, Ay, Fj, a)-
problemu dualnego. Niech Y;* (odp. Ax,) bedzie dowolnym rozwigzaniem (95, Ay, Fi, «)-
problemu dualnego ’

(odp. (Y}, Ok, Ak, Fi, a)-problemu dualnego). Wowczas zrandomizowany test ¢y,
jest rozwigzaniem (Qj, A, Fj, a)-problemu pierwotnego wtedy i tylko wtedy, gdy
spelnia warunki (3.22) i (3.23). W ten sposéb dowiedliémy punktéow 1, 2, 3 tezy
twierdzenia 3.4.8, co konczy dowdd punktu a).

Przechodzimy do dowodu punktu b).

Dla 7 € N niech ¢y, bedzie dowolnym zrandomizowanym testem speiniajacym wa-
runki (3.22) oraz (3.23), ktérego istnienie dowiedlismy powyzej.

Krok 1. Poniewaz zbiér R jest o(L>, L')-zwarty, to z ciagu (dk,)rey mozna wy-
bra¢ podciag (¢r.n, )ren stabo* zbiezny do pewnej zmiennej losowej quSk Oznaczmy
Oy = Gm, dla €N,

Krok 2. Sprawdzimy, ze qgk €Ro A0

Ustalmy dowolng miare Q € Q. Uzasadnimy, ze

Eq[Av(1-¢1)] < a(Q). (3.27)

Zauwazmy najpierw, ze cigg (Ak(l Or r)) jest zbiezny do Ax(1- gbk) w topologii
o(Vk, V5). Istotnie, dla dowolnego Y* € V¢ mamy

lim ET(AL(1 - Gre))Y ] = B[(Ap(1 - 61))Y"], (3.28)

co wynika z warunku (iv.d) i tego, ze ciag (ék,r);ﬁl jest stabo* zbiezny do ¢y.
Niech teraz Ny € N bedzie najmniejsza liczba taka, ze [Zg[y: < No. Wéwezas
Eo[Ar(1 - di,)] < a(Q) dla 7 > Ny, bo Q € Q i by, € Ror.apa- Stad i z (3.28)
zastosowanego do Y* = Zg € Vi otrzymujemy Eg[Ap(1-¢x)] = E[(Ax(1-61)) Zo] =
lim,_, o E@[Ak(l drr)] < (Q), co dowodzi (3.27).

Krok 3. Niech Y, := Ak@” dla r € N. Przy pomocy ciggu (Y) °1 skonstruujemy
cigg zbiezny P-p.n. do pewnej zmiennej losowe] Vi jednoczesnie zbiezny do Akgbk w
topologii o (Vi, Yy ).

Z lematu Delbaena i Schachermayera Wymka ze istnieje DS-ciag (Cm)men, dla kto-
rego ciag zmiennych losowych ym) .= >rsm CmrYr, m € N jest P-p.n. zbiezny do

pewnej zmiennej losowej Y. Twierdzimy, ze ciag (?(m));j:l jest zbiezny do Akgzgk w
topologii o (Vi, V).
Ustalmy € > 0 oraz Y* € ). Pokazemy, ze istnieje My € N takie, ze
|E(Y™Y*) - E[(Ardr)Y*]| <&
dla m > M, Poniewaz ciag (gzgkr) jest stabo* zbiezmy do ¢, to z warunku (iv.d)

wynika, ze istnieje My € N takie, ze |E[(Axdr,)Y*] - E[(Ardr)Y ]| < & dla r > M.
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Stad [E(Y ™Y *) = E[(Ax1)Y *]| € Zpom G E[(Axrr )Y * 1= E[(Apg) Y*]| < € dla
m 2 Mg. R R
Krok 4. Dowiedziemy, ze Arpr =Y. W tym celu wystarczy sprawdzié, ze

B(YY") = E[(A)Y"] (3.29)

dla dowolnego Y* e Y. Ustalmy teraz dowolne Y* e )¢ i uzasadnimy (3.29).
Zauwazmy, ze 0 < Y™ < A1, skad [Y™Y*| < [Y*|A;1 € L' dla m € N oraz
liMy e YWY* = YY* P -pn. Wowezas E(YY™) © limyy, o E(Y (MY ) ()
E[(Agdr)Y*], przy czym (*) wynika z twierdzenia Lebesgue o zbieznosci zmajory-
zowanej, a (#*) z tego, ze cigg (Y ™),y jest zbiezny do Aydy w topologii o( Yy, Vi).
Krok 5. Definiujemy kandydata na rozwiagzanie (Q, Ay, F},, a)-problemu pierwotnego,

ktéry spetnia warunek (3.26).
Niech ¢ := gbk Z kroku 5. wynika, ze

Ak¢_ hm Z CmrAk¢kr = hm Z CmrAkgbknT IEI)_p'n' (330)

> >rm ® > m
Definiujemy DS-cigg (Bm) )meN, PIZyjmujac

5(;@ { Cmrs gdy [ =n, dla pewnego r € N,
0, W p.p.,

dla [ > m, m e N. Ostatecznie (3.30) zapisuje sie¢ jako (3.26).

Krok 6. Zbiezno$¢ w L! wynika z (3.30), twierdzenia Lebesgue o zbieznosci zmajory-

zowanej i faktu, ze },.,, ﬁ(k) Ao, < A1, dla m € N. Zakonczylismy dowdd punktu

4. tezy.

Przechodzimy do dowodu punktu ¢)

Niech (ﬁ(k) >_, bedzie dowolnym DS-ciagiem, dla ktérego 1stn1eJe zrandomizowany

test ¢, taki, ze spetniona jest réwnoéé (3.26) z ¢ = ¢y oraz 6 ,(f), m € N. Do-

wiedziemy, ze ¢y, jest rozwiazaniem (Q, Ay, F}, a)-problemu pierwotnego.

Niech L oznacza wartos¢ (Q, Ay, Fy, a)-problemu pierwotnego oraz dla r € N przez

L, oznaczmy warto$¢ (Qy, Ak, Fi, a)-problemu pierwotnego. Zauwazmy, ze

L.<LdlareN, (3.31)
poniewaz

Roa,a= ﬂ RQLAJC,CH skad Ro a0 € RQ;,Ak,a dla r e N
reN

7 kroku 2. wiemy, ze ¢y, € RQ Ap,a- Latem

L < Fp(Ardr) < hmlnf Fk(Y(m)) = hmlnf Fi( Z @(n P AkOrr)

r2m

<hm1nf Z [3 Fk (Akdrr) —hmmf Z ﬁfﬂL ( )L

r>m r>m

przy czym w (*) skorzystali$émy z tego, ze F}, jest polciagla z dotuna L' i lim,, o Y (m) =
Apor w L' na mocy kroku 6. Ponadto w (*x) zastosowaliSmy (3.31). O
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§3. Konstrukcja kandydata na rozwigzanie ogélnego problemu statycznego

W poprzednim paragrafie dla kazdego k € N wskazaliSmy zrandomizowany test ¢y, be-
dacy rozwiazaniem (Q, Ay, F, a)-problemu pierwotnego spelniajacy warunek (3.26).
Do zmiennych losowych Y}, := Ay.¢y dla k € N zastosujemy lemat Delbaena i Schacher-
mayera, ktéry gwarantuje istnienie zmiennych losowych Yy, € conv({Yy, Yii1,...}), k €
N takich, ze ciag (Yk)keN jest zbiezny P-p.n. do pewnej zmiennej losowej Y o warto-
Sciach w [0, oo]. Korzystajac z dodatnioci operatoréw A, Ay, A,, ..., dowiedziemy,
ze 0 <Y < Al. Stad oraz z warunku (i7i.b) wyniknie istnienie zrandomizowanego
testu, ktory bedzie kandydatem na rozwiazanie ogélnego problemu statycznego.

TWIERDZENIE 3.4.13. Niech spelnione bedq zalozenia 3.4.6. Dla k € N przez ¢
oznaczmy rozwigzanie (Q, Ay, Fi,a)-problemu pierwotnego. Wowczas istnieje DS-
¢igg (Mn)nen 010z zrandomizowany test ¢ taki, Ze dla zmiennych losowych zdefinio-
wanych wzorem

?n = Z nn,kAk(bk; neN (332)
k>n
zachodzi
Ap=1mY, P-pn.iw L. (3.33)
DowdD

Krok 1. Z lematu Delbaena i Schachermayera wiemy, ze istnieje DS-ciag (71 ) nen Oraz
istnieje zmienna losowa Y o wartosciach w zbiorze [0, 0] t. Ze

Y = limkﬁoo Zan nn,kAkak P- p.n.
_ _ 1 _
Krok 2. Dowiedziemy, ze 0 <Y < Al oraz Y,, Ly

Z lematu 3.4.9 otrzymujemy 0 < Yy, = oy Mk AkBk < Lo Tk Ak = A X s e r <
A1, przy czym ostatnia nierownos¢ wynika z tego, ze A jest operatorem dodatnim
oraz 1=, Nnxdr 2 0. Stad 0 < Y,, < A1 P-p.n. dla kazdego n € N, skad, przechodzac
do granicy, otrzymujemy

0<Y <Al P-pn. (3.34)

Ponadto z twierdzenia Lebesgue o zbieznoéci zmajoryzowanej wynika, ze ciag (Y, ) nex
jest zbiezny do Y w L.

Krok 3. Z (3.34) i z warunku (i7i.b) w zalozeniu 3.4.6 wynika, ze istnieje zmienna
losowa ¢ € R, dla ktérej zachodzi réwnosé Y = A, skad otrzymujemy (3.33). O

§4. Kandydat jest rozwigzaniem ogdlnego problemu statycznego

Niech ¢ (odp. (7, )nen) bedzie dowolnym zrandomizowanym testem (odp. DS-ciagiem),
dla ktérych zachodzi réwnosé (3.33) z ¢ = ¢ oraz 1, = 7,), n € N. Niech Y := Ag.
Zrandomizowany test ) jest kandydatem na rozwigzanie ogblnego problemu statycz-
nego. Najpierw uzasadnimy, ze gg jest elementem Ry. W tym celu zdefiniujmy funkcje
H:Y - Ru{oco} wzorem

H(Y):= %gg(EQ(—Y) - a(Q)). (3.35)

82



Funkcja H jest dobrze okreslona, poniewaz Q ¢ P,. Zauwazmy, ze H jest funkcja
wypuktla i potciggla z dotu, jako supremum funkeji wypuktych i cigglych. Ponadto
dla funkcji H zachodzi nastepujaca wlasnosé

H(Zy) < H(Z,) dla dowolnych Zy, Zy € Y takich, ze Z; > Zo. (3.36)

LEMAT 3.4.14. Niech B € L(L*, L?) dla pewnego 1 < p < oo, bedzie dodatnim opera-
torem. Wowczas ¢ € Rg po wtedy i tylko wtedy, gdy H(-B(1-¢)) <0.

DowOD

¢ € Ropa wtedy i tylko wtedy, gdy EgB(1-¢) < a(Q) dla Q € Q, co jest réw-
nowazne warunkowi suerQ(E@[B(l -¢)] - a(@)) <0, ezyli H(-B(1-¢)) <0.
o

LEMAT 3.4.15. dSE Ro

DowOD

7 lematu 3.4.14 wynika, ze wystarczy sprawdzi¢ warunek H(-A(1 - ¢)) <0.

Krok 1. Dla k € N definiujemy zmienne losowe X, := —A,1+Y,,, gdzie zmienna losowa
Y, dana jest wzorem (3.32). Zauwazmy, ze ciag (X, )nen jest zbiezny do —A(1 - @)
w L1. Istotnie

| X5 - (—A(l—gzg))Hl = | -AL+AL+Y, Y|y < |- A1+ ALy + |V, - Y|y = I} + 12,

I} - 0 przy n — oo na mocy warunku (iv.b) oraz I? — 0 przy n — oo na mocy
(3.33). Stad, poniewaz funkcja H jest pélciagha z dotu, otrzymujemy H(-A(1-¢)) <
liminf, . H(X,).

Krok 2. Konczymy dowdd uzasadniajac, ze

H(X,)<0dlaneN. (3.37)

Zanwarmy, e Xy, = ~ A1+ Sy Tk Akdk = Sion i (~An1 + Ayéy). Stad i 2 wypu-
ktosci funkcji H otrzymujemy

H(Xn) < Z nn,kH(_Anl + Ak:¢k) (338)

k>n

Z warunku (7v.c) wynika, ze A,1 < Ax1 dla k > n, skad —A, 1+ Apdy > —Arl+ Apoy.
Stad oraz z wlasnosci (3.36), otrzymujemy H(-A,1 + Axdy) < H(-Arl + Apdy) =
H(-Ar(1 - ¢y)) <0, przy czym ostatnia nieréwnosé wynika z lematu 3.4.14 oraz
tego, ze ¢ € Rg A0 -

Otrzymalismy H(-A,1+ Ayx¢r) <0 dlan e Nik > n. Wstawiajac to do (3.38),
dostajemy (3.37). O

Teraz przechodzimy do dowodu twierdzenia o istnieniu i postaci rozwigzania ogél-
nego problemu statycznego.

DOwOD (TWIERDZENIA 3.4.8)

Z punktu a) tezy twierdzenia 3.4.12 dostajemy punkty 1, 2, 3.
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Przechodzimy do dowodu punktu 4. Dla k,r € N niech ¢, bedzie dowolnym zran-

domizowanym testem spelniajacym warunki (3.22) oraz (3.23), ktérego istnienie

wynika z punktu 3.

Krok 1. Z punktu b) w tezie twierdzenia 3.4.12 wiemy, ze dla kazdego k € N istnieje

DS-ciag (57(;€ ))jnc’:l oraz zrandomizowany test ¢, bedacy rozwigzaniem (Q, Ay, Fi, a)-

problemu pierwotnego, dla ktérego zachodzi réwnosé (3.26) z ¢ = ¢, oraz Bf(,ff ) =

B k. meN.

Z twierdzenia 3.4.13 wynika, ze istnieje DS-ciag (,,)

¢, dla ktérego zachodzi réwnoéé (3.33).

Krok 2. Uzasadnimy réwnosé (3.24).

Oznaczmy lewa (odp. prawa) strone réwnosci (3.24) przez L (odp. P). Korzystajac

najpierw z (3.26) dla ¢ = ¢, oraz Bﬁ,’f) = T(f), k,m € N, a nastepnie z (3.33), otrzy-

mujemy P =limy, e Y psn Mk ArPr = Ap=1L.

Krok 4. Niech (7,)%2,, (8%))%.,, k € N beda dowolnymi DS-ciagami, dla ktérych

istnieje zrandomizowany test ¢ taki, ze zachodzi réwnosé (3.24) z ¢ = g%, M = T,
(k ) = B,(f ), k,m,n € N. Uzasadnimy, ze 95 jest rozwigzaniem ogdlnego problemu sta-

tycznego.

Z lematu 3.4.15 wiemy, ze ¢ € Ry.

Niech

[ee)

¢, oraz zrandomizowany test

Lk = inf Fk(Ak¢)

PR, Ay,
dla k£ € N oraz niech L oznacza wartos¢ ogélnego problemu statycznego.
Sprawdzimy, ze
Ly <L dlakeN. (3.39)

Ustalmy dowolne k € N. Z lematu 3.4.9 wiemy, ze Axp < Ap dla ¢ € R.
Ponadto z definicji F), = F' na Yy, skad Fy(Arp) = F(Aro) < F(A¢) dla ¢ € R. Stad

(*)

Ly= inf F(Agp) < inf F(A¢) < inf F(A¢)=1L,
F PeRQ, Ay 0 k( k¢) PR o, Ap,a ( QS) PeRo ( d))

przy czym w (*) skorzystaliémy z inkluzji Ry € Rg 4, ., dowiedzionej w lemacie

3.4.10. Z twierdzenia 3.4.13 wiemy, ze

_ 1 ~
Y, — Ao, (3.40)
gdzie dla n € N zmienne losowe Y,, dane sg wzorem (3.32).
7 wypuktosci F' otrzymujemy

F(Y,) <Y F (Ardr). (3.41)

k>n

Z lematu 3.4.15 i z poélciagtosci F' z dotu, dostajemy

~_ (a) _ b)
L < F(A$) € liminf F(V,) € liminf 3 70 F(Axde)
oo Sy =)
.. () 4. . (d)
= lim inf Z Nk Fie(Agdr) = liminf Z MLl < L,

k>n k>n
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przy czym w (a) skorzystalismy z (3.40), w (b) z (3.41), w (¢) z tego, ze ¢y jest
rozwiazaniem (Q, Ay, F},, a)-problemu pierwotnego, ktérego wartosé wynosi Ly dla
keN,aw (d)z (3.39).

Otrzymalis$my infyer, F'(A¢) = L = F (Ad), co oznacza, ze ¢ jest rozwigzaniem
ogblnego problemu statycznego. O

3.5 Wypukte zabezpieczenie

Przypomnijmy, ze dana jest bezatomowa przestrzen probabilistyczna (2, F,P) z fil-
tracja F. Przypomnijmy réwniez, ze w podrozdziale 3.1 ustaliliSmy pewien wolny od
arbitrazu model rynku M = (S, ®), gdzie S jest nieujemnym, adaptowanym proce-
sem o wartosciach w R¥*1 ke N, za§ ® oznacza zbidr strategii samofinansujacych.
Ustalmy wypukta miare ryzyka p : L' - R u {00}, nieujemna, catkowalng wyplate
H oraz liczbe Vy > 0. Zastosujemy rezultaty z podrozdziatéw 3.3 i 3.4 do rozwia-
zania problemu wypuklego zabezpieczenia (3.1). W twierdzeniu 3.5.7 otrzymamy
nowe warunki opisujace postaé¢ rozwigzania problemu efektywnego zabezpieczenia
rozwazanego w pracy [49]. Gtéwnym wynikiem bedzie postaé¢ rozwiazania problemu
efektywnego zabezpieczenia dowolnych nieujemnych, catkowalnych wyptat, wzgle-
dem miar ryzyka spetiajacych zatozenie 3.1.1 (twierdzenie 3.5.12). W szczegdlnosci
jest to pierwszy rezultat, w ktéorym podano postaé rozwigzania problemu efektyw-
nego zabezpieczenia wyptat, dla ktérych nie istnieje superhedging. Na zakonczenie
rozdziatu, opierajac si¢ na twierdzeniu 3.4.8 wskazemy postac¢ rozwigzania problemu
wypuklego zabezpieczenia wzgledem miar ryzyka z ostabionym warunkiem ciggtosci
(tw. 3.5.14). Zastosowanie twierdzen 3.5.12 i 3.5.14 zilustrujemy przykladami.

3.5.1 Problem statyczny, jako szczegdlny przypadek ogél-
nego problemu statycznego

Do konca tego rozdziatu przyjmijmy:

F(Y)=p(-Y), dlaY e L', Q:=Py(M), Ap:= Hop, dla ¢ e L™,
a(P*) := Vj dla P* € Py(M). (3.42)

Niech ponadto
Ry = {¢ eR: sup FEpoH< ‘70}
P*ePy (M)

Dla F, Q, A, a okreslonych w (3.42) ogélny problem statyczny (3.21) zapisuje sie¢ w
postaci
inf p(—H), 3.43
wemp( VvH) (3.43)
gdzie Ry = {p e R : SUPpsep, (A1) L H (1 =) < Vo}. Dokonujac w (3.43) podstawie-
nia ¢ =1 1 -1 € R, otrzymujemy

inf p((6~1)H). (3.44)
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Zagadnienie (3.44) jest problemem statycznym (3.2), co wyniknie z kluczowej ob-
serwacji.

LEMAT 3.5.1. Dla dowolnej nieujemnej wyptaty X zachodzi réwno$é

sup Ep:X = sup FEpX. (3.45)
P*eP(M) P*ePy(M)

DowOD

Krok 1. Zauwazmy, ze obie strony réwnosci (3.45) sa dobrze okreslone i wieksze od
—o00. Oznaczmy lewa (odp. prawa) strone réwnosci (3.45) przez L (odp. P). Z inklu-
zji Py(M) € P(M) wynika, ze L > P.

Krok 2. Dowiedziemy, ze dla dowolnej miary Q € P(M) takiej, ze X € L'(Q) istnieje
miara Q € P,(M) taka, ze EgX = EpX.

Niech Q € P(M) bedzie miara, wzgledem ktérej wyplata X jest catkowalna. De-
finiujemy proces M wzorem M; = Eg(X|F;) dla t € T. Rozwazmy model rynku
M' = (S',®"), gdzie S" = (S, M) oraz ® jest zbiorem strategii samofinansujacych
o wartosciach w R¥*2. Poniewaz Q € P(M’), to z implikacji (2) = (3) w twierdze-
niu 1.1.12 zastosowanym do modelu rynku M’ wynika istnienie miary Q € P(M")

takiej, ze max{1,|X|} %2 € L*. W szczeglnosci Q € P,(M') € Pp(M), gdyz kazda
miara martyngatowa w modelu M’ jest réwniez miarag martyngatows w modelu M.
Poniewaz X jest wyplaty osiggalna w modelu M’ otrzymujemy EsX = EgX na
mocy twierdzenia 1.1.24.

Krok 3. Rozwazmy przypadek, gdy L = oo i istnieje miara P, € P(M) taka, ze
Ep_ X = co. Wowczas, aby dowie$¢, ze L = P = oo wystarczy uzasadni¢, ze dla do-
wolnego ¢ > 0 istnieje miara P, € P,(M) takie, ze X € L(PP.) oraz Ep, X > ¢. Ustalmy
dowolne ¢ > 0 i niech n bedzie takie, ze Ep_(X An) > c. Z kroku 2 zastosowanego do
zmiennej losowej X An i miary Q = Po,, wynika istnienie miary P. € P,(M) takie]
ze Ep (X An)=FEp_(X An)>c.

Krok 4. Pozostaje rozwazy¢ przypadek, gdy L = lim,,,. Ep: X dla miar P} € P(M)
t. ze X e L'(IP:), n € N. Z kroku 2. wynika, ze dla kazdego n € N istnieje miara Q,, €
Po(M) t. ze X € L'(Q,) oraz Epy X = Eg, X dlaneN. Stad L = suppscp gy Epe X =
limy, 0o Epx X = lim,, 0 Eg, X < SUPp+ep, (M) Ep« X = P, co konczy dowod réwnosci
(3.45). O

7 powyzszego lematu otrzymujemy

WNIOSEK 3.5.2. {gb €R : suppscpm) Lpe9H < f/o} =Ry

DowoD

Inkluzja ,S”jest oczywista.

Dowodzimy inkluzje ,2”. Niech ¢ € Ry. Stosujac lemat 3.5.1 do zmiennej losowej
¢H, otrzymujemy Supp.cp(agy Epe 9 H = Suppecp, p) L+ @H < Vp. O

Stad dostajemy

WNIOSEK 3.5.3. Problem statyczny (3.2) zapisuje si¢ w postaci (3.44).
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Teraz sformutujemy lemat, ktérego bedziemy uzywaé, by wywnioskowaé¢ warunki
opisujace rozwiazanie problemu statycznego w postaci (3.44) z warunkéw opisuja-
cych rozwigzanie ogdlnego problemu statycznego, dla Q, F, A i a okreslonych w
(3.42).

LEMAT 3.5.4. Niech F', Q, A i« bedg okreslone w (3.42). Wéwczas zrandomizowany
test i jest rozwigzaniem ogolnego problemu statycznego witedy i tylko wtedy, gdy 1-
jest rozwigzaniem problemu (3.44).

DowOD

Dla F', Q, A i a okreslonych w (3.42) ogélny problem statyczny mozna zapisaé w
postaci (3.43). Zatem 1) jest rozwigzaniem zagadnienia (3.43) wtedy i tylko wtedy,
gdy 1 -9 jest rozwiazaniem problemu (3.44). o

Na zakonczenie tego podrozdzialu podamy lemat, z ktérego skorzystamy w dowo-
dach twierdzen o postaci wypuktego zabezpieczenia dowolnych nieujemnych, catko-
walnych wyptat wzgledem miar ryzyka spehiajacych warunek ciaglosei 3.1.1 (tw.
3.5.12). W przypadku takich miar ryzyka p, dla funkcji F okreslonej wzorem F'(Y') =
p(-Y) dla Y e L', warunek ciggtosci (v) sformutowany w zatozeniach 3.4.6 bedzie
speliony dla ), = L' i nie ma potrzeby obcinaé¢ F' do podprzestrzeni LP» c¢ L' dla
pewnego 1 < p, < co, w celu uzyskania ciagtosci w co najmniej jednym punkcie. A
zatem w tej sytuacji zalozenie (iv) bedzie trywialnie spetlnione dla ciggu statego
operatoréow A, = A: X - ), z czego skorzystamy w ponizszym lemacie. Natomiast
w przyktadzie z podrozdziatu 3.2 okresliliémy miare ryzyka, dla ktérej nie jest spet-
nione zatozenie 3.1.1. Problem efektywnego zabezpieczenia wzgledem takich miar
ryzyka rozwazymy w twierdzeniu 3.5.14, w ktorym wskazemy postaé¢ rozwigzania,
przy zatozeniu, ze istnieje ciag przestrzeni ), i operatoréw A,,, dla ktérych spetnione
beda warunki (iv) i (v).

LEMAT 3.5.5. Niech F', Q, A i « bedg okreslone tak, jak w (3.42) oraz przyjmijmy,
Ze istnieje zrandomizowany test o € Ry, taki, ze p(H(pg—1)) < 00 oraz miara ryzyka
p jest ciggla w punkcie H(¢o— 1).

a) Dla n € N niech Y, = L' oraz A, := A. Wowczas dla F, Q, A i « oraz ciggu
operatorow (Ap)nen Spetnione sq zatozenia 3.4.0.

b) Ponadto, jezeli dla wyplaty H istnieje superhedging, to spelnione sq warunki I -V
z zatozenia 3.3.9 oraz zalozenie 3.3.18.

DowOD

Krok 1. Zauwazmy, ze poniewaz A, := A dlan € N, dla F, Q, A i a okreslo-
nych w (3.42) zachodza nastepujace réwnowaznosci: (i) < I, (ii) < I1, (iii.a) <
I11, (iv.d) < 1V, (v) < V.

W zwiazku z tym najpierw dowiedziemy a), uzasadniajac, ze spelnione sa zatozenia
3.4.6, a nastepnie w dowodzie punktu b) skorzystamy z punktu a) i pokazemy do-
datkowo, ze spelione sg warunki (A) i (B) z zalozenia 3.3.18.

Krok 2. Dowodzimy a).

Zauwazmy, ze a(Q) =V, > 0 dla Q € Q, skad wynika (7).

Funkcja F(Y) = p(=Y), Y € L! jest wypukta, wtasciwa i potciagta z dotu, gdyz
p posiada te wtasnosci. Poniewaz miara ryzyka p jest monotoniczna, dostajemy
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F(X)=p(-X) <p(-Y) =F(Y) dla X <Y. Ponadto F(0) € R, gdyz p(0) = 0.
UzasadniliSmy, ze spelnione jest zalozenie (i7).

Poniewaz H > 0, to A jest operatorem dodatnim, co daje (#ii.a). Ponadto zauwazmy,
ze dla dowolnej zmiennej losowej 0 <Y < H mamy Y = Ayy, gdzie ¢y = %1{ H>0}5
co dowodzi, ze A(R)2{Y €Y : 0<Y < A1}, co dowodzi (i7i.b). Uzasadnilismy, ze
spelnione jest zalozenie (7i1).

Poniewaz A,, = A dlan € N w oczywisty sposob spetnione sg zatozenia (iv.a) - (iv.c).
Uzasadnimy, ze spetnione jest zalozenie (iv.d). Ustalmy dowolne Y* € Y* = L*. Po-
niewaz HY* € L, to funkcja ¢ - E[(H®)Y*] = E[(Ap)Y*] jest o(L>, L')-ciagla.
Zauwazmy, ze F,, = F'1 Rg a, .o = Ro.a.a = Ro, poniewaz ), = L1 i A, = AdlaneN.
Zatem, aby dowie$¢ warunku (v), wystarczy sprawdzié¢, ze funkcja F' jest ciaglta w
punkcie Aty dla pewnego 1y € Ry takiego, ze F(Awy) < oo.

7 zatozenia wiemy, ze istnieje zrandomizowany test ¢ € Ry taki, ze p(H (¢p—1)) < oo
oraz funkcja p jest ciagla w punkcie H (¢ — 1). Podstawmy g := 1 — ¢pg. Wowezas
F(Aty) = p(=Atg) = p(H(pp — 1)) < oo Ponadto, jezeli ciag (Y, )nen jest zbiezny w
L do A = H(1 - y), to Y, 5 — Ay = H(dy - 1). Stad

lim,, o F(Y,) =lim, . p(-Y},) @ p(H(po—1)) = F(Athy), przy czym w (*) skorzy-
staliSmy z tego, ze funkcja p jest ciggta w punkcie H(¢o—1). Dowiedlidmy, ze funkcja
F jest skoiczona i ciagta w punkcie Ayy. Ponadto ¢ € Ro, gdyz suppsep, (a) L H (1-
o) = SUPpsep, (M) Lpe Hpo < Vo, przy czym ostatnia nierownos¢ wynika z tego, ze
do € Ry. Uzasadnilismy (v), co koficzy dowdd punktu a).

Przechodzimy do dowodu b).

Z kroku 1. i punktu a) wynika, ze spelnione sg zatozenia I -V Aby zakoniczyé¢ dowdd,
pokazemy, ze spelione sa warunki (A) i (B) z zalozenia 3.3.18.

Uzasadnimy, ze zachodzi warunek (A)

Aby dowiesé, ze funkcja ¢ — E(H(b be(M) ZP*)\(dIP’*)) jest o(L*>, L')-ciagta, uza-
sadnimy, ze
H f Zo AN(dP*) € L. (3.46)
Py (M)
Korzystajac z tego, ze A\ jest miara skonczona oraz z zatozenia, ze dla H istnieje

superhedging, dostajemy [, ) e HA(dP*) < [Suppsep, (ag) B HIA(Po(M)) < oo.
Stad oraz z twierdzenia Tonelli (Dodatek, tw. B.2.4) wynika, ze

Ele ZP*)\(dIP’*)]zf E(H Ze-)MdP*) < oo,
Py(M) Py(M)

co dowodzi (3.46).

Warunek (B) wynika z twierdzenia 1.1.26 zastosowanego do nieujemnej wyplaty H,
dla ktoérej istnieje superhedging. O

7 dowodu powyzszego lematu otrzymujemy przydatny

WNIOSEK 3.5.6. Niech A € A, (Pp(M)) oraz niech H bedzie nieujemng wyplatq,
dla ktorej istnieje superhedging. Wowczas H-[Pb(/\/l) ZpsA\(dP*) € L' oraz zachodzi
rownosé

E[H be(M) ZP*A(dIP’*)] - fpb(M)E(HZP*))\(dP*).
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3.5.2 Wypukle zabezpieczenia wyptat, dla ktérych istnieje
superhedging

W tym podrozdziale uzyskamy nowe warunki opisujace postac¢ rozwiazania problemu
efektywnego zabezpieczenia rozwazanego przez Rudloff [49]. Sformutujemy gtéwny
wynik tego podrozdziatu, a nastepnie skomentujemy réznice pomiedzy naszym re-
zultatem, a twierdzeniem 4.9 z [49].

TWIERDZENIE 3.5.7. Niech p: L' - Ru{oo} bedzie wypuklq, wlasciwg, polciggl
z dotu miarg ryzyka, p(0) =0, niech H bedzie nieujemnq, catkowalng wyplatg oraz
ustalmy liczbe Vo> 0. Przyjmigmy, zZe spetnione sq zatozenia:

(R1) istnieje zrandomizowany test ¢y € R = {¢ € R : SuPpsep ) EprdH < %}, taki,
ze p(H(¢o— 1)) < 0o i miara ryzyka p jest ciggla w punkcie H(¢o— 1),

(R2) supp«ep(pgy B+ H < 00,

Wowczas:

a) Istnieje para (Q,\) € Py x Ay (Py(M)) bedgca rozwigzaniem problemu

E|lHZoAH Zop M dP*) | = VaA(Py(M)) = p* (= Z0) b. 3.47
Am§§mﬁ Hzontt [ )| - inma) - (-20)). @

b) Istnieje rozwigzanie problemu statycznego

inf p((6— 1)) (3.4
PRy

¢) Zrandomizowany test ¢ jest rozwigzaniem zagadnienia (3.48) wtedy i tylko wtedy,
gdy

_ 0, gdy H(Zg— [p, pp Ze A(dP*))(w) <0,
w) = bM) S 3.49
o(w) { 1, gdy H(Zg - [, 0 Ze-MdP*))(w) > 0 (3.49)
oraz )
Ep¢H =Vj dla X — prawie wszystkich P* € Py(M). (3.50)

d) Rozwigzaniem problemu wypuklego zabezpieczenia jest strategia ¢ superreplikujgca
wyplate ¢H .

UWACGA 3.5.8. Z wniosku 3.5.3 wynika, Ze zagadnienie (3.48) jest identyczne z roz-
wazanym przez Rudloff [49] problemem statycznym (3.2). W powyzszym twierdzeniu
przyjmujemy te same zalozenia, przy ktorych dowiedziono tw. 4.9 z [49]. Wyniki
z pracy Rudloff rozniq sie od sformutowanych w powyiszym twierdzeniu tym, zZe w

(3.47), (3.49) i (3.50) zamiast zbioru Pp(M) wystepuje zbior P(M).

Idea dowodu.

Niech ', Q, A i « beda okre§lone w (3.42). Wowczas z lematu 3.5.4 wynika, ze
zmienna losowa 1 —1) jest rozwigzaniem zagadnienia (3.48) wtedy i tylko wtedy, gdy
Y jest rozwigzaniem (Q, A, F, o)-problemu pierwotnego. Z punktu b) w lemacie 3.5.5
wynika, ze spetnione sg zatozenia twierdzenia 3.3.20, skad otrzymujemy istnienie roz-
wigzania (Q, A, F, )-problemu pierwotnego. Posta¢ rozwigzania wywnioskujemy z
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twierdzenia 3.3.20, lematu 3.5.4 oraz lematu 3.5.11, ktory sformutujemy i dowie-
dziemy w dalszej czesci pracy.

Dowod twierdzenia poprzedzimy kilkoma przydatnymi obserwacjami.

Przypomnijmy, ze zbiér Q, operator A oraz funkcje F' i a sa zdefiniowane w
(3.42). Niech D := dom(F™).

LEMAT 3.5.9.

1. F*(Z):=p*(-Z) dla Z € L.
2. DcP,.

DowdD

Dowodzimy punkt 1. Ustalmy dowolne Z € L>°. Z tw. Fenchela-Moreau, otrzymujemy

F(Z) = ;uB(EXZ - F(X)) = ;uB(EXZ - p(-X))
= SR (BEXE2)—pl-X0) = s (EY(-2) o) = ' (-2).

Dowéd punktu 2. wynika natychmiast z punktu 1. oraz znanego faktu (np.: [49], str.
440), ze {p* < oo} c{-Zy Qe Py}. O

Dla Q € D zdefiniujmy funkcje Gg : Ay (Py(M)) = R wzorem

Go(\) = —E[H(Z@ - /wa) ZP*)\(d]P’*))] + fpb(M)(EP*H ~Vo)AM(dP*) - p*(~Zg).

Funkcja Gg jest dobrze okreslona, poniewaz p*(-Zgp) < oo dla Q € D, elementy
zbioru A, (Py(M)) sa miarami skonczonymi oraz

HZ——f Ze MdP))| < HZ +H/ Zo M(dP*) € L,
l (Q Pp(M) v ( ))] Q Pyp(M) ¥ ( )

co wynika z wniosku 3.5.6 oraz tego, ze H € L', Zg € L*™.
Dla Q € D przez p(Q) (odp. d(Q)) oznaczmy wartosé problemu

nf (E[H(1-6)Z0] - p'(-Za)), (3.51)
(odp. sup GQ()\)). (3.52)
AeA4 (Py(M))

LEMAT 3.5.10. Niech Q, A, F, a bedg okreslone w (3.42) oraz niech spelnione bedq
zatozenia twierdzenia 3.5.7.
1. Wowczas (Q, A, F,a)-problem dualny zapisuje sie jako

sup{ inf {E[H(1-¢)Zq] - p*(-Zg)}}- (3.53)
QeD ¢eRy

2. Niech Q € D bedzie dowolne. Wowcezas (Zg, Q, A, F,a)-problem pierwotny (odp.
dualny) mozna zapisaé w postaci (3.51) (odp. (3.52)),

3. Dla dowolnej miary Q € D zagadnienia (3.51) oraz (3.52) sq odpowiednio pier-
wotnym i dualnym problem Fenchela. Ponadto zachodzi mocna dualnosé tzn. p(Q) =

d(Q).
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DowOD

Uzasadniamy punkt 1. Zauwazmy, ze dla Q, A, F, a okreslonych w (3.42) zachodzi
rOWnos¢ Ra pa = {1 € R ¢ SUPpsep, ) Epr H(1-1)) < Vo} = R,. Ponadto dla Z € L*
mamy F*(Z) = p*(-Z) na mocy punktu 1. w lemacie 3.5.9 oraz {F* < oo} =D c P,
na mocy punktu 2. w lemacie 3.5.9. Wynika stad, ze (9, A, F,@)-problem dualny
mozemy zapisa¢ w postaci supgep {infyez, {E[Zo(HY)] - p*(~Zg)}}. Podstawiajac
¢ :=1-1, dostajemy (3.53).

Ustalmy teraz dowolne Q € D.

Punkt 2. otrzymuje si¢ natychmiast przez wypisanie (Zg, Q, A, F, )-problemu du-
alnego dla Q, A, F' i a okreslonych w (3.42).

Dowiedziemy punkt 3 tezy. Zauwazmy, ze spelnione sg zatozenia, przy ktérych za-
chodzi punkt b) tezy lematu 3.5.5, skad wynika, ze dla Y* = Zg oraz Q, A, F i «
okreslonych w (3.42) spelnione sa zatozenia lematu 3.3.19. Wynika stad, ze zacho-
dzi teza lematu 3.3.16, skad dostajemy, ze problemy (3.51) oraz (3.52) sa dualne w
sensie Fenchela i zachodzi mocna dualno$é. O

LEMAT 3.5.11. Niech spelnione bedq zaloZenia twierdzenia 3.5.7. Para (Q,\) €
Py x Ay (Pp(M)) rozwiqzuje zagadnienie (3.47) wtedy i tylko wtedy, gdy Q jest roz-
wigzaniem problemu (3.53) i A jest rozwigzaniem zagadnienia (3.52) dla Q = Q.

DowoD

Zaczniemy od dowodu implikacji (<=).

Niech Q (odp. A) bedzie rozwiazaniem zagadnienia (3.53) (odp. (3.52) dla Q = Q).
Uzasadnimy, ze para (Q, \) jest rozwigzaniem problemu (3.47).

Krok 1. Niech L bedzie funkcja maksymalizowana w zagadnieniu (3.47), tzn.

L(Q,\) := E[HZQ nH fpb(M) ZP*)\(dP*)] ~VoMPy (M) - p*(~Zg).  (3.54)

Zauwazmy, ze rozwigzujac problem maksymalizacji funkcji L wystarczy ograniczy¢
sie do par (Q, \) takich, ze Q € D, co pozwala zapisa¢ zagadnienie (3.47) w postaci

sup  L(Q,N). (3.55)
AeAL (P (M)

Zaczniemy od przeksztalcenia wartosci oczekiwanej wystepujacej w wyrazeniu defi-
niujagcym funkcje L.
Zauwazmy, ze zachodzi réwnos¢

E[HZQ A H f ZP*)\(dIP’*)] _
Pp(M)

—E[H(ZQ—be(M) ZP*A(dP*))] +ElePb(M) ZP*)\(dIP’*)]. (3.56)

Istotnie, na zbiorze { H Zg < prb(M) Zp=A(dP*)} mamy
~[HZg ~ H [, ag) Ze MdP*)| = HZg = H [, pg) Z+ A(dP*). Wiedy
~[HZg—H [, 00y ZesMAP*) |+ H [ 10y Zo- AN dP*) = H Zg.
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Ponadto —[ H Zg—H be(M) ZpN(dP*)] = 0nazbiorze {H Zg > H [, om0 Zp: A(dP*) },
wiec wowcezas

~[HZg = H [p, 1) ZeAdP)] " + H [, pg) Ze- AN dP*) = H [, gy Ze-A(dP*). Stad
ostatecznie dostajemy (3.56).

Krok 2. Dowiedziemy, ze L(Q,\) = Gg(A) dla Q e D i A e A (Pp(M)).

Niech

Q) = ~E[HZg ~ H [y, 5 Ze- MdP*) | + EH [, ) Zos A(dP*).

Ustalmy dowolne Q € D oraz A € A, (P,(M)). Z wniosku 3.5.6 wiemy, ze
E[H [p, py ZeA(dP*)] = [p, (o0 B HA(dP*). Stad oraz z (3.56) wynika, ze

L(Q,A) = (Q,A) = VoA(Po(M)) = p* (- Zg)
=-E[HZy-H [p,,w) Zw A(dP*)] + /m(M)(EP*H - Vo)A(dP*) - p* (= Zg)
= Gg(A)

Krok 3. Konczymy dow6d implikacji (<).

sup {ElHZQ AH f ZP*)\(dIP*)] —VoA(Py (M) - p*(—ZQ)} @
QePyp, Pp(M)
AeA 4 (Py(M))

b
sup  L(Q,\) (Z)SUP{ sup G@(A)} supd(@) Supp(@)()
QeD, QeD | XeAs (Py(M))

AeA 4 (Py(M))

sup{ inf {E[ZQH(l -¢)] - p*(—ZQ)}} @)

QeD | ¢eRy

inf {E[Z@H(l -9)]- p*(—Z@} Pp@Ya@? s Ggn)?

PRy AeAi (Py(M))

L@,n % ElHZ@ AH be(M) ZPJ(dIP*)] —VoA(Po(M)) = p*(~Z3),

przy czym w (a) i (k) skorzystaliémy z (3.55), w (b) z kroku 2, w (¢) oraz (i)
z definicji d(Q), w (d) i (h) z punktu 3 w lemacie 3.5.10, w (e) i (g) z definicji
p(Q) oraz w (f) z zalozenia, ze Q jest rozwigzaniem problemu (3.53). Ponadto w
(j) skorzystalismy z kroku 2 i zalozenia, ze A jest rozwigzaniem problemu (3.52).
Wynika stad, ze para (Q, \) jest rozwigzaniem zagadnienia (3.47).

Przechodzimy do dowodu implikacji (=).

Zatézmy, ze para (Q,)\) jest rozwigzaniem zagadnienia (3.47). Uzasadnimy, ze Q
(odp. \) jest rozwigzaniem zagadnienia (3.53) (odp. (3.52) dla Q = Q). W kroku
1. dowodu implikacji (<) uzasadniliSmy, ze zagadnienie (3.47) mozna zapisaé w
postaci (3.55), skad wynika, ze Q € D. Z kroku 2. w dowodzie implikacji (<) wiemy,
ze zachodzi réwnos$é L(Q, \) = Gg(A) dlaQ e D i X € A, (Py(M)), zatem funkcja A -
L(Q,\) = Go(A) osiaga maksimum w punkcie A, co oznacza, ze \ jest rozwiazaniem
zagadnienia (3.52) dla Q = Q.

Dowiedziemy teraz, ze miara Q jest rozwigzaniem problemu (3.53). Zatézmy, ze tak
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nie jest, co oznacza, ze istnieje miara Q € D taka, ze

p(@) > p(Q) (3.57)

Jednoczesnie z punktu 3. w lemacie 3.5.10, wnioskujemy, ze
p(Q) = d(Q) = supyea, (p,(my) L(Q, A) dla dowolnej miary Q € D. Stad oraz z (3.57),

otrzymujemy

sup  L(QA) =p@)>p(Q) = sup L(QN) =L(QN), (3.58)

AeA s (Py(M)) AeA s (Py(M))

przy czym ostatnia réwno$é wynika z dowiedzionego wezeéniej faktu, ze miara \ jest
rozwiazaniem zagadnienia (3.52) dla Q = Q. Ostra nieréwnoé¢ w (3.58) gwarantuje
istnienie miary \, dla ktorej L(@,;\\) > L(Q, \), co przeczy zatozeniu, ze para (Q, \)
jest rozwiazaniem zagadnienia (3.47). O

Przechodzimy do dowodu twierdzenia o istnieniu i postaci rozwiazania problemu
efektywnego zabezpieczenia nieujemnej, catkowalnej wyptaty, dla ktorej istnieje su-
perhedging.

DowOD (TWIERDZENIA 3.5.7)

a) Przypomnijmy, ze zagadnienie (3.48) jest identyczne z problem statycznym (3.44).
Z lematu 3.5.4 wiemy, ze zmienna losowa t jest rozwiazaniem problemu (3.44) wtedy
i tylko wtedy, gdy 1 — QZ jest rozwigzaniem ogblnego problemu statycznego dla Q,
A, F, o okreslonych w (3.42). Z zalozenia (R1) wynika, ze ogdlny problem sta-
tyczny jest dobrze postawionym (Q, A, F, «)-problemem pierwotnym. Ponadto na
mocy punktu b) w lemacie 3.5.5 spelnione sa zalozenia twierdzenia 3.3.20, skad wy-
nika, ze istnieje rozwiazanie (Q, A, F, «)-problemu pierwotnego.

b) Niech para (Q,)\) rozwiazuje zagadnienie (3.47). Z implikacji (=) w lemacie
3.5.11 wynika, ze Zg (odp. \) jest rozwigzaniem (Q, A, F,a)-problemu dualnego
(odp. (Zg,Q, A, F,«)-problemu dualnego) dla Q, A, F, a okreslonych w (3.42).
Jednoczesnie z twierdzenia 3.3.20 wiemy, ze zrandomizowany test ¢ jest rozwiaza-
niem (Q, A, F, a)-problemu pierwotnego wtedy i tylko wtedy, gdy spetnia warunki
(3.19) oraz (3.20), ktére dla Y* = Zg, A = )\ zapisuja sie w postaci

Bw) = { 1, gdy H(Zg _be(M) Z]p*/:\(dIP’*))(w) <0,
0, gdy H(Zg _be(M) ZpA(dP*))(w) >0

oraz Ep«(1-1¢)H =V, dla X\ — prawie wszystkich P* € P,(M).

Uzasadnili$my, ze 1) spetnia warunki powyzsze warunki wtedy i tylko wtedy, gdy v
jest rozwigzaniem ogdlnego problemu statycznego wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ == 1 -1
jest rozwigzaniem zagadnienia (3.48). Wynika stad, ze zrandomizowany test ¢ jest
rozwigzaniem zagadnienia (3.48) wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ spelnia warunki (3.49)
i (3.50), co konczy dowdd punktu b).

Punkt ¢) wynika natychmiast z twierdzenia 3.1.3. O
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3.5.3 Wypukle zabezpieczenie wyptat, dla ktérych nie ist-
nieje superhedging

Niech H bedzie nieujemna, catkowalna, wyptata dla ktérej nie istnieje superhedging.
Sprzedaz tej wyplaty po dowolnej cenie Vy > 0 prowadzi do sytuacji, w ktérej sprze-
dajacy wyplate zajmuje pozycje obarczong ryzykiem straty, poniewaz P(Vr(€) <
H) > 0 dla dowolnej strategii inwestycyjnej £. Zatem poszukiwanie efektywnego
zabezpieczenia wyptat, dla ktorych nie istnieje superhedging ma bardzo naturalng
motywacje ekonomiczng: wobec braku superreplikacji, sprzedajacy wskazuje strate-
gie inwestycyjna, ktora minimalizuje ryzyko straty mierzone za pomoca wypuktej
miary ryzyka p. Wypukle miary ryzyka stanowia szeroka klase obejmujacag m.in.
koherentne miary ryzyka, ktérych pozadane z perspektywy oceny ryzyka wlasnosci
wskazano m.in. w pionierskich pracach [2], [3]. Warto wspomnie¢ tez, ze uzywany w
praktyce expected shortfall (np. [4]) jest koherentna miarg ryzyka.

Wedtug naszej wiedzy rozwigzanie problemu efektywnego zabezpieczenia wyptat,
dla ktorych nie istnieje superhedging, nie byto dotychczas znane w literaturze. W
dalszej czesci podamy przyktad zastosowania.

TWIERDZENIE 3.5.12. Niech p: L' - Ru{oo} bedzie wypukla, wlasciwg, pélciggle z
dotu miarg ryzyka, p(0) =0, H nieujemnq, calkowalng wyplatq oraz ustalmy liczbe
Vo > 0. Niech ponadto spelnione bedzie zatozenie:

(R1) Istnieje zrandomizowany test ¢o € R = {gb € R : suppeepar) Ep+@H < f/o}, taki,
ze p(H(¢pg — 1)) < o0 i miara ryzyka p jest ciggla w punkcie H(¢pg— 1).

Wowczas:

1. Dla r € N istnieje rozwigzanie zagadnienia

sup{ inf {Eg[(1-¢)H] - p"(~Zq)}}, (3.59)
QeD ¢eRy

gdZZ€ D= {Z € LM(Q,F,P) : p*(—Z) < OO}, Z(ZS“]?,Z = {¢ eR: Supp*E(Pb(M))r E]}D*QZSH <

Vo, pray czym (Py(M))™ = {P* € Py(M) : | Ze+[ow <7}, 7 €N,

Ponadto dla dowolnego Q € D bedgcego rozwigzaniem problemu (3.59) istnieje roz-

wigzanie zagadnienia

sup Gp(\), (3.60)
AeA+ ((Py(M))7)

gdzie

() = ElH(Z@ - fm,w)y Zp- A(dP*))

" f(Pb(M))r Ep HA(dP") = VoA((Py(M))") = p* (= Zg).

2. Dla r € N niech Q, (odp. \.) bedzie dowolnym rozwigzaniem problemu (3.59)
(odp. (3.60) z Q = Q,). Wowczas dla kazdego r € N istnieje zrandomizowany test
spetniajgey warunk:

0, gdy H(ZQT - /(Pb(./\/l))r ZP*S\r(dP*))(w) <0,

r(w) = { 1, ady H(Zg, ~ fopy oy Zo M (dP*)) () > 0 (3.61)
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oraz

EpHt), = Vy dla N\, — prawie wszystkich P* e (Pp(M))". (3.62)

3. Dlar € N niech Q, (odp. \.) bedzie dowolnym rozwigzaniem problemu (3.59) (odp.
(8.60)). Niech ponadto 1), bedzie dowolnym zrandomizowanym testem spetniajgcym
warunki (3.61) oraz (3.62) oraz niech § € R bedzie dowolne. Wowczas istnieje DS-
cigg (Bm)ee_y, dla ktorego wzor

SI{H:O} + 77111_120 1{H>0} Z ﬁm,rwra (363)

r>m

definiuje zmienng losowq 1 bedgcg rozwigzaniem zagadnienia
inf p((6 - 1)H) (3.64)
PR

4. Rozwigzaniem problemu efektywnego zabezpieczenia (8.1) jest strategia superre-
plikujgea wyptate Y H.

Idea dowodu.

W pierwszej czesci dowodu wskazujemy rozwigzanie problemu (3.64), ktéry zwiazu-
jemy z pewnym dobrze postawionym ogélnym problemem statycznym. W tej czesci
dowiedziemy punktéw 1 — 3 tezy twierdzenia. Punkt 4 wynika natychmiast z punk-
tow 1 — 3 oraz z twierdzenia 3.1.3.

DowOD (TWIERDZENIA 3.5.12)

Krok 1. Z wniosku 3.5.3 wiemy, ze problem statyczny (3.64) zapisuje sie w postaci
(3.44). Z lematu 3.5.4 wynika, ze zrandomizowany test 1 — 1) jest rozwigzaniem
problemu (3.44) wtedy i tylko wtedy, gdy 9 jest rozwiazaniem ogdlnego problemu
statycznego (3.21) dla F', Q, A i « okreslonych w (3.42).

Krok 2. Zbadamy istnienie i posta¢ rozwiazania ogodlnego problemu statycznego
(3.21) dla F, Q, A i « okre§lonych w (3.42). Ogélny problem statyczny jest do-
brze postawiony, co wynika z zalozenia, ze miara ryzyka p jest skoniczona i ciggla w
punkcie H(¢o - 1) dla pewnego ¢ € R.

Dla n € N niech ), := L! oraz niech A, := A oraz F, := F. Zauwazmy, ze wOw-
czas ogllny problem statyczny, ktory jest (Q, A, F, a)-problemem pierwotnym jest
w oczywisty sposob identyczny z (Q, Ay, F1, «)-problemem pierwotnym. Punkty 1,
2,1 3 tezy wywnioskujemy z twierdzenia 3.4.12 zastosowanego do k = 1. Poniewaz
spelnione jest zatozenie (R1), to z punktu a) w lemacie 3.5.5 wiemy, ze dla F', Q,
A1 « oraz ciagu (A, )nen spelione sg zatozenia 3.4.6, przy ktérych zachodzi teza
twierdzenia 3.4.12. W szczegdlnosci z punktu a) w tezie twierdzenia 3.4.12 wiemy,
ze zachodza punkty 1, 2, 3 tezy twierdzenia 3.4.8, z czego skorzystamy ponizej.
Krok 3. Dowodzimy punktu 1. tezy.

Z punktu 1 w tezie twierdzenia 3.4.8 wynika, ze dla r € N istnieje rozwiazanie
(91, Ay, Fi, a)-problemu dualnego, ktéry dla 9, A, F, a okreslonych w (3.42),
Ay = A, Fy = F i woparciu o lemat 3.5.9 zapisuje sie jako

%gg{ q;ng Eo(He) - p*(-Za)}, (3.65)
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gdzie Rj := {gb € R : SUPpse(p, M)y e (1 - @) H < %}, r € N. Po zamianie zmiennej
¢ na 1 - ¢ zagadnienie (3.65) sprowadza si¢ do (3.59).

Niech teraz Q € D bedzie dowolnym rozwiazaniem problemu (3.59). Wéwczas z
punktu 2 w tezie twierdzenia 3.4.8 zastosowanego do Y* = Zg wiemy, ze istnieje
rozwiazanie (Zg, Qf, A1, F1, a)-problemu dualnego, ktéry dla Q, A, F', a okreslonych
w (3.42) oraz Ay = A, F| = F zapisuje sie jako (3.60). To dowodzi punktu 1. tezy.
Krok 4. Uzasadnimy punkt 2 tezy.

Dla r € N niech Q, (odp. A,) bedzie rozwiazaniem (Q7, Ay, F, o)-problemu dualnego
(odp. (Zg,, Q}, A1, F1, a)-problemu dualnego). Z punktu 2 w tezie twierdzenia 3.4.8
wiemy, ze istnieje zmienna losowa ¢y, spetniajaca warunki (3.22) i (3.23), ktore dla
Q, A, F, a okreslonych w (3.42) oraz Ay = A, F| = F zapisuja si¢ jako

1, gdy H(Zg, - /(Pb(M)){ Zp« A (dP*))(w) <0,
P1o(@) =) 0, gdy H(Zg, - Zo A (dP* 0 (3.66)
, gdy H(Zg, /(Pb(/vt)){ pe A (dP*))(w) < 0.
oraz
EpH(1-¢1,) =V, dla \. — prawie wszystkich P* € (P,(M))]. (3.67)

Zauwazmy ponadto, ze (Pp(M))] = (Pp(M))". Stad oraz z (3.66) i (3.67) wynika,
ze dla v, := 1 - ¢y, spelnione sa warunki (3.61) oraz (3.62) dla Q, =Q, i A, = ), co
konczy dowdd punktu 2.
Krok 5. Dowodzimy punktu 3. tezy.
Dla r € N niech Q, (odp. \,) bedzie dowolnym rozwiazaniem problemu (3.59) (odp.
(3.60) z Q = Q,). Niech ponadto ¢, bedzie dowolnym zrandomizowanym testem
spetniajacym warunki (3.66) i (3.67) oraz niech ¢, := 1-¢; .. Woéwczas z punktu b) w
tezie twierdzenia 3.4.12 wynika, ze istnieje DS-cigg (5}5 ))2:1 oraz zrandomizowany
test ¢ taki, ze

Ag=lim Y ButAdr,.  P-pn, (3.68)
Ponadto dowolna zmienna losowa ¢, dla ktérej zachodzi réwnosé (3.68) jest rozwia-
zaniem (Q, Ay, F1, «)- problemu pierwotnego.
Niech 3, , = ﬂfnl)r dla r >m, r,m € N. Zauwazmy, ze dla Q, A, F', « okreslonych w
(3.42) oraz A; = A1 Fy = F réwnos¢ (3.68) zapisuje sie w postaci

r2m

Zauwazmy rowniez, ze dla w e {H > 0} réwnos$¢ (3.69) implikuje, ze

d(w) = im0 Xopom BmrP1(w). W szezegblnoscei wynika stad, ze

im0 L{a0) 2pom Bmr@1, definiuje dobrze okreslong zmienng losows. Niech beR
bedzie dowolnym zrandomizowanym testem. Zauwazmy, ze dla zrandomizowanego
testu ¢ = Sl{HZO} + 1Mo L{H50) Lrom Bmr®1,r spelniony jest warunek (3.69), wiec
@1 jest rozwiazaniem (Q, Ay, F1,«)- problemu pierwotnego, ktory jest identyczny z
og6lnym problemem statycznym, co zauwazyliSmy w kroku 2.

Z lematu 3.5.4 wynika, ze zrandomizowany test 1) := 1 — ¢ jest rozwigzaniem za-
gadnienia (3.44), ktory jest identyczny z problemem statycznym (3.64) (obserwacja
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z kroku 1).
Ostatecznie otrzymujemy

1; =1- (SlH:O + 7%1_1)20 ]-{H>0} Z ﬁm,r¢1,r) =

rzm

(1-0)1pgoo+ nlll_{{.lo Lisoy D, Bmng (1= 1) =01p_g + nlllilgo Liasoy Y. Bmytr,

r>m r>m

przy czym z dowolnoéci & wynika, ze & jest dowolnym zrandomizowanym testem.
Zakonczylismy dowdéd punktu 3. tezy.
Krok 6. Dowod punktu 4. wynika natychmiast z twierdzenia 3.1.3. O

PrzYKEAD 3.5.13. Niech (Q,F,P) = (Rx[0,1],B(R)®B([0,1]), ux ), gdzie u jest
standardowa miara gaussowska na B(R), a A miara Lebesgue na B([0,1]). Niech
T = {0,1} oraz ustalmy liczby sy > 0 i o > 0. Definiujemy proces S = (S°,51) w
sposéb nastepujacy: S =1 oraz

| _ | so0 gdy t =0,
Si(w.y) = { soexp(oz - 302) gdy t=1

dla (z,y) € Q.

Niech I bedzie filtracja generowana przez proces S oraz niech ® oznacza zbidr stra-
tegii samofinansujacych o wartogciach w R2. Definiujemy model rynku M = (S, ®).
Zauwazmy, ze model M jest wolny od arbitrazu, poniewaz P € P(M).
Zdefiniujemy teraz wypukla miare ryzyka na L' zwana shortfall risk (np. [32], roz-
dzial 4). Niech [ : R - R, bedzie ustalona wypukla, $cisle rosnaca funkcja taka, ze
E[l(-X)] < oo dla kazdego X € L! oraz zdefiniujmy zbidér

A={XeL' E[I(-X)]<1(0)}.

Niech SRy bedzie funkcja dang wzorem SRi(X) := inf{m e R | X + m ¢ A} dla
Xell

Wiemy, ze SR; jest skonczona, ciggta w L', wypukla miara ryzyka. (patrz [32], stw.
4.2) Ponadto zauwazmy, ze SR1(0) = 0. Istotnie, poniewaz 0 € A, to SR;(0) < 0.
Z drugiej strony, gdyby SR;1(0) < 0, to dla pewnego € > 0 zachodzitaby nieréwnosé
E[l(-(0-¢))] <1(0). Stad I(e) = E[I(-(-¢))] < 1(0), co przeczy temu, ze funkcja [
jest $cisle rosnaca.

Rozwazmy sytuacje zaktadu ubezpieczen, ktérego pozycja zwigzana z zawartymi
ubezpieczeniami jest modelowana przez zmienna losowa Y, gdzie Y (z,y) = y‘% dla
(z,y) € Qi ktory posiada rowniez dtuga pozycje w akcji S'. Wyplata w chwili 1
tego zaktadu ubezpieczen wynosi U(z,y) = —ys +S1(z,y) dla (z,y) € Q. Za cene V;
towarzystwo reasekuracji zobowiazuje si¢ pokry¢ straty zaktadu ubezpieczen z tytutu
wyplaty U, jezeli przekrocza one poziom K > 0, co oznacza, ze zaktad ubezpieczen
nabyl za kwote V; kontrakt H := (U + K)~. Zauwazmy, ze

H=U+K) =(-Y+S{+K) =(Y -5 -K)*
- (Y +Z-K)", (3.70)
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gdzie Z = -S}. Kontrakt zdefiniowany wzorem (3.70) znany jest w ubezpieczeniach
pod nazwa financial stop loss ([42], rozdzial 4.2.3). Rozwazmy zagadnienie efektyw-
nego zabezpieczenia wyptaty H wzgledem miary ryzyka SRy przy kapitale poczat-
kowym Vp:
inf SR (-(&51-H)), (3.71)
§e<1>‘~,0

gdzie @y = {£ e d : 0 < Sy < Vo, €51 > 0). Pokazemy, ze dla zagadnienia
(3.71) nie jest spelione zalozenie (R2) z twierdzenia 3.5.7. Wynika stad, ze do
problemu (3.71) nie mozna zastosowaé ani wynikéw Rudloff [49], ani dowiedzionego
w poprzednim podrozdziale tw. 3.5.7.

Dla n € N niech Q,, bedzie miara o gesto$ci danej wzorem

d@n

p (@y)=cny 51 W)+ 1 (), (z,y) €,

gdzie ¢, jest stala normujaca (zauwazmy, ze gestosé miary Q,, nie zalezy od x).
Zauwazmy, ze ‘2 € L>(Q, F,P) oraz Q, € P(M) dla n € N. Ponadto

1
Eo H>-K+Eg Z+FEgY =K s +cn/ Syt —
e e “ ’ 1]y (n+1)3

>-K-sg+c,In(n+1). (3.72)

Przeprowadzajadc bezposrednl rachunek, sprawdzamy, ze

Cp = 5 . @ - n+1 > 3 dla dostatecznie duzych n. Stad oraz z (3.72) wynika, ze

sup,,.y Lo, H = 00, co 1mpl1kuje SUPpsep( ) EBpr H = 00. A zatem do zagadnienia 3.71
nie mozna zastosowaé twierdzenia 3.5.7, gdyz nie jest spelnione zatozenie (R2)
Zauwazmy natomiast, ze dla miary ryzyka p:= SRy, wyptaty H, modelu rynku M
oraz liczby V, spelione sg zalozenia twierdzenia 3.5.12. Jak zauwazyliémy, SR
jest wypukla, skonczong i ciggla miarg ryzyka na L'. Uzasadniliémy réwniez, ze
SR1(0) =0. Ponadto 0 < H <Y e L. Oczywicie V; > 0. A zatem zagadnienie (3.71)
mozna rozwiazac, korzystajac z twierdzenia 3.5.12. O

Rozdziat ten zakonczymy wynikiem dotyczacym istnienia i postaci rozwigzania
problemu wypuktego zabezpieczenia nieujemnych wyptat wzgledem miar ryzyka z
ostabionym warunkiem cigglosci. Ostabienie warunku ciagtosci polega na tym, ze
zatozenie (R1) przyjmowane w twierdzeniach 3.5.7 i 3.5.12 zastepujemy sformuto-
wanymi ponizej warunkami (Z1) i (Z2). Koniunkcja warunkow (Z1), (Z2) jest
stabsza niz zalozenie (R1), co wynika z nastepujacej obserwacji: zatozenie (R1) im-
plikuje (Z1), (Z2), przy czym w (Z2) dla k € N nalezy przyja¢ pr. = 1, H, = H
oraz gb(()k) = ¢, gdzie ¢y jest zrandomizowanym testem, takim, ze p(H (¢ —1)) < oo,
ktérego istnienie wynika z (R1).

TWIERDZENIE 3.5.14. Niech p: L' - Ru{oo} bedzie wypuklq, wlasciwg, pdlciggle z
dotu miarg ryzyka, p(0) =0, H nieujemnq, calkowalng wyplatq oraz ustalmy liczbe
Vo > 0. Niech ponadto spetnione bedg nastepujgce warunki:

(Z1) istnieje zrandomizowany test ¢y € R := {gb € R : Suppsep vy Br (9H) < VO}
dla ktérego p(H (¢ — 1)) < co.
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(Z2) Dla kazdego k € N istnieje zmienna losowych Hy € LPx dla pewnego 1 < py < oo
oraz istnieje zrandomizowany test (bék) € ﬁék) ={peR: SUPpep, (M) B (9 H}) <
\7()}, takie, ze:

a) miara ryzyka p: LPx - Ru{oo} jest ciggla w punkcie Hk(gb((]k) - 1),

b) H, ~ H P-p.n. oraz istnieje zbior Q' taki, ze P(Q' = 1) i dla kaidego w €
istnieje ko(w) t. Ze Hyp(w) = H(w) dla k > ko(w).

Wowczas:

1. Dla k,r € N istnieje rozwigzanie zagadnienia
sup{ inf {Eo[Hy(1-0)]-p"(~Za)}}, (3.73)
QeD ¢>e721(7 i

gdzie D ={Z € L=(Q, F,P) : p*(-Z) < 00}, 205 Ry = {$ € R : SUDpec i, (aayy; B () <
f/o}. Ponadto dla dowolnego Q € D bedgcego rozwigzaniem problemu (3.73) istnieje

rozwigzanie zagadnienia

sup GST(A), (3.74)
AeAs ((Po(M)))

gdzie

Gly () == E| Hi(Zo - | Zp \(dP*
e [ (% T )
B IA(AP*) = VoA(Po(M))}) - p* (- Zq).
* Jimncany e HAE) = VoA(PAMON) = (- Z0)
2. Dla k,r € N niech Qy, (odp. S\;W) bedzie dowolnym rozwigzaniem problemu (3.73)

(odp. (5.74) 2 Q = Q). Wéwczas dla dowolnych k,r € N istnieje zrandomizowany
test Vy . spetniajgcy warunk:

¢ (CU) _ 07 gdy Hk(Z@k,r - f(Pb(M))Z ZP*é\k’r(dP*))(w) < 07 (3 75)
w L gdy Hi(Z,., = Jop, oy 2o Aer (dB)) (@) > 0 ’
oraz
Ep(Hpg,) = Vo dla Mo — prawie wszystkich P* e (Py(M))%. (3.76)

3. Dla k,r € N niech Qy., (odp. /_\;w) bedzie dowolnym rozwigzaniem problemu (3.73)
(odp. (5.74) 2 Q = Qy.,.) oraz miech by, bedzie dowolnym zrandomizowanym te-
stem spetniajgcym warunki (3.75) oraz (3.76). Wowczas istniejg DS-ciggi (0,)5,
(ﬁ,(f) «  keN takie, Ze dla dowolnego § € R wzor

m=1’
01 (pr=0y + 1im 3" o lim 3 B3 1110y G (3.77)
k>n

rzm

definiuje zrandomizowany test | bedgcy rozwigzaniem zagadnienia
inf p((¢ - 1)H). (3.78)
PR

4. Rozwigzaniem Qroblemu efektywnego zabezpieczenia (3.1) jest strategia superre-
plikujgca wyptate Y H.
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DowOD
Krok 1. Dla k € N definiujemy ciag przestrzeni )y := LP* i operatorow Ay : L — LPx
wzorem

Apd = Hyo, ¢ e L™ (3.79)

Niech ponadto Q, A, F, a beda okreslone w (3.42). Z wniosku 3.5.3 wiemy, ze
problem statyczny (3.78) zapisuje sie w postaci (3.44). Z lematu 3.5.4 wiemy, zZe
zrandomizowany test 1 -1 jest rozwigzaniem (3.44) wtedy i tylko wtedy, gdy v jest
rozwiazaniem ogdlnego problemu statycznego dla F'; Q, A i a okreslonych w (3.42).
Zauwazmy, ze dla tak okreslonych F', Q, A i o ogdlny problem statyczny jest dobrze
postawiony, gdyz zbiér Q jest dopuszczalny dla (A, F, ) na mocy zalozenia (Z1).

Krok 2. Sprawdzimy, ze dla tak okreslonych operatorow Ay, k € N oraz «, Q, A oraz
F zdefiniowanych w (3.42) spelnione sg zatozenia twierdzenia 3.4.8.

(i) wynika z faktu, ze Vj > 0.

(i1) otrzymujemy z definicji funkcji F' i whasnosci miary ryzyka p.

(i7i.a) wynika z definicji operatora A i tego, ze H > 0. Pokazemy teraz (iii.h). Niech
0 <Y < H bedzie dowolng zmienng losowa. Wowcezas dla ¢ = 14 H>O}% otrzymujemy
Hip=Y.

Warunek (v) spetniony jest na mocy zatozenia (Z2).

Warunki (iv.a) - (1v.c) dostajemy wprost z definicji operatoréw Ay, i zatozenia (Z2).
Niech ¢, bedzie wykladnikiem sprzezonym do pyg, tzn. (LPx)* = L. Poniewaz do-
wolna miara Q € Py, jest elementem L%, to zmienna losowa ZgHy, € L, wigc funkcja
¢ - E[(Hpp)Zg] jest o(L>, L')-ciagta, co daje warunek (iv.d).

Krok 3. Dowodzimy punktu 1. tezy.

Z, punktu 1 tezy twierdzenia 3.4.8 wynika, ze dla k,r € N istnieje rozwiazanie
(Q}, Ak, Fi, o)-problemu dualnego, ktéry dla Q, A, F, a okreslonych w (3.42), Ay
zdefiniowanych w (3.79) oraz F}, := Fy,, k € N zapisuje sie w postaci

sup{ inf {Fa(flio) -p"(-Za)}), (3:80)

gdzie

RFT = {¢> eR: sup Ep[(1-¢)Hi]< VO}, k,reN.
P*e(Pp(M))};

Po zamianie zmiennej ¢ na 1-¢ oraz na mocy lematu 3.5.9 zagadnienie (3.80) spro-

wadza si¢ do (3.73).

Dla dowolnych k,r € N niech Q, € D bedzie dowolnym rozwigzaniem problemu

(3.73). Woéwczas z punktu 2 w tezie twierdzenia 3.4.8 zastosowanego do Y* = Zg,

wiemy, ze istnieje rozwiazanie (Zq, ., 9, Ak, Fi, @)-problemu dualnego, ktéry dla Q,

A, F, a okredlonych w (3.42), Ay zdefiniowanych w (3.79) oraz Fy := Fly,, ke N

zapisuje sie jako (3.74) z Q = Q4. To dowodzi punktu 1. tezy.

Krok 4. Dowodzimy punktu 2. tezy.

Dla k,r € N niech Q. (odp. \,) bedzie dowolnym rozwiazaniem problemu (3.73)

(odp. (3.74) z Q = Q4,). Z punktu 3 w tezie twierdzenia 3.4.8 wiemy, ze dla dowol-

nych k,r € N istnieje zmienna losowa ¢y, spelniajaca warunki (3.22) i (3.23), ktére

dla Q, A, F, a okre$lonych w (3.42), A, zdefiniowanych w (3.79) oraz Fy = F|y,,
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k € N zapisujg sie jako

L, gdy Hk(Z@k /‘(73 (M) ZP*)‘k T(d]p*))(w) <0,

Orr(w) = { 0. &y HilZa,. ~ fopyanyy. Zo- M (P))(w) <0, (3.81)

oraz
Ep Hy(1 - ¢,) = Vo dla A, — prawie wszystkich P* € (Py(M))5. (3.82)

Wowezas dla 1y, := 1-¢y,,» spelnione sa warunki (3.75) oraz (3.76), co konczy dowdd
punktu 2.

Krok 5. Dowodzimy punktu 3 tezy.

Dla k,r € N niech Q. (odp. A,) bedzie dowolnym rozwiazaniem problemu (3.73)
(odp. (3.74) z Q = Q). Niech ponadto ¢y, bedzie dowolnym zrandomizowanym
testem spelniajacym warunki (3.81) i (3.82) oraz niech vy, := 1 - ¢y . Z punktu 4.
w tezie twierdzenia 3.4.8 wiemy, ze istnieja DS-ciagi (1,)22, (ﬁ(k) % _1s k €N oraz
zrandomizowany test ¢, dla ktérego

Ag = lim Z M e lim Z ) Apdr,  P-pon. (3.83)
Zauwazmy, ze dla Q, A, F', a okreslonych w (3.42), Ay, zdefiniowanych w (3.79) oraz
Fy:=Fly,, k € N réwnosc¢ (3.83) zapisuje si¢ w postaci

Ho= hm Z N e llm Z ﬁq(fl]:lkgbk , P-p.n. (3.84)

7“>m

7 definicji granicy 1terowaneJ wynika, ze dla kazdego k istnieje granica

My == 1Moo 2pom ﬁm THkqﬁk r = HpliMy oo Yrom ﬁm T(;ﬁk - P - p.n. Z zalozenia
wynika, ze istnieje zbior Q' ¢ Q taki, ze dla kazdego w € Q' istnieje ko(w) € N takie,

ze Hi(w) = H(w) dla k > ko(w). Z (3.84) wynika, ze dla dowolnego w € Q'

Hp(w) = hm Zn,gn)Mk(w) = hm > pMi(w)

©k2n " k>n2ko(w)

=lim Y npH(w) hm Y. ﬁ(kl k(W)

e k>n>ko(w) ®r>m

= H(w) hm Znnk llm Zﬁf,fl ke (W).

k:>n

Wynika stad, ze jezeli H(w) >0, to

d(w) = hm Znnk lim > ﬁ,ﬁff)r (W), (3.85)

k>n 'r>m

Ustalmy dowolne 0 € R. Z istnienia zmiennej losowej ¢, dla ktérej zachodzi (3.85)
wynika, ze

¢ 51H ot hm Z Nnk hm Z ﬁm 7"1{H>0}¢k T (386)

k>n r>m

jest dobrze okreslong zmienng losowa, dla ktérej speliona jest rownos¢ (3.84). Za-
tem z punktu 4 tezy twierdzenia 3.4.8 wynika, ze ¢ jest rozwiazaniem ogdlnego
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problemu statycznego. Z kroku 1. wiemy, ze 1 := 1 — ¢ jest rozwiazaniem zagadnie-
nia (3.78). Zatem z (3.86) oraz z lematu B.2.3 wynika, ze dla zmiennej losowej v
zachodzi réwnosé (3.77).

Krok 6. Dowod punktu 4. wynika natychmiast z twierdzenia 3.1.3. O

PRZYKLAD 3.5.15. Wréémy jeszcze raz do przykltadu rozwazanego w podrozdziale
3.2. Uzasadnimy, ze dla miary ryzyka p zdefiniowanej w (3.3) oraz wyptaty H i liczby
Vo, dla ktérych zachodzi warunek 3.2.4, spelnione sa zalozenia twierdzenia 3.5.14.
Wyniknie stad, ze posta¢ rozwiazania problemu statycznego (3.4) mozna otrzymac z
twierdzenia 3.5.14. Zauwazmy najpierw, ze zatozenie 3.2.4 implikuje warunek (Z1).
Uzasadnimy, ze zachodzi (Z2). Dla k € N definiujemy py = 2, H, = H Ak oraz gb(()k) =9,
gdzie ¢ jest zrandomizowanym testem, dla ktérego p((¢—1)H) < oo (istnienie takiego
¢ wynika z zalozenia 3.2.4).

Warunek a) wynika natychmiast z faktu, ze p przyjmuje wartosci rzeczywiste na
L? (punkt b) w lemacie 3.2.3) oraz z twierdzenia A.2.10. Uzasadnimy, ze zachodzi
warunek b). Poniewaz H € L', istnieje zbiér Q' ¢ Q) taki, ze H(w) < oo dla kazdego
w e Q. Stad dla kazdego w € Q' istnieje ko(w) € N takie, ze (H A k)(w) = H(w) dla
k> ko(w), co daje warunek b) w zalozeniu (Z2). O
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Dodatek A

Wyniki z analizy funkcjonalnej i
teorii dualnosci

A.1 Lokalnie wypukte przestrzenie liniowo-topologiczne

Nastepujace definicje zostaly zaczerpniete z [1].

DEFINICIA A.1.1. Powiemy, ze przestrzen liniowa V jest przestrzenig liniowo-topologiczng
nad ciatem K, jezeli dzialanie dodawania (odp. mnozenia przez skalary) jest ciggla
funkcjg 2V xV wV (odp. z KxV wV). Powiemy, Ze przestrzeri liniowo-topologiczna

jest lokalnie wypukla, jezeli istnieje baza topologii ztozona ze zbiorow wypuktych.

DEFINICIA A.1.2. NiechV bedzie lokalnie wypuktq przestrzeniq liniowo-topologiczng.
Przestrzen liniowq cigglych liniowych funkcjonatow na 'V nazwiemy przestrzeniq to-
pologicznie sprzezong i oznaczymy przez V*. Zatozmy, Ze dla okreslonej na V x V*
funkeji (-,-),, dana wzorem

(v, 0}y, = 0" (v)

dla dowolnego v €V i v* € V* spelnione sq warunki
e (-,)) jest dwuliniowa,
o jezeli (v,v*),, =0 dla kaZdego v* € V*, tov =0,
e jezeli (v,v*),, =0 dla kazdego v eV, to v* =0.

Woéwczas pare przestrzeni (V,V*) wraz z formq dwuliniowg (-,-),, nazwiemy parg
topologicznie sprzezong (w skrocie: parg sprzezong). (-,-), bedziemy nazywac formg
dwuliniowq zwigzang z parg przestrzeni (V,V*).

DEFINICIJA A.1.3. Niech V bedzie lokalnie wypuklq przestrzeniq liniowo-topologiczng
oraz niech V* bedzie przestrzeniq topologicznie sprzezong. Najstabszq topologie na V,
przy ktorej odwzorowanie v — (v, v*),, jest ciggle dla kazdego v* € V* nazywamy stabg
topologiq na 'V i oznaczamy jg przez o(V,V*). Najstabszq topologie na V*, przy ktorej
odwzorowanie v* — (v,v*),, jest ciggle dla kazdego v €V nazywamy stabg* topologiq
na V* i oznaczamy jg przez o(V*, V).
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DEFINICIA A.1.4. Powiemy, Ze lokalnie wypukia topologia Haussdorffa T na V jest
zgodna z parg sprzezong (V,V*) jezeli (V,1)* = V*. Analogicznie definiujemy zgodne
topologie na V*.

DEFINICIA A.1.5. Nagsilniejszq lokalnie wypukiq topologiec Haussdorffa naV zgodng
z parg sprzezong (V,V*) nazwiemy topologig Mackeya.

DEFINICJA A.1.6. NiechV bedzie lokalnie wypuktq przestrzenig liniowo-topologiczng.
Powiemy, ze zbior A€V jest zbalansowany, jezeli tA ¢ A dla kaZdego t € R, |t| <1
oraz powiemy, ze jest absorbujgcy, jezeli dla kazdego v €V istnieje o > 0 takie, Ze
v € tA dla kazdego t € R, |t| > a. Powiemy, ze V jest przestrzeniq beczkowq, jezeli
kazdy domkniety, zbalansowany i absorbujgcy podzbior V jest otoczeniem 0.

TWIERDZENIE A.1.7 ([27], Corollary 11.2, 11.4). Lokalnie wypukla przestrzen topo-
logiczna (V,T) jest przestrzeniq beczkowq wtedy i tylko wtedy, gdy T jest topologiq
Mackeya.

7 powyzszego twierdzenia wynika wazny

WNIOSEK A.1.8. Niech (V,T) bedzie przestrzeniq beczkowq oraz miech V' bedzie prze-
strzeniq sprzezong. Woéwczas staba topologia o(V, V") pokrywa sie z topologig Mac-
keya.

TWIERDZENIE A.1.9 (Banacha - Alaoglu, [1], tw. 6.26 ). Niech V bedzie przestrzenig
unormowang. Wowczas dowolny domkniety 1 ograniczony zbior w przestrzeni V* jest
stabo* -zwarty.

DEFINICJA A.1.10. Niech p € [1,00). Powiemy, ze q € (1,00] jest wyktadnikiem
sprzezonym do p jezeli (LP)* = L9.

A.2 Analiza wypukla

DEFINICIA A.2.1. [32] Niech V bedzie przestrzeniq liniowo topologiczng i niech V*
bedzie przestrzeniq sprzezong do V. Transformatq Fenchela-Legendre’a funkcji f :
VY - RuU[-00,00] nazwiemy funkcje f*:V* - RuU[-o00, 0] okreslong dla dowolnego
v* e V* wzorem

fr(vr) = SUES((”’“% - f(v)).

DEFINICJA A.2.2. [32] Niech F: LP - Ru{oo}, 1 <p < oo bedzie dowolng funkcjq.
1. Powiemy, ze F' ma wtasno$é Fatou jezeli dla dowolnego ciggu (X,) € LP ta-
kiego, Ze | X,| <Y dla pewnego Y € LP oraz X,, > X dla pewnego X € LP zachodzi

F(z) =<liminf F(X,,).

2. Powiemy, Ze F jest ciagta od dotu (ang. continuous from below) jezeli dla
dowolnego ciggu (X,,) € LP takiego, zZe X,, # X dla pewnego X € LP zachodzi

F(x)=lim F(X,).

n—oo
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3. Powiemy, ze I jest ciagta od gory (ang. continuous from above) jezeli dla
dowolnego ciggu (X,,) € LP takiego, ze X, ~ X dla pewnego X € LP zachodzi

P(x) = lim F(X,).

4. Powiemy, ze F jest ciggta w sensie Lebesgue (ang. Lebesgue continuous) jezeli
dla dowolnego ciggu (X,) € LP takiego, ze |X,| <Y dla pewnego Y € LP oraz X,, - X
dla pewnego X € LP zachodzi

F(x) = lim F(X,).

DEFINICJA A.2.3. [18] Niech V bedzie przestrzeniq liniowo topologiczng. Dziedzing
efektywng funkcji F:V — [-o00, 00] nazwiemy zbior

dom(F) = {F < oo}.
Ponadto powiemy, ze funkcja F jest wlasciwa jezeli F' nie przyjmuje wartosci —oo.

TWIERDZENIE A.2.4. [[32], tw. 3.3] Niech F': LP - Ru {0}, 1 < p < oo bedzie
wypukle, wlasciwg funkcjq takq, ze F(X) < F(Y) dla dowolnych X,Y € LP takich,
ze X <Y P-pn. Wowczas rownowazne sqg warunk:

1. F jest o(LP, L9)-pélciggla z dotu.
2. F jest | -|,-pdlciggla z dotu.
3. F(X)=supy . (EZX - F*(Z)).

4. F jest ciggla od dotu.
5. F ma wilasnosé Fatou.

7 powyzszego twierdzenia otrzymujemy wniosek, z ktorego korzystamy w roz-
prawie.

WNIOSEK A.2.5. Niech F: LP - Ru{oo}, 1 < p < oo bedzie wypuklq, wlasciwg
funkcjq takq, ze F(0) € R oraz F(X) < F(Y) dla dowolnych X,Y € LP takich, ze
X <Y P-pn. Wowczas dom(F*) € L1, W szczegdlnodci réwnowazine sq warunki:
1, 2, 3, 4, 5 z twierdzenia A.2.4 oraz warunek

9. F(X)=sup(EZX-F*(Z)).

ZeLd

DowOD

Uzasadnimy, ze dom(F*) ¢ L. Zalézmy przeciwnie, ze P(Z < 0) > 0 dla pewnego
Z € dom(F*). Niech A := {Z < 0}. Zauwazmy, 7e —t1, <0 implikuje F(~t14) < F(0)
dla kazdego ¢ € R,. Poniewaz Z € dom(F*), to

E(-t142) - F*(Z) < F(~t1,4) < F(0).
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Stad, poniewaz —Z >0 na A oraz P(A) > 0, dostajemy

t E(-Z14) = E(~tZ1,) < F*(Z) + F(0) < 0.
S—————
>0

Biorgc t ~ oo, dostajemy sprzecznos$é. Z inkluzji dom(F*) ¢ L wynika réwno-
wazno$¢ warunkéw 3 i 3. Stad i z twierdzenia A.2.4 otrzymujemy réwnowaznosé
warunkéow 1, 2, 3,3, 41 5.0

Wprowadzimy teraz kilka poje¢, za pomocg ktorych sformutujemy twierdzenia Fen-
chela o dualnosci.

DEFINICJA A.2.6 ([18]). Niech V oraz W bedq przestrzeniami liniowo topologicz-
nymi, niech dane bedg funkcje wypukle f:V - Ru{oo}, g: W - Ru{oo} i operator
Le L(V,W). Pierwotnym problemem Fenchela nazwiemy zagadnienie

inf[f(u) + g(Lu)]. (A1)
Dualnym problemem Fenchela nazwiemy zagadnienie

sup [-f*(L*y*) - g*(=y")]. (A.2)
g

Niekiedy bedziemy mowic, zZe sq to problemy dualne w sensie Fenchela.
Niech p e Ru{zoo} (odp. d e Ru{zoo}) bedzie wartoscig pierwotnego (odp. dualnego)
problemu Fenchela. Powiemy, Ze zachodzi mocna dualno$é, jezeli p = d.

TWIERDZENIE A.2.7 (Fenchela o dualnosci, [18], tw. 4.1, uw. 4.2). Niech V oraz W
bedq przestrzeniami lintowo topologicznymi, niech dane bedg funkcje wypukte f:V —
Ru{oo}, g: W - Ru{oo}, operator L € LIV, W) oraz niech p,d € Ru{+oo} bedg
wartosciami, odpowiednio, pierwotnego v dualnego zagadnienia Fenchela, tzn.

p=inf[/(u) + g(Lu)),
oraz
d= sup [-f*(L*y") - g"(=y")].
y*EW*
Zatozmy, ze
1. p< oo,

2. istnieje ug € V' t. Ze f(ug) < 00, g(Lug) < oo oraz funkcja g jest ciggla w Luyg.

Wowczas zachodzi mocna dualnosé, tzn. p = d oraz istnieje co najmniej jedno roz-
wigzanie problemu dualnego.

Podamy réwniez wersje powyzszego twierdzenia dla przestrzeni beczkowej, w
ktorego sformutowaniu pojawia sie algebraiczne wnetrze zbioru.
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DEFINICJA A.2.8 ([7]). Niech V bedzie przestrzeniq liniowg i A €V zbiorem wypu-
ktym. Powiemy, Ze punkt u € ¥V nalezy do algebraicznego wnetrza zbioru A, jezeli
dla dowolnego v €V istnieje € >0 taki, ze

u+tveA dlakazdego t € [0,¢e].

Algebraiczne wnetrze zbioru A bedziemy oznaczac przez core(A).

TWIERDZENIE A.2.9 ([7], Th. 5). Niech V bedzie przestrzenig Banacha, a W prze-
strzeniq beczkowq. Niech dane bedg wypukte, polciggle z dotu funkcje f:V — Ru{oo},
g: W = Ru{oo} oraz liniowy domkniety operator L okreslony na gestym podzbiorze
V. Niech p,d e Ru{+oo} bedq wartosciami pierwotnego i dualnego zagadnienia Fen-
chela. Wowczas p > d, tzn. zachodzi tzw. staba dualnos$é.

Ponadto jezeli

0¢ core(dom(g) - Bdom(f))>

to zachodzi mocna dualnosé, tzn. p = d oraz istnieje rozwigzanie problemu dualnego,
o ile d € R.

Podamy teraz wazny wynik dotyczacy ciggtosci funkcji wypuktych w przestrze-
niach LP.

TWIERDZENIE A.2.10 ([8], tw. 1). Niech F': LP - (—00,00], 1 < p < o0 bedzie funkcjg
wypukle wlasciwg takq, ze F(X) < F(Y) dla dowolnych X,Y € LP takich, ze X <Y .
Wowezas F jest ciggla we wnetrzu zbioru {F < oo}.
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Dodatek B

Wyniki z analizy stochastycznej

B.1 Zmienne losowe o wartosciach w R

Przez R oznaczaé bedziemy zbiér Ru{oo}u{-oco}u{k}, gdzie r oznacza wartos¢ nie-
okreslona. W zbiorze R rozpatrujemy standardowe dziatania dodawania i mnozenia,
przyjmujac nastepujace konwencje

° (1+/<;:/<c,a-/§=/<;Vae]1~%,
¢ 0-00=0,0-(-00) =0,
® 00+ (-0) =K.

Ponadto przewaznie bedziemy pisaé a — b zamiast a + (=b).
Niech (2, F,P) bedzie ogblna przestrzenia probabilistyczna.

DEFINICJA B.1.1. Zmienng losowq nazwiemy dowolng F-mierzalng funkcje X : € —
R. Powiemy, ze zmienna losowa X jest dobrze okreslona, jezeli P({X =k}) =0.

Przestrzen liniowa wszystkich zmiennych losowych o wartosciach w R bedziemy
oznaczaé przez LP(R).

UwacA B.1.2. W pracy rozpatruje sie przede wszystkim zmienne losowe o warto-
Sciach w R :== Ru {oo} U{-00}. Zauwaimy jednak, Ze zmienne losowe o wartosciach
w R nie tworzg przestrzeni liniowej, co motywuje rozwazanie zmiennych losowych o
wartosciach w R.

Ustalmy teraz dowolne o-ciato G ¢ F.
Wprowadzimy definicje warunkowej wartosci oczekiwanej dla zmiennej losowej z
LO(R). Zaczniemy od definicji warunkowej wartosci oczekiwanej nieujemnej zmien-
nej losowe;j.

DEFINICJA B.1.3. Niech X bedzie zmienng losowq o wartosciach R, u{0}. Warun-
kowq wartoscig oczekiwang zmiennej losowej X pod warunkiem G nazwiemy zmienng
losowq

E(X|G) = lim E(X An|g),
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gdzie E(X An|G) jest wyznaczong jednoznacznie z dokladnoscig do zbioréw P-miary
zero, G-mierzalng zmienng losowq takq, Ze dla kazdego A€ G

/AE(X/\n|g)dIP’:fA(X/\n)d]P’.

DEFINICJA B.1.4. Niech X € LO(R). Jezeli zmienna losowa
£(X19) = E(X7G) - E(X7|G)

jest dobrze okreslona, to powiemy, zZe istnieje warunkowa wartos¢ oczekiwana X pod
warunkiem G i jest P-p.n. réwna E(X|G). Warunkowg wartos¢ oczekiwang X pod
warunkiem G bedziemy oznaczaé przez E(X|G).

Przedstawimy kilka wtasnos$ci warunkowej wartos$ci oczekiwanej, z ktérych ko-
rzystamy w rozprawie.

STWIERDZENIE B.1.5 ([24], problem 3, §23.1). Niech X,Y € L°(R) bedq zmiennymi
losowymi takimi, ze E(X|G), E(Y|G) istniejg. Wowczas

(i) Jezeli zmienna losowa E(X|G)+ E(Y|G) jest dobrze okreslona, to istnieje E(X +
Y|G) i zachodzi réwnosé E(X +Y|G) = E(X|G) + E(Y]G).

(it) E(aX|G) =aE(X|G) dla dowolnego a € R.

STWIERDZENIE B.1.6 ([24], przyktad 3, §23.2 ). Niech ¢ : R - R bedzie mierzalng
funkcjg wypukiq oraz niech X bedzie rzeczywistq zmienng losowq, dla ktorej E(X|G)
istnieje @ jest rzeczywistq zmienng losowq. Wowczas

P(E(X]9)) < E(o(X]9)).

TWIERDZENIE B.1.7 ([53], tw. 2, I1.§7 ). Niech (X, )nen bedzie ciggiem zmiennych

losowych o wartosciach w R.
(i) Jezeli X, <Y dlaneN, FY <00 i X, > X P-p.n., to
E(X,|G) - E(X|G) P-p.an. oraz E(|X,, - X||G) >0 P-p.n.
(i1) Jezeli X,, >Y dlameN, EY >-00 i X,, # X P-p.n., to
E(X,[6) » E(X|G) P-pn.
(i) Jezeli X, 2Y dlaneN, EY > -oo, to
E(liﬂgleAg) < liTILr_l)gle(an) P-p.n.

DEFINICJA B.1.8. Niech G € F bedzie dowolnym o-ciatem. G-rozbiciem zbioru ) na-
zwiemy dowolng co najwyzej przeliczalng rodzine roztgceznych zbiorow G-mierzalnych,
ktorych sumg jest §2.

Zaczniemy od wyniku, ktory bedzie przydatny, by w pewnych sytuacjach uza-
sadni¢ istnienie warunkowej wartosci oczekiwane;j.
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LEMAT B.1.9. Niech { Ay, As, ...} bedzie dowolnym F-rozbiciem Q. Wowczas E(X|G)
istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego i € N zmienna losowa 14,E(X|G) jest
dobrze okreslona. Jezeli spetniony jest ktorykolwiek z powyzszych warunkow, wowczas
zachodzi rownosc

E(X|G) = i 1.,£(X|G). (B.1)

DowOD

Zauwazmy, ze dla kazdego ¢ € N zmienna losowa 14,E(X|G) jest dobrze okreslona
wtedy i tylko wtedy, gdy P(E(X|G) = k) =0, co jest rownowazne istnieniu E(X|G).
Ponadto E(X|G) = £(X|G) = X2, 14,E(X|G), co dowodzi réwnosci (B.1). O Przy-
pomnijmy klasyczng wersje abstrakcyjnego wzoru Bayesa.

STWIERDZENIE B.1.10 ([29], zad. 12, § 6.4). Niech Q € P. oraz niech X bedzie
Q-catkowalng zmienng losowqg. Wowczas

dQ
Eo((X10) - o
dpP

Podamy teraz lemat, w ktorym dowiedziemy, ze dla zmiennej losowej X i G-
mierzalnej zmiennej losowej Y réwnosé

E(XY|G) =Y E(X|G)
zachodzi przy zalozeniach stabszych niz w klasycznej wers;ji.
LEMAT B.1.11. Niech X, Y bedg zmiennymi losowymsi takimi, zZe
P({Y =0} n {E(X"[G) = oo} n {E(X"|G) = 00}) = 0. (B.2)

oraz Y jest G-mierzalna. Wowczas jezeli istnieje zmienna losowa E(XY|G), to za-
chodzi wzor

E(XY|G) =YE(X|9). (B.3)
DowOD
Krok 1. Pokazemy, ze
E[(XY)'G] =Y E(X*|G)+Y E(X7|G) =& + & (B.4)
oraz
E[(XY)|G] =Y E(X™|G)+Y E(X*|G) =n1 +ns. (B.5)

Zauwazmy, ze

XY = (XY)" - (XY),

gdzie
(XY)" = X"Y"+ XY oraz (XY) = XY+ XY™
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Stad oraz z liniowosci otrzymujemy
E[(XY)"G] = E(X™Y™|G) + E(X7Y7|G)
@ Yim BI(X* An)(Y* An)|G] + lim E[(X~ An)(Y~ An)|G]

D fim (Y* An)BE(X* An|G) + lim (Y~ An)E(X~ An|G)
SYE(XIG) Y E(X9),
przy czym w (a) skorzystaliémy z warunkowej wersji twierdzenia o zbieznosci mono-
tonicznej, a w (b) zastosowalismy wzor (B.3), o ktérym wiadomo, ze jest prawdziwy
m.in. dla ograniczonych zmiennych losowych.
Dowiedlismy (B.4). Dowdd réwnosci (B.5) pomijamy, gdyz przebiega on analogicz-
nie.
Krok 2. Twierdzimy, ze

&1-m=YE(X"G) oraz & —-n = -Y E(X7|G). (B.6)

Udowodnimy pierwsza réwnos¢. Zauwazmy, ze dobrze okreslona jest zmienna losowa
YE(X*|G). Istotnie,

[YE(X*|6)]" = Y*E(X*|G) oraz [Y E(X*|G)] =Y~ E(X*|G). (B.7)

Poniewaz zmienne losowe Y*E(X*|G) i Y-E(X*|G) moga przyjmowaé wartosci
wigksze od zera wytacznie na roztacznych zbiorach

P({Y*E(X"|G) = 00} n{Y E(X*|G) = 00}) =0,

co w polaczeniu z (B.7) implikuje, Ze zmienna losowa Y E(X*|G) jest dobrze okre-
Slona oraz

YE(X'|G) =& — 2.
Analogicznie dowodzi sig, ze dobrze okreslona jest zmienna losowa Y E(X-|G) i
zachodzi réwnosc¢

“YE(XT|G) =& - m.

W ten sposéb otrzymalismy (B.6).
Krok 3. Uzasadniamy, ze

E(XY|G)=YE(X"G)+[-YE(X|9)].

E(XY‘Q) = E[(XY)+|Q] - E[(XY)*]Q] o S +&-—m-—m=§—m+&—m
Y B(XG) + [-YE(XT[6)],

przy czym w (*) skorzystalismy z kroku 1., a w (*x*) z kroku 2.
Krok 4. Niech U := Y E(X*|G) oraz V := =Y E(X~|G). Zdefiniujmy zbiory

A:={U =00}, B:={U =—-o00}, C:={U e R} oraz
D:={V =00}, E:={V =—-00}.
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Twierdzimy, ze

P(AnFE)=0oraz P(BnD)=0. (B.8)
Uzasadnimy najpierw pierwsza rownos¢. Zatézmy przeciwnie, ze P(An E) > 0. Dla
we A mamy U(w) =Y (w)E(X*|G)(w) = oo co implikuje, ze
Y*H(w)E(X*G)(w) = 0. Stad i z (B.4) wynika, ze

E[(XY)"|G](w) = o0 dla w € A. (B.9)
Dla w e E mamy V(w) = -Y (w)E(X"|G)(w) = —o0 co implikuje, ze
Y*H(w)E(X|G)(w) = 0. Stad i z (B.5) wynika, ze

E[(XY) |G](w) =0 dlaw € E. (B.10)
Poniewaz istnieje F(XY'|G), zmienne losowe E[(XY)*|G] oraz E[(XY)~|G] sa jed-
noczesnie réwne oo na zbiorze miary zero, co w polaczeniu (B.9) i (B.10) przeczy
zalozeniu, ze P(An E) > 0. Dow6d rownosci P(Bn D) = 0 pomijamy, gdyz przebiega
on analogicznie.
Krok 5. Przypomnijmy, ze przez £(X|G) oznaczamy zmienna losowa E(X*|G) -
E(X7|G) € L°(R). Dowiedziemy, ze réwnosé

YE(XYG)+[-YE(X|G)] =YE(X|G) (B.11)
jest spelniona osobno na kazdym ze zbioréw A, B, C' zdefiniowanych w kroku 4.
Zauwazmy najpierw, ze zbior A mozemy przedstawi¢ w postaci
A= {(YE(X'[) = o}
=({Y =00} n{E(X*G) >0}) u({0<Y <00} n{E(X*|G) = 00})
= Al U AQ.

Uzasadnimy, ze P(14, F(X~|G) = 0) = 1. Zalézmy przeciwnie, ze E(X-|G) > 0 na
podzbiorze dodatniej miary A ¢ A;. Wéwcezas V = =Y E(X~|G) = —o0 na A}, co im-
plikuje, ze AT ¢ E. Ostatecznie otrzymujemy 0 < P(A7) < P(AnE), co przeczy (B.8).
Dowiedlisémy, ze na zbiorze A; zmienna losowa E(X~|G), a wiec takze =Y E(X~|G)
przyjmuje wartos¢ 0, skad

Ly, [YE(X*IG) + [-YE(X7G)]] = 14, Y E(X*|G) + Ly, [-Y E(X7|G)]

=0
= 1A1Y[1A1E(X+|g) -0- 1141]
_ 1., YE(X]G). (B.12)

Teraz uzasadnimy, ze na zbiorze Ay zmienna losowa FE(X~|G) < co. Zalézmy prze-
ciwnie, ze E(X~|G) = oo na podzbiorze dodatniej miary A5 ¢ A,. Wowcezas V' =
-YE(X"|G) = —o0 na A} co implikuje, ze Aj € E 1 znéw otrzymujemy sprzecznosé
z (B.8). Dowiedli$my, ze zmienna losowa 14, FE(X~|G), a wiec takze zmienna losowa
14,(-Y)E(X"|G) przyjmuje wartosci rzeczywiste, skad otrzymujemy

L1, [YE(X*IG) + [-Y E(X7|G)]] = 14,Y E(X*|G) + 14, [-Y E(X|G)] =
001y, =14, K[lAzE(X+|g) - 1A2E(X‘|_g)] =1,4,YE(XI|G). (B.13)

eRy

=00 eR
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Z (B.12) i (B.13) wynika, ze prawdziwa jest rownos¢
LAY E(X*G) + [-YE(X7|G)]] = 14YE(X]G).

Przechodzimy do dowodu réownosci (B.11) na zbiorze B.
Zauwazmy najpierw, ze zbiér B mozemy przedstawi¢ w postaci

B={YE(X"|G) = -o0}
({Y =—00} n{E(X*G) > 0}) u ({00 <Y <0} n{E(X*|G) = 00})
: By u Bs.

Uzasadnimy, ze P(1p, E(X~|G) = 0) = 1. Zalézmy przeciwnie, ze E(X~|G) > 0 na
podzbiorze dodatniej miary Bf ¢ B;. Wowczas V = =Y E(X-|G) = o0 na Bf, co
implikuje, ze Bf ¢ D. Ostatecznie otrzymujemy 0 < P(B{) < P(B n D), co prze-
czy (B.8). Dowiedliémy, Ze na zbiorze B; zmienna losowa F(X~|G), a wiec takze
-Y E(X~|G) przyjmuje wartos¢ 0, skad

1, [YE(X*(G) + [-Y E(X7|G)]] = 15,Y E(X*|G) + 15, [-Y E(X7|G)]

=0

- 15, Y[B(X*[G) - 0]
= 1,5, YE(X|9). (B.14)

Teraz uzasadnimy, ze F(X~|G) < oo na zbiorze By. Zalézmy przeciwnie, ze E(X~|G) =
oo na podzbiorze dodatniej miary By € By. Wowczas V = =Y E(X~|G) = oo na B}
co implikuje, ze By € D i znéw otrzymujemy sprzecznosé z (B.8). Dowiedliémy, ze
zmienna losowa 15, F(X~|G), a wiec takze zmienna losowa 15, (-Y)E(X~|G) przyj-
muje wartodci rzeczywiste, skad otrzymujemy

15,[YE(X*G) +[-Y E(X7(G)]] = 15,Y E(X*|G) + 15,[-Y E(X"|G)] =
— oo 132 = 132 _}:[]-BQE(X+|Q) - 132E(;i<|)g)] = 1BQY5(X€|g) (B15)

eR_

=00 eR
Z (B.14) i (B.15) wynika, ze zachodzi réwnos¢
15[YE(X7|G) + [-YE(X7|G)]] = 15YE(X]G).

Przechodzimy do dowodu réwnosci (B.11) na zbiorze C.
Zauwazmy najpierw, ze zbiér C' mozemy przedstawi¢ w postaci

C ={YE(X"*|G) eR}
={Y =0} u{BE(X*|G) =0} u ({Y e R~ {0}} n {0 < E(X"|G) < o0})
=: Cl U Cg U 03.
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Zauwazmy, ze

L1e,[YE(X*(G) + [-Y B(X71G)]] = 16,Y B(X*G) +1¢,[-Y E(X7G)]

=16,Y[0-1¢, - 16, E(X7|G)]
=16,Y[1¢, B(X*G) - 16, E(X7|G)]
= 1CQYS(X|(—;)
Zdefiniujmy zbiory
Cy = Cyn{E(X7|G) < oo},
C3:=C5n{Y >0} n{E(X|G) = o0},
C8:=C5n{Y <0} n{E(X|G) = o0}.

Woéwezas

1oy [Y B(X*(G) + [-Y E(X7|G)]] = 10 Y E(X*G) + 1y [-Y E(X7(G)]

eR eR

= lcéYE(X|Q). (B.16)
Ponadto

Loz [YE(XT|G) + [FY E(XT|G)]] = 102V E(X*|G) + 1z [-Y E(XT|G)] =

~

eR =—00
oo 1y =13 Y [13B(X7|G) ~ 12 E(X|9)] = 13 YE(X|G). (B.17)
eRy ~
eR =oco

Podobnie
1o3[YE(X'|G) + [-YE(XT9)]] = 15V E(X'(G) + 1c3[-Y E(X7|G)] =

R oo
0o 1oy = Loy ¥ [1eg B(X'1G) ~ 13 E(X1G)] = 103 Y E(XIG). (B.13)

eR_

eR =00

Ostatecznie z (B.16), (B.17) i (B.18) wynika, ze réwno$¢ (B.11) jest spelniona na
zbiorze Cf.

Zauwazmy teraz, ze 1o, Y E(X*|G) = 0 oraz 1o, Y E(X-|G) = 0. Z (B.2) wynika, ze
zmienna losowa 10, Y[E(X*|G) - E(X~|G)] jest dobrze okreslona i jest réwna 0.
Ostatecznie otrzymujemy

1o, [YE(XT|G) + (-Y)E(XT|G)] = 0-1¢, = 16, Y [1, E(X7|G) = 10, E(X7|G)]
=1¢,YE(X|G).

Dowiedli$my, ze réownosé (B.11) jest spelniona na zbiorach C, Cy oraz Cs, wiec jest
spetniona na C', tzn.

1o[Y E(XT|G) + [-Y E(X7|G)]] = 1Y E(XG).
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Krok 6. Dowodzimy réwnosci (B.3).
E(XY|G) € YE(X*|6) + [-Y E(X7|9)]

Q1,[VEX9) + [V E(X9)]]

+15[YE(X*|G) + [-YE(X7|G)]]

+1c[YE(X'|G) + [-YE(X716)]]

©D1,YE(XIG) + 15V E(XIG) + 1Y E(X|G)

=YE(X9),
przy czym w (a) skorzystaliémy z kroku 3., w (b) z tego, ze {A,B,C} jest F-
rozbiciem, zas w (c) z kroku 5. Poniewaz zmienna losowa E(XY|G) jest dobrze

okreslona, réwniez zmienna losowa £(X|G) jest dobrze okreslona, a wigc £(X|G) =
E(X|G), skad wynika teza. O

STWIERDZENIE B.1.12 ([24], stw. 6, §23.3 ). Niech X bedzie zmienng losowg o
wartosciach w R oraz niech H bedzie dowolnym o-ciatem takim, ze G ¢ H < F.
Jezeli istnieje E(X|G), to istnieje E(X|H) i P-p.n. zachodzi réwnosé

E(E(X[H)IG) = E(X|G) = E(E(X|G)[H). (B.19)

UwacA B.1.13. Tozsamosé (B.19) jest ogdlnie znana dla zmiennych calkowalnych.
Powyzsze stwierdzenie podaje stabszy warunek wystarczajgcy na to, by zachodzila

rownos$é (B.19). W ogélnosci moze sie zdarzyé, ze zaréwno E(X|H), jak i E(E(X|H)|G)

istniejq, ale E(X|G) nie istnieje i réwnodé (B.19) nie zachodzi, co ilustruje przyktad
B.1.15, w ktorym skorzystamy z lematu B.1.11 oraz znanego faktu, ktory sformutu-
Jjemy ponizej.

STWIERDZENIE B.1.14. Niech G € F bedzie dowolnym o-ciatem oraz niech X bedzie
catkowalng zmienng losowq niezaleing od G. Wowcezas E(X|G) = EX.

PRZYKEAD B.1.15. Niech (Q,F,P) = ([0, 1] x{-1,1}, B([0,1]) @ 2-11 A x 1), gdzie
A jest miara Lebesgue na [0, 1], a p jest rozktadem jednostajnym na zbiorze {-1,1}.
Definiujemy zmienne losowe

Ul(m7y) =X oraz UQ(‘Tay) =Y, (:E,y) € Q.

Jest jasne, ze Uy i U, sa niezalezne. Niech ponadto

Ustalmy o-ciata G = {Q, @} oraz H = o(U).
Pokazemy, ze istnieja zmienne losowe E(Y|H), E[E(Y|H)|G], ale nie istnieje zmienna
losowa E(Y|G) = E(Y).

[stotnie. Zauwazmy, ze

Y*= 1 —1 1 ora Y = 1 + —1 1
— U = VA =1}
- + ] {U2 1} ,—1 (71 {U2 1}

115




Stad

¢1_1 Ul)E(1{U2 yIH) & (j_l U)P({Ug—l})-—(\/lU_l 1)

przy czym w (a) skorzystaliémy ze lematu B.1.11, a w (b) ze stwierdzenia B.1.14.

Podobnie E(Y-|H) = %(\/LU_I + 7). skad E(Y|H) = 0. Wobec tego

E(ym) Y (

E[E(YH)|G]=0

Uzasadnimy, ze F(Y|G) nie istnieje. Zaczniemy od sprawdzenia, ze E(Y*|G) = co.
Zauwazmy, ze E(Y*|G) = EY* = E[E(Y*|U,)]. Ponadto

1 1
_ Y dP+ 1y, y————— Y*dP.
1}IP’(U2 =1) J.-1} {0 1}IP’(UQ =-1) J{te=-1}
N e’
=0

E(Y*|Us) = 1qp,-

7 twierdzenia Tonelli

1 1
viap= [ —=s— @) [ p(dy) = oo,
L (- [ i -

— —

=00 =

1
2

Ostatecznie E(Y*|U;) = 00 - 1yy,-1}, skad EY* = E[E(Y*|U,)] = 0. Podobnie poka-
zuje sig, ze E(Y~|G) = EY~ = E[E(Y~|Uy)] = o0, skad wynika, ze E(Y|G) = EY nie
istnieje. O

Dowiedziemy teraz, ze abstrakcyjny wzér Bayesa zachodzi przy zatozeniach stab-
szych niz w klasycznej wersji.

LEMAT B.1.16. Niech Q € P, oraz niech Y bedzie dowolng zmienng losowq. Naste-
pujgce warunki sq rownowazne:

(1). Istnieje Eg(YG).

(i1). Zmienna losowa

E(2Y19)
E(Z9)
jest dobrze okreslona.
(113). Istnieje
dQ
Bl —& Yg).
(E( £19)

Jezeli spetniony jest ktorykolwiek z powyzszych warunkow, wowczas P-p.n. zachodzi

rownoscé 0 a0
BE) (2 o)
E(%19)

Eo(YG) = B(2)0)
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DowOD
Zaczniemy od pokazania implikacji (i) = (ii).
Sprawdzimy, ze
d@)/+
Eo(Y*G) = J P -p.n. (B.20)
E(F19)

Istotnie,

E(EY* an)lG) o E(EY*|G)
E(F19) E(F19)

przy czym (a) i (¢) wynika z warunkowej wersji twierdzenia o zbiezno$ci monotonicz-
nej, a (b) wynika z abstrakcyjnego wzoru Bayesa zastosowanego do Q-catkowalnych
zmiennych losowych Y+ An. W ten sposéb dowiedlismy (B.20). Powtarzajac powyz-
sze rozumowanie dla Y~ dostajemy

Eo(Y"1G) @ lim Eg(Y* An|g) © lim

E(HY|9)
E(%I6)

Z istnienia Eg(Y|G) wynika, ze dla P-prawie wszystkich w € Q co najwyzej jedna z
wartoéci Eg(Y *|G)(w) oraz Eg(Y |G)(w) jest rowna oco. Stad, oraz z (B.20) i (B.21)
wynika dowodzona implikacja.

Przechodzimy do dowodu implikacji (i) = ().

Aby uzasadnié, ze z istnienia Fg(Y|G) wynika, ze dobrze okre$lona jest zmienna

losowa
dQ
E dIP’ Yg)
( E(%16)

Eo(Y™|G) = (B.21)

wystarczy zauwazyc, ze

dQ
Eo(Y*|G) = lim Eg(Y™* = lim B —& —(y*
2(Y716) = lim Eo(Y* anig) = lim (15(%9)( o)
dQ
:E dIF’ Y+g)
( E(22(6)
oraz

dQ dQ
Eq(Y"|G) = lim E - = ¢ y-1g].
olV716) = i ( B2g) A”)‘g) (( 96) ‘g)

Dalsza czes¢ dowodu tej implikacji przebiega analogicznie do dowodu implikacji

Pozostale implikacje dowodzi sie podobnie, wiec ich uzasadnienie pomijamy. O

UwAcA B.1.17. Zauwazmy, Ze powyzszy lemat stanowi uwogdlnienie klasyczne) wersji
abstrakcyjnego wzoru Bayesa (stwierdzenie B.1.10) w ktorej zaklada sie, ze zmienna
losowa X jest catkowalna wzgledem Q. W powyiszym lemacie twierdzimy, Ze aby
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zachodzit wzor Bayesa, wystarczy zatozyc, ze dobrze okreslona jest co najmniej jedna
ze zmiennych losowych

Eo(Y|9) ﬂlubE( i Y‘g)
S B(Eg) B2y |7)

Jest to istotnie stabsze zatozenie, co wynika z przyktadu B.1.15, w ktorym pokaza-
lismy, Ze moze istnie¢ warunkowa wartosé oczekiwana zmiennej losowej, dla ktorej
nie istnieje wartosé oczekiwana (nawet réwna oo lub —oo ).

B.2 Inne wyniki

Przez conv({Xy, Xs,...}) oznaczaé bedziemy zbior skoniczonych kombinacji wypu-
ktych zmiennych losowych X7, Xo,.... Sformulujemy teraz bardzo wazny lemat, z
ktorego wielokrotnie korzystamy w rozprawie.

LeEmMAT B.2.1 ([16], lemat Al.1). Niech (f)nen bedzie ciggiem zmiennych losowych
o wartosciach w [0, 00). Wowczas istniejg zmienne losowe

gn € conv({ fo, fas1,---}1), neN

takie, ze
lim g, =g P-p.n.,

gdzie g jest pewnq zmienng losowq o wartosciach w [0, c0].

TWIERDZENIE B.2.2 (nieréwnos¢ catkowa Minkowskiego, [39]). Niech (S;, Hi, ),
1 =1,2 bedg przestrzeniami z miarami o-skonczonymi, niech f: .Sy x Sy - R bedzie
funkcjg mierzalng wzgledem Hq, ® Ho oraz niech 1 <r < oo. Wowczas, jezeli

L@y e uppaldy) < .

Hsz» f(z,y)p2(dy)

< [ 1) |iryady) < .

L7 (p1)

LEMAT B.2.3. Niech dany bedg ciggi (tnm)smer 0702 (Snm)pome1- Zatozmy, ze

A= lim(lim t,,,) oraz B = lim (lim s,,,,).

n—>00 M—>00 n—>00 M—>00
Wowczas istnieje granica iterowana ciggu (ty, ., + sn7m)n7m:1 i jest rowna A+ B.

DowoD

Niech A,, := limy, e ty,m Oraz By, := limy, o Sp,m dla n € N. Poniewaz dla kazdego n ¢

N istnieja granice lim,, oo tnm 1 1iMyy 00 Spm, to istnieje granica limy, oo (tnm+Sn.m),

ktora oznaczaé bedziemy przez C,,. Wowcezas A, + B,, = C,,. Poniewaz istnieja granice

A=1lim, 0 A, i B =1lim,_ By, to istnieje lim,,_,., (A, + B,) i zachodzi réwnosé
A+B-= hm(A +B,) = hm Cy, = lim lm (¢, + Spm)- O

N—00 1M —> 00
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TWIERDZENIE B.2.4 (Tonelli, [17], tw. I11.11.14). Niech (V,%y,v), (W, Zw, )
bedq przestrzeniami z miarami o-skonczonymi oraz niech

(8,25,#) = (V,Ev,l/) x (WaEV\h)\)

Ponadto niech f: & — R bedzie nieujemng, Xg mierzalng funkcjq, dla ktorej

-/V[fw f(v,w))\(dw)]l/(du) < 0o.

Wowczas funkcja f jest p-catkowalna i zachodzi rownosé

/V[[Wf(v,w))\(dw)]l/(du):[VVlLf(v,w)u(du)]A(dw)<w.

LEMAT B.2.5. Niech £ ¢ F bedzie dowolnym o-ciatem. Miary Qq,Qy € P sq rowne
na € wtedy i tylko wtedy, gdy
5).

dQ,
o
STWIERDZENIE B.2.6 (rozktad Dooba, [22], stw. 6.1). Niech Q bedzie miarg probabi-
listyczng na (Q, F) oraz niech (F;)L, bedzie filtracjq takq, ze Fr = F. Niech ponadto
Y bedzie procesem adaptowanym takim, ze Y; € LY(Q) dla kazdego t. Wéwczas ist-
nieje jednoznaczny rozktad Y = M — A, gdzie M jest Q-martyngatem, a A-procesem
prognozowalnym. Rozkiad ten jest nazywany rozkladem Dooba procesu Y wzgledem
miary Q.

_ o 4Q2
5)_E(dIP>

UwAGA B.2.7. Z dowodu powyziszego stwierdzenia wynika, Ze rozktad Dooba adap-
towanego procesu Y zdefiniowany jest w sposéb nastepujgcy: Ag = 0, Ay = Ayq —
Eo(Yi-Yia|Fio1) dlateTy oraz My =Y+ Ay dlateT.
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Dodatek C

D~owody twierdzen dotyczacych
(P, B,G, 3)-problemu pierwotnego

Przypomnijmy, ze ustalona jest bezatomowa przestrzen probabilistyczna (2, F,P),
liczba p € [1, 00), operator B € L(L>, L?), funkcje G: LP > Ru{oo} i f:P — R oraz
niepusty zbiér P € P. Niech ponadto ¢ bedzie wykltadnikiem sprzezonym do p, tzn.
L9 := (LP)*. Funkcjonaly liniowe ciggle na LP bedziemy utozsamiaé z elementami
La.

W tym Dodatku obowiazuja zatozenia 3.3.4, 3.3.8 oraz 3.3.9. Ponadto cyfry rzymskie
beda uzywane wytacznie na potrzeby odwolywania sie do poszczegdlnych zatozen
3.3.9. Dzigki takiej konwencji nie powstanie niejednoznacznosé, jezeli bedziemy np.
pisaé:  korzystamy z warunku/zalozenia I”, zamiast  korzystamy z warunku [ z
zatozen 3.3.9”.

C.1 Wyniki pomocnicze

LeEMAT C.1.1. Jezeli spelnione jest zalozenie IV, to zbidr Rp p 5 jest zwarty w to-
pologii o(L>,L').

DowOD

Zbiér Rp p 5 jest niepusty na mocy zalozenia 3.3.8.

Z twierdzenia Banacha-Alaoglu (Dodatek, tw. A.1.9) wynika, ze zbior R jest o(L>, L')-
zwarty, gdyz jest o(L*, L')-domkniety i ograniczony w normie | - | c.

Wystarczy pokazac, ze zbiér R g 4 jest domkniety w topologii o(L>, L), bo ogra-
niczono$¢ wynika z faktu, ze zbior zrandomizowanych testéw jest podzbiorem kuli
jednostkowej w L*°. Z zatozenia IV wynika, ze funkcja ¢ - Eg[B(1-¢)]-5(Q) jest
o(L>, LY)-ciggta dla dowolnego Q € P. Zatem funkcja ¢ — suerﬁ{EQ[B(l -9)] -
6((@)} jest (L, L')-péiciagta z dotu, co implikuje, ze zbiér Rp 5 5 jest o (L™, L1)-
domkniety, jako przeciwobraz domknietej potprostej (—o0,0]. O

LEMAT C.1.2. Niech spelnione bedq zatozenia II oraz IV. Wowczas funkcja ¢ —
G(Bo) jest o(L*, L')-pdlciggla z dotu.
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DowOD

Funkcja G jest wypukta i polciagta z dotu na LP, zatem z twierdzenia A.2.4 wnio-
skujemy, ze G(Y) = supy«. o (E(YY*)-G*(Y*)) dla Y € L. Z warunku IV wynika,
ze dla dowolnego Y* € L4 funkcja ¢ - E[(B¢)Y*] - G*(Y*) jest (L™, L')-ciagla.
Zatem funkcja ¢ - G(B¢) jest o(L>, L')-poéiciagta z dotu jako supremum funkcji
o(L*>, L')-ciagtych. O

STWIERDZENIE C.1.3. Zbior Rp p 5 jest wypukty.

DowOD .
Niech ¢y, ¢9 € Rp p 5 oraz niech A € [0,1]. Wéwezas dla dowolnego Q € P mamy

Eg[B(1- (61 + (1-N)62))] = ABQ[B(L - 61)] + (1~ N Eg[B(1 - 62)]
<AB(Q) + (1-VBQ) = B(Q). &

C.2 Dowody rezultatéw z rozdziatu 3.3

DoOwOD (TWIERDZENIA 3.3.12) )
Aby uprosci¢ notacje w dowodzie, zbiér R p 5 oznaczac bedziemy przez R.

Zaczniemy od dowodu punktu b) Poniewaz zbiér P jest dopuszezalny dla (B,G,B),
to istnieje b e Rp p g dla ktorego G(ng) < oo. Zatem istnienie minimum wynika
natychmiast z lematow C.1.1 i C.1.2 oraz faktu, ze na zbiorze zwartym funkcja
polciagla z dotu osiaga swoje minimum dla pewnej zmiennej losowej ¢ € Rp ps
Minimum jest skoficzone, poniewaz —oo < G(B¢) < G(Ba) < oo.

Przechodzimy do dowodu punktéw a) i ¢).

Krok 1. Przedstawimy (75, B, G, B)-problem pierwotny jako pierwotny problem Fen-
chela i sprawdzimy, ze spelione sa zalozenia twierdzenia A.2.7. Zapiszmy (P, B, G, 3)-
problem pierwotny w postaci

inf {G(B9) +Ix(9)), (€1)

gdzie Zp jest funkcja zadang wzorem (3.9) dla C = R. Zauwazmy, ze zagadnienie

(C.1) jest pierwotnym problemem Fenchela (A.1) dla przestrzeni V = (L*,|| - |«),

W = (LP,| - ||,), funkcji f = Z5, g = G oraz operatora L = B. Sprawdzimy, ze dla

powyzszego zagadnienia spelnione sg zatozenia twierdzenia A.2.7.

Ze stwierdzenia C.1.3 wiemy, ze zbiér R jest wypukly, co implikuje, ze funkcja f jest

wypukta. Funkcja g jest wypukta na mocy zatozenia 1. Ponadto przypomnijmy, ze

wartosé problemu (C.1), ktora bedziemy oznaczaé przez P jest skoniczona, na mocy

punktu b).

Z zalozenia V wynika, ze f(ug) < oo, g(Lug) < oo oraz funkcja g jest ciagta w Lug

dla pewnego ug € R.

Pokazalidmy, ze spetnione sa zalozenia twierdzenia A.2.7. Wobec tego P = D, gdzie
D = sup [-f*(L'Y") - g"(-Y")].

Y*eld
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Krok 2. Obliczymy f*(L*Y™*) oraz ¢g*(-Y*) dla dowolnego Y* € L4.

FULTY) = (BY) = sup (B[6(B"Y )]~ T(0)) = sup B[ (Bo)Y "],

€L PR

przy czym ostatnia rownos¢ wynika z tego, ze funkcja Z przyjmuje wartos¢ oo poza
zbiorem R. Stad ostatecznie

D = sup (—sup E[(B)Y*]-G*(-Y™)), (C.2)

Y*eld PR

bo g = G. Przypomnijmy, ze dla dowolnej funkcji F' przez dom(F’) oznaczamy dzie-
dzine efektywng funkcji F. Z wniosku A.2.5 wynika, ze dom(G*) € L, co pozwala
zapisa¢ (C.2) w postaci

D=;§1L>q(—iu7gE[(B¢)Y*]—G*(—Y*)) =YS}Eq(;g7sz[(B¢)(—Y*)]—G*(—Y*))

= sup (inf E[(B¢)Y*]- G*(Y™)), (C.3)
Y*eL] #€R

co dowodzi, ze zachodzi mocna dualnos¢ dla (ﬁ,B,G,ﬂ)-problemu pierwotnego i
(75, B, G, 3)-problemu dualnego, poniewaz R = Rp ps-

Krok 3. Z twierdzenia Fenchela o dualnoéci wiemy, ze istnieje Y* € L¢ bedace rozwig-
zaniem zagadnienia wystepujacego po prawej stronie réwnosci (C.2). Dowiedziemy,
ze (¢,Y ™) jest punktem siodtowym funkcji danej wzorem (3.12).

Zaczniemy od przeksztalcenia problemow pierwotnego i dualnego.

P=G(Bg) ™= sup (E[(B)Y*]-G*(Y")) 2 E[(Bo)Y*]-G*(Y*). (CA)
Y*elLd
Teraz zajmiemy si¢ problemem dualnym.

D= inf (B[(Bo)Y"] - G"(¥") < B(BI)Y ] - G"(¥"). (C.5)

Stad otrzymujemy tatwo, ze (¢, Y*) jest punktem siodtowym funkcji danej w (3.12).
Istotnie, korzystajac kolejno z (C.4), tego, ze P = D oraz (C.5), otrzymujemy
E[(B$)Y*]-G*(Y*) < P = D = inf, .z E[(B$)Y*] - G*(Y*), co dowodzi, ze
funkcja ¢ — E[(B¢)Y*] - G*(Y*) osigga swoje minimum w punkcie ¢. Podob-
nie, opierajac sie na (C.4), réwnosci P = D i (C.5), wnioskujemy, ze funkcja Y* —
E[(B¢)Y*]-G*(Y*) osiaga swoje maksimum w punkcie Y*. O

DowOD (LEMATU 3.3.16)

Krok 1. Uzasadnimy, ze istnieje rozwigzanie (Y*, P, B, G, §)-problemu pierwotnego
i warto$é tego problemu jest skoriczona, tzn. p(Y*) € R.

Istnienie rozwiazania wynika natychmiast z faktu, ze funkcja ¢ - E(Y*B¢)-G*(Y™*)
jest o(L>, L')-ciagla (zalozenie IV), a zbiér Rp p 5 jest (L, L')-zwarty na mocy
lematu C.1.1 i niepusty, poniewaz zbiér P jest dopuszczalny dla (B, G, 3). Wartosé
(Y*,75,B ,G, B)-problemu pierwotnego jest skonczona, co réwniez wynika z faktu,
ze zbibr P jest dopuszczalny dla (B, G, 3) (zatozenie 3.3.8). Dowiedliémy punktu b)
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tezy.

Znajdziemy warunki konieczne i wystarczajace na to, by zmienna losowa ¢¥" byla
rozwigzaniem (Y*,P, B, G, 3)-problemu pierwotnego. Przy okazji dowiedziemy, ze
istnieje rozwiazanie (Y*, P, B, G, §)-problemu dualnego.

Krok 2. Zauwazmy, ze zmienna losowa ¢¥ " jest rozwigzaniem (Y*, P, B, G, 3)-problemu
pierwotnego wtedy i tylko wtedy, gdy jest rozwigzaniem zagadnienia

inf E[(Bg)Y*]. (C.6)

P,B,3

Podobnie zauwazmy, ze miara AY" jest rozwiazaniem (Y*,75, B, G, B)-problemu du-
alnego wtedy i tylko wtedy, gdy jest rozwigzaniem zagadnienia

s {-E[B (- [ z0@@)] + [[(Fem1-s@n@@). )

XeA+(P)

Aby uprosci¢ notacje, znajdziemy postaé rozwiazania problemu (C.6). Wartosé pro-

blemu (C.6) (odp. (C.7)) oznaczmy przez p(Y*) (odp. d(Y*)). Zauwazmy, ze zacho-
dzi p(Y*) =d(Y*) wtedy i tylko wtedy, gdy

PY*) = d(v). (C38)

Zatem, aby dosta¢ punkt c) tezy lematu, wystarczy dowiesé (C.8).

Krok 3. Przedstawimy zagadnienie (C.6) jako pierwotny problem Fenchela.

Niech £ - przestrzen liniowa ograniczonych, mierzalnych funkcji rzeczywistych na
(P,S(P)). W szczegdlnosci przez 0, (odp. 1z) oznaczaé bedziemy funkcje stala,
réwna 0 (odp. 1). Ponadto przez <, oznacza¢ bedziemy relacje czesciowego porzadku
zdefiniowana dla par elementéw zbioru £ w sposob nastepujacy:

L<clholy-liel,={leLl:1(Q)>0VQeP).

Niech A (odp. A, ) oznacza przestrzen miar ze znakiem (odp. miar) na (P,S(P)),
ktore maja skonczone wahanie. £ i A sa algebraicznie dualne z forma dwuliniows
okreslong wzorem (I, \) := [ (Q)A(dQ) dla l € £ oraz X € A.

Na £ wprowadzamy topologie Mackeya 7(£,A) (Dodatek, definicja A.1.4). W ten
sposéb zapewniamy, ze A jest przestrzenia sprzezona do (L£,7(L£,A)). Ponadto z
twierdzenia A.1.7 wynika, ze L jest przestrzenig beczkows.

Okreslamy operator liniowy S : (L*, | [«) = (£,7(L,A)) wzorem

So(Q) = -Eg[B(1-¢)]. (C.9)
Udowodnimy, ze S jest ciagty.
Zdefiniujmy norme | - |z wzorem [l = supg.p [[(Q)| dla | € £. Poniewaz topo-
logia 7(L£,A) jest stabsza niz topologia wyznaczona przez norme | - |z, wystarczy
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udowodni¢, ze S jest ciagly, jako operator z (L, |- |le) do (£, || - | 2)-

[S¢1 = Sgallc =sup[S¢1(Q) - Sp2(Q)]

QeP
= sup [Eg[B(¢1 — ¢2)]| < |f1 — 2] 0 sup | E(B1))
QeP QeP
< g1 = G2l sup [E[1(B" Zg)]| < [ 61 = d2 | EL| B | sup | Zg| Lo
QeP QeP
=C||¢1 _¢2H°°v

gdzie C := | B*| supgp | Zollq < o0, gdyz zatozylismy, ze zbior P jest ograniczony w
normie L9. Wynika stad, ze S jest ciagly jako operator z (L*, | - |«) do (£, ] |z), a
wiec réwniez, jako operator z (L, |- |«) do (L£,7(L,A)).

Niech £, - 3:={l- [ : le L,}. Problem (C.6) mozemy zapisa¢ w postaci

Il {BI(BO)Y ] +Tr(6) + Ze, (50)). (.10)
Istotnie, ¢ € Rp p 5 wtedy 1 tylko wtedy, gdy ¢ € R 1 0z < S¢ + 3, wtedy 1 tylko
wtedy, gdy ¢ € R i istnieje [ € L, takie, ze Oy <, Sp+ [ = [, co jest réwnowazne
koniunkeji warunkéw: ¢ € R i S¢ = [-BeLl,-p.
Zauwazmy, ze zagadnienie (C.10) jest pierwotnym problemem Fenchela (A.1) dla
przestrzeni ¥V, W, operatora L = S oraz funkcji f:V - Ru{oo}, g: W > RuU {0}
okreslonych w sposob nastepujacy:

Viz (L, o), W= (L, 7(L,A)), L= S (C.11)
f(9) = E(Y*B¢) +Ir(9), g(1) = Ir, 5(1).

Zmierzamy do tego, by do zagadnienia (C.10) zastosowaé wersje twierdzenia Fen-
chela o dualnoéci dla przestrzeni beczkowej (Dodatek, twierdzenie A.2.9).

Krok 4. Sprawdzimy, ze spelnione sa zalozenia twierdzenia A.2.9.

Uzasadnimy najpierw, ze funkcje f i g okreslone w (C.11) sa wypukle i pélciagle z
dotu.

Funkcja f jest wypukta jako suma funkcji liniowej oraz funkcji wypuktej Zr. Row-
niez funkcja g jest wypukta, gdyz zbior £, — 3 jest wypukty.

Poniewaz zachodzi warunek I'V, funkcja f jest potciagta z dotu w topologii wyzna-
czonej przez norme |- |, gdyz jest pélciagta z dotu w stabszej topologii o (L, L1).
Uzasadnimy, ze funkcja g jest potciagla z dotu. L jest przestrzenig beczkowa, wiec
topologia 7(L, A), pokrywa sie z stabg topologia o(£,A) na mocy wniosku A.1.8.
W zwiazku z tym wystarczy dowies¢, ze g jest poétciagla z dotu w stabej topologii.
W tym celu pokazemy, ze zbior L, — 8 jest domkniety w stabej topologii. Zat6zmy,
ze ciag uogélniony (l,) € L, — 3 jest stabo zbiezny do pewnego [ € A. Sprawdzimy,
ze | € L, — 3. Zatozmy, ze tak nie jest, tzn. Z(Q) + ﬁ(@) < 0 dla pewnego Q € P.
Niech A € A, bedzie deltg Diraca w punkcie Q. Wowezas z definicji stabej zbieznosci
otrzymujemy

0>1Q)+ Q) = [[(UD)+BQAD) =lim [ (1.(Q) +H(@)AQ) >0,
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Otrzymalismy sprzecznosé, co konczy dowodd domknietych zbioru £, — 3.

Teraz sprawdzimy, ze dla funkcji f i ¢ oraz operatora S spelniony jest warunek
regularnosci 0 € core(dom( g) — Sdom( f )), gdzie core oznacza algebraiczne wnetrze
zbioru (Dodatek, definicja A.2.8). Zauwazmy, ze dom(g) = L, — 3 oraz dom(f) = R.
Zatem warunek do sprawdzenia przyjmuje postaé 0 € core(L, — - SR), co mozemy
roOwnowaznie zapisa¢ w sposoOb nastepujacy:

VieL3e>0Vte[0,e] tleL,-F-SR. Ustalmy dowolne [ € L. Wystarczy wskazaé
liczbe € > 0 taka, ze dla kazdego t € [0,¢] istnieje zmienna losowa ¢, € R taka, ze

H(Q) + B(Q) - EgB(1 - ;) > 0. (C.12)

Skorzystamy z zalozenia I. Niech m := infyp3(Q) > 0 oraz niech € := - > 0.
Dla t € [0,e] wezmy ¢; = 1 € R. Wowezas w (C.12), otrzymujemy t1(Q) + 5(Q) -
EoB(1-¢;) 2 —%m +m >0 dla dowolnego Q € P. W ten sposéb zakoniczylismy
sprawdzanie zatozen twierdzenia A.2.9.

Krok 5. Przypomnijmy, ze dualnym problemem Fenchela dla zagadnienia (C.10) jest
zagadnienie

sup [-f*(L"A) = g"(=N)], (C.13)
AeW*

gdzie W, L, f, g sa zdefiniowane w (C.11). Dowiedziemy, ze problem (C.13) jest réw-
nowazny zagadnieniu (C.7). Zaczniemy od wyliczenia g*(\) oraz f*(L*\).

g*(\) = 3gg(<l, A) =TIz, (1)) = sup (I,))

leLi-B

= Eq’ipU’A) ={B,A) =T () = (B, A), (C.14)

gdzie Lx:={ e A : ([,\)<0VieL,}.
FA(L*X) = sup (E¢S*A\ - EY*B¢ - Ir($)) = sup((S¢, A\) - EY*Bg).  (C.15)
el PR

Niech d bedzie wartoscia problemu (C.13). Wéwczas z (C.13), (C.14) i (C.15), do-
stajemy

= sp{-supl- [ BolB(1-)N@Q) - EL(BOY ]|~ (-0 + (5.3

AeA PeER

- s {-supl- [ EalB - N0 - FLBoY )+ (1),
Ae-L} PR P

gdzie —Lx={AeA: (,A)>0VieLl,}.

Pokazemy, ze —L% = A,. Niech A € —L£* i zalézmy, ze A ¢ A,. Wowczas istnieje

M e S(P) t. ze A(M) < 0. Wtedy dla [ := 1) € £, otrzymujemy (ILA) = M(M) <0,

co przeczy A e —L*.

Na odwrét, jezeli A € Ay, to (I,A) > (0,\) = 0 dla dowolnego [ € L., co dowodzi, ze

Ae-Lx.

Stad

- sup{(})g;[ [ BB - 9)AaQ) + B Bo] - [ ﬁ(@)A(d@)}. (.16

ey
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Niech I := [z Eg[B(1 - ¢)]A\(dQ). Uzasadnimy, ze mozna zmieni¢ kolejnosé catko-
wania, skad otrzymamy

I- E[[P B(1 - 6)Zo\(dQ)|. (C.17)

Ustalmy A € A,. Wowezas (Q,F,P) i (P,S(P),\) sa przestrzeniami z miarami
skoriczonymi. Ponadto dla kazdego ¢ € R funkcja
fo:QxP —[0,00] okreslona wzorem

fo(w,Q) = B(1 - ¢)(w)Zg(w)

jest F® .S (’P) mierzalna, co wynika z faktu, ze zmienna losowe B(1 - ¢) oraz Zg sa
F-mierzalne, a S (77) jest o-ciatem wszystkich podzbioréw P. Ponadto dla dowolnych
AeAN 1peR

[LEIB1-6)ZMiQ) € [ B(B120)\dQ) <

%)
[sw Bo(BUAQ) < sup | Zol, | B1,A(P) < oo,
P Qep QeP

przy czym (*) wynika z dodatniosci operatora B (warunek I17), w (#x) skorzysta-
lidmy z nieréwnosci Holidera, a w (* * %) z zalozenia, ze zbiér P jest ograniczony
L4 oraz z tego, ze A jest miara skonczona. Stosujac twierdzenie Tonelli (Dodatek,
twierdzenie B.2.4), dostajemy (C.17), skad

I = E[B(1-9) [5ZgA\(dQ)]. Stad oraz z (C.16), otrzymujemy

i sup{inf[E[Bu -0) [ ZMa)] E[<B¢>Y*]] -/ ﬁ(@)A(d@)}

AeA, | <R

@ sup{lnflE *—/752@)\(6@))]]+[75(E@Bl—ﬁ((@)))\(dQ)}, (C.18)

e, |9€R

przy czym w (*) skorzystaliSmy z tw. Tonelli, co jest uprawnione, poniewaz

fE (Bl)Z@]A(d@Vzug | Zallo| BLIpA(P) < oo. (C.19)

Pokazemy, ze

[(qu) - [ Zera) ] [ - Z@Md@))] (©.20)
dla dowolnego A € A,. W tym celu uzasadnimy, ze
fﬁZ@/\(d@) e L, (C.21)

stosujac nier6wno$¢ catkowa Minkowskiego (Dodatek, twierdzenie B.2.2).
Ustalmy dowolng miar¢ A € A, i rozwazmy parg przestrzeni z miarami skoficzonymi:

(Q,F,P)i(P,S(P),\). Niech ponadto h:Q x P - R bedzie funkcja dang wzorem
h(w,Q) = Zg(w), dla (w,Q) e 2 xP.
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Funkcja v jest mierzalna wzgledem F ® S (73) poniewaz Zg jest F-mierzalna dla
Qe P, aS(P) jest o-ciatem wszystkich podzbioréw P. Dla przestrzeni (Sy, Hq, 1) =
(Q, F,P), (Sy,Ha, p12) = (P,S(P), \) funkeji f = h oraz r = ¢ spelnione sg zalozenia,
przy ktorych zachodzi nierownosé catkowa Minkowskiego. Istotnie,

Js

poniewaz A jest miarg skoficzona, a zbiér P jest ograniczony w L. Zatem, stosujac
twierdzenie B.2.2, otrzymujemy || /5 ZQ)\(dQ)Hq < [51Zg]A(dQ) < o0, co dowodzi
(C.21) i implikuje (C.20). Poniewaz Y* - [5 ZgA(dQ) € L9, to z zalozenia I'V wynika,
ze

,sup [ Zo[4A(dQ) = M(P)sup | Zgl, < oo, (C.22)
QEP QeP

B (v - f Zo\(dQ)) (C.23)
P
mozna utozsamic z pewng catkowalng zmienng losowa, ktorg oznaczymy przez vy y+.
Woéwezas

d= sup{inf E¢vyy- + fp (EgB1- ﬂ(@)))\(d@)}. (C.24)

AeA, | 9€R
Zauwazmy, ze kres dolny w wyrazeniu wystepujacym po prawej stronie powyzszej
rownosci jest osiggany dla zmiennych losowych spelhiajacych warunki

_ 17 gdy V)\,Y* ((.U) < Oa
¢(W) - { 07 gdy V)\,Y*(w) > 07

skad otrzymujemy

d= Sup{—EV;’Y* + fﬁ(E@Bl - 6(@))/\(d@)} =d(Y™), (C.25)

AeA

przy czym w ostatniej rownosci skorzystaliSmy z oznaczenia c/l\(Y*) dla wartosci
(C.7). Dowiedlismy, ze dla V, W, B, f, g okreslonych w (C.11) zagadnienie (C.13)
zapisuje sie w postaci (C.7). Zdefiniujmy funkcje hg() := —Eviy.+ fﬁ(E@(Bl) -
ﬁ((@)))\(d(@), A € A,. Zauwazmy, ze funkcja hy jest dobrze okreslona, poniewaz
Vyy € L' oraz zbiér P jest ograniczony w L9. Ponadto

d(Y*) = sup ha(N). (C.26)

AeA,

Funkcja hg postuzymy sie w dalszej czesci dowodu.

Krok 6. Zagadnienia (C.6) i (C.7) sa problemami dualnymi w sensie Fenchela, co
wynika nastepujacych obserwacji:

-Zagadnienie (C.6) jest pierwotnym problemem Fenchela dla V, W, B, f, g okreslo-
nych w (C.11). (z kroku 3)

-Dualny problem Fenchela przyjmuje postaé (C.13). (z kroku 5)

-Dla VW, B, f, g okreslonych w (C.11) zagadnienie (C.13) zapisuje sie jako (C.7).
(z kroku 5)

UzasadniliSmy, ze zachodzi punkt a) tezy lematu.
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Krok 7. Dowodzimy, ze p(Y ™) = cT(Y*) oraz istnieje miara \Y" bedaca rozwiazaniem
problemu (C.7).

Warto$¢ pierwotnego problemu Fenchela (C.6) (odp. dualnego zagadnienia (C.7))
wynosi p(Y*) (odp. d(Y*)). W kroku 4 sprawdziliémy, ze spelione sg zalozenia
twierdzenia A.2.9, z ktérego wynika, ze p(Y*) = d(Y*), co daje (C.8). Poniewaz
p(Y*) € R namocy kroku 1 oraz Y* € dom(G*), top(Y*) = p(Y*)+G*(Y*) € R. Stad
iz (C.8) wynika, ze rowniez wartosé¢ problemu dualnego (C.7) jest skoficzona i w tej
sytuacji twierdzenie A.2.9 gwarantuje istnienie miary \Y" € A, bedacej rozwiazaniem
zagadnienia (C.7). Ponadto z réwnosci (C.8) i z kroku 2 wiemy, ze p(Y*) = d(Y™),
co dowodzi punktu c) tezy.

Krok 8. Z réwnosci 0 = p(Y*) - cT(Y*) wywnioskujemy warunki konieczne na to,
by zmienna losowa ¢¥ " (odp. miara A\Y") byla rozwigzaniem pierwotnego problemu
Fenchela (C.6) (odp . dualnego problemu Fenchela (C.7)).

Zdefiniujmy funkcje h,: R - R wzorem h,(¢) = E[(Bp)Y*].

Zauwazmy najpierw, ze dla dowolnego ¢ € R i A € A, zachodza réwnosci

hy(6) = E[6(B'Y*)] - E[qs(B*Y* B Z@Md@))] ‘ EMB* Ji Z@A(d@))] _
Bloviy) - Blomsy.)+ B|of B [ 20| = 1i0.0) + 0.3) + (o)
przy czym vy ys jest zmienng losowa utozsamiang z funkcjonatem (C.23).

Zauwazamy, ze I3(¢, \) mozna zapisa¢ w postaci I3(¢, \) = E[B(b I5 ZQA(dQ)]. Po-

niewaz [ EgBoA(dQ) < A(P)supgep EgB1 < sup@ep | Zo 4| B1], < o0, do Is(é,\)
stosujemy twierdzenie Tonelli, otrzymujac I3(¢, \) [73 EoBpA(dQ). St@d

() = B(6v3y-) = B(93y-) + [ Bo(BOA(Q) (c.27)

Z krokéw 11 2 wiemy, ze warto$¢ p(Y*) pierwotnego problemu Fenchela jest przyj-
mowana dla pewnej zmiennej losowej ¢¥ . Stad oraz z (C.27) otrzymujemy

PY) = hy(8) = B8 15y) = B viy) + [ Bo(BE M)
= (82 + BN + (6N (C.28)

dla dowolnej miary A € A,. Z kroku 7 wiemy, ze istnieje miara A\Y" bedgca rozwig-
zaniem dualnego problemu Fenchela (C.7). W szczegélnosci wstawiajac A = AY" do
(C.28), dostajemy p(Y*) = I (@Y, AY") + Ip(@¥ ", AY") + I3 (@Y " AY") = I} + I, + .
Ponadto z (C.26) i kroku 7 wynika, ze d(Y*) = hg(\Y") = ~Evgy. .+ [3[Eo(B1) -
ﬁ(@)]j\y* (dQ) =: I+ I5. Na mocy twierdzenia A.2.9 zachodzi mocna dualnosé, skad

=p(Y™*) - d(Y) L+ lL+I3—(Iy+15)=(-Iy+ L)+ L1+ (I3-1I5) =
E[(1 =8 Yoy + B[ v +f7, _Eg[B(1-¢")]+ B(Q)]\ (dQ).
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Suma catek z nieujemnych funkcji jest réwna 0 wtedy i tylko wtedy, gdy kazda z tych
funkcji jest p.n. réwna 0. Oznacza to, ze zmienna losowa ¢¥" bedgca rozwiazaniem
pierwotnego problemu Fenchela spelnia warunki (3.15) i (3.16), w ktérych wystepuje
miara AY", ktéra, na mocy kroku 2, jest rozwigzaniem (Y, P, B, G, 3)-problemu
dualnego. Ponlewaz @Y jest rozwigzaniem (Y*,P,B,G, 3)-problemu pierwotnego,
otrzymaliémy nastepujaca implikacje: jezeli ¢¥ " jest rozwigzaniem (Y*, P.B,G ,3)-
problemu pierwotnego, to spetnia warunki (3.15) i (3.16), w ktérych wystepuje miara
A" bedgca rozwigzaniem (Y*, P, B, G, §)-problemu dualnego.
Krok 9. Pokazemy dostatecznosé¢ warunkéw (3.15) i (3.16), tzn. dowiedziemy, ze jezeli
dla zrandomizowanego testu ¢ € Rp s (odp. miary A € A,) spetnione sg warunki
(3.15) i (3.16), to ¢ (odp. \) jest rozwiazaniem problemu (C.6) (odp. zagadnienia
(C.7)). Stad oraz z kroku 2 wyniknie natychmiast, ze ¢ (odp. \) jest rozwigzaniem
(Y*,75, B, G, B)-problemu pierwotnego (odp. (Y*,75, B, G, 3)-problemu dualnego).
7 twierdzenia A.2.9 wiemy, ze zachodzi staba dualnosé, tzn. p(Y*) > d(Y™*), skad w
szczegolnosci wynika, ze

() > ha(\) (C.29)
dla dowolnego ¢ € R p 5 oraz A € A,. Poniewaz dla Zmiennej losowej ¢ € Rp p.s
(odp. miary A € A,) spelnione sa warunki (3.15) i (3.16), t

() = 16,0 + B(6. ) + (8,2 = B(905,.) - B(0v5,.) + [, Eo(BONAQ)
= -B(@v5,)+ [ Bo(BOMIQ) = ha(). (C.30)

Stad oraz z (C.29) wynika, ze E[(B¢)Y*] = hy(¢) 2 ha(\) = hy(¢) = E[(B¢)Y ] dla
dowolnego ¢ € R 5 5, co 0znacza, ze ¢ jest rozwigzaniem problemu (C.6). Podobnie
dla dowolnej miary A € A, otrzymujemy

-E[B (V" - [ ZoM@Q)] + [ (Eo(B1) - B@)MAQ) = ha(N) < 1y (9) =
ha\) = =E[B" (V" = [ ZeMd@)] + [[(Ee(B1) - BQ@)AQ),

skad wynika, ze A jest rozwigzaniem zagadnienia (C.7). O

DOwOD (TWIERDZENIA 3.3.17)
Punkt 1. (odp. punkt 2.) tezy twierdzenia wynika natychmiast z twierdzenia 3.3.12
(odp. lematu 3.3.16).
Przechodzimy do dowodu punktu 3. Niech ) (odp. Y+ ) bedzie dowolnym rozwia-
zaniem (73 B, G, B)-problemu pierwotnego (odp. (73 B, G, 3)-problemu dualnego)
oraz niech A bedzie dowolnym rozwiazaniem (Y* P, B,G, 3)-problemu dualnego. 7Z
twierdzenia 3.3.12 wiemy, ze ((;5 Y*) jest punktem smdlowym funkcji H okreslonej
w (3.12) takim, ze
inf E[(B¢)Y*]-G*(Y*) = E[(Bo)Y*]-G*(Y™).
€R5,B,s
Wiynika stad, ze ¢ realizuje minimum (?*,75, B, G, 3)-problemu pierwotnego. Stad
i z lematu 3.3.16 zastosowanego do Y* = 17*, dostajemy teze. O
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DowOD (LEMATU 3.3.19)

Wystarczy uzasadnié, ze zalozenie o ograniczonosci zbioru P w L9 mozna zastapi¢
zatozeniem 3.3.18.

W dowodzie lematu 3.3.16 korzystamy z ograniczonosci zbioru P w L4 czterokrotnie:
a) Sprawdzajac, ze operator S okreslony w (C.9) jest ciagly.

b) Dowodzac (C.17) w oparciu o twierdzenie Tonelli.

¢) W (C.19), sprawdzajac zalozenia potrzebne do ponownego zastosowania tw. To-
nelli.

d) Dowodzac (C.21), co jest potrzebne do uzasadnienia réwnosci (C.24).
Oméwimy teraz, jak dowie$¢ a) — d), korzystajac z zalozen lematu, zamiast ograni-
czonoéci P w LA,

Ad. a) Ciaglos¢ operatora S wynika z oszacowania

[S1 = Soallc < (sup EgB1) |61 - 2o
QeP
oraz z warunku (B) w zalozeniu zalozenia 3.3.18.
Ad. b) Aby dowies¢ (C.17) w oparciu tw. Tonelli, podajemy oszacowanie

[75 E|B(1 - $)ZglA(dQ) < [zug Eo(B1)]- \(P) < .
€

Analogicznie postepujemy w przypadku c)

A zatem zastapienie zalozenia o ograniczono$ci zbioru P w L¢ warunkiem (B) z
zatozenia 3.3.18, pozwala dowie$¢ a), b) oraz c). Zauwazmy teraz, ze po dokonaniu
takiego zastapienia nie mozna udowodnié (C.21) za pomoca nieréwnosci catkowe;
Minkowskiego, postepujac tak, jak w (C.22). Przypomnijmy, ze (C.21) jest potrzebne
do wywnioskowania réwnosci (C.24) z (C.20), (C.18) i zalozenia IV. Zamiast do-
wodzi¢ (C.21), pokazemy, ze z zatozenia IV oraz z warunku (A) w zalozeniu 3.3.18
wynika istnienie zmiennej losowej vy y» € L1, dla ktérej zachodzi

El[(Bd))(Y* - LZ@A(dQ))] = E(¢vpy+) dla gpe L™, Y* e L2 (C.31)

Stad oraz z (C.18) dostaniemy (C.24). Przechodzimy do dowodu réwnosci (C.31).
Warunek IV w zalozeniu 3.3.9 (odp. warunek (A) w zatozeniu 3.3.18) gwarantuje, ze
funkcjonat liniowy ¢ - E[(B¢)Y *] (odp. funkcjonat liniowy ¢ - E[(B¢) [5 ZoA(dQ)]
) przyjmuje posta¢ ¢ - E¢&y~ dla pewnego &y+ € Lt (odp. ¢ — E(¢Lgp ) dla pew-
nego Lp € L' ) Wynika stad, ze

Vay+ =&yx = Lp

definiuje zmienna losowa catkowalna, dla ktorej zachodzi (C.31), skad wynika (C.24).
O

DowOD (TWIERDZENIA 3.3.20)

Dowdd przebiega analogicznie, jak dowo6d twierdzenia 3.3.17 z jedna réznica. Po-
niewaz nie mozemy bezposrednio stosowaé¢ lemat 3.3.16, gdyz nie jest spelnione
zatozenie V' I, korzystamy z lematu 3.3.19. O
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Dodatek D

Indeks oznaczen

Oznaczenia podstawowe

Aix BAE Z

L(L», L9)

dom(F)
core(A)
conv(A)
VX—

a(V, W)
a(V,V*)
a(V*,V)
- lv
T(V, W)
f>(—

zbiér liczb naturalnych: {1,2,...}

zbiér liczb rzeczywistych

=Ru{zoo}

wartos¢ nieokreslona

=Ru{k}

przestrzen liniowych i cigglych operatoréw z LP do L4, 1<p,q< oo
funkcja charakterystyczna zbioru C'(w analizie wypuktej)
dziedzina efektywna funkcji F':V - R

algebraiczne wnetrze zbioru A

zbiér skonczonych kombinacji wypuktych elementéw zbioru A
przestrzen topologicznie sprzezona do przestrzeni V

staba topologia dla pary przestrzeni V i W

staba topologia przestrzeni V

staba* topologia przestrzeni V*

norma przestrzeni V

topologia Mackeya dla pary przestrzeni V i W

transformata Fenchela-Legendre funkcji f
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Oznaczenia probabilistyczne
Niech (€2, F,P) bedzie przestrzenia probabilistyczng z filtracja F = (F;)L,, T € N.

T
T
)
Py
Pe
(Pe ) g

Qg
)

EY

Var(Y)
E(Y|G)
Var(Y|G)
cov(X,Y1G)

AX,
Z(U)

Z.(U)

={0,1,...,T}

- T {i)

zbioér miar probabilistycznych absolutnie cigglych wzgledem P
zbioér miar probabilistycznych absolutnie cigglych wzgledem P
o gestosciach istotnie ograniczonych wzgledem P

zbiér miar probabilistycznych réwnowaznych P

ot (3]
dQ

. ay_ 2
Qe Qt. ze F g [

Qe(P.)g : QcP.

zbiér strategii samofinansujgcych o wartosciach w RF*!, ke N
wzgledem filtracji F

wartos¢ oczekiwana zmiennej losowej Y

wariancja zmiennej losowej Y

warunkowa wartos¢ oczekiwana zmiennej losowej Y
pod warunkiem o-ciata G

warunkowa wariancja zmiennej losowej Y

pod warunkiem o-ciata G

warunkowa kowariancja zmiennych losowych

X 1Y pod warunkiem o-ciata G

=X; - X, 1, te€Ty, X — adaptowany proces

zbior ciagbéw funkcji Z = (Z%)er, takich, ze

Zt U — (PE)]:z_17 U1 € Fiq, teT.

zbiér elementéw zbioru Z(U)

reprezentujacych zgodny wybér wzgledem F
gestosé wzgledem P miary probabilistycznej Q € P
o-ciato wszystkich podzbioréw zbioru P € P

zbioér miar ze znakiem o skonczonym wahaniu
okreglonych na S(P), P c P

zbiér miar o skoficzonym wahaniu okreslonych na S(P), P ¢ P
= L>(Q,F,P)

=LY(Q,F,P)

zbiér zrandomizowanych testow

={peR : EgB(1-¢)<3(Q) VQeP}, gdzie Pc Py, Be L(X,)),

0B : Py, - R - funkcja ograniczona, mierzalna
iloczyn kartezjanski o-cial G i H
Z-warunkowa warto$¢ oczekiwana X pod warunkiem G
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Oznaczenia z matematyki finansowej
Niech na przestrzeni (2, F,P) z filtracja F = (F; )7 dany bedzie model rynku M.
Wowcezas wprowadzamy oznaczenia

P(M)
Py(M)

=(H)
Ei(H)
II(H)
V(§)
Ay

1% (H)
Zm(U)
240

Vo

zbiér miar martyngatowych w modelu rynku M

zbiér miar martyngatowych w modelu rynku M o gestosciach
ograniczonych

zbior proceséw ceny arbitrazowej wyptaty H

zbiér cen arbitrazowych wyplaty H w chwili ¢, t € T

proces ceny arbitrazowej osiggalnej wyptaty H

proces wartosci strategii £ € ¢

zbior dopuszczalny dla miary ryzyka p

proces ceny wyplaty H zgodny z Z

zbior schematéw wyceny

zbiér schematow dopuszezalnych dla wyceny wyptaty H
zbior strategii, ktérych proces wartosci jest nieujemny i w chwili 0

nie przekracza Vj
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