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Streszczenie

Model ptynu mikropolarnego jest uogélnieniem klasycznego modelu hydrodynamiki - modelu
Naviera-Stokesa w tym sensie, ze bierze pod uwage mikrostrukture ptynu. Celem tej rozprawy
jest badanie tego modelu w kontekscie badan nad turbulencja przeptywéw. Waznym aspektem
tych badan jest problem opisu przeptywu za pomoca skoriczonej liczby parametrow i temu
problemowi zostata poswiecona gtéwna czesé rozprawy.

Jako wstep do dalszych rozwazari udowodnitem istnienie i jednoznacznosé globalnych roz-
wigzan, ponadto przy zalozeniu, ze sity sg niezalezne od czasu i naleza do pewnej przestrzeni
Gevrey’a pokazalem, ze rozwiagzania sa analitycznymi funkcjami czasu o wartosciach w innej
przestrzeni Gevrey’a. Wykazalem istnienie globalnego atraktora i oszacowalem jego wymiar
fraktalny oraz oszacowatem liczbe harmonik i weztéw determinujacych. Uzyskane wyniki po-
rownalem z analogicznymi wynikami dla réwnan Naviera-Stokesa. Wyprowadzitem oszacowa-

nia drabinowe, wiazace ewolucje N-tych seminorm rozwigzan z seminormami nizszego rzedu.

!Praca powstala przy wsparciu Ministerstwa Nauki i Szkolnictwa Wyzszego z grantu promotorskiego
N201 034 32/2270



Dynamics of solutions for micropolar fluid equations on

two-dimensional torus?
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Abstract

The micropolar fluid model is an generaliation of the classical model in hydrodynamics -
Navier-Stokes model, in that sense that it takes into account the microstructure of the fluid.
The aim of this thesis is the study on this model in the context of study on turbulence. One
of the most important aspects of this study is the finite-dimensionality of the flow. The main
part of this dissertation was devoted to this issue.

I proved the existence and uniqueness of global solutions as a preliminary to subsequent
considerations, moreover I showed that the solutions are analytic functions of time with values
in Gevrey space. I proved the existence of a global attractor and estimated its fractal and
Hausdorff dimension. The number of determining modes and nodes was also estimeted. The
obtained results was compared with analogous results for the Navier-Stokes equation. The
ladder-type estimates, connecting the evolution of the N —th seminorm with seminorms of the

lower order.

2This PhD thesis has been supported by Ministry of Science and Higher Education of Poland, grant
N201 034 32/2270
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Rozdziat 1

Wprowadzenie. Problematyka rozprawy

1.1 Plyny nieNewtonowskie

Klasyczny model w hydrodynamice, model Naviera-Stokesa, jest uzywany i badany od wielu
lat i wiadomo bardzo duzo o przeptywach dwuwymiarowych (wiele wynikow zostato zebranych
w ksiazce [17]). Jednak dotychczas nie udalo sie znalezé¢ odpowiedzi na fundamentalne pytanie:
czy istnieja globalne w czasie i regularne rozwigzania, gdy obszar przeptywu jest trojwymia-
rowy. Ponadto model ten ma jeszcze jedno wazne ograniczenie - z definicji nie opisuje ptynow
posiadajacych mikrostrukture.

Model ptynu mikropolarnego, rozwazany w rozprawie a wyprowadzony w [9], opisuje ptyny
posiadajace mikrostrukture np. krew, ciekle krysztaly, ciekte polimery [35, 36]. Model ten po-
wstaje przez dodanie do réwnan Naviera-Stokesa dodatkowego réwnania wyrazajacego zasade
zachowania momentu pedu oraz pewne sprzegniecie rownan. Dzieki takiej konstrukcji mo-
del ten zawiera w sobie, jako przypadek szczegdlny, model Naviera-Stokesa. Rownania ptynu

mikropolarnego maja postaé

%—(u+yr)Au+(u-V)u+Vp:2Vrrotw+f, (1.1)
divu =0, (1.2)

Ow :
E—ozAw—ﬁVd1vw+(u-V)w+4yrw:2VTrotu+g, (1.3)

gdzie u = (uy,us,ug) jest polem predkosci ptynu, p - cisnieniem, a w = (wy, ws,ws3) - polem
mikrorotacji okreslajacym predkosci katowe obracajacych sie¢ czastek. Pola f = (fi, fo, f3)
ig=1(91,92,93) sasitami i momentami zewnetrznymi dziatajacymi na ptyn. Stale v, v, a oraz
(3 sa dodatnie i reprezentuja wspotezynniki lepkosci. W réwnaniach (1.1) - (1.3) i w calej pracy

zaktadamy, ze ptyn jest niescisliwy a jego gestos¢ jest rowna jeden.
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Celem tej rozprawy jest badanie modelu ptynu mikropolarnego w kontekscie badari nad
turbulencja przeptywow. Waznym aspektem badan turbulencji jest problem skorniczonej wymia-
rowosci przeptywu tzn. moznosci opisu przeptywu za pomoca skoriczonej liczby parametrow.

Temu zagadnieniu zostanie po§wiecona gléwna czes¢ tej pracy.

1.2 Problem skoniczonej wymiarowosci przeptywu

Argumenty fizyczne wskazuja na to, ze asymptotyczne w czasie zachowanie sie pewnych ukta-
dow dyssypatywnych, w tym niektérych rownan hydrodynamiki, mozna opisa¢ za pomoca
skoriczonej liczby parametrow |27, 28, 29]. W szczegdlnosci dotyczy to przeptywow turbulent-
nych. Pierwsze Sciste wyniki w tej dziedzinie, to prace Foiasa i Prodiego [11], Ladyzenskej [31]
oraz Foiasa i Temama [12| dotyczace rownan Naviera-Stokesa. W [11]| pokazano, ze jezeli pewna
liczba harmonik Fourierowskich dwoch roznych przeptywoéw ma takie samo zachowanie asymp-
totyczne, to cate przeplywy réwniez asymptotycznie zachowuja sie tak samo. Sugeruje to, ze
do opisu asymptotyki przeplywu wystarczy skoniczona liczba harmonik. W [31] udowodnio-
no istnienie globalnego atraktora dla dwuwymiarowego przeptywu w obszarze ograniczonym,
a w [12] pokazano, ze jego wymiar fraktalny jest skonczony i oszacowano go w zaleznosci od
paramertow przepltywu.

Istnienie atraktora globalnego jest jedng z wazniejszych cech uktadu dynamicznego. Atrak-
tor globalny to zwarty, niezmienniczy podzbior przestrzeni fazowej, ktory przycigga zbiory
ograniczone. Jego wymiar moze by¢ interpretowany jako ograniczenie na liczbe stopni swobo-
dy uktadu ewoluujacego przez dtugi czas [37, 44]. Powstaje wiec pytanie czy i w jaki sposob
mozna uktad nieskonczene wymiarowy, generowany przez potgrupe zwigzana z rownaniami ro6z-
niczkowymi czastkowymi, przybliza¢ przez uktad skonczenie wymiarowy np. skonczony uktad
rownan roézniczkowych zwyczajnych. Okazuje sie, ze w pewnych przypadkach mozna opisaé
stan uktadu znajac wartosci predkosci w skoriczonym zbiorze punktéw w obszarze przeptywu
[18, 38]. Dotychczas udowodniono to dla rozwiazan analitycznych.

W przypadku uktadéw nieautonomicznych, nie posiadajacych atraktora w klasycznym sen-
sie, mozna postawi¢ pytanie, jakie warunki musza by¢ spelnione, aby dwa rézne przeptywy
mialy takie samo zachowanie asymptotyczne. Odpowiedzia sg np. harmoniki lub wezly de-
terminujace. W pierwszym przypadku rozwijamy rozwiagzania w szeregi Fouriera i pytamy ile
pierwszych harmonik musi mie¢ takie samo zachowanie asymptotyczne dla duzych czasow, ze-
by réwniez cale przeptywy asymptotycznie zachowywalty sie tak samo. W drugim wybieramy
zbiér punktéw w obszarze przeptywu i pytamy jak wiele ich potrzeba i jak musza byé rozto-
zone w obszarze przeptywu, zeby ze zbieznosci rozwiazan do siebie w tych punktach wynikata

zbiezno$¢é w catym obszarze przeptywu. W [11] pokazano, ze jezeli réznica pomiedzy pew-
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na liczba pierwszych N harmonik Fourierowskich dwoch rozwiazan rownan Naviera-Stokesa
zbiega do zera, dla czaséw dazacych do nieskoriczonosci, to cale rozwigzania asymptotycz-
nie zachowuja sie tak samo. Nastepnie poprawiano oszacowanie na N w [17] i [25]. Szukano
réwniez innych niz harmoniki Fourierowskie rodzajow stopni swobody. Foias i Temam w [14]
za stopnie swobody przyjeli wartosci predkosci w pewnej liczbie punktoéw (zwanych weztami)
w obszarze przeplywu, a Jones i Titi w [24] srednie wartosci predkosci w kwadratach, na ktore
podzielony jest obszar przeptywu. Czytelnika zainteresowanego ogélniejsza dyskusja na temat
stopni swobody odsytamy do pracy [5].

Model ptynu mikropolarnego byt pod tym katem badany przez m.in. Lukaszewicza, ktory
w [33] pokazal istnienie atraktora i oszacowal jego wymiar i Szope, ktory w [40] oszacowal
liczbe harmonik determinujacych. Obie prace dotyczyly przeptywu w ograniczonym obszarze
ptaskim z warunkiem Dirichleta na brzegu.

W pracy poréwnamy modele Naviera-Stokesa i ptynu mikropolarnego, aby zbadaé¢ jak
liczba stopni swobody zalezy od modelu. Bedzie nas interesowaé zalezno$é oszacowan od v, —
parametru, ktory w pewnym sensie rozroznia te modele (dla v, = 0 nastepuje rozsprzegniecie
rownan - uktad "rozpada sie" na rownanie Naviera-Stokesa i rownanie na rotacje czastek) oraz

od warunkéw brzegowych — poréwnamy oszacowania dla warunku okresowego i Dirichleta.

1.3 Postawienie zagadnienia poczatkowo-brzegowego roz-

wazanego w rozprawie

Przypomnijmy, ze rownania ptynu mikropolarnego, wyprowadzone przez Eringena w [9] maja

postac
%—(V—i—ur)Au—l—(u-V)u—i—Vp:2yrrotw+f, (1.4)
divu =0, (1.5)
Ow .
E—ozAw—ﬁlevw+(u-V)w+4ww:21/rrotu+g, (1.6)

gdzie u = (uy,us,ug) jest polem predkosci ptynu, p - cisnieniem, a w = (wy, ws,ws) - polem
mikrorotacji okreslajacym predkosci katowe obracajacych sie czastek. Pola f = (fi, fo, f3)
ig=1(91,92,93) sasitami i momentami zewnetrznymi dziatajacymi na ptyn. Stale v, v, a oraz
[ sa dodatnie i reprezentuja wspotczynniki lepkosci. Zaktadamy, ze ptyn jest niescisliwy a jego
gestosé jest rowna jeden.

W rozprawie tej bedziemy rozpartywaé przeptyw dwuwymiarowy w kwadracie Q C R2
Przeptyw taki moze by¢ interpretowany jako ruch ptynu w ptaszczyznie 3 = const przecina-

jacej kostke Q C R3 przy nastepujacych zalozeniach: pola zewnetrzne oraz sam ruch nie zaleza
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od x3. Mozemy to osiagna¢ w nastepujacy sposob: zaktadamy, ze sktadowa predkosci usz jest
zerowa oraz ze osie obrotu czastek pltynu sa prostopadle do plaszczyzny (x1,z5). Powyzsze
zalozenia implikuja, ze pola u,p,w przyjmuja postaé: u = (uy(z,t), us(z,t),0), p = p(x,t),
w = (0,0,ws(z,1)), gdzie v = (1, 22) € Q. Niech f = (fi(x,1), fo(,1),0), g = (0,0, g3(z,1)),
wtedy wstawiajac u, p,w w powyzszej postaci do uktadu (1.4) - (1.6) otrzymujemy nastepujacy
uktad réwnan opisujacy przeptyw pltynu w Q:

8u1 Y LU ouq ouy op Ows

e o +u28:c2 + o :2Vra s 2 4 f1 (1.7)
a{;f (v + vp)Aug + ulg + uzg—zz + ;—i = —2Vrgw1 t f, (1.8)
2—51 4 g—zz =0, (1.9)

% + alws + ulg— +u g—:z + dv,ws = 2u, (gzj gz:) + gs. (1.10)

Aby napisa¢ rownania (1.7) - (1.10) w bardziej zwartej postaci zmienimy nieco notacje. Od
teraz r = (xl,I'Q) € Q7 U = (Ul(l',t),UQ(x,t)), b= p(l’,t), w = (,()3(.757{;), f - (fl(x,t),fg(l',t)),
g = g3(x,t) oraz

8uQ 8u1 . 8u1 @UQ 6(4) E)w
rotu = — — —, divy = — + — rotw = —,——).
81'1 81’2 8x1 81’27 8902’ 8x1
Mozemy wiec napisa¢ uktad (1.7) - (1.10) w nastepujacej formie
du
i —(v+v)Au+ (u-V)u+ Vp =2y, 10t w + f, (1.11)
divu =0, (1.12)
ow
i aAw + (u - V)w + 4v,w = 2, rot u + g. (1.13)

W rozprawie bedziemy rozwazac¢ uklad réwnan (1.11) - (1.13) z warunkiem poczatkowym

u(z,0) =up(x), w(z,0)=wi(z), ze€@
i okresowym warunkiem brzegowym

u(x + Leg,t) = u(z,t) Ve eR: V>0, i=1,2,
w(z + Leg,t) = w(x,t) VzeR? Vi>0, i=1,2,

gdzie ey, ey jest kanoniczng baza w R? a L jest okresem w i -tym kierunku, @ = (0, L)%
Ponadto, dla uproszczenia rozwazan bedziemy zaktadac¢, ze srednie u,w, f, g na ) sa réwne

zero. Pokazemy, ze nie prowadzi to do ograniczenia rozwazan.
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Wprowadzmy érednie u and w na Q:

1 oznaczmy

U=my,+u w=m,+o. (1.14)

Srednie m,, oraz m,, sa wyznaczone wprost przez dane. Po scatkowniu (1.11) i (1.13) na Q,

uzywajac (1.12), warunkoéw brzegowych i twierdzenia Stokesa, otrzymujemy

d 1
L (t) = my(0) -3 Q/ fa.t)da,

d 1
%mw(t) + 4v,my, () = my(t) == 0] Q/g(xat) dzx,

skad wynika, ze

Po wstawieniu (1.14) do (1.11) i (1.13) mamy
i

o7~ )AL (@ V)i (my - V)i 4 Vp = 2wy 1ot o + f. (1.15)
divu =0, (1.16)
g—j —aAw + (a-V)o + (my - V)@ + 40,0 + 4v,m,, = 2v, rot G + g, (1.17)

gdzie f = f —my, g = g — my. Poniewaz wielkosci m,, i m,, sa znane, rozwazania dotyczace
uktadu (1.15) - (1.17) sa podobne do rozwazan dotyczacych uktadu (1.11) - (1.13). Dla uprosz-
czenia zalozymy wiec, ze Srednia predkosé i rotacja znikaja: m, = m, = 0. Dzieki temu mamy
nierownos¢ Poincaré, ktora pozwala na wprowadzenie wygodniejszych w uzyciu iloczynoéw ska-
larnych w przestrzeniach V' oraz H ;er (przestrzenie te zostang zdefiniowane w podrozdziale 2.1.
Ponadto w przypadku, gdy srednia jest niezerowa pojawiaja sie problemy z operatorem Sto-
kesa - nie jest dodatnio okreslony, nie jest 1 — 1, poniewaz funkcja stala jest elementem jego

dziedziny, co pociaga za soba, ze nie jest on odwracalny.
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Ostatecznie bedziemy wiec rozwaza¢ nastepujace zagadnienie brzegowo-poczatkowe w ob-

szarze ():
% —(v+v)Au+ (u-V)u+ Vp =2y rotw + f, (1.18)
divu =0, (1.19)
0
a_c; —aAw+ (u - V)w + dv,w = 2, ot u + g, (1.20)

z warunkiem poczatkowym
u(z,0) =up(x), w(z,0)=wy(z), €@ (1.21)
i warunkiem brzegowym

u(z + Le;, t) = u(z,t) Ve eR?* Vi>0, i=1,2

(1.22)
w(x + Lej,t) =w(x,t) Ve eR? V>0 i=1,2,

gdzie $rednie przestrzenne funkcji u,w, f, g sa rowne zero, ej, es jest kanoniczng baza w R2,

a L jest okresem w i -tym kierunku: @ = (0, L)?.

1.4 Plan rozprawy

Drugi rozdzial jest poswiecony zdefiniowaniu podstawowych przestrzeni funkcyjnych oraz ope-
ratoréow rozniczkowych, ktorych bedziemy uzywaé¢ w dalszym ciagu pracy.

W trzecim rozdziale, korzystajac z metody Galerkina, udowodnimy istnienie i jednoznacz-
no$¢ stabych i silnych rozwiazan, ponadto pokazemy, ze jesli sity i momenty sa niezalezne od
czasu i analityczne to rozwigzania sa analiyczne wzgledem czasu o wartosciach w przestrzeni
Gevreya.

Rozdzial czwarty jest po§wiecony sposobom opisu asymptotycznego zachowania sie ptynu.
Najpierw wyprowadzimy dodatkowe oszacowania a priori, a potem udowodnimy twierdzenie
o istnieniu atraktora globalnego dla uktadu autonomicznego i oszacujemy z gory jego wymiar.
Dla uktadu nieautonomicznego oszacujemy liczbe harmonik i weztéw determinujacych. Na
konicu pokazemy, ze jezeli sity i momenty sa niezalezne od czasu i naleza do przestrzeni Gevrey’a
to istnieje jednoznaczne odwzorowanie z wezléw rozmieszczonych w obszarze przeptywu na
trajektorie na atraktorze. Pokazemy rowniez, ze wezly te sa determinujace asymptotycznie
(przy zalozeniu, ze atraktor przyciaga w normie L) tzn. jezeli réznica predkosci i rotacji
dwoch przeptywoéw w tych punktach zbiega z czasem do zera, to oba przepltywy zachowuja sie
asymptotycznie tak samo.

Rozdzial piaty poswiecony jest wyprowadzeniu oszacowan drabinowych, tj. nieréwnosci
opisujacych ewolucje norm N —tych pochodnych rozwigzan za pomoca norm pochodnych in-

nego (nizszego) rzedu.
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W rozdziale szostym podsumujemy otrzymane wyniki i poréwnamy je z analogicznymi

wynikami dla rownari Naviera-Stokesa.
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Rozdziat 2

Przestrzenie funkcyjne, elementy analizy

funkcjonalne]

W tym rozdziale zdefiniujemy podstawowe przestrzenie funkcyjne, ktorych bedziemy uzywaé
w dalszych rozwazaniach, ponadto zdefiniujemy operator Stokesa, formy trojliniowe b i by
oraz przypomnimy ich podstawowe wlasnosci. Przedstawimy réwniez dwa uogolnienia Lematu

Gronwalla.

2.1 Definicje przestrzeni funkcyjnych

W dalszym ciagu pracy bedziemy uzywaé nastepujacych przestrzeni funkcyjnych:
LP — standardowa przestrzen Lebesgue’a LP(Q) funkcji f: Q — R* takich, ze

Jlr@pds <o
Q

W dalszym ciggu pracy, jezeli nie bedzie to powodowalo kolizji oznaczen, bedziemy oznaczaé
iloczyn skalarny w L? przez (-,-) a norme przez | - |.

LP

loc

K cc R~
H™ — standardowa przestrzenn Sobolewa H™(()) funkcji, ktorych pochodne az do rzedu

(R™) — przestrzeni funkcji, ktore naleza do LP(K) dla kazdego zwartego podzbioru

m nalezg do L%
Hm

loc

leza do L2 (R™).

loc

(R™) — przestrzeri funkcji nalezacych do L2 (R™), ktérych pochodne az do rzedu m na-

H™ (@), m € N — przestrzen funkcji, ktore naleza H]"

o » (R™) oraz sa okresowe z okresem

L w kazdym kierunku:
u(z + Le;)) =u(z) dlai=1,2.

14



Dla kazdego m € N, H" (Q) z iloczynem skalarnym

per

(U, ) = Z /Do‘u(x)D%(:U) dx

<
|a|7mQ

jest przestrzenig Hilberta. Norme indukowana oznaczamy |- |,,,. Funkcje z przestrzeni H,7, (Q)

mozna zcharakteryzowaé za pomoca ich rozwinie¢ w szereg Fouriera

Hpe(Q) = {U3 u = Z wpe® ™y =y, July, = Z |2 |ug|* < OO} ;

kezn kezn
gdzie k/L = (k1/L,ky/L), a u oznacza sprzezenie zespolone u, norma |ul,, jest rownowazna

normie {>°, . (1 + |k[*™)|ux|*}'/2. Ponadto oznaczamy

H7(Q) = {u € H2(Q), uo = 0},

gdzie ug jest zerowym wyrazem w rozwinieciu Fouriera funkcji u.

Dla dowolnej przestrzeni unormowanej X przez X bedziemy oznaczaé¢ X x X ze standardowsa
normg produktows.

H — przestrzen funkcji bezdywergentnych nalezacych do ngr(Q).

V — przestrzen funkeji bezdywergentnych nalezacych do H? (Q). W przestrzeni V wpro-

per

wadzamy nastepujacy iloczyn skalarny oraz norme

((wo) =2 (3—“ 37) ol = (G )}

i=1
V' z tym iloczynem skalarnym jest przestrzenig Hilberta, a norma idnukowana przez ten iloczyn
skalarny jest rownowazna z norma indukowana z H,,.(Q),

Oznaczmy H = H x H? oraz V =V x H}

per per 7€ standardowymi iloczynami skalarnymi

i normami produktowymi.

m

Przez H" bedziemy oznaczaé przestrzeri dualng do Hpe

per ., przestrzen dualng do V' ozna-

czamy V.
L49(0,T; X) — przestrzen silnie mierzalnych funkcji w: (0,7) — X, gdzie X jest przestrzenia
Banacha, z norma

1/p

T
/Hu(t)H’;(dt dla 1<p< o0,
lullerrx) = 4\
esssup ||u(t)||x dla p = oco.

te(0,7)
C(]0,T],X) — przestrzen funkcji ciagtych w: [0, 7] — X, gdzie X jest przestrzenia Banacha,
7 NOrma

lulleqom.x) = sup [Ju(?)]]x.
te[0,7T]
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Ponadto bedziemy uzywaé przestrzeni Gevrey’a, ale do ich wprowadzenia potrzebne beda
operatory zdefiniowane w nastepnym podrozdziale. Przestrzenie te wprowadzimy w podroz-
dziale 3.3, w ktorym przedstawimy dowdd twierdzenia o istnieniu rozwigzan w przestrzeni

Gevrey’a.

2.2 Operatory

W tym podrozdziale zdefiniujemy operatory, ktérych bedziemy uzywaé w dalszym ciaggu pracy

oraz opiszemy ich podstawowe wtasnosci.

2.2.1 Operator Stokesa i —A

Rozwazmy problem Stokesa zwiazany z okresowymi warunkami brzegowymi. Problem ten ma
postac:
Dla danego f € HY, (Q) znalezé u € HL, (Q) oraz p € L*(Q) takie, ze

per

—Au+Vp=f V-u=0. (2.1)

Poniewaz rozpatrujemy okresowe warunki brzegowe, wiec mozemy tatwo rozwiazac¢ ten problem

uzywajac szeregow Fouriera. Wprowadzmy rozwiniecia funkcji u, p oraz f w szeregi Fouriera:
U — Z egm'k/L.xuk’ f _ Z eQwik/L.xfk’
kez? keZ?
gdzie uy 1 fi naleza do R? oraz fo = ug = 0. Rozwiniecie p jest podobne
p= Z 627rik:/L-mpk’
keZ?
ale p jest funkcja skalarna, wiec pr € R. Ponadto mamy

472

—Au = F 627rik/L-x|k_|2uk7
o kez?
i /Lo
Vp _ T Z ke27rzk/L D
kez?

Poréwnujac wspotezynniki rozwinieé¢ fourierowskich w (2.1) otrzymujemy

472 |k |? 2mik
2 L

P = fi (2:2)
Warunek bezdywergentnosci v wyglada nastepujaco
k-u,=0 VkeZ? k+#O. (2.3)
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Biorac iloczyn skalarny (2.2) z k i uzywajac warunku (2.3), znajdujemy wzor na py

Lk fy
— 2mi| k|2’

Dr keZ* k+#0. (2.4)

Podstawiajac (2.4) do (2.1) dostajemy

L* (fk—m>, keZ? k0.

T 4P [FP?
Zauwazmy, ze jezeli f € H, to k- f, = 0 dla kazdego k € Z2. Zatem p = 0 oraz

L2

47r2|k\2f’“‘

U =

W ten sposéb jednoznacznie definiujemy przeksztatcenie f — w2z H na D(A) = {u € H, Au €
o} =M
nazywamy operatorem Stokesa. W rzeczywistosci Au = —Awu dla kazdego u € D(A) (por. [37],
[43]).

Operator A1 jest liniowy, ciagly z H w D(A). Poniewaz zanurzenie D(A) w H jest zwarte,

o N H. Jego odwrotnosé z D(A) na H oznaczamy przez A. Tak zdefiniowany operator

wiec mozemy rozwazaé¢ A~! jako zwarty operator w H. Ponadto A~! jako operator w H jest
samosprzezony, wiec posiada ciag funkeji wlasnych wj, j € N ktory tworzy baze ortonormalng
w H

Aw; = \wj, w; € D(A),

O< A <A<, Aj— oo dla j— oo,

Przez A, bedziemy oznaczaé operator —A z dziedzing D(A;) = HZ, N H°_ . Operator ten ma

per per-
takie same wlasnosci jak operator Stokesa (przy zatozeniu V- f = 0). W szczegolnosci operatory
te maja takie same wartosci wlasne. Wektory wtasne operatora A; bedziemy oznaczaé przez
Pn-

Kazdy element u € H oraz w € HO mozemy zapisa¢ w bazie wektoréw wtasnych opera-

per

torow A i A;, odpowiednio:
u(o ) = S wuwe(),  wlet) =3 o).
k=1 k=1

Operatory AY2: V — H oraz AY?: H' — HY  definiujemy nastepujaco

per per

APy =N N Pu(tw(e), A () =Y N Pw(t)e(a).
j=1 k=1

Niech @ = (u,w) € V. Operator AY/2: ¥V — H definiujemy nastepujaco A'/2a = (AY/?y, Ai/Qw).
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Dla kazdego m € N rzuty Galerkina P, (P},) definiujemy jako rzuty prostopadte z H (ngr)
na przestrzen rozpieta przez m pierwszych wektorow wtasnych operatora A (A;) t.j. dla kaz-
dego u € H (w € H°, ) mamy

per

Pru(e,t) =Y up(tywp(z),  Phw(zt) =Y wi(t)pe(),

k=1
gdzie wy(x) sa funkcjami wlasnymi operatora Stokesa, a py operatora A;. Rzuty u € H, w €

ngr na harmoniki wyzsze niz m oznaczamy przez Q,, = I — P,, i Q1 = I — P! odpowiednio:

Quulz,t) = Y wp(byw(z), Quulz,t)= Y  wi(t)ps(x).

Zauwazmy, ze rzuty te komutuja z operatorami A, A; oraz rot.

2.2.2 Formy tréjlliniowe b i by
Najpierw zdefiniujmy nastepujace formy trojliniowe:
0
b(u, v, w) Z/ul ijjd:v
INES 1

dla wszystkich u,v,w € V oraz

2
Oow
(u,w, ) = ;/ui%wdx

7

dla kazdego u € V, oraz wszystkich funkcji skalarnych w, ) € per(Q). Formy b i b; maja

nastepujace wlasnosci

b(u,v,w) = —b(u,w,v) dla kazdego w,v,w €V,

2.5
bi(u,w, ) = —by(u,1p,w) dla kazdego ueV w1 € Hy,. (25)

Z powyzszych rownosci wynika, ze
b(u,v,v) =0, by(u,w,w) =0 dla kazdego u,v €V, we H;e,, (2.6)

W przypadku dwuwymiarowym z okresowymi warunkami brzegowymi forma b posiada jeszcze

jedna wazna wlasnosé (por. [44))
b(u,u, Au) =0 dla kazdego w € D(A), (2.7)

ktorej forma by nie posiada t.j. nie jest prawda, ze b (u,w, Ajw) = 0 dla kazdego u € D(A)
iwe D(Al)
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W celu uzyskania oszacowan form trojliniowych bedziemy uzywaé nieréwnoéci Ladyzeniskiej
[30]

HUHL4 < 61|U'|1/2HUH1/27 UAS H;em

gdzie stata & < (6/m)'/* (por. [22], [21]), nieréwnosci Agmona [1]
1
[Juf| o < ﬁ|u|1/2|Au|1/2, u € D(A),

(najlepsza stata w tej nieréwnosci uzyskano w [23|) oraz nieréwnosci Holdera. Ponizej przed-

stawiamy oszacowania na formy b i by:

b, v,w)] < exul 2l 2 o]l - o] 2wl wvw e V

b, v,u)| < exful - lul] - |Jo] wveV,

b(ut, v, Aw)| < el /2] [ul| 2] o] /2| Av 2| Aw| w €V, v,w € D(A), (2.8)
by (w0, 9)] < exlul2ul 222Nl w eV w,d € HY,

by(,w, 49)] < a2 Au] 2wl - |Ad]  we D(A), we HY,, ¥ € D(A),

dla pewnej statej ¢; < (6/m)'/2.

Z formami b 1 b; wiazemy funkcjonaty B: VxV — V'i B;: V x H! — H1 odpowiednio.

per per?

Funkcjonaty te definiujemy nastepujaco:
(B(u,v), w) = b(u, v, w),

(w celu uproszczenia notacji bedziemy piasé¢ B(u) zamiast B(u,u)) oraz
(B1(u,w), ) = by (u,w, ).

Operator rot posiada nastepujace wlasnosci, ktore przydadza sie nam w dalszym ciagu

pracy

/rotu-wdx:/rotw-udw, (2.9)

Q Q

/|r0tw|2dx:]|w\|2, (2.10)
Q

/|r0tu|2dx:||u||2, (2.11)
Q

dla kazdego u € V iw € H!, . Rownosci (2.9) i (2.10) dowodzi sie bezposrednio, dowod (2.11)

per*

opiera sie na nastepujacych tozsamosciach: rot rot u = Vdivu — Au oraz divu = 0.
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Dzieki wprowadzeniu powyzszych oznaczern mozemy napisa¢ rownania ptynu mikropolar-
nego (1.18)-(1.20) z okresowym warunkiem brzegowym w wygodniejszej do pewnych rozwazai

postaci funkcjonalnej

u + (v +v)Au+ B(u) = 2y, totw + f (2.12)
wy + aAjw + B (u,w) + 4w = 2v, rot u + g. '

2.3 Lematy Gronwalla

W tym podrozdziale przedstawimy uogoélnienia klasycznego lematu Gronwalla, ktore przyda-
dza sie miedzy innymi do pokazania istnienia globalnego atraktora oraz oszacowania liczby

harmonik i weztow determinujacych. Dotycza one nieréwnosci

dg
o S+
Klasyczny lemat Gronwalla daje nastepujace ograniczenie na funkcje € dla t > t,
t

£(1) < £(t) exp / v(rydr | + j B(s) exp / () dr | ds.

to

t

s
Taka nierownos¢ jest przydatna gdy wartosci ¢ sg ograniczone. Jednak gdy ¢ — oo, powyzsze
oszacowanie jest nieodpowiednie poniewaz dopuszcza eksponencjalny wzrost funkcji &.
Pierwsze z ponizszych uogoélnienn lematu Gronwalla ostabia warunki na (i v w klasycznej
nierownosci Gronwalla aby mozna byto wnioskowaé, ze & — 0 przy t — oo. Drugie, przy

dodatkowych zalozeniach na v i 3, daje jednostajne w czasie oszacowanie na &.
Lemat 2.1 (Uogo6lniony lemat Gronwalla [17]). Niech v = ~(t) i 5 = (3(t) bedq lokal-
nie catkowalnymi, rzeczywistymi funkcjami okreslonymi na [tg, 00), ktdre spetniajq ponizsze

warunki dla pewnego T > 0:

. T
ligninff / ~(r)dr >0, (2.13)
t
. T
limsup? / Y (7)dT < 00, (2.14)
t—o00 f
. T
. - + _
tlE?oT/ﬁ (1)dr =0, (2.15)

gdzie v~ (t) = max{—>(¢),0}, a 87(t) = max{5(t),0}. Zaldzmy, ze & = &(t) jest absolut-
nie ciggtq, nieujemnq funkcjg okreslong [ty, 00), ktdra spetnia nastepujgeq nierowno$é prawie

wszedzie na [tg, 00):
dg

%+7§§5-
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Wtedy £(t) — 0 dla t — oo.

Lemat 2.2 (Jednostajny lemat Gronwalla [44]). Niech &, oraz (3 bedg dodatnimi funk-
cjami spetniajgcymi nierownosé 2

%ﬁ’Yf‘{‘ﬁ

w przedziale [ty,00). Zatdzmy, zZe funkcje &, %, B,7 sq lokalnie catkowalne w przedziale [to, 00)
oraz istniejqg state ay, as,as takie, Ze dla pewnego r oraz t; ponizsze warunki sq spetnione dla
wszystkich t > tq:

t+r t+r t+r

/7(3)d3§a1, /5(8)ds§a2, /ﬁ(s)dsgag.

t

Wtedy dla wszystkich t > t, + r spelniona jest nieréwnosé

E(t) < (% + ag) e,

2.4 Elementy analizy funkcjonalnej

W tym podrozdziale przedstawimy wykorzystywane w pracy twierdzenia analizy funkcjonalnej.

Lemat 2.3 ([37]). Niech X = H,V b V', Y = HS, HL, lub H } orazz € X,y €Y,

per? *+per
wtedy
| Pox||x < ||z|lx, oraz Pox — xw X,

1 Baylly < llylly, oraz Poy — ywY.

Lemat ten jest oczywisty w kontekscie szeregéw Fouriera.
Twierdzenie 2.1 (Lions-Aubin [37]). Niech X CC H C Y bedq przestrzeniami Ba-
nacha. Niech X bedzie refleksywna. Zatozimy, ze u, jest ciggiem jednostajnie ograniczonym
w L*(0,T; X) oraz ze dg—t" jest jednostagnie ograniczone w LP(0,T;Y) dla pewnego p > 0.
Wtedy istnieje podcigg, ktory jest silnie zbiezny w L*(0,T; H).
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Rozdzial 3
Istnienie i jednoznaczno$¢ rozwiazan

W tym rozdziale udowodnimy twierdzenia o istnieniu i regularnosci rozwigzan réwnan ptynu
mikropolarnego. Pierwsze dwa beda dotyczy¢ istnienia stabych (Twierdzenie 3.1 str. 23) i sil-
nych (Twierdzenie 3.2 str. 30) rozwiazan. Nastepnie pokazemy, ze stabe rozwiazania sa w istocie
silne (Twierdzenie 3.3 str. 32). Ponadto wykazemy, ze jezeli sity i momenty dzialajace na plyn
sg niezalezne od czasu i analityczne wzgledem zmiennej przestrzennej to rozwiagzania sg funk-
cjami analitycznymi wzgledem zmiennej czasowej o warto$ciach w odpowiedniej przestrzeni
Gevrey’a, czyli w szczegdlnosei sa analityczne wzgledem czasu i przestrzeni (Twierdzenie 3.4
str. 35).

3.1 Twierdzenie o istnieniu i jednoznacznosci stabych roz-
wigzan

W tym podrozdziale udowodnimy twierdzenie o istnieniu i jednoznacznosci stabych rozwiazan.

Najpierw zdefiniujmy co rozumiemy przez stabe rozwigzanie:

Definicja 3.1. Niech f € L} (R*;H), g € L} (R*;HY,.) oraz uy € H, wy € HY,,. Przez

loc loc per

stabe rozwigzanie problemu (1.18)-(1.20) rozumiemy pare funkcji (u,w)

uwe C([0,T]; H)N L*0,T;V) dla kazdego T > 0,
w € C([0,T); HY,) N L*(0,T; HY,)  dla kazdego T > 0,
takq, zZe u(z,0) = ug(x), w(x,0) = wo(x) @ spetniajgcq ponizsze tozsamosci
d
23t 0) + (v + ) (Vu(t), Vo) +b(u(t), u(t), )= 2v(rotw(t), o) + (f, ¢) (3.1)

dla kazdego ¢ € V oraz

%(w(t), V) + a(Vw(t), Vi) +by (u(t), w(t), V) + dv.(w(t), ¥)= 2v.(rot u(t), v) + (g(t),v)
(3.2)
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dla kazdego 1 € H;e,,(Q), w sensie dystrybucji skalarnych na (0, 00).

Stabe rozwigzania réwnan ptynu mikropolarnego istnieja przy stabszych zatozeniach na sity
i momenty tzn. dla f € L (RT;V')ig e L2 (RT; Hp_ei) (szacowania (3.16) i (4.14)) sa podob-
ne). Ze wzgledu na po6zniejsze rozwazania o silnych rozwiazaniach zdecydowalismy sie zatozy¢
nieco wiecej o sitach i momentach. Pokazemy réwniez, ze stabe rozwigzania z Definicji 3.1 sa

w istocie silne.

Twierdzenie 3.1. Istnieje jednoznaczne rozwigzanie problemu (1.18)-(1.20), (1.21), (1.22)
w sensie Definicji 3.1. Ponadto dla kazdego t > 0 przeksztatcenie (ug,wy) — (u(t),w(t)) jest
ciggte jako przeksztatcenie w H x H°

per*

Dowadd. Dowdd twierdzenia bedziemy prowadzi¢ metoda Faedo-Galerkina, mianowicie bedzie-

my szukaé przyblizonych rozwigzan rownan (1.18) - (1.20) postaci
i=1 i=1

gdzie {w;} jest baza ortonormalna w H, a {p;} baza ortonormalna w H]?e,,. Funkcje u,, oraz

w, maja spetnia¢ uktad réwnan

d
% + (v +1,)Au, + PyB(uy) = 20, Py rot w, + P f, (3.3)

dw,,
dt
Poniewaz nieliniowos¢ w uktadzie (3.3) - (3.4) spelnia lokalnie warunek Lipschitza, wiec uklad

+ aAiw, + PlB(u,,wy) + 4v,w, = 2v, Pl rotu, + Plg. (3.4)

ten posiada jednoznaczne, lokalne w czasie rozwiazanie. Naszym celem jest pokazanie, ze
rozwiazania te sa ograniczone w czasie oraz ze ograniczenia te nie zaleza od n.
W celu uzyskania niezaleznych od n ograniczen na normy u,, oraz w, w roéznych przestrze-

niach funkcyjnych mnozymy skalarnie réwnanie (3.3) przez u, i otrzymujemy

1d

5%’””’2 + (v + v) (Aug, uy) + (P B(uy), un) = 2VT(P$ 10t Wy, Uy) + (Po f, ). (3.5)

Poniewaz u,, € P,H oraz b(u,v,v) =0 (por. (2.6)), wiec mamy

(PuB(un), un) = (B(un), Pottn) = (B(tn), tun) = b(ty, Un, up) = 0,

(3.6)
(P, rot wy, u,) = (rot wy, Pyuy,) = (rot wy, uy,).

Zatem mozemy zapisa¢ rownanie (3.5) w postaci

1d
§E|u"|2 + (V + VT)HunHz = 21/,(1"0’6 Wmun) + (fa Un)
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Korzystajac z (2.9), (2.10), nier6wnosci Poincaré

Juf < ull, VueV, (3.7)

ﬁl
gdzie \; = 472/ L? jest pierwsza wartoscia wlasna operatora Stokesa, oraz nieréwnosci Schwart-

za otrzymujemy

1d 1
5 g7 ltnl” + (v vo)lunl[* < 2wpfoon] - [ual| + \/—A—lllunH 11 (3.8)
Stosujac nier6wnosé Younga do wyrazow prawej strony (3.8) dostajemy
20 fon] - luall < Sl + 20w
T n n — 2 n T n
oraz
1 v 1
L f <Y 2, 2
il - 171 < Sl + o517
Dzieki powyzszym szacowaniom z (3.8) wnioskujemy, ze
1d 2 v+, 9 9 1 9
5l + Tl < 202+ o (39)

Teraz zajmiemy sie réwnaniem (3.4), bedziemy postepowaé¢ podobnie jak z rownaniem

(3.3). Po pomnozeniu skalarnie (3.4) przez w,, dostajemy

1d

th\wnl (AW, W)+ (PrEBy (U, W), w1)+40, |wp | = 20, (Pl 1ot ty, w,)+(Plg, w,). (3.10)

Podobnie jak w (3.6) mamy

(Pf;Bl(unawn)ywn> - (Bl(unawn)apﬁwn) - (Bl(unywn)7wn) = bl(unvwnawn) = 07

(Plrotu,,w,) = (rot u,, Plw,) = (tot u,,w,).

Mozemy zatem zapisa¢ rownanie (3.10) w postaci

1d

5 dt|wn|2 + al|wn| [? + 4vp|wn|* = 20, (Tot Uy, W) + (g, wy). (3.11)

Uzywajac nieréwnosci Schwatrza, Younga i Poincaré

wl < [lwll/v/ A (3.12)

dlaw e H}

per 40 Wyrazow prawej strony dostajemy

v,
20y |wp| - HunH < é”unw + QVT‘Wn|2

19 - |wn| < \/—Ig| [lwnl] < 2Hwnll2+ |g|2-
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Wstawiajac powyzsze oszacowania do (3.11) otrzymujemy

1d

2 4 2 2 _ Ur 2 1 2
n . n 2 r|Wn S_ n N . 313
3 gplenl® + Gl + 2enfo P < P+ 5l (313)

Dodajac nieréwnosci (3.9) i (3.13) mamy

1% (6%
a7 (ol 4 a?) & Sl + Sllanll < o (S 4 208 ). 310

Oznaczmy
k?l = min{u, Oé}, k?g == kl . )\1. (315)

Mozemy zatem przepisa¢ (3.14) w postaci

& lual? + konl?) + i (i + llal?) < - (9P +1gP). (3.16)
Po scatkowaniu (3.16) w przedziale (0,t) dostajemy
T
Jun (1) + !wn(lﬁ)|2+/<?1/(||un(8)|!2 +lwn(s)|[) ds
0 , (3.17)

<l (OF + ln P + - [ ()7 + lal)P) ds.

0
Poniewaz |u,(0)] = |P,u(0)| < |u(0)| oraz |w,(0)] = |Plw(0)| < |w(0)| (Lemat 2.3), wiec

otrzymujemy oszacowanie niezalezne od n

1
)+ wn() < [u(O) + ()P + = (1 a0 mm + lollEaorzny) = My (318)
oraz

/ (lan($)|? + llon($)][2) ds < My /s, (3.19)

Zatem ciag U, = (un,w,) jest ograniczony (jednostajnie ze wzgledu na n) w L*(0,T;H) N
L*(0,T;V). Mozemy wiec, korzystajac z twierdzenia Banacha-Alaoglu (Tw. 4.18 w [37]), wy-

bra¢ podciag (w celu uproszczenia oznaczen bedziemy go dalej oznaczaé przez u,, taki, ze
i, ~u w L*0,T;H).

Z ciagu 4, wybieramy (por. Wniosek 4.19 w [37]) podciag, ktory w dalszym ciagu bedziemy
oznaczaé u, taki, ze

u, —~u w L*0,T;V)
dla pewnego u € L>(0,T; H)NL?(0,T;V). Aby dowiesé silnej zbieznosci 4, — u w L?(0, T, H)

. O : du 2 ’ dw
wystarczy, ze znajdziemy oszacowania na pochodne <= w L*(0,7; V') oraz pochodne =
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w L*(0,T; Hpe,,) Zacznijmy od oszacowania wyrazéw nieliniowych. Korzystajac z wtasnosci

.5) 1 oszacowan (2.8) otrzymujemy nastepujaca nieré6wnosé
2.5 2.8 j tepuj ierd $¢
[b(u, 0, w0)] < exfu 2 [l [V2[o] 2 [|o][2[w]],

z ktorej wynika, ze
1B (u)llvr < erful - [[u]]. (3.20)

Z Lematu 2.3 mamy ||P,B(u,v)||v < ||B(u,v)||y:, zatem

(1 Pa Bt ) 112017y < /||B(un(8),un(8))|!2d8-

Dzieki oszacowaniu (3.20) z powyzszej nierownosci wnioskujemy, ze

T

1 Pa Bt ) 120,107y < €1 / [t (8) [t (8)[* ds < 1l [Loe (0,7 11|22 0 v
0

Ze wzgledu na to, ze u,, sa ograniczone jednostajnie ze wzgledu na n w przestrzeni L>(0,7; H)N
L?(0,T;V), otrzymujemy jednostajne ze wzgledu na n oszacowanie P, B(ty, u,) w L*(0,T; V).

Teraz zajmiemy sie forma B;. Oszacowanie
101 (1w, w, )| < exful [l |2 w2 w2,
implikuje nastepujaca nieréwnosé¢ dla formy By
[1B1(u, )5 < erlul - |wl - [ful] - [w]l (3.21)
Podobnie jak dla formy B, z Lematu 2.3 wynika, ze

120 B (ttn, i)l g1 < 1B (1t )|y -

per

Z powyzszej nierbwnosci, przy uzyciu oszacowania (3.21), wnioskujemy, ze
T
15 Bu (i, wn) [ 72 gty < /!un ()] Hun()]] - llwn(s)l] ds
O

C

<% [ (P + o)) - (i) P+ n)IP) ds (322
0

C

<2 (Hunumm ol o )

<HunHL2(0TV) + HwnHm 0,T;H3, ))
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Z oszacowan (3.18) oraz (3.19) wynika, ze ciag 4, jest ograniczony jednostajnie ze wzgledu na
nw L>*(0,T;H) N L*0,T;V). Zatem P!B(u,,w,) jest ograniczony jednostajnie ze wzgledu
nan w L*(0,T; H,}). Oszacowanie wyrazow liniowych w L2(0,T; V') oraz L*(0,T; H,.L) jest
proste, wiec nie bedziemy go pisac.

Oszacowania na normy pochodnych dgt" w przestrzeni L*(0,T; V") oraz pochodnych d;”—t"

w przestrzeni L?(0, T} Hper) pozwalaja na skorzystanie z Twierdzenia 2.1 i wyciagniecie pod-

ciaggu zbieznego silnie w L2(0,T;H). Teraz pokazemy, ze silna zbieznosé¢ (u,,w,) daje nam

staba z * zbieznosé¢ formy B,

*

B(u,) = B(u) w L*0,T;V").

Niech w € L*(0,T; V). Mamy

/b(un(t),un(t),w(t))dt ——/b(un(t),w(t),un(t))dt

gdzie u!, to i-ta wspolrzedna wektora u,,. Pokazemy, ze

o\ﬂ

, T
b(Upy, Up, w) — bu, u, w) Z// ul, — u)(Dywy)uy + v (Dyw;) [ul) — uj) do dt
=17

dazy do 0 gdy n dazy do oo. Rozwazmy wyrazenie postaci

T
// — v)wu, dx dt, (3.23)
0

gdzie v, — v w L*(0,T; H), w € L*(0,T; H) oraz v, jest ograniczony w L>(0,T; H). Z (3.23)

wnioskujemy, ze
|En‘ < an‘|L°°(0,T;H)‘|w||L2(O,T;H)||Un - U||L2(0,T;H)-

Pierwsze dwa czynniki po prawej stronie powyzszej nieréwnosci sa ograniczone, trzeci dazy
do 0, gdy n — oo. Mozemy zatem stwierdzi¢, ze E,, — 0 dla n — oo, co implikuje zbieznosé
B(u,) = B(u) w L*(0,T;V'). W podobny sposéb pokazujemy, ze Bi(tn,w,) — Bi(u,w)
w L*(0,T; Hper)

Teraz udowodnimy, ze nasze rozwigzanie spetnia warunek poczatkowy. Wybierzmy funkcje

® € CY([0,T];V) taka, ze ®(T) = 0. Po pomnozeniu réwnania na u przez ® i scalkowaniu
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wyniku na przedziale [0, T| otrzymamy

/T ) dt+(v+ 1) /T dt+fb(u(t),u(t),<1>(t))dt

=2, /(rot w(t),®(t)) dt + /(f(t),@(t)) dt.

0

Po scatkowaniu przez czesci, dzieki warunkowi ®(7') = 0, dostajemy

/T ) dt +(v + v,) /T dt+/Tb(u(t),u(t),<I>(t))dt

= 2u, /(rotw(t), O(t))dt + /(f(t), O(t)) dt + (u(0), ®(0)).

Analogicznie traktujemy przyblizenia Galerkinowskie. Mamy wiec

T

/T ) dt +(v + v,) /T dt+/b( n(t), un(t), (t)) dt

= QVT/<rOtwn(t),(I)(t))dt+ /(f(t),q)(t»dt

oraz

—/(un(t) (1)) dt +(v + v,) / dt+/b(un(t) un(t), ®(t)) dt

=2, /(rot wh(t ))dt +/ )) dt + (u,(0),®(0)).

0

Poniewaz u,,(0) = P,uy — uo w L?, wiec u(0) = ug. Postepujac analogicznie mozna sprawdzi¢,

ze w spelnia warunek poczatkowy.

Teraz wykazemy jednoznacznosé rozwiazan i ciagtosé przeksztatcenia (ug, wp) — (u(t), w(t))

dla ustalonego t > 0, gdzie (u(t),w(t)) jest jednoznacznym rozwiazaniem réownan (3.1)-(3.2)

z warunkiem poczatkowym (ug,wp). Zaldézmy, ze istnieja dwa rozwiazania naszego problemu

(ur,wq) i (ug,ws) z warunkami poczatkowymi (ug1,wo1) 1 (ugz2,wo2), odpowiednio. Ich réznica

(u,w) = (u; — ug,w; — wq) spelia rownania

— (v +v)Au+ Vp = 2v,rot w + (ug - V)ug — (uy - V)uy,
divu =0,
wy — aAw + 4w = 2v,rot u + (ug - V)ws — (ug - Vwy.
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Oznaczmy

fi=(uz-Vug — (ug - V)uy, g1 = (uz-Vi)ws — (ug - V)wy. (3.25)

Z rownan (3.24), (3.25) oraz (3.16) wynika, ze

% (lu(®)? + |w(@)?) +2k1 (|[u®)]]? + [[w(®)]]?)
< 2[(f1,u) + (g1, w)].

(3.26)

Uzywajac oszacowan (2.8) i antysymetrycznosci form b i by (2.5), szacujemy prawa strone

nieréwnosci (3.26) nastepujaco
2(f1,w) < 20w, wr, w)| < 2enful - [fu]| - ]| < - llul]” + | [#[fa (3.27)

oraz
2(g1,w) = 2by (u, w1, w)

< 2caful P2 [ul 2] |wr[[V2 - e |2 w2 w2

1 (3.28)
< 2cilul - HUH lwrl [+ Sl fwl - [lwl]
k
< §1IIUII2 1||wl|| Jul* + Kuw]|* + ——— Tok, ] lwn||wl*.
Nieréwnosé (3.26) wraz z powyzszymi oszacowaniami implikuje
d 2 2 2 2
7 ([P + [w@)F) +k1 ([[u@®]]” + [l (O]]°)
20 (c2 +1 +1 (3:29)
= {1 + w17} (@) + lw(®)]) -
Uzywajac lematu Gronwalla do (3.29), dostajemy
23(G+ ) +1
ci(ci+1)+1
[u(®)? + |w(t)]? <exp | == /(I!ul(8)|!2+ [lwi(s)][*) ds
ky (3.30)

([u(O)* + |w(0)[*).

dla0<t<T.

Aby udowodni¢ jednoznacznos$é rozwiazan zaktadamy, ze (upr,wo1) = (uo,wo2). Wtedy
|u(0)]? + |w(0)]* = 0. Zatem z (3.30) wynika, ze |u(t)|* + |w(¢)|> = 0 dla ¢ > 0, co dowodzi
jednoznacznosci. Z nieréwnosci (3.30) wynika rowniez ciagtosé dla ustalonego ¢ > 0 przeksztal-

cenia (ug,wp) — (u(t),w(t)) jako przeksztalcenia H — H. O
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3.2 Istnienie silnych rozwigzan

Gdy rozpatrujemy przeplyw dwuwymiarowy, mozemy uzyskaé¢ gtadsze rozwigzania przy tych
samych zalozeniach na sily i momenty zewnetrzne, jezeli zrobimy mocniejsze zatozenia na

warunek poczatkowy: (ug,wp) € V zamiast (ug, wp) € H.

Definicja 3.2. Niech f € L} (RT; H), g € L3 (RT; H ) orazug € V, wy € HY,. Przez silne

loc loc per per*

rozwigzanie problemu (1.18)-(1.20) rozumiemy pare funkcji (u,w)

ue C([0,T]; V)N L*0,T; D(A)) dla kazdego T > 0,
we C([0,T); H,) N L*(0,T; D(Ay))  dla kaidego T > 0,

per

takq, ze u(x,0) = up(z), w(z,0) = wo(x) @ spetniajgcq ponizsze réwnania

d
pris (v + v )Au+ B(u,u) = 2v,rotw + f

oraz

d
oy + aAjw + By (u,w) + 4w = 2v,rot u + g

jako réwnosci w L*(0,T; H) i L*(0,T; H,), odpowiednio.

per

Wykazemy istnienie silnych rozwigzan réwnan ptynu mikropolarnego tzn. udowodnimy

nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.2. Niech (ug,wo) € V, (f,9) € Li.(0,00;H). Wtedy stabe rozwigzania z

loc

Twierdzenia 3.1 spetniajg dodatkowo
(u,w) € L=(0,T; V)N L*(0,T; D(A) x D(A)))

oraz (u,v) € C([0,T]; V). Ponadto rozwigzanie zalezy w sposob cigglty w topologii V' od danych
poczgtkowych.

Dowaod. Zauwazmy, ze jednoznaczno$é silnych rozwigzan wynika z jednoznacznodci stabych
rozwigzan, poniewaz silne rozwiazania sa réwniez stabymi rozwigzaniami.
Bedziemy postepowaé podobnie jak w dowodzie poprzedniego twierdzenia. Pomnézmy ska-

larnie réwnanie (3.3) przez Au,. Poniewaz b(u, u, Au) = 0, to
——|un ()| * + (v + )| Aun|* = 2v,(vot wy,, Auy,) + (f, Auy,). (3.31)
Wyrazy prawej strony szacujemy nastepujaco,
v 1
A " < Z|A " 2 - 2
( Aun) < 5 Aual + ISP,
2u, (rot Wy, Auy) < vy Aug|? + v Jwn] |2
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Po wstawieniu powyzszych oszacowan do (3.31) otrzymujemy
3 1
5 77 [ OIF + vl Aunl® < vl + | I (3.32)

Teraz zajmiemy sie rownaniem na rotacje. Po pomnozeniu rownania (3.4) przez Ajw, dosta-
Jemy

1d

__“wn”? + CY|Al"‘jn|2 +(Py B1(tn, wn), Arwn) + 4v,[|wnl|?

2dt (3.33)

= 2u,(rot up, Aywy) + (g, Ajwy,).

Poniewaz A; komutuje z rzutem P!, wiec
(PéBl (unu Wn)a Alwn) = (Bl (una wn); Alwn) = bl (U’nu Whn, Alwn)
Wyrazy prawej strony (3.33) szacujemy nastepujaco

o' 1
(ga Alwn) < ZlAAan‘2 + a‘g|27

2
4v;

2 |2

20, (rot Uy, Ajwy,) < %|A1wn\2 +

Pozostato nam jeszcze oszacowaé jeszcze wyraz nieliniowy. Zrobimy to uzywajac (2.8) oraz

nieré6wnosci Younga:

161t i, Arwn)| < exfun] V2] A |2 Jwn ]| - [Arw

a 2 C? 2
< Z]Alwn] + —|uy| - [Aun| - [|wn]|
«

4
o 14 C
< gl + J1Au 4 s Plwll

Uzywajac powyzszych nieréwnosci, z (3.33) wnioskujemy, ze

1d
2dt

4v? 2 Cil 2 T
||y, — |un || |wn, —lg|*. 3.34
2l P+ L P+ g% (3:34)

e
[|wal * + Z|A1wn|2 + v, |wn]” <
Po dodaniu stronami réwnan (3.32) i (3.34) mamy (dla k1 = min(v, o) jak w (3.15))

d k 1
7 (lnl? + wal ) + 5 (Al + [Arwn?) < o (11 +19)

92 (3.35)
1 &
=l * + =5 [ |wn |,
a va
co pociaga za sobg
d 2 2 ky 2 2 2 2
= (lunll” + llwnl?) +5 (IAunl® + [Aswnl) < ([funl]” + [lwnl )
2 4 (3.36)
e Pl ) + 1 (£ + 1ol
a va?' " " kq ’
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Ustalmy 7" > 0. Pomijajac drugi wyraz lewej strony (3.36) i korzystajac z lematu Gronwalla

uzyskujemy oszacowanie normy rozwiazan w L>(0,7T;V),

T
r 1 2 2
DI+ I < ([ (2 4 2L Pl ) ds

0
T

mmw%w%@W+%/qu+mw%w

0

Whioskujemy stad, uzywajac oszacowan na normy rozwiazan w L>(0,T; H) oraz w L*(0,T; V),

ze dla pewnego M, zachodzi

sup (||un (0)|* + |lwa(t)]]*) < M. (3.37)
t€[0,T]

Ustalmy ¢ < T'. Calkujac rownanie (3.36) w przedziale (0, ¢), otrzymujemy

t

k1

5 | ([Aun(s)* + [Awnl?) ds < [[un(O)]]* + [|on (0)]]?

0 ' (3.38)
8v2 2t

2
2 2 1 2 2 2 2
[ nl o honl) (B2 4 2h Pl ) + 2 (11 + ) | s,
0

co dzigki oszacowaniom na norme rozwiazan w L>(0,T;H) i L*(0,T;V) (nieréwnosci (3.18)
i (3.19)) oraz (3.37) implikuje, Ze norma rozwigzani w L%(0,T; D(A) x D(A;)) jest skonczona.
Mozemy zatem, podobnie jak w dowodzie poprzedniego twierdzenia, wybraé¢ podciag u, =
(U, wn) taki, ze

i, ~u w L*0,T;V),

u, —~u w L*0,T;D(A) x D(A;))
do pewnego @ € L>(0,T;V)NL*(0,T; D(A) x D(A;)). Argumenty podobne jak w poprzednim
twierdzeniu pozwola nam pokaza¢, ze % € L?(0,T; H), co implikuje u € C([0,T]; V). O

Z powyzszych twierdzen mozna wysnué¢ nastepujacy wniosek o regularnosci rozwigzan dla
rownan plynu mikropolarnego.
Twierdzenie 3.3. Niech f € L*(0,T; H), g € L*(0,T, ngr). Dla kazdego ug € H,wy € ngr,
T > 0 i¢e zprzedziatu (0,T) stabe rozwigzanie problemu (1.18)-(1.20), (1.21), (1.22) nalezy
do przestrzeni
ue C(le, T); V)N L*(e, T; D(A)),
we C([e,T); HL,,) N L (e, T; D(Ay)).

per
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) =
T
)

Dowdd. Zatozmy, ze ug = (ug,wo) € H. Z Twierdzenia 3.1 wynika, ze rozwiazanie u(t
(u(t),w(t)) € L*0,T,V). To pociaga za soba u(t) € V dla prawie wszystkich ¢t € (0,T).
Wezmy 0 takie, ze 0 < 0 < € oraz u(d) € V. Z Twierdzenia 3.2 wynika, ze u(t) € C([5,T]; V)N
L?(6,T; D(A) x D(A;)), co konezy dowod. O

3.3 'Twierdzenie o istnieniu w klasach Gevrey’a

W tym podrozdziale, korzystajac z metody kompleksyfikacji, udowodnimy, ze jezeli sity i mo-
menty zewnetrzne sa niezalezne od czasu i naleza do pewnej przestrzeni Gevreya to silne roz-
wiazania sa analitycznymi funkcjami czasu o wartosciach w innej przestrzeni Gevreya (Twier-
dzenie 3.4 str. 35).

W poprzednim podrozdziale pokazalismy (Twierdzenie 3.3), ze réwnania pltynu mikro-
polarnego maja wtasnos¢ regularyzacji rozwigzan tzn., dla dodatnich czaséw rozwiazania sa
bardziej regularne niz warunki poczatkowe. Ponizsze twierdzenie dotyczy silniejszej wtasnosci
regularyzacji, mianowicie dla danych poczatkowych w V), odpowiadajace im rozwiazanie jest
analityczng funkcjg zaréwno zespolonego czasu jak i przestrzeni. Ta regularyzacja jest globalna
w tym sensie, ze obszar analitycznosci zawiera cata dodatnig potos czasu. Aby uzyskaé anali-
tycznos¢ wzgledem zmiennej czasowej zaczniemy od przyblizenn Galerkinowskich, dla ktérych
jest ona oczywista - sa to rozwiazania skonczenie wymiarowego uktadu rownan rézniczkowych
zwyczajnych z wielomianowa nieliniowoscia. Wystarczy wiec odpowiednie oszacowanie a priori
zeby przejs¢ do granicy.

Analitycznosé wzgledem zmiennej przestrzennej jest uzyskana dzieki wykorzystaniu prze-
strzeni Gevreya. Zasadniczo pokazujemy, ze rozwiazanie jest analityczna funkcja czasu o war-
tosciach w przestrzeni Gevreya funkcji analitycznych wzgledem zmiennej przestrzennej. Do
uzyskania analitycznodci wzgledem zmiennej przestrzennej musimy zatozy¢, ze sity i momenty
sa analityczne wzgledem tej zmiennej. Dla uproszczenia zalozymy, ze sa one niezalezne od cza-
su. Ponizsze rozwazania mozna uogoélni¢ na sity i momenty zalezne od czasu, przy zatozeniu,
ze f i g sa analitycznymi funkcjami czasu w obszarze, ktory zostanie zdefiniowany w trakcie

dowodu.

W celu pokazania analitycznosci rozwiagzan musimy dokonaé¢ kompleksyfikacji zagadnienia,
tzn. rozszerzy¢ réwania na zespolone "czasy" i wprowadzié¢ zespolone odpowiedniki rozwaza-
nych przestrzeni i operatoréw. Elementy zespolonych odpowiednikéw rzeczywistych przestrzeni
maja posta¢ v = vy + vy, gdzie i = /—1 jest jednostka urojona a v; naleza do odpowied-
niej przestrzeni rzeczywistej. Rozszerzone przestrzenie i operatory bedziemy oznaczaé¢ przez

dopisanie indeksu C do ich rzeczywistych odpowiednikow. Iloczyn skalarny w H¢ przyjmuje
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postac

(u,v)c = (ug + dug, v1 +ivy) = (u1,v1) + (ug, v9) + i[(uz, v1) — (ug, v2)]

i podobnie dla innych przestrzeni.
Musimy réwniez rozszerzy¢ operatory liniowe A, A; oraz rot i dwuliniowe B i B;. Przyjmuja
one postac
Acu = Auy + 1 Aus,
Aicu = Aruq + iAjus,
rotc u = rot uy + ¢ rot ug

oraz
B(u,v)c = B(uy,v1) + B(ug, vy) + i[B(uy, v2) + B(ug, v1)],
By (u,w)c = By (u1,wr) + Bi(ug,ws) + [ By (u1,w2) + By (ug, wy)].

Operator Ac (Aic) jest liniowym, samosprzezonym operatorem w Hg (H]?C) z dziedzing

D(Ac) = D(A)c (D(Aic) = D(A1)c). Niech © = (u,w) € D(Ac) x D(A;c), operator Ac

z dziedzina D(Ac) = D(Ac) x D(A;c) definiujemy nastepujaco Acu = (Acu, Aicw).
Operatory Be: Ve x Ve — Vi oraz Byc: H;(c X H;C — H;é sg ciggle dwuliniowe. Zespolone

trojliniowe formy be i bic sa zdefiniowane nastepujaco

b(u,v,w)c = (B(u,v)c,w)c,

bl(uv w, P)(C = (Bl (U, w)Ca P)(C-

Zauwazmy, ze b(-,-,-)c 1 b1(+, -, -)c nie sa antysymetryczne ze wzgledu na dwie ostatnie wspol-
rzedne. Z tego powodu traca one wlasnosé ortogonalnosci (2.6).

Rozpatrzmy rozwiniecie Fourierowskie pol predkosci i rotacji ptynu

u(z,t) = Z e RILay, (1),

keZ?

w(z,t) = Z e~ kL (1),

kez?
gdzie k/L = (k1/L, ks/L). Operatory e oraz e definiujemy nastepujaco:

eTA1/2u(x’t) _ Z e—ik/L4x+r|k|uk(t)’
kez?

€TA1/2w<x’t) _ Z e—ik/L-x+‘r|k|wk(t).
kez?

Dzialanie tych operatoréw to pomnozenie k-tej harmoniki Fourierowskiej przez e/¥.

Dla danych 7,s > 0 przestrzen Gevreya D(e™") definiujemy nastepujaco
D(e™) = D(e™") x D(e™™),
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gdzie

DEe™)=Sue H: e u)? = Z 627|j|25|uj|2 <00 g,
jez?

D(eTAf) _ wE HO ICU‘2 Z 627‘]‘28

per * w’2<oo

jez?
Z definicji normy w tych przestrzeniach wynika, ze wspotczynniki rozwiniecia Fouriera funkcji
z D(e™") Tub D(e7™1) maleja eksponencjalnie do zera ze wzrostem k.

W przestrzeni D(eTAI/Q) wprowadzamy iloczyn skalarny
(u’ U)T _ (GTAl/Qu, e7-A1/2’U)

oraz norme |u|, = (u, u)i/ ?. Norme i iloczyn skalarny w D(eTAi/Q) wprowadzamy analogicznie
i bedziemy je oznaczaé tak samo jak norme i iloczyn skalarny w D(eTAl/Q).
Ponadto dla danych 7,s,a > 0 definiujemy przestrzenie D(A% ™) i D(A%e™1) funkcji

z D(e™") i D(e™"), odpowiednio spetniajacych

]Ao‘eTASu 2 _ Z ’k|2ae27\k\25 Uk‘2 < o0,
kez?
’A(lxeTAwa _ Z ’k’2a627\k\25 Wk’2 < 0.

kez?

W przestrzeni D(AY 2eTA1/2) wprowadzamy iloczyn skalarny
(1, 0))r = (A2 u, A2 )

i norme || - ||, przez niego indukowana. Iloczyn skalarny i norme przestrzeni D(Ay QQTAi/Z)
definiujemy analogicznie i oznaczamy tak samo.

Norme i iloczyn skalarny w D(e™"*) x D(eTA}/Q) bedziemy oznacza¢ przez |- |, i (-,-),. Te
oznaczenia moga sie wyda¢ mylace, ale z kontekstu bedzie wynikaé, czy mamy na mysli norme
w D(e™"*), D(emM") czy w D(e™4"*) x D(em4”).

Poniewaz zajmujemy SiQ problemem z okresowym warunkiem brzegowym, wiec operatory
A, e P ooraz Ay, e P1 komutuja ze soba.

Ponizsze twierdzenie jest gtéwnym wynikiem tego podrozdziatu.

Twierdzenie 3.4. Niech u(0) € V, G = (f,g) € D(e”*"*) dla pewnego o > 0. Wtedy
istnieje czas T, > 0, ktory zalezy od sit © momentow dziatajgcych na ptyn oraz paramertow

modelu i warunku poczgtkowego u(0) poprzez jego norme w V takie, ze zachodzi:

(i) Rownania (1.18) - (1.20) posiadajg jednoznaczne analityczne wzgledem czasu rozwigzanie
u(t), ciggle z [0,T.] w V), takie, ze przeksztatcenie t — e?WA AV2q(t) (gdzie ¢(t) =

min(t, o1, 7Ty)) jest analityczne na (0,T,) o wartosciach w 'H.
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1/2
A7)

(ii) rozwigzanie u(t) jest analityczne na (T, 00) o wartosciach w D(AY?e” dla pewnego

o > 01T, jak poprzednio.
Nastepujacy lemat zapewni nam odpowiednie oszacowanie wyrazu nieliniowego.

Lemat 3.1. [15] Niech u,v,w € D(Ae™"?), w,p € D(Ale”qm), T > 0 wtedy B(u,v) €

/ . . . .. .
D(e™*), By(u,w) € D(eTAi 2) i dla pewnej statej co zachodzq ponizsze oszacowania

|(6TA1/2B<U,U)’ eTAl/QAw)’ < C2|€7’A1/2A1/2u|1/2 . |€TA1/2AU|1/2
‘|€TA1/2A1/2U| . |€TA1/2Aw|
)

|(€TA}/QBl(u’w)’ eTA}/QAlp)’ < CQ|€TA1/2A1/2U‘1/2 ) |€TA1/2AU‘1/2

: |eTA}/2A}/2w| : ]eTA1/2A1p| .

Dowadd. Pokazemy tylko oszacowanie formy B, poniewaz oszacowanie formy B; wyprowadza

sie tak samo. Oznaczmy
U= Z ujeijx, u; = eT|j|uj, u* = Z u;'feijx,
jEZ? jez2
gdzie 7 jest jednostka urojona. Bedziemy uzywaé¢ podobnej notacji dla v, w. Patrzac na trans-

formate Fouriera formy B widzimy, ze
(B(’LL,U),U}) = L% Z (uj ’ k)(vk ’ wl)v
j+k=1

gdzie j,k,1 € 72, a w0, to sprzezenie w;. Analogicznie

(e Blu,v), e w) = L2003 (g - k) (v )|l
jt+k=l
= L% 3 (u k(e - P (D,

j
k=l
Z nieréwnosci trojkata wynika, ze |I| — || — |k| = |7 + k| — |j| — |k] < 0. Zatem
FAL/2 TAL/2 * * *
(e Bu,v), e w)| < L2 Y ] - K] - i - |- 2P (3.39)
k=l
Prawa strona (3.39) jest rowna calce

/g(sc)w(sc)ﬁ(x) dx,

Q

gdzie

Ex) = Jusle™,  w(x) =D [kl -|ople™,  0(z) =Y |1 jwile™.

§=72 k=272 =72
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Uzywajac uogélnionej nieréwnosci Holdera, szacujac pierwszy wyraz w L* a dwa nastepne

w L? i uzywajac nieréwnosci Agmona dostajemy teze:

/6 ©) du < €| l[]]22]10]]z2 < cal€()]'/2|AEI 2 || - |6]

202\6TA1/2A1/2u\1/2 . ‘eTAl/QAU‘1/2 . ‘€TA1/2A1/2’U| i ’€TA1/2AU}|.

]

Majac zapewnione odpowiednie oszacowanie wyrazow nieliniowych przejdzmy do dowodu

Twierdzenia 3.4.

Dowadd. Plan dowodu jest nastepujacy: na poczatku zrobimy oszacowania a priori, w drugim
kroku pokazemy, ze aproksymacje Galerkinowskie sa analitycznymi funkcjami czasu o warto-
Sciach w D(e™4"* A), ostatni krok to przejicie graniczne wzgledem n.

Dla uproszczenia w trakcie dowodu bedziemy oznaczaé przestrzenie i operatory zespolone

tak, jak ich rzeczywiste odpowiedniki. Rownania (2.12) przepisuja si¢ bez zmian

@%—(V—FV,,)AU—FB( ) =2v,rotw + f, (3.40)

d¢

dw
— + aAw + By (u,w) + 4v,w = 2v, rot u + ¢, (3.41)

dg
gdzie ¢ = se?, s > 0icosf > 0 (zeby Re( > 0).

Krok 1 (oszacowania a priori).

Oznaczmy ¢(t) = min(t,0;). lloczyn skalarny réwnania (3.40) z elementym Au(se®)

. 1/2 . 0 e . L, . L .
w przestrzeni D(e“o(s cos §)A ), mnozymy przez e~ i bierzemy czes$é rzeczywista calosci. Mamy

wiec
Re e~ <e¢(SCOSO)A1/2 215(86 a)’ ega(scos@)Al/QAu<Sei0))
— Re <A1/2% (ego(SCOSO)Al/2u(Sei9)> _ e/ (5 cos H)Au(sew)?etp(scos@)AlﬂAl/Zu(SeiQ)
;j \Al/Q (s ei9)|¢(scosg) — cos® 0y’ (s cos 0)| Au(se’ )]g, s cos 6) ]A1/2 (s €i€)’@(scosg)
Uzywajac nieréwnosci Younga otrzymujemy

1d i i
§£|A1/2u(se 9)|¢,(80059) cos? 0/ (s cos 0)| Au(se’ )’90 5 cos0) |A1/2u(se 9)|¥,(SCO59)

v cos (3.42)

1d NIt i0|2 012
> §£||u(se )||g0(scos€)_ |AU(86 )lap(scos@)_ VCOSQHU(S€ )||<p(sc0s9)'
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Ponadto

Ree (eSD(SCOSG)Al/QAu(sew), e‘P(SCOSO)Al/2Au(sei9)> = cos 9|Au|i

(scos@)"

Dla skrocenia zapisu opuscimy zaleznosé funkceji v od "czasu", tzn. opuscimy s gdzie to tylko

mozliwe i bedziemy pisa¢ ¢ zamiast (s cos#). Otrzymujemy zatem

Dz + (—uw) cos ) Aul’. — ——|Jull
v co 89 (3.43)

<Re2v,e *(rotw, Au), + Ree ™ (f, Au), + Ree ™ (B(u), Au),.

Szacujac w powyzszej nieréwnosci czesci rzeczywiste iloczynow skalarnych przez ilocyny norm,

korzystajac z Lematu 3.1 oraz nieréwnosci Younga, mamy

2v, cos @] rot wl,|Au|,+ cos 8] f|,| Aul, + ¢ cos 9||u||f;/2|Au|f;/2

9
<, COSG|Au|i+Vr (:os,0||ou||2 veos |Au|2 |f|2
VCOSQ
7ch e, ||6 VCOSQ|A |2
(I/COSH)
Korzystajac z powyzszego oszacowania w (3.43) dostajemy
1d 3
——||ul]2+<v cos 0| Auf?, < ||u||2 + v, cos 0] |w] |2
2ds 8 ® 4 (3.44)
2+ |
ycos@ (vecos)3

Teraz zajmiemy sie rownaniem na mikrorotacje. lloczyn skalarny rownania (3.41) przez Ajw

—i6

w D(e?#s9)) mnozymy przez e~ i bierzemy czesé rzeczywista. Po oszacowaniach podobnych

do (3.42) otrzymujemy

Re 671'9 (etp(s cos G)AI/2 Z(Z (86 )’ 6gp(s cos G)A}/QAlw(SeiG))

2 acos 1 2

| Ajw(s cos 9)|i(scos€) - [lw(s cosf)

d
> —%Hw(s cos §) (s cos )’

plscost) — g acosf

Ponownie skracamy zapis przez opuszczenie zaleznosci od s

1d
2ds

3
— |lwl|?+ —a cos 0] Ayw|?, + <4yr

2
4 cos 9) el (3.45)
<Re2v,e *(rotu, Ajw), + Ree (g, Aiw), + Ree (B (u, w), Ajw),,.
Wyrazy liniowe prawej strony (3.45) szacujemy nastepujaco:

acosﬁ

|Aywl? +

Re 2v,e” " (rot u, Ayw), < 2, cos O] rot ul .| Ayw|, < 0
@ COS

ozcosﬁ

Re e_w(g, Ajw), <cosb(g, Aw), <

|Ajw |

cos@|g|
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a forme Bj szacujemy korzystajac z Lematu 3.1 oraz nieréwnosci Younga

cos O( By (u, w), Ajw), < ¢y cos 0] [u|| Y| Aul Y| |||, Arw],

acos& c3cost
< Al + Z——[ull | Auly| W]
acos@ 1/(3080 9 2¢5 9 4
< |Ayw | | Aul?, + mHUH@HWH@
acos@ 9 VCOSH 9 2¢3 5 6
< 2O Avl? + L A 4 e (fll + [ll]9)

Dzieki powyzszym oszacowaniom z (3.45) wnioskujemy, ze

1d aCOSQ VCOS@
L g+ 2t — L g
< 2 T‘ 2 2 CQ 6 6 .
< acoselglw B2+ Lol 2+ o (fulf + 119)
Dodajac stronami nieréwnosci(3.44) i (3.46) dostajemy (dla k; = min(v, «))
1d 9 ky cos 6 ) )
378 (Il + llwlf2)+ n (JAul2 + |Aw]2)
2 Sv2+1
< 2 2 r 2 2
- kl COS(9 (|f|<p T |g“p> + kl C089 (||UH<,0 + HwH@) (347)
. 9¢; (Il + [lwl]3)
(kq cos6)3 ¢ ©/

Korzystajac z nierownosci Younga szacujemy wyraz z ||ul|2 + ||w||7, po prawej stronie naste-

pujaco

8v2 +1 8v2 +1 4 4
e 4 2) < 20 (1 Gl + Gl )
8vZ+1  82+1
~ kycos®  2kjcosf (HUHG Flllli)
Dzieki temu z (3.47) wynika, ze
d ) ) 4 ) oy | 1602 +2
Bl <= e
(Ml + 1) < o (24 12 + -
18c3 + k2(8v2 + 1) (Ilull2 + ||w||2)3 '
(kqcos )3 14 v
1 ostatecznie J
d_?; < K, (3.49)

gdzie

y(s)=1+ ||u||2 W] |2 = 1+ [erlecos AT f1/25(5ei?) 2,
(72 + 1912) + 18c5 + k(1602 + 2)

K=
b (kycos )3

kq cos@
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Nieréownosé (3.49) pociaga za soba y(s) < 2y(0) tzn.
1+ [eelaeon®A A125(5e%)|2 < 2 4 2] A25(0) 2 (3.50)
lub réwnowaznie
1+ |AY2a(se”) 2 < 2+ 2[AY25(0))?

dla ¢ = se? € A(iy), gdzie A(ug) jest zbiorem tych (s,0) € R x (—7/2,7/2), dla ktérych

V2

0 < s < Ty(JAY?a@(0)]) = }LKl(l + |AY2a(0)[)) 7%, cosf € [7, 1. (3.51)

To pokazuje, ze jezeli @(0) € V to u(se) € D(efseosOAY? A1/2)  podgbiorze C okreslonym
w (3.51).

Krok 2 (aproksymacje Galerkinowskie)
Zauwazmy, ze operator A posiada ortonormalna rodzine funkcji wlasnych wq, ws, ... i od-

powiadajacych im wartosci wlasnych i, Ag, ... takich, ze

0<>\1§/\2§ — 00,
w; € D(A).

Bedziemy rozwazaé¢ nastepujacy zespolony uktad réwnan rézniczkowych w przestrzeni W, =

span{wy, ..., W, } rozpietej przez pierwszych m wektoréw wlasnych operatora A,

d
—U,, + At,, + P,,B(u,,) + R, = P,,G,
i (tm) (3.52)

U (0) = Ppu(0),

gdzie P,,: Hec — W, jest rzutem ortogonalnym na przestrzen rozpieta przez m pierwszych
wektorow wlasnych operatora A. Z twierdzenia Cauchy’ego-Kowalewskiej ([26]) wynika, ze
powyzsze rownanie ma jednoznaczne analityczne rozwiazanie u,, w pewnym otoczeniu 0 na

plaszczyznie zespolonej. Dzieki oszacowaniu (3.50) mamy

1+ [elesOA g12g, (s6)]? < 2 + 2].4Y%a(0) 2 (3.53)
dla (s,0) € A(ug).
Krok 3 (dowod punktu (i7))

Oznaczmy 7 = ¢(T1/v/2). Poniewaz wiemy, ze norma rozwiazania w V jest ograniczona

jednostajnie ze wzgledu na t: |AY2u(t)| < My, Vt > 0 (dla malych ¢ gwarantuje nam to
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oszacowanie (3.37) a potem rozwiazanie wpada w zbior pochlaniajacy w V), wiec mozemy

powtorzy¢ powyzsze rozumowanie dla dowolnego czasu ty > 0. Z (3.53) wnioskujemy, ze

14 e AV, (Tye® + to)|* < 2(1 + M3)

dla ty > 0, cos € [v/2/2,1] oraz
K
Ty = To(Ms) = Tl(l + M2)2

To pociaga za soba
AP, (O < 21+ M)
dla ¢ w pasku
15 15 }
= €C: Re(> —, |Im(| < — .
{¢ ¢>—E Imgl <2

Zauwazmy, ze B jest obszarem analitycznosci wszystkich ,,(¢). Wprowadzmy oznaczenia

I
o

u
€ D(e™"") oraz u € D(e™"?). Ze wzoru catkowego Cauchy’ego

dla funckji u € D(e™'"?),

mamy
d* . k! U (2)
T 0 | g
|2—Cl=d/2

gdzie d = dist(¢, OM). Stad wnioskujemy, ze dla ( € B
dr . 12k - E12k+1

Zatem dla kazdego zbioru K CC B mamy
dF k19k+1

1/2 % = P — 2

‘A “m(o‘ S Tdise(, omye L M)

dck
co implikuje
dr .
sup |A1/2—kl7«m(C)| < CL(K, M,).
CeK dg

Wr6émy teraz do rownania (3.52). Poniewaz
d ~ ~ /__\/ ~ =
d—gum + Au,, + P, B(u,,) + Ru,, = PG,
wiec

+ B(tn)| + [Rim| + |G- (3.54)

- d -
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Prawa strone powyzszej nieréwnosci szacujemy nastepujaco (uzywajac Lematu 3.1 oraz nie-
rownosci Younga i Poincaré)

—_—~—

Blitm)| < 3 (|4 20002 - | At |2 + | AY20000| 2] Ay 2] A} 22
1, - -
< 5 M| + 3] A2
| Rt < 2| 10t Oy | + 20| 10 Uy | + 40| O]

4v,
A1

< Awp | AY 20, |+ ——=| AV,
S C4|A1/21:Lm|.
Wstawiajac powyzsze oszacowanie do (3.54) otrzymujemy

sup | At | < es(K, My)
K

dla wszystkich K CC WM. 7Z powyzszego oszacowania wynika, ze dla kazdego ¢ € K oraz
d = dist(¢,0m) zachodzi

dr . k! | Aty
_ 5 < _wremi
AgminOl< 5 [ R
\z—(|k:d/2
2F k! -
c_ R ~
= [dist(K, Om)]* o Au(z)],
gdzie .
K' ={( el dist(¢,0M) < édist(K, om)}.
Zatem
dk .
Sl}l{p |Ad_ckam| < C6(K, MQ), (355)

co implikuje, ze i, jest funkcja analityczna o wartosciach w D(A).

Krok 4 (przejscie do granicy)

Wybierzmy gesty, przeliczalny podzbior {(,} C B. Z (3.55) wynika, ze dla kazdego (. ciag
U (Ce) jest ograniczony w D(e™'* A). Poniewaz zanurzenie D(e™A*A) «— D(e™A'* AY2)
jest zwarte, wiec dla kazdego k mozemy wybra¢ podciag uF, , zbiezny w D(eTAl/Q.Al/ 2).
Korzystajac z metody przekatniowej mozemy wybra¢ podciag, (ktory bedziemy oznaczaé przez
Uy, ) zbiezny we wszystkich punktach (. Z wektorowej wersji twierdzenia Vitaliego (Tw. 3.14.1
w [19]) wynika, ze zbieznos¢ ta jest jednostajna ze wzgledu na ¢ na wszystkich zwartych
podzbiorach M i granica u jest funkcjg analityczna o warto$ciach w D(eTAWAl/ 2).

Zauwazmy, ze obciecie 4(() do osi rzeczywistej jest silnym rozwiazaniem z Twierdzenia 3.2.

Stad wynika, ze u(() jest jednoznacznym analitycznym rozszerzeniem u(t), dla ¢ rzeczywistych.
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W zwiazku z tym @(t) jest funkcja analityczna rzeczywistej zmiennej czasowej ¢t o wartosciach

w D(emA? AV2) dla t > Ty(Ms) /2.

Krok 5 (dowod punktu ()).

Z (3.50) wynika, ze ciag e‘P(s)Al/zAl/Qﬂm(seie) jest ograniczony jednostajnie ze wzgledu na

se w A(tg). Podobnie jak poprzednio mozemy wybraé¢ gesty, przeliczalny podzbior s;e®*

w A(tg), poniewaz zanurzenie V — H jest zwarte, wiec korzystajac z metody przekatniowej

mozemy wybraé¢ podciag (ktory bedziemy dalej oznaczaé przez a,,) taki, ze
dla wszystkich k. Z twierdzenia Vitaliego wynika, ze
e@(S)Al/Qﬁm(sew) - e‘p(S)Al/Zﬂ(sew) w H

jednostajnie na zwartych podzbiorach A(wg) i 65"(5)“41/2@(36"9) jest funkcjg analityczng o war-
tosciach w H. To koticzy dowod twierdzenia dla T, = Ty i o = min(oy, Ty (AY?00)/v/?2). O
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Rozdziat 4

Opis asymptotycznego zachowania sie
rozwiazan za pomoca skonczonej liczby

parametrow

Koncepcja adekwatnego opisu przeptywu ptynu (uktadu nieskonczenie wymiarowego) za pomo-
cg skonczonej liczby parametréw wywodzi sie z hipotezy, ze szybko zmieniajace sie¢ harmoniki
o duzej liczbie falowej w przeptywie turbulentnym zanikaja tak szybko, ze nie maja wplywu na
harmoniki o mniejszej liczbie falowej. Z teorii Kotmogorowa [27, 28] wynika, ze w tréjwymiaro-
wym przeptywie turbulentnym wystarczy rozwazaé¢ harmoniki o liczbach falowych mniejszych
niz kg = (¢/v3)Y4. Jest to granica pomiedzy zakresem inercyjnym, w ktoérym dominuje czton
inercyjny réwnania i zakresem dyssypatywnym, w ktérym dominuje czton lepkosciowy. Jak
wyjasniono w [32] powzszy problem redukuje sie do znalezienia liczby kostek potrzebnych do
opisania przeptywu ptynu np. w kostce o boku dlugosci /y. Najmniejsza dlugosé boku kost-
ki jaka musimy rozwazaé¢ to l; = 1/kg, wiec liczba rozwazanych elementéw objetosci wynosi
(lo/1a)’.

Teoria Kraichnana [29], odnoszaca sie do dwuwymiarowych przepltywéw turbulentnych,
pozwala na oszacowanie liczby kostek jako (lo/Agy)?, gdzie A, jest dtugoscia Kraichnana
Mer = (VP/X)V5, a x jest érednig dyssypacja enstrofii. Doktadna dyskusja o skalach dtugosci
w przepltywach turbulentnych znajduje sie w ksiazce [7].

W tym rozdziale zajmiemy sie trzema sposobami opisu dynamiki ptynu przy pomocy skon-
czonej liczby parametréw. Najpierw ograniczymy sie do ukladu autonomicznego i pokazemy
istnienie atraktora oraz oszacujemy jego wymiar. Nastepnie bedziemy rozpatrywaé uktad nie-
autonomiczny i oszacujemy liczbe harmonik oraz weztow determinujgcych. Na koncu potla-
czymy rozwazania dotyczace atraktora, rozwigzan analitycznych oraz weztow determinuja-

cych i pokazemy, ze mozna wyznaczy¢ jednoznacznie trajektorie na atraktorze znajac wartosci
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predkosci i rotacji czastek tylko w pewnej (zaleznej od wymiaru fraktalnego atraktora) liczbie
punktow w obszarze przeptywu - weztéw natychmiastowo determinujacych (instantanously de-
termining nodes). Pokazemy ponadto, ze wezly te sa determinujace w sensie asymptotycznym.

Zanim jednak zaczniemy dalsze rozwazania musimy wyprowadzi¢ pewne oszacowania aprio-

ryczne.

4.1 Dalsze oszacowania a priori

W tym podrozdziale wyprowadzimy oszacowania a prior: na normy oraz na $rednie norm roz-
wiazann w roznych przestrzeniach. Oszacowania te beda zalezaly od asymptotycznej wielkosci

sit i momentéw, mierzonej w normach L? i H~!. Oznaczmy

~ . 1/2 ~ . 1/2
F=timsup (|f(0)F +lg())'"  oraz F_y =limsup (If(] s + lla(0))"

t—o0

(4.1)

Niech (u,w) bedzie rozwiazaniem réownan (1.18)-(1.20). Z nieréwnosci (3.16) i nieréwnosci

Poincaré wnioskujemy, ze

%(IW)I2 +lw®)?) + ke (lu@)]* + w®)]*) < k' (FOF + lg(D)) - (4.2)

Z oszacowania (4.2) i nier6wnosci Gronwalla otrzymujemy oszacowanie na norme rozwiazania

dla duzych czaséw,

u(®)* + w(t)[? Se"“Q(t‘tO){IU(to)IQ + [w(to)[?

t

+ k51/(|f(8)\2 +g(s)?) ertmto) dS}

to

Sff’”(”O){\u(lfo)\2 + lw(to)[*
t

w0 [ (11 onm 161 iy ) €2 ds}

per
to

Se’“"’(“O){\U(to)|2 + |w(to)|?

85 (1B piry + 1912 i) (€247 = 1) }

p
<e7070 (uto) * + fwto) )

k52 (1= ) (| 1By any + W91 ) -

per
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Zatem dla ty i t odpowiednio duzych mamy
2 2 2
u(®)]* + |w(®)]” < FF (4.3)
Naszym nastepnym celem jest oszacowanie sredniej wzgledem czasu kwadratu normy rozwia-
zaii w V), tj. wielkosci 7 ftHr‘F(Hu(S)H2 + [|lw(s)||?) ds. Ponownie uzyjemy nieréwnosci (3.16). Po
scatkowaniu jej na przedziale (¢,t + T') dostajemy

t+T

\U(t+T)I2+!w(t+T)!2+k1/(I\U(S)||2+\Iw(8)ll2) ds

t
t+T

< ;! / () + 9()2) ds + [u(d)? + ()]

t

Poniewaz funkcja |u(t)|* + |w(t)[? jest ograniczona jednostajnie ze wzgledu na t (szacowanie

(3.18)), wiec dla t i T odpowiednio duzych mamy

t+T t+T

7 [ QRO+ @ ds < k7 [ +lafas

W celu jednostajnego oszacowania normy rozwigzan w V bedziemy rozwaza¢ nierdwnosé

(3.36), z ktorej wnioskujemy, ze
d k1 2
L (l? + lolf?) -+ (ul? + 1 awwl) < 2 (1£2 + IgP)
dt 2 k1
82 2c!
2 2 r 1 2 2
(Ul + 11P) (2 + 2L o)

Oznaczmy

)H2+Hw( I,

e

Su?
— L 2 _r
0 = (Zhuoplooi+ ),
2

Q) = i (FOF +19()P) .

y(t) =

Dzieki tym oznaczeniom mozemy przepisa¢ nier6wnosé (4.5) w postaci

+h.
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Teraz sprawdzimy zalozenia jednostajnego lematu Gronwalla (Lemat 2.2) . Dla ¢y odpowiednio

duzych i r = 1 spelnione sg ponizsze nieréwnosci

to+1 to+1
~ 2¢) 2 2 2 2y, 8%
gs)ds < [ 1258 (jus) + o)) ()P + () + 2 | ds
to to
to+1
8v; dei o 2 2
<SP [ ()IE + el ds
to
82 8t -~
L Ft =
= @?vk k3 a
to+1
~ 3
h(s)ds <—F? = ay,
ki
to
to+1
2 =9
y(s)ds SFF = as.
2
to
Zalozenia sa spelnione, wiec dla kazdego t > ¢y + 1, mamy
2+ 3ky ~ 8u2 8t .
)||? | < =———=F? r L _Ft) 4.6
I + ool < 22 P (B2 4 o (1.6
Dla uproszczenia zapisu oznaczmy
o 243ky . 82 8ct
f— = _T o = - 4-7
C1 k'l k?g ’ (&) o ) C3 Oézl/lfl k% ’ ( )
i zapiszmy nieré6wnosé¢ (4.6) w bardziej zwartej postaci
u(®)])? + |[w®)|? < & F? exp (ag n (53F4) . (4.8)

Nastepne oszacowanie, ktore chcemy wyprowadzié¢ to oszacowanie sredniej kwadratu normy

w D(A) x D(A;). Calkujac nieréwnos¢ (4.5) w przedziale (¢,t + 1) otrzymujemy

e + TP + ot + TP = el = o0+ 3 [ (4u(s)? + [4w(5)P) ds
< [ { (GOPIsI+ 5 ) QP + 101P) + £ (70 + oo s

Korzystajac z oszacowan (3.18), (4.4) i (4.8), szacujac pierwszy sktadnik iloczynu pod catka

od gory, z powyzszej nierownosci wnioskujemy, ze dla ¢ i T' odpowiednio duzych zachodzi

t+T
1 5 3202\ -, 16¢ic

- A 2 A 2 d <[ = [ 2 141
F [ QAR + ()P ds < 5+ s ) PPt

t

FSexp(éy+ ¢sFY).  (4.9)
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Do zbadania, jak rozktad sil i momentéw na harmonikach wplywa na oszacowanie liczby
harmonik determinujacych bedziemy potrzebowaé jeszcze jednego oszacowania. Biorac iloczyn

skalarny (1.18) z u w H otrzymujemy

1d
§E|u|2 + (v + v)|Jul]* = 2v,(rot w, w) + (f, u), (4.10)

poniewaz b(u,u,u) = 0. Wyrazy prawej strony (4.10) szacujemy nastepujaco

2, (rot w, u) = 2v, (w,rot u) < 2v,|wl - ||ul| < 2, |w|* + %HUHQ,

v 1
(fsw) < N fllvellul] < Slfull* + EHfH%/"

(4.11)

Rownaniem (1.20) zajmiemy sie w podobny sposob, mianowicie pomnézmy je przez w i scal-

kujmy po Q). Dostaniemy wtedy

1d
5 gl +allwll® + v fwl® = 2 (rot u, w) + (9,w), (4.12)

poniewaz by (u,w,w) = 0. Wyrazy prawej strony (4.12) szacujemy w nastepujacy sposob

Uy
2v, (rot u, w) < 2v,|w|® + 5““”27

o, o1 ) (4.13)
(9:w) < Mgl llwll= Sllwll” + 5 Mgl
Dodajac rownania (4.10) i (4.12), uzywajac oszacowan (4.11) i (4.13) wnioskujemy, ze
d o 2\ 4 2 2y o 1 2 2 414
& (ul? -+ Jol?) + (Ul + ) < 5 (151 + ol ) (4.14)

Zauwazmy, ze (4.14) wyglada podobnie do (4.2), wiec postepujac podobnie jak przy wypro-
wadzaniu (4.3) dla t i T' odpowiednio duzych otrzymujemy

t+T
1 2

T/Mwﬂﬁwwﬂm@s@ﬁr (4.15)

t
To byto ostatnie oszacowanie potrzebne w dalszym ciagu pracy.
Zbiezmy powyzsze oszacowania w jeden lemat:

Lemat 4.1. Niechug € H, wy € HY,, oraz f € L (RY; H)NLS (R H), g € L2 (RY; HS,)N

L2 (RT; HO ) dla kazdego T > 0. Wtedy rozwigzanie uktadu (1.18) - (1.20) z warunkiem

loc per

r
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brzegowym (1.22) spetnia, dlat i T odpowiednio duzych, nastepujgce nierdwnosci:

2
(o) + O < (4.16)
@12 + [w@I[? < 672 exp (2 + &5 (4.17)
t+T
—/ )P+ [l ds < 2 (119
t+T

—/ [lu(IF + llw()IP) ds < & FQ, (4.19)

1 5 302\ -y 160 - (. -
T /(]Au(s)]Q + |Aw(s)|?) ds < (k_% + Oék%kg) F? WFG exp <02 + 03F4> ,(4.20)
t

gdzie state &y, ¢y, é3 zostaly zdefiniowane w (4.7), ki = min(v, @), ky = kyhy, a F i F_y w (4.1).

Oszacowania (4.17) oraz (4.20) sa podobne (eksponencjalnie zaleza od wielkosci sit) do
analogicznych oszacowar dla rownan Naviera-Stokesa z warunkiem Dirichleta na brzegu, wy-
prowadzonych w [43]. Jest to spowodowane tym, ze forma b; w réwnaniu z okresowym wa-
runkiem brzegowym podobnie jak forma b w réwnaniu z warunkiem Dirichleta nie posiada
wlasnosci ortogonalnosei (2.7). W zwiazku z tym wyraz nieliniowy nie znika i, aby otrzymac

powyzsze oszacowania, trzeba uzyé nierownosci Gronwalla.

4.2 Istnienie globalnego atraktora i oszacowanie jego wy-

miaru

Atraktor globalny jest zwartym zbiorem niezmienniczym w przestrzeni fazowej, ktory przy-
ciaga wszystkie trajektorie uktadu. Dzieki "Lematowi o cieniu" (Proposition 10.14 w [37]) dla
dowolnej trajektorii u, ¢ > 01T > 0 istnieje trajektoria uktadu u, lezaca na atraktorze, ktora
przez okres czasu T jest blisko niej t.j. |u(t) —up(t)| < e dlat € (to,t1), dla pewnych tq,¢; > 0
takich, ze t; — tg = T. 7 drugiej strony ataktor o skoriczonym wymiarze fraktalnym moze-
my sparametryzowaé skoriczona liczba parametrow [16, 20, 34|. Zatem mozemy w ten sposob
w przyblizeniu opisaé¢ dtugookresowe zachowanie si¢ ptynu przy pomocy skonczonej liczby pa-
rametréow. W tym podrozdziale bedziemy zaktadaé, ze sity i momenty zewnetrzne dzialajace
na plyn sa niezalezne od czasu. Na poczatku przypomnimy podstawowe pojecia i twierdzenie
o istnieniu globalnego atraktora ([44]) a nast¢pnie pokazemy, ze polgrupa {S(t)}>o stowa-
rzyszona z rownaniami ptynu mikropolarnego z okresowymi warunkami brzegowymi spetnia

zatozenia tego twierdzenia.
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Niech X bedzie przestrzenia Banacha, a {S(¢) }+>o polgrupa operatoréw dziatajacych na X.
Zbior A nazywamy zbiorem niezmienniczym jezeli V¢ > 0 S(t)A = A,

Mowimy, ze zbidor A przyciaga jednostajnie zbior B, jezeli dla kazdego ¢ > 0 istnieje ¢,
takie, ze Vt > t., S(t)B € O°(A), gdzie O°(A) jest suma wszystkich kul o srodkach w zbiorze
A i promieniach e.

Mowimy, ze A przyciagga zbiory ograniczone jezeli przyciaga jednostajnie wszystkie zbiory
ograniczone w X.

Atraktorem globalnym nazywamy zwarty zbiér niezmienniczy A C X, ktory przycigga
zbiory ograniczone.

Moéwimy, ze zbior B jest pochltaniajacy, jezeli dla kazdego zbioru organiczonego By C X
istnieje t1(By) takie, ze Vt > t1(By), S(t)By C B.

Zbi6r w—graniczny zbioru B C X definiujemy jako w(B) = (1,5, m

Mowimy, ze operatory S(t) sa jednostajnie zwarte dla duzych ¢, jezeli dla kazdego zbioru
ograniczonego B istnieje ¢y, ktore by¢ moze zalezy od B (ty = t5(B)) takie, ze U, S(t)B jest

prezwarty w X, co oznacza, ze zbior (J,, S(t)B jest zwarty w X.

Twierdzenie 4.1 ([44]). Niech X bedzie przestrzeniqg Banacha, a {S(t)}i>o bedzie potgrupg
dziatajgcq na X takq, zZe dla kazdego t > 0 operatory S(t) sq ciggte w X . Zaldzmy, Ze istnieje
ograniczony zbior pochtaniajocy B C X, a operatory S(t) sq¢ jednostajnie zwarte dla duzych t.

Wtedy A = w(B) atraktorem globalnym. Ponadto jezeli przeksztatcenie t — S(t)ug jest
ciggte z Ry w X dla kazdego uy € X, to A jest spojny.

4.2.1 Istnienie atraktora

W tym podrozdziale pokazemy istnienie atraktora globalnego dla poétgrupy zwiazanej z row-

naniami ptynu mikropolarnego z okresowym warunkiem brzegowym.

Twierdzenie 4.2. Niech Q = (0, L)?, niech sity i momenty zewnetrzne bedq niezaleine od
czasu oraz (f,g) € H = H x H°

per*

Wtedy istnieje globalny atraktor A, dla potgrupy {S(t) }>o
wH stowarzyszonej z rownaniami ptynu mikropolarnego. Atraktor ten jest ograniczony w prze-

strzeni V.

Dowod. W naszym przypadku niech X =H = H X ngr. W Rozdziale 3 pokazalismy, ze dla
dowolnego ustalonego t > 0 przeksztalcenie S(t) jest ciagte w H. W celu udowodnienia ist-
nienia atraktora pokazemy istnienie zbioréw pochtaniajacych w H oraz w V. Istnienie zbioru
pochtaniajgcego w V oraz fakt, ze kazdy zbiér ograniczony w V jest prezwarty w ‘H implikuje

jednostajna zwartos¢ operatorow S(t) dla duzych t.
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Zbior pochtaniajgcy w 'H
Poniewaz sity i momenty zewnetrzne sa niezalezne od czasu, wiec z nieréwnosci (4.2) wynika,
ze

[u(®)? + w()* < e (Juol® + lwol*) + k3> (IfI* +91?) - (4.21)

Zatem
lirtnsup (Ju@®)]* + lw@®) ) < k2 (IfF + [g]?) -

— 00

Oznaczmy p2 = k3 *(|f|?> + |g/?). Wtedy dla kazdego p > po kula B(0,p) w H jest zbiorem
pochtaniajacym - dla kazedgo (ug,wo) € H istnieje to > 0 takie ze

(u(t),w(t)) € B(0,p) dla kazdego t > t. (4.22)

Ponadto dla kazdej kuli B(0,7) C H istnieje to = to(r) takie, ze S(t)B(0,7) C B(0,p). To
dowodzi istnienia zbioru pochlaniajacego w H dla potgrupy {S(t)}+>o-

Zbior pochtaniajgcy w 'V
Poniewaz sily i momenty sa niezalezne od czasu, wiec z nier6wnosci (4.17) wynika, ze dla

odpowiednio duzych t zachodzi
lu(@)|* +[lw@)]* < er(| 1P+ |gl*) exp (e2 + es(|f1* + 19]*)?) -

To dowodzi istnienia zbioru pochtaniajacego w V i konczy dowod twierdzenia. O

4.2.2 Wymiar atraktora

Na poczatku przypomnimy pojecia wymiaru Hausdorffa i wymiaru fraktalnego zbioru, potem
pokazemy, ze atraktory A, v, > 0 zwiazane z rownaniami (1.11)-(1.13) maja skoriczony wy-
miar Hausdorffa i wymiar fraktalny. Wymiary te moga by¢ oszacowane przez state zalezne od
danych: f, g, v, a i obszaru przeptywu @) ale niezalezne od lepkosci mikrorotacyjnej v,.

Niech (X, p) bedzie przestrzenia metryczna a Y bedzie zwartym podzbiorem X. d-wymia-

rowg miare Hausdorffa zbioru Y definiujemy nastepujaco:

= ll_{% [inf {er: ri <eorazY C UB(Z’Z,TZ)}] ,

gdzie B(x;,r;) jest kula o srodku z; i promieniu r;, a infimum jest brane po wszystkich skori-
czonych pokryciach zbioru Y. Wymiar Hausdorffa zbioru Y, dy (Y") okreslamy jako kres dolny

zbioru liczb d, dla ktérych d-wymiarowa miara Hausdorffa jest rowna zero, t;j.

dy(Y) = inf{d: d(Y) = 0}.

d>0
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Teraz zdefiniujemy wymiar fraktalny zbioru Y. Zatézmy, ze Y jest zbiorem zwartym. Niech
e > 0, przez ny(e) oznaczamy minimalna liczbe kul w X o promieniu ¢ potrzebnych do
pokrycia zbioru Y. Wymiarem fraktalnym zbioru Y okreslamy nastepujaco

, logny (¢)
dp(Y) = hfgljélp Tos(1/2)

przy czym dopuszczamy mozliwo$¢ zeby powyzsza granica miata wartosé 4-oo.

Przytoczymy kilka wtasnosci zdefiniowanych powyzej wymiaréw. Wymiar fraktalny zbioru
zwartego jest zawsze niemniejszy od jego wymiaru Hausdorffa. Wymiar Hausdorffa jest stabilny

wzgledem przeliczalnych sum zbioréow tzn.

i=1
podczas gdy wymiar fraktalny tylko wzgledem sum skoriczonych. Przyktadem moze by¢ zbior
Y = {% n € N}, ktorego wymiar Hausdorffa wynosi 0, a wymiar fraktalny jest wickszy niz
1/2. 7Z drugiej strony pokazano, ze kazdy zwarty zbior o skoriczonym wymiarze fraktalnym
mniejszym od d, d catkowite, mozna w sposob ciagly sparametryzowaé za pomoca k > 2d + 1

parametrow. Wiecej szczegolow mozna znalezé w np. ksigzkach [10, 37, 44].

Twierdzenie 4.3. Istnieje stata Cy, ktora posiada nastepujgcq wtasnosé. Jezeli N jest liczbg
catkowitq takq, ze

QLYY (2 | 212
N —1<2C, s (117 +19*)"" <N, (4.23)
1

gdzie |Q| = L? jest wielkosciq obszaru przeptywu, ki, ko sq jak w (3.15), to wymiary Haus-
dorffa zbiorow A, , v, > 0 sq mniejsze lub rowne N, a ich wymiary fraktalne sqg mniejsze lub

réowne 2N .

Dowaod. Dowdd twierdzenia opiera sie na badaniu ewolucji n-wymiarowych réwnolegtosciandw
w przestrzeni fazowej i znalezieniu n takiego, ze objetos¢ kazdego n-wymiarowego rownolegto-
Scianu maleje w czasie. Bedziemy rozpartywac przeptyw zlinearyzowany w otoczeniu atrakto-
ra. W tym celu musimy stwierdzié¢, ze poélgrupa generowana przez réwnanie jest jednostajnie

rozniczkowalna.

Definicja 4.1. Mowimy, ze potgrupa {S(t)} jest jednostajnie rézniczkowalna na A jezeli dla
kazdego u € A istnieje liniowy operator A(t,u) taki, zZe dla kazdego t > 0 spetniony jest warunek

S5 — St — At.0) (0 — @
wy ISQOT-SOE- AL -D
a,0€ A [i—1] |2 < |0 — af|x

oraz

sup ||[A(t, @)||op < 00 dla kazdego t > 0.

uUEA
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Potgrupa zwiazana z rownaniami ptynu mikropolarnego jest jednostajnie rézniczkowalna.
Wynika to z rozwazan podobnych do tych w [44].

Procedura wyznaczania wymiaru atraktora, z ktorej bedziemy korzystac¢, zostala opisana
w [44]. Bedziemy analizowaé¢ zmiany objetosci n-wymiarowych rownolegtoscianéw w otoczeniu
atraktora poddanych dziataniu potgrupy. W punkcie uy nalezacym do atraktora budujemy n-
wymiarowy réwnolegto$cian rozpiety na infinitezymalnych wektorach &, ¢ = 1,...,n, ktore
ewoluuja zgodnie z rownaniem zlinearyzowanym (w tym miejscu potrzebna jest jednostajna
rozniczkowalnosé potgrupy). Niech V,,(t) oznacza objetosé tego rownolegloscianu w chwili ¢.
Roéwnanie opisujace zmiany objeto$ci w czasie ma postaé

d 1 dM
—InV,(t)==Tr | M '—
dth() 2 r{ dt}’

gdzie M jest macierza o elementach m;; = (;,&;), a Tr oznacza slad macierzy. Wprowadzajac
zalezny od czasu ortonormalny uklad wektorow ¢,(t), j = 1,...,n, ktory rozpina przestrzei
Span{&;(t),...,&.(t)}, mozemy przedstawi¢ elementy macierzy M i M~! korzystajac z repre-
zentacji wektorow &;(t) w bazie {¢;(t)}. Prowadzi to do nastepujacej réwnosci
LVt = Y (e L)
-, M Vy = 3 i)
dt LV E
gdzie L jest operatorem liniowym odpowiadajacym linearyzacji réwnania. Stad wynika, ze
t
V() = Ve | [ (ei(s). L) ds
0
Biorac supremum (po wszystkich warunkach poczatkowych @y € A oraz wszystkich uktadach
ortonormalnych) zmian objetosci w czasie szukamy takiego n, aby ta objetos¢é malata ekspo-

nencjalnie w czasie. W rozwazanym kontekscie definiujemy wielkosci

t

gn(t) = sup sup %/TYF/(S(T)E(])OQN(T)dTI&GH, &) <1,i=1,...,N ,,

apgEA
0

gy = limsup gy (t),

t—o0

gdzie I jest rozniczka polgrupy zwigzanej z réwnaniami ptynu mikropolarnego, a )y rzutem
z H na przestrzen rozpieta przez {y;}. Z ogodlnej teorii przedstawionej w [44] wynika, ze
jednostajne wyktadniki Lapunova ji; spetniaja nier6wnos¢ pq + ... 4 (b, < gn,. Ponadto, jezeli
dla pewnego N mamy ¢y < 0, to wymiar Hausdorffa i wymiar fraktalny atraktora A sa
skoniczone. Nastepujace twierdzenie zapewnia oszacowanie wymiaru fraktalnego oraz wymiaru

Hausdorffa atraktora zwigzanego z réwnaniami ptynu mikropolarnego
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Twierdzenie 4.4 ([44]). Niech A bedzie zbiorem niezmienniczym dla potgrupy {S(t)}iso-
Niech operatory S(t) bedq jednostajnie rozniczkowalne na A. Jezeli dla pewnego N > 1 spet-
niona jest nierownosé

A+ v <0,

to spetnione sq nierdwnosci

pa

<1
JoNasy

HN41 < 07

oraz

1. wymiar Hausdorffa zbioru A jest mniejszy bgdz rowny

(14 + Nt
Jsasy

n +

2. wymiar fraktalny zbioru A jest mniejszy bgdZ rowny

(n—l—l){max 1+ bt 1)+ }
LGEN -+ v

Wprowadzmy pewne oznaczenia. Niech u; = (u;,w;) € H (lub V) dla i = 1,2. Wprowadza-

my nastepujace iloczyny skalarne i normy w H i V
(@1, ) = (ur,u9) + (w1, ws),  [a) = [, u]'
dla wszystkich u, 11, us € H oraz

([, @] = (Vur, Vua) + (Ver, Vw),  [[a]] = [[a, a]]'/?

dla wszystkich u, uy, us € V.
Definiujemy forme trojliniowa B na V x V X V poprzez

B(ty, ug,u3) = b(uy, ug, ug) + by (u1,ws, ws)
i wigzemy z B dwuliniowy, ciagly operator B z V x V w V' nastepujaco
(B(u1,2), ¢) = B(tiy, Uz, ¢) s, Uz, ¢ € V.
Definiujemy dwuliniowe formy R i a na V x V przez

R(t1,79) = —2v,(rot wy, ug) — 2v,.(rot uy, we) + 4, (wr, ws),

a(ty, tg) = (v + v;)(Vuy, Vug) + a(Vwy, Vus)

i wiazemy z nimi liniowe, ciagle operatory z V w V' w nastepujacy sposob
(R(u),¢) = R(u,9), (Au),¢) =a(u,¢), u,¢€V.
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Niech G = (f,g) € H. Wtedy staba forma réwnan (1.11)-(1.13) (por. [41]) ma posta¢

%(U(t), o(t) + (v + ) (Vu(t), Veo(t)) +b(u(t), u(t), ¢)

= 2vp(rotw(t), ) + (f, #),
; (4.24)
—(w(t), ¥) + a(Vw(t), Vib) + bi(u(t), w(t), ) +4v, (w(t), ¥)

dt
== 2Vr(r0t Uﬂb) + (g(t)>¢),

dla kazdego p € Vi € per(Q). Rownosci powyzsze nalezy rozumie¢ w sensie dystrybucji
skalarnych na (0, c0). Rownania (4.24) mozemy napisa¢ nastepujacej formie

d

6] + a(a, 6) + B(a,1,0) + R(a,¢) = (G,

gdzie u = (u,w), ® = (p, ) albo w postaci funkcjonalne;

d _ _ o _
S+ A() + B(u,u) + R(a) = G.

W celu oszacowania wymiaru atraktora skupimy sie na problemie zlinearyzowanym wokot «

d

al F

U =F@U,

gdzie F'(u) = —A(U) — B(u,U) — B(U,u) + R(U) jest rozniczka operatora S(t).

Teraz naszym celem bedzie oszacowanie z gory sladu

N
Tr F'(a) o Qn = Y _[F'(@)p;, 9j], (4.25)
i=1
gdzie p; = ¢;(1), 7 = 1,..., N jest ortonormalng w H baza podprzestrzeni Qn(7)H =
Span{Uy(7),...,Un(7)}, QN (7' &1, ..., &n) jest rzutem prostopadtym w H na przestrzen roz-
pieta przez U;(7),j = 1,..., N, a U; sa rozwiazaniami r6wnania zlinearyzowanego, tj. spelniaja
réwnania

d
dt
Poniewaz B(u, ¢;, ;) = 0, wiec

“U; = F@U;, Uj(0)=¢, dlaj=1,...,N.

[F'(@)pj, p5] = —ale;, 05) — Blwj, 4, 9;) — R(pj, @)

Oznaczmy ¢; = (v, z;). Wtedy mamy

N

Z (i, p5) = —(v+uwr) ZHUJHQ QZHZJHQ
i=1

N N N

— Y By ;) = = Y b(vj,u,05) = Y bi(vj,w, 2)

i=1 =1 =1
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oraz

N N N

N
— ZR(gpj, ©;) = 2v, Z(rot 2, 0;) + 2v, Z(rot v, 25) — v, Z |22
i=1

i=1 i=1 i=1
Rozwazmy teraz operator a + R:

a(pj, ¢5) + R(wj,05) = (v + 1) ((vj,v3))* + al(z, 7))
—2v,.(rot zj,v;) — 2v,(rot vy, z;) + vyl 242

Korzystajac z tozsamosci (2.9) oraz nieréwnosci Schwartza i Younga otrzymujemy
2u, (tot zj, v;) + 2v,(tot vy, 2;) = dv,(vot 25, v;) < vi|vj||* + 4|22,
zatem
alj, ¢;) + Rlpj, ;) 2 v((vs,v5)) + al(z, ) = kalles o5l Ve €V,

gdzie k; = min{v, o} (jak w (3.15)). Stad wnioskujemy, ze

N N

= (algs,05) + Rlps, 0)) < =k Y _lles, oill*.
i=1 i=1

Forme trojliniowa b szacujemy nastepujaco

N
Zb vj, U, V) Z/ V)uv; dz| < /|Vu z,t)|p1(x,t) de,
i=1

gdzie
N
t)=Y Jv(z,0)f
i=1

Forme b; szacujemy podobnie

N N
Zbl(UJ,U,Z]) = Z/(Uj.V)uzj dr| < /|Vu<x,t)|,01(l’,t)1/2p2(x7t)1/2d;p7
=1 i=1
Q@ Q
gdzie
N
pr(a,t) = |z, )"
i=1

Forma B spelnia wiec nastepujaca nieréwnosé

N
Z B((pjﬁ 17/, 90]>
=1

< [ (19ulos + 1Velol*6}) da.
Q
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Oznaczajac p = p1 + pa, korzystajac z nieréwnosci Cauchy’ego oraz Schwartza dostajemy

< / (pIVul + pl V) do
Q

N
Z B(@jﬁ ﬂa ()0])
=1

1/2 1/2

/p2 dx /(|Vu| + | Vw|)? dx

Q Q

IA

1/2

< |p| 2/|Vu\2+|Vw\2d:v
Q

= V2|p| - [[al].

Z powyzszych oszacowan wynika, ze

N
Tr F'(a(r)) 0 Qu(7) < —k1 D [ls (DI + V2lp(7)] - [[a(7)]]. (4.26)
i=1
Poniewaz rodzina {¢, (7')}?7:1 jest ortonormalna w H, wiec rodzina odpowiadajacych jej par
(vj, 2;) jest ortonormalna w L?(Q)**%. Mozemy zatem uzy¢ uogélnionej nieréwnosci Sobolewa-
Lieba-Thirringa ([44]) i napisa¢

N N

p(r)2 < Co Yy (Il +11z117) = Co Y [l ()], (4.27)

i=1 =1
dla pewnej statej Cy.

Zauwazmy, ze |, o P(,t) dx = N. Dzigki nieréwnosci Schwartza mamy
N*<|QI- [pl?,

gdzie |Q| = L? jest wielkoscia obszaru przeptywu, a biorac pod uwage (4.27) dostajemy

N

2 N?
> llesI 2 g

(4.28)

Drugi wyraz prawej strony (4.26) szacujemy uzywajac nieréwnosci Younga oraz nieréwnosci
(4.27) i (4.28). Mamy

k C k — C
VRl ] < g o+ 2 < 5 3l +
Z powyzszych rozwazan wynika, ze
/[~ k'l N2 C(] _
Tr F'(u(1)) o Qn (1) < _ECOIQ\ + k_l[[uHZ (4.29)



Niech @y = (up, wp) € A, u(7) = S(7)uy. Oznaczmy
. t
gn(t) = sup sup ;/TI"F/(S(T)UQ) oQn(r)dr: & eH, & <1,i=1,...,N »,
apEA
0
gy = limsup gy (t).

t—o0
Z nieréwnosci (4.29) wnioskujemy, ze
kq Co
< ———_N?*+ —~, 4.30
W= =560 Pl (4.30)

gdzie
t

v = Jim sup 5 [ 1Sl dr

=00 goeA

Mozemy oszacowaé v w zaleznosci od parametrow uzywajac nieréwnosci (3.16)

%(W(t)l2 +lw®) + k(@ + o) < k' (£ +1917)

i postepujac podobnie jak przy wyprowadzaniu nieréwnosci (4.4). Mamy wiec

1 1 11
- S(t)i 2 < —IQ 2 Il P V2
;[ Is@mlP < o167 + 5 fal
0
skad wynika, ze .
< 2,
1<l
Wstawiajac powyzsze oszacowanie do (4.30) otrzymujemy
k1 Co
< — N? G 4.31
Wprowadzajac oznaczenia
kl OO 2
= —- = G
T N Tl

mozemy przepisaé (4.31) w postaci
qnv < —KiN* + Ka.
Z ogolnej teorii przedstawionej w [44] wynika, ze jednostajne wyktadniki Lapunova p; spetniaja
nierdwnosé
H1+'“+Mj§—/€1j2+/‘62> VjeN.

Z Lematu VI.2.2 w [44] wynika, ze dla N speliajacych

9 1/2
N-1< <ﬁ) <N,

R1

jednostajne wykltadniki Lapunova p; speliaja g1 4 ... un < 0, co koniczy dowdd. O
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4.3 Harmoniki determinujace

Pojecie harmonik determinujacych pojawia sie, gdy rozpatrujemy rozwiniecie rozwiazania
w szereg Fouriera. Nasuwa sie pytanie czy zbieznosé do siebie pewnej liczby kolejnych harmonik
dwoch réznych rozwiazan implikuje takie samo zachowanie pozostalych harmonik, i w konse-
kwencji calych rozwigzari. Odpowiedz twierdzaca dla rownari Naviera-Stokesa uzyskali Foias
i Prodi w [11]. W kolejnych pracach usitowano jak najlepiej oszacowaé liczbe harmonik po-
trzebnych do zdeterminowania zachowania sie przeplywu. Aktualnie najlepsze oszacowania
wyprowadzono w [13| dla rownan z zerowym warunkiem brzegowym i w [25] dla okresowych
warunkow brzegowych. Liczbe harmonik determinujacych dla dwuwymiarowych rownan ptynu
mikropolarnego z warunkiem Dirichleta na brzegu oszacowano w [40].

Rozwazmy dwa rozwiazania réwnan ptynu mikropolarnego w dwuwymiarowym obszarze
(ug, wr) 1 (ug,ws) (u; = (u}(z,t),u(z,t)) i w; = w;(z,t)) odpowiadajace dwom, by¢ moze roz-
nym, parom sit i momentéw zewnetrznych (f1, g1) i (f2, g2). Dokladniej rzecz ujmujac (uq,ws)

i (ug,wq) speliaja rownania

0
% — (v +vp)Auy + (ug - V)uy + Vp = 2v, rot wy + fi, (4.32)
divu; =0, (4.33)
awl
5 alAw; + (uy - V)wy + 4w = 2v,rot ug + g4 (4.34)
oraz 5
% — (v +v)Aug + (ug - V)ug + Vg = 2v, rot we + fo, (4.35)
divus =0, (4.36)
(%12
e alAwsy + (ug - V)ws + 4vwy = 2, ot ug + go, (4.37)

z odpowiednimi ci$nieniami p = p(x,t) i ¢ = q(x, t). Warunek brzegowy jest okresowy dla obu
probleméw. Ponadto zakladamy, ze zewnetrzne sity i momenty maja takie samo zachowanie

asymptotyczne dla duzych czasoéw, mianowicie

1f1(8) = fa()llv + 191(E) = g2(D)l] 2 — 0 dla t — oo. (4.38)

W [25] i [40] zakladano, ze sily (i momenty) zbiegaja do siebie w normie L*. W tej rozprawie
ostabiliémy ten warunek i zaktadamy zbieznosé w V' x HIQ-

Definicja 4.2. Mowimy, Ze pierwsze m harmonik zwiqzanych z Py, i P} determinuje przeptyw

jezeli warunek
/ (| Prwr (2, t) = Prus(z, 0)]* + |Prwi (z,t) — Phws(z,t)|?) de — 0 dlat — oo,  (4.39)
Q

29



wraz z warunkiem (4.38) na sity i momenty implikujg

/ (1Qmts (2, 8) — Quutia(, O + QLo (2, 8) — Qhwn(e, D)) de — 0 dlat — 00,  (4.40)
Q

gdzie | - | oznacza norme w L*(Q)

Oszacujemy liczbe m harmonik determinujgcych w zaleznosci od asymptotycznej wielkosci
sit 1 momentéw mierzonej w normach V' i I-'Ip_eqlﬂ, odpowiednio tzn. od wielkosci F_; zdefinio-

wanej w (4.1).

Twierdzenie 4.5. Zatozmy, ze m € N spetnia nierounosé
1602k3 + 8c2E2,

- dM ksk}

m

gdzie F_q jest asymptotyczng wielkoscig sit i momentow zewnetrznych zdefiniowang w (4.1).
Wtedy pierwsze m harmonik determinuje w sensie Definicji 4.2 dwuwwymiarowy przeptyw ptynu

mikropolarnego z okresowymi warunkami brzegowymia.

Dowdd. Bedziemy stosowac¢ metode opisana w [17], polegajaca na wyprowadzeniu nieré6wnosci
rozniczkowej dla tunkeji ¢ — £(t), £(t) = [Qmu(t)* + |QLw(t)]* a nastepnie zastosowaniu
uogolnionego lematu Gronwalla (Lemat 2.1). Rozwazmy rozwiazania (u;,w;) uktadu (4.32) -
(4.34) 1 (ug,ws) uktadu (4.35) - (4.37), z okresowymi warunkami brzegowymi oraz sitami i mo-
mentami zewnetrznymi speliajacymi (4.38). Aal6zmy ponadto, ze zachodzi (4.39). Pokazemy,
ze jezeli m jest dostatecznie duze, to spelniony jest warunek (4.40). W tym celu oznaczmy
U=1U — Uy, W=w1 — Wy, [=f1— fooraz g = g1 — go.

Piszac rownania ptynu mikropolarnego w formie funkcjonalnej dla pary rozwiazan (uq,ws)

i (ug,wq) (por. (2.12)) oraz odejmujac je stronami otrzymujemy

w + (v + 1) Au+ B(u,uy) + B(ug, u) = 2v,rotw + f, (4.41)
wy + aAjw + Bi(u,wy) + By (ug, w) + 4v,w = 2v, rotu + g, (4.42)

odpowiednio. Najpierw zajmiemy sie rownaniem (4.41). Po pomnozeniu go przez Q,,u i scal-
kowaniu po ) mamy
1d

2 dt ’QmU|2 + (V + VT)HQmuHZ + b<u7 Uy, Qmu) +b(u27 u, Qmu)

= 2Vr<r0tw7 Qmu) + (f7 Qmu)

Wyrazy liniowe prawej strony (4.43) szacujemy nastepujaco

v+ 2, 9 1 9
< / < /
(F. Qo) < £l 1Qutl < 20| Qutl 4 (11

2u,(rot w, Qu) = 2v,[( Py rot w, Quu) + (Qm rotw, Qnu)] < 2v,|Qy rot w) - |Qul

82
2 1Quul,

(4.43)

(0%
< < 1Qnwll* +
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wykorzystujac rownosé (P, rotw, Q,,u) = 0. Korzystajac z liniowosci formy b ze wzgledu na

pierwsza wspohrzedna oraz wlasnosci (2.6) mozemy napisacé
b(ua Uy, Qmu) = b(PmU’7 Uy, Qmu) + b(QTH“? Uy, QmU) (444)

oraz

b(ug, u, Qmu) = b(ug, Pru, Qnu). (4.45)
Uzywajac wlasnosci (2.5) oszacowan (2.8) oraz nier6wnosci Younga wnioskujemy, ze
b( P, ur, Qut) < 1| P3| Pyl V2 ua |2 |2 | Qo]

O(Qmu, ur, Q) < 1| Qmul - ||@mul] - [|ua]

I/—i—Vr

(4.46)

202
|Qumul|* + ——— \QmUI [fua ||,
b(ug, P, Quu) < ClIU2I1/2\IU2H1/2|PmUI1/2|IPmUHl/QIIQmUH-

Teraz zajmiemy sie réwnaniem (4.42). Po pomnozeniu go skalarnie przez QL w w ngr
otrzymujemy
|Q1 w|? + a|QL w||? + by (u, ur, QL w) +b(ug, u, QL w)
= 2v(rot u, Q,w) + (9, Q).

Wyrazy prawej strony szacujemy analogicznie do wyrazoéw prawej strony rownania (4.43)

2 dt (4.47)

o 1
(9, Qn) < QR + ~lgll,
(0%
2, (rot u, QLw) = 20, (QL, rot u, Q. w) < %chmuuz + 4, QL w|,
a wyrazy z forma b, szacujemy nastepujaco
by (Pott, w1, QL) < ] Pyt V2| Pt |2 ey |72y ||/2]| QL 0,

b (Qmtt, w1, Qrw) < 1] Q] 2|| Q|2 w1 |] - Q]| Q][

ClHMH

< (1Qmul - |Quull + 1Qpw] - [|Qn, uJII)

2 4 1“ 1H2 ul2 + 2110 Wl 2 llwill? 1

by (uz, Prw, Q) S01\U2\1/2HU2H1/2|!Qian - \Péw\l/QIIP%wl\l/2-

1/—{—yr

Po dodaniu stronami rownan (4.43) i (4.47) oraz uzyciu powyzszych oszacowan otrzymujemy

d
77 (Qmul? +1Qu,0”) +h (1| Qe + 1@ )

2 (4.48)
= (1Qmul? + 1Q3) (12 + 52 (P + ) ) < 500,
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gdzie
B(t) = er(| Pl 2| | Pl |2 e |2 [ [|/2]| Qut] | + [aa 2 | |2 a2 el '] | Q|

+|PmU|1/2||PmU||1/2|w1|1/2||wl||1/2|IQian + Jua| V2| uz | [ Q]| - | P[] | Prwl[1/2)

115 + HgH?{m
+2

ks =min(v + v, «).

Rozwiazania sa organiczone jednostajnie ze wzgledu na t zaréwno w normie przestrzeni H
jak i w normie przestrzeni V. To lacznie z zalozeniem (4.39) implikuje, ze wszystkie wyrazy
zawierajace |P,u| oraz |Plw| daza do zera przy t — oo. Ponadto z zalozenia (4.38) wynika,
ze wyrazy zawierajace sily i momenty réwniez daza do zera przy t — oo. Zatem [(3(t) — 0 przy
t — oo. Teraz skorzystamy z nieréwnosci A, 41|Qmul? < ||Qmul|? oraz A1 |QL w|? < ||QL w]|?
w celu zapisania nieréwnosci (4.48) w formie pozwalajacej na skorzystanie z uogblnionego

Lematu Gronwalla (Lemat 2.1). Po ich zastosowaniu (4.48) przyjmuje postac¢

d
= (1Qmul? +1QwP) .
2 .
+(1Qmul? +1QLw|?) - <k1 i1 — 4ﬂ (|12 + [Jwn][?) — 167”) < 3.

Oznaczajac
() = |Qmul® + | Q]
4¢3 1612
V() = Fidmer — 5= = (P lenl?) = —+,
3 @

mozemy przepisaé (4.49) w postaci

d£+'y€ <p.

Aby oszacowaé liczbe harmonik determinujacych pozostaje tylko sprawdzi¢ zatozenia uogol-

nionego Lematu Gronwalla. Aby sprawdzi¢ zalozenie (2.13) tego lematu szacujemy z dotu

wyrazenie lim inf,_ . & T f HT s) ds. Korzystamy z oszacowaia (4.19). Mamy
t+T +T
1 16 1 2
limint 7 [ 9(s)ds 2 Fides - v ~timsup . [ ,j; (s (I + llr ()]?) s

t t
1602 8c2 -
> kA — —— — —L F?
= N1 +1 o kf%k’g _

Zalozenie (2.13) jest wiec spelione dla wartosci whasnych A, spetniajacych nier6wnosé

1612 801

2. 4.50
Oék?l kgk ( )

)\erl -
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W [6] pokazano, ze \,, ~ dA\;m, doktadniej rzecz ujmujac pokazano, ze granica

m

lim >0

istnieje. Mozemy zatem sprowadzi¢ (4.50) do postaci

1602k2 4 42 F?,
= d\ksk?

m

(4.51)

Latwo sprawdzi¢, ze jezeli m spelnia nieréwnosé (4.51) to pozostate zatozenia Lematu 2.1 sa

rowniez spetnione. Dowdd twierdzenia jest wiec zakoriczony.

O

Zbadamy jak rozktad sit i momentéw na harmonikach wplywa na oszacowanie liczby har-

monik determinujacych. Rozwazania te zostaly zainspirowane artykutem J.C. Robinsona [39],

w ktorym zbadany zostat wplyw rozktadu sity na harmonikach na wymiar atraktora dla réwnan

Naviera-Stokesa. Zalozmy, ze sity i momenty naleza do L*°(0, 0o, H) oraz ich asymptotyczna

wielkoé¢ w normie H jest ustalona i wynosi F' = limsup, . (|f(t)]> + | g(t)\Q)l/ ?. Rozpatrzy-

my kilka przypadkow, a wszystkie obliczenia przeprowadzimy tylko dla sit, poniewaz te dla

momentéw sg analogiczne.

1. Zaltézmy, ze sity i momenty rozlozone sg doktadnie na dwoéch harmonikach o numerach

n i N oraz, ze

2
P =i =0

P 11
1 =0 (5 + 1) ~ 1 (5 + )

co po wstawieniu do (4.50) daje

> 1612 n 8c? 2 l_,_i
- d)\lozk’l d)\ll{igki3 n N .

Wtedy

Liczba harmonik determinujacych zalezy od odwrotno$ci numeréw harmonik, w ktérych

dzialajg sity i momenty. Stad wniosek, ze w im mniejszych skalach dziatajq sity i mo-

menty, tym mniejsza liczba harmonik potrzebna do zdeterminowania przeptywu w sensie

Definicyi 4.2.

2. Zalozmy teraz, ze sily 1 momenty sa roztozone na pewnej, skoriczonej liczbie harmonik,

tzn.

N
f=> fuws,
k=n
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oraz, ze nie wiemy nic na temat wielkosci sit w poszczegdlnych skalach (w szczegolnosci
moze by¢ fr, = 0 dla pewnych k € {n+1,..., N — 1}). Wtedy spelnione sa wynikajace

bezposrednio z definicji normy w V'’ nier6wnosci

1 2 1 2
_ < , < —
AN|f| <|[fllv < Anlfl ;

z ktorych wynika, ze
1 - ~ 1 -
—F?<F? < —F* 4.52
)\N — -1 = )\n ( )
Po wstawieniu nieréwnosci (4.52) do oszacowania (4.51) dostajemy

1612 8¢k -, 1612 82 F?
m 2> + 52 + —-
d)\lOékl d)\lk’gk% d/\lOékl d/\ll{?gki)’ /\N

W tym przypadku na oszacowanie liczby harmonik determinujacych ma tylko numer
pierwszej, najwiekszej skali, w ktorej dziataja sity i momenty. Czym jest ona mniejsza
(a jej numer wiekszy), tym mniejsza liczba harmonik potrzebna do zdeterminowania

przeptywu.

. Zatozmy, ze wielko$¢ sit jest roztozona réwnomiernie na pierwszych n harmonikach, tj.
| fil> = (1/n)|f]3.. Wtedy zachodzi nastepujaca rownosé

1B _ 1§~y
2 k -
P i

Poniewaz mamy zaleznosé A\, ~ k wiec F_; ~ n~Y2(Inn)Y2F i mamy nastepujace
oszacowanie na liczbe harmonik determinujacych

S 1612 N 8c?
m
= Dby | dkak?

F2n=2(Inn)"2.

. Zalozmy, ze sity i momenty dziataja w pierwszych n harmonikach i norma harmoniki
rosnie liniowo wraz ze wzrostem jej numeru

e 2
n(n+1)
dla £k =1,...,n. Mamy wiec

1l = 5™ L2k _ 2011 5= K
v —Aen(n+1)  n(n+1) = A

Poniewaz A\ ~ k, wiec

||f||2/N HfH%?
Vi (4 1)
Powyzszy warunek razem z oszacowaniem (4.51) implikuje
1612 8c? cF?

m

> .
= Dokl Akl 1
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5. Zalozmy teraz, ze sity i momenty dziataja w pierwszych n harmonikach i norma harmo-

niki maleje liniowo wraz ze wzrostem jej numeru, tj.

212

(n+1—k).

Poniewaz \; ~ k, wiec mamy

2 2 n 1—k 9 5 n X
191 = 2L 57l ok 2L 5 (22
k=1

n(n+1 — Ak n(n+1) k
2/ 1172

N —— 1 1lnn —nl.
n(n+1)[<n+ )Inn —nj

Z oszacowania (4.51) mozemy wnioskowaé, ze

S 1612 n 8c2 2F?
m
- d/\lkfgk’l d/\lk'gk?% TZ(TL + 1)

[(n+1)Ilnn —n].

Powyzsze rozwazania pokazuja, ze im wicksza liczba skal, w ktorych dziataja sity i momenty
tym mniejsza liczba harmonik potrzebnych do zdeterminowania przeptywu w sensie Definicji
4.2 (przypadki 3, 4 1 5). Podobny efekt powoduje dzialanie tylko w matych skalach tzn. im
wieksza liczbe falowa ma skala, w ktorej zaczyna sie dziatanie sil i momentéw tym mniej
harmonik potrzeba do zdeterminowania przepltywu (przypadki 1 i 2). Moze by¢ to zwiazane
z tym, ze w malych skalach odpowiadajacych duzym liczbom falowym efekt ttumienia energii
przez lepko$é jest mocniejszy niz w duzych skalach. Ponadto liczba harmonik determinujacych
zalezy w duzym stopniu od roztozenia wielkosci sit i momentow w poszczegdlnych skalach
(przypadki 4 1 5).

4.4 Wezly determinujace

Dane pochodzgce z eksperymentow fizycznych sa zbierane z pomiaréw dokonywanych w pewnej
liczbie punktéow w obszarze przeptywu. Nasuwa sie pytanie, w ilu punktach musimy dokonaé
pomiaru, zeby wystarczajaco dobrze opisa¢ przeplyw. Zwigzane z tym problemem pojecie
weztow determinujacych zostato wprowadzone przez C. Foiasa i R. Temama w [14] w kontekscie
rownan Naviera-Stokesa. Zbior punktéow w obszarze przepltywu nazywamy zbiorem weztow
determinujacych, gdy spelniony jest nastepujacy warunek: jezeli réznica pomiedzy dwoma
rozwigzaniami w punktach pomiarowych dazy do zera gdy czas dazy do nieskoriczonosci, to
roznica pomiedzy rozwigzaniami takze dazy do zera jednostajnie w calym obszarze przeptywu.
Najnowsze i najlepsze oszacowanie najmniejszej liczby wezléw determinujacych dla réwnan

z okresowym warunkiem brzegowym zostalo wyprowadzone w [25]. Dobre oszacowanie liczby
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wezlow determinujacych ma znaczenie w modelowaniu numerycznym, poniewaz wezly te sa
dobrymi kandydatami na wezly w metodzie elementu skoriczonego [4].
Rozwazmy dwa roézne rozwiazania (uq,w;) i (uz,ws) réownan ptynu mikropolarnego spel-

niajace réwnania

0
% — (v +v)Auy + (ug - V)ug + Vp = 2u, rot wy + fi, (4.53)
divu; = 0, (4.54)
&ul
e alAw; + (ug - V)wy + 4wy = 2v, ot ug + g1 (4.55)
oraz 5
% — (v +v)Aug + (ug - V)ug + Vg = 2v, rot we + fo, (4.56)
divug = 0, (4.57)
@CUQ
wrle alAwsy + (ug - V)ws + 4v,wy = 20, ot ug + go, (4.58)

odpowiadajace dwom, by¢ moze roznym, parom sit i momentéw zewnetrznych (f1,91) 1 (f2, g2)
odpowiednio. Odpowiadajace im cisnienia to p = p(z,t) i ¢ = q(z,t). Podobnie jak w po-
przednim podrozdziale zaktadamy, ze sity i momenty zewnetrzne maja takie samo zachowanie

asymptotyczne, tzn.

/ (|f1(x,t) — faz, ) + |91 (2, t) — gg(x,t)|2) dr — 0 dla t — oo, (4.59)
Q

jednak tutaj zaktadamy mocniejszg zbieznoé¢ (w L? zamiast w H~1). Rozwazmy zbiér N punk-

tow pomiarowych, zwanych dalej weztami, i oznaczmy go symbolem 3,
Y= {2t 2? ... 2V}

Zaktadamy, ze te punkty sa jednostajnie rozmieszczone w kwadracie () w nastepujacym sensie:
niech kwadrat () bedzie pokryty przez N jednakowych kwadratéow QQ,...,Qn i w kazdym
kwadracie znajduje sie dokladnie jeden punkt z* € Q;.

Zaktadamy, ze oba przeptwy maja takie samo zachowanie asymptotyczne w punktach po-

miarowych. Ten warunek moze by¢ zapisany w nastepujacej postaci

max lug (2, t) — ug(z', )] — 0, dlat — oo (4.60)
oraz
max w1 (2", 1) — wa(z', )| — 0, dlat — oo. (4.61)

Chcemy oszacowaé liczbe punktéw pomiarowych konieczna do zdeterminowania asymptotycz-

nego zachowania sie przeptywu w nastepujacym sensie:
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Definicja 4.3. Zbior ¥ nazywamy zbiorem weztow determinujgcych, jezeli warunki (4.60),

(4.61) razem z warunkami na sity i momenty (4.59) implikujq

/ (Jui(z,t) — ua(z, 0)|* + |wi (2, t) — wa(x,t)|*) dz — 0 dia t — oo, (4.62)
Q

tzn. takie samo asymptotycze zachowanie sie przeptywow w punktach pomiarowych implikuge,

ze przeptywy zachowujq sie asymptotcznie tak samo w calym obszarze.

Pokazemy, ze warunki (4.60), (4.61) i (4.59) implikuja zbieznos¢ rozwiazan w silniejszej

normie zwiazanej z enstrofig tzn., ze w istocoe

/ (|Vui(z,t) — Vug(z,t)|* + |Vwi (z,t) — Vws (2, 1)) dz — 0 dla t — oo.
Q

Dla ¢ = u oraz ¢ = w oznaczamy

n(p) = max [p(")].

1<i<N

W dowodzie istnienia skonczonego zbioru weztéw determinujacych bedziemy uzywaé¢ dwodch
lematow. Jeden z nich to wykorzystany juz w poprzednim podrozdziale uogélniony lemat

Gronwalla, drugi to nastepujacy lemat przedstawiony w [25]

Lemat 4.2. Niech obszar QQ bedzie pokryty przez N identycznych kwadratow. Rozwazmy zbior
= {2t ... 2N} punktow w Q, rozmieszczonych po jednym w kazdym kwadracie. Wtedy dla

kazdego pola wektorowego W z D(A) i dla pewnej statej ¢ zachodzq nastepujace nieréwnosci:

C

C
< o) + g lAul (463)
c
c
[[wl[ oo () < eNnw)? + )\1_N|Aw|2' (4.65)

Ponizsze twierdzenie jest gtownym wynikiem tego podrozdziatu.

Twierdzenie 4.6. Niech obszar Q = (0, L)? bedzie pokryty przez N jednakowych kwadratow
Q1,...,Qn. Rozwazmy zbior ¥ = {xt, ..., 2V} punktéw w Q rozmieszczonych po jednym
w kazdym kwadracie, 2 € Q; dla 1 < i < N. Niech f; i fo bedg dwoma sitami nalezgcymi
do L>(0,00; H), a g1 i go momentami zewnetrznymi z L (0, 0o; Hl?e,,), spetniajgcymi warunek
(4.59).

Wtedy zbior 3 jest zbiorem weztow determinujgcych w sensie Definicyi 4.3 dla dwuwymia-

rowych rownan ptynu mikropolarnego z okresowymi warunkamsi brzeqowymi przy zatozeniu,
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ze

c | 1602 A(4+10\3) 6432\ =
N r 1 1 1%r F2
” klAl{ a ' ( e k%kga) 66)
248¢4 16¢t -, '
+ F
/\1]€1k’2 VO[]C%]{?Q ’

e Fhexp(éy + ¢3FY) (

gdzie F jest zdefiniowane w (4.1), & w (4.7), a ky i ky w (3.15).

Dowdd. Plan dowodu jest nastepujacy: najpierw wyprowadzimy nieréwnosé rézniczkowa dla
funkeji t — |Ju(t)||* + ||w(t)||?, potem przeksztalcimy ja tak, aby mozna bylo skorzystaé¢ z wa-
runkow (4.60) oraz (4.61) i zastosowa¢ uogolniony lemat Gronwalla (Lemat 2.2). Oszacowanie
na N bedzie wynikalo z warunku (2.13). Oznaczmy u = uy — ue, f = f1 — fo, etc. Piszac

rownania (4.53) i (4.56) w postaci funkcjonalnej i odejmujac je stronami otrzymujemy
u + (v + 1) Au + B(u,uy) + B(ug, u) = 2v,rotw + f. (4.67)

Biorac iloczyn skalarny rownania (4.67) i Au w H, dostajemy

1d
) dt”u( N+ (v + v)|Aul? = 2v, (ot w, Au) + (f, Au) — b(u, u1, Au) — b(ug, u, Au). (4.68)

Wyrazy prawej strony (4.68) szacujemy przy pomocy nieréwnosci (2.8) i nieréwnosci Younga:
2v,(rot w, Au) < v, |Aul?* + v, ||w]|?,
(f, Au) < !Au|2 !f|2,

1/2 32 o ¥ o Ddel, 4
blu, ur, Au) < exful P2 || - A < S Aul® + = ul[|ua [,
1/2 1/2 v ) | 26 2
bluz, u, Au) < erfug| =] Aug| ZJul] - |Au| < Sl Auf” + —ua| - |Aug| - [[ull".
Uzywajac powyzszych oszacowan w (4.68) otrzymujemy
2 4 v Aul? < 2 4 2 4 1 4, 24 A 2 4.69
2dt|| ul[* + [ Aul® < wllw]” + \fl 7wl +—|U2| |[Aug| - [[ul[". (4.69)
Z rownaniami na mikrorotacje (4.55) i (4.58) bedziemy postepowaé¢ w podobny sposob. Piszac

je w postaci funkcjonalnej i odejmujac je od siebie dostajemy
wy + aAjw + By (u,wy) + By (ug,w) + 4v,w = 2v, rot u + g. (4.70)

Mnozac (4.70) przez Ajw i catkujac po @ otrzymujemy

1d

5 dtHwH2 + a| Ayw|? +b1 (u, w, Ayw) + by (ug, w, Aiw) + 4v,||w|)?

(4.71)
= 2u,(rotu, Ayw) + (g, Aw).
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Wyrazy nieliniowe szacujemy nastepujaco

2 2
ﬂ|u|

[0
bi(u, wy, Ayw) < cp|ul?Au|?|jw]] - [Ajw] < §|A1W’2 + [ Au| - |wr [?

4
2 2, 8¢ 9 4
[ Aww]” + 2l Aul” + —o " lwr ][,
1/2 1/2 o ) 26 2
bz, 0, Ax) < a2 Ao 2] [ Aree] < S Aol + 23 ] - | A o],
a wyrazy prawej strony (4.71) podobnie do analogicznych wyrazéow w rownaniu (4.68)
8 2
2w, (ot u, Arw) < TlAwl? + = lul %,
(9, Aw) < —IAM2 1912-

Uzywajac powyzszych oszacowan w (4.71) wnioskujemy, ze

812 2c2
S o+ L + av ol < 2l + 2L v o
1

2 8¢
+—lgI” + —IA 2+ = —5[ulllenl [

Dodajac réwnania (4.69) i (4.72) do siebie otrzymujemy

| —
S

2 2 ﬁ Aul? 4 A wl? <£ 2 2 8_”3 2

(helP + 1wl +5 (14U + AwP) < 2 (7P + lgF) + 22 ul
c? 62¢1

+k—1!uQ\-|AU2!(HU\I2+IIWI\2)+— 2

gdzie k; = min{v, a} (jak w (3.15)). Z Lematu 4.2 wynika nieréwnos¢

M N

[Auf® = == Jul [ = A\ Nn(u)®

oraz podobna nieréwnosé¢ dla w

M N

[Arw]? = ——|lw[[* = i Nn(w)*.

Nieréwnosé Poincaré implikuje

4t 44
Ll wl [ < —2

2 4
< — Tl

(4.72)

(4.73)

(4.74)

(4.75)

(4.76)

Biorac pod uwage nieréwnosci (4.74) — (4.76), z oszacowania (4.73) wnioskujemy dalej, ze

d
27l P+ lP)+ (el + [l ?)
<)\1k’1N o 161/2 1246‘11

T

c a )\1]9:13
ki (/17 + 19l) + M N2 (n(u)? +1(w)?),

23
oll = 22 fuaf? + 40aP)
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Oznaczajac

Mk N 1602 1246t 23,
t) = _ A A
1) = 2= = = = el = B (el + | Awef?),
4
3(8) = 1= (2 +1al?) + MV n(u)? +n(e)?),

§(t) =|lull* +[|wlf,
mozemy napisaé (4.77) w postaci

dg§
%+7§§ﬁ-

B(t) zbiega do zera dla t — oo. Zalozenie (2.15) Lematu 2.1 jest zatem spelnione. W celu

sprawdzenia zaltozenia (2.13) napiszmy

t+T

L. 1 kl)\lN 161/2
1 f— ds > — L
min 7 [ o(e)ds 2 25 50
/ o 2 (4.78)
124¢ 2c
_hriing / (mg}” 1(s)|\4+k—11(\U2(s)|2+\Au2(s)!2)) ds.

t

Zajmijmy sie teraz oszacowniem poszczegolnych sktadnikow catki po prawej stronie. Mamy:

4T
124¢4
)\ k:31 /||w1 ||4ds< )\k3 1F26Xp <02—|—03F /||w1 (5)||*ds
1
248c; |
S )\ ]{;42 F4€Xp (CQ+03F>
1 2

gdzie pierwsza nier6wnos¢ wynika z nieréwnosci (4.8) a druga z nier6wnosci (4.4). Drugi sktad-
nik oszacujemy korzystajac z nieréwnosci (4.16) i (4.20)

t+T

201 1 A(4+10)\2)  64c3?\ ~, 16¢iéy
Aupl?) ds < r) f
W T / (ol + | Ausf") S—( BN Bhaa ) vakihy

Wstawiajac powyzsze oszacowania do nieréwnosci (4.78) otrzymujemy

F¢ exp (CQ + ch >

t+T
1 BN 1602 (441002 6432\ -,
lim inf — ds > _ ") F
e T / Y(s)ds 2= a ( Y Bl

t—oo

t

248¢; 16¢] - 2)

o Bt Pt
LI exp(Cy + 617 (Alklkg T ki

Zatem, jezeli

_kl/\l [0 k?if/\% k’il))kfg()é

248¢4 16¢* -~
F4 F 1 1 F2
+ ¢ F* exp(éq + ¢3F7) (/\11?1 T + vk, ,

2 2 2 2, 2\ _
N> € {161/T N (01(4+ 10A7) N 64clyr) 7
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to warunek (2.13) jest speliony. Latwo sprawdzi¢, ze jezeli N spelnia powyzsza nier6wnosé,
to zalozenie (2.14) réwniez jest spelnione. Z uogélnionego Lematu Gronwall’a wnioskujemy,

ze |[u(t)||* + ||w(t)||* — 0 przy t — oo, co koriczy dowod. O

4.5 Wlasnosci rozwigzan w klasach Gevrey’a

Pokazemy, ze analityczne rozwigzania rownan ptynu mikropolarnego mozna opisa¢ doktadnie
za pomocy skonczonej liczby parametrow tzn. wykazemy istnienie weztéw natychmiastowo
determinujacych (instantaneously determining nodes) czyli takiego zbioru k punktow x =
{x1,..., 23} W obszarze przeptywu @, ze istnieje jednoznaczne odwzorowanie z A, w R3*

dane przez

Byt € A — (a(zy), w(xy),. .., u(zg)) € R

pomiedzy atraktorem A, i jego obrazem. Innymi stowy mozemy wskaza¢ jednoznacznie trajek-
torie na atraktorze znajac wartosci predkosci i rotacji czastek w pewnej chwili czasu w punk-

tach zbioru x.

Twierdzenie 4.7. Niech A, bedzie atraktorem zwigzanym z potgrupg {S(t) }i>o stowarzyszong
z réwnaniami ptynu mikropolanego (1.18)-(1.20) z okresowym warunkiem brzegowym (1.22).
Zatozmy, Ze k > 32ds(A,,), gdzie ds(A,,) jest wymiarem fraktalnym zbioru A, . Wtedy dla

prawie kazdego (wzgledem 2k-wymiarowej miary Lebesque’a) zbioru k weztow
x=(21,...,25) x; €L,
wartosci u(x;) jednoznacznie determinugjq funkcje u € A, .

W celu wykazania istnienia zbioru wezléw natychmiastowo determinujacych poshuzymy sie

nastepujacym twierdzeniem z [18]

Twierdzenie 4.8. Niech Q = (0,L)", n € N, niech A zwartym podzbiorem [L*(Q)|™, ktéry

TA1/2)

dla pewnego T > 0, jest ograniczony w przestrzeni Gevrey’a D(e (zdefiniowanej w pod-

rozdziale 3.3), gdzie A = —A. Zatdimy ponadto, ze wymiar fraktalny ds(A) zbioru A jest
skoriczony. Wtedy, przy zatozeniu, ze k > 16nds(A), przeksztatcenie

Ee: Asur (u(zy),. .. u(zy) € R™

jest 1—1 ze zbioru A na jego obraz zawarty w R™ dla prawie kazdego (wzgledem nk-wymiarowe;

miary Lebesgue’a) zbioru k weztow x = (x1,...,21), x; € Q.
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Dowdd Twierdzenia 4.7. W podrozdziale 4.2 pokazalidémy istnienie globalnego atraktora oraz

oszacowaliSmy jego wymiar fraktalny spetnia nier6wnosé
ds(A,,) < CF,

dla pewnej statej C. Z rozwazan w podrozdziale 3.3, poswieconych rozwigzaniom w klasach
Gevrey’a, wynika, ze dla pewnego M zachodzi ||u||, < M, gdzie u jest analitycznym roz-
wiazaniem réwnan plynu mikropolarnego z Twierdzenia 3.4. Zatem atraktor jest jednostajnie

/2
(")

ograniczony w D . Mozemy wiec zastosowaé¢ Twierdzenie 4.8, co konczy dowdd. O

Okazuje sie, ze wezly natychmiastowo determinujace sa réowniez determinujace w sensie
Definicji 4.3.

Whniosek 4.1 (Wniosek 9 w [18]). "Niech bedq spetnione zatozenia Twierdzenia 4.8. Za-
tozmy ponadto, ze A, przycigga w normie L (dla dowolnej trajektorii uktadu u oraz kazdego
e > 0 istnieje takie T > 0, ze dlat > T u(t) € O°(A,,), gdzie O°(A,,) jest sumqg kul w L>(Q)
o $rodkach w A, 1 promieniach ). Wtedy prawie kazdy zbior k weztow determinuje prze-
plyw w sensie Definicji 4.3, jezeli k > 32ds(A,,.)." Z powyiszego wniosku wynika, ze wezly
natychmiastowo determinujgce (instantaneously determining nodes) sq réwniez determinujgce

asymptotycznie tzn. w sensie Definicyi 4.3.

Dowadd. Wezmy zbior weztéw natychmiastowo determinujacych x i rozwazmy atraktor A, jako
podzbior w L. Lemat 4 w [18] gwarantuje, ze odwzorowanie identycznosciowe na atraktorze
Id: L? D A — A C L™ jest ciggle z L? w L>. Z tego wynika, ze A, jest zwartym podzbiorem
L.

Zauwazmy, ze przeksztalcenie Ey z atraktora w R3* zadane przez
i Ex(@) = (i), .., ()

jest ciagte. Poniewaz jest rowniez 1 — 1, a A, jest zwarty, wicc przeksztalcenie z E,(A,,)
w A, ) dane przez E_ ! jest ciggle. Z tego wynika, ze dla kazdego ¢ > 0 istnieje § (ktora
mozemy wybraé tak aby § < €), taka, ze jezeli u,v € A, oraz

sup [t(x;) — v(x;)| < 6
J

to

1
U— Vloo < —€.
3

Zatozmy, ze u(z,t) i v(z,t) sa rozwigzaniami, ktére maja takie samo zachowanie asymptotycz-
ne w tych weztach. Poniewaz A, jest atraktorem, wiec dla kazdego o > 0 istnieje 1" > 0 takie,
ze

1
distps(u(z,t),A,) < =6, distp=(0(x,t),4A,,) < 3(5

Wl =
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oraz

1
sup |u(z;,t) — v(x;, t)] < §5
J
dla wszystkich ¢t > T'. Z tego wynika, ze istnieja funkcje u* oraz v* lezace na atraktorze, takie
ze
I 1 . 1
o = lloe < 30, |77 = 0lfoc < 36 (4.79)
3 3
oraz

@ (v, t) — 0" (2;,1)| <6 dlal<j <k,

i w konsekwencji [|a*(t) — v*(t)||o < 3¢. Laczac to z (4.79) mamy
la(t) = o0l <
dla wszystkich ¢ > T, co konczy dowod. O

Z powyzszych rozwazan wynika, zZe przy dodatkowych zatozeniach na sity © momenty ze-
wnetrzne mozna poprawié oszacowanie (4.66) liczby weztow determinujgcych w sensie De-
finicji 4.3. Jednak te dodatkowe zatozenia sq bardzo mocne, mianowicie zaktadamy, ze sity
1 momenty sq¢ analityczne wzgledem zmiennej przestrzennej oraz, ze s¢ miezalezne od czasu.
Drugi warunek pocigga za sobq, ze sity i momenty muszq byé takie same dla obu przeptywow

aby spetnione byto zatozenie (4.59).
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Rozdzial 5
Oszacowania drabinowe

Oszacowania drabinowe to oszacowania wiazace ewolucje N-tych seminorm rozwigzan z se-
minormami innego rzedu. Tego typu oszacowania dla rownan Naviera-Stokesa wyprowadzono
w [2]. W tej pracy pokazano réwniez, ze w przypadku dwuwymiarowym z oszacowan tych
wynika, ze funkcje nalezace do atraktora sa gladkie (klasy C*° wzgledem zmiennej przestrzen-
nej). W [3] z takich oszacowari wyprowadzono hierarchie skal dtugosci w przeplywach turbu-
lentnych. Powyzsze wyniki zebrano w ksiazce |7]. Oszacowania drabinowe postuzyty réwniez
C.R. Doeringowi i J.D. Gibbonowi do badania regularnosci rozwiazan réwnan Naviera-Stokesa
w trojwymiarowym obszarze przeptywu. W [8] pokazali oni, ze rozwiazania rownan Naviera-
Stokesa posiadaja dwojakie zachowanie si¢ w czasie, dtugie spokojne okresy sa przedzielone
krotkimi aktywnymi okresami, podczas ktorych wystepuja duze fluktuacje predkosci, dalekie
od wartosci sredniej. Pokazano, ze w "dobrych" okresach rozwiazania sa ograniczone i regular-
ne, podczas gdy w "ztych" okresach moga pojawia¢ sie osobliwosci. Ponadto udowodniono, ze

stosunek dtugosci okreséw "dobrych" do "ztych" rosnie wraz ze wzrostem liczby Reynoldsa.

5.1 Twierdzenie drabinowe dla ptynéw mikropolarnych

Celem tego podrozdziatu jest wyprowadzenie nieréwnosci opisujacych ewolucje seminorm roz-
wiazania rownan pltynu mikropolarnego (Twierdzenie 5.1 str. 76).

Bedziemy chcieli powiazaé¢ ewolucje normy N —tych pochodnych rozwiazania z norma po-
chodnych nizszego rzedu. W tym celu musimy zdefiniowa¢ pochodne pol predkosci i mikroro-

tacji rzedu N > 1. Dla funkcji skalarnej ¢ definiujemy

oNvy
N2
DT = Z ’8"%1...8”33:3

[n|=N

2
, gdzie |n| = ny + ng + ng.

Innymi stowy |DV|? jest sumg kwadratéw norm pochodnych N —tego rzedu.
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W celu wyprowadzenia oszacowan drabinowych chcemy nadaé¢ réwnaniu na mikrorotacje
strukture podobng do struktury réwnania na predko$é tj. dla u i w mieé¢ spelnione tozsamo-
sci (5.4) 1 (5.5). W przypadku dwuwymiarowym, ktory rozwazamy w tej rozprawie, nie jest
to oczywiste, poniewaz dla przeplywu w dwoéch wymiarach pole mikrorotacji ma tylko jedna
wspolrzedna w = ws (1, T2, 1), tak samo jak pole momenéw zewnetrznych g = g3(x1, xo,t). Nie
mozemy wiec dla tych pol zdefiniowaé¢ dywergencji, ani tym bardziej stwierdzi¢, badz zatozy¢,
ze jest ona rowna 0, jak ma to miejsce dla pola predkosci i pola sil zewnetrznych. Z tym
problemem mozemy sobie poradzi¢ dzieki pomystowi, zeby rozpatrywaé¢ przeptyw dwuwymia-
rowy jako szczegolny przypadek przeptywu tréojwymiarowego. Rozwazmy przeplyw w trzech
wymiarach pamietajac o zatozeniach potrzebnych do zredukowania go do dwuwymiarowego:
pola zewnetrzne oraz sam ruch nie zaleza od z3, mianowicie zaktadamy, ze sktadowa predkosci
ug jest zerowa oraz ze osie obrotu czastek ptynu sa prostopadte do plaszczyzny (x1, z5). Powyz-
sze warunki powoduja, ze pola u, p,w przyjmuja posta¢ u = (ui(z,t), us(x,t),0), p = p(z,1),
w = (0,0,ws(z,t)), sity i momenty zewnetrzne maja posta¢ f = (fi(z,t), fo(x,t),0) oraz
g = (0,0,93(z,t)), gdzie * = (z1,29,73) € Q = (0,L)3. Tutaj w sztuczny sposéb wstawia-
my zalezno$é od x3, aby wszystkie pola wektorowe byty trojwymiarowe. Dzieki temu nie ma
juz problemu ze zdefiniowaniem dywergencji dla pél mikrorotacji i momentéw zewnetrznych.
Ponadto z powyzszych zatozen wynika, ze divw = 0 oraz divg = 0, co pozwala na uzyska-
nie struktury roéwnania na rotacje zblizonej do struktury réownania na predkos$é, i w efekcie
tozsamosci (5.4) i (5.5).

Dla pél wektorowych u = (uy(z,t), us(z,t), us(x,t)) i w = (wi(z,t),ws(x,t), ws(x,t)) be-

dziemy rozpatrywa¢ normy ich N-tych pochodnych w L?. WprowadZmy nastepujace oznacze-

nia:
MNuy(z) |
Hy E DNu,|*d —E / E — 7 | d 5.1
N / D7l de 2 |or oayrory | 5-1)
MNuwi(z) |
DN w;|? —§ / P e 2
/l wil” du et Or 1t 0xy? 0y’ 4z, (52)
Hy = H}Q + HY. (5.3)

Dwie pierwsze wielkosci beda nam potrzebne do przeprowadzenia oszacowari dla réwnan na
predkosé i rotacje, a trzecia, zeby zebra¢ te oszacowania razem.

Operatory A, V oraz rot pojawiaja sie w réwnaniach ptynu mikropolarnego, popatrzmy ja-
kie relacje wystepuja miedzy nimi. Poniewaz rozpatrujemy przeptyw z okresowymi warunkami

brzegowymi oraz wiemy, ze V - ¢ = 0 dla ¢ = u,w, wiec zachodza ponizsze réwnosci

/|rotg0]2 dx :/\VMZ dx :/\Dg0|2dx = HY. (5.4)
Q Q Q
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Stosujac indukcje wzgledem N mozna udowodni¢ nastepujaca tozsamosé (por. [7])
HY :/|DNg0|2dx:/|rotNg0|2dx. (5.5)
Q Q

Dzieki temu widzimy, ze choé¢ opreatory D, V i rot nie sg réwnowazne sobie punktowo, to sa
réownowazne po przyltozeniu normy L2. Nie jest to jednak prawda dla dowolnych przestrzeni LP.
Wezmy p = oo i popatrzmy na || rot ul|s 1 || Dul|so. Okazuje sie, ze || rot ul|oo # || Dul|o. Dzieje
sie tak poniewaz ||Dul|w zawiera norme wszystkich pochodnych wszystkich wspohrzednych
wektora u, podczas gdy w || rot ul|s czes¢ pochodnych nie wystepuje ze wzgledu na sposob,
w jaki jest zdefiniowany operator rot.

Zdefiniujmy seminormy zwigzane z sitami i momentami dziatajacymi na ptyn nastepujaco:

o) [1D¥ffds, (5.6)
Q

<1>§V:/|DN9|2dx, (5.7)
Q

Dy =L + DY, (5.8)

gdzie bez straty ogélnosci mozemy przyja¢, ze V - f = 0, za§ V - g = 0 ze wzgledu na
zalozenia przyjete w celu zredukowania przeptywu do dwoch wymiarow. Zaktadamy, ze uktad
jest autonomiczny oraz, ze sity i momenty zewnetrzne maja skonczone rozwiniecia w szeregi

Fouriera

kmaz kmaz

fl)=>_ fuw(x),  glx) = grpr(x).

Wtedy istnieje najmniejsza skala, w ktorej dzialaja Ay = 27/k0.. W celu dolaczenia sit

i momentéw do oszacowan pomnozymy ®y przez 7 = L*(2k;)~!. Mozemy teraz zdefiniowaé
FN = HN + TZ(I)N.

Fy zawiera normy N —tych pochodnych trzech sktadowych predkosci oraz rotacji i dodatkowo
trzech sktadowych sil oraz momentéw. Zdefiniujmy jeszcze jedna skale dtugosci Ao zalezna od

wielkosci obszaru przeptywu L i najmniejszej skali w jakiej dzialajg sity i momenty A;:
—2 -2 -2

Dla kazdej funkcji h: R — R przez h bedziemy oznaczaé %h. Ponizsze twierdzenie jest glow-

nym wynikiem tego rozdziatu.
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Twierdzenie 5.1. Dla dwuwymiarowego przeptywu ptynu mikropolarnego z okresowymi wa-

runkami brzegowymi, dla 1 < s < N zachodzg nastepujgce nierdwnosci:

1. 1+1/s

—F —k D] + k1Xg %) Fy,
5 N< IFJ{/SS + (en||Dtl|o + k1 Xg?) Fy
1

§FN > —kyFni1 — (en||Dil|so + E1Ng?) F,

gdzie ky = min(v, ), a ky = max(v, ).

Dowadd. Najpierw ulozymy réwnania na Hy oraz Hy i zrobimy odpowiednie szacowania, a po-
tem dodamy je aby otrzymaé nieréwnosci na Hy i dalej na Fly.
Po przytozeniu do réwnan operatora rot” oraz pommnozeniu ich skalarnie przez rot™u

i ot Yw, odpowiednio, otrzymujemy

% 1Y = /(rot Nu) - [rot V(v + 1) Au — (u - V)u — Vp + 2v, ot w + f)] d, (5.9)
Q

%H}‘\’, = /(rot Ny - [rot M (aAw — (u - V)w — 4v,w + 2u, ot u + g)] du, (5.10)
Q

gdzie - oznacza iloczyn skalarny w R3.

Najpierw zajmiemy sie rownaniem (5.9). Bedziemy po kolei szacowaé¢ wyrazy z prawej stro-
ny. W celu oszacowania wyrazu z laplasjanem skorzystamy z nastepujacej tozsamosci wspo-
mnianej w Rozdziale 2

/rotu-vdx:/u~rotvdx (5.11)
Q Q
oraz z faktu, ze rot(rotu) = —Au + V(divu). Wyraz z laplasjanem mozemy wiec zapisac

w nastepujacy sposob (korzystajac z tego, ze divu = 0)

(v + v, / (rot Yu) - (rot VAu) dr = —(v + 1) /(rot Na) - (rot N 2u) da
Q Q (5.12)

=—(v+ I/T)H}ffﬂ.

Zauwazmy, ze (5.12) jest rownoscia, to pozwoli nam (razem z analogiczng rownoscia (5.14) dla
w) na szacowanie pochodnej Hy zaréwno z gory jak i z dotu.
Wyraz nieliniowy szacujemy podobnie jak w [7] (w podobny sposéb bedziemy szacowac

wyraz nieliniowy w rownaniu (5.10), wiec w tym miejscu pominiemy rachunki) i otrzymujemy
INLu| < ewHY||Du oo < e Ho[| Dl
poniewaz HY < Hy oraz ||Dul|w < ||Dtl|e, gdzie @ = (u,w) € H.
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Po zastosowaniu do wyrazu z ci$nieniem tozsamosci (2.9) i scatkowaniu go przez czesci

mamy

/(rotNu) -Vpdr = /u - (rot VVp) dx = /divu -rot Vpdr =0,
Q Q Q
poniewaz divu = 0.
Po zastosowaniu nieréwnosci Cauchy’ego-Schwartza do wyrazu zawierajacego sity otrzy-

mujemy

/ (rot Mu) - (rot N f) da| < (HE)Y?(®4)V2.
Q
Do szacowania wyrazu z rotw uzyjemy tozsamosci (5.11) oraz nier6wnosci Cauchy’ego-

Schwartza i Younga

2v, /(rot Nu) - (rot VM w) da| = 2v, /(rot NHy) - (rot Nw) dw
Q Q y
< 2VT(H]1\LI+1)1/2(HJQ\)/>1/2§ ?THXI-H + 2v, Hy.
Po wstawieniu powyzszych oszacowan do (5.9) otrzymujemy

1.
S < 0+ v /2) Yy + en Hy [ Dl + 20, HSy + ()2 (@) 12 (5.13)

Teraz zajmiemy sie rownaniem na rotacje (5.10). Bedziemy z nim postepowaé¢ podobnie
jak z rownaniem (5.9). Tak jak poprzednio przy szacowniu wyrazu z laplasjanem skorzystamy

z (5.11), z faktu ze rot(rotw) = —Aw + V(divw) oraz divw = 0 (z zalozeni na przeptyw)

a/(rot Nw) - (rot VAw) dx = —aHy. . (5.14)
Q
Zwroémy uwage na to, ze zaréwno (5.14) jak i (5.12) to rownosci. To bedzie potrzebne do
szacowania pochodniej Hy od dotu.

Wyraz nieliniowy zapiszemy przy uzyciu operatora D. Dzieki temu latwiej bedzie go osza-

cowac,

|INLw| = /(DNw) A (DN[=(u - V)w]) dz| .
Q

Wyraz DY (u - V)w rozwijamy z reguly Leibniza, mamy wiec

1=0 i,j=1

N 3
NLo| < |30 / (DVewr)(D'uy) (DN 1) dr|
Q
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Pierwszy wyraz tej sumy (dla = 0) to po prostu by (u, DNw, D¥w). Z wlasnosci ortogonalnosci
formy b; (2.6) wynika, ze jest on rowny zero, wiec w dalszym ciagu rozumowania sumowanie
bedziemy zaczynaé¢ od [ = 1. Oznaczmy

2 2

w.
Hy = d Hy = — | du.
/ ‘83&’;181’3233& vooone / ‘8x’f18x328x v
Korzystajac z uogoélnionej nieréwnosci Holdera dostajemy
N 3
|INLw| < Z Z 65\,/(DNwi)(Dluj)(DN“_lwi)dx
I=1ij=1 4
N 3 1/p 1/q
SZZ%%W?ﬂmwm /wwuwx (5.15)
1=1 i,j=1

<2V Z (Hy') 1”ZHDluﬂIpHDN“ willg-

3,j=1

W ostatniej linijee 27V jest suma wspotezynnikéw w rozwinieciu Lebniza N-tej pochodnej ilo-
czynu funkeji a ||- ||, oznacza norme w LP(Q). Na razie nie okreslamy p i ¢, poniewaz w kazdym
wyrazie sumy beda one dobierane oddzielnie. Wazne jest to, ze 1/p+ 1/g = 1/2. Do oszaco-

wania wyrazu || D'u;||,|| DY~ lw;||, bedziemy uzywaé nieréwnosci Gagliardo-Nirenberga [7]
1D fllp < el D™ 1Al (5.16)

gdzie 1 < p,q < 00, 7 i m sa liczbami naturalnymi spetniajacymi 0 < j < m, d wymiarem

obszaru przeptywu oraz spelniony jest warunek
Iy . 1 m 4 1—a
-—==+4al|l-—— .
p d d q

f4j:: l)Uj, Zgi:: l)u%.

Oznaczmy

Mamy wiec D'u; = D' A;. Z nieréwnosci G-N wnioskujemy, ze
1D A1, < e[ DYTRA 511415 (5.17)
Dla [ < N wybieramy a = N 1, wtedy p = 2— oraz ap = 2. Z (5.17) wynika, ze
1D Al < el DY A 71145113

oraz

1D ]|, < 1D 157 Duyl| 1%,
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Z definicji B; mamy DN *t'=lw; = DN!B;. Z nier6wnosci G-N otrzymujemy

1D Bi|, < || DY B3] Bill3" (5.18)

g—j, wtedy g = 2% oraz bq = 2. Nieréwnosé (5.18) implikuje

Dla | < N wybieramy b =
IDVI B, < | DN B3| Bil |1 ¥

oraz

|DV 1|, < | DV w13 Des |52/

Pokazemy teraz jak szacuje sie kazdy wyraz sumy (5.15) dla | < N

/(DNwi) (D'uy) (DN, dae
Q
w; 2 — 2 _
< o(H3) 2| DN s 1571 Dy 57| DN wl [57)| D] 55 (5.19)

< c(Hy) (i) P (H) Y| Dul |3 %7 Dw] |50
< cHy|| D] s

W trzeciej linijce skorzystaliémy z nastepujacych nieréwnosci Hy < HY, Hy < H¥ oraz
|1 D¢l < ||Diil|o, gdzie ¢ = u,w a w czwartej z Hy < Hy, Hy, < Hy oraz ze wspomnianego
wezesniej faktu, ze 1/p+1/q=1/2.

W wyrazie dla [ = N wybieramy p = 2, ¢ = oo i otrzymujemy (bez korzystania z nieréw-
nosci G-N)

(HO)Y2 DNy ||| Dl oo < (H)Y? (Hy)'?||Dtl]|oc < Huv|| Do (5.20)
Po wstawieniu oszacowan (5.19) i (5.20) do (5.15) otrzymujemy

Dostalismy wiec takie samo oszacowanie wyrazu nieliniowego jak w (5.9).

Z tozsamosci (5.5) wynika, ze

4y, /(rot Nw) - (rot Vw) dx = 4v, HY,.
Q

Po zastosowaniu nieréwnosci Cauchy’ego-Schwartza do wyrazu z momentami mamy

/(rot No) - (rot Ng)dr| < (HE)Y?(99,)Y2.
Q
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Wyraz z rot u szacujemy podobnie do wyrazu z rot w

2u, /(rot Ny - (rot M) da| < 2 (HY, )2 (HG) VA< %H}(]H + 2v,. Hy,.
Q
Po wstawieniu powyzszych oszacowan do (5.10) otrzymujemy
1 . ~ V’I‘ u w
LA < a3, oyl Dll — 20, Hy + 2 H o+ (HR)P(@3)2 (521)

Teraz dodajemy do siebie rownania (5.13) i (5.21) otrzymujac

1. B _ B B
“Hy <—vHY ., | — aHy | + enHy||Dil|o + EnHy|| D] oo

2 (5.22)
H(HE) (L)Y + (Hy) 2 (2%)12.
Oznaczmy ki = min(v,a),cy = 2¢éy. Poniewaz Hy < Hy dla ¢ = u lub ¢ = w, wiec
z nieréwnosci (5.22) wynika, ze
1.
Sl < —hiHivys + ex Hy | Dl + (H3)@4)V2 + (H)VA(@4)2. (523)

Mamy juz szacowania na H ~, ale zalezg one od Hy . Zeby uzyskaé zaleznosé H N od H,
dla s < N mozemy wykorzystaé¢ nieréwnosci pomiedzy Hy dla réznych N, ktére pokazemy

w nastepujacym lemacie.
Lemat 5.1. [7] Niech 1 < s < N orazr > 1. Hy zdefiniowane w (5.3) spetniajq ponizsze
nierownosct

Hy < H{ D HGE. (5.24)
Dowdd. Dowdd przeprowadzimy za pomoca indukcji. Najpierw zrobimy indukcje wzgledem

s a potem wzgledem r. Niech v = (u,w). Zdefiniujmy My nastepujaco
My = / |DNv|? d.

Q

Po scatkowaniu przez czesci i zastosowaniu nieréwnosci Cauchy’ego-Schwartza otrzymujemy

1/2 1/2
My < /|DN_1U|2d£L‘ /|DN+1’U|2dZE
Q Q
Stad mamy
My < MY? MY, (5.25)

zauwazmy, ze powyzsza niero6wnosé jest rowniez prawdziwa dla kazdej wspotrzednej z osobna.

Teraz pokazemy, ze dla kazdego s > 1 zachodzi

S

_1
My < MjH Mg, (5.26)
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Z (5.25) wynika, ze (5.26) zachodzi dla s = 1. Zalézmy, ze (5.26) zachodzi dla pewnego s > 1,
wtedy

1
1/2 7 r1/2 1/2 2<ss+1) 2(s+1)
Moy < M oM < MM My .

Pierwsza nieréownos$¢ wynika z (5.25) a druga z (5.26). Zatem

s+1 1

s+2 s+2
Moy < M3 M.

Teraz wykazemy, ze dla dowolnych s, r z rozwazanego zakresu zachodzi
M, < MM (5.27)

Z (5.26) wynika, ze (5.27) jest prawdziwe dla 1 < s < N ir = 1. Zalozmy, ze (5.27) zachodzi
dla pewnego r > 1. Mamy wtedy

s r+1

_s _r_ _rel
s+r s+r s+r+1 s+r+1
M, < M MGF < M Mo

Druga nieré6wnos¢ wynika z (5.26). Dzieki zasadzie indukcji (5.27) jest prawdziwe dla wszyst-
kich s, r.

Udowodnilismy, ze (5.27) zachodzi dla M, = |D*v|%. Podstawmy teraz v; = DY %u; dla
i =1,...,3 oraz v; = DV Sw;_ 5 dlai = 4,...,6. Wtedy M, = Hy oraz My = Hy_;,

a nierownos¢ (5.27) przepisuje sie w postaci

Hy < HY7 HYT,. (5.28)

Dowdd lematu jest wiec zakoniczony. Zauwazmy, ze nierownosci analogiczne do (5.28) zachodza
dla Fy. O

Wyboér r = 1 w powyzszym lemacie daje odpowiednie oszacowanie. Zatem dla dowolnego
1 < s < N zachodzi

1. Hl+l/s
3 HIN <~k e Hl| Dl + 2(Hy) (@)% (5.29)
N—s

Mamy juz oszacowania na Hpy. Chcieliby$my jednak wtaczy¢ do tych nieréwnosci sity i mo-
menty tzn. wyprowadzi¢ nieréwnosci na Fy. Wroémy zatem do (5.23). Dodajmy i odejmijmy
po prawej stronie k;72® y,1. Z definicji Fiy wynika, ze Hy < Fy, a poniewaz rozwazamy uklad
autonomiczny, wiec Hy = Fy. Zatem z (5.23) wynika

1

§FN < —kyHys1 — kim®xi1 4 en Fy||Ditl|os 4 2FY 202 4 k72 ® 4.

Poniewaz Fyi1 = Hyy1 + 7PN11, Wiec mamy
1.
5 I < —k1 Fyvir + enFyl|Ditlloc + 2R 2N + kT2 Dy 1.
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7Z definicji Fy wynika, ze Fy > 72®y, zatem

1.
S EN < —kiFvp + (en||Dit]|oo + 2771 + F ' ki T @y y) Py (5.30)

Z definicji Fy i ¢ mozna wyprowadzi¢ nieréwnosé
leﬁlTQ(I)NJrl + 27’71 S kl)\a2'

Po wstawieniu jej do (5.30) otrzymujemy

1.
5FN < —k1Fyy1 + (en|| D)oo + k1 Ag?) Fiy.

Mozemy dla Fly wykorzysta¢ nierownosci (5.24) i uzyskaé nieréwnosé podobna do (5.29)

1. 1+1/s
§FN S —]{?1 P]:[l/s -+ (CNHDTLHOO + k’l)\EQ)FN. (531)
N-—s

Dzieki temu, ze wyrazach z Laplasjanem mamy réwnos$é¢, mozemy szacowaé Fy réwniez od

dotu. Oznaczmy ky; = max(v, «). Mamy wtedy
1.
§FN > —ksFni1 — (en||Dil|os + k1 Ng?) Fi.

Nie mamy jednak oszacownia na —k,Fy11 od dotu, zaleznego od F; dla s < N. Z tego powodu

nie mozemy sie pozby¢ Fy.1 z prawej strony powyzszej nier6wnosci. ]

Oszacowania tego typu stuza do badania regularnosci rozwiazarn réownan Naviera-Stokesa
w trzech wymiarach [8]. Za ich pomoca definiuje sie skale dtugosci w przeptywach turbulent-
nych [3, 7]. Ponadto, z nieréwnosci (5.31) mozna wyciagna¢ pewne wnioski dotczace regular-

nosci rozwiazan. Z nieréwnosci Gagliardo-Nirenberga (5.16) wnioskujemy, ze

|1 Dit]|oo < cFRZR2,

3

AN Wybierajac w nieréwnosci (5.31) s = N — 1 otrzymujemy

gdzie a =

1. /(N1 5 a s
§FN < Fy —]ﬁ% + CONENYV R Y NP
1

Poniewaz mamy oszacowanie od gory i od dotu na F}, wiec mozemy spojrze¢ na prawa stro-

F](\;l(N_l))il. Wyktadnik przy wyrazie

ne powyzszej nieréwnosci jak na wielomian zmiennej

ujemnym jest wyzszy niz przy dodatnim, ponadto dla Fy = 0 wielomian ten ma wartosé¢ do-

datnia. Z tego wnioskujemy, ze ma on co najmniej jeden pierwiastek dodatni i w najwiekszym

pierwiastku znak zmienia sie z dodatniego na ujemny. Stad wnioskujemy, ze dla kazdego N
limsup Fy(t) < oc.

t—o0
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7 powyzszej nierownosci, mozemy wnioskowad, ze w dwuwymiarowym przeptywie z gtadkimi
danymi nie moga sie pojawi¢ zadne osobliwosci. W sytuacji, gdy rozpatrujemy ogdlny przeptyw
w trzech wymiarach, nie mamy ograniczenia na F}, wiec nie mozemy nic wnioskowac¢ na temat

regularno$ci rozwiazan.
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Rozdzial 6

Podsumowanie

Na poczatku podsumujemy uzyskane wyniki, a potem poréwnamy je z analogicznymi wynikami

dla rownan Naviera-Stokesa i réwnan ptynu mikropolarnego z réznymi warunkami brzegowymi

aby zbadaé¢, w jaki spos6b wyboér modelu i obecnosé brzegu wptywa na w liczbe stopni swobody

przeptywu.

W rozprawie uzyskaliSmy nastepujace wyniki:

1.

Korzystajac z metody Faedo-Galerkina, udowodnilismy istnienie stabych i silnych roz-

wigzan rownan ptynu mikropolarnego na dwuwymiarowym torusie.

Stosujac metode kompleksyfikacji, pokazalidémy istnienie rozwiazan analitycznych zarow-

no wzgledem czasu, jak i przestrzeni.

Stosujac klasyczne twierdzenie o istnieniu atraktora dla pétgrupy przeksztatcen pokaza-

liSmy istnienie globalnego atraktora dla przeptywu z punktu 1.

Badajac jednostajne wyktadniki Lapunova, oszacowaliSmy wymiar atraktora z punktu 3.

w zaleznosci od danych i parametréw opisujacych przeptyw.

Oszacowalidémy liczbe harmonik i weztow determinujacych przeptyw z punktu 1. oraz

natychmiastowo determinujacych przeptyw z punktu 2.

WyprowadziliSmy oszacowania drabinowe norm N-tych pochodnych rozwiazan z punk-

tu 1. przy zaltozeniu, ze sity i momenty sa gtadkie.

Wyniki te wiaza sie z pewnymi nierozwigzanymi jeszcze problemami, np. istnieniem glo-

balnych w czasie, regularnych rozwiazan rownan ptynu mikropolarnego w obszarze tréjwymia-

rowym (znane sa tylko wyniki czesciowe np. [45]).

Poréwnujac uzyskane oszacowania dochodzimy do wniosku, ze jedne sposoby opisu asymp-

totyki przeptywu wydaja sie by¢ lepsze od innych w tym sensie, ze wymagaja mniejszej liczby
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parametrow. Najlepszy pod tym wzgledem wydaje sie by¢ atraktor, poniewaz jego wymiar
fraktalny jest proporcjonalny do F, a kazdy zbior o wymiarze fraktalnym mniejszym niz d,
d catkowite, mozna w sposob ciggly sparametryzowaé za pomoca 2d + 1 parametréw. Proble-
mem zwigzanym z taka parametryzacja jest to, ze parametry, ktérymi opisujemy atraktor nie
sa zwiazane z wielko$ciami fizycznymi opisujacymi przeplyw. Jednak gdy rozpatrujemy roz-
wigzania analityczne z punktu 2. to trajektorie na atraktorze da sie opisa¢ za pomoca wartosci
predkosci i mikrorotacji w pewnej ilosci punktéw nalezacych do obszaru przeptywu. To daje
jasng interpretacje fizyczna parametréw opisujacych przeplyw.

Zrobmy teraz krotkie poroéwnanie otrzymanych wynikow z podobnymi wynikami dla row-
nani Naviera-Stokesa i rownan plynu mikropolarnego z warunkami brzegowymi: okresowym

i Dirichleta.

1. Istnienie rozwiazan: zastosowana metoda Faedo-Galerkina pozwolita nam na uzyskanie
istnienia rozwiazan w przestrzeniach, ktore sa naturalnym, dostosowanym do réwnan,
rozszerzeniem przestrzeni, w ktorych istnieja rozwiazania rownan Naviera-Stokesa. Uzy-

skane wyniki sa wiec w pewnym sensie optymalne.

2. Rozwiazania w przestrzeniach Gevreya - udato nam sie uogolni¢ wynik z [15] na szersza

klase rownan.

3. Oszacowanie wymiaru globalnego atraktora (~ F’) jest takie samo jak dla réwnan pltynu
mikropolarnego i rownan Naviera-Stokesa z warunkiem Dirichleta na brzegu i gorsze od
oszacowania (~ F2/3(1 + log F)Y/3, gdzie F jest wielkoscia sit; F' = ||f||z2) dla réwnan

Naviera-Stokesa z okresowym warunkiem brzegowym.

4. UzgyskaliSmy oszacowanie liczby harmonik determinujacych przeptyw takiego samego rze-
du cF? + c(v,) jak dla réwnan ptynu mikropolarnego z warunkiem Dirichleta na brzegu.
Oszacowanie to jest tego samego rzedu co dla réwnan Naviera-Stokesa z warunkiem
Dirichleta na brzegu i gorsze niz dla réwnan Naviera-Stokesa z okresowym warunkiem
brzegowym (cF, gdzie F' jest asymptotyczna wielkoscia sit; F' = limsup,_, . ||f(¢)||z2)-
Jest to spowodowane brakiem wtasnosci (2.7) dla formy b;. Gdy v. — 0 to ¢(v,) — 0,
wiec mozna stwierdzié¢, ze v, odpowiada za wzajemny wptyw pol predkosci i rotacji na
siebie. Dla v, = 0 mamy oszacowanie takie jak dla rownan Naviera-Stokesa z warunkiem

Dirichleta na brzegu.

5. Oszacowanie liczby weztéw determinujacych przeplyw, eksponencjalne wzgledem wiel-
kosci sit, jest duzo gorsze od analogicznego wyniku dla rownarni Naviera-Stokesa z okre-
sowym warunkiem brzegowym (cF') i porownywalne z wynikiem dla réwnar Naviera-

Stokesa z warunkiem Dirichleta na brzegu, ktore tez jest eksponencjalne [17].
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6. Oszacowania drabinowe - dzieki pomystowi, zeby rozpatrywaé¢ przeptyw dwuwymiaro-
wy jako tréjwymiarowy, niezalezny od x3, udato nam sie uzyskaé¢ strukture réwnania
na mikrorotacje podobng do struktury réwnania na predkosé. Dzicki temu uzyskalismy
oszacowania drabinowe (z doktadnoscia do statych i dostosowanej do réwnan pltynu mi-
kropolarnego definicji Hy i Fiy) takie same jak oszacowania dla rownan Naviera-Stokesa

uzyskane w [7].

Niektore wyniki pracy sa opublikowane w artykutach [41, 42].
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