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Streszczenie

Niniejsza rozprawa poswiecona jest kilku aspektom hiperkontraktywnych pétgrup
Markowa, hiperkontraktywnych rzeczywistych zmiennych losowych oraz nieréwnoSci
funkcyjnych typu entropii-energii. Rezultaty zwigzane z hiperkontraktywnoscia obejmu-
ja: oszacowania optymalnych stalych hiperkontrakcji dla pétgrupy Markowa dziatajace;j
na skoniczonej, dyskretnej przestrzeni probabilistycznej; petng charakteryzacje hiper-
kontraktywnych zmiennych losowych w terminach ich rozktadu oraz geometrii wspoét-
istniejacej przestrzeni liniowej unormowanej. W kontekscie nieréwnosci funkcyjnych
typu entropii-energii, badana jest wlasnoS$¢ tensoryzacji funkcjonaléw -entropii oraz
ich iteracji. Udowodniona jest takze pewna nowa nieréwno$¢ koncentracyjna dla miary
gaussowskiej.

Stowa kluczowe: hiperkontrakcja, koncentracja miary, miara produktowa, nieréwnos¢é
funkcyjna, wtasnos$¢ tensoryzacji
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Abstract

The thesis is devoted to several aspects of hypercontractive semigroups, hypercon-
tractive real-valued random variables and functional inequalities of entropy-energy type.
The results concerned with the hypercontractivity include: estimates of the optimal
hypercontractivity constants for a natural Markov semigroup acting on a discrete finite
probability space; full characterization of hypercontractive random variables in terms of
their distribution and geometry of underlying linear normed space. In the context of the
functional inequalities of entropy-energy type, the tensorization property of p-entropy
functionals and their iterations is investigated. Inspired by the latter, some new example
of a concentration inequality for Gaussian measure is established.

Keywords: functional inequality, hypercontractivity, measure concentration, product
measure, tensorization property
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Wstep

Wiele klasycznych zagadnien Teorii Prawdopodobienistwa zajmuje si¢ badaniem wia-
sno$ci produktéw miar probabilistycznych. Wystarczy wspomnie¢ twierdzenia graniczne
dla sum niezaleznych zmiennych losowych: Prawo Wielkich Liczb, Centralne Twierdze-
nie Graniczne czy Prawo Iterowanego Logarytmu. Cecha wspélna dla tych zagadnien
jest to, ze rozwazane produkty miar nie maja z gory ustalonego wymiaru, a czgsto
wrecz wymiar dazy do nieskoficzonosci. Kluczowym narzedziem do badania wilasno-
Sci produktéw miar sg nieréwnosci probabilistyczne. Méwigc bardzo ogdlnie, niniejsza
rozprawa traktuje o réznych aspektach nieréwnosci hiperkontrakcyjnych, nieréwnosci
funkcyjnych typu entropii-energii (do ktérych zalicza si¢ nierownosS¢ Poincaré i logaryt-
miczng nierdwnosS¢ Sobolewa) i koncentracji miary.

Rozprawa podzielona jest na dwie czesSci. CzeS¢ pierwsza, ,,Hiperkontrakcja”, skta-
da sie¢ z trzech rozdziatéw. Rozdziatl 1, wprowadzajacy do tej czesci, zawiera definicje
rozwazanych dalej poje¢, ich podstawowe wlasnoSci oraz omawia znane wyniki, jak
rowniez ich zastosowania. Kolejne dwa rozdziaty sktadaja si¢ juz w znacznej mierze
z wynikéw wilasnych autora (chyba, ze w danym miejscu zaznaczone jest inaczej). Roz-
dziat 2 traktuje o hiperkontrakcji w kontekScie potgrup Markowa. Zamieszczone tam
wyniki majg charakter wyraznie iloSciowy i dotycza oszacowan tzw. stalych hiperkon-
trakcji. Rozdzial 3 dotyczy hiperkontraktywnych zmiennych losowych. Wyniki w tym
rozdziale sa natury jakoSciowej i przedstawiaja pewne warunki konieczne i dostateczne
dla hiperkontraktywnoS$ci zmiennych losowych.

Czes¢ druga rozprawy, ,,Nierownosci funkcyjne dla miar produktowych”, takze skta-
da si¢ z trzech rozdzialéw. Tu réwniez Rozdzial 4 stanowi wprowadzenie, za$ dwa
kolejne rozdzialy przedstawiaja wyniki autora. I tak, w Rozdziale 5 badana jest wta-
sno$¢ tensoryzacji pewnej rodziny nieréwnosci funkcyjnych, zwanych nieréwno$ciami
entropii-energii. W Rozdziale 6 oméwiona jest pewna nowa nieréwno$¢ koncentracyjna
dla miary gaussowskie;j.

Podzi¢gkowania. Chcialbym w tym miejscu wyrazi¢ swoja wdzigczno$¢ Promotorowi,
prof. Krzysztofowi Oleszkiewiczowi, za lata sprawowanej nade mna opieki naukowe;j.
Niniejsza rozprawa nie powstataby bez jego pomocy: poczawszy od propozycji pro-
bleméw badawczych, poprzez dyskusje i wskazowki na ich temat, az po szczegdtowe
uwagi nt. tekstu pracy doktorskiej. Chcialbym takze podzigkowaé prof. Stanistawowi
Kwapieniowi za wskazéwki do publikowanych przeze mnie prac, m.in. na bazie ktérych
powstata ta rozprawa. Podzickowania kieruje takze do prof. Rafala Lataty. Duza czes¢
mojej wiedzy z Teorii Prawdopodobienistwa i Analizy zawdzigczam wtasnie jemu. Wiele
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zawdzigczam takze rozmowom z moimi kolegami, bytymi doktorantami: dr. Radostawem
Adamczakiem i dr. Witoldem Bednorzem.

Osobno chcialbym podzickowa¢ Mariuszowi Barylo, doktorantowi Wydzialu Ma-
tematyki, Informatyki i Mechaniki UW, za nieoceniong pomoc przy ostatnich etapach
przygotowywania rozprawy.

Praca doktorska powstata przy wsparciu Ministerstwa Nauki i Szkolnictwa Wyzszego
z grantu promotorskiego N N201 0226 33 oraz z grantu PO3A 012 29.



Oznaczenia

W rozprawie bedziemy uzywali nastepujacych oznaczefi:
— R, N — zbiory liczb rzeczywistych, naturalnych;
— #A oznacza moc zbioru A;
— | - | oznacza norm¢ euklidesowa;

1, gdywe A,

— 1a(w) =

0, gdyw ¢ A

— dla przestrzeni topologicznej X, B(.X) oznacza rodzing zbioréw borelowskich w X;
jesli X jest zwarta, przez C'(X) bedziemy oznaczaé przestrzeri funkcji cigglych
z metryka supremum;

— LP(Q,F,u) (1 < p < oo) — przestrzen LP (ze standardowa norma) funkcji okre-
Slonych na przestrzeni miarowej (2, F,p) i o wartoSciach rzeczywistych; czesto
bedziemy stosowaé krétsze oznaczenie LF(1), jesli z kontekstu bedzie jasne, z jaka
przestrzenig miarowg mamy do czynienia;

— L,y (1 < p < oo,n € N) — przestrzenie ciggowe (rzeczywiste), odpowiednio
nieskoniczenie- i n-wymiarowe;

— przez §, rozumiemy miar¢ probabilistyczng skupiong w punkcie a (delte Diraca w a);

— jesli p jest miarg probabilistyczng na pewnej przestrzeni mierzalnej (€2, F), to przez
E, bedziemy oznaczaé funkcjonat wartosci Sredniej L'(Q, F,u) — R, . E, f =
S ds

— w przestrzeni probabilistycznej (2, F, IP), warto$é oczekiwang oznaczamy symbolem
E;

— dla zmiennej losowej X (o wartosciach w oSrodkowej przestrzeni liniowo-topologicz-
nej) przez £(X) rozumiemy jej rozkiad (czyli odpowiednig miar¢ probabilistyczng
borelowska);

— przez F bedziemy oznaczaé przestrzeri liniowg unormowang, z normg || - [[;

— dla zmiennej losowej X przyjmujacej wartoSci w oSrodkowej przestrzeni liniowej

unormowanej F, przez || X||, (dla 0 < p < o00) rozumiemy E(||X||p>1/p, za$
| X|loc = esssup||X]|; dla p > 1 zachodzi nieréwnos¢ tréjkata: || X + Y|, <
1 X0+ 1Y 1

— Lin — powloka liniowa zadanego zbioru wektoréw;

— przez C* bedziemy oznaczaé klase funkcji k-krotnie rézniczkowalnych w sposéb
ciggly; funkcje, o ktérych bedziemy méwié, ze naleza do klasy C*, beda miaty jako
dziedzing¢ podzbidr otwarty przestrzeni R" lub, nieco ogdlniej, przestrzeni liniowej
(unormowanej) V' wymiaru skoficzonego;

— dla funkcji F': V — R klasy C! (V — jak wyzej) i xg € V, przez DF () bedziemy
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Oznaczenia

oznacza¢ rézniczke F' w punkcie z(, rozumiang jako element przestrzeni V* (wtedy
(DF (xo)) (v) dla v € V jest pochodng kierunkowg F' w punkcie xo, w kierunku v);
dla funkcji F: V — R klasy C* (V — jak wyzej) i o € V, przez D*F(x)
bedziemy oznaczaé rézniczke rzedu k z funkcji /' w punkcie xy, rozumiang jako
przeksztalcenie k-liniowe V' x --- x V — R (wtedy (D"“F(azo))(vl, ..., u) dla
v; € V jest pochodng kierunkowg rzedu k z funkcji F' w punkcie xy, w kierunkach
V1yevey Un)s

dla funkcji F' € R" — R i zg € R", przez HessF'(x) rozumiemy macierz pochod-
nych czastkowych rzedu 2 funkcji F' w xp;

— jesli A jest macierzg (w szczegdlnosci wektorem), to przez A* rozumiemy jej trans-

pozycje; wspotrzedne wektora w R™ beda reprezentowane w macierzy wymiaru n x 1
(czyli jako wektor pionowy);
dla a,b € R, a Vb =max(a,b), a A b= min(a,b);

— jeslidla z,y > 0 oraz ¢ > 1 spetniona jest nieréwnos¢

c <y <cr, (D)

to bedziemy pisaé x Ly z reguty w takim kontekscie = i y bedg funkcjami pewnej
liczby zmiennych, natomiast ¢ bedzie stata numeryczng lub stalg zalezaca od Scisle
okreSlonego parametru; tak wiec np. jesli piszemy x <y, przy czym c jest stalg
zalezng tylko od pewnego parametru ¢, to oznacza to tyle, ze dla kazdej mozliwej
wartoSci ¢ istnieje stata c taka, ze nieréwnoS$¢ (1) zachodzi dla wszystkich (z wyjat-
kiem ¢, ktory jest w tym momencie ustalony) wartosci zmiennych, od ktérych zaleza
x i y; w przypadku, gdy stata c bedzie stata numeryczng (nie zalezaca od zadnych
parametréw), czgsto nie bedziemy jej jawnie podawaé piszac v =~ y;

podobnie, dla x,y > 0, piszac x < y bedziemy rozumieé, ze istnieje stala nume-
ryczna ¢ > 0, dla ktérej zachodzi nieréwno$¢ x < cy, dla wszystkich mozliwych
warto$ci zmiennych, od ktérych zaleza z i y.



Czesé 1

Hiperkontrakcja






Rozdzial 1

Wprowadzenie

Hiperkontrakcja, w klasycznym rozumieniu, jest wlasnoscig pélgrupy operatoréw.
Jeden ze standardowych kontekstow dla tego pojecia jest nastepujacy (patrz np. [2, Ch.
2], [17, Ch. 1]). Niech 2 bedzie przestrzenig polska!, a (P,);>o —- potgrupa operato-
réw Markowa z przestrzenig standéw (2, dziatajaca na przestrzeni funkcji borelowskich
ograniczonych o wartoSciach rzeczywistych, zadang przez jedno-parametrowg rodzine
stochastycznych jader przejscia (Q:(z, dy))

Pif(a) = [ Qila.dy) f(y). (1.1)

Przypomnijmy, ze od Q;(z, dy) zadamy nastgpujacych wiasnosci:

(i) dla kazdego = € 2, Q;(z, -) jest borelowskg miarg probabilistyczng na (2, przy czym
Qo(z,") = O,

(i) dla kazdego A € B(Q2), Q:(-, A) jest funkcja borelowska,

(iii) dlakazdychz € Q, A € B(Q2)is,t > 0 zachodzi rownanie Chapmana-Kotmogorowa:

Quiila, A) = [ Qulx.dy) Qily. 4).

Z powyzszych wlasnosci wynika, ze (F;);>o jest istotnie pétgrupa operatoréw (tj. Py =
ld, P,y = P;0o P,)idla kazdego t > 0,

(iv) Bl =1,

(v) jesli f >0, to P.f > 0 (tj. operator P, zachowuje nieujemnosc).

Przypusémy ponadto, ze istnieje doktadnie jedna probabilistyczna miara borelowska
na 2, ktéra jest miarg niezmienniczg dla pétgrupy (P;);>o, tzn. dla dowolnej funkcji
borelowskiej ograniczonej f: {2 — R oraz dowolnego t > 0,

[Psdn=[rap. (12)

W takiej sytuacji, pétgrupe (P,);>o mozemy rozszerzyé do péigrupy dziatajacej na prze-
strzeni LP(p) dla dowolnego 1 < p < oo. Co wigcej, otrzymane pétgrupy sa pétgru-
pami operatorow kontrakcji. Istotnie, dla dowolnej funkcji borelowskiej ograniczonej
f:Q — R, uzywajac (iv) i (v) pokazujemy, ze dla kazdej funkcji wypuklej p: R — R,
Pyo(f) = p(P.f) (punktowo). Biorac p(u) = |ulP (1 < p < o0) i korzystajac z (1.2),
otrzymujemy || P f| zr(uy < ||f]lzr(n). Dla p = 0o wystarczy zauwazy¢, ze dla dowolnej
funkcji borelowskiej ograniczonej f: Q2 — R, f > 0 p-p.w. implikuje P.f > 0 p-p.w.

! Rozwazane przykltady przestrzeni ) bedg obejmowaly przypadki: R, R"™ oraz skoriczony zbidr
dyskretny.



14 Rozdziat 1. Wprowadzenie

Dla uproszczenia notacji, rozszerzenia péigrupy (F;);>o do pétgrup dziatajacych na
przestrzeniach LP(y) bedziemy nadal oznaczali jako (P;);>o-

W dalszych rozwazaniach, na pétgrupe (P;);>o bedziemy naktadali mocniejszy wa-
runek anizeli (1.2): dla dowolnych funkcji borelowskich ograniczonych f,g: 2 — R,

[ rPgdu= [ . dn. (13)

W takiej sytuacji, potgrupa P;: L*(u) — L?(u) jest pélgrupg operatoréw samosprzezo-
nych.

Czesto péigrupy (P;);>¢ bedziemy definiowali w oparciu o generator infinitezymalny,
czyli wzorem P; = e'l'. Z reguly bedziemy jednak tez podawaé bardziej jawng repre-
zentacje (P;):>o, taka jak w (1.1), z ktérej bedzie wynikaé, ze (P;);>o ma wszystkie
wymienione wyzej wlasnosci.

W opisanej powyzej sytuacji, tj. gdy pétgrupa operatoréw (F;);>o ma wilasnosci
(iv), (v), a wraz z pewng miarg probabilistyczng . spetnia (1.3), mozemy wprowadzié
nastepujaca definicje:

Definicja 1.1. Polgrupa (P;);>o jest (p, q)-hiperkontraktywna (1 < ¢ < p < 00), jesli
istnieje stala to = to(p, q) > 0, dla ktérej operator P, rozszerza si¢ do operatora cigglego
P, : L9(p) — LP(p), o normie 1.

W dalszym ciagu mowiac, ze dana poétgrupa jest hiperkontraktywna, bedziemy ro-
zumieé, ze jest (p, q)-hiperkontraktywna dla pewnych 1 < ¢ < p < o0.

1.1. Krotki rys historyczny. Przeglad klasycznych wynikow i ich
zastosowan

Pierwsze przyktady hiperkontraktywnych pétgrup Markowa pochodzg z fizyki mate-
matycznej — poétgrupa Ornsteina-Uhlenbecka, oraz z analizy harmonicznej — poétgrupa
operatoréw splotowych na kostce dyskretnej {—1,1}".

Przez (standardowg) potgrupe Ornsteina-Uhlenbecka w przestrzeni euklidesowej R™
bedziemy rozumieé pétgrupe operatoréw S, = e', gdzie generator infinitezymalny L
dany jest wzorem

Lf =Af = (x,Vf).
Przypomnijmy, ze kanoniczna miara gaussowska 7, (dz) = (21)~"/2e~1*"/2dz jest od-
wracalng miarg niezmienniczg dla péigrupy (S;)¢>o, oraz ze znana jest jawna repre-
zentacja S; w takiej postaci jak (1.1), ktéra w pewnej wersji, zwanej czgsto wzorem
Mehlera, wyglada nastepujaco:

Suf(@) = [ J(e™te + VT =)y, (dy).

Powyzszy wzoér dobrze definiuje S; jako operator LP(y,) — LP(v,) dla wszystkich
p € [1,00].

Hiperkontraktywnos¢ potgrupy Ornsteina-Uhlenbecka pochodzi od E. Nelsona i I. Se-
gala. Byla ona jednym z podstawowych faktéw w rozwijanej wéwczas kwantowej teorii
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pola. W pracy [34], Nelson pokazat, ze dla dostatecznie duzych ¢, = to(p), operator .S,
rozszerza si¢ do operatora ciggtego L?(v,) — LP(7,), z normg niezalezacg od wymiaru
przestrzeni n. Hiperkontraktywno$¢ (a wigc i norme 1 dla operatora Sy : L9 — LP)
uzyskat Segal [41, Theorem 1], lecz ograniczenie na t, = to(p, ¢) nie byto optymalne.
Optymalny wynik kilka lat p6Zniej otrzymal Nelson [35] — ograniczenie na ¢, to

e < y/(g-1)/(p— 1) (1.4)

To samo zjawisko hiperkontraktywnosci pélgrupy operatoréw pojawito sie, nie-
zaleznie, w pracy A. Bonami [8] dotyczacej analizy harmonicznej na grupach dys-
kretnych. Badata ona péigrupe operatoréw splotowych (7}):;>o na kostce dyskretnej
Zy = {-1,1}",

Tof = f*ul, (1.5)

gdzie p™ oznacza n-krotny produkt miar dwupunktowych 1;—“(51 + 1_7“(5,1. Oczywiscie
odwracalng miarg niezmiennicza y jest w tym przypadku produkt miar dwupunktowych
%51 + %5_1. Tak zdefiniowana pétgrupe (73);>0, na potrzeby niniejszej czesci rozprawy,
bedziemy nazywali (symetryczng) potgrupqg Bernoulliego. Wynik [8, Ch. 3, Théoréme
3] méwi, ze dla ty spetniajacego (1.4), T3, : L9(n) — LP(u) jest operatorem ciagtym,
0 normie 1.

Ten sam wynik (jak réwniez pewna wersje dla operatoréw T, zdefiniowanych for-
malnie takze wzorem (1.5), lecz dla s =t — iw/2, t > 0) uzyskal p6zniej takze Beck-
ner [4] w pracy poSwieconej optymalnym stalym w nieréwnosci Hausdorffa-Younga.
Przedstawil on tez argument oparty o Centralne Twierdzenie Graniczne, ktéry pozwa-
la wydedukowaé np. hiperkontrakcje potgrupy Ornsteina-Uhlenbecka z hiperkontrakcji
potgrupy Bernoulliego.

L. Gross w pracy [16] badat infinitezymalng wersj¢ nieréwnoSci hiperkontrakcyjnej

| P fll ey < 11 zaquy,

tzw. logarytmiczng nieréwno$¢ Sobolewa:
E,|f|"n|f]" = Byl fI B[ f|" < C(r) E,lf|" LS, (1.6)

gdzie —L jest generatorem p6tgrupy Markowa (P;);>o, tzn. P, = e~ *F. Méwigc w skré-
cie, logarytmiczna nieréwnoS¢ Sobolewa (z wyktadnikiem r), zwigzana z danym gene-
ratorem poétgrupy Markowa, jest konsekwencja hiperkontraktywnosci potgrupy pomie-
dzy przestrzeniami L"(u) i L™*(u), przy € — 0 ([16, Theorem 2]). Z kolei wiedzac,
ze logarytmiczna nieréwnos$¢ Sobolewa zachodzi dla wykladnikéw r € (a,b), gdzie
1 <a<b< oo, [16, Theorem 1] pokazuje, ze péigrupa jest (p, ¢)-hiperkontraktywna
dla dowolnych p,q € (a,b), p > q. Wspomniane twierdzenia podaja ponadto precyzyj-
ny, iloSciowy zwigzek optymalnej statej C'(r) w (1.6) z zachowaniem najlepszej (czyli
najmniejszej) stalej ¢y = to(p, q), dla ktérej Py, : L, — L, jest kontrakcja.

UzytecznoS¢ pojecia hiperkontrakcji wynika m.in. ze stabilnoSci na ,,tensorowanie”.
Zachodzi bowiem nastepujacy, abstrakcyjny fakt, zwany czesto lematem Segala [41,
Lemma 1.4], cho¢ akurat przytoczona tutaj wersja pochodzi z pracy Bonami [8, Ch. 3,
Lemme 1]).
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Stwierdzenie 1.1 ([41, 8]). Dila i = 1,2, niech (S, Fi, i;) i (3;, M, v;) bedq przestrze-
niami miarowymi (z miarami dodatnimi, o-skoriczonymi), zas TW: L9(y;) — LP(v;)
operatorem ciggtym, o normie A;. Przypusémy, ze p > q > 1. Dalej bedziemy roz-
wazaé przestrzenie: Li(py @ pio) = LI(Qy X Qo, F1 @ Fo, 1 @ o) i LP(1) @ 1) =
LP(X) X Yo, My @ Mo,y @ 1y). Niech Y C L(puy ® us) bedzie gestq podprzestrzeniq
ztoZong z funkcji postaci

flwr,wa) = Zgj(wl)hj(wg), gdzien € N, wy € Qy, wy € Qo, g; € LU (1), hj € L (o).
Jj<n

Zdefiniujmy operator T:Y — LP(v; ® vy) jako produkt operatoréw: T = TW @ TG,

co wyraza sie wzorem

(Tf)(o1,02) = > (TVg;) (01) - (TPhy) (o),
Jj<n
gdzie [ jest takiej postaci jak wyzej.
Wowcezas T rozszerza sie (jednoznacznie) do operatora cigglego T: LI(py @ pig) —
LP(v1 ® v3) 0 normie nie wigkszej niz A As.

Dowdd podany w pracy [8] opiera si¢ na zastosowaniu nieréwno$ci Minkowskiego
w odpowiedniej przestrzeni LP/4,

Z powyzszego stwierdzenia wynika natychmiast, ze hiperkontraktywno$¢ zaréwno
potgrupy Ornsteina-Uhlenbecka, jak i potgrupy Bernoulliego wystarczy badaé w wy-
miarze n = 1, gdyz obydwie majg strukture produktowg. Doktadniej, jesli (S;):>o jest
potgrupa Ornsteina-Uhlenbecka na prostej, to n-krotny produkt, S;°", jest operatorem
z p6tgrupy Ornsteina-Uhlenbecka na R™.

D. Bakry i M. Emery [3] podali warunek dostateczny (tzw. kryterium I's) na to, aby
zadana potgrupa Markowa, bedaca w klasie tzw. pétgrup dyfuzji, byta hiperkontraktyw-
na. Rozwazmy najprostsza sytuacje, kiedy przestrzen stanéw to R", a pétgrupa dyfuzji
(P;)i>0 zadana jest przez operator infinitezymalny

L=A—-(VU,V),
gdzie U: R” — R jest funkcja gladka. Jesli e~V (®)dx jest miarg skoficzona, to

1
u(dr) = Ee_U(“’)dx,

dla odpowiedniego Z > 0 jest miara niezmienniczg dla (FP;);>0, spelniajacg (1.3). Po-
nadto, jesli istnieje stata A > 0, dla ktorej

Veern HessU(x) > Ad, (1.7)

to pélgrupa (P;):>o jest hiperkontraktywna.

Nieco wczesniej, C. Borell [10] zauwazyl, ze wynik Bonami o hiperkontraktywno-
Sci potgrupy Bernoulliego moze by¢é wykorzystany od badania chaoséw rademachero-
wych, réwniez tych o wspétczynnikach bedgcych wektorami przestrzeni Banacha. Praca
W. Krakowiaka i J. Szulgi [21] stanowi rozwini¢cie idei zawartych w pracach Borella
[10, 11] na przypadek form wieloliniowych od innych zmiennych niz zmienne Berno-
ulliego (zob. takze [23, Ch. 3]). Wlasnie w pracy [21] zostalo wprowadzone pojecie
hiperkontraktywnej zmiennej losowe;j:
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Definicja 1.2. Niech 0 < ¢ < p < oo, F' bedzie przestrzenig liniowa unormowana, zas ¢
— niezdegenerowang zmienna losowa (tzn. taka, ktorej rozktad nie jest skupiony w jed-
nym punkcie) o wartosciach rzeczywistych. Powiemy, Ze 6 jest (p, q)-hiperkontraktywna
(ze statq o > 0) w przestrzeni F, jesli E|0]P < oo oraz

VayeF |z + UH?JHP < o+ Qqu' (1.8)

Hiperkontraktywne zmienne losowe posiadaja analogiczng wlasnos$¢ do tej, ktora dla
hiperkontraktywnych pétgrup operatoréw wynika ze Stwierdzenia 1.1. Wtasnos$¢ ta méwi
w skrécie, ze nieréwnos¢ (1.8) przenosi si¢ np. na sumy niezaleznych kopii zmiennej
6 lub na formy wieloliniowe, ktérych argumentami sg niezalezne kopie zmiennej 6. Na
przykfad dla sum, odpowiedni fakt mozna sformutowac nastepujaco:

Stwierdzenie 1.2 ([22], [23, Ch. 3] — w obydwu sformufowanie nieco ogdlniejsze).
Niech 0 < q < p < oo. Jesli (0y)}_, jest ciggiem niezaleznych zmiennych losowych,
z ktorych kazda jest (p,q)-hiperkontraktywna w przestrzeni unormowanej F' ze stalq
o > 0, to wowczas dla dowolnych wektorow x,yy,...,y, € F,

oS0, < e+ 3,

Ktadac w powyzszej nieréwnoSci x = 0 otrzymamy nieréwno$¢ typu Chinczy-
na-Kahane’a. Dla form wieloliniowych, odpowiednia nieréwno$¢, wynikajaca z hiper-
kontraktywnosci ciggu zmiennych 6, wyglada nastepujaco: dla dowolnych wektoréw
r€Fiy € F,gdzie I C{l,...,n}, #I =m (m < n),

H$+0m > yIHQip<H$+ > ur]]6

Ic{1,..n} i€l Ic{1,...n} i€l
#I1=m #I=m

q

S. Kwapien i J. Szulga [22] uzyskali pewna charakteryzacj¢ hiperkontraktywnych
zmiennych losowych ws§réd zmiennych o rozkladzie symetrycznym. Charakteryzacja
ta obejmuje dwa skrajne przypadki: hiperkontraktywno$¢ w przestrzeni F' = R oraz
hiperkontraktywno$¢ w dowolnej przestrzeni liniowej unormowanej F' (réwnowaznie,
w przestrzeni ' = (). R. Latala w swojej pracy magisterskiej [24] rozszerzyl te
wyniki, miedzy innymi pozbywajac si¢ zalozenia symetrycznoSci.

Nieréwnosci hiperkontrakcyjne, ktére jak juz wspomnieliSmy, wywodza si¢ z fizyki
matematycznej i analizy harmonicznej, majg zastosowanie rowniez w wielu innych dzia-
fach matematyki. WspomnieliSmy juz o zastosowaniu idei hiperkontrakcji do badania
wilasnos$ci zmiennych losowych, sum niezaleznych kopii czy tez form wieloliniowych
od takich zmiennych (patrz np. [10], [21], [22]). Hiperkontraktywne oszacowania dla
potgrup Markowa (czy tez logarytmiczne nierdwnosci Sobolewa) sg silnym narzedziem
do badania ich tempa zbiezno$ci do miary stacjonarnej (patrz np. [14]). Ciekawe zastoso-
wanie hiperkontraktywnosci péigrupy (7});>0 zawiera praca [20]. Podano tam optymal-
ne co do rzedu rozwigzanie pewnego problemu z kombinatoryki ekstremalnej. Wynik
ten uzyskano przy uzyciu dyskretnej analizy harmonicznej, gdzie centralnym wynikiem
byta wtasnie nierownoS$¢ hiperkontrakcyjna pochodzaca od Bonami. Dzigki tym narze-
dziom uzyskano wiele innych rezultatéw natury kombinatorycznej. W tym momencie
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wymieni¢ tylko wynik M. Talagranda [45] oraz niedawny wynik I. Dinur, E. Friedguta
i O. Regeva [15], w ktérym znalazt zastosowanie odpowiednik nieréwnoSci Bonami dla
niesymetrycznej potgrupy Bernoulliego (czyli takiej, ktérej miara stacjonarna jest pro-
duktem niekoniecznie symetrycznych miar dwupunktowych). Te ostatniag nieréwnosc,
wraz z optymalnymi statymi to(p,q), gdy p lub ¢ jest réwne 2 (patrz Definicja 1.1),
uzyskatl K. Oleszkiewicz [38].

1.2. Wyniki zawarte w tej czeSci rozprawy

Zawarto$¢ kolejnych rozdziatéw z tej czeSci rozprawy wpisuje si¢ w kontekst nakre-
Slony w poprzednim punkcie.

Rozdzial 2 zawiera wyniki dotyczace oszacowari statych hiperkontrakcji to(p, ¢) dla
pewnej prostej potgrupy Markowa. Rozpatrywane przypadki obejmujg niesymetryczng
potgrupe Bernoulliego oraz péigrupy zwigzane z probabilistycznymi miarami dyskret-
nymi o skoriczonej liczbie atoméw. Podane oszacowania stalych o, = e ™9 dla
parametrow p, ¢ lezacych po jednej stronie 2, sa optymalne z doktadnoscia do czynnika
uniwersalnego. Wyniki z tego rozdzialu zostaty opublikowane w pracy [46].

Natomiast rezultaty przedstawione w Rozdziale 3 stanowig uogdlnienie wspomnia-
nych wynikéw Kwapienia i Szulgi [22] oraz Lataty [24]. Gt6wnym tematem tego roz-
dzialu jest bowiem charakteryzacja zmiennych losowych, ktére sa hiperkontraktywne
w ustalonej, lecz dowolnej, przestrzeni liniowej unormowanej. Uzyskana charakteryza-
cja, zdaniem autora, lepiej pokazuje zwigzki hiperkontrakcji zmiennych losowych z geo-
metrig przestrzeni (gléwnie z jej izometrycznymi niezmiennikami, takimi jak modut
wypuktosct).



Rozdzial 2

Oszacowania stalych hiperkontrakcji dla
rozkltadow dyskretnych

2.1. Definicje i podstawowe fakty

W niniejszym rozdziale przyjmiemy nast¢pujace oznaczenia. {2 bedzie dowolnym
zbiorem skoriczonym, za$ p bedzie miarg probabilistyczng okreslona na wszystkich
podzbiorach (2. Aby nie rozwazaé przypadkéw trywialnych, uméwmy si¢, ze p ma
zawsze przynajmniej dwa atomy oraz miara kazdego atomu jest niezerowa. W takim
kontekscie, przestrzenie LP(2, 1) = LP(u) majg oczywiscie skoriczony wymiar (réwny
#).

Niech L bedzie rzutem ortogonalnym w L?(u) na podprzestrzen funkcji o zerowej
Sredniej, tzn. L = Id — E,,. Bedziemy rozwaza¢ péigrupy operatoréw (7});>o, zadane
wzorem Ty = e~ 'F. Zauwazmy, ze ze wzgledu na to, ze L jest rzutem ortogonalnym,
operatory pétgrupy (7});>0 Wyrazaja si¢ prostg formutg

T,=E, + e 'L =e'Id+ (1— e HE 2.1)

s

co po przepisaniu do postaci (1.1) daje

Tf(@) = [ Qulw.dy) [(y), edzie Qula,) = '+ (1= @2)

Zatem potgrupa (7;);>0 wraz z miarg p spelniajg warunki (iv), (v) przedstawione na
poczatku Rozdzialu 1 oraz rownanie (1.3), co w szczeg6lnosci oznacza, ze (ﬂ)tgg, jako
potgrupa dziatajaca na L?(u), jest samosprzezona.

Wyktadniki p i ¢ zawsze bedg spetnialy 1 < ¢ < p < oo, natomiast « i 3, wystepujace
jako wagi atoméw miary dwupunktowej, bedg w zwigzku oo+ 3 = 1. Ponadto bedziemy
zaktadaé, ze o € (0,1/2].

Przypomnijmy, ze zgodnie z Definicja 1.1, pétgrupa (73):>0 jest (p, q)-hiperkontrak-
tywna, jesli istnieje takie to > 0, ze dla dowolnego f € L7(u),

1T f Nl oy < NN g - (2.3)

Jesli 1y o powyzszej wlasnosci istnieje i jest najmniejsze mozliwe (minimum istnieje,
choéby dlatego, ze (7)o jest poigrupg mocno cigglty w LP), to przez statq (p, q)-hi-
perkontrakcji dla miary p bedziemy rozumie¢ stalg

to

Opqlpt) =€
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Zauwazmy, ze z nietrywialnosci miary p wynika, iz ty > 0, a wiec 0, 4(u) € (0,1).

Oczywiscie hiperkontraktywnosé pétgrupy (73);>o i zwiazane z tym stale o, ,(4) nie
zalezg od samego zbioru (2, ale jedynie od wag atoméw miary p. W szczegd6lnosci, jesli
#Q = 2, to mozemy przyjaé, ze pt = [$0_, + adp dla pewnego o i w zwigzku z tym
bedziemy uzywali oznaczenia

Up,q(a) = Opyq (B0 + aég) .

Poniewaz operator 7T} jest samosprzezony (jako operator dziatajacy na L?(u)), to
mamy nastepujacg rOwnos¢ norm

’|E”Lq(“)—>LP(“) = ||E||LP,(M)—>L‘1/(M)7
gdzie p' = Lriq = -7 Stad juz wynika, ze

Opa(tt) = og pr (1) (2.4)

Kolejna obserwacja wynika z faktu, ze operatory 7; zachowuja nieujemnos$¢. Jesli
f: Q — R zapiszemy w postaci f = a+g, gdzie a € R, zaS E, g = 0, to z formuty (2.1)
wynika, ze T;f = a + e 'g. Operator T; zachowuje nieujemnos¢, wiec Ti|f| > T, f
oraz Ty| — f| > —T,f, czyli T;|f| > |T,f|. W zwiazku z tym wystarczy sprawdzad
nieréwnos¢ (2.3) tylko dla f = a + g > 0. Woéwczas, pomijajac trywialny przypadek
g = 0, a musi by¢ Scisle dodatnie, a wigc ze wzgledu na jednorodno$¢ nieréwnosci (2.3),
mozemy zakltadaé, ze a = 1. Tym samym

0pq(i) = max{o € (0,1) | 1409l < 11+ gl g

(2.5)
dla wszystkich takich g, ze E,g =011+ g > 0},

co w przypadku miar dwupunktowych p = 30_, + ads oznacza, ze
0pq(@) = max{o € (0,1) ‘ (Bl — caul? + a1 + aﬁu]p)l/p
< (BI1 — aul? 4 a1 + ful?)"/ (2.6)
dla wszystkich v € [—-1/5,1/a]}.
Na koniec podamy stwierdzenie wigzace hiperkontraktywnos¢ potgrupy (73):>o z hi-
perkontraktywno$cig odpowiadajacej jej zmiennej losowe;.

Stwierdzenie 2.1. Przypusémy, ze | jest dyskretng miarq probabilistyczng na prostej
rzeczywistej, o Sredniej zero, zas 0 jest zmienng losowq o rozkiadzie . Wowczas 0 jest
(p, q)-hiperkontraktywna ze statq o, ,(1) w dowolnej przestrzeni liniowej unormowanej

F.

Dowdd. Sprawdzamy, ze (1.8) zachodzi ze stala 0 = o, (). Niech ¢, bedzie takie, ze
e~* = o. Rozwazamy pétgrupe (7});0, odpowiadajacg mierze pu, tj. Ty = e tU4"En),
oraz funkcje wypukla f(s) = ||z + sy||, dla dowolnych, ustalonych wektoréw =,y € F.
Woéwczas, stosujac nierownos$¢ Jensena, otrzymamy

(Tiof) () = (L= O)Euf + 0 f(s) > (1 = 0)f(0) + 0 f(s) > flos),
wiec ||z + o0yl = [|f (a0, < (T O, < 1F (O, = llz + byl H
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2.2. Rozklady dwupunktowe — sformulowania wynikow

Klasyczny rezultat pochodzacy od Bonami [8, Ch. 3, Théoreme 3] i Becknera [4]
orzeka, ze dla dowolnych p > ¢ > 1,

q—1
0pq(1/2) = pa—t (2.7)
Optymalne stale hiperkontrakcji dla niesymetrycznych zmiennych dwupunktowych zo-
staty znalezione przez Oleszkiewicza [38] w przypadku, gdy p lub g jest réwne 2:

ﬁQ—Q/q o a?—?/q 1/2 52/1) . 0[2/p 1/2
UQv‘Y(a) - <a12/qﬂ — 512/1104> ’ 01%2(0‘) = (az/p16 _ ﬁ2/p1&> )

gdzie # = 1 — a. Latwo sprawdzi¢, ze majg miejsce naturalne zaleznosci:

a_1>i1m27 o4(@) = 024(1/2) oraz a_l>i1m/r op2(a) = 0,2(1/2).
Powyzsze rezultaty pokazujg, ze wielko$¢ o, ,(«) jest dobrze zdefiniowana dla do-
wolnych p > ¢ > 11i « € (0,1) (tj. odpowiednia pétgrupa operatoréw jest (p, ¢)-hiper-
kontraktywna). W oczywisty sposéb zachodza bowiem nieréwnosci o, ,(a) > 09 4(cv)
dlap <2, 0,,(a) > 0,2(a) dla g > 2, oraz o, ,(a) > 03 4(a)o,2(a) dla ¢ <2 < p.
Elementarny rachunek pokazuje asymptotyczne zachowanie o5 ,(«v) oraz o, »(«) przy
a—0lubqg— 1 (p— o) (patrz [38, Theorem 2.1]):

%*% dv -1 <Ind
(@) ) ’ gdy ;1 Sy
02,q o) >~
J@—Dan(1/a), gdy -1 >,
a7y, gdy p<Ing,
opa(a) >~

%aln(l/a), gdy p>In 2.
W Punkcie 2.3 potrzebna nam bedzie monotoniczno$¢ funkcji o — o9 4(v):
Lemat 2.2. Dia 1 < ¢ < 2 < p < oo, funkcje (0,1/2] 3 a +— o9 4(c) oraz (0,1/2] 3
a — o0,9(a) sq Scisle rosngce.

Dowdd powyzszego lematu, jak i pozostalych rezultatow sformutowanych w tym
punkcie zamieszczamy w Punkcie 2.4

Gtéwny wynik biezacego punktu dotyczy oszacowar stalych o, ,(«) dla dowolnych
wartoSci parametrow «, p, ¢ z wyjatkiem przypadku ¢ < 2 < p.

Twierdzenie 2.3. 0, ,(®) ~ G, 4(c) dla dowolnych 1 < ¢ <p <2, a €[ :=(0,1/2],
gdzie

1_1 =1
Qi P dlaael,={ael eqq_ll <§lni ,
1 _1_ _1_
) ((¢-Dmi) o' dlaaelh={aecl|2S <illnl<<ry
Fra@) = 1 In(1/a) 1 =
— n « — 1 1 epP—
;ﬁm dlaOéE]gz{OéE] Z])Tlgalna<qfl}’
%aln(l/a) daoely={ael|llnl< 5:—}}
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Podkreslmy, ze zbiory I; (j = 1,...,4) z powyzszego twierdzenia stanowia rozbicie
(0, 1/2] na roztaczne przedzialy (I, moze by¢ pusty), orazjeslic; € I; (dlaj =1,...,4),
o o < g < ag < ay.

Na mocy (2.4), jako natychmiastowy wniosek z poprzedniego twierdzenia dostajemy

Twierdzenie 2.4. 0, ,(a) ~ G, ,(a) dla dowolnych 2 < ¢ <p < oo, a € I := (0,1/2],
gdzie

Qi v daaelj={ael|pe’<ilni}
1—1
(%) Qi daael)={aecl|pe?<Ltlnt <per},
Tpqlr) =
In(1/a
%Hln((ﬁﬁé) dlaaely={acl §<§1ni<peq},
lan(1/a) daael,={aecl ilni<§}.

Tak jak w przypadku statych o 4(«) i 0, 2(c), w Punkcie 2.3 potrzebny bedzie nam

Lemat 2.5. Dla dowolnych p,q takich, ze 1 < q < p < 21lub 2 < q < p < o9,
pgla) S opg(an), gdzie 0 < oy < ag < 1/2.

Oczywiscie, Twierdzenie 2.4 wraz ze Stwierdzeniami 2.1 i 1.2 implikuja, ze jesli
() jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o wspdlnych rozktadzie 30_,, +adg,
to dla dowolnej przestrzeni unormowanej F' i wektoréw vq,...,v, € F, oznaczajac
S =>4 Okv, mamy

151, 2 Fp.a(@) S]], (2.8)

A priori nie jest jasne, czy stala w powyzszej nieréwnosci dla momentéw sumy S nie
moze by¢ lepsza (tzn. wigksza) co do rzedu (caly czas zaniedbujemy czynnik ~ 1).
Innymi stowy nie jest jasne, czy metoda hiperkontrakcji musi dawaé¢ optymalne (co do
rzedu) stale w takich nieréwnoSciach jak (2.8). Jednak wynik Lataly [25], dotyczacy
oszacowan momentéw sum niezaleznych zmiennych losowych pozwala wykazaé, ze
faktycznie rzedu statej w nieréwnosci (2.8) nie mozna zwigkszyc:

Twierdzenie 2.6. Niech (0}):° | bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o wspdl-
nym rozktadzie 30_o + ads. Potéimy n(o,p) = [p/In(1/a)] oraz S = 1P 4,
Wowczas dla dowolnych 2 < q < p < o0,

151l = Gpa(a) [IS1],-

W powyzszym twierdzeniu warto zwrdci¢ uwage, ze opisywany przez nie przypadek
rownosci (z doktadnoscig do czynnika ~ 1) w nieréwnosci (2.8) wystepuje chocby na
prostej (tj. FF = R), gdy v; = -+ = v, = 1 oraz n = [p/In(1/a)]. Wydaje si¢
interesujgcym fakt, ze n nie musi zaleze¢ od ¢ (czyli nizszego momentu). Ponadto,
jak zobaczymy w dowodzie Twierdzenia 2.6, n mozna takze zdefiniowa¢ jako najwiek-
szg liczbe catkowita, dla ktorej |327_; Ok, = |20, Okll.., gdzie ¢ > 1 jest pewna,
dostatecznie duza, lecz konkretng stata.
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2.3. Rozklady dyskretne

Twierdzenie 2.7. Niech (1 bedzie dyskretng miarg probabilistyczng, ktorej masa naj-

mniejszego atomu jest rowna o, > 0. Wowcezas dla dowolnych 1 < q < p < oo,
ae[gfl/ﬂ Opa(@) < Opg(p) < opg(on).

Dowdéd. Druga nieréwno$¢ jest doS¢ oczywista (patrz np. (2.5)). Dalej bedziemy roz-

wazaé jedynie przypadek p > 2, gdyz przypadek 1 < ¢ < p < 2 wyniknie juz z (2.4).

Aby udowodni¢ pierwsza nierownos$¢ z tezy, wystarczy pokazac, ze dla kazdego ¢ > 0,

(2.9)

(@)
1Tt Ly zrgy < SUP }Hst L) Lr ()

a€las,1/2
gdzie (T}):>o jest polgrupa zwigzang z miarg p, zas (St(a))@o jest polgrupa zwigzana
z miarg dwupunktowa v(® = 36_, + adg. Argument wariacyjny, ktéry ponizej zasto-
sujemy, jest podobny do tego, ktdry zostal uzyty w pracy Diaconis i Saloff-Coste [14],
a pochodzi od Rothausa [40]. Gtéwna réznica polega na tym, ze argument ten stosujemy
do nieréwnosci hiperkontrakcyjnej, podczas gdy w cytowanych pracach argument ten

pojawiat si¢ w kontekScie logarytmicznych nieréwnosci Sobolewa.
Ustalmy ¢ > 0 i polézmy

A= HTtHLq(u)HLp(u) = sup {HthHLp(H) ‘ fe L), HfHLq(u) = 1} :

Oczywiscie, jesli A = 1, to (2.9) w sposéb trywialny zachodzi. Zat6zmy wigc, ze
A > 1. Wymiar przestrzeni L9(u) jest skoriczony, wigc A < oo oraz istnieje fy, dla
ktérego supremum definiujgce wielkoS¢ A jest osiggane. Zdefiniujmy dwa funkcjonaly
dziatajace na L (p): I(f) = [|T2f||70(,) oraz J(f) = || f[|7(,)- WEWezas w f; funkcjonat
I przyjmuje maksimum warunkowe, pod warunkiem J(f) = 1. Obydwa funkcjonaty [
oraz J sg klasy C!, a takze DJ(fo) # 0 (bo fo # 0, gdyz J(fy) = 1). Zatem, na mocy
twierdzenia o mnoznikach Lagrange’a, dla pewnej statej A\ zachodzi réwnos¢

DI(fo) = ADJ(fo). (2.10)

Zbadamy teraz, jakie wlasno$ci musi mie¢ funkcja fy,. Po pierwsze, z faktu, ze
operator T, zachowuje nieujemnosé, wynika, ze f, mogliSmy wybra¢ tak, aby fo > 0.
Ponadto zatozenie A > 1 wyklucza mozliwos¢, ze f; jest funkcja stalg. Teraz pokazemy,
ze fo moze przyjmowaé co najwyzej dwie wartoSci. W tym celu policzmy najpierw
pochodne wystepujace w réwnaniu (2.10) (ponizej (f, g), oznacza E, fg):

DJ(fO) = Q<f0q_17 '>l“
DI(f) = D[ (Tifo) 0 DT;(fo) = p((Tefo) ™ Yy T,

= p{(Tofo)" ™ T = (T2 (Tfo)P ™) 5 )

(ostatnia rowno§¢ wynika z faktu, ze T} jest operatorem samosprzezonym w L?(u), czyli
wlasnie wzgledem iloczynu skalarnego (-, -),). Zatem réwnos¢ (2.10) oznacza, ze

T, ((Tfo)”™) = A fo™! @.11)
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dla pewnej statej A > 0. Poniewaz f, > 0, takze gy := T,fo > 0 oraz T.¢v ' > 0.
Zauwazmy, ze ze wzoru (2.1) wynika, ze fo = (T3) g0 = €'go + (1 — €")E, g0, co po
wstawieniu do (2.11) daje

IR
(e_tgg_l + (1 —=¢e7") o ’2;}1(”)) =2 (etgo +(1- et)Eugg> .

Ustalajac argument funkcji gy i oznaczajac wartoS¢ gy na tym argumencie przez u
(v > 0), otrzymujemy

p—1
((aupl + bvp’l) Pl) = cutd, (2.12)

gdzie a > 0, b,v > 01 c¢,d € R sa pewnymi staltymi, ktére nie zaleza od doko-
nanego wyboru argumentu funkcji go (a wigc tym samym nie zalezg od u). Prawa
strona (2.12) jest funkcja liniowa zmiennej u, podczas gdy lewa strona (2.12) jest SciSle
wypukla funkcjg u. Istotnie, jest to bowiem ztozenie wypuklej i SciSle rosngcej funkcji
0,00) 3 u — (au’~! + boP~1)7T (ze wzgledu na zalozenie p > 2, ostatnie wyra-
zenie jest po prostu normg LP~! na pewnej przestrzeni dwupunktowej) oraz funkcji
[0,00) 3 2z — z%, ktéra jest Scisle wypukta i Scisle rosngca. W zwigzku z powyz-
szym réwnanie (2.12) ma co najwyzej dwa rozwigzania u € [0,00), a stad go (oraz
fo) przyjmuje doktadnie dwie wartosci (funkcje stata juz wykluczyliSmy). Oznaczmy
te wartosci przez u; i up w taki sposéb, ze u(fy'(u1)) = a i pu(fy(ug)) = 1 -«
dla pewnego o € (0,1/2]. Oczywiscie o € [a,1/2], i jak tatwo si¢ przekonad,
T\l aguy—Lo(n) = ||St(a)||Lq(l,<a))_,Lp(y<a)), co implikuje zadang réwnosé (2.9).

O

Whiosek 2.8. Niech i o, bedq jak w Twierdzeniu 2.7. Wowczas dla dowolnych 1 <
g <2<p<oo
O-qu(:u) = 0-27(1(0[*) I Opﬂ(:u) - Up,Q(a*>7

oraz dla dowolnych 1 < q < p < oo, spetniajgcych q,p < 2 lub q,p > 2,

Op.q(1) == 0pq(is).

Dowdéd. Pierwsza czeS¢ wynika z Twierdzenia 2.7 i Lematu 2.2, druga za$ z Twierdze-
nia 2.7 i Lematu 2.5. ]

Warto w tym miejscu moze wspomnie¢, ze Twierdzenie 2.7 pozwala tatwo uog6lnié
pewna nierownosc¢ typu Sobolewa, rozwazang przez Latale i Oleszkiewicza [27, Remark
2], z przypadku przestrzeni dwupunktowych na przypadek skoficzonych przestrzeni dys-
kretnych.

Whiosek 2.9. Niech i bedzie takie jak w Twierdzeniu 2.7, zas o bedzie masq najmniej-
szego atomu miary pi. Zdefiniujmy forme kwadratowq E(f) =E,fLf, gdzie L = Id—E,,
(wtedy E(f) jest po prostu wariancjq f wzgledem ). Wowczas dla dowolnego 1 < q < 2
i feL*(p),

Euf? = (Bl f1)7 < Co()E(S), (2.13)

al*?/q_/6172/q
a1*2/qﬁ—ﬁ1*2/qa’ a ﬁ — 1 — Q.

gdzie Cy(a) =
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Dowéd. Rozwazamy pétgrupe T; = e 'F. Jest to pétgrupa operatoréw samosprzezo-
nych w L?(p). Wniosek 2.8 implikuje, ze dla ¢, dla ktérego e~ = o5 ,(«), zachodzi
1 Ti || Loy 12 < 1o czyli dla dowolnego f € L*(p),

1Az a0 = 1T f 22 = (T Tio ) = (F> Torg fhu
= ¢ R, f2 4+ (1 — e ) (E,f)? =B, f2 — (1 — e 20)E(f)
=E,f* — Cy(a)E(f),

gdyz jak tatwo sprawdzi¢, Cy(a) =1 — o3 (). O

Dzielac obie strony nieréwnoSci (2.13) przez 2 —q i przechodzac do granicy ¢ — 27,
odzyskujemy (z optymalng stalg) logarytmiczng nieréwno$¢ Sobolewa dla rozktadéw
dyskretnych [14, Theorem A.1]:

Ing—Ina
g —a
Na koniec tego punktu pokazemy, jak z rezultatu sformufowanego we Wniosku 2.8

wyprowadzi¢ nier6wnos$¢ dla momentéw sum niezaleznych zmiennych losowych dys-
kretnych o warto$ciach w przestrzeni liniowej unormowane;j.

E, f*In f> —E,f2InE, f* < E(f).

Whiosek 2.10. Niech (X)}_, bedzie ciggiem niezaleinych dyskretnych zmiennych lo-
sowych o wartoSciach w przestrzeni unormowanej F' takich, ze KX = 0. Potozmy

o, o= min {P(X = 0) [ P(Xy = v) #0,v € Fk=1,...n}
oraz S = Y11 Xi. Wowczas dla dowolnych 2 < g < p < oo,
181, < Copatan) 151,
gdzie C > 0 jest stalqg uniwersalng, ktora moze by¢ rowna 1, gdy q = 2.

Dowod. Gdyby zmienne losowe X, byly postaci 0y, gdzie 0, jest rzeczywista zmienng
losowa, za$ vy, € F', wystarczyloby, obok Wniosku 2.8, uzy¢ Stwierdzen 2.1 i 1.2.

W ogélnym przypadku mozna si¢ odwota¢ m.in. do wersji Stwierdzenia 1.2, jaka
znajduje si¢ np. w [22]. Uogdlni¢ trzeba by takze sformutowanie Stwierdzenia 2.1.

Mozemy tez bezposrednio uzy¢ hiperkontraktywnosci odpowiednich pétgrup, w po-
dobny sposéb jak w [38, Theorem 2.1]. Otdz niech p bedzie rozktadem zmiennej Xy,
)i, bedzie nosnikiem gy, (ktéry jest zbiorem skoriczonym), natomiast (Y}(k))t>0 bedzie
potgrupg zwiazang z miarg py, (patrz wzor (2.1)). Niech ¢, spetnia e~ = 0p.q(1u) 1 po-
t6zmy to = maxicr<n ty. Wowezas dla kazdego k =1,...,n, ]|7}(0k)]|Lq(Hk)HLp(M) < 1.
Wobec tego, na mocy Stwierdzenia 1.1 wiemy, Zze operator

jako operator z LI(p1y ® -+ @ py,) W LP(py ® -+ - @ ) ma normg < 1. Ponadto T

zachowuje nieujemnoS¢, o czym mozna si¢ przekonaC np. reprezentujac Tt( ) tak jak
we wzorze (2.2):

7 = | QP (.dy) f(v)



26 Rozdziat 2. Oszacowania statych hiperkontrakcji
gdzie Q\¥)(x, ) jest miara probabilistyczna e~*d, + (1 — e~*) ;. Wéwezas
T o) = [ o [ Q) @adya) -+ QF) (o, dyy) flan, )
1 n

a dla dowolnych z; € €4, ..., x, € £, miara produktowa Q,g;l) (T, dyy) - - - Qg)(xl, dy;)
jest oczywiscie nieujemna.

Powyzsze wlasnoSci operatora T' wykorzystamy nastepujgco. Dla dowolnego funk-
cjonatu v* € F* o normie 1, rozwazamy funkcje f,.: 2y x - x Q, = R,

for(@1, o xy) =0 (21 + ...+ ).
WprowadZmy takze g: 23 x --- x Q,, = R,
g(zy,...,x,) = |lx1+ ... + 2]

Oczywiscie f,. < g (punktowo), zatem z faktu, Ze operator T' zachowuje nieujemnosc,
wynika, iz

Tf,.<Tg.
Biorac supremum po v*, ||v*|| = 1, oraz zauwazajac, Ze
1%@UWMZZWWWMIZG%WWW—WWMW@
k=1 k=1
=e f (x1,...,20),

gdzie w ostatniej rownosci skorzystaliSmy z tego, ze miary p; maja Srednig zero, otrzy-
mujemy
e sup f,.=e"g<Tg.
floxfl=1
Zatem
e_tOHQHLP(ul@---@un) < Tgllrrgue-eum) < 19lla@me-eu)-

Wystarczy teraz skorzystaé z Wniosku 2.8, aby dostaé, ze co, (o) < e < 0, 4(aw)
dla pewnej statej uniwersalnej ¢ € (0, 1], ktéra moze by¢ réwna 1, gdy g = 2. N

Oczywiscie, Twierdzenie 2.4 pozwala zamieni¢ w nieréwnosci z Wniosku 2.10 stalg
o, a(on) na C'G, 0 (o), gdzie C' > 0 jest pewng stata numeryczng. Wszystkie te stafe
co do rzedu sg optymalne, z uwagi na tez¢ Twierdzenia 2.6.

2.4. Rozklady dwupunktowe — dowody

Dowdd Lematu 2.2. Ze wzgledu na (2.4), wystarczy pokazaé, ze funkcja f(a) = o3 (a)
jest rosngca na przedziale « € (0, 1/2). Dla parametru ¢ € (0, 1) oraz dwéch zmiennych
x,y > 0, z # y okre§lmy funkcje

gt oyl

T,y = ——"HH —.
o(r,y) P —
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Oczywiscie ¢(x,y) = ¢(y, ) oraz ¢(x,y) = p(Az, Ay) dla A > 0, wiec 0,0 (o, Yo) =
Oy (Yo, To) oraz 0,(xo, Yo) = A0xp(Axo, Ayo). Przyjmujac t = (2/¢) — 1, dostajemy
fla) = ¢(1 —a,a), a zatem

(@) =0,0(1 —a,a) — dpp(l — a, )

1 1 1—
= 8xg0< a ,1) —8xg0< a,l).
1l—« l—« a Q

Dowdd bedzie wiec zakoriczony, jesli pokazemy, ze

Opp(x,1)>0dlaz € (0,1) oraz 9J,p(x,1) <0dlaz € (1,00).

Oznaczajac

P(z,s) = i (:BS — x_5> = Inz ; (x“ + :1:_“) du (2.14)

dlaz > 01 s € (0,1], otrzymujemy

Opp(x,1) = (:L'—lsvt)Z ((1 —t)a! (:E _ x—t) _ (l,*t+1 _ 1) (1 n tx7t71)>
to~!

N (¢<I7t) - ¢($a 1)) :

(x —at)?

Teraz wystarczy juz tylko pokazal, ze funkcja (0,1] > s — (x,s) jest rosngca dla
x > 1 oraz malejgca dla z € (0,1). Z uwagi na tozsamo$¢ ¢ (z,s) = —¢(1/x,s),
mozemy rozwazaé jedynie przypadek x > 1. Ustalmy 0 < s; < sy < 1 i potézmy
A\ = 51/s5 < 1. Korzystajac z (2.14) i uzywajac nieréwnosci 22 + 27 < % 4+ 274,
ktéra wynika wprost z wypuktosci funkcji v — z*, otrzymujemy

lnz /52

— Au —Au d
P(z, s1) il (:U + ) u
Inz [s2
u U\ du = )
< o Jo (x +x ) u = Y(z, s9)

O

Teraz sformutujemy i udowodnimy kilka lematéw, ktore wykorzystamy w dowodzie
Twierdzenia 2.3.

Lemat 2.11. Dia dowolnych 1 < ¢ < p < 00, 0 < a1 < as < 1/2i 3 =1—

(1 = 1,2) prawdziwe jest oszacowanie o, () ~ 0pq(Q2), gdzie ¢ = Z—f%

Dowéd. Po pierwsze, zauwazmy, ze dla dowolnej funkcji wypuktej ¢: R — R spelnione
sa nieréwnosci

2?;@) +a290(52g;y)7 (2.15)

Bap(—azy) + aop(fay) < 5190<_0412jy> + al‘ﬂ(ﬁlijy)v (2.16)

Bro(—a1y) + arp(B1y) < fap(—a
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dla wszystkich y € R.
Ustalmy dowolne v € R oraz r > 1 i rozwazmy funkcje wypukla ¢, (x) = |1+ zu|".
Ktadac 0 = 0, 4(a2) i korzystajac kolejno z (2.15), (2.6) i (2.16), otrzymujemy

1/p B B Hr
(Brpp(—a10) + a1p,(510)) P < 5290,9(—042E0)+a290p(62@0)

1/q
< (52%(—042?;) + az%%(ﬁzéi)) < (Brg(—car) + Oé190q(051))1/q,

co wobec dowolnosci wyboru v € R dowodzi, ze o, ,(a2) < co, 4(1). Podobnie, ktadac
0 = 0p4(0q) 1 korzystajac kolejno z (2.16), (2.6) i (2.15), dostaniemy

1/p
(Bapp(—020) + 203 (B20)) 7 < (ﬁlsop(—oqo%) + CYl@P(ﬁl()Qo-))
aq aq

1/q
< (Bea—a 2 + (B ) < (Baga(—can) + anpy () 7.

co dowodzi, ze 0, 4(v1) < cop (). O

Lemat 2.12. Dla kazdego C > 1 istnieje D = D(C) > 1 takie, zZe dla wszystkich
l<g<p<2ia;,a €(0,1/2], a3 £ as implikuje 6, () 2 Gpq(Q2).

Dowéd. W przypadku, gdy aj,a0 € I; (j = 1,...,4), teza jest doS¢ oczywista —
D'(C
wystarczy skorzystaé z tego, ze In(1/ay) é) In(1/ay), a przypadku aq,a € I3

p(C
dodatkowo zauwazamy, ze 1+In (1%0%1 In a%) A 141 ( = n a%) Aby otrzymaé

tez¢ dla dowolnej pary «g, e spelniajacej zatozenia lematu, wystarczy pokazal, ze
Gpgl@) = limy o+ 6,4(c) dlaa=supl; (j =1,2,3). Dlaj =1,

lim Gy4(a) =a'TF = aiTE = G,(a),
gdyz /91 = ¢/~ 1 Dla j = 2,
. qg—1 In(1/a)
lim &,,(d') = ~ (g —1)In(1/a), 2.17
o —at p,q( ) p—11+1n(1/(p—1))+1/(p—1) (q ) ( / ) ( )
i 1. 1\» ! )
pale) = (= DIn(1/a) ((g= D) = (g = )In(/a)e 7,
i wreszcie, dla j = 3, 6, ,(@) = @ = limy o+ G, (). O

W kolejnych dwoéch lematach i w dowodzie Twierdzenia 2.3 bedziemy pracowali
z nastgpujacymi funkcjami. Niech 1 < ¢ <p < 2ia € (0,1/2] oraz f =1 — a. Dla
x € [-1/8,1/a] definiujemy

Lop(z) = H(1 = az)” + a(l + fz)? — 1,

Rogp(z) = (B(1 — az)? + a(1 + Ba))P/* — 1,
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Jesli o < e72, okreslimy funkcje

(p —1)azx? dla z € [0, €],
Lop(®) ={e(p—aznz dlaze (ee’/P DA (1/a)],
azx? dla x € (eV/®=V A (1/a),1/a],

a gdy dodatkowo 1/a & (e!/(@1) e4/(a=1)] zdefiniujemy takze funkcje

(g — 1)aa? dla x € [0, €],

dy 1/a < /e,
e(q—Daxlnz dlazx € (e,1/al, 2dy 1/

Ra,q,p(x) = {

(g — 1)ax? dla x € [0, €],
- _ Jelg—1Naznz dlaxz e (/Y] o/(a-1)
Rogp(x) = e dla 2 € (/4D (1/a) 1], gdy 1/a>e .
aP/azP dla z € ((1/a)?,1/al,

Zauwazmy, ze funkcje La pl R, q,p Sa ciagte, rézniczkowalne (z wyjatkiem przypadku
1/a > 9/, kiedy R, , nie jest rézniczkowalna w punkcie (1/a)/4) oraz rosnace.

Ponadto bedziemy wykorzystywaé nastgpujace przyblizenia: dla dowolnego ¢ > 0
istniejg state ¢y, co, c3 > 0 (kazda zalezna jedynie od ¢) takie, ze

=12t dla0<t<e, (2.18)
et —12¢e dlat>e, (2.19)
In(l1+t)2¢ dla0<t (2.20)

Lemat 2.13. Dla a < e % iz € [-1/8,1/a), Lay(|z|) = Lo p(x).

L
Dowdd. Po pierwsze, tatwo widaé, ze jesli C' > 1, to dla wszystkich x1, 22 € [0,1/q]
spelniajacych z4 £ 2, zachodzi takze relacja L ,(21) = 2 Lo p(x2), gdzie D = D(C) > 1
jest pewng stala, zalezng jedynie od C'.
Po drugie, L, , jest funkcja wypukta, klasy C*° (na przedziale (—1/03, 1/«)), zatem
Lo,p jest malejgca na [—1/3, 0] oraz rosngca na [0, 1/al, gdyz L, ,(0) = 0.
Te dwie powyzsze obserwacje pokazujg, ze wystarczy udowodni¢ tez¢ jedynie dla

v € {-1/BU[-1/(28),1/(28)] U [e*,1/a].
Przypadek = € [—1/(23),1/(23)]. Wystarczy pokazaé, ze

Ly (z) ~(p—1)a. (2.21)

Istotnie, catkujgc stronami otrzymamy Ly, () =~ (p—1)az, gdyz L, ,(0) = 0, a catkujac
raz jeszcze dostaniemy L, ,(z) ~ (p — 1)ax?, poniewaz L, ,(0) = 0. Teraz,

LY (x) = p(p— D)aB (a(l — az)’™> + B(1 + Bx)’?).

Oczywiscie 1—ax ~ 1i 1+ [z ~ 1. Poniewaz p—2 € (—1, 0], to réwniez (1 —ax)P~2 ~
1i (14 Bz)P~2 ~ 1, co pocigga (2.21).
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Przypadek x = —1/3. Korzystajac ze wzoréw (2.18) i (2.20) (np. z € = 1) otrzy-
mujemy, ze

Lap(=1/8) = B+ a/B) —1 = (1 +a/B)P~t —1 = e~ Dl+a/t) 4

~ (p—1)In(1 + a/B) = (p - 1)2 ~ Lo p(1/5),

gdyz (p—1)In(1 +a/B) < (p—1)5 <1oraz a/f <1.
Przypadek z € [e¢?,1/a]. Bedziemy przybliza¢ wyrazenie

Lop(®) = B(1 = az) (1 — ez’ = 1) + a(l+ Bz) (1 + fz)"' — 1)
= My + Ms.

Pierwszy skladnik jest réwny zero, gdy x = 1/a. Poza tym jest ujemny i mozemy
wowczas zastosowaC nastepujace oszacowanie

M, = 3(1 — ax) (e(pfl)ln(lfo‘“) — 1) > 61 —azx)(p—1)In(l — ax)
> B(p = 1)(~az) > —(p — 1)axz,

w ktérym druga z nieréwnoSci wynika stad, ze yIny > y—1 dla y > 0. Drugi sktadnik,
M,, mozemy oszacowac nastepujaco:

M, = a(1 + fz) (e(p_l)ln(lww) - 1) > a(l+ fz)(p—1)In(1 + Bx)
> ax(p—1)Inx > 2(p — 1)ax,

gdyz 1+ fBx > x i lnx > 2. Z powyzszych oszacowan wynika, ze My > M, + My =
(My 4+ My/2) + My/2 > My/2, zatem L, ,(x) ~ M, i dalej bedziemy zajmowaé si¢
tylko przyblizaniem wyrazenia M,. Poniewaz 1 + Bz > x > €2, to 1 + Bz ~ uz,
In(1+ Bz) ~Inzi (1+ fz)P~! ~ 2P~ Zatem, korzystajac ze wzoréw (2.18) i (2.19),
otrzymujemy

_1
My ~ ax (e(pfl)ln(HM) — 1) ~ ax (p—Dhz dlaz< e:l,
P! dla x > er-1.
[
Lemat 2.14. Dla x € [~1/8,1/al, Ragp(|2]) = Ragp(2), 0 ile Ry, jest okreslone.

Dowéd. Poniewaz p/q € (1,2), to (1 +t)P/9 —1 ~ (1 +¢)P/9 ~ P/ dlat > 1, oraz
(14+¢t)P/4 —1~¢tdlatec|0,1]. Stad

Raqp(t) = (14 Lag(2))"? = 1 = Lag(2) V Lag(x)"",

podczas gdy bezposrednio z okreslenia funkcji me i qu wynika, ze Ra7q7p(m)
Lo g(2) V Lo 4(z)P/9. Pozostaje wiec zastosowaé Lemat 2.13.

LR
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Dowdod Twierdzenia 2.3. Optymalno§¢ stalej Gpq(@), tzn. nieré6wnosé o, , (o) < 7, 4(v),
tatwo wynika z Twierdzenia 2.6. Ktadac p’ = p/(p — 1), q = q/(q¢ — 1) i biorac S
takie jak w Twierdzeniu 2.6, dostajemy ||S|, / ||S]],, ~ &, ' (a). Tlumaczac (¢, p) na
(p,q) we wzorze na G, () W Twierdzeniu 2. 4, z pomocq Lematu 2.12 pokazemy, ze
Gy (@) = 0y 4(). Z drugiej strony, Stwierdzenia 2.1 i 1.2 implikuja, ze [|S||, / [|S]],, <
o) = o, }a).

W dalszym ciggu dowodzi¢ bedziemy nieréwnosci przeciwnej: 6, ,(a) < 0, 4().
Dzigki Lematom 2.11 i 2.12 mozemy zatozy¢, ze

ag(e?1/2] oraz 1/a¢ (61/((1—1)7 eq/(q_l)],

gdyz €72 ~ 1/2 oraz e'/(471) ~ ¢9/(a=1) 7 uwagi na (2.6) wystarczy pokazaé, ze

Lop(oz) < Rogp(x)  dla wszystkich x € [-1/8,1/al, (2.22)
gdzie 0 ~ & := ,,(a). Do tego z kolei wystarczy, ze pokazemy, iz istnieje stata
numeryczna C; > 0, dla ktérej

Lop(67) < C1Ryqp(x)  dla wszystkich 2 € [0,1/a]. (2.23)

Istotnie, stosujac (2.23) wraz z Lematami 2.13 i 2.14 otrzymamy, ze
Lop(62) < CoRyqp(x)  dla wszystkich z € [-1/5,1/q], (2.24)

gdzie (5 jest pewng stala numeryczng. Oczywiscie, mozemy zatozyé, ze Cy > 1. Po-
niewaz lewa strona (2.24) jest wypukla funkcja zmiennej x, przyjmujaca warto$¢ zero
dla 2 = 0, to L, ,(Cy'52) < Cy' Ly, (67), co wraz z (2.24) dowodzi (2.22) ze staty
o=Cy'6.

Teraz sprawdzimy, ze funkcja ciagta (0,1/a) > = — #2’72’(@)
Poniewaz funkcja ta jest takze rézniczkowalna (z wyjatkiem punktu (1/a)'/%, oile 1/a >

e?/(@=1) to wystarczy, ze pokazemy, iz jej pochodna jest nieujemna lub, réwnowaznie,

jest niemalejaca.

Lap(52) > Ragp(x)  dla wszystkich z € (0,1/a), (2.25)
(z wylaczeniem x = (1/a)'/?, gdy 1/a > e?/(@V), gdzie
. L (z A R, (z
Lop(z) =x ~a7p( ) i Roqp(z) = $M~
Lo p(2) R gp()
Prosty rachunek pokazuje, ze
2 dla z € (0, €],
Lop(x) =31+ & dlaz€ (e, /P A1/a),
p dla z € [PV Al/a,1/a),
Ea,q,p(x) = ﬁa,q(x)a gdy 1/a < ed-
2 dla z € (0, €],
- 1+~ dlaz e (ee/lD ]
Ragple) = { e CHTEL gy gdy 1/a > ev1.

Y (1/a)te),

(

(e,
q dlaz € (e

(1, 1/a)

P dla x €
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Funkcja L., jest nierosnaca, wiec Lo ,(52) > Lo p(2), gdyz 6 < 1 (ostatnig nieréwnos¢
mozna tatwo sprawdzi€, chociazby postugujac SIQ fragmentami dowodu Lematu 2.5,
ponizej). Ponadto, Lap(z) = Ragp(z) dla z € (0,e/®D A 1/a) oraz Lo ,(z) =
p > Ragp(z) dla z € [e/® D Al/a,1/a) (znéw wylaczajac = = (1/a)"4, gdy
1/a > e?/a=1)) co dowodzi (2.25).

Dowdd bedzie zakoriczony, gdy sprawdzimy (2.23) dla x = 1/«. Rozwazmy cztery
przypadki (wystgpujace we wzorze na ,,(«) ze sformutowania Twierdzenia 2.3).

Przypadek o € I,. Oczywiscie 6/a = (1/a)'~'/a*1/P > (1/a)'/P. Poniewaz za-
tozylismy, ze 1/a ¢ (e¥/@ D e?/@=D] (o 1/a > eV > eP/P=Y a przez to
5/a > e/P N wiec Ly,(6/a) = a(d/a) = (1/a)P P/ = Ry, ,(1/a).

Przypadek o € Ip. Oczywiscie Ry q,(1/a) = e(q—1)In(1/a). Jesli 6 /o > e/,
to Lo, (6/a) = a(6/a)? = (¢g—1)In(1/a), ajesli 6 /a < e/~ to z monotonicznosci
Lop(x) iz zlnz (na [e!, 00)) bedziemy mieli

Lap(6/@) < Loy (/D A (1/a))
<e(p—1ae/?PVin (el/(p_l)) = eaet "D Le(qg—1)In(1/a),
gdzie ostatnia nieréwno$¢ wynika z faktu, ze a € I5.

Przypadek o € I3. R,,,(1/a) jest tym samym, co w poprzednim przypadku. Po-
kazemy, ze 5/a < ¢'/(P~1, Kiadac

. ~ e
dostaniemy & /a = 15 -

Funkcja h(u) = 1% >0 (W (u) = ue"/(1 4 u)?), wiec

1 1 1
o/a < h 1 < er1,
dla < (p—1+np—1) er
Teraz oszacujemy iloraz ;QLZ//O‘)) Jesli 6/a > e, to Ly,y(6/a) = e(p — 1) 1n(5/a),
«,q,p

w przeciwnym razie, z monotonicznosci Lq () wnioskujemy, ze L, ,(5/a) < (p —
1)ae®. W pierwszym wariancie szacowany iloraz jest réwny

e(p—1)cIn(d/a)  ug—In(1+ ug)

e(q—1)In(1/a) 1+ ug <1

W drugim wariancie ten sam iloraz jest nie wigkszy niz

(p — 1)ae? .op—1 1 1
<e, gdyz —— < —In— (boae€ly).
e(q—1)In(1/a) ¢ 8z g—1  « "o (boaels)
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Przypadek o € I,. R, ,,(1/c) znéw jest tym samym, co w poprzednim przypadku.
Oczywiscie 6/a € (0,1), wiec

f/a,p(5/a) . (p—1)52/a — 1

Ragp(1/a)  elg—1)In(1/a)
Powyzsze rozwazania dowodzg (2.23) ze stalg C) = e. ]

Dowéd Twierdzenia 2.4. Wynika natychmiast z Twierdzenia 2.3, z (2.4) oraz z faktu, ze
Gpgl@) >~ Gy () (gdzie p' = p/(p — 1), ¢ = q/(q¢ — 1)), ktéry zostal skomentowany
na poczatku dowodu Twierdzenia 2.3. 0]

Dowod Lematu 2.5. Na mocy (2.4) mozemy rozpatrywac jedynie przypadek 1 < ¢ <
p < 2. Twierdzenie 2.3 implikuje, ze wystarczy sprawdzié, iz

6p,q(041) S 5p,q(042)~

Z kolei na mocy Lematu 2.12 wystarczy powyzsza nierdwnoS¢ pokazac jedynie dla
a,ap €1, 5 =1,...,4.
Przypadek oy, ay € 1. Funkcja o — o'/971/? jest rosngca, gdyz 1/q — 1/p > 0.
Przypadek ay, oy € Ip. Sprawdzamy, ze funkcja h(a) = (In(1/a))"?al=1/7 jest
rosngca dla o < e /P~ czyli w szczegblnosci dla o € I. Istotnie,

h' (o) = —21) (aln(1/a)) " h(a) + (1 — ;) a 'h(a)

= a 'h(a) (1 ! (1 + (ln(l/a))1)> )

p

co jest nieujemne, gdyz 1 + (In(1/a))~" < p.
Przypadek oy, oy € I3. Sprawdzamy, ze funkcja

B In(1/c) (@)
h(a) = L+ (= 1ml)  1+lnhs(a)

jest rosngca, gdy In(1/a) < f;%i, a w przeciwnym wypadku — malejaca. Istotnie, znak
pochodnej funkcji h jest taki, jak znak

Ry () (1 +Inhe(a)) — hy (o) Zigg% = —a (1 +Inhy(a)) + h1(a>m
. B 1 g—1. 1
=—a (Inhy(a) —In(1/a)) = —a " In (p = In a) .

Zatem jesli {« ’ In(1/a) > %} N I3 = (), to rozpatrywanie tego przypadku bedzie
zakoriczone. Zatézmy przeciwnie. Wowczas na niepustym przedziale («, @] (gdzie o =
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(p—1)/(q—1)) funkcja h(«) jest malejaca. Poniewaz e < 1/a < 1/a,

inf I3iIn(1/@)
In =, wiec

to ,ln,

‘Q‘H I

1
a

p;le(p—l)/(q—l) < Lel/(p—l)’

qg—1 qg—1
czyli
1 B 1 n 1 | 1 - 2
n )
g—1 (p—1? p—-1 p—1  (p—1)
co daje
1 1
In <In24+2In < i (2.26)
q—1 p—1 p-1

Pozostaje pokazac, ze dla pewnej stalej numerycznej C' > 1 zachodzi lim, o+ 7, () <
C6yq(@). Oczywiscie = In< > u , wiec @ ¢ I,. Skoro @ > a, to @ € I3 i mamy

Op.q (@) =

podczas gdy z (2.17) wynika, ze

mﬂ%ﬂ)g@_mm;:@—n(l+m 1)’

a—at 1 q — 1
jako ze
1
1 1.1 p—1
In— ~In (ln> ~Tn <
el a  «a q-—
Zatem z (2.26) otrzymujemy
q—1
alir& Gpqla) o~ p—

Przypadek oy, ay € I;. Funkcja o — alIn(1/a) jest rosngca dla o < e™!, gdyz
jej pochodna jest rowna In(1/a) — 1. Natomiast z Lematu 2.12 wiemy, ze 7, ,(a) =~
Tpale™), gdy a € (e71,1/2].

O

Dowdd Twierdzenia 2.6. Niech (0})52, bedzie niezalezng kopig ciagu (6x)72 ;. Pol6zmy
=0 —0,, S = ZZ(:O‘I’p) 0,1 8" =S5—95,atakze 6 = 60, n = 1. Zmienne losowe 7y,
majg rozklad symetryczny a30_1 + (1 —2a3)do + a301. Ponadto, dla kazdego r > 1 ma-
my |6, < ||nll, < 2]|0]], (pierwsza nieréwnos¢ wynika z nieréwnosci Jensena i z faktu,
ze KO = 0, podczas gdy druga — z nieréwnosci tréjkata dla normy w przestrzeni L").
Oczywiscie, takie same nieréwnosci majg miejsce w przypadku zmiennych S i S”. W
zwigzku z tym, dalej bedziemy pokazywac, ze ||S”|, / [|S"]l, = &pq(c).

Po pierwsze zauwazmy, ze jesli p < In(1/«a) (réwnowaznie, n(«, p) = 1), to o € I,
podezas gdy 5", = [Inll, = (208)"/% = /9 i | 5"], = a7
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Dalej bedziemy zaktadaé, ze p > In(1/«) (réwnowaznie, n := n(a,p) > 2). Na-
stepujacy prosty argument pokazuje, ze ||S”||, ~ n ~ p/In(1/«a). Poniewaz n/2 <
p/In(1/a), to (afB)™ > a** > e, wigc P(S” =n) > e . Stad

ne™ < nP(S" = n)'" < ||8"||, < 15"l =

Teraz zajmiemy si¢ przyblizeniem [|S”[|,. Odpowiednig formute przyblizajacg podat
R. Latata [nieopublikowane]. Dla kompletnosci dowodu wzér ten wyprowadzimy z ogdl-
niejszego wyniku [25, Corollary 2], ktéry stwierdza, ze dla ¢ > 2 i ciagu symetrycznych
zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie &, &y, ..., &,

1/s
€+ ..+l = sup {Z (%) bel,

W naszym przypadku powyzszy wynik implikuje, ze

S - 1-1/s
| HHq ~ f:=supy f(s) = ! (qln 1) ot/
1511,

vq<s<q}
n

s\p «

q
”mmw““}’

gdyz n/9=1 ~ (p/In(1/a)) /)", Funkcja f jest rézniczkowalna dla s € (0, c0) oraz

f%s)::<zh1;> (i(ii}ni)_dh)/::;é @)<h1<;;1ni>-—8>,

skad widaé, ze f jest rosnaca na przedziale (0, so] i malejaca na [sg, 00), gdzie sy =
In (Z; In ) Rozpatrzmy trzy przypadki:
Przypadek (p/q)e? < (1/a)In(1/a) < peP. Woéwcezas sg > ¢, zatem

F=fla)=q (”W>/ o1l <1“<W>>”/qal/q.

p p

Jesli pe? < L In g < pe? (tzn. a € ), to f = &, (a). Natomiast jesli Ze? < SIn ) <
pe? (czyli a e I’ %), to

Gpql) q 11. 1\
- S )~
(/) 7 1/ 1+m@ nt)

p

gdyz zaréwno pierwszy, jak i drugi czynnik, z uwagi na nieréwnosci ¢ < In (%i In é) <
g+Ingig e’ < In, < e (odpowiednio), sg =~ 1.

Przypadek (p/q)e? < (1/a)In(1/a) < (p/q)e!. Najpierw sprawdzmy, ze 2NV oTmTa S
sp < q. Oczywiscie 2 < sg < ¢. Gdyby so < ¢/[p/In(1/a)], mielibySmy 2 < 55 <
(q/p) In(1/ar), wigc z monotonicznosci In wynikatoby, ze

ql 1

1 2 1
ln<1n<ln<ln >250<q1n,
« o pa  « p «
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co przeczy nieréwnosci ¢ < p. Zatem f = f(sq). Teraz juz pokazemy, ze f(so) =~
Gpq(a). Ot6z 5o > 2, wige sp ~ 1 + s, a stad

In(1 1. 1)\ Ve
_ qIn(1/a) (qln> -

f(so)_p 14+s \pa  «

Przypadek (1/a)In(1/a) < (p/q)e*. Wéwczas sy < 2 i

q q, 1 2
——— < Tln— < ace’.
[p/In(1/a)] " p
Jesli ae® < 2, to ¢/[p/In(1/a)] < 2. Zauwazmy, ze gdy q/[p/In(1/a)] < 2, to
f=f2) = %J%aln(l/a), co jest ~ G,,(), gdy o € [j. Gdy za§ o € I, tj.
p/q < (1/a)In(1/a) < (p/q)e’, to

f~a~ g In(1/) ) = 0pq().

Pl+n (2Lt

Pozostaje rozwazy¢ sytuacie o € (2¢72,1/2] i s; := q/[p/In(1/a)] > 2. Wowczas
f=f(s1)i2<s1 <(¢/p)In(l/a) < ae® < e Stad f ~ 1, a takze q/p ~ 1 (jako ze
In ~ 1), co implikuje, ze 6,,4(1/2) ~ 1. Teraz wystarczy skorzysta¢ z Lematu 2.12,
by wykazaé, ze G, () =~ G,,(1/2) ~ 1~ f.

O



Rozdzial 3

Hiperkontrakcja zmiennych losowych
a geometria przestrzeni unormowanych

3.1. Definicje i lematy pomocnicze

W niniejszym rozdziale przez p i ¢ bedziemy oznaczali wyktadniki spelniajace wa-
runek p > ¢ > 0, F bedzie przestrzenig liniowa unormowang o wymiarze > 1, a 0
— rzeczywista zmienng losowa. Ponadto przyjmiemy umowe, Ze rozwazajac zmienng
losowg 6 bedziemy mieli na mysli zmienna losowg niezdegenerowana, tzn. takg, ktdrej
rozkiad nie jest skupiony w jednym punkcie.

Przypomnijmy definicje hiperkontraktywnej zmiennej losowej, podang w Rozdzia-
le 1:

Definicja 3.1. Powiemy, ze 0 jest (p, q)-hiperkontraktywna ze statq o > 0 w przestrzeni
F, jesli E|f|P < oo oraz

Vayer |z + UH?JHP < o+ equ' (3.1)

Zbiér wszystkich rozktadéw zmiennych losowych 6, ktére sa (p, ¢)-hiperkontraktywne
ze stalg o w przestrzeni F, bedziemy oznaczaé przez HC(o,p, q, F).

Przytoczymy teraz dwa proste fakty dotyczace pojecia hiperkontraktywnoSci zmien-
nej losowej, istotne z punktu widzenia gtéwnych wynikéw niniejszego rozdziatu.

Fakt 3.1. Jesli HC(o,p,q, F) # 0, to 0 < 1.

Dowdd. Kladac z = 0 oraz dowolne y # 0 w nieréwnosci (3.1), dostajemy o||6||, <
160]|,- Poniewaz p > ¢, nieréwno§é Holdera (monotoniczno$¢ norm LP) implikuje, ze
o < 1, przy czym o moze by¢ 1 jedynie, gdy zmienna losowa |0| jest zdegenerowana.
Jednak gdyby o = 1, to biorgc = y # 0 w nieréwnosci (3.1), dostalibySmy ||1+6||, =
|1+ 0|4, czyli zmienna |1 + 60| takze bylaby zdegenerowana, co wraz z poprzednim
przeczy umowie, ze 6 jest niezdegenerowana. 0

Fakt 3.2. Jesli £ (0) € HC(o,p,q, F) dla pewnego o > 0 oraz E|f] < oo, 1o Ef = 0.

Dowod. Rozwazmy dowolny wektor jednostkowy z oraz wektor y = tx dla t € R.
Jesli przyjmiemy oznaczenie g,(t) = (E|1 + t0]°)/* (s € {p,q}), to nieréwnos¢ (3.1)
stwierdza, ze g,(ot) < g,(t) dla wszystkich ¢ € R. Poniewaz g;(0) = 1, po zr6znicz-
kowaniu otrzymujemy, ze g, (0) = g;(0). W celu sprawdzenia, ze funkcja g, istotnie
jest rézniczkowalna w 0 i ze pochodna ta wynosi Ef, stosujemy twierdzenie Lebesgue’a
0 zbieznoSci zmajoryzowanej (szczegdly pozostawiamy Czytelnikowi). Do zakonczenia
dowodu wystarczy uzy¢ Faktu 3.1. [
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Poniewaz rozwazania niniejszego rozdziatu beda miaty charakter wyraznie jakoScio-
wy (w przeciwienstwie do wynikow z Rozdziatu 2), celowe bedzie przyjecie nastepuja-
cego oznaczenia:

HC(p,q, F) = | HC(o,p,q, F).

o>0

Sformutujmy jeszcze jeden fakt, oczywisty na mocy samej Definicji 3.1:

Fakt 3.3. Niech E, F' bedq liniowymi przestrzeniami unormowanymi. Jesli dla kaZdej
dwuwymiarowej podprzestrzeni Fy C E istnieje izometryczne wlozenie v: FEy — F, to
HC(p,q, E) 2 HC(p, q, F).

W dalszych dociekaniach ograniczymy si¢ do przypadku p > ¢ > 1. Motywo-
wane jest to nastepujacym faktem [22, Proposition 2.3]: jesli 0 < ¢ < 1, ¢ < p,
to HC(p,q, F,0) = HC(p,q,R,0) dla dowolnej przestrzeni liniowej unormowanej F'.
Tym samym, w przypadku ¢ < 1 geometria przestrzeni F' nie odgrywa zadnej roli. Co
wiecej, juz przy zatozeniu E|0|?> < oo, jesli L(0) € HC(p, ¢, R) dla pewnych p > ¢ > 0
to koniecznie ¢ > 1 (patrz np. [43, Corollary 2.4]).

Ponizszy lemat, kluczowy dla dalszych rozwazan z tego rozdziatu, pochodzi z pracy
magisterskiej R. Lataty [24]. Dla kompletnosci przytaczamy go wraz z dowodem.

Lemat 3.4 ([24]). Ustalmy p > q > 1 oraz F. Zatoimy, Ze ||0||, < oo oraz Ef = 0.
Wowczas nastepujgce warunki sq rownowazne:
(i) L(0) € HC(p,q, F), cayli 3o Vayer |z +00yll, < [|lz + 0yll,

() Joex>0 Voyerzj=tyl<e Ellz +ob0y[|P —1 < K(E[jz + 0y[|? — 1),
(iii) 3 x>0 Vayerzl=1lyl<e Ellz +0y[]P — 1 < K(E[|x + 0y||? — 1),
(V) e x50 YVeyer|el=tlyl<e  EllOYlP 1oy >0y < K(Elx + 0y||* —1).

Dowad. (i) = (ii) Rozwazmy o, o ktérym moéwi (i). Nieréwnos$¢ z warunku (ii)
udowodnimy dla ¢ = 1. Ustalmy dowolne wektory z,y spetniajace ||z|| = 1, ||y|| < 1.
Oznaczmy

a=E|x+oby|P -1, b=E|x+ 0y||?— 1.
Nier6wno$¢ z warunku (i) mozna przepisa¢ réwnowaznie:

a<(1+bP7-1. (3.2)

Z uwagi na wypuklo§¢ funkcji ¢ — (1 +¢)?/9 — 1 i oszacowanie b < E(1+ [0])7 — 1 <
21(1+E|0|?) = C = C(q, ||0]|,) otrzymujemy, ze

(1+bP7—1< Kb
dla pewnej statej K = K(C,p/q), co w poltaczeniu z (3.2) daje (ii).
(ii) = (iv) WeZmy o, e, K > 0, ktérych istnienie przewiduje (ii). Wystarczy poka-

zaé, ze dla pewnych statych K’ L > 0,

Veyerel=tlivi<e  ElOYIPLgay>ry < K'(E[lz +ofy|P — 1).
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Zauwazmy, ze dla dostatecznie matego ¢ = ¢(p) > 0 zachodzi nieréwnos¢é

(1+1)P > 1+ pt+ c|t|' L1y
dla wszystkich ¢t > —1. Ustalmy dowolne ||z|| = 11 ||y|| < e. Wstawiajac do powyzszej

nieré6wnosci ¢ := ||z + ofy|| — 1, i pamigtajac, ze Ef = 0, a wigc na mocy nieréwnosci
Jensena El||z + o0y|| > 1, otrzymujemy

Ellz + a0y||” — 1 > p(E||z + ofy[| — 1) + cE([|z + o0y[| — 1)"L{jurony)>2)
> E([|oby|| — 2)PLij00y233 = c(o/3)PE||0y|[P1ij0y)23/0}-

(iv) = (iii) Niech ¢, K, L > 0 beda takie jak w (iv). OczywisScie mozemy zatozy¢,
ze L > 2 i ewentualnie jeszcze zwickszy¢ L, aby

Vt}L—l qt < t?—1. (33)

Ustalmy dowolne ||z|| = 1, ||y|| < €. Oznaczmy A = {||0y|| < L}, B = {||0y|| > L}.
Lewa stron¢ nieréwnosci z warunku (iii) mozemy zapisa¢ jako sum¢ dwoéch sktadnikéw:

Ellz+0y[” — 1 =E([lz + 0y[|” = 1)1a + E(|lz + 0y[|” — 1)15. (34

Odpowiednie oszacowanie drugiego sktadnika wynika tatwo z nieréwnoSci z warunku
(iv):
E(llz +0y[l” — 1)1 <E( + [[0y[)"15 < 2"E[|0y|"15
< PE(E[x+0y| 1),

Podobne oszacowanie pierwszego sktadnika prawej strony (3.4), cho¢ nie korzysta z (iv),
jest nieco bardziej zmudne. Po pierwsze, wykorzystamy nieréwnos¢

Voct<r1 tP—1—p(t—1)<C@t?—1—¢q(t—1)),

w ktorej stala C' > 0 zalezy tylko od p,q i L. Ewentualnie powigkszajac C, mozemy
zatozy¢, ze C'q > p. Stosujac powyzszg nieréwno$¢ dla ¢t := ||z + Oy|| i calkujac ja
stronami po zbiorze A otrzymamy

E([lz+0y[”—1)1a—pE(|a+8y[|-1)1a < C(B([lo+0y[*—1)1a—gE(|a+0y||-1)14).
(3.5)
Rozwazmy teraz dwa przypadki:
Przypadek 1: E(||z + 6y|| — 1)14 > 0. Z uwagi na fakt, ze p — C'q < 0, nieréw-
nos¢ (3.5) implikuje w tym przypadku, iz

E(llz 4+ 0yl” = 1)1 < CE([lz + 0y[|* — 1)14 < CE([lz + Oy[| — 1),

gdzie ostatnia nieréwnos¢ wynika stad, ze (||z 4+ 0y||?—1)1p > ((L —1)71— 1) 15> 0.
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Przypadek 2: E(||x + 0y|| —1)14 < 0. Wéwczas
E(llz + 0y[|” — 1)1a < E(flz + 0y|[” — 1)14 — pE(|[z + Oy[| — 1)14

i, na mocy nieréwnosci (3.5),

< C(E(Hx + 0yl — 1)14 + (B(A) — Ell2 + 8y||1A)>
< C(E(|lz + 0y]* — 1)1a + gEllz + 0y[15),

przy czym ostatnia nieréwnos¢ wynika z tego, ze P(A) < 1 < El||z + 0y||. Poniewaz
|z +0y||1s > (L —1)1p, mozemy zastosowac (3.3) do ¢ := ||z + 0y|| i po scatkowaniu
po zbiorze B otrzymamy

E([lo+0y|lP—1)1a < C(E([la+0y||"=1)1La+E(||z+0y "~ 1)15) = C(Ellz+0y['~1).

(iili) == (i) Niech ¢, K > 0 bedg takie jak w (iii). NieréwnoS¢ z punktu (i) jest
w oczywisty sposob spetniona dla x = 0 (dla dowolnego 0 < o < ||0]|,/]|0]],). Z uwagi
na jednorodno$é wystarczy dalej rozwazy¢ ||z|| = 1. Na mocy nieréwnosci tréjkata
I+ 0yl < oy 18], + 1 oraz [lz +yll, > lyl16]], — 1. wice dia y o duzej normic
nieréwnos$¢ z punktu (i) bedzie spetniona dla o < ||6||,/(2]|0],). W zwiazku z tym
dalej mozemy zakladaé, ze ||y|| < C = C(]|0]],,|¢||,)- Niech o > 0 nie przekracza
10]14/(2]/0],), a ponadto 0 K < 11 0C < e. Stosujac nieréwnos¢ z punktu (iii) dla oy
zamiast y, otrzymujemy

Ellx + ofylP — 1 < K(Ez + o0y[? — 1) < oK (Ellx + 0y||” - 1),

gdzie ostatnia nier6wno$¢ wynika z wypuklosci funkcji ¢t — E||x + t0y||? — 1 znikajacej
w 0. Poniewaz ¢ K < 1, w rezultacie

lja + o0y < Bllz +0y)1” < (Ells + 0y

gdyz E||z + 0y||? > ||z + Eby||? = 1.
]

Na zakonczenie niniejszego punktu przytoczymy definicje ortogonalnoSci Jamesa
(zwana tez ortogonalnoS$cig Birkhoffa) w kontekScie przestrzeni liniowych unormowa-
nych. Pojecie to postuzy do sformufowania gtéwnych wynikéw biezacego rozdziatu.

Definicja 3.2 (Ortogonalnos$¢ Jamesa [19, Definition 1.2]). Niech z,y € F'. Powiemy,
ze wektor x jest ortogonalny (w sensie Jamesa) do y, jesli

Vier ||z + tyl| > [l].

Fakt ten bedziemy zapisywaé: = L y. Ponadto zbior wektorow, do ktdrych wektor z jest
ortogonalny, czyli {y eF ‘ x L y}, bedziemy oznaczaé jako xt.
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Uwaga 3.5. Mozna poda¢ takze nieco inng, lecz réwnowazng definicje zbioru z:

zt = U {ker x*

Jesli y € kera*, to ||z + ty|]| > z*(x + ty) = z*(x) = ||z|. Z drugiej strony, gdy
y # 0 oraz ||z + ty|| > ||=|| dla wszystkich ¢ € R, to x i y nie moga byé wspéiliniowe.
Ponadto mozemy zdefiniowaé funkcjonal x* na 2-wymiarowej przestrzeni Lin {x,y} C
F spetniajacy x*(z) = ||z|| oraz x*(y) = 0. Poniewaz ||z + ty| > ||z|| = =*(z +
ty), norma z* na Lin {z,y} wynosi 1. Na mocy twierdzenia Hahna-Banacha mozemy
rozszerzy¢ x* do funkcjonatu okreslonego na F' z zachowaniem normy.

€ F*,a%(z) = |z, [|l2*]| = 1}

Na mocy powyzszej uwagi oczywiste jest, ze z~ # {0}, o ile dimF > 2. Warto
takze wspomnieé, ze relacja | nie jest symetryczna (wystarczy wzigé F' = (2, a wtedy
(1,1) L (1,0), lecz nie na odwrdt). M.in. z tego powodu bedziemy raczej stosowacé
zapis y € x*, anizeli x L y.

WprowadZmy oznaczenie:

P={(y) e FxF|lal =llyll =1,y €a*}.

Jedynie w przypadku dimF = 1, T' = (). Dla wszystkich par wektoréw (x,y) € T
zdefiniujmy funkcje

T (t) _ ||J]+ty|| - 17 gdy |t‘ < 17
o 1, gdy [t] > 1.

Oczywiscie 0 < 7, < 1, 7, znika w 0 i jest funkcja wypukla na przedziale [—1, 1],
a stad jest ona niemalejgca na R i nierosngca na R_.

Mozna takze zdefiniowa¢ funkcje v, ,(t) = (|| + ty|| — 1) A 1. Tak samo jak
w przypadku funkcji 7,,, 0 < v, < 1 oraz v,, jest niemalejaca na 2 i nierosngca
na [?_. Ponadto

gy (1) < Ty (t) < Uy (30). (3.6)

Pierwsza nieréwnos¢ jest oczywista. Druga za$, dla |¢| < 1, wynika z tego, ze v, ,(3t) >
Upy(t) = Tuy(t) (7, < 1 na (—1,1)). Natomiast dla [t| > 1, ||z + 3ty|| — 1 >
efllyll = llzll = 1> 1, czyli v, (3t) = 1.

NieréwnoSci (3.6) pozwola na zastapienie w przedstawianych dalej wynikach funkcji
Tz Przez funkcje v, 4.

3.2. Charakteryzacja zmiennych losowych hiperkontraktywnych
w ustalonej przestrzeni unormowanej

Gltéwny wynik tego rozdziatu jest nastepujacy:

Twierdzenie 3.6. Niech p > q > 1 oraz 0 bedzie zmienng losowq o Sredniej zero
i skoriczonym p-tym momencie. Wowczas nastepujqce warunki sq rownowazne:

(i) £(0) € HC(p,q, F),
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(ii) istniejg K, to > 0 takie, Ze dla kazdego t € [—tg, to|
E[t0)P1 {051y < KET,,(t0) dla dowolnych (x,y) € T, a takze
E[t0["1 051y < KE ((t0)> A 1).

Warunek (ii) charakteryzujacy hiperkontraktywno$¢ zmiennej losowej jest podobny
do warunkéw uzyskanych przez Kwapienia i Szulge [22] oraz Latale [24]. Jednak tamte
wyniki obejmowaly jedynie przypadki niektérych przestrzeni unormowanych, tj. /.., R,
przestrzen Hilberta H czy przestrzenie L". Konkretnie, uzyskane zostaly tam nastepujace
réwnowaznoSci: dla dowolnych p > ¢ > 1, zmienna losowa 6, dla ktérej Ef = 0
i E|0P < oo, jest (p, q)-hiperkontraktywna w przestrzeni F' wtedy i tylko wtedy, gdy!

k050 Viej<to Elt0|P 1021y < KP(t0] > 1)  (przypadek F' = /..),
050 Vi<to B0 Loty < KE((10) A1) (przypadek F =R, H, L" dla r € (1,2]),

050 i<to B0 Lguoiz1y < KE([tO] A1) (przypadek F = L7, dla r € (2,00)).

Twierdzenie 3.6 uogdlnia wyzej przytoczone wyniki na przypadek dowolnej, ustalonej
przestrzeni unormowanej F', pokazujac jednoczesnie, ze geometryczny aspekt hiperkon-
trakcji sprowadza si¢ do zachowania funkcji 7., dla (z,y) € I'. Jako jeden z wnioskéw
wyplywajacych z Twierdzenia 3.6 podamy takze prostszy i bardziej zwarty warunek wy-
starczajacy na to, aby zmienna losowa byta hiperkontraktywna w przestrzeni F'. Warunek
ten bedzie odwotywat sie do modutu wypukioSci przestrzeni F'.

Dowod Twierdzenia 3.6. (i) = (ii) (Idee tej czesci dowodu sa dos¢ podobne do
analogicznego, mniej ogélnego wyniku z pracy [24]). Niech ¢, K, L > 0 bedg takie jak
w warunku (iv) z Lematu 3.4. Niech ||z|| = 1, ||y|| < € i potézmy ¢ = ||y||. Korzystajac
z oczywistej nieréwnosci

Elt0]" 10121y < LPP([t6] > 1) + E[t0]"1{j401>1), 3.7)
z nieréwnos$ci z warunku (iv) z Lematu 3.4 wnioskujemy, ze
E[t0P 101y < LPP([t0] > 1) + KE(||z + 0y||? — 1). (3.8)

Najpierw wykazemy drugg nieréwno§¢ z warunku (ii). Wybierajac y = tx, (3.8) prze-
ksztalcamy do postaci

E|t9|p1{|t9|>1} S LPP(JtO)| > 1) + KE(|1 4+ t0|7 — 1).
Stosujgc nier6wnos¢ Vyegr |1 +ul? < 1+qu+C (u21{|u‘<1} + |u]‘11{|u‘>1}), ktéra jest
prawdziwa dla pewnej statej C' = C(q) > 0, i pamietajac, ze E6 = 0, otrzymujemy
E|t9|p1{|t9|>1} < LPP(’tm > ].) + CKE’t9|21{‘t9|<1} + CKE|t9‘q1{|t9|>1}

' W odniesieniu do ostatniego wymienionego przypadku, w pracy [24, Wniosek 3] zostalo poka-
zane nawet nieco wigcej — nieréwnosé z tego przypadku jest réwnowazna (p, ¢)-hiperkontraktywnosci
zmiennej 6 w kazdej przestrzeni F, ktérej modut wypuktosci dp(g) ~ & (patrz Definicja 3.3).
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Po zastosowaniu do ostatniego sktadnika po prawej stronie nieréwnosci Holdera dosta-
jemy

/ _a
E[t0]1 o1y < K'E(t0] A1) + K" (B[t Lgg51y) " P([0] > 1)' 77,
co juz tatwo implikuje druga nieréwnos¢ z warunku (ii). Jezeli bowiem E|t0|P1,9>13 >
2K'E(|t0]? A 1), to

1—-4

1 a/p L
§E|t9|p1{|t9|>1}<K"(E!t9lp1{\w\>1}) (B0 A1) 7

Wykazujgc pierwsza nieréwnos$¢ z warunku (ii), oczywiscie zaktadamy, ze dimF > 1.
Ustalmy dowolng pare wektoréw (z,y’) € I'. Nieréwnos¢ (3.8) dla wektoréw z i y = ty/
mowi, iz

E[t0]" L0121y < LPP([t6] > 1) + KE(|lz + 0| = 1) 1jep 1)

3.9
+ KE((l + Txyy/(te))q — 1)1{|t0\<1}- 39)

Do drugiego sktadnika po prawej stronie stosujemy nieréwnos$¢ tréjkata dla normy oraz
nieréwno$¢ Holdera w podobny sposéb, jak przed chwila:

(|2 + 0y = D1gusny < E((1+[10)7 = 1) 1umzry < 2E[0]"1 o1y
3.10
q » q/p 1—4q ( )
<2 (Blt6P Lyuosny) " P(t6] > 1)'77,

Trzeci skfadnik prawej strony nieréwnosci (3.9) szacujemy uzywajac nierdwnosci Ve 1]
(T+u)?—1< (29— 1w

E((1+ 7oy (t0))" = 1) Lguopry < (27 — DET 0 (80) 19115 (3.11)

Wstawiajac (3.10) i (3.11) do (3.9) i korzystajac z oczywistej réwnosci P(|t0| > 1) +
ETw,y’(w)l{\te\q} = ETx,y/ (t@), otrzymamy

/ _a
B0 L o1y < K'Erpy (10) + K" (B0 Loy (Ery (1)),

co, w podobny sposéb jak poprzednio, implikuje pierwsza nieréwnos$¢ z warunku (ii).
(i) = (i) Pokazemy, ze istnieje stata ¢ > 0 taka, ze dla dowolnych ||z|| = [|y|| =1
zachodzi alternatywa:

Vier Elz+4t0y|? — 1 > ¢k ((6)* A1) (3.12)

lub
vtER EiyleL,HyLﬂil EHI’ + 4t0’y||q —1 > CETx,yL (t@) (313)

To juz zakoficzy dowdd, albowiem spelniony bedzie warunek (iv) z Lematu 3.4 (dla
e =4ty, L =4).
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Ustalmy dowolne wektory jednostkowe x i y. Jesli y ¢ Lin{x}, wéwczas mozemy
znalez¢ wektor jednostkowy v, € x-NLin {x,y} (patrz Uwaga 3.5). Bioragc ewentualnie
—vy, zamiast y, wektor y mozemy przedstawic jako

y=pxr+ Ay, gdzie e R \>0. (3.14)
W przypadku gdy y € Lin{z}, (3.14) takze zachodzi, dla |u| = 1 i A = 0, wigc nawet
nie ma potrzeby okreSlania wektora y, w tym przypadku.
Rozwazmy teraz dwa przypadki:
Przypadek 1: [u| > §. (Tutaj dopuszczamy sytuacje, ze y € Lin {z}). Pokazemy, ze
wowczas zachodzi (3.12).

Poniewaz 1 = ||y|| = ||pz + AyL|| > ||ux||, to |u] < 1. Nastgpnie zauwazmy, ze dla
dostatecznie malych stalych ¢; = ¢1(q) > 01 c2 = c2(q) > 0 zachodza nieréwnosci

quR |1 + u|q > 1+ qu+ Clu21{|u|<1}7

Vuer |1 +ul? > 1+ qu+ Calgju)>1/8)-

Z uwagi na to, ze |u| € [1/8,1], zachodzg takze dwie podobne nieréwnosci, z tymi
samymi stalymi cq, co co powyzej:

quR |1 +u|q > 1 +qu+clu2]—{\u\<|u|}a
Vuer [T+ ul? > 1+ qu+ colqjuziuy-

Z nich otrzymujemy
Yuer 1+ ul > 1+ qu+ et Lucp + C2Lijusiu)- (3.15)

Z uwagi na (3.14), dla dowolnego s € R, ||z + sy|| = |[(1 + sp)z + sAy.|| > |1 + sul.
Pamigtajac, ze funkcja s — ||z + sy||? — 1 jest wypukla, dostajemy

i (Ellz + 4t0y[? — 1) > Elle + t0y[[¢ — 1 > E|1 + tud]? — 1
i stosujac (3.15)
> qE(tpud) + i E(tub) 1y <1y + c2P(|t0] > 1),
a poniewaz Ef = 0 i |u| > 1/8, to
i (Ellz + 4t0y]" — 1) > ((e1/64) A ca)E ((0)2 A 1).

Przypadek 2: |u| < %. Tym razem pokazemy, ze prawdziwa jest nierownoS¢ (3.13).
Poniewaz 1 = ||y = [|pz + Ayo|| < |u| + A, to X > L. Oszacujemy z dotu wielko$é
|z + sy|| — 1, oddzielnie dla |s| < 4 1i |s| > 4.
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Dla |s| < 4 zachodzi § < 1+ pus < 3. Z (3.14) dostajemy, ze

A
=(1
x+sy=( +M8)<l’+1+u5$m>,

przy czym 1;\#8 > L. 2> 1 Wobec tego |z + sy|| = (1 + ps)||z + 1J;\#ssyL|| i
—1=(1 -1
|z + syl ( +us)<x—|—1+ussyL >—|—us
(3.16)
1 1 1
> — ( T+ =sy, | — 1> +ps = =Tyy, (s/4) + ps,
2 4 2
gdyz funkcja ¢t — ||z + ty, || — 1 jest nieujemna i niemalejaca na [0, co).
Dla |s| > 4, nieréwno$¢ tréjkata dla normy prowadzi do oszacowania
[+ syll =1 = (1 + ps)z + Asyrl| =1 > [[Asyoll = [1(1 + ps)a] =1
> |As| = [ps| =2 = (A =2p|)s| = 2+ s (3.17)

> (7/8—1/4)~4—2+u5—;+,u5.
Nier6wnosé |1 + u|? > 1 + qu zastosowana z v := ||z + 4t0y|| — 1 implikuje, ze
; (Eflz +4t0y[|* = 1) > E ([l + 40y — 1) Lguo<ay + E (|2 + 400y [| = 1) Loy,
az (3.16) i (3.17) zastosowanymi z s := 4t6,

1 1
>E (2%,“ (t0) + 4t,w) Lipoj<t) + E (2 + 4tu9> Lijoj>1)

i wobec tego, ze Ef = 0,

1
> iETx’yl (t@) .

O]

Uwaga 3.7. Obie nieréwnoSci z warunku (ii) powyzszego twierdzenia mogg zostaé
nieznacznie zmodyfikowane, zachowujac przy tym réwnowazno$¢ z warunkiem (i). Po
pierwsze, (3.7) pokazuje, ze po lewej stronie tych nierdwnosci moze sta¢ wyrazenie
E[t0P1{9>1), W ktorym L > 1. Po drugie, w pierwszej z nieréwnosci z warunku
(ii) mozna uzy¢ funkcji v, , zamiast 7, ,, zmieniajac jednoczeSnie wyrazenie po lewej
stronie na E[t0|P1>1}, z dowolnym L > 3. Réwnowaznos¢ tatwo wynika z (3.6)
i (3.7).

Ponizej przedstawimy kilka wnioskow wynikajacych z udowodnionego przed chwila
twierdzenia charakteryzacyjnego.
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Whniosek 3.8. Dla ustalonego p > 1 oraz przestrzeni F, zbiory HC(p,q,F) dla q €
(1,p) sq sobie réwne.

Dowdéd. Oczywisty, poniewaz Fakt 3.2 zapewnia, ze rozwazane zmienne losowe maja
Srednig 0, a w Twierdzeniu 3.6, w warunku (ii), parametr ¢ nie wystepuje. L]

W tym momencie uzasadnione jest przyjecie oznaczenia HC(p, F') na dowolny zbidr
HC(p,q, F), gdzie ¢ € (1,p). Jednoczesnie zmienng losowa 6, dla ktérej L(0) €
HC(p, F), bedziemy nazywacé p-hiperkontraktywng w przestrzeni I

Tak jak zapowiadaliSmy, Twierdzenie 3.6 jest uogélnieniem twierdzen charakteryza-
cyjnych podanych w pracach [22, 24]. Na przyktad natychmiast uzyskujemy nastepujacy

Whiosek 3.9 ([22, 24]). Niech p > 1 i 0 bedzie zmienng losowq o Sredniej zero i skori-
czonym p-tym momencie. Jesli

rt050 Vej<to  Elt0)P 101y < KP(|t0] > 1), (3.18)

to L(0) € HC(p, F) dla dowolnej przestrzeni F.
Dowdd. Wynika natychmiast z nier6wnosci: 1j o0)(t) < 7oy (t), 1poo)(t) <2 AL O

Z Twierdzenia 3.6 wynika takze implikacja odwrotna [22, 24]: jesli € jest p-hiper-
kontraktywna w kazdej przestrzeni F' (lub chociazby w (., czy nawet (%), wowczas
zachodzi (3.18). Ponizej udowodnimy nawet nieco mocniejszy fakt. Wczesniej jednak
przytoczymy definicje modutu wypukloSci przestrzeni liniowej unormowane;j.

Definicja 3.3 (zob. np. [31, Rozdzial 1.e]). Modutem wypuktosci przestrzeni F' nazy-
wamy funkcje dp: [0,2] — R, zadang wzorem

op (e) = inf {1 = Ju+v]/2| u,v e F |lul = o] =1, u—v]| =<}

Ponadto F' jest jednostajnie wypukta, jesli dg(c) > 0 dla € € (0, 2).

Uwaga 3.10. Réwnowazng definicje otrzymalibySmy biorac kres dolny po wektorach
jednostkowych wu, v spetniajacych ||u—v|| > e (patrz np. [31, uwaga za definicja 1.e.1]).
Z takiej definicji natychmiast wynika, ze funkcja dp jest niemalejaca.

Whiosek 3.11. Niech p > 1. Niech F' bedzie dowolng przestrzeniq unormowang, kto-
ra nie jest jednostajnie wypukta. Wowczas HC(p, F') = HC(p, lx). Innymi stowy, jesli
pewna zmienna losowa jest p-hiperkontraktywna w F, to jest p-hiperkontraktywna w do-
wolnej przestrzeni unormowaneyj.

Dowdd. Ustalmy 0 < gy < 2, dla ktérego dp(g9) = 0. WeZmy zmienng losowa 6, dla
ktérej L (0) € HC(p, F'). Wystarczy, ze wykazemy, ze dla pewnych K tg, s9 > 0,

Vi<t E[EO[PLijoiz1y < KP([t0] > s0), (3.19)
gdyz wowczas

E[t0]"1 (012501 < P([t0] > s0) + E[t0]" L9213 < (K + 1)P([t0] > s0),
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co oznacza, ze spetniona jest nieréwnos¢ (3.18) z Wniosku 3.9. Z kolei nieréwnos¢ (3.19)
wyniknie natychmiast z Twierdzenia 3.6, jesli tylko pokazemy, ze dla dowolnego oy > 0
istnieje para wektoréw (z,y) € T, dla ktérej

Tuy(€) < 0 dla wszystkich € € [0, so], (3.20)
gdyz pierwsza nieréwno$¢ z warunku (ii) Twierdzenia 3.6 implikuje woéwczas
E|t9|p1{|t9|>1} < K (6o +P(Jt0| > s0)) -

W tym momencie wystarczy przej$¢ do granicy oy — 0.

Poniewaz dr(g0) = 0, mozemy dobraé wektory jednostkowe u, v, dla ktérych ||u —
v|| = €0, za$ 6 := 1—||u+v||/2 jest mniejsze niz dowolna, z géry zadana liczba dodatnia.
Bez ktopotu mozna wigc zalozyé, ze § < £¢/16. Nastepnie, niech x = (u+v)/||u+ ||,
x* bedzie funkcjonatem o normie 1 i takim, ze z*(x) = 1, a wtedy x*(u), z*(v) < 1.
Rozwazmy wektor jednostkowy y € ker z*NLin {u, v}. Oczywiscie, na mocy Uwagi 3.5,
y € xt. WprowadZmy takze funkcjonaty u* i v* takie, ze u*(u) = u*(z) = 11i v*(v) =
v*(z) = 1. Poniewaz (u+v)/2 = (1 —J)z, to

2-20=v"(v+u)=140v"(u) oraz 2—-2=z"(v+u) <1+ z"(u),
zatem
z(u) > 1—25 =v*(u).

Niech A\, € R bedzie takie, ze x + A,y € Lin{u}. Poniewaz wiemy, iz 1 > z*(u) >
1—-20>0iz"(x+ A\y) =1, to x + \yy = c,u dla pewnego ¢, > 1. Ponadto

*(z + Ay)
z*(u)  1-26

|z + Ayl = < 1+ 39,

przy czym ostatnia nieréwnos$¢ zachodzi dzigki temu, ze 0 < § < g9/16 < 1/8. Zatem
[+ Auyll = 1 < 36. (3.21)

Analogicznie okreslamy )\, jako liczbe, dla ktérej x + A,y € Lin {v}, i pokazujemy, ze
T + Ay = ¢,v dla pewnego ¢, > 1, a takze ||z + Ay — 1 < 36.

Pokazemy teraz, ze )\, i A\, maja rézne znaki. Rozwazymy w tym celu funkcjonat
2* taki, ze 2*(z) = 01 2*(u) = 1, a wtedy z*(v) = —1. Wéwczas

l=z2"(u) <z2z"(z+ A\y) =A\2"(y) oraz —1=2%v) 2 2"z + \y) = A2 ().
Teraz wykazemy dolne oszacowanie na |A,| i |A,|. Nieréwnos¢ tréjkata i (3.21)
implikuja, ze
€0
5 = e = (u+0)/2) < lu= (2 + Ay)]| + [z + Auy) = 2l + e — (u+0)/2]]

= [z 4+ Ayl = 14 [Au] + 0 < [Au] + 49,

wobec czego |A\,| = €9/2 — 40 > e0/4, gdyz § < £0/16. Tak samo pokazujemy, zZe
|Ay| > €0/4.

Dzigki monotonicznosci funkcji ¢ — ||z + ty|| — 1 na [0,00) i (—o0, 0], powyzsze
rozwazania dowodzg (3.20) dla dp = 35 i sgp = 0/4. O
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Ponizsze twierdzenie podaje warunek dostateczny dla p-hiperkontraktywnosci w prze-
strzeni F'. W tym warunku, geometria przestrzeni F' zredukowana jest do modutu wy-
puktosci.

Twierdzenie 3.12. Niech p > 1, E§ = 0, E|0]? < oo i dimF > 2. Jesli istniejg state
K, ty > 0 takie, Ze
Vi<, Eft0 L1y < KEOF(|t6)), (3.22)

gdzie
- or(e), gdye€|0,1),
%@):{P<> gdy e €[0,1)
1, gdy e > 1,
to L(0) € HC(p, F).

Dowdéd. Najpierw zauwazmy, ze na mocy Twierdzenia 3.6 wystarczy pokazacd, ze

Vioger Vser  0p (|8]/4) < 74y(s) (3.23)

oraz
Vier Or (|s]/4) < s* A1 (3.24)

Istotnie, ktadgc w nieré6wnosci (3.22) ¢/4 zamiast ¢, otrzymamy, ze
i<ty 4 PE[OPP L o0y < KESR([t0]/4). (3.25)
Nieréwnosci z warunku (ii) z Twierdzenia 3.6 dostajemy sktadajac nier6wnos¢
E[t0[" L0121y < B[O L0201 + 47P(|26] > 1)

wraz z (3.25) i z (3.23)/(3.24).

Nieréwnosci (3.23) i (3.24) sa oczywiste dla |s| > 1. Dalej bedziemy zaktadad
|s|] < 1. Nier6wnos¢ (3.24) wynika ze znanego rezultatu [36], ktéry méwi, ze modut
wypukto$ci dowolnej przestrzeni unormowanej jest nie lepszy niz modut wypuklosci
przestrzeni Hilberta. Konkretniej, dp(c) < 1 — /1 — %, przy czym ostatnia wielkoS¢,
na mocy wypuktosci funkcji [0,1] > u +— 1 — /1 — u, szacuje si¢ z géry przez 2 /4,
co w zupelnoSci wystarcza.

Dla dowodu nieréwnosci (3.23) ustalmy dowolne (z,y) € I oraz |s| < 1. Wpro-
wadzmy wektory v = x,v = (z + sy)/||z + sy||,w = (u + v)/||u + v|| oraz funkcjonat
x* o normie 1, dla ktérego x*(x) = 1, 2*(y) = 0 (taki funkcjonat istnieje, gdyz y € z*
— patrz Uwaga 3.5). Wéwczas

M (x+sy) 1
lz + syl 14+ 72y(s)

x*(v) >1—7,,(s), (3.26)

wige *((u +v)/2) > 1 —71,,(s)/2, gdyz x*(u) = 1. To oznacza, ze

(04 0)/2) | 1= 7ry(5)/2
[t o)/2l = T+ o)/2]”

1> a"(w) =
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czyli
Op(llu —ol]) < T—[(u+0)/2] <7ay(s)/2

Teraz wystarczy juz tylko pokazaé, ze ||u—v|| > |s|/4, jako ze funkcja dr jest niemale-
jaca (patrz Uwaga 3.10). Rozpatrzmy w tym celu dwa przypadki. Jesli 7, ,(s) < |s|/2,
to z uwagi na réwnos¢ = + sy = (1 + 7, 4(s))v,

lu = vll = llsy = Ty (s)oll > [s] = Tay(s) > |s]/2.
Jesli zas 7, ,(s) > |s|/2, to korzystajac z rownosci *(v) = 1/(147,,(s)) (patrz (3.26))
oraz nieréwnosci 1/(1 + a) < 1 — a/2, prawdziwej dla a € [0, 1], otrzymujemy

lu—v >z —v)=1—a" (@) =1 — — J > 7au(s)/2> Isl/a.

14 7y 4(s

3.3. Przyklad

W niniejszym punkcie skonstruujemy zmienng losowa 6 oraz przestrzefi F' o naste-
pujacej wlasnosci: L£(6) ¢ HC(2, F) a réwnoczesnie L£(0) € HC(2, E) dla dowolnej
skoficzenie wymiarowej podprzestrzeni £ C F'.

Niech 6 ma rozktad taki, jak w przyktadzie z pracy [22], w ktérym podana zmienna
losowa byta 2-hiperkontraktywna w R, ale nie 2-hiperkontraktywna w /... Konkretnie,
niech rozktad 6 bedzie symetryczny, zadany wzorem P(|0| > x) = c(zInz) 2 dlaz > 2,
gdzie ¢ = 4(In2)% Aby przekonaé sie, ze 6 ma zadane wiasnosci, dla 0 < ¢t < 1/4
obliczymy nastepujace wielkoSci:

IO Loy = PRI Lo = 1 [ 20P(16] > 2) do

dx +P|0] > 1/t, i podstawiajac y = Inz,

Ct2 /OO ;
B 1/t (lnx)?
— 9t / N )y—2 dy + ct?(In(1/)) "% ~ 2(In(1/¢)) %

In(1/t

P([t0] > 1) = ct*(In(1/t)) %

dx

1/t
E (0 A1) = (21)" + 208 [ !

2 z(lnx)?

=4t 4 2ct*((In2) " = (In(1/1)) ") ~ £,

Wystarczy teraz zauwazy¢, ze nieré6wno$¢ (3.18) nie zachodzi, co na mocy komentarza
pod Wnioskiem 3.9 pokazuje, ze L(0) ¢ HC(2,{s), a takze L(0) ¢ HC(2,¢2,). Nato-
miast spetniona jest druga nieréwnos¢ z warunku (ii) z Twierdzenia 3.6, zatem istotnie
0 jest 2-hiperkontraktywna na prostej (a takze w dowolnej przestrzeni Hilberta, np. ¢
czy tez (3).
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Wtasnie na powyzszym przyktadzie dwuwymiarowych przestrzeni (2 i (3, oczywi-
$cie izomorficznych, wida¢, ze hiperkontraktywnos$¢ zmiennej losowej nie jest wiasno-
Scig stabilng ze wzgledu na przenormowanie przestrzeni. Istotng role graja izometryczne
wlasnosci przestrzeni, wyrazone poprzez funkcje 7., dla (z,y) € I.

Teraz wskazemy nieskoriczenie wymiarowg przestrzeni F', dla ktérej £(0) ¢ HC(2, F),
lecz L£(0) € HC(2, E), dla dowolnej skoriczenie wymiarowej podprzestrzeni F C F.
To pokaze, ze cho¢ definicja hiperkontraktywnosci ,.testuje” nieréwnos¢ (3.1) na pod-
przestrzeniach wymiaru 2, moze si¢ zdarzy¢, ze ,,przeszkody” wcale nie stanowig izo-
metryczne wlasnosci konkretnej dwuwymiarowej podprzestrzeni.

Niech F' bedzie przestrzenig funkcji cigglych C'([0,1]) z norma

171 = (LI + 113)

gdzie || flloo = sup|f] i | fll2 = (Jy f(x)?dx)/?. Przestrzefi I jest wprawdzie Scisle
wypukia (tj. jej kula jednostkowa jest zbiorem $cisle wypuktym), jednak nie jest jedno-
stajnie wypukla — wskazemy dwa ciagi (f,,), (¢,) C F funkcji o normie 1, dla ktérych
| fo —gnll = 1, lecz 1 — ||(fn + 90)/2]] — 0 dla n — oo (por. Uwaga 3.10). Niech
fn bedzie funkcjg o nosniku zawartym w zbiorze [0,1/n] U [1 — 1/n, 1], przyjmujaca
najwiekszg warto$¢, 1 —¢,,, w punktach 0i 1 (¢, > 0 ma by¢ tak dobrane, aby || f,|| = 1;
tym samym ¢,, — 0 przy n — 00). Funkcje g,, okreSlmy wzorem

g@»:{num ady z € [0,1/2),
), ey e ell/2,]

Pozostaje zauwazyC, ze || fr,—gull = || fo—0nlleoc = 2(1—¢,) oraz ||(fr+gn)/2|| = 1—¢cn.

Zatem na mocy Whniosku 3.11 dostajemy, ze L£(0) ¢ HC(2, F'). W celu pokaza-
nia, ze dla dowolnej skoficzenie wymiarowej podprzestrzeni £ C F' zachodzi L(0) €
HC(2, E), skorzystamy z Twierdzenia 3.12. Wpierw jednak udowodnimy oszacowanie
dp(e) > cpe?, ze stalg cp > 0 zalezaca jedynie od wyboru podprzestrzeni E. To juz
wystarczy, gdyz wtedy sprawdzenie nieréwnosci (3.22) sprowadza sie do rachunkéw,
ktére przeprowadzilismy, by pokazaé, ze £(0) € HC(2,R).

Poniewaz E jest skoriczonego wymiaru, normy || - || i || - |2 sa réwnowazne na E.
W szczegdlnosci istnieje stata cp taka, ze

View [[fll2 > cellfII

Ustalmy teraz dowolne f,g € F, spelniajace ||f|| = ||g|| = 1. Na mocy tozsamosci
rownolegtoboku,
2 2 2
f+g f=gl" _ B+l _ WS+l [ftg
+ = =1 <1 ,
2 |, 2 |, 2 2 2 ||

2
gdzie na koricu skorzystaliSmy z nieréwnosci (a? + b?)/2 > ((a +0b)/ 2) . Zatem

2 f— 2 2
2

f—g
2

Y

fty
2
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czyli
2\ 1/2 2
Frall o ({_2llf—9 c1_E|f-9
2 || El 2 h 2 | 2
Tym samym otrzymaliSmy 1 — H%H > %Hf — ¢||? dla dowolnych ||f]| = |lg]] = 1,

a zatem 0g(g) > %52.






Czesé 11

Nierownosci funkcyjne dla miar produktowych






Rozdzial 4

Wprowadzenie

Jednym z eleganckich i efektywnych podej$¢ do zagadnieri koncentracji miary i izo-
perymetrii jest podejscie poprzez nieréwnosci funkcyjne. Dla danego zagadnienia, np.
dla nieréwnoSci izoperymetrycznej, odpowiadajaca jej nierownos¢ funkcyjna powinna
mie¢ nastepujaca wlasnos¢: jesli miara . spetnia owa nieréwnos¢ funkcyjna, to p spetnia
tez odpowiednig nieréwnos¢ izoperymetryczng. Pozadana jest tez jeszcze inna wlasno$¢
takiej nierownoSci funkcyjnej, ktorg bedziemy nazywaé ,, wlasnosciq tensoryzacji”: jesli
miary p; (¢ = 1,2) ja spelniaja, to ich produkt, 1 ® po, takze te nieréwnos¢ spelnia.
Jest to szczeg6lnie pozyteczne, gdy badana miara jest miarg produktows, a jednocze-
$nie rozwazany problem ,,wlasnoSci tensoryzacji” nie posiada (jak to jest w przypadku
koncentracji miary czy izoperymetrii). Wystarczy wowczas udowodni¢ nieréwno$¢ funk-
cyjng dla kazdego czynnika miary p z osobna, aby otrzymaé rozwigzanie wyjSciowego
problemu dla miary p. Z takim samym zjawiskiem mieliSmy do czynienia w przypadku
hiperkontrakcji — patrz np. Stwierdzenia 1.1 i 1.2; z tego drugiego natychmiast wy-
nika nieré6wnoS§¢ typu Chinczyna-Kahane’a, ktéra (w ogé6lnosci) nie jest konsekwencja
trywialnego przypadku jednowymiarowego (poréwnywalnoSci momentéw pojedynczej
zmiennej losowej).

Wsréd spektakularnych przyktadéw realizacji wyzej nakreSlonego podejScia nale-
zy wymieni¢ nieréwnosS¢ Bobkowa zaproponowang w pracy [6]. Bobkov pokazal, ze
kanoniczna miara gaussowska na R"™ spelnia t¢ nieréwnos$¢ (dowodzac to dla n = 1,
a dalej korzystajac z wtasnoSci tensoryzacji tej nierownosci), wobec czego jako wniosek
otrzymal nieréwnos$¢ izoperymetryczng dla miary gaussowskiej. Ta ostatnia pochodzi
(niezaleznie) od V.N. Sudakova i B.S. Tsirel’sona [42] oraz od C. Borella [9]. Innym
przyktadem jest dowdd B. Maureya [32] nieréwnoSci koncentracyjnej dla produktu dwu-
stronnych miar wyktadniczych, pochodzacej od M. Talagranda [44]. Jeszcze inny dowdd
wyniku Talagranda podali S.G. Bobkov i M. Ledoux [7].

W3rdd najbardziej znanych nieréwnosci funkcyjnych, majacych zastosowanie do za-
gadnienia koncentracji miary, nalezy wymieni¢ nierownos¢ Poincaré oraz logarytmiczng
nierownoS¢ Sobolewa. Méwimy, ze probabilistyczna miara borelowska ;o na R"™ spelnia
nieréwnosé Poincaré ze stalag C > 0, jesli dla dowolnej funkcji f: R — R klasy C!

12 an - (/fdu>2 < [1vsiap. @.1)

Podobnie, miara p spetnia logarytmiczng nierownos¢ Sobolewa ze stata C' > 0, jesli dla
dowolnej funkcji f: R" — R klasy C?

/f2lnf2d,u—/f2du ln/fzdu<20/|Vf]2d,u.
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Wsréd przyktadéw miar nalezy wymienic¢ kanoniczng miare gaussowska — w dowolnym
wymiarze spelnia obie nierdwnoSci ze stalg 1, patrz [16], miar¢ wyktadnicza z para-
metrem 1 (a takze jej produkt) — spelnia nier6wnosS¢ Poincaré ze stata 4 [7], miary
na R" o logarytmicznie jednostajnie wklestej gestosci (patrz (1.7)) spetniaja obie
nieréwnoSci [3]. Nalezy jeszcze zaznaczyC, ze zachodzi ogélny fakt: jesli p spetnia lo-
garytmiczng nieréwno$¢ Sobolewa ze statg C, to z tg samg stalg spelnia tez nieréwnos¢é
Poincaré (patrz np. [29, Sec. 5.1]).

Z punktu widzenia tematyki poruszanej w tej czeSci rozprawy, wazng konsekwencja
faktu, ze miara p spelnia jedng z powyzszych nieréwnosci jest wltasnos¢ koncentracji
miary p. Kwestie t¢ oméwimy w Punkcie 4.2.

Wspomnijmy jeszcze nieréwnos¢ funkcyjng pochodzaca od Maureya i Pisiera [39].
Poniewaz tego rodzaju nieréwnos¢ jest znana gtéwnie w przypadku miary gaussowskiej,
ograniczymy si¢ do nastepujacego sformutowania: niech X, X beda niezaleznymi ko-
piami wektora gaussowskiego w R™ o Sredniej zero, za§ W: R — R bedzie funkcja
wypukta. Wéwczas dla dowolnej funkcji f: R™ — R klasy C' zachodzi nier6wnosc¢:

EW(f(X)-Ef(X)) <EU((r/2)(VF(X),X)). (4.2)

4.1. Tensoryzacja

Tak jak juz wspomnieliSmy na poczatku tego rozdziatu, zaleta podejScia poprzez
nieréwnoSci funkcyjne do takich probleméw jak koncentracja miary czy nieréwnoSci
izoperymetryczne jest fakt, ze odpowiednie nieréwnosci funkcyjne dla miar produkto-
wych na R" czesto mozna dowodzi¢ przez indukcje po wymiarze.

W Rozdziale 5 przyjrzymy si¢ przyczynom, dla ktérych pewna klasa nieréwnosci
funkcyjnych, zwanych nieréwnosciami entropii-energii, zawierajagca m.in. nieréwnos¢
Poincaré czy logarytmiczng nierownoS¢ Sobolewa, w przypadku miary produktowej
dopuszcza dowdd indukcyjny, po wymiarze przestrzeni produktowej. Przyktady takich
nieréwnosci, inne niz dotychczas dwa wymienione, omawia praca K. Oleszkiewicza
i R. Lataly [27], gdzie przedyskutowane zostato takze ich zastosowanie do koncentra-
cji miary'. Cechg wspdlng tych wszystkich nieréwnosci funkcyjnych jest m.in. postaé
Jfunkcjonatu entropii:

U (2) = Ep(2) — p(EZ).

Dla przyktadu, jesli przez X oznaczymy zmienng losowa o rozktadzie p, to w nieréw-
nosci Poincaré (dla miary ;) mamy do czynienia z U9 (7) dla Z = f(X) i o(z) = 2%
w logarytmicznej nieréwnosci Sobolewa Z = f(X)? i ¢(x) = xInx, natomiast w nie-
réwnosciach rozwazanych w [27], Z = |f(X)]P i ¢(z) = 2?/? (x > 0), przy czym
parametr p € [1,2]. W dalszym ciagu, funkcjonat Z — WU¥(Z) bedziemy nazywali
funkcjonatem p-entropii.

Wtasno$¢ tensoryzacji wspomnianych nieréwnosci funkcyjnych opiera si¢ w istocie

na odpowiedniej wlasnosci dla funkcjonatu W¥(7), ktéra z kolei opiera si¢ na pewnej

! Podobne nieréwnosci, lecz w szczeg6lnym kontekscie miary gaussowskiej i miary Haara na sferze,
rozwazal juz wcze$niej W. Beckner [5].
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wlasnosci funkcji o: dla dowolnej przestrzeni probabilistycznej (2, F,P), gdzie P =
Py ® Py, i dowolnej catkowalnej zmiennej losowej Z,

Ep(Z) - o(B2) <EB((Bip(2) - (8. 2)) + (Bap(2) - 9(8a2)) ) (43)
lub réwnowaznie
Ep(Z) — E1p(EyZ) — Eap(E1Z) + 9(EZ) > 0,

gdzie [E; oznacza calkowanie wzgledem PP;. Powyzsza wlasno$¢ funkcjonatu ¢-entropii
bedziemy nazywac wlasnoscig tensoryzacji (czasami tez mowi si¢ o podaddytywnosci).

Wiedzac, ze dla ustalonego ¢ nieréwno$¢ (4.3) jest spelniona, mozemy pokazac
stabilno$¢ nieréwnosci entropii-energii ze wzgledu na tensorowanie. Zat6zmy, ze miary
{1, o (okreslone na R™ i R"2, odpowiednio) spelniaja takowa nieréwno$¢ z pewna
stalg C' > 0, tzn. dla dowolnej funkcji f: R™ — R klasy C*,

U9(Z;) < CE|Vf(X,)[%,

gdzie X;, dla 7 = 1,2, jest zmienng losowg o rozkladzie n;, natomiast Z; jest pewng
(ustalona, wlasciwg dla danej nieréwnosci) funkcjg zmiennej f(X;) (np. Z; = f(X;)
w przypadku nierdwnosci Poincaré). Jesli zdefiniujemy zmienne losowe X5 i X5 tak, aby
byly niezalezne, to (X, X5) ma rozklad pi; ® 2. Dla dowolnej funkeji f: R™ xR™ — R
klasy C*, niech Z bedzie zmienng losowg odpowiadajacg zmiennej (X7, X3) (w takim
sensie jak w przypadku Z;). Wéwczas, oznaczajac gradient funkcji z; — f(x1, z2) przez
Vif,

v2(2) < B((Ex0(2) - 9(E:2)) + (E20(2) — 9(Ea2) )

<E
< CE(E1’v1f<X1aX2)‘2 + Eo| Vo f (X1, X2)‘2)
= CR(|V1/(X1,Xo)* + Vo f (X1, Xo)|*) = CE|[V (X1, Xo)”

Wrtasnosé tensoryzacji dla klasycznego funkcjonatu entropii (fj. ¥¥(Z) dla p(z) =
xlnz), w przeciwieristwie do tej samej wlasnoSci dla funkcjonatu wariancji, nie jest
oczywista i wywodzi si¢ z Teorii Informacji. Nieco szersze ujecie tematu tensoryzacji
funkcjonaléw ¢-entropii mozna znaleZ¢é w [28, Sec. 4]. Zaprezentowano tam pochodzace
od Bobkova podejscie wariacyjne do nierdwnosci (4.3), jednolite w pewnej klasie funkcji
¢ (zawierajacej 2, x In x). Abstrakcyjne podejscie do problemu tensoryzacji funkcjona-
téw (-entropii zawiera praca [27]. Zdefiniowana tam zostata klasa ® C C? ((O, 00); R),
zawierajaca doktadnie funkcje afiniczne oraz funkcje ¢, dla ktérych ¢” > 0 oraz 1/¢"
jest funkcja wklesta. Pokazane zostato [27, Corollary 3], ze jesli ¢ € @, to spetniona
jest nieréwnos¢ tensoryzacyjna (4.3)%. (Przedstawione rozumowanie daje sie natychmiast
odwroci¢, przynajmniej przy dodatkowym zalozeniu, ze funkcja ¢, dla ktérej zaktadamy

2 Podobny problem, w kontekscie nieréwnosci hiperkontrakcyjnych, zostal rozwigzany przez Olesz-
kiewicza [37]. Stwierdzenie (1.2) zostalo tam uog6lnione z norm LP/L? na pary ogdlniejszych funkcjo-
naléw, zawierajacych cho¢by momenty wykladnicze.
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(4.3), jest klasy C?). Jednak SciSle rzecz biorgc, zamieszczony w [27] dowdd pokazuje
jedynie, ze jesli ¢ € @, to funkcjonal p-entropii jest wypukly, tzn. dla dowolnego
A € (0,1) i dowolnych zmiennych losowych 73, Zs,

UP(AZy + (1 — N Zo) < AUP(Z1) + (1 — N)U#(Zy).

Powyzsza nieréwnosS¢ jest w sposob oczywisty rOwnowazna nierdwnosci (4.3), o ile
w tamtej P, lub P, jest miarg dwupunktowg (z atomami o wagach A i 1 — \), a trochg
og6lniej — miarg dyskretng. Jednak ogdlnie wydaje sie, ze do przejScia od wypuktosci
w-entropii do nieréwnosci (4.3) nierdwnos$¢ Jensena nie wystarcza — wszak funkcjonat
p-entropii, o ktérym zakltadamy wypukto$¢, ma zazwyczaj dziedzine bedacg nieskon-
czenie wymiarowa przestrzenig liniowa. Na ten problem zwrécono uwage w pracy [12,
Sec. 3]. Zasugerowano tam, ze taka implikacja moze nie zachodzic, jezeli abstrahuje si¢
od tego, ze funkcja ¢ pochodzi ze szczegdlnej klasy funkcji (klasy ®).

W Punkcie 5.2 pokazemy jednak, ze raczej standardowy argument aproksymacyjny
pozwala przezwyci¢zy¢ wspomniang trudnos$¢. Stosowne twierdzenie, ktére charaktery-
zuje wszystkie funkcje ¢ (w klasie funkcji ciagtych), dla ktérych funkcjonal (p-entropii
ma wlasnosS¢ tensoryzacji, znajduje si¢ w Punkcie 5.3. Gtowna idea jest taka sama jak
w pracy [27], jednak do Scistej charakteryzacji potrzebujemy wspomnianych wynikéw
z Punktu 5.2, jak réwniez pewnego argumentu regularyzacyjnego z Punktu 5.3, ktdry
pozwala z nieréwnosci (4.3) wywnioskowaé gtadkos¢ .

Ponadto, w Punkcie 5.3, dokonana zostala analogiczna charakteryzacja iterowanych
funkcjonaléw p-entropii, posiadajacych wtasnoS¢ tensoryzacji (juz w nieco innym sensie
niz (4.3)). Ten problem zostal postawiony w pracy [27, str. 167], gdzie sformutowano
pewne hipotezy, jak réwniez zaanonsowano czg¢sciowe rezultaty. Przedstawione w Punk-
cie 5.3 wyniki pokazuja, ze wbrew przypuszczeniom, odpowiednia klasa funkcjonatéw
okazuje si¢ by¢ bardzo uboga — zawiera jedynie tzw. funkcjonaty iterowanych wariancji.

4.2. Koncentracja miary

Zjawisko koncentracji miary, wspomniane na poczatku tego rozdzialu, w sposéb
abstrakcyjny formutuje si¢ zazwyczaj nastepujgco. Niech (X, d, 1) bedzie przestrzenia
metryczng z borelowska miarg probabilistyczng. Dla podzbioru borelowskiego A C X,
rozwaza¢ bedziemy zbior

Ar:{xEX‘d(x,A)<T}.

Z przestrzenig (X, d, 1) bedziemy wigzaé funkcje

axau(r) = sup {1 = u(4,) | p(4) > 1/2}, dlar>0,

zwang funkcjq koncentracji. Poza nielicznymi, cho¢ istotnymi przypadkami, funkcja
®(x,4,) Die jest znana explicite’. Jednak dla zastosowan wystarczaja czgsto ,.dobre”
oszacowania

a(xap(r) < a(r),

3 Wyrazalno$¢ explicite funkcji koncentracji jest bardzo blisko zwigzana z rozwigzaniem problemu
izoperymetrycznego w danej przestrzeni.
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gdzie «(r) jest pewng konkretng funkcja. Przepisujac powyzszg nier6wnos$¢ i thumaczac
po drodze czym jest funkcja koncentracji otrzymamy, ze gdy p(A) > 1/2, to

w(AL) < afr), dla dowolnego r > 0. (4.4)

Nieréwnos¢ (4.4), zamiast w jezyku zbiorow i ich otoczen, mozna wyrazi¢ w jezyku
funkcji lipschitzowskich i odchylen ich wartoSci od mediany:

u({x € X‘ f(x) > M—l—r}) < a(r),
dla dowolnej funkcji f: X — R, 1-lipschitzowskiej, (4.5)

gdzie M jest mediang funkcji f, tzn. p ({f > M}),n({f < M}) > 1/2. (Ré6wnowaz-
nos¢ (4.4) i (4.5) jest doS¢ oczywista; dowdd znajduje si¢ np. w [29, Proposition 2.6]).
Podobnie mozna rozwaza¢ oszacowania odchylen funkcji f od jej wartosci $redniej. Te
ostatnie sg wnioskami ze wspomnianych nieréwnosci: Poincaré, logarytmicznej Sobo-
lewa, a w przypadku miary gaussowskiej takze Maureya-Pisiera. Jesli miara © na R"
spetnia nieréwno$¢ Poincaré ze statg C' > 0, to dla dowolnej funkcji 1-lipschitzowskiej
f:R" — R oraz r > 0,

1 ({x e R" ‘ flz) > /f dp + r}) < Ke */Ve, (4.6)

dla pewnych staltych numerycznych K,k > 0 (patrz np. [1]). W przypadku logaryt-
micznej nierdwnosSci Sobolewa otrzymujemy oszacowanie typu gaussowskiego (zamiast
eksponencjalnego):

1 ({x eR" ‘ flz) > /f dp + r}) e 4.7)

Wyprowadzenie powyzszego oszacowania z logarytmicznej nierownosci Sobolewa (patrz
np. [13], takze [29, Theorem 5.3]) pochodzi od I. Herbsta. Nier6wno$¢ Maureya-Pisiera
(4.2) implikuje podobne oszacowanie dla miary gaussowskiej, jednak state nie sa opty-
malne.

Dzi$ istnieje bardzo bogata teoria koncentracji miary, ktérg przez wiele lat rozwijali
m.in.: Talagrand, Ledoux, Bobkov, Gromov, Milman, Maurey i wielu innych. Doskonata
pozycja monograficzna na ten temat jest ksigzka M. Ledoux [29]. Teoria koncentracji
miary znalazta bardzo liczne zastosowania nie tylko w asymptotycznej geometrii prze-
strzeni Banacha (z ktorej si¢ wywodzi), czy tez, bardziej wspoétczesnie, w asymptotycznej
analizie geometrycznej (ang.: asymptotic geometric analysis). Obecnie teoria koncentra-
cji miary zajmuje istotne miejsce w Teorii Prawdopodobieristwa, bedagc waznym jej
narzedziem, dzigki ktéremu rozwiazano szereg probleméw lezacych w gtownym nurcie
tej teorii: uzyskano szereg uzytecznych nieréwnosci probabilistycznych, uogdlniajacych
np. znane nierdwnosci dla odchylenn sum niezaleznych zmiennych losowych na dowolne
funkcje lipschitzowskie od niezaleznych zmiennych; otrzymano szereg twierdzen gra-
nicznych dla zmiennych losowych o wartoSciach w przestrzeniach Banacha (patrz np.
[30]), etc.

W Rozdziale 6 zajmiemy si¢ problemem inspirowanym rozwazaniami z Rozdziatu 5,
a doktadniej — z Punktu 5.4. Udowodnimy pewna nieréwnoS¢ koncentracyjng w prze-
strzeni Gaussa, wyrazong w jezyku funkcji, podobnie jak to ma miejsce w przypadku
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nieréwnosci (4.5). Jednak ten rodzaj koncentracji bedzie mial miejsce dla innej klasy
funkcji anizeli funkcje lipschitzowskie. Okazuje si¢, ze do tego celu doskonale nadaje si¢
pewien wariant nieroéwnosci (4.2), ktory, nasladujac oryginalny dowéd Maureya-Pisiera,
udowodnimy w Punkcie 6.3. Dalej, przy uzyciu oszacowain momentéw chaoséw gaus-
sowskich, wyprowadzimy wyzej wspomniang nieréwno$¢ koncentracyjng dla pewnej
klasy funkcji nielipschitzowskich.



Rozdzial 5

Funkcjonaly z wlasnoscia tensoryzacji

5.1. Notacja i definicje

W biezacym rozdziale, d i n beda liczbami catkowitymi dodatnimi, U bedzie otwar-
tym, wypuklym podzbiorem RY, za§ ¢: U — R bedzie funkcja ciagly. Przestrze-
nie probabilistyczne bedziemy oznaczaé przez (2, F,P), (Q, Fr, Py), etc. W kontek-
Scie przestrzeni produktowej (Q2, F,P) = ®)_, (., Fr, Pr), przez Ex dla dowolnego
K c{1,...,n} bedziemy rozumie¢ warto$¢ oczekiwang wzgledem miary produktowej
Qrex Pr; w zaleznosci od potrzeb, Ex Z bedziemy traktowali albo jako zmienng losowa
na przestrzeni Q)¢ i (Qg, Fi, Py), albo jako odpowiednig warunkowg warto$¢ oczekiwa-
na, czyli zmienng losowg okreslong na wyjSciowym produkcie. Dla uproszczenia notacji,
dla k € {1,...,n} bedziemy pisa¢ [E; zamiast E;;.

Dla V C RY, piszac Z: (2, F,P) — V, bedziemy mieli na mysli, ze Z jest zmienng
losowg o wartoSciach w R? oraz ze P(Z € V) = 1.

Dla ustalonych U C RY, 0: U — R i (Q,F,P) = Q¢ (Qu, Fr,Pr) bedziemy
rozwaza¢ funkcjonat V¥ o dziedzinie

Dom(V¥) = {Z: (Q,F,P)—-V ‘ V C U jest zwarty, wypukly}, (5.1)
okreslony wzorem
U(Z)= Y (D" Exp(Ex2). (5.2)
KC{1,....,n}

Oczywiscie Dom(¥¥) jest wypuktym podzbiorem przestrzeni L°(§2, F, P; R?) — zmien-
nych losowych okre§lonych na (2, F,IP) o warto$ciach w R%. Zwré6émy uwage na fakt,
ze okreSlenie funkcjonalu WY zalezy nie tylko od d,n, U i ¢, ale takze od wybranej
przestrzeni produktowej (€2, F,P), ktérej z powodéw notacyjnych nie bedziemy jednak
umieszczaé przy oznaczeniu funkcjonatu. Posrednio informacje o przestrzeni (€2, F,P)
niesie ze sobg dziedzina V7. Nalezy jednak zaznaczy¢, ze czasami bedziemy rozwazac
funkcjonat ¥¥ na dziedzinie, ktéra bedziemy definiowa¢ wprost, zamiast odwotywac si¢
do (5.1). Jednak i w takich przypadkach bedzie jasne, z jakg przestrzenig produktowg
(Q, F,P) mamy do czynienia, i w kontek$cie tejze przestrzeni rozwazana dziedzina
bedzie tozsama z dziedzing zdefiniowana poprzez (5.1).

Ponizej definiujemy giéwny obiekt, ktérym bedziemy si¢ zajmowac¢ w niniejszym
rozdziale (patrz takze [27]).
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Definicja 5.1. Mowimy, ze o nalezy do klasy C,,(U) (w skrécie ¢ € C,,(U)) wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy dla dowolnej przestrzeni produktowej (Q2, F,P) = ®}_; (U, F, Px) od-
powiedni funkcjonat U¥ jest nieujemny, tzn. dla kazdej zmiennej losowej Z € Dom(W¥),

U2 (Z) > 0.

Uwaga 5.1. Oczywiscie C,,(U) jest stozkiem wypuktym, tzn. jesli ¢, € C,(U),
AL, A2 2> 0, to A1 + Aaps € C(U).

Uwaga 5.2. Naduzywajac nieco wprowadzonej notacji, mozemy podac prosta formute
indukcyjna definiujaca rodzing funkcjonatéow ¥¥ (n = 1,2,...) dla ustalonego ciagu
przestrzeni probabilistycznych (2, F,,,P,) (n = 1,2,...):

\Ilrf<Z> = Enq]i—l(z) - \I!;f—l(EnZ)a (5.3)

dla Z: ®p_;(Q, Fi,Py) — V, gdzie V C U jest zwarty i wypukly. Naduzycie no-
tacji w powyzszym wzorze polega na tym, ze aplikujemy zmienng Z do funkcjonatu
U?_,. OczywiScie rozumiemy to w ten sposéb, ze n-tg wspétrzedng produktu usta-
lamy i stosujemy W7 _;, do Z warunkowo. W wyniku otrzymujemy zmienng okreSlo-
ng na (,,F,,P,), do ktérej przyktadamy warto$é oczekiwang E,. Ze sktadnikiem
U?_,(E,Z) nie ma problemu, jesli E,,Z traktujemy jako zmienng okreslong na produk-
cie wszystkich przestrzeni z wyjatkiem n-tej.

Na funkcjonaly WY mozna wiec patrze¢ jako na iteracje funkcjonatu o-entropii
Ep(Z) — p(EZ). Wida¢ ponadto, ze jest pewien zwigzek miedzy nieujemnoscig funk-
cjonatu U¥ a wypukloscig U;,_,. Precyzyjne sformutowanie tej obserwacji znajduje sie
w Stwierdzeniu 5.6 ((i) < (ii")).

Uwaga 5.3. Funkcjonal W¥ mozna rozszerzy¢ do funkcjonatu \Tfﬁ dziatajacego na nieco
wigkszej klasie zmiennych losowych, ktérych warto$ci nie musza by¢ ograniczone prawie
na pewno do zwartego, wypuktego zbioru V' C U. Jednak pewne zatozenia dotyczace
catkowalnoSci trzeba przyjaé, aby zapewnié, ze prawa strona wzoru (5.2) ma sens. Po
pierwsze, zatozymy, ze funkcja ¢, za pomocg ktorej definiujemy funkcjonaty \Ilﬁ, jest
wypukta. Po drugie, \Tlﬁ bedzie zdefiniowany na dziedzinie

Dom(¥¢) = {Z: (Q,F,P) - U | E|Z| < 00, E|p(Z)| < o0}
Woéwczas z nieréwnosci Jensena wynika, ze dla kazdego K C {1,...,n},

dla pewnych a,b € R. Poniewaz zar6wno dolne jak i gérne oszacowanie ¢(Ex7) jest
calkowalne wzgledem Eg., to kazdy skfadnik sumy ze wzoru (5.2) jest dobrze zdefi-
niowany i skonczony. Ponadto zaznaczmy, ze dzigki zalozeniu wypukltosci ¢, dziedzina
funkcjonatu \ilgf jest wypuktym podzbiorem L°(Q), F,P; RY) (wynika to z wypuklosci
warunku E|p(Z)| < o0).

W kontekscie klas C,,(U) zatozenie, ze ¢ jest wypukla, nie jest ograniczajace, gdyz,
jak si¢ przekonamy, klasy C,,(U) mogg zawiera¢ jedynie funkcje wypukte. Ponadto, pro-
sty argument aproksymacyjny pokaze, ze nieujemnos¢ funkcjonatu lflﬁ jest konsekwencja
nieujemnosci V¥ (implikacja w przeciwng strone jest oczywista; patrz Stwierdzenie 5.6,
(i) < (iii)).
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Przyklad 5.4. Z nier6wnosci Jensena natychmiast wynika, ze C(U) zawiera doktadnie
funkcje wypukte (a wiec jednoczesnie i ciagte) na U.

Przyklad 5.5. Klasa C5((0, c0)) zawiera doktadnie te funkcje ¢, dla kt6rych funkcjonaty
-entropii majg wlasnos¢ podaddytywnosci. Najwazniejsze przyktady to ¢(x) = 2P dla
p € (1,2] oraz p(x) = xInz. W Punkcie 4.1 wspomnieliSmy, ze w [27] pokazano, iz
® C (5((0,00)) . Natomiast w Twierdzeniu 5.12 udowodnimy, ze klasy te sg tozsame.

W kolejnych punktach bedziemy uzywali jeszcze nastepujacego oznaczenia, uprasz-
czajacego notacje. Otoz przez {—1,1}} bedziemy rozumie¢ dyskretna przestrzen proba-
bilistyczng, bedacg n-krotnym produktem miar dwupunktowych Aoy + (1 — A)d_q; jesli
A W powyzszym oznaczeniu bedzie pominiete, oznacza to, ze A = 1/2.

5.2. Podstawowe wlasnosci klas C),

Zaczniemy od stwierdzenia mowigcego, iz pewne warianty definicji klasy C,, sa
faktycznie rownowazne.

Stwierdzenie 5.6. Niech ¢: U — R bedzie funkcjq cigglq. Wowczas nastepujgce wa-
runki sq rownowazne:

(i) p € Cu(U),

(i) dla dowolnej zmiennej losowej Z: {—1,1}" — U zachodzi V¢ (Z) > 0,

(ii') dla dowolnej pary zmiennych losowych Zy, Zs: {—1,1}""" — U,

1 1
VP (Zh) + 5‘1’:3—1(22) > Uy (

Zy + ZQ)
2 )

2

(iii) o jest funkcjq wypuktq oraz dla dowolnej przestrzeni (2, F,P) = @y (U, Fi, Pr),
odpowiedni funkcjonat V¥ jest nieujemny, tzn. dla kaidej zmiennej losowej Z €
Dom(W¥) zachodzi V¥ (Z) > 0.

W dowodzie powyzszego stwierdzenia bedziemy uzywac nastepujacych lematow:

Lemat 5.7. Niech (Q,F,P) = (Q1,F1,P1) ® (Qq, F2,Ps) bedzie produktowq prze-
strzeniq probabilistyczng, zas V bedzie zwartym, wypuktym podzbiorem RY. Wéwczas
dla dowolnej zmiennej losowej 7 : (2, F,P) — V i ¢ > 0 istnieje zmienna losowa
Z: (Q,F,P) — V bedgca postaci

M N
Z - Z Z a/ij]-AiXBja

i=1j=1
gdzie a;; € V oraz (Ay)}M,, (B;)IL, stanowiq mierzalne rozbicie (Q, Fi,Py) i (Qa, Fa, Ps)
(odpowiednio), a takze spetniajgca P(|Z — Z| > €) < e.
Dowdéd. Ustalmy dowolne € > 0 i wybierzmy skoficzone pokrycie V' kulami otwartymi
Ui = Blaj,e) (i = 1,...,L), ktérych $rodki naleza do V' (tj. a; € V). Definiujemy
mierzalne (wzgledem F; ® F») i roztaczne zbiory C; = Z~1 (Ui \ Uj<i Uj>. Teraz
kazdy zbiér C; chcemy przyblizy¢ sumg skoriczenie wielu roztacznych prostokatow
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mierzalnych (tj. zbioréw postaci A x B, gdzie A € F;, B € F3) w taki sposob, aby
miara réznicy symetrycznej tej sumy i zbioru C; byla mata. Poniewaz P; ® P, jest miarg
produktowa, to istnieje przeliczalnie wiele zbioréw A; ; € Fi, B;; € Fo ( = 1,2,...),
dla ktorych zbiory A, ; x B;; (j = 1,2,...) sa parami rozlaczne (przy ustalonym ¢),
Ci C U (Aij X Bij) i

P(Cl) + €/L2 > Z Pl (Al,])IP)Q(Bl,])
j=1
Biorac m; takie, ze ogon powyzszego szeregu dla j > m; jest mniejszy niz e/ L? i ktadac
Cs = UjZ (A x Bj), otrzymamy

]P)(Cl \ éz) <P ( U (Ai,j X Bi,j)) < €/L2, (54)
Jj>my;
j=1

WprowadZmy 3

OczywiScie zbiory D; sa parami roztaczne i kazdy z nich jest skoficzona suma roziacz-
nych prostokatéw mierzalnych. Ktadagc Dy = Q \ S | D; (co jest tez skoficzong sumg
roziacznych prostokgtéw mierzalnych) i ustalajgc dowolny punkt ay € V' wnioskujemy,
e 7 = SE ,ailp, jest oczekiwanej postaci (formalnie, nalezy wzigé jeszcze wspSlny
podpodzial 2, i 2, generowany przez wszystkie, lecz w skoniczonej liczbie, prostokaty
mierzalne z Dy, Dq,...,Dyp).

Dowdd lematu zakoficzymy pokazujac, ze P(|Z — Z| > ¢) < e. Dla kazdego i,

{1Z=2|><}nC; G\ D;=(Ci\C)U J(CinCy) € (C:\ C) U |J(Cir \ Ci),
' i'#i
gdyz C;NCy = (Cy \ Cy)NC; C Cy \ Cy. Stad dla kazdego i = 1,..., L, (5.4) i (5.5)
implikuja, ze
P({|Z-2|>¢}nC;) <P(Ci\Ci) + > P(Ci \ Cy) < L-¢/L=¢/L.
i

O]
Lemat 5.8. Niech V bedzie zwartym, wypuktym podzbiorem R, a ¢: V — R funkcjq
cigglq. Jesli cigg zmiennych losowych Zy: (1, F1,P1) @ (o, F2,P2) — V zbiega
wedtug prawdopodobieristwa do Z, to Eyp(EqZy) — E1p(Ey2).

Dowdd. Wezmy R > 0 takie, ze V' C B(0, R). Dalej ustalmy dowolne £ > 0 oraz k
takie, ze P(|Z, — Z| > ¢) < . Rozwazmy nast¢pujace zbiory mierzalne:

A:{|Zk—Z‘ }5}291XQQ,
Aw1 = {CUQ ‘ (wl,wQ) < A} - QQ dla w1 € Ql’

B = {wl ‘ Py(Ay,) > \/E} C Q.
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Na mocy twierdzenia Fubiniego

e>Ely = / Py(A,,) Py (dwr) > vEPI(B),

1951

wiec P1(B) < /c. Wobec tego, piszac
[E1p(EeZy) — Eip(E2Z)| < /B | p (B Zy (w1, ) — p(B2Z(wr, )| Py (dwr)

+ [p(EaZy (w1, ) — @(EaZ (w1, )| Py (dwr),

Q1\B

mozemy oszacowac pierwszy sktadnik po prawej stronie przez
2P1(B) sup || < 2Vesuplg].

Natomiast dla w; ¢ B,
B Zk (w1, ) — EaZ(wi, )| < Eo([| Zilloo + | 2]loc) L as, + €Ealona,,
< 2R\/e +¢
i jednostajna ciaggtos¢ ¢ implikuje, ze

E19(EaZy) — E1p(EaZ)| < 2v/esup|p| + 6(2RVe +¢) — 0, gdy € — 0,
%

gdzie §(¢) jest modultem cigglosci funkcji . N

Dowéd Stwierdzenia 5.6. Implikacje (i) = (ii), (ili) = (i) oraz (ii) <= (ii’) sa
oczywiste. Implikacje (i) = (iii) pokazemy po udowodnieniu Stwierdzenia 5.9, ktdére
wprawdzie korzysta ze Stwierdzenia 5.6, lecz jedynie z tej czesci, ktéra mowi o réw-
nowaznoS$ci warunkéw (i) oraz (ii).

Pokazemy wiec, ze (ii) = (i). Wystarczy w tym celu pokazaé, ze dla dowolnego
zwartego, wypuklego zbioru V' C U i ciagu przestrzeni probabilistycznych (€, Fi., Py),
k=1,...,n— 1, zachodzi

n—1

U?(Z) > 0 dla kazdego Z: Q) (s, Fi,P) @ {-1,1} = V
k=t . (5.6)
= U¥(Z) > 0 dla kazdego (2, F,,, P,,) ® (e, Fie, P) — V,

co inaczej mozna wystowié, ze wypukto$¢ funkcjonatu W7 _; (nawet 1/2-wypuktos¢)
pociaga nieujemno$¢ funkcjonatu VY. Stosujac potem (5.6) n razy, otrzymamy (i).

Najpierw pokazmy, ze implikacja (5.6) zachodzi przynajmniej dla (2, F,,P,) =
{—-1,1}, (A € (0,1)). Poprzednik implikacji (5.6) orzeka, ze dla dowolnej pary zmien-
nych losowych Zy, Zy: @71 (Q, Fi,Px) — V zachodzi

AP (Z0)+ (L= NVF (Zy) > ¥y (A2 + (1= N)2Zy) (5.7)
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z A = 1/2. To tatwo implikuje (5.7) takze dla A\ = j;27% (0 < j; < 2%), a biorgc ciag
Ai — A, gdzie wszystkie )\; sa dwodjkowo-wymierne, dostajemy (5.7) dla dowolnego
A € [0,1]. Trzeba tylko zobaczy¢, ze skoro X; := \;Z; + (1 — \j)Zy — A2y + (1 —
ANZy =1 X pn., to EgX; — ExX p.n. (cigg (X;) jest ograniczony p.n.), a takze
Exep(ExX;) — Execp(ExX) (p jest ciagla i ograniczona na V).

Teraz pokazemy (5.6) w pelnej ogdlnosci, tzn. (€2, F,,P,) moze by¢ dowolng
przestrzenig probabilistyczng. Ustalmy dowolne Z: @} _; (%, Fi, Pr) — V. Lemat 5.7
stwierdza, ze dla dowolnego ¢ > 0 mozemy znalezé Z: @7_,(Q, Fi,Px) — V takie,
2eP(|Z—-Z|>¢)<ei

2 wn) = 3 251, (0n),

gdzie Zj: Q1 (U, Fie, ) — V, W' € T172] i a (Bj)é-\[:1 jest skoriczonym rozbiciem
mierzalnym przestrzeni (2, 5, P,), w, € €,. Stosujac nieréwnosé (5.7) N — 1 razy,
otrzymamy

B.(B,) U5 () (ZP )

ﬁfl(EnZ)a

E, V7 \(Z)

I
11

I
K

skad, za pomoca wzoru (5.3), dostajemy ¥¥(Z) > 0. Lemat 5.8 implikuje z kolei, Ze
dla kazdego K C {1,...,n},

Excp(ExZ) — Exep(BxZ)| — 0, gdy € — 0,

czyli takze ¥ (Z) > 0. O
Stwierdzenie 5.9. C,,(U) C C,(U).

Dowdd. Niech ¢ € C,,1(U). Na mocy Stwierdzenia 5.6 wystarczy pokazaé, ze V¥ (Z) >
0 dla Z okreSlonych na 2 = {—1,1}" i o wartoSciach w U. Zdefiniujmy nowg zmienng

losowg Z na produkcie (n + 1) przestrzeni {—1,1}" x Q (ostatnie € traktujemy jako
jedng przestrzen, bedacg ostatnim, (n + 1)-szym czynnikiem w produkcie):

7(81, c. ,En,g) = Z(€151, c. ,Sngn),

gdzie ¢, € {— 1 1}iz= .,En) € Q. Poniewaz ¢ € C,1(U), to V7, ,(Z) =

(51,
>0 Jednak U#(Z(-,€)) nie zalezy od Z i jest zawsze réwna

E,.1V5(Z) — U5 E, g)
U#(Z). Podobnie En+ Z(e1,...,€n,-) nie zalezy od ¢y i jest zawsze rowna EZ, wiec
Vi (2) = Ui (2). 0

Teraz dokoriczymy

Dowéd Stwierdzenia 5.6, (i) == (iii). Wezmy dowolne (2, F,IP) = Qj_; (%, Fr, Pr),
¢ € Cyh(U), dla ktérych rozwazymy odpowiadajace im funkcjonaty W¥ oraz U¥ (ten
drugi jest dobrze okreslony, bowiem na mocy Stwierdzenia 5.9 ¢ € Cy(U), tzn. ¢
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jest funkcja wypukly). Ustalmy wstepujacy cigg (V;) wypuklych, niepustych, zwartych
podzbioréw U, dla ktérych UJ; V; = U. Wybierzmy dowolne vy € V; i zdefiniujmy ciag
zmiennych losowych

Zi = Z1zey, +volzgv,

zbiezny do Z p.n.. Pokazemy, ze
Exep(ExZ;) — Exep(ExZ), (5.8)

co natychmiast implikuje, ze U¥(Z;) — ¥¥(Z), a tym samym koriczy dowéd.

Poniewaz | Z;| < |Z]|+|vy| oraz Ex|Z]| < oo p.n., to na mocy twierdzenia Lebesgue’a
o zbieznosci zmajoryzowanej ExZ; — ExZ p.n., a takze p(ExZ;) — ¢(ExZ) p.n.,
gdyz ¢ jest ciaglta. Z kolei dzieki wypuktosci ¢,

aExZ; + b < p(Ex Z;) < Exp(Z;)
dla pewnych a,b € R. Poniewaz

Exo(Zi) < Exle(Z)] + ¢(vo),
|aEx Z; + b| < |a|(Ex|Z] + |vo|) + [D]

i obydwa oszacowania gorne sg catkowalne wzgledem E-., to znéw stosujac twierdzenie
Lebesgue’a o zbieznoSci zmajoryzowanej otrzymamy (5.8). [

W zwiazku z powyzszym, dalej bedziemy pisa¢ V¥ nawet wtedy, gdy faktycznie
bedziemy mieli na mysli rozszerzenie do ‘if;f.

Powinni§my jeszcze zaznaczyé, ze np. w przypadku funkcji ¢ z klasy C5((0,00)),
mozemy oczekiwaé, ze ¥§(Z) > 0 nie tylko dla Z > 0 p.n., ale takze dla Z, ktére
majg atom w 0, o ile ¢ przedluza si¢ do funkcji cigglej na [0, c0) (patrz Przyklad 5.5).
Ogodlniejsze, a zarazem S$ciste, sformutowanie tego faktu zawiera

Uwaga 5.10. Jesli ¢: U — R nalezy do klasy C,(U) i rozszerza si¢ do funkcji cigglej
»: U — R, to dla ustalonej przestrzeni produktowej (2, F,P) = ®7_;(Q, Fr, Pr)
mozemy okre§li¢ funkcjonat U¥ na dziedzinie

Dom(¥F) = {Z: (2, F,P) - U | E|Z| < 00, E|p(Z)]| < oo}

wzorem (5.2), w ktérym zamiast ¢ ktadziemy @. (Powyzsza definicja U¥ jest poprawna,
albowiem ¢, na mocy Stwierdzenia 5.9 jest wypukla, wiec © tez jest wypukla; dalej
argumentujemy jak w Uwadze 5.3). Wowczas WP > 0. Istotnie, wybierajagc dowolny
punkt vy € U i kladac Z. = Z1yzqouy + (1 — €)Z + €vo)1lizeouvy dla € € (0,1),
otrzymamy rodzin¢ zmiennych losowych Z. o wartoSciach w U, ktoére przy ¢ — 0
zbiegaja p.n. do Z. Uzasadnienie, ze V¥(Z.) = V9 (Z.) — U¥?(Z), gdy ¢ — 0, jest
analogiczne do uzasadnienia zbieznoSci (5.8).

Nastepne stwierdzenie wyjaSnia, co oznacza ,,wlasnoS¢ tensoryzacji” w przypadku
klas C,(U).
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Stwierdzenie 5.11. Niech ¢ € C,,11(U) (n > 1). Niech Qpo, Q1 dla k =1,2,...,n
bedq przestrzeniami probabilistycznymi'. Wéwczas dla dowolnego Z: ®j_1(Qo ®
Q1) — U takiego, ze E|Z| < 0o i E|p(Z)| < oo, zachodzi

VHZ)<E Y U7 a(2),
AC{1,...,n}

gdzie \I/Z, 1(Z) oznacza zastosowanie funkcjonatu V¥ do zmiennej Z, traktowanej jako
zmienna losowa okreSlona na produkcie Qj._, Sy, 1,(r), poprzez ustalenie wy,_1 k).

Dowdd. Pokazemy, ze dla Z: (10 ® Q211)® 2 ®...®Q, — U, odpowiednio catko-
walnych, zachodzi
V2(Z) <E(Uio(2) + Vi (2))

gdzie VY ((Z) oznacza zastosowanie ¥¢ do zmiennej Z, traktowanej jako zmienna loso-
wa okreslona na produkcie €2; (® € ®...®,, poprzez ustalenie wi. Podobnie interpre-
tujemy W, (Z). Numerujac wspélrzedne wy o, wi1,ws, ..., w, kolejno 1o,11,2,...,n,
bedziemy mieli

vH(Z) = Yo (-)FMMDERp(ELZ),
KC{10,11,2,....n}
#(KN{1o,11})#1

EVY o (Z) = Yo (—DFEpyukep(ExZ),
KC{10,2,...,n}

E\Iji,l(z) = Z (_1)#KE{10}UKCSD(EKZ)-
KC{11,2,....n}

Teraz fatwo sprawdzimy, ze EVY ((Z) + EV; ,(Z) — V9(Z) = V7, (Z) > 0, gdzie
w wyrazeniu WY, (Z) traktujemy Z jako zmienng losowa okre$long na produkcie n + 1
przestrzeni: €2y o, €21, , ..., Q.

Pozostaje powyzszy argument zastosowa¢ indukcyjnie. [

5.3. Opis klas C,

Twierdzenie 5.12. Niech U = (a,b) C R (dopuszczamy a = —oo lub b = o), zas
¢: U — R bedzie funkcjq cigglg. o € Co(U) wtedy i tylko wtedy, gdy

@ jest funkcjq afiniczng lub
(5.9)
© jest dwukrotnie rézniczkowalna, ©" > 0 i 1/¢" jest funkcjq wklgstq.

Dowdd. Dostateczno$é warunku (5.9) udowodniono w [27]>. Sciélej rzecz biorac, po-
kazana zostala tam wypuklo$¢ funkcjonatu WY [27, Lemma 4], czyli warunek (ii’) ze
Stwierdzenia 5.6.

' W celu skrécenia notacji rezygnujemy tutaj z pisania (2, F,P).

2 Omawiany tam faktycznie przypadek to a = 0, b = oo, lecz przypadek ogélny nie wymaga zadnych
istotnych zmian.
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W dalszym ciggu bedziemy dowodzili implikacji przeciwnej. Najpierw zat6zmy,
ze p € CL(U) N C?. Wéwczas mozemy nasladowaé dowdd [27, Lemma 3]. Niech
F: U x U — R bedzie zdefiniowana wzorem

Flo.y) = p(x) —2% °v) _, (x;ry) .
Zauwazmy, ze jeSli Z: {—1,1} — U przyjmuje dwie wartosci x i y, to U{(Z) =
F(z,y). Zatem Stwierdzenie 5.6 ((i) = (ii")) implikuje, ze F' jest wypukla. Poniewaz
F jest klasy C?, to HessF jest nieujemnie okreSlony. W szczegdlnosci

0?F 1 1, (:E—{—y

w(xay)zyﬁ ($)—190 9

a poniewaz ¢” > 0 (p € Co(U) C C1(U), czyli ¢ jest wypukta), to wnosimy stad, ze
jesli " (z9) = 0 dla pewnego zo € U, to ¢"(z) = 0 dla z € (¢, 220 Stosujac ten
argument indukcyjnie otrzymamy ¢” = 0, tzn. ¢ jest afiniczna. W zwigzku z tym dalej
bedziemy zakladaé, ze ¢ > 0. Nieujemno$¢ HessF' oznacza tez, Ze

PEPE _ (PF N
ox2 9y ~ \oxdy )

co, jak tatwo sprawdzié, jest rownowazne wklestosci funkcji 1/¢” (rozwazanej w punk-
tach x, y i “T“’).

Pozostaje pokazaé, ze zatozenie ¢ € Co(U) pocigga za sobg ¢ € C?. Dla e > 0
oznaczmy U¢ = (a + €,b — ¢) i zdefiniujmy funkcje gladkg ¢.: U — R jako splot
w. = @ * ., gdzie 7. > 0 jest gtadka aproksymacjg o9 (przy ¢ — 0), przy czym
supp(n:) C (—¢,¢€). Poniewaz Cy(U) jest stozkiem wypuklym, to . € Co(U?).

Stosujac do (. poprzednig czeS¢ dowodu wnioskujemy, ze ¢, jest afiniczna albo ¢,
ma $cisle dodatnig druga pochodng i 1/¢” jest funkcjg wklesta. Zatem ¢? jest wypukia.
Istotnie, przypadek afiniczny jest trywialny, natomiast jesli ¢ > 0, to z wklestosci 1/¢”
dla punktéw z,y i (x + y)/2 otrzymujemy

" <x+y> < E@eily) _ wilr) +el(y)
N2 T ele) +elly) 2 |
Stad wiemy, ze ¢” > 0 oraz dla pewnego zop € R U {—o0,+o0}, ¢” jest niero-
sngca na (—oo, o] N U oraz niemalejaca na [zg,00) N U, czyli . jest niemalejaca
i wklesto-wypukta, tj. wklesta na (—oo, zo] N U i wypukla na [z, 00) N U.
Najpierw pokazemy, ze ¢ € C!. Niech

)20

D, = {xo eU ’ @ jest rozniczkowalna w xo} , oraz ND, =U \ D,,.

Poniewaz ¢ jest wypukla, to z teorii funkcji wypuklych (rzeczywistych) wiemy, ze N'D,,
jest co najwyzej przeliczalny, a wigc N'D,, ma miar¢ Lebesgue’a zero oraz D, jest gesty
w U. Ponadto funkcja ¢': D, — R jest ciagta w punktach zbioru D, a ¢ — lokal-
nie lipschitzowska. Z powyzszych faktéw oraz z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznoSci
zmajoryzowanej wynika, ze

o —y+h) -z —
pe(r) = lim ole —y f)b el y>ns(y)dy 5.10)
= (o *n.)(x) dlazeU*
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(¢ jest zdefiniowana na D,, czyli p.w., dlatego nie ma klopotu z okresleniem splotu
¢ * 1.). Przechodzac z ¢ — 0, z ciagtosci ¢’ w D,, dostaniemy

lin% oi(x) =¢'(z) dlaz € D,. (5.11)

Ustalmy teraz ciag ()52, malejacy do zera, ktérego poczatkowy wyraz €y jest ,,maly”.
Ponizej, wszystkie funkcje ¢., bedziemy obcina¢ do wspélnej dziedziny U<°. Jak juz
powiedzieliSmy wczesniej, funkcje . sa niemalejgce i wklesto-wypukte. To powoduje,
ze zbiezno$¢ punktowa (5.11) na zbiorze U N D, gestym w U=, implikuje zbieznos$¢
niemal jednostajng ciggu (¢, ) na U=°. Istotnie, rozwazmy dowolny przedziat domknigty
lag, bg] C U*®°. Biorac dowolne a;,b; € U N D, (i = 1,2) takie, ze a; < az < ag
iby < by < by, widzimy, ze dla dostatecznie duzego ko, stata Lipschitza funkcji ¢, (dla
k > ko) na przedziale [ag, by| jest mniejsza niz

i ©'(az) — ¢'(a1) + 1’ ©'(bg) — ¢'(b1) + 1 ‘
o — A1 b2 — b1

Zatem na mocy twierdzenia Arzeli-Ascoliego istnieje podciag (sy,) taki, ze gp’skl zbiega
jednostajnie na [ag, by] do pewnej funkcji cigglej, ktéra jednoczesnie musi by¢ pochodng
funkcji ¢ (na mocy twierdzenia o rézniczkowalnoSci granicy ciggu funkcji rézniczko-
walnych, ktérych pochodne zbiegaja jednostajnie), a wiec pochodna ¢ we wszystkich
punktach przedziatu (ag, by) istnieje i jest ciagla. Przechodzac do granicy ey — 0 oraz
ay — a, by — b wnioskujemy, ze ¢ na calej swojej dziedzinie (a,b) jest klasy C*.
Wiemy takze, ze ¢’ réwniez jest niemalejaca i wklesto-wypukia.

Dowdéd faktu, ze ¢ € C?, jest podobny, dlatego ponizej przedstawiamy tylko szkic.
Rézniczkujac réwnosé (5.10) stronami widzimy, ze ¢ = (¢’ * 1.)'. Nastepnie, stosujac
(5.11) do ¢’ zamiast ¢ (na co pozwala nam fakt, ze ¢’ jest wklesto-wypukia, a przy-
toczone wczesniej wlasnosci pochodnej funkcji wypukiej pozostaja w mocy rowniez
w przypadku pochodnej funkcji wklesto-wypuktej), dostaniemy

ol(z) = (¢'*n.) (x) = ¢"(z) dlaz € D,.

Uzywajac teraz wypuklosci funkcji ¢, podobnie jak przed chwilg pokazemy, ze rodzina
(¢e)e jest rownociagta na przedziatach zwartych. W konsekwencji, pewien cigg ¢!, jest
niemal jednostajnie zbiezny do pewnej funkcji ciaglej, ktéra jednocze$nie musi byc¢
pochodng ¢’ O

Twierdzenie 5.13. Niech U C RY bedzie zbiorem otwartym, wypuktym. Dla dowolnego
n = 3,
Ca(U) = {p: U = R| ¢(z) = Q(z) +v"(x) + ¢},

gdzie Q oznacza nieujemnie okreslong forme kwadratowg na R¢, v* — funkcjonat liniowy
naR% aceR.

Dowdéd. Zawieranie O jest tatwe. Poniewaz wartoSci oczekiwane wystepujace we wzo-
rze (5.2) sg przemienne z v*, to bez straty ogdlnosci mozemy zatozy¢, ze ¢(x) = Q(x).
Ponadto mozemy przyjaé, ze U = R?, gdyz jesli ¢ € C,,(U), a U' C U, to g €
Cn(U").
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Najpierw pokazemy, ze jesli p(z) = Q(z) jest formg kwadratows, to
U9(Z) = V¥(Z —E, 2). (5.12)

Istotnie, oznaczajac przez ()(x,y) form¢ dwuliniowg pochodzaca od Q(z) i stosujac
wzor (5.3), dostajemy

\Ijﬁ(Z - EnZ) = En\pifl(z - ERZ) - @ﬁ,l(O)

=E, Z (_1)#KEKCQ(EK(Z - Enz))

Kc{1,..,n—1}
= > (-D*ExE, (QEkZ) - 2QExZ, Eximy Z) + QExum Z))
Kc{1,..n—1}
= Y (-)*Ex (B.QExZ) — 2Q(EExZ, Exuiny Z2) + Q(Exugm 2))
Kc{1,..,n—1}
= Y () (EreumQExZ) — ExeQExumZ)) = ¥E(2).
KC{1,...n—1}

Teraz indukcyjnie pokazujemy, ze U¥ > 0, czyli Q € C,(R?). Oczywiscie ¥{ > 0.
Natomiast na mocy (5.12) i (5.3) otrzymujemy

Vi(Z) =3 (Z - E Z) = BV ((Z - E.Z) — ;7 4(0) > 0,

gdyz na mocy zatozenia indukcyjnego wiemy, iz ¥;7_,(Z —E,Z) > 0 p.n.

Zawieranie C jest mniej oczywiste. Stwierdzenie 5.9 pozwala nam rozpatrywac jedy-
nie przypadek n = 3. Elegancki argument przytoczony ponizej pochodzi od K. Oleszkie-
wicza. (Oryginalny argument autora byt nieco bardziej skomplikowany i dziatal w mniej-
szej ogblnosci — np. dla U = (0,00) C R, ale juz nie dla skoficzonych przedziatéw).

Najpierw zal6zmy dodatkowo, ze funkcja ¢ € C3(U) jest gtadka. Zdefiniujmy zmien-
ng losowa X : {—1,1}> — R wzorem

3, gdyleg +ex+e3] =3,
X(gla €9, 63) =
—1 w przeciwnym przypadku.

Ustalmy a € U oraz v € R% Dlat € R wprowadZmy zmienng losowg Z; = a+vtX. Jesli
|t] jest wystarczajaco maly, to Z; ma wartosci w U. Z zalozenia wiemy, ze ¥§(Z,;) > 0.
Z drugiej strony, ktadac f(z) = ¢(a + vz) dla  z pewnego otwartego przedziatu
zawierajacego 0, otrzymujemy

UE(Z) = Y (-1)*FExcf(tExX)

KC{1,2,3} (5.13)

1 3 3
= Zf(?’t) - §f(t) +2£(0) — Zf(_t)'

Zauwazmy, ze ostatnie wyrazenie znika, gdy za f(z) wstawimy 1, z lub 22, natomiast
daje 6t3, gdy wstawimy z°. Poniewaz [ jest gtadka, to wstawiajagc do wzoru (5.13)
rozwinigcie Taylora f(z) = f(0) + f'(0)x + 5 f"(0)a? 4 £ f"(0)2® + o(x*) otrzymamy
vy(Z
lim 32
t—0 3

_ f”/(O).
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Poniewaz % > 0 dlat > 0 oraz ‘II%(SZ” < 0dlat <0, to f(0) = 0, zatem
D3¢(a)(v,v,v) = 0 dla dowolnego v € R? i a € U, czyli D?p = 0. Elementarne
rozumowanie (np. korzystajace z twierdzenia Lagrange’a o wartoSci Sredniej) pokazuje,
ze @ jest zadanej postaci. Podobny rezultat, tyle ze dla funkcji okreS§lonych na nie-
skoiczenie wymiarowej przestrzeni wektorowej?, jest réwniez prawdziwy. Np. w [33]
udowodnione zostato, ze jeSli funkcja wzdtuz kazdej prostej jest wielomianem (jednej
zmiennej) stopnia co najwyzej k, to cala funkcja jest wielomianem stopnia co najwyzej
k.

Przypadek ogdlny (bez zalozenia gtadkosci ) prosto wynika z poprzedniego. Dla

e > 0 zdefiniujmy
U‘Ez{me U’E(m,s) QU}.

OczywiScie U*® jest otwartym, wypuklym podzbiorem U. Niech ¢.: U°* — R be-
dzie splotem . = ¢ * 1., gdzie n. > 0 jest gladkg aproksymacjg &y, przy czym
supp(n:) € B(0,¢). Poniewaz C3(U) jest stozkiem wypuklym, to ¢. € C5(U*), wigc
z poprzedniej czeSci dowodu wynika, iz ¢, jest ,funkcja kwadratowg”. Rozwazajac
¢ — 0 wnioskujemy, ze takze ¢ jest ,,funkcja kwadratowg”. [

5.4. Iterowana nierownos¢ Poincaré

Z Twierdzenia 5.13 wynika, ze w kontekscie iterowanych funkcjonatéw -entropii,
tj. U7 dla n > 2, jedynie pewien odpowiednik nieréwnosci Poincaré (patrz (4.1)) moze
posiada¢ wlasno$¢ tensoryzacji. Ponizej wyjasnimy t¢ kwestic w przypadku n = 2,
Z uwagi na prostote notacji.

Niech i i v bedg borelowskimi miarami probabilistycznymi na R™ i R", odpo-
wiednio, za§ X i Y — niezaleznymi wektorami losowymi o rozktadzie p i v (odp.).
Bedziemy moéwié, ze dla pary miar i v spelniona jest iterowana nieréwnos¢ Poincaré
ze statag C' > 0, jeSli dla dowolnej funkcji f: R™ x R® — R klasy C?,

O f 2
8l'zay]

w5~ (F(X,Y)) < CE

1<i<m,1<j<n

(X,Y) (5.14)

Ze Stwierdzenia 5.11 i z uwagi na posta¢ prawej strony nieréwnosci (5.14) natychmiast
wynika, ze powyzsza nieréwnos$¢ funkcyjna ma wlasno$¢ tensoryzacji w nastepujagcym
sensie: niech py (dla k =1,..., M) beda borelowskimi miarami probabilistycznymi na
R™*, za§ vy (dlal =1,..., N) beda borelowskimi miarami probabilistycznymi na R™.
Jesli dla kazdych 1 < k< M il <[ < N iterowana nieréwno$¢ Poincaré spelniona
jest dla pary miar puy i v, (ze stalg C'), to z tg samg stalg C' nier6wnos$¢ ta spetniona jest
takze dla pary miar py @ --- Q@ up i vy ® -+ Q@ Uy,

Niestety, autorowi rozprawy nie udalo si¢ z nieréwnosci takiej jak (5.14) wyprowa-
dzi¢ koncentracji dla pary miar p i v, jak to ma miejsce w przypadku zwyklej nieré6wno-
Sci Poincaré (patrz (4.6)). Jednakze, w przypadku gdy p i v sa miarami gaussowskimi,
pewna (optymalna) nieréwnoS¢ koncentracyjna zostata udowodniona inng metoda, co
przedstawimy w Rozdziale 6.

3 W przestrzeni wektorowej pojecie wielomianu rzedu k& mozna zdefiniowaé np. poprzez zerowanie
si¢ wszystkich operatoréw réznicowych rzedu k.



Rozdzial 6

Koncentracja dla funkcji nielipschitzowskich

6.1. Motywacja

Zacznijmy od prostej obserwacji. Niech f: R X R — R bedzie funkcjg klasy C2.
Pot6zmy g(z,y) = f(x,0)+ f(0,y) — f(0,0). Jesli | L dla pewnej statej L > 0,
to dla dowolnego ¢ > 0 spelniona jest nieréwnos¢

Gen({@y eRxR||f@y - glepl >t} ) <CE ©61)

gdzie ~ jest standardowa miarg gaussowska na R, za§ C,c > 0 sg pewnymi stalymi
numerycznymi. Istotnie, z réwnosci

f(z,y) —g(z,y) = f(z,y) — f(x,0) = f(0,y) + f(0,0) = // axayuv ) du dv
oraz z ograniczenia na pochodng mieszang f dostajemy

|f(z,y) — g(x,y)| < Llxyl.

Nieréwnos$¢ (6.1) wynika teraz z faktu, ze zmienna losowa Z = |g1¢9s|, gdzie g1, g» sa
niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie N (0, 1), ma ogony malejace wyktad-
niczo. Scislej, na mocy nieréwnosci Czebyszewa, dla kazdego p > 1,

P(Z > e||Z||,) < e?, (6.2)

a poniewaz || Z||, = [lg1]]> < Cp, to P(Z > t) < C'e* dla dowolnego ¢ > 0.

Badanie miary odchylenia funkcji f od funkcji takiej postaci jak ¢ mozna umotywo-
wac nastepujaco. Rozwazmy f(z,y) = fi(z)+ f2(y), gdzie f1, fo sa klasy C%. Poniewaz
dax gy = 0, to w takim przypadku (6.1) moze zachodzi¢ jedynie dla ¢ = f. Przykiad
ten pokazuje tym samym, Ze nie mozna spodziewac si¢ np. stalej w miejscu funkcji g
w nieréwnosci (6.1) (np. Sredniej z f wzgledem miary v ® 7, etc.).

W dalszym ciagu niniejszego rozdziatu pokazemy, ze nierdwnoS¢ (6.1) mozna uogol-
ni¢ m.in. na przypadek funkcji f: R"xR" — R i miary 7, ®~,, gdzie v, jest kanoniczng
miarg gaussowska na R".
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6.2. Notacja

Niech XY, X, Y beda niezaleznymi wektorami losowymi na R", o rozktadzie +,,.
Rozwazmy przestrzeii probabilistyczng (2, F,P) z wyréznionymi o-ciatami Fj, Fo,
ktore sa niezalezne oraz spelniaja

f:U(Fl,fQ). (63)

Ponadto niech F; i F, beda dostatecznie bogate, aby niezalezne wektory losowe X, Y, X, Y
zdefiniowaé na (2, F,P) w taki sposéb, zeby X, X byly JF;-mierzalne, zas Y,Y byly
JFs-mierzalne.

Dla dowolnej calkowalnej zmiennej losowej V': (Q, F,P) — R zdefiniujmy

L,V = E[v\fl} + EMB} _EV.

Operator IT; ograniczony do przestrzeni L?(Q), F,IP) jest rzutem ortogonalnym na pod-
przestrzen rozpieta przez zmienne losowe bedace albo Fi-, albo F,-mierzalne. Na przy-
ktad dla funkcji f: R" x R™ — R, dla ktérej E|f(X,Y)] < oo,

L f(X,Y) =E[f(X,V)|X] + E[f(X,V)|[Y] - Ef(X,Y) pn.

Ustalmy funkcje f: R" x R” — R klasy C? oraz (z,y) € R" x R". Przez macierz
pochodnych mieszanych drugiego rz¢du funkcji f w punkcie (z,y) bedziemy rozumie¢

o*f
) _
Oy f(z,y) = (896,0% (= y)) 1<i,j<n ‘

PodkreS§lmy, Ze powyzsza macierz zazwyczaj nie jest symetryczna. Macierz 93, f(z,y)
bedziemy tez utozsamiaé z forma dwuliniowa w tym sensie, ze dla pary wektoréw
z,y € R" bedziemy pisaé

(8]2\/[f($,y)>(i',g) (812\/[f x,y ) ]zn: ay] [Z’ -

Dla macierzy A rozmiaru n x n bedziemy rozwazaC jej norme¢ operatorowg oraz
norme¢ Hilberta-Schmidta:

1Al = sup {2' Ay | z,y € R, |z| = |y| = 1},

|A||HS Z (l \/ AtA

i,j=1

6.3. Nier6wnos$¢ koncentracyjna

Ponizsze twierdzenie stanowi zapowiedziane uogdlnienie nieréwnosci (6.1):
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Twierdzenie 6.1. Niech f: R" x R" — R bedzie klasy C* oraz E|f(X,Y)| < oco. Jesli
dla pewnych statych a,b > 0 spetnione jest

103 f (@ y)llop <@ oraz (|03, f(,y)llns < b

dla dowolnych (z,y) € R™ x R", wéwczas dla kazdego t > 0,

. (t t?
P(|f(X,Y) —1Lf(X,Y)| > t) < Cexp<—cm1n <a762> ),

gdzie C,c > 0 sq pewnymi statymi numerycznymi.

Zanim przejdziemy do dowodu, skomentujmy optymalno$¢ powyzszej nierdwnosci.
Wezmy f(z,y) = z'Ay, gdzie A = (a;;) jest macierza rozmiaru n x n. Wéwczas
I f(X,Y) = 0 pn., zatem nieréwno$¢ z Twierdzenia 6.1 daje oszacowanie gor-
ne na ogon zmiennej losowej Z = X'AY = Ui, ai;9:9;, gdzie (g1,...,90)" =
X, (G1,...,g0)" =Y, czyli g;,g; sa niezaleznymi kopiami zmiennej losowej o roz-
ktadzie N (0, 1). Zmienna losowa Z jest ,,uniezaleznionym” (ang. decoupled) chaosem
gaussowskim rzedu 2. Oszacowanie ogondéw (oraz momentow) takich zmiennych jest
znane w literaturze (patrz np. [18]): dla kazdego ¢t > 0 oraz p > 1,

t t? t t?
C’lexp(—clmin< )) <P(|XtAY| }t) < C’Qexp<—62min< )),

a’ b? a’ b?
(6.4)

cmax(pa, /pb) < || X'AY||, < C' max(pa, /pb), (6.5)

gdzie a = || Allop, b = || Allus, zas C, ¢, C1, c1, Ca, ca > 0 s pewnymi stalymi uniwersal-
nymi. Tym samym, Twierdzenie 6.1 mozna interpretowac jako uogélnienie powyzszych
oszacowan z przypadku dwuliniowego na przypadek nieliniowy.

Poniewaz w dowodzie Twierdzenia 6.1 begdziemy wykorzystywa¢ oszacowanie mo-
mentéw zmiennych losowych Z, dla kompletnosci podamy teraz prosty dowod gérnych
oszacowan z (6.4) i (6.5), korzystajacy z gaussowskiej nierdwnosci koncentracyjnej dla
funkcji lipschitzowskich (por. 4.7). Wykorzystujac fakt, ze E( S b; gi) =L ((Z b?)1/2 g1>,
mamy

| _
E|Z|P = EE[ > (> augi)e ’X]
i J
ISR . (6.6)
=EE ’(Z(Z%‘gj) > gl [X| = lalbE|AX]".
( J
Poniewaz funkcja R"™ 3 = +— |Az| jest lipschitzowska ze stata a = || A]|sp, to na mocy

(4.7), dla kazdego t > 0,

P(||[AX| - BJAX|| > t) < 2¢7*/C,
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Wykorzystujac wzér na catkowanie przez czeSci dostajemy
_ — P o0 1 _ _
E[|AX| ~ E|AX||" = / pt? P (|| AX| ~ EJAX|| > t) dt
0
< 2p /OO Pl t2/(20%) iy « CPpP2qP
0

dla pewnej stalej numerycznej C' > 0. Korzystajac teraz z nieréwnosci Minkowskiego
dla normy L?, otrzymujemy

|AX ], < E|AX]| + Cy/pa. (6.7)

Pozostaje oszacowaé wyrazenie E|AX|. Korzystajac z monotonicznosci norm LP (czyli
z nieréwnosci Holdera) i przyjmujac oznaczenie (b;;); j<n = A'A,

(E|AX])" < EJAX] = E(AX, AX) = E(X, A'AX)
=B( 3 abua) = b = u(a'4) = |4l =
ij=1

Z powyzszego oraz z (6.6) i (6.7) ostatecznie otrzymujemy

1Z]|, < C(y/pb + pa) < C" max(pa, \/pb).

Gorne oszacowanie z (6.4) otrzymamy stosujac nierownos¢ Czebyszewa (6.2) i zauwa-

zajac, ze t = C'max(pa, \/pb) wtedy i tylko wtedy, gdy p = min(t/(Ca),t*/(Cb)?).
Twierdzenie 6.1 jest prostym wnioskiem z nast¢pujacej nieréwnosci typu Sobolewa,

bedacej modyfikacja znanej nieréwnos$ci Maureya-Pisiera [39, Theorem 2.2] (patrz takze

4.2)):

Twierdzenie 6.2. Niech f: R" x R" — R bedzie klasy C?, E|f(X,Y)| < oo oraz
V: R — R bedzie funkcjq wypuktg. Wowczas

EV(f(XY) - If(X,Y)) <BW((r/27 (8,4(X.Y)) (X.7)).

Dowéd. Wystarczy nasladowac idee dowodu z pracy [39].
Dla 60,6, € [0, 7/2] wprowadZmy wektory gaussowskie

X(0,) = Xsinf; + X cosb,
Y(02> = Y sin 92 + Y COS 02.
Przez X'(6,) bedziemy rozumieé pochodng funkcji 6; — X (6, ), podobnie Y'(0s). Z fak-

tu, ze zmienne losowe gaussowskie nieskorelowane o facznym rozktadzie gaussowskim
sg niezalezne, wynika nastepujgca kluczowa wlasnosé: dla dowolnych 6,60, € [0, /2],

L((X(62), X'(61))) = £((X, X)),

_ (6.8)
L((Y(0:),Y"(6))) = £((V.Y)).
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Zatozenie o gladkosci f pozwala nam napisac
FX,Y) = f(X, Y) - f(X Y)+ f(X.Y)

/2 pm/2 82 ( ))
*/ / 891802 4010,

:/OW//O (B3, £(X(01), Y (62))) (X'(61),Y'(6)) dOrdf  pn.

Obktadajac obie strony nieréwnosci funkcjg W i stosujgc nierdwno$¢ Jensena otrzymu-
jemy

U(f(X,Y) = f(X,Y) = f(X,Y) + f(X,Y))

< [ w22 (B0 FOX 0, Y (0) (X' (01), Y'(02)) ) 2/ dtrt, pn

Przyktadajac warto$¢ oczekiwang, stosujac do prawej strony twierdzenie Fubiniego oraz
(6.8), dostajemy

EW(f(X,Y)~ f(X,Y) - f(X,¥) + f(X,7))
< /0”/2 Ow/2E\1/((7T/2)2 (612\4f(X, y)) ()_(,}7)>(2/7r)2 d0,d0,.

a tym samym catkowanie wzgledem 6, i 5 mozna poming¢. Dowdd koficzymy stosujgc
do lewej strony (6.9) nieréwnosé Jensena, warunkowo wzgledem o(X,Y):

(6.9)

IEIE[\IJ(f(X, Y)— f(X,Y) = f(X, V) + f()_(,Y))’X, Y]
> EU(f(X,Y) - L f(X,Y)).
0

Uwaga 6.3. W powyzszym twierdzeniu nie bylo istotne to, ze X i Y maja rozklad
kanoniczny gaussowski, ani to, ze ich rozktady sa na przestrzeni tego samego wymiaru,
tj. na R". Wystarczy bowiem zalozy¢, ze X i Y sg niezaleznymi wektorami gaussow-
skimi, na R™ i R™ (odpowiednio), o $redniej zero. Gdy X i Y to niezalezne kopie
X 1Y (odpowiednio), zaleznos$¢ (6.8) jest spetniona. W przypadku oryginalnej nierow-
noSci Maureya-Pisiera obserwacja ta pozwala bezposrednio uzyska¢ koncentracje dla
funkcji lipschitzowskich okreslonych na przestrzeni Banacha wyposazonej w dowolng
scentrowang miar¢ gaussowska.

Dowdd Twierdzenia 6.1. Zastosujmy Twierdzenie 6.2 do ¥(u) = |u|?:

IF(X.Y) = ILf ), < (BE[|(r/2)? (3,506 ¥)) (X, 1) [x,v])

Warunkowa warto$¢ oczekiwana wystepujaca po prawej stronie zawiera chaos gaussow-
ski rzedu 2, Z = X'AY, gdzie A = 9%, f(X,Y). Na mocy (6.5) otrzymujemy wiec

E[|(w/2)? (03, £(X,V)) (X, V)| X, V]
< € max (p 930 (X, Y )lops /B 030 F (X, Y ) s )
< CPmax (pa,/pb)”  p.n.,
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skad
17X, Y) = L f(X, Y], < C'max (pa, \/pb)

Dowdéd koriczymy w taki sam sposob, w jaki z (6.5) uzyskaliSmy gérne oszacowanie
z (6.4). O

6.4. Uogolnienie na inne rozklady

W oryginalnej nieréwnosSci Maureya-Pisiera,
EU(f(X) - Ef(X)) <EU((r/2)(VF(X), X)),

mozna zastapi¢ wektor losowy X o rozkladzie gaussowskim, wektorem W = S(X),
gdzie S jest przeksztalceniem lipchitzowskim. Dokladniej, spetniona jest nieréwnos¢

EY(f(W) ~Ef(W)) <E¥(L(x/2)(VF(W), X)),

gdzie L jest stalg Lipschitza przeksztalcenia S. Uwage na ten temat mozna znalezé
w pracy [39, str. 181].

Pokazemy teraz, ze w taki sam sposéb mozna uogélni¢ takze nierownos¢ z Twier-
dzenia 6.2.

Whiosek 6.4. Niech S,T: R" — R" bedq przeksztatceniami lipschitzowskimi, klasy
C?, ze statymi Lipschitza odpowiednio L, i Lo. Wprowadimy wektory losowe W =
S(X),Z =T(Y), tzn. W ma rozktad ~, o S™', Z ma rozktad ~, o T~" oraz wszystkie
wektory losowe W, Z, X, Y sq niezalezne (X i Y majq rozktad +,). Niech f: R" x R" —
R bedzie klasy C* oraz spetnia E| f(W, Z)| < co. Wowczas dla dowolnej funkcji wypuktej
U: R — R,

E(f(V,2) ~ LW, 2)) < B0 (LaLa(r/2 (33 £OW. 2)) (X.7)). (610

Dowdd. Zdefiniujmy funkcje g: R" x R™ — R wzorem g(x,y) = f(S(x),T(y)). Oczy-
wiscie £(f(W, 7)) = £(g(X,Y)), skad

EW(f(W,2) =TI f(W, 2)) =E¥(g(X,Y) - Thg(X,Y)).

Na mocy zalozefi funkcja g jest klasy C?, zatem stosujac do niej Twierdzenie 6.2 otrzy-
mujemy

E¥(g(X,Y) ~TLg(X,Y)) <E \I/<(7r/2)2(312wg(X, Y))(X, Y))
— B0 ((r/2)2(23,£(S(X), T(Y)))(DS(X) - X, DT(Y) Y))

_E xp((w/z)i’(a@ F(W. 2))(DS(X) - X, DT(Y)- Y))
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Na mocy niezalezno$ci zmiennych X, Y, W, Z od zmiennych XY, do ostatniego wy-
razenia mozemy zastosowac twierdzenie Fubiniego otrzymujac, ze

EW(f(W,2) —TLf(W,2))
< ExyExy U((r/27(05,/(W.2))(DS(X) - X.DT(Y) - 7)), (6.11)
gdzie Ex y oznacza catkowanie wzgledem zmiennych X, Y, W, Z, zas Ex ;; — catko-
wanie wzgledem zmiennych X, Y. Dla ustalonych XY (a wiec i W, Z) oszacujemy
wewnetrzng catke iterowana z ostatniego wyrazenia. Na mocy twierdzenia Minkow-
skiego, dla ustalonych z,y € R", endomorfizmy DS(z)/L, oraz DT (y)/L> mozemy
przedstawi¢ jako skoriczone kombinacje wypukle przeksztatceri ortogonalnych (te ostat-

nie s bowiem punktami ekstremalnymi kuli jednostkowej w przestrzeni endomorfizmow
na R™ wyposazong w normg operatorowa):

DS(z) = L1 > oyU;, DT(y) = L2 ) B;V;,
i J

gdzie o, 3; > 0, Xy = 1, 32,8, = 1, U, V; € O(n). Wobec tego, przyjmujac
w = S(x),z = T(y) i korzystajac z dwuliniowosci (u,v) — 93, f(w, z)(u,v), dla
dowolnych wektoréw 7,y € R™ dostajemy

(9% f(w,2))(DS(x) - 2, DT(y) - )
- (@osw) (12 (Sati) 2.1 (Z ﬁjVj) )

Przykladajgc funkcje wypukta W, zastepujac Z, ij przez zmienne losowe X, Y i catkujac
wzgledem tych ostatnich otrzymujemy

Exy ¥((m/27 (0 f(w,2))(DS(@) - X, DT(y) - V)

=B 0 (Ladale/2 Sy (R 0 2) 0 K15 9)
< ZaiﬁjEXy \I/<L1L2(7r/2)2(8§4f(w, Z))(UZ X,V }7))’

gdzie na koncu zastosowaliSmy nier6wnosS¢ Jensena. Poniewaz dla dowolnych ustalo-
nych ¢, j, wektory U; X i V;Y sa niezalezne i majg rozktad kanoniczny gaussowski, to
poprzedniag nieréwnoS$¢ mozemy przepisa¢ nastepujaco:

Exy ¥((m/27(0F,/ (w.2)) (DS(@) - X, DT(y) - V)

<Egy ¥ <L1L2(7r/2)2 (9% (w,2))(X, Y)) .
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Teraz wystarczy zastapi¢ w powyzszej nieréwnosci z,y, w, z przez X,Y, W, Z, scalko-
waé wzgledem Ex y, by w polaczeniu z (6.11) i z twierdzeniem Fubiniego otrzymac
zadana nierdéwnos¢. [l

Z. powyzszego wniosku tatwo dostajemy uogoélnienie nieréwnosci koncentracyjnej
z Twierdzenia 6.1, gdyz oszacowanie z géry prawej strony nieréwnosci (6.10) tak jak
poprzednio, dla W(u) = |u|P, sprowadza si¢ do oszacowari momentéw chaoséw gaus-
sowskich rzedu 2 (nieréwnos¢ (6.5)): dla W = S(X),Z = T(Y), gdzie S i T sg
lipschitzowskie ze stalymi L, i Lo, odpowiednio,

_ t t?
P( (W 2) = Ihf(W. 2)| > t) S Cew ( S o (Llea’ (Lleb)2> )

6.5. Uogolnienie na d zmiennych wektorowych

Twierdzenie 6.2 fatwo jest uogélni¢ na przypadek d zmiennych wektorowych, za-
stepujac m.in. par¢ wektoréw losowych X, Y, przez cigg Xy, ..., X4. W celu Scistego
sformutowania tego uogdlnienia, wprowadZmy jeszcze nieco notacji. Niech F; = R™
dla j = 1,...,d. Bedziemy rozwaza¢ funkcje f: E; x -+ x E; — R, klasy C? oraz
dziatajacy na nich operator pochodnych mieszanych rzedu d, 94, f, ktéry dla ustalonych
(zM, ... 2D) € B x - x By jest formg d-liniowa na E; x --- x Ey, zadang wzorem

(5 f @, 2 0@y = (DD, D)) (a(0D), a0 @),

gdzie v ol sa dowolnymi wektorami z £y, ..., Fy (odpowiednio), za$ +;: E; —
Ey x -+ - x Iy jest kanonicznym wlozeniem F; w j-ty czynnik produktu kartezjariskiego
Eix--x K,

Niech X1, X1, ..., X4, X4 beda niezaleznymi wektorami gaussowskimi, przy czym
X;,X;dlaj=1,...,d) majgrozklad kanoniczny gaussowski na ;. Ponadto, podobnie
jak w Punkcie 6.2, powyzsze wektory losowe okreslone sg na przestrzeni probabilistycz-
nej (2, F,P) z wyréznionymi o-cialami F7, ..., F,, ktére sg niezalezne i spelniajg

f:U(fl,...,fd).

Bedziemy zaktadad, ze wektory losowe X, X; sg F;-mierzalne, dla j = 1, ..., d. Przyj-
mijmy jeszcze oznaczenie: dla K C {1,...,d},

Ex()=E[-|o({F]| ¢ K})]
Dla dowolnej catkowalnej zmiennej losowej Z: (2, F,P) — R zdefiniujmy'

My Z= Y () ExZ
P£KC{1,....d}

NasSladujac dowdd Twierdzenia 6.2 mozna pokazac

' Operator T1;_; ma zwigzek z tzw. rozktadem Hoeffdinga, znanym z teorii U-statystyk.
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Twierdzenie 6.5. Niech f: Ey x - -- x E; — R bedzie klasy C%, E|f (X1, ..., X4)| < o
oraz V: R — R bedzie funkcjq wypuktg. Wowczas

EU(f(Xe, o Xa) ~ Thf(Xry o, X))

< M((m)d (07 (X1, X)) (K. ,Xd)>.

W podobny sposéb jak poprzednio, mozna z powyzszego twierdzenia wyprowadzié
odpowiednik Twierdzenia 6.1 dla d-zmiennych wektorowych. Wymaga to jednak zna-
jomosci oszacowann momentéw chaoséw gaussowskich rzedu d. Doktadne (dwustronne)
tego typu oszacowania, dla dowolnego d > 2, zostaly znalezione przez R. Latale [26],
co stanowi nader nietrywialne uogdlnienie nieréwnosci (6.4) i (6.5).

W zwigzku z powyzszym, przytoczymy teraz notacj¢ uzywang w pracy [26]. Potrzeb-
na bedzie do okreslenia, co rozumiemy przez ograniczono$¢ pochodnej mieszanej 94, f.
Dla ustalonych (z(M), ... 2@) € B, x---x E,, forma d-liniowa A = 9%, f (2, ..., 2(®)
moze by¢ reprezentowana przez macierz (a;) z multi-indeksem rzegdu d:

i = (i1,...,0q) € 9 {1,...,n;}.

------

a; = A(e(l) el

i1 0 Gy )

ir = (ij)jer-
Dalej, dla dowolnego podziatu (I, ..., I}) zbioru {1,...,d} na k niepustych podzbio-
16w (k < d) definiujemy norme || A||;,...1, jako

Selr<l Y < 1} |

i ir,

.....

1 k
|Alln....s, = sup {Zaix;f gy

(W przypadku d = 2, ¢ = (i1,43), mamy wiec do czynienia z dwiema normami:
| Al| {1342}, ktora jest normg operatorowa macierzy (aj, ;,), oraz norma ||Al|(1,2;, kto-
ra jest norma Hilberta-Schmidta). Wreszcie, przez || Al|(z) oznaczmy maksimum z liczb
|Alln,. 1. gdzie (I1,. .., I;) przebiega wszystkie podzialy zbioru {1,...,d} na k (nie-
pustych) podzbioréw.

Twierdzenie 6.6. Niech f: E) x---x E4 — R bedzie klasy C% oraz E| f(X1, ..., X4)| <
oo. Jesli dla pewnych statych ay, . ..,aq > 0 spetnione jest

103, f(z V), D)y <
dla dowolnych (x(l), . ,x(d)) €E By x---xE;ik=1,...,d wowczas dla kazdego
t >0,

P(If(X1,..., Xa) = T f(X3,..., Xa)| > t) < C(d) exp ( — o(d) min ((t/ax)*"") )

1<k<d

gdzie C(d), c(d) > 0 sq pewnymi statymi, zalezgcymi tylko od d.
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