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Streszczenie

Wniniejszej rozprawie zajmujemy si¦ badaniem meromor�cznych równa«
ró»niczkowych zwyczajnych. Wi¦kszo±¢ z nich wywodzi si¦ z teorii tzw.
liczb okresowych, a w szczególno±ci wielokrotnych warto±ci zeta. W Roz-
dziaªach 1 i 2 badamy szczegóªowe wªasno±ci równa« ró»niczkowych zwi¡-
zanych z funkcjami tworz¡cymi f2 i f3 odpowiadaj¡cymi ci¡gom ζ({2}n)
oraz ζ({3}n), uzyskuj¡c nowe dowody znanych w analitycznej teorii liczb
to»samo±ci, jak te» nowe rezultaty dotycz¡ce (hipotetycznego) równania
ró»niczkowego zwi¡zanego z ζ(3), gdzie ζ oznacza funkcj¦ zeta Riemanna.
W ostatnim Rozdziale 3 dowodzimy nowych, ogólnych twierdze«, sªu»¡-
cych analizie asymptotycznej meromor�cznych równa« ró»niczkowych
zwyczajnych.

Sªowa kluczowe

Równania Hipergeometryczne, Meromor�czne równania ró»niczkowe zwy-
czajne, wielokrotne warto±ci zeta, metoda WKB, aproksymacja fazy sta-
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Wprowadzenie

Tematem tej pracy jest badanie wªasno±ci asymptotycznych równa« ró»-
niczkowych zwyczajnych1

n∑
i=0

ai(t, λ)
dix(t, λ)
dti

= 0, (2)

gdzie x ∈ C a λ ∈ C jest parametrem, oraz ukªadów równa« ró»niczkowych
zwyczajnych

ẋ(t) = A(t, λ)x(t), (3)

gdzie x ∈ C, A ∈ end(Cn) i ẋ oznacza pochodn¡ wektora x ze wzgl¦du
na 'czas', który zazwyczaj b¦dzie oznaczany przez t. Ogólnie t ∈ S,
gdzie S jest pewn¡ powierzchni¡ Riemanna. W dalszym ci¡gu b¦dziemy
zakªada¢, »e Wyrazy macierzy A s¡ funkcjami meromor�cznymi A ∈
end(Cn)⊗C(t). Dodatkowo zaklada¢ b¦dziemy, »e zarówno szukane funkcje,
jak i wspóªczynniki mog¡ zale»e¢ od parametru λ. Typowym przykªadem
b¦dzie równanie

(T + λ|p|)x = 0, (4)

gdzie p = (p1, ..., pk) ∈ Zk, |p| = p1 + ...+ pk oraz

T := (1− t)∂t(t∂t)p1−1...(1− t)∂t(t∂t)pk−1, (5)

przy odpowiednich zalo»eniach na 0 < pj ∈ Z, przy czym pk  2. Jest ono
zwi¡zane z funkcj¡ tworz¡c¡ dla tzw. wielokrotnych warto±ci zeta,
które de�niujemy jako sumy szeregów postaci

ζ(p1, ..., pk) :=
∑

0<n1<...<nk

n−p11 ... n−pkk . (6)

W pracy [100] jest podana konstrukcja funkcji tworz¡cej dla MZV, która
jest rozwi¡zaniem zagadnienia wªasnego (4) operatora (5). Dokªadniej:
je±li x(t, λ) jest rozwi¡zaniem (unormowanym i holomor�cznym w zerze)
równania (T + λ|p|)x = 0, to wówczas

x(1, λ) =
∑
m0

(−1)mζ({p1, ..., pk}m)λ|p|m, (7)

1W dalszym ci¡gu, dla uproszczenia notacji, b¦dziemy cz¦sto pisa¢

n∑
i=0

ai
dix

dti
, lub

n∑
i=0

ai ∂
i
tx , zamiast

n∑
i=0

ai(t, λ)
dix(t, λ)
dti

(1)

oraz ẋ = Ax, zamiast ẋ(t) = A(t, λ)x(t).

5



gdzie (powtórzenie ci¡gu {p1, ..., pk} wyst¦puje m razy)

ζ({p1, ..., pk}m) := ζ(p1, ..., pk, ..., p1, ..., pk). (8)

Liczb¦ |p| we wzorze (6) b¦dziemy nazywa¢ wag¡ wielokrotnej warto±ci
zeta (lub ogólniej polilogarytmu), za± mianem jej (jego) gª¦boko±ci

okre±limy warto±¢ k.

Naturaln¡ sytuacj¡, w której pojawiaj¡ si¦ inne, podobne równania
Picarda-Fuchsa jest badanie wªasno±ci cykli algebraicznych w rozmaito±-
ciach zespolonych. Jest to zwi¡zane z tzw. algebr¡ okresów, których
szczególnym przypadkiem s¡ wla±nie wielokrotne warto±ci zeta. Wi¦cej
szczegóªów na ten temat mo»na znale¹¢ w [62] oraz w pracach Goncharova
[41] i [41] oraz Goncharova i Manina [44], gdzie szczególny nacisk poªo»ony
jest na rozwijanie odpowiedniej teorii motywicznej.

Warto wspomnie¢, »e wielokrotne warto±ci zeta pojawiªy si¦ po raz
pierwszy w pracach Leonarda Eulera. Uzyskaª on min. wzory na warto±ci
funkcji ζ w dodatnich liczbach parzystych, wykorzystuj¡c rozwini¦cie
funkcji sinus w szereg pot¦gowy oraz, z drugiej strony, przedstawienie jej
w postaci iloczynu. Zachodzi

f2(λ) =
∑
n0

(−1)nζ({2}n)λ2n

=
∏(

1− λ2

n2

)

=
sinπλ
πλ

=
∑
n0

(−1)n
(πλ)2n

(2n+ 1)!
, (9)

sk¡d, po porównaniu wspóªczynników, otrzymujemy

ζ({2}n) =
π2n

(2n+ 1)!
. (10)
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Odnotujmy jeszcze inne funkcje tworz¡ce:

f4(λ) =
∏(

1− λ4

n4

)
(11)

=
∏(

1− λ2

n2

)∏(
1 +

λ2

n2

)

=
sinπλ
πλ

· sinhπλ
πλ

f6(λ) =
∏(

1− λ6

n6

)
(12)

=
∏(

1− λ2

n2

)∏(
1− µλ2

n2

)∏(
1− µ2λ2

n2

)

=
sinπλ
πλ

· sinµπλ
πλ

· sinµ2πλ

πλ

gdzie µ = (−1+i
√

3)/2. Z rozwini¦cia (9) mo»na te» obliczy¢ ζ(2m).Mamy,
na przykªad,

ζ(2)2 =
∑
k,n>0

n−2k−2

=

∑
k>n

+
∑
k=n

+
∑
k<n

n−2k−2

= ζ(4) + 2ζ(2, 2). (13)

Podobne relacje, które wynikaj¡ ze wzoru wª¡cze« i wyª¡cze« z kombina-
toryki, mo»na poda¢ tak»e dla wielu innych wielokrotnych warto±ci zeta.

W korespondecji z Goldbachem, Euler podaª tak»e inne, nietrywialne2

relacje na wielokrotne warto±ci zeta z dwoma argumentami.

Nale»y doda¢, »e wielokrotne warto±ci zeta s¡ obecnie przedmiotem
intensywnego badania, przy u»yciu bardzo ró»norodnych metod. Warto
tu przytoczy¢ min. prace [15], [16], [25], [25], [41], [42], [48], [77], [62],
[80], [94], [99] oraz [50].

2Euler uzyskaª na przykªad wzory

ζ(1,m) = mζ(m+ 1)−
m−2∑
j=1

ζ(j + 1)ζ(m− j), (14)

gdzie m > 2 oraz
ζ(1, 2) = ζ(3), (15)

które zostaªy uogólnione dopiero w drugiej poªowie XX wieku.
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Jednym ze sposobów badania asymptotyki (ukªadów) równa« ró»nicz-
kowych zwyczajnych jest tzw.metodaWKB (lub aproksymacja WKB).
Polega ona na przedstawieniu hipotetycznego rozwi¡zania równania (1).

x(t) = λαeλS(t)
∑
k0

ψk(t)λ−k. (16)

Podstawienie tego wyra»enia do równania, prowadzi do algebraicznego
ró»niczkowego równania na 'dziaªanie' S oraz rodziny 'prostych' równa«
na wspóªczynniki ψn. Zilustrujemy metod¦ WKB nast¦puj¡cym przykªa-
dem.

Przykªad 0.0.1 Rozwa»my zagadnienie wªasne (T + λ|p|)φ = 0 dla
operatora (5), gdzie |p| = p1 + ...+pk. Stosuj¡c metod¦ WKB, otrzymuje-
my nast¦puj¡ce równanie na dziaªanie:

t|p|−k(1− t)k
[
Ṡ(t)

]|p|
+ 1 = 0. (17)

Nie zwracaj¡c uwagi na dalsze wyrazy asymptotyki i przechodz¡c z t
do granicy t = 1 otrzymujemy wzór

S(1) = µj
∫ 1

0
(1− u)1/k−1u(k−1)/k−1 du

= B

(
1
k
,
k − 1
k

)
, (18)

gdzie B(x, y) oznacza funkcj¦ Beta Eulera. Ze wzoru

B(x, y) =
Γ (x)Γ (y)
Γ (y + x)

(19)

oraz z formuªy Eulera na odbicie dla funkcji Γ , otrzymujemy

S(1) =
π

sinπ/k
. (20)

St¡d wynika, »e funkcje generuj¡ce MZV powinny mie¢ w pierwszym
przybli»eniu posta¢

∑
m

µm exp
(
µm

πx

sinπ/k

)
, (21)

gdzie µ oznacza tu pierwiastek pierwotny z jedno±ci stopnia |p|.

Pozwala to na przykªad uzasadni¢ fakt, i» we wzorze Broadhursta3

mamy do czynienia z parametrem przeskalowanym o
√

2 w stosunku do
regularnego rozwi¡zania równania na MZV zwi¡zanej z operatorem (1−
t)∂t(t∂t)3.

3Patrz (2.36)
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Warto odnotowa¢ w tymmiejscu, »e w przypadku równania na funkcj¦
tworz¡c¡ ci¡gu ζ({2}n), metody asymptotyczne pozwalaj¡ uzyska¢ wzory
ζ({2}n) = π2n/(2k + 1)!. W przypadku ζ({p}n), gdzie p > 2 jest liczb¡
pierwsz¡, podobne wzory nie s¡ znane i nie wiadomo nawet, czy liczby
te s¡ przest¦pne, ale wzór (21) zachodzi dla ka»dego k. Co wi¦cej,

π

sinπ/k
∈ Q(π), (22)

sk¡d wida¢, »e w pierwszym asymptotycznym przybli»eniu, funkcja two-
rz¡ca ci¡gów wielokrotnych warto±ci zeta ma zawsze wspóªczynniki4 pos-
taci πn × q, gdzie q jest liczb¡ algebraiczn¡.

W analizie rodziny równa« (5) istotn¡ rol¦ mo»e odgrywa¢ tzw. zja-
wisko Stokes'a, które w przypadku funkcji tworz¡cych zwi¡zanych z
ζ(2) oraz ζ(3) zostaªo opisane w pracach [95] i [97].

Poni»ej omówimy wa»ne poj¦cia wyst¦puj¡ce w dalszych cz¦±ciach
tej pracy.

Klasyczna funkcja hipergeometryczna Eulera-Gaussa ma posta¢

2F1

(
u, v
w

∣∣∣∣∣ t
)

:=
∞∑
n=0

(u)n(v)n
(w)n

tn

n!
, (23)

gdzie (x)n := x(x + 1)...(x + n − 1) oznacza symbol Pochhammera.
Zazwyczaj rozpatruje si¦ j¡ osobno od przypadku ogólnego (24), z racji
przysªuguj¡cych jej dodatkowych, silnych wªasno±ci, z których by¢ mo»e
najwa»niejsz¡ jest to, »e ka»de równanie Picarda-Fuchsa drugiego rz¦du
na CP 1, które posiada co najwy»ej trzy punkty osobliwe, daje si¦ sprowa-
dzi¢ do równania, które speªnia (23).

W dalszym ci¡gu, oprócz klasycznej funkcji hipergeometrycznej Eulera-
Gaussa (23), wa»na b¦dzie tak»e ogólnia funkcja hipergeometryczna

pFq

(
u1, . . . , up
v1, . . . , vq

∣∣∣∣∣ t
)

:=
∞∑
n=0

(u1)n(u2)n...(up)n
(v1)n(v2)n...(vq)n

tn

n!
. (24)

Powy»sza funkcja speªnia nast¦puj¡ce równanie ró»niczkowe:

[t(Dt + u1)(Dt + u2)...(Dt + up)

−Dt(Dt + v1 − 1)...(Dt + vq − 1)]x = 0,

gdzie D := t∂t oznacza operator Eulera.

4Zachodzi nawet silniejszy fakt: wspóªczynniki funkcji tworz¡cej s¡ elementami
Q̇(π) ⊂ Q(π), gdzie Q̇ oznacza granic¦ odwrotn¡ systemu ciaª cyklotomicznych.
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Wa»n¡ rol¦ przy badaniu wªasno±ci wielokrotnych warto±ci zeta oraz
zwi¡zanych z nimi równa« ró»niczkowych odgrywaj¡wielokrotne polilo-
garytmy oraz ich reprezentacje caªkowe za pomoc¡ tzw. caªki Drinfelda-
Kontsevicha (patrz [94])

Iε1,...,ε|p|(t) :=
∫
T

dt1
Aε1(t1)

...
dtk

Aε|p|(t|p|)
, (25)

gdzie T = {(t1, t2, ..., t|p|) ∈ Rk : 0 < t1 < ... < t|p| < t < 1}, εi ∈ {0, 1}
oraz A0(s) = s i A1(s) = 1− s. Ponadto zakªadamy, »e ε1 = 1 i ε|p| = 0.

Dla ci¡gów (ε1, ..., εk) postaci (1, 0, ..., 0, 1, 0, ..., 0, ..., 1, 0..., 0), gdzie
ka»dy z podci¡gów (1, 0, ..., 0) ma pj elementów, dostajemy

I{1,0,...,0},{1,0...,0}...,{1,0...,0}(t) =: Lip1,...,pr(t)

=
∑

0<n1<...<nr

tnr

np11 np22 ... nprr
, (26)

czyli wielokrotny polilogarytm. Dla t = 1 jest on równy ζ(p1, ..., pr)
(patrz (6)).

Nieco szerzej omawiamy caªki podobne do (25) w Paragra�e B.2, w
Dodatku B.

Omówimy teraz pokrótce zawarto±¢ poszczególnych rozdziaªów i pod-
stawowe wyniki tej rozprawy.

W Rozdziale 1 rozwa»amy równanie

(1− t)∂t t∂tx+ λ2x = 0, (27)

zwi¡zane z funkcj¡ tworz¡c¡ f2, ci¡gu ζ({2}n). Okazuje si¦, »e funkcja
hipergeometryczna

2F1

(
λ,−λ

1

∣∣∣∣∣ t
)

=
∞∑
n=0

(λ)n(−λ)n
(n!)2 tn

=
∞∑
n=0

(−1)nLi{2}n(t)λ2n (28)

jest funkcj¡ tworz¡c¡ dla polilogarytmów Li{2}n(t), a jej warto±¢ w t = 1
jest funkcj¡ tworz¡c¡ f2(λ) dla wielokrotnych warto±ci zeta ζ({2}n).

W celu zbadania wªasno±ci tego równania, stosujemy metody asympto-
tyczne, jak tzw. aproksymacja WKB, operatory Stokes'a oraz aproksy-
macja fazy stacjonarnej. Z wykorzystaniem tego aparatu, podajemy dwa
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nowe dowody sªynnego wzoru Eulera ζ(2) = π2/6. Patrz Wniosek 1.3.1 i
Twierdzenie 1.4.1.

W Rozdziale 2 zajmujemy si¦ analiz¡ równania

(1− t)∂t (t∂t)2x+ λ3x = 0, (29)

którego analityczne w otoczeniu zera rozwi¡zanie x1(t, λ) = 1 + O(t),
ewaluowane w punkcie t = 1, wyznacza funkcj¦ tworz¡c¡ f3 ci¡gu ζ({3}n),
analogicznie jak w rozdziale 1. Stosujemy nast¦pnie aproksymacj¦ WKB
do badania bazy rozwi¡za« asymptotycznych powy»szego równania hiper-
geometrycznego, dla λ ∼ ∞ i obliczamy odpowiednie operatory Stokes'a.
W kolejnym etapie dowodzi si¦, i» funkcja f3, przy λ ∼ ∞, tak»e wyra»a
sie za pomoc¡ odpowiednich rozwini¦¢ WKB, podlegaj¡cych zjawisku
Stokes'a. St¡d otrzymujemy, »e f3 speªnia liniowe równanie ró»niczkowe
szóstego rz¦du, z nieregularnym punktem osobliwym w niesko«czono±ci
(patrz Twierdzenie 2.4.1).

Rozdziaª 3 po±wi¦cony jest badaniu ukªadów liniowych równa« ró»ni-
czkowych

ẋ(t) = A(t, λ)x(t), (30)

gdzie x ∈ Cn, dla zespolonego parametru λ ∼ ∞. Dowodzimy istnienia
analogonów operatorów Stokes'a dla odpowiednich rozwini¦¢ WKB
(Twierdzenie 3.2.1). Te macierze w ogólno±ci mog¡ zale»e¢ od parametru,
jednak przy pewnych naturalnych zaªo»eniach, mo»na wykaza¢, »e maj¡
one wyrazy staªe (Twierdzenie 3.3.1). W dalszej cz¦±ci dowodzimy uogól-
nienie twierdzenia Hukuhary-Levelta-Turritina o formalnej redukcji ukªa-
du w otoczeniu nieregularnego punktu osobliwego do postaci normalnej, z
rozgaª¦zion¡ reparametryzacj¡ zmiennej czasowej (Twierdzenie 3.4.1). W
ostatniej cz¦±ci rozdziaªu, otrzymane wyniki s¡ zastosowane do pewnych
równa« hipergeometrycznych, zwi¡zanych z funkcjami tworz¡cymi wielo-
krotne warto±ci zeta.

W ko«cu rozprawy umie±cili±my trzy dodatki. Dodatek A po±wi¦cony
jest aproksymacji fazy stacjonarnej. W Dodatku B podajemy wzory
caªkowe dla funkcji hipergeometrycznych oraz omawiamy caªki Drinfelda-
Kontsevicha. Dodatek C zawiera podstawowe fakty o teorii meromor�cz-
nych równa« ró»niczkowych zwyczajnych.

Podzi¦kowania

Autor chciaªby wyrazi¢ serdeczne podzi¦kowania dla Profesora Henryka
�oª¡dka, bez pomocy którego ta rozprawa nigdy by nie powstaªa.
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Rozdziaª 1

Analiza asymptotyczna

równania dla funkcji

tworz¡cej zwi¡zanej z ζ(2)

W tym rozdziale b¦dziemy bada¢ równanie

(1− t)∂t t∂tx+ λ2x = 0, (1.1)

ze szczególn¡ uwag¡ skierowan¡ na sytuacj¦, kiedy λ ∼ ∞. Podobnie
jak inne równania na funkcje tworz¡ce wielokrotne warto±ci zeta, mo»e
byc ono zinterpretowane jako zagadnienie wªasne (T + λ2I)x = 0 dla
operatora T = (1− t)∂t t∂t. Jest to szczególny przypadek (klasycznego)
równania hipergeometrycznego Gaussa i jego jedyne rozwi¡zanie, holomor-
�czne w otoczeniu zera, ma posta¢

2F1

(
λ,−λ

1

∣∣∣∣∣ t
)

=
∞∑
n=0

(λ)n(−λ)n
(n!)2 tn = 1− λ2 t+

λ2 t

4
− .... (1.2)

Zachowanie asymptotyczne rozwi¡za« równania (1.1) zostaªo szczegó-
ªowo zbadane w pracy [95]. W tym rozdziale przedstawimy gªówne zawarte
w niej wyniki.

Gªówn¡ motywacj¡ dla opisania asymptotyki rozwi¡za« (1.1) byªa
obserwacja [100], i» dobrze znany wzór

2F1

(
λ,−λ

1

∣∣∣∣∣ 1

)
=

sinπλ
πλ

, (1.3)

mo»e zostac wyprowadzony bezpo±rednio z równania (1.1). Dowód tego
faktu opiera si¦ na analizie (1.1) dla λ ∼ ∞, przy u»yciu rowini¦¢
quasiklasycznychWKB (patrz Rozdziaª 3) oraz tzw. operatorów Stokes'a.

Równanie (1.1) stanowi (w pewnym sensie) model testuj¡cy dla teorii
rozwini¦tej w dalszych cz¦±ciach tej rozprawy, a w szczególno±ci w Roz-
dziale 3.
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Przestrze« rozwi¡za« równania (1.1) jest dwuwymiarowa, z baz¡ {x1, x2},
która w otoczeniu zera posiada przedstawienie

x1(t, λ) = 1 +O(t) (1.4)

x2(t, λ) = log(λ2 t) · x1(t) + w2(t, λ), (1.5)

gdzie w2 jest kieªkiem funkcji analitycznej w zerze. W otoczenis s = 1− t
baza rozwi¡za« przyjmuje posta¢

x′1(s, λ) = λ2 s+O(s2) (1.6)

x′2(s, λ) = log(λ2 s) · x′1(s) + w′2(t, λ), (1.7)

gdzie w′2 = −1 + O(s) jest kieªkiem funkcji analitycznej w zerze, której
wspóªczynniki (wsgl¦dem s) mo»na efektywnie wyznaczy¢. W otoczeniu
jedynki zachodzi relacja

x1(t, λ) = a1(x)x′1(1− t, λ) + a2(x)x′2(1− t, λ), (1.8)

i otrzymujemy wzór (wspóªczyniik przy wyrazie wolnym w2 jest równy
−1)

x1(1, λ) = −a2(λ). (1.9)

Metoda WKB pozwala znale¹¢ (formalne) rozwi¡zania asymptotyczne

g−0 (t, λ) = (−iλ)−1/2e−iλS(t)
∑
j0

ψj(t) · (−iλ)−j , (1.10)

g+
0 (t, λ) = (iλ)−1/2eiλS(t)

∑
j0

ψj(t) · (iλ)−j , (1.11)

gdzie dziaªanie S dane jest wzorem1

S(t) =
∫ t

0
u−1/2(1− u)−1/2 du, (1.12)

a wspóªczynniki ψj speªniaj¡ równania rózniczkowe liniowe pierwszego
rz¦du, którym wi¦cej miejsca po±wi¦cimy w dalszych paragrafach tego
rozdziaªu.

Jesli w równaniu (1.1) dokonamy podstawienia τ = λ2 t, to otrzymamy
wiod¡cy skªadnik postaci

∂ττ∂τy + y = 0, (1.13)

ze wzgl¦du na λ → ∞ i przy ograniczonym τ . Rozwi¡zania równania
wyra»aj¡ si¦ przez funkcje Bessela. Ich asymptotyka jest dobrze znana
(patrz np. [1], [8] i [31]) i w pierwszym przybli»eniu oddaje zachowanie
asymptotyczne rozwi¡za« (1.1). Podobnie mo»emy post¡pi¢ w przypadku
ukªadu x′ = (x′1, x

′
2) wokóª t = 1 = 1− s, otrzymuj¡c równanie

τ∂2
τy
′ + y′ = 0, τ = λ2 s, (1.14)

1W literaturze utrwaliªo si¦ nazywanie caªek tej postaci mianem niekompletnej

funkcji Beta.
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które tak»e posiada rozwi¡zania, wyra»aj¡ce si¦ poprzez funkcje Bessela.
Analiza wªasno±ci rozwini¦cia asymptotycznego rozwi¡za« (1.1) polega
nast¦pnie na porównaniu ich pierwszych przybli»e« WKB (tzn. yj oraz
y′j).

Szeregi asymptotyczne cz¦sto bywaj¡ rozbie»ne.2 Tak te» jest w przy-
padku rozwini¦cia WKB dla równania (1.1). Przeszkoda ta mo»e zosta¢
pokonana w nast¦puj¡cy sposób. Stosuj¡c metod¦ WKB zapisujemy roz-
wi¡zanie x1 za pomoc¡ szeregów asymptotycznych g±0 wokóª t = 0, a
nast¦pnie przedstawiamy g±0 wokóª t = 1, w bazie {x′1, x′2}. W ten sposob
uzyskujemy relacje mi¦dzy rozwi¡zaniami

x1(t, λ) = a1(λ−1)x′1 + a2(λ−1)x′2 (1.16)

x2(t, λ) = b1(λ−1)x′1 + b2(λ−1)x′2, (1.17)

wokóª poszczególnych punktów osobliwych.

Mimo, i» rozwini¦cia g±0 s¡ tylko szeregami asymptotycznymi, mo»liwe
jest znalezenie analogicznych rozwi¡za«3 g±, które s¡ analityczne, je±li
ograniczymy sie do odpowiednich sektorów asymptotycznych wokóª∞ ∈
CP 1. Relacje zachodz¡ce pomi¦dzy bazami g± i g±0 daj¡ si¦ przedstawi¢
wzorami

g+(t, λ) = c+(λ−1) g+
0 (t, λ), (1.18)

g−(t, λ) = c−(λ−1) g−0 (t, λ), (1.19)

gdzie c±(λ−1) = 1 + O(λ−1) s¡ pewnymi szeregami asymptotycznymi.
Wyka»emy dalej, »e c+ = c− =: c, i c jest funkcj¡4 parzyst¡, a ponadto
zachodzi wzór

x1 =
g+ + g−√

π
. (1.20)

W dowodzie u»yjemy teorii sprowadzania ukªadów równa« rózniczkowych
do postaci normalnej oraz caªek oscyluj¡cych. Dalej b¦dziemy zakªada¢,
»e t ∼ 0 lub t ∼ 1 i λ ∼ ∞.

Rozwi¡zania WKB dla równania (1.13), przy τ → ∞, przyjmuj¡
posta¢

G−(τ) = τ−1/4e−2i
√
τ
[
1 +O(τ−1)

]
, (1.21)

G+(τ) = τ−1/4e2i
√
τ
[
1 +O(τ−1)

]
. (1.22)

2Na przykªad sªawna aproksymacja Stirlinga dla funkcji Γ

logΓ (x) ∼
(
x− 1
2

)
log x− x+ log 2π

2
+
∑
n>0

B2n
2n(2n− 1)x2n−1 , (1.15)

gdzie Bn jest n-ta liczb¡ Bernoulliego, jest rozbie»na w ka»dym punkcie x 6=∞.
3Dalsze szczegóªy na ten temat znajduj¡ si¦ w Rozdziale 3.
4Zachodzi wi¦c lepsze oszacowanie asymptotyczne c(λ−1) = 1 +O(λ−2).
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S¡ one formalne, ale w odpowiednich sektorach wokóª niesko«czono±ci
pochodz¡ od funkcji analitycznych. Przeci¦cia sektorów s¡ niepuste i
pozwalaj¡ na wyznaczenie "macierzy przej±cia", czyli tzw. operatorów
Stokes'a.

Rozwi¡zania WKB dla (1.14), przy τ →∞, s¡ postaci

H+(τ) = τ1/4e2i
√
τ
[
1 +O(τ−1)

]
, (1.23)

H−(τ) = τ1/4e−2i
√
τ
[
1 +O(τ−1)

]
. (1.24)

W przypadku równania (1.1) zachodzi jeszcze jedna wa»na relacja
dualno±ci pomi¦dzy rozwi¡zaniami wokóª punktów osobliwych:

x′1(1− t, λ) = (1− t)∂t x1(1− t, λ), (1.25)

x′2(1− t, λ) = (1− t)∂t x2(1− t, λ). (1.26)

Posªuguj¡c si¦ powy»szymi to»samo±ciami mo»emy wyznaczy¢ wspóªczyn-
nik a2 w (1.16).

Istnieje jednak te» inna metoda, która mo»e posiada¢ uogólnienie na
inne równania postaci (4). Analiza zjawiska Stokes'a wokóª t = 0 oraz
t = 1, pozwala zauwa»y¢, »e a2 tak»e posiada przedstawienie w postaci
szeregów WKB λ−1eiπλ

[
1 +O(λ−1)

]
oraz λ−1e−iπλ

[
1 +O(λ−1)

]
, dla

których operatory Stokes'a s¡ trywialne. St¡d, szeregi te s¡ zbie»ne i
przedstawiaj¡ funkcje jednowarto±ciowe wokóª λ = ∞.5 Wówczas ªatwo
ju» zauwa»y¢, »e

πλ

sinπλ
· a2(λ) (1.27)

jest funkcj¡ caªkowit¡ i ograniczon¡, a zatem - na mocy Twierdzenia
Liouville'a - staª¡.

W dalszych paragrafach tego rozdziaªu wyznaczymy rozwi¡zania pod-
stawowe równania (1.1). Nast¦pnie podamy wzory caªkowe na funkcje
typu Bessela b¦d¡ce rozwi¡zaniami przybli»e« asymptotycznych (1.13) i
(1.14) oraz wykorzystamy do ich zbadania metod¦ fazy stacjonarnej. W
ostatnich paragrafach opiszemy rozwini¦cia WKB dla (1.1) i zbadamy
zwi¡zane z nimi zjawisko Stokes'a.

5Patrz Twierdzenie 1.4.1.
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1.1. Rozwi¡zania w otoczeniu punktów osobliwych

W pobli»u t = 0, mamy jedno rozwi¡zanie holomor�czne równania (1.1),
którego rozwini¦cie mo»na znale¹¢ podstawiaj¡c do (1.1) szereg

1 +
∑
n>0

cnt
n. (1.28)

W ten sposób otrzymujemy równanie rekurencyjne

(n+ 1)2cn+1 + (λ2 − n2)cn = 0. (1.29)

Zatem pierwsze rozwi¡zanie jest postaci

x1(t, λ) = 2F1

(
λ,−λ

1

∣∣∣∣∣ t
)
. (1.30)

Pierwiastek α = 0 równania charakterystycznego dla x ∼ tα jest dwukrotny,
sk¡d wynika, »e drugie, liniowo niezale»ne rowi¡zanie b¦dzie zawiera¢
logarytm. Zapisuj¡c x̃2(t, λ) = w2(t, λ) + x1(t, λ) log t i podstawiaj¡c do
(1.1), otrzymujemy6

x̃2(t, λ) = 2F1

(
λ,−λ

1

∣∣∣∣∣ t
)

log t + ... (1.31)

Je±li rozpatrzymy teraz x1 i x̃2 jako funkcje od λ i zapiszemy je w formie
szeregów

x1(t, λ) =
∑
n0

x̂1,n(t)λn, (1.32)

x̃2(t, λ) =
∑
n0

x̂2,n(t)λn, (1.33)

to mo»emy ªatwo zauwa»y¢, »e wspóªczynniki x̂1,n oraz x̂2,n speªniaj¡
równania

(t∂t)2x̂i,0(t, λ) = 0, (1.34)

(1− t)∂ t∂tx̂i,n = x̂i,n−1, (1.35)

przy warunkach pocz¡tkowych

x̂1,0(t) = 1, (1.36)

x̂2,0(t) = log t. (1.37)

Równania (1.34) posiadaj¡ zatem rozwi¡zania postaci

x̂1,n =
∫ t

0

dt1
t1

∫ t1

0

x̂1,n−1(t2) dt2
1− t2

= Li{2}n(t), (1.38)

x̂2,n =
∫ t

0

dt1
t1

∫ t1

0

x̂2,n−1(t2) dt2
1− t2

= log t · Li{2}n(t)− 2
n∑
j=1

Li{2}j−1,3,{2}n−j (t), (1.39)

6Wzór na rozwi¡zanie mo»na otrzyma¢ od razu, stosuj¡c wzory na rozwi¡zania
równania hipergeometrycznego dla przypadku nietypowego, gdy parametry ró»ni¡ si¦
o liczb¦ caªkowit¡.
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gdzie Li{2}k oznacza wielokrotyny polilogarytm
7 i zapis {2}k jest skrótem

dla {2, 2, ..., 2}, przy czym k wyst¦puje n razy. W szczególno±ci

Li2(t) =
∑
n>0

tn

n2 . (1.40)

St¡d ζ({2}k) = Li{2}k(1) i w szczególno±ci ζ(2) = Li2(1).

Uwaga 1.1.1 Podstawiaj¡c t = 1 otrzymujemy znany wzór

x̂1,n = ζ({2}n) (1.41)

oraz interesuj¡c¡ now¡ formuª¦

x̂2,n = −2
n∑
j=1

ζ({2}j−1, 3, {2}n−j), (1.42)

która po podstawieniu do drugiego rozwi¡zania równania (1.1) i przesu-
mowaniu szeregu, pozwala otrzyma¢ wzór

x̂2(1) = 2f2(λ) ·
∑
n>0

ζ(2n+ 1)λ2n. (1.43)

Tak wi¦c równanie (1.1) na funkcj¦ tworz¡c¡ ζ({2}n) zawiera w sobie
tak»e informacje o funkcji tworz¡cej warto±ci funkcji zeta Riemanna w
punktach nieparzystych. Ta informacja nie poci¡ga jednak za sob¡ wi¦kszych
konsekwencji ze wzgl¦du na to, »e opisane powy»ej drugie rozwi¡zanie
równania (1.1) jest okre±lone jedynie z dokªadno±ci¡ do cechowania x̃2(t, λ)
7→ x̃2(t, λ) + g(λ)x1(t, λ).

Wyborem drugiego rozwi¡zania, jak si¦ okazuje bardziej naturalnym ze
wzgl¦du na badanie wªasno±ci asymptotycznych, jest

x2(t, λ) = x1(t, λ) · log(λ2t) + w2(t, λ). (1.44)

Wokóª t = 1 b¦dziemy u»ywa¢ zmiennej s := 1−t. Odnosz¡c si¦ teraz
do równania (1.1) b¦dziemy mieli na my±li jego posta¢ przy t = 1− s:

s∂s (1− s)∂sx′ + λ2x′ = 0. (1.45)

Rozwi¡zania równania (1.45) maj¡ posta¢

x′1(s, λ) = λ2s− ... , (1.46)

x′2(s, λ) = log λ2s · x′1(s, λ) + w′2(s, λ), (1.47)

7Informacje na temat wielokrotnych polilogarytmów, ich uogólnie« oraz
reprezentacji w postaci caªek typu Drinfelda-Kontsewicha zostaªy zebrane w
Paragra�e B.2 Rozdziaªu B.
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gdzie w′2 jest analityczna w otoczeniu s = 0.

Na koniec opiszemy relacje, jaka zachodzi mi¦dzy rozwi¡zaniami rów-
nania (1.1) w otoczeniu punktów osobliwych t = 0 i t = 1.

Stwierdzenie 1.1.1 Funkcja f jest rozwi¡zaniem równania (1.1) wtedy
i tylko wtedy, gdy h := s∂sf jest rozwi¡zaniem (1.45). W szczególno±ci
mamy

x′1(s, λ) = −s∂sx1(s, λ), (1.48)

x′2(s, λ) = −s∂sx2(s, λ). (1.49)

Ponadto, dla s ∼ 0, zachodzi x′2(s, λ) = −x1(s, λ) +O(s).

Dowód. Podstawiaj¡c h do równania (1.45), otrzymujemy

s∂s (1− s)∂sh+ λ2h = s∂s
[
(1− s)∂ss∂sg + λ2g

]
. (1.50)

Do zako«czenia dowodu nale»y zauwa»y¢, »e z uwagi na niezale»no±¢
funkcji s∂sx1 oraz s∂sx2, tworz¡ one baz¦ rozwi¡za« równania (1.45). �

1.2. Rozwini¦cia asymptotyczne przybli»e« typu

Bessela

Dla λ ∼ ∞ wielko±¢ λr + q(λ), gdzie q ∈ C[λ] jest stopnia mniejszego
od r, jest asymptotycznie równowa»na z λr. Dla λ ∼ ∞ równanie (1.29)
przybiera wi¦c posta¢

cn+1 ∼ −
(

λ

n+ 1

)2

cn, (1.51)

co przy c0 = 1 daje rozwini¦cie

∑
n0

cnt
n =

∑
n0

λ2n tn

(n!)2 = J0(2λ
√
t) = y1(τ), (1.52)

gdzie τ = λ2t, za± Jα jest funkcj¡ Bessela8 rz¦du α, okre±lon¡ wzorem
(patrz [1], [31] i [8])

Jα(x) =
(
x

2

)α∑
n

(−1)n

Γ (α+ n+ 1)n!

(
x

2

)2n
. (1.53)

8Funkcje Bessela pojawiªy si¦ po raz pierwszy w pracach Daniela Bernoulliego,
który zastosowaª je przy rozwi¡zywaniu cz¡stkowych równa« ró»niczkowych, w
których wyst¦puje operator Laplace. Je±li chcemy przedstawi¢ Laplasjan we
wspóªrz¦dnych biegunowych na pªaszczy¹nie (lub cylindrycznych w przestrzeni), to
po rozdzieleniu zmiennych, w naturalny sposób pojawiaj¡ sie funkcje Bessela Jn,
gdzie n ∈ Z. W ukªadzie wspólrz¦dnych sferycznych w R3 wyst¦puj¡ tak»e funkcje
Jn+1/2. Swoj¡ nazw¦ zawdzi¦czaj¡ funkcje Jα Friedrichowi Besselowi, który zbadaª
ich uogólnienia dla α ∈ C, a tak»e podaª ich reprezentacje caªkowe.

19



Funkcja y1 speªnia równanie typu Bessela (1.13).

Podobnie jak w przypadku równania hipergeometrycznego (1.1), drugie,
niezale»ne liniowo rozwi¡zanie (1.13) zawiera czynnik logarytmiczny

y2(τ) = y1(τ) · log τ + ỹ2(τ), (1.54)

gdzie9 ỹ2 ∈ O(C).

Podobnie wokóª t = 1 = 1−s, mamy jedno rozwi¡zanie holomor�czne
(równania (1.14) typu Bessela) i jedno z osobliwo±cia logarytmiczn¡:

y′1(τ) =
√
τJ1(2

√
τ), (1.55)

y′2(τ) = y′1(τ) log τ + ỹ′2(τ), (1.56)

gdzie ỹ′2 ∈ O(C) i tym razem τ = λ2s.

Powy»sza konstrukcja jest przypadkiem szczególnym du»o ogólniejszej
sytuacji. Z Twierdzenia 3.3.1 z Rozdziaªu 3, mamy

Stwierdzenie 1.2.1 Istniej¡ takie nast¦puj¡ce 2×2 macierze H0(t, λ−1)
i H1(t, λ−1), okre±lone i analityczne w pewnym otoczeniu (0, 0) ∈ C2, »e[

x1 x2

]
H0 =

[
y1 y2

]
(1.57)

oraz [
x′1 x′2

]
H0 =

[
y′1 y′2

]
. (1.58)

Uwaga 1.2.1 Niech

F0 =

[
x1 x2

ẋ1 ẋ2

]
oraz G0 =

[
y1 y2

ẏ1 ẏ2

]
(1.59)

b¦d¡ macierzami fundamentalnymi zwi¡zanymi z bazami {x1, x2} oraz
{y1, y2}. Mamy wówczas

H0 = F−1
0 G0. (1.60)

Sytuacja analogiczna ma miejsce dla baz {x′1, x′2} oraz {y′1, y′2}.

W pracy [96] zostaªo dowiedzione twierdzenie o analityczno±ci opera-
torów Hi ze wzgl¦du na t oraz λ−1. Powrócimy do tego zagadnienia w
Rozdziale 3 (patrz Twierdzenie 3.3.1).

Do zbadania asymptotyki równa« typu Bessela wykorzystuje si¦ ich
reprezentacje caªkowe. Poni»szy wynik nale»y do klasyki (wzór (1.2.2)
zostaª odkryty przez Bessela) analizy asymptotycznej. Przypomnimy jed-
nak jego dowód, ze wzgl¦du na analogie z ogólniejszymi sytuacjami rozpa-
trywanymi poni»ej.

9Przez O(U), gdzie U ⊂ C, oznaczamy przestrze« funkcji holomor�cznych na U .
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Stwierdzenie 1.2.2 (Wzór Shlä�iego) Zachodzi nast¦puj¡cy wzór

Jα(x) =
1

2π

∫ π

−π
ei(x sin t−αt) dt − sinπα

π

∫ ∞
0

e−x sinh t−αt dt. (1.61)

W szczególno±ci, dla α ∈ Z, mamy

Jα(x) =
1

2π

∫ π

−π
ei(x sin t−αt) dt. (1.62)

Dowód. Na mocy twierdzenia o residuach, dla α ∈ Z, mamy

Jα(x) =
(
x

2

)α∑
n

(−1)n

Γ (α+ n+ 1)n!

(
x

2

)2n
. (1.63)

= rest=0 t
−α−1

∑
m0

(tx)m

2mm!

 ·
∑
n0

(x/t)n

2n n!

 (1.64)

=
∫
γ
t−α

∑
m,n0

(tx)m(x/t)n

2m+nm!n!
dt

t
(1.65)

=
∫
γ
t−α ex(t−1/t)/2 dt

t
, (1.66)

gdzie γ jest krzyw¡ zamkni¦t¡, dyfeomor�czn¡ z okr¦giem jednostkowym.
Przyjmuj¡c γ(t) = eit otrzymujemy (1.62).

Aby uogólnic teraz wzór (1.62) na niecaªkowite warto±ci parametru
α, nale»y wybra¢ krzyw¡ γ tak, aby obiegaªa zarówno punkt t = 0, ale
zaczynaªa i ko«czyªa sie w t = −∞. Taki kontur mo»e by¢ sparametryzo-
wany wokóª zera przez eit, a wzdªu» prostej urojonej przez e−t. �

Wy»ej naszkicowany dowód jest standardowy w teorii funkcji specjal-
nych. Wi¦cej szczegóªów mo»na znale¹¢ w ksi¡»kach [1], [8], [31] oraz [90].

Stwierdzenie 1.2.3 Drugie, niezale»ne liniowo rozwi¡zanie równania
typu Bessela (C.0.1), wyra»a sie za pomoc¡ caªki

y2(τ) + γ y1(τ) =
1
iπ

∫ π

−π
te2i
√
τ sin t dt − 2

∫ ∞
0

e−2
√
τ sinh t dt, (1.67)

gdzie γ jest staª¡ Eulera-Mascheroniego.

Dowód. Uzasadnienie wzoru (1.67) opiera si¦ si¦ na zaburzeniu równania[(
τ
d

dτ

)2

+ τ

]
x = 0, (1.68)

przy u»yciu maªego parametru ε, do postaci[(
τ
d

dτ

)2

+ τ − ε2

4

]
x = 0, (1.69)
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a nast¦pnie przej±ciu do granicy ε→ 0 w wyra»eniu

(Jε(2
√
τ)− J−ε(2

√
τ)

ε
. (1.70)

Jednym rozwi¡zaniem jest caªka (1.61) wyra»aj¡ca J0, a drugim, niezale»-
nym liniowo z J0, funkcja okre±lona w (1.67). �

Wi¦cej szczegóªów na temat funkcji Bessela znajduje si¦ w C.1 i C.2.

Dysponuj¡c odpowiednimi wzorami caªkowymi skorzystamy zmetody

fazy stacjonarnej (patrz rozdziaª A) w celu znalezienia pierwszych
przybli»e« asymptotycznych dla rozwi¡za« równania (1.1). Funkcja sin t
ma w przedziale (−π, π) dwa punkty krytyczne t = π/2 oraz t = −π/2
w których zachodzi, odpowiednio

d2 sin
dt2

(π/2) = −1 oraz
d2 sin
dt2

(−π/2) = 1. (1.71)

Stosuj¡c wzór fazy stacjonarnej do caªki oscyluj¡cej (1.62) otrzymujemy

J0(x) ∼ 1√
2πx

[exp(i(x− π/4)) + exp(−i(x− π/4))] (1.72)

oraz

y1(τ) ∼ 1
2
√
πτ

[
exp(i(2

√
τ − π/4)) + exp(−i(2

√
τ − π/4))

]
. (1.73)

St¡d otrzymujemy wzór asymptotyczny dla funkcji (1.67):

√
π

2iτ1/4

[
exp(i(2

√
τ − π/4))− exp(−i(2

√
τ − π/4))

]
. (1.74)

W analogiczny sposób wyznaczamy wzory na rozwi¡zania asympto-
tyczne równa« w otoczeniu t = 1− s = 1. Mamy

y′1(τ) ∼ τ1/4

2i
√
π

[
exp(i(2

√
τ − π/4))− exp(−i(2

√
τ − π/4))

]
,(1.75)

y′2(τ) ∼ −
√
πτ1/4

2
[
exp(i(2

√
τ − π/4)) + exp(i(2

√
τ − π/4))

]
,

gdzie τ = λ2s.

Uwaga 1.2.2 Metoda fazy stacjonarnej ma zasadnicze zastosowanie w
sytuacji, gdy mamy do czynienia z fazami rzeczywistymi. W przypadku
zespolonym wkªad pewnych skªadników musi zosta¢ pomini¦ty. Zwi¡zane
jest to z tzw. zjawiskiem Stokes'a dyskutowanym dalej w Paragra�e 1.4
oraz bardziej szczegóªowo w Rozdziale 3.
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1.3. Rozwini¦cia WKB

Jedn¡ z metod quasiklasycznych �zyki kwantowej jest rozwi¡zywanie
równa« takich jak zagadnienie wªasne operatora (5) przy u»yciu szeregów
WKB.10 Przypomnijmy, »e poszukujemy rozwi¡zania WKB postaci

x ∼ eλS(t) · ψ(t, λ). (1.76)

W wypadku zastosowania tej metody do równania (1.1) otrzymujemy
równanie typu Hamiltona-Jacobiego na 'dziaªanie'

t(1− t)Ṡ2 = −1, (1.77)

którego rozwi¡zaniami s¡ tzw. niekompletne caªki typu beta

S = ±i
∫ t

0

du√
u(1− u)

. (1.78)

Tak wi¦c otrzymujemy dwa rozwi¡zania asymptotyczne e±iλS(t)ψ±(t, λ).
W dalszym ci¡gu skupimy sie na rozwi¡zaniu eiλS(t)ψ+(t, λ); analiza dla
e−iλS(t)ψ−(t, λ) jest analogiczna. Przez

√
±i b¦dziemy rozumie¢ e±iπ/4.

Mamy

g±0 (t, λ) ∼ e±iλS(t) × 1
±
√
−iλ

ψ0(t) +
∑
j>0

ψj(t)(∓iλ)−j

 . (1.79)

Wspóªczynniki ψj speªniaj¡ 'równania transportu'

2(tṠ)ψ̇0 +
d(tṠ)
dt

ψ0 = 0, (1.80)

2(tṠ)ψ̇j +
d(tṠ)
dt

ψj =
d(t ˙ψj−1)

dt
. (1.81)

Wybieramy rozwi¡zanie powy»szego równania jednorodnego w postaci

ψ0(t) = t1/4(1− t)−1/4 (1.82)

i wprowadzamy now¡ zmienn¡ u = 1/ψ0(t). Mamy

t =
u4

1 + u4 oraz
d

dt
=

(1 + u4)2

4u3
d

du
. (1.83)

B¦dziemy stosowa¢ notacj¦ ψ̃j(u) = ψj(t), na odpowiednie wspóªczynniki
szeregu. Funkcje ψ̃ speªniaja równania

dψ̃j
du

+
1
u
ψ̃j =

1
8u2

d

du

(
u(1 + u4)

dψ̃j−1

du

)
. (1.84)

10Szczegóªy mo»na znale¹¢ w Rozdziale 3, gdzie znajduj¡ si¦ te» stosowne
odniesienia do literatury.
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Rozwi¡zania daj¡ sie zapisa¢ w postaci

ψ̃j = L ψ̃j−1, L φ :=
1

8u

∫ u

u0
w−1 d

dw

(
w(1 + w4)

dφ

dw

)
dw. (1.85)

W ten sposób wyznaczamy kolejne wspóªczynniki

ψ̃1 = −u
−3 + 3u

16
, (1.86)

ψ̃2 =
9u−5 − 15u

512
, (1.87)

ψ̃3 = −15(5u−7 + 7u5)
2 · 84 − 45(5u−3 + 3u)

2 · 84 , (1.88)

...

Ogólnie zachodzi wzór

ψj(t) =
∑
m

cj,j−4mAj−4(t), (1.89)

dla pewnych wyznaczalnych rekurencyjnie wspóªczynników cj,k i gdzie
ci¡g An = An(t) jest okre±lony relacj¡ rekurencyjn¡

TA2n+1(t) = −n(n− 2)
8(n+ 1)

A2n+3(t)− n(n− 2)
8(n− 3)

A2n−1(t). (1.90)

Przyj¦li±my tu A1 = 0, dzi¦ki czemu mamy jednoznacznie wyznaczone
Aj . Rozwi¡zania równa« transportu otrzymane za pomoc¡ operatora T
s¡ szczególnej postaci. Nie zawieraj¡ one skªadnika z u−1, proporcjonalnego
do ψ̃0.

Równanie (1.13), typu Bessela (wzgl¦dem zmiennej τ) tak»e mo»e
by¢ rozwi¡zane metod¡ WKB. Otrzymane szeregi formalne przyjmuj¡
posta¢

G+(τ) ∼ e2i
√
τ τ−1/4

∑
j0

aj(−i
√
τ)−j , (1.91)

G−(τ) ∼ e−2i
√
τ τ−1/4

∑
j0

aj(
√
τ)−j . (1.92)

wzgl¦dem τ ∼ ∞, gdzie a0 = 1. Podobne szeregi (b0 = 1)

H+(τ) ∼ e2i
√
τ τ1/4

∑
j0

bj(−i
√
τ)−j (1.93)

H−(τ) ∼ e−2i
√
τ τ1/4

∑
j0

bj(
√
τ)−j . (1.94)

wzgl¦dem τ ∼ ∞, zadaj¡ formalne rozwi¡zania WKB równania (1.14).
Wspóªczynniki aj oraz bj wyznacza si¦ za pomoc¡ odpowiedniej rekurencji.
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De�nicja 1.3.1 Szeregi g±0 nazwiemy testowymi rozwi¡zaniami WKB

równania (1.1). Wykorzystuj¡c swobod¦ wyboru, zakªadamy jak wy»ej, »e
ψj nie zawieraj¡ u−1, dla j > 0.

Formalne szeregi G± i H± nazywa¢ b¦dziemy rozwi¡zanimi WKB

równa«, odpowiednio (1.13) i (1.14).

Wzory caªkowe dla równania hipergeometrycznego. Dla zasto-
sowania metody fazy stacjonarnej nale»y znale¹¢ odpowiednie wzory na
rozwi¡zania równania (1.1) w postaci caªek oscyluj¡cych.

Stwierdzenie 1.3.1 Zachodzi wzór

2F1

(
λ,−λ

1

∣∣∣∣∣ t
)

=
1

2πi

∫
γ

(
1 + u

√
t

1 + u−1
√
t

)λ
du

u
, (1.95)

gdzie γ jest krzyw¡ o indeksie jednostkowym wzgl¦dem zera.

Dowód. Analogiczny jak w przypadku wzoru caªkowego dla funkcji
Bessela. Zamiast szeregów de�niuj¡cych e−tu

−1
i etu rozwa»amy szeregi

pot¦gowe dla funkcji (1 + u−1
√
t)−x oraz (1 + u

√
t)x. �

Nast¦puj¡cy wynik jest uogólnieniem wzoru Schlä�iego.

Stwierdzenie 1.3.2 Dla Re (w − v) > 0 zachodzi wzór

t(w−1)/2Γ (w − v)
Γ (1− v)Γ (w) 2F1

(
u, v
w

∣∣∣∣∣ t
)

=
1

2π

∫ π

−π

(
1 + eis

√
t
)w−v−1 (

1 + e−is
√
t
)−u

ei(1−w)s ds

+
sin(w + u)

π

∫ t−1/2

0

(
1− s

√
t
)w−v−1 (

1− s−1
√
t
)−u

s−w ds. (1.96)

Dowód. Analog wzoru Eulera dla funkcji 2F1 ma posta¢

t(w−1)/2 Γ (w − v)
Γ (1− v)Γ (w) 2F1

(
u, v
w

∣∣∣∣∣ t
)

=
1

2πi

∫
γ

(
1 + s

√
t
)w−v−1 (

1 + s−1
√
t
)−u

s−w ds, (1.97)

gdzie γ jest krzyw¡ o indeksie jednostkowym wzgl¦dem zera, o ko«cu i
pocz¡tku w punkcie s = −t−1/2 (patrz [95]). Wzór ze Stwierdzenia (1.3.2)
otrzymujemy z (1.97) poprzez rozbicie na dwie caªki (pierwsza po okr¦gu
jednostkowym, druga po odcinkach s ∈ (1, t−1/2) i s ∈ (1, t−1/2), przy
uwzgl¦dnieniu ró»nicy argumentu wokóª punktu osobliwego), a nast¦pnie
dokonanie odpowiedniej zamiany zmiennych. �
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Stwierdzenie 1.3.3 Drugie liniowo niezale»ne rozwi¡zanie x̂2(t, λ) rów-
nania (1.1) posiada reprezentacj¦ caªkow¡

1
2πi

∫
γ

(
1 + u

√
t

1 + u−1
√
t

)λ
log

(
1 + u

√
t

u2(1 + u−1
√
t)

)
du

u
(1.98)

−
∫ t−1/2

1

(
1− u

√
t

1− u−1
√
t

)λ{
πλ

π
log

(
1 + u

√
t

u2(1 + u−1
√
t)

)
+ 3 cosπλ

}
du

u
.

Dowód. Podobnie jak w wypadku równania Bessela, zaburzamy równanie
(1.1) do postaci

t
[
(1− t)∂t t∂tx+ λ2

]
x− ε2x = 0 (1.99)

i przechodzimy do granicy wyra»enia

xε − x−ε
2ε

, (1.100)

gdzie xε, x−ε stanowi¡ baz¦ rozwi¡za« równania (1.99). Szczegóªy mozna
znale¹¢ w [95]. �

Uwaga 1.3.1 Skªadnik analityczny w2(t, λ) w (1.5), ma posta¢

∂

∂ε
2F1

(
ε+ λ, ε− λ

1 + 2ε

∣∣∣∣∣ t
) ∣∣

ε=0. (1.101)

Ponadto, ze wzoru11

d logΓ (1 + λ)
dλ

=
dΓ (1 + λ)

dλ

1
Γ (1 + λ)

= −γ −
∑
n>0

(−1)nζ(1 + n)λn (1.104)

oraz z równania (1.43) w Uwadze 1.1.1, otrzymujemy zale»no±¢

x̂2 = x̃2 + 2
(
d logΓ (1 + λ)

dλ
− d logΓ (1)

dλ

)
· x1 (1.105)

11Tutaj γ oznacza staª¡ Eulera�Mascheroniego, któr¡ po raz pierwszy
wpraowadziª L. Euler (w roku 1735) w pracy De Progressionibus harmonicis

observationes, jako granic¦ przy n→∞ wyra»enia

− logn +
n∑
k=1

1
k
=: − logn + Hn. (1.102)

Do jej oznaczenia Euler u»yª pierwotnie litery C. Ten sam symbol zostaª tak»e
wykorzystany przez G. M. Fichtencholtza w jego podr¦czniku do analizy. Nietrudno
pokaza¢, »e (dΓ/dλ)(1) = −γ. Warto wspomnie¢ te» o eleganckim wzorze

γ =
∑
n>1

(−1)n ζ(n)
n

, (1.103)

ª¡cz¡cym γ z warto±ciami funkcji ζ w liczbach caªkowitych. Staªa γ wyst¦puje tak»e
w wielu innych, nieoczekiwanych sytuacjach i jest przedmiotem intensywnych bada«.
Do tej pory nie udaªo si¦ jednak nawet stwierdzi¢, czy jest ona algebraiczna.
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oraz
x̂2(1, λ) = 2f2(λ) ·

∑
n>0

ζ(2n)λ2n−1. (1.106)

Ale −x−1π cotπx jest funkcj¡ tworz¡c¡ ci¡gu 2ζ(2n). St¡d

x̂2(1, λ) = −cosπλ
λ

+ λ−1 f2(λ), (1.107)

co poci¡ga za sob¡ fakt, i» funkcja

x̌2(t, λ) := x̂2(t, λ)− λ−1 x1(t, λ), (1.108)

tak»e jest rozwi¡zaniem równania (1.1), niezale»nym z x1 i takim, »e

x̌2(1, λ) = −cosπλ
λ

. (1.109)

Istnieje te» naturalna relacja wi¡»¡ca x̂ z x2 = x̃2 +x1 log λ. Ze wzoru
Stirlinga wynika, »e

d logΓ (1 + λ)
dλ

∼ log λ+
1

2λ
przy λ ∼ ∞, (1.110)

sk¡d
w̃2 ∼ x2 + 2γ · x1. (1.111)

Wszystkie cztery funkcje, x2, x̃2, x̂2 i x̌2 opisane powy»ej, s¡ równie
ciekawymi kandydatami na (niezale»ne z x1) rozwi¡zania równania (1.1).

Wzory ze Stwierdze« 1.3.1 oraz 1.3.3 s¡ w postaci caªek oscyluj¡cych
z faz¡

φ(v) = −i
{

log(1 + v
√
t)− log(1 + v−1

√
t)
}
, (1.112)

której (niezdegenerowanymi) punktami krytycznymi s¡ v+ = −
√
t −

i
√

1− t oraz v− = −
√
t + i
√

1− t, z warto±ciami krytycznymi równymi
odpowiednio

φ+ = i log

(
1− iu2

1 + iu2

)
= S(t) (1.113)

oraz

φ− = −i log

(
1− iu2

1 + iu2

)
= −S(t), (1.114)

gdzie12 u = t1/4(1−t)−1/4 i S(t) jest rozwi¡zaniem równania Hamiltona-
Jacobiego dla rozwini¦cia WKB zwi¡zanego z (1.1). Podstawiaj¡c v =

12Patrz (1.83).
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v±e
iz (dla maªych z) do wyra»enia (1.112) na faz¦, dostajemy φ = φ± ·

±u2z2 + .... St¡d wiod¡cy skªadnik asymptotyki jest postaci

e±iλS
1

2π

∫
e±iλu

2z2 dz ∼ 1

∓2u
√
iπλ

e±iλS . (1.115)

Wyznaczenie dalszych wyrazów asymptotyki tak»e jest (teoretycznie)
mo»liwe, przy czym kilka pierwszych wyrazów zostaªo wypisanych w
[95]). Pomocna byªa tu analogia z obliczaniem momentów caªek gaussow-
skich, gdzie dla gaussowskiej zmiennej losowej X mamy

〈Xn〉 =
1√
π

∫
e−x

2
xn dx = (n− 1)!!2−n/2, (1.116)

dla n ∈ 2Z oraz 〈Xn〉 = 0 dla nieprzystych n.

Stwierdzenie 1.3.4 Mamy

x1 ∼
C(λ−2)(g+

0 + g−0 )
2
√
π

=
g+ + g−

2
√
π

, (1.117)

gdzie C 6= const jest szeregiem formalnym o wspóªczynnikach caªkowitych,
postaci

C = 1 +
5

256
1
λ2 + ... (1.118)

Dowód Stwierdzenia (1.3.4) opiera si¦ na rozwini¦ciu wyra»enia

iλ(φ− φ±) (1.119)

w szereg wzgl¦dem pot¦g λ−1/2 i porównaniu odpowiednich wspóªczynników.
Szczegóªy mo»na znale¹¢ w [95]).

De�nicja 1.3.2 Formalne rozwini¦cia

g+(t, λ) = C(λ−2)g+
0 (t, λ), (1.120)

g−(t, λ) = C(λ−2)g−0 (t, λ), (1.121)

b¦dziemy nazywa¢ podstawowymi rozwi¡zaniami WKB równania
(1.1).

Rozwa»my teraz rozwi¡zanie x̂2 równania ze Stwierdzenia 1.3.3. Wzór
caªkowy ze Stw. 1.3.3 ma dwa skªadniki, z których tylko caªka po okr¦gu
jest istotna przy analizie wªasno±ci asymptotycznych, przy u»yciu aproksymacji
fazy stacjonarnej.
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Mamy zatem do czynienia z caªk¡ oscyluj¡c¡

I =
1

2πi

∫
eiλφ(v) [iφ(v)− 2 log v]

dv

v

= −i
∫
eiλφ(v) a(v)

dv

v
, (1.122)

z tak¡ sam¡, jak poprzednio faz¡, ale z inn¡ amplitud¡

a(v) =
i

2π
(φ(v) + 2 log v). (1.123)

Wprowad¹my rozkªad I := I+ + I−, gdzie I± odpowiadaj¡ wkªadom
pochodz¡cym od punktów krytycznych v± fazy φ. Zapisuj¡c

a(v±eiz) =
∓i
2
− λ

2π
(φ− φ±)− iz

π
, (1.124)

otrzymujemy dalszy rozkªad

I± = J± +K± + L±, (1.125)

odpowiadaj¡cy powy»szemu rozkªadowi amplitudy na powy»sze skªadniki.

Stwierdzenie 1.3.5 Zachodzi wzór asymptotyczny

x̂2 ∼ −
√
π

2

{
D+(λ−1) g+

0 −D−(λ−1) g−0
}
, (1.126)

gdzie D±(λ−1) s¡ szeregami formalnymi speªniaj¡cymi

D+(λ−1) +D−(λ−1) = 2C(λ−2). (1.127)

Dowód. Mamy J± = ±iπC(λ−2) g±0 . Udowodnimy, »e K+ + K−
oraz L+ +L− s¡ proporcjonalne do g+

0 +g−0 , co wystarcza dla wykazania
prawdziwo±ci stwierdzenia. W tym celu wystarczy pokaza¢, »e caªki
gaussowskie w K± i L± maj¡ odpowiednie wspóªczynniki przy u−1.

W caªce odpowiadaj¡cej L±, rozwijaj¡c eω, gdzie ω(z) zawiera wyrazy
rz¦dów > 2 w rozwini¦ciu iλφ(v±eiz) i porównuj¡c pot¦gi przy jednomia-
nach un λn, otrzymujemy, »e nie wyst¦puje zale»no±¢ od znaku±. Bardziej
szczegóªowe obliczenia mo»na znale¹¢ w [95].

Zauwa»my, »e

e∓iλSK± = − 1
2π

∫
eiλ(φ−φ±) λ(φ− φ±) dz (1.128)

=
∂

∂λ

1
2π

∫
eiλ(φ−φ±) dz

=
i

2
√
π

∂

∂λ
C(λ−2)

{
u−1(±iλ)−1/2 + ...

}
. (1.129)
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Wspóªczynnik przy u−1(±iλ)−1/2 jest równy

i

2
√
π

{
−2λ−3∂C(λ−2)

∂λ
− 1

2
C(λ−2)λ−1

}
=

1
4
√
πλ

(1.130)

i nie zale»y od znaku ±.

Nieco dokªadniejsze obliczenia pozwalaj¡ wyznaczy¢K++K++L++
L=[(2

√
πλ)−1 + ...] · (g+

0 + g−0 ). �

Uwaga 1.3.2 Analogiczna procedura mo»e by¢ przeprowadzona w przypadku
analizy równania [s∂s(1 − s)∂s + λ2]x = 0. Z porównania rozwini¦¢
asymptotycznych, otrzymujemy wówczas wzory

x1 = −D+e
iπλ +D−e

−iπλ

λ(D+ +D−)
x′1 −

2C
(D+ +D−)

sinπλ
πλ

x̂′2, (1.131)

x̂2 =
iπ(D2

+e
iπλ −D2

−e
−iπλ)

λC(D+ +D−)
x′1 +

D+e
iπλ +D−e

−iπλ

λ(D+ +D−)
x̂′2,

pozwalaj¡ce na powi¡zanie rozwi¡za« w otoczeniu t = 0 oraz s = 0 = 1−t.
Przy tym, przy dowodzie powy»szych wzorów, wªasno±¢ dualno±ci, czyli
Stw. 1.1.1, jest istotnie wykorzystana.

Powy»szy fakt jest konsekwencj¡ Stwierdzenia 1.3.5. Poni»ej podajemy
pierwszy z dwóch nowych dowodów formuªy dla funkcji tworz¡cej ci¡gu
ζ({2}n).

Wniosek 1.3.1 Wspóªczynnik a2 w (1.16), czyli

−2C
D+ +D−

· sinπλ
λ

(1.132)

we wzorze (1.131) jest równy

−sinπλ
πλ

(1.133)

Zatem

f2(λ) =
sinπλ
πλ

. (1.134)

Redukcja do postaci normalnej. Sprowadzimy teraz równanie
(1.1) do postaci ukladu w formie normalnej. Podstawiaj¡c x1 = z1 oraz
z2 = λ−1ẋ1, otrzymujemy

ż = Az, (1.135)
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gdzie A(t, λ) = λA1(t) +A0(t) i

A0 =

[
0 0
0 −t−1

]
oraz A1 =

[
0 1

t−1(1− t)−1 0

]
. (1.136)

Pierwszym krokiem jest diagonalizacja A1. Niech

η1 =
i√

t(1− t)
, (1.137)

η2 = − i√
t(1− t)

, (1.138)

b¦d¡ warto±ciami wªasnymi A1. W dalszym ci¡gu b¦dziemy pisa¢ η1 =:
η+, η2 =: η− lub po prostu ±η.

Podstawmy

q := η1z1 + z2, (1.139)

p := η2z1 + z2, (1.140)

gdzie z2 := ż1/λ. Mamy

q̇ := η λ p− 1
4

(
3
t
− 1

1− t

)
p− 1

4

(
1
t

+
1

1− t

)
q, (1.141)

ṗ := −η λ q − 1
4

(
1
t

+
1

1− t

)
p− 1

4

(
3
t
− 1

1− t

)
q. (1.142)

Z ogólnej teorii (patrz [34] oraz [46], a tak»e Rozdziaª 3) wynika, »e
powy»szy ukªad mo»e byc zdiagonalizowany za pomoc¡ szeregu tzw.
przeksztaªce« przycinania. Dokonamy teraz odpowiednich pocz¡tko-
wych przeksztaªce«, dla porównania otrzymanej formy normalnej z rezul-
tatami otrzymanymi wcze±niej za pomoc¡ aproksymacji fazy stacjonarnej
oraz z analogicznymi rezultatami dla analizy asymptotycznej równania
(1.1) w otoczeniu t = 1.

Podstawmy

q = q1 + b(t, λ) · p1, (1.143)

p = c(t, λ) · q1 + p1, (1.144)

gdzie

b(t, λ) =
∑
j>0

bjλ
−j , (1.145)

c(t, λ) =
∑
j>0

cjλ
−j , (1.146)

spodziewaj¡c sie otrzyma¢ rozdzielony ukªad postaci

q̇1 = λ η q1 + q1
∑
j0

Bjλ
−j , (1.147)

ṗ1 = −λ η p1 + p1
∑
j0

Cjλ
−j . (1.148)
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Równania na bj , cj , Bj i Cj , otrzymane w rezultacie powy»szego podsta-
wienia daj¡ si¦ rozwi¡za¢ i w rezultacie otrzymujemy

−b1(t) = c1(t) =
i

8t1/2(1− t)1/2 , (1.149)

b2(t) = c2(t) =
1− 2t

32t(1− t)
, (1.150)

...

oraz

B0(t) = C0(t) = − 3− 4t
t(1− t)

, (1.151)

−B1(t) = C1(t) = − i

32t3/2(1− t)3/2 , (1.152)

B2(t) = C2(t) = − 1− 2t
128t2(1− t)2 , (1.153)

...

Ogólne rozwi¡zanie ukªadu (1.147) maj¡ posta¢

p1 = K1(λ)
eiλS(t)

t3/4(1− t)1/4 ×

exp

{
−iu

2 − u−2

16λ
− u4 + 2 + u−4

512λ2 + ...

}
, (1.154)

q1 = K2(λ)
e−iλS(t)

t3/4(1− t)1/4 ×

exp

{
i
u2 − u−2

16λ
− u4 + 2 + u−4

512λ2 + ...

}
, (1.155)

gdzie K1 i K2 s¡ dowolne i u = t1/4(1− t)−1/4, jak wy»ej. Podstawiaj¡c
otrzymany wynik do wzorów (1.143), a nast¦pnie do wzoru na x1,wyznaczamy

x1 = K1g̃1 +K2g̃2, (1.156)

gdzie

g̃± =
(

1 +
5

256λ2 +O(λ−4)
)
g±0 , (1.157)

za± g±0 s¡ testowymi rozwi¡zaniami WKB równania (1.1).

Uwaga 1.3.3 Szeregi g̃± s¡ tak»e rozwi¡zaniami WKB, które wydaj¡ sie
by¢ wa»niejsze ni» rozwi¡zania gªówne g±, gdy» s¡ one nie tylko szeregami
formalnymi, ale s¡ zbie»ne w odpowiednich sektorach pªaszczyzny (patrz
[13], [14] oraz Rozdziaª 3). Relacja mi¦dzy g̃± oraz g±, któr¡ mo»emy
opisa¢ za pomoc¡ równo±ci

g̃± = C̃g±, (1.158)

gdzie C̃ ∈ C[[λ−1]] . Nie wiadomo, czy C̃ = 1 (patrz 1.3.4). Ukªad
(1.147) wydaje sie by¢ bardziej naturalny ni» rozwini¦cia WKB tak»e
z tego powodu, »e te ostatnie s¡ zwi¡zane z warunkiem pocz¡tkowym
S(0) = 0.
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Wiadomo natomiast, »e szeregi w (1.147) s¡ rozbie»ne, a rozwini¦cia
WKB s¡ jedynie formalne. G. Birkho�, jako pierwszy udowodniª, »e takie
ukªady moga by¢ zdiagonalizowane analitycznie w pewnych sektorach,
jakie rozwa»ali±my ju» wcze±niej i jakie opisujemy w ogólnej sytuacji w
Rozdziale 3. Poni»ej naszkicujemy schemat dowodu twierdzenia Birkho�a
na przykªadzie, który byª w pewnej mierze motywacj¡ do podj¦cia bada«
nad przypadkiem ogólnym z Rozdziaªu 3.

Najpierw dokonamy podstawienia

q = q1 + U(t) · p1, (1.159)

p = V (t) · q1 + p1, (1.160)

tak, aby sprowadzi¢ ukªad (1.135) do postaci normalnej

ẇ1 = Bw1, w1 =

[
p1

q1

]
, (1.161)

gdzie

B =

[
B1(t) 0

0 B2(t)

]
. (1.162)

Je±li wyj±ciowy ukªad oznaczymy przez

ẇ = Aw, w =

[
p
q

]
, (1.163)

to otrzymamy nast¦puj¡ce wzory wi¡»¡ce wyrazy macierzowe w A i B:

B1 = A11 − V A21, (1.164)

B2 = U A12 +A22, (1.165)

sk¡d

U̇ = U A12 + U(A11 −A22)− U2A21, (1.166)

V̇ = U A21 + V (A11 −A21)− V 2A21. (1.167)

Te równania mo»na zast¡pi¢ równowa»nymi równaniami caªkowymi

U(t) =
∫
γ1(t)

eP (t)−P (s)
{
A12(s) + U2(s)A21(s)

}
ds, (1.168)

V (t) =
∫
γ2(t)

e−P (t)+P (s)
{
A21(s) + V 2(s)A12(s)

}
ds, (1.169)

gdzie

P (t) =
∫ t

0
{A11(s)−A22(s)} ds = 2iλS(t) + ... (1.170)

za± drogi γ1 i γ2 s¡ odpowiednio dobrane w pªaszczy¹nie s i obie maj¡
koniec w t.

33



Okre±limy teraz dwa obszary (u i d, odpowiednio od angielskich sªów
up i down)

Du := {t ∈W : ImxS(t) > −α,
Im [π − xS(t)] > −α, |λ| > ε−1

}
, (1.171)

Dd := {t ∈W : ImxS(t) < α,

Im [π − xS(t)] < α, |λ| > ε−1
}
, (1.172)

gdzie 0 < ε, ε ∼ 0; α > 0 jest ustalon¡ staª¡ oraz

W := {t ∈ C : ε < Re t < 1− ε, |Im t| < ε · Re t(1− Re t)} . (1.173)

Drogi γ1 i γ2 zale»¡ od tego, do których obszarów Du i Dd nale»y (t, λ).
Na przykªad, je±li (t, λ) ∈ Du, to kontur γ1 zaczyna si¦ w pewnym
punkcie s0, gdzie |s0| < ε i ko«czy si¦, jak juz wspomniano, w s = t.
Mi¦dzy s0 i t speªniona musi by¢ nierówno±¢

Im [xS(t)− xS(s)] > 0. (1.174)

Wówczas analityczno±¢ rozwi¡za« asymptotycznych mo»e zosta¢ dowie-
dziona przy pomocy zasady odwzorowa« zw¦»aj¡cych zastosowanej do
(1.168). Sytuacja wDd jest analogiczna. Wi¦cej szczegóªów mo»na znale¹¢
w [89], [101] oraz [96].

Rozwi¡zanie ukªadu diagonalnego (1.161) i podstawienie do równania
wyj±ciowego daje analog wzoru

x1 = K1g̃
+ +K2g̃

−, (1.175)

w postaci

x1 = K1g̃
+
u +K2g̃

−
u , oraz x1 = K1g̃

+
d +K2g̃

−
d (1.176)

gdzie gu i gd s¡ zwi¡zane z obszarami Du i Dd. Odnotujmy, »e tutaj tak»e
'staªe' mog¡ zale»e¢ od λ. Dokonuj¡c odpowieniej normalizacji funkcji
g̃±u/d, dostajemy

x1 =
g̃+
u + g̃−u
2
√
π

=
g̃+
d + g̃−d
2
√
π

, (1.177)

dla λ > 0, 1 > t > 0. Otrzymali±my zatem nast¦puj¡cy wynik:

Stwierdzenie 1.3.6 Istniej¡ rozwi¡zania WKB gu, analityczne w Du

oraz gd analityczne w Dd, których formalne szeregi asymptotyczne s¡
takie same, jak pierwotnie otrzymane rozwini¦cia WKB.
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1.4. Operatory Stokes'a

Zjawisko Stokes'a wi¡»e si¦ z normalizacj¡ ukªadów liniowych w otoczeniu
nieregularnych punktów osobliwych. Szczegóªowa analiza dla ogólnych
ukªadów znajduje sie w Rozdziale 3. W tym paragra�e zajmiemy si¦
wyznaczeniem operatorów Stokes'a dla asymptotycznych rozwi¡za« rów-
nania (1.1).

Niech {et, e−t} b¦dzie baz¡ rozwi¡za« równania ẍ − x = 0. Funkcja
x(t) := aet + be−t tak»e jest jego rozwi¡zaniem. Chc¡c teraz opisa¢
asymptotyk¦ aet + be−t dla t ∈ C musimy zauwa»y¢, »e dla Re t >
0 mamy x ∼ aet, za± przy Re t > 0 zachodzi x ∼ be−t. Podobna
sytuacja ma miejsce w przypadku ogólnym; zazwyczaj przy aproksymacji
asymptotycznej pewne skªadniki dominuj¡, za± inne mog¡ by¢ pomini¦te.
Dodatkowe komplikacje maj¡ zwi¡zek z tym, »e funkcje jednoznaczne
(jak np. rozwi¡zania równania Bessela Jn) mog¡ mie¢ szeregi asympto-
tyczne zawieraj¡ce takie skªadniki jak np. t1/2.

Dla rozwi¡za« równania (typu) Bessela taka sytuacja równie» ma
miejsce. Rozwi¡zania asymptotyczne równania (1.13) maj¡ posta¢

G+ ∼ e2iσ
√
iσ

∑
j0

aj(iσ)−j , (1.178)

G− ∼ e−2iσ
√
−iσ

∑
j0

aj(−iσ)−j , (1.179)

gdzie13 σ2 = τ . Na mocy twierdzenia o normalizacji w sektorach (prównaj
[89], [101] oraz Rozdziaª 3), G+, G− s¡ analityczne w pewnych sektorach,
wokóª niesko«czono±ci. Oznaczmy przez S1 i S2 sektory z wierzchoªkami
w niesko«czono±ci, o rozwarto±ci 2π − δ, przy pewnym δ > 0, wzgl¦dem
dwusiecznych, odpowiednio arg σ = 0 i arg σ = π. Te dwusieczne b¦d¡
dalej nazywane promieniami podziaªu. Niech Su := S1 ∩ S2 w górnej
póªpªaszczy¹nie Imσ > 0 i Sd := S1 ∩ S2 dla Imσ < 0. Obszary Su i
Sd b¦dziemy nazywa¢ sektorami przej±ciowymi, a ich dwusieczne -
liniami Stokes'a.

B¦dziemy dalej oznacza¢ rozwi¡zania G+
1 , G

−
1 w sektorze S1 i G

+
2 , G

−
2

w sektorze S2. B¦dziemy te» pisa¢ f ≺ g, je±li funkcja f jest asymptotycz-
nie nieistotna w porównaniu z g. Mamy np. e−t ≺ et dla Re t > 0 oraz
G+ ≺ G− dla σ ∈ Su. Rozwini¦cia14 G

+
1 , G

−
1 i G+

2 , G
−
2 s¡ analityczne w

Su oraz Sd i jako takie, daj¡ si¦ zapisa¢ w postaci kombinacji liniowych:
G2 = CuG1 i G1 = CdG2. Operatory liniowe Cu, Cd, okre±lone odpowied-

13W dalszym ci¡gu, przy pomini¦ciu argumentu, nie b¦dziemy wprowadza¢
rozró»nienia mi¦dzy y(τ) i y(σ2). Tak wi¦c y b¦dzie oznacza¢ y(τ) jak te» y(σ2).

14Dolny indeks oznacza przyporz¡dkowanie rozwi¡zania asymptotycznego do
danego sektora.
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nio na Su oraz Sd b¦dziemy nazywa¢ macierzami Stokes'a. Mamy

Cu =

[
1 c12

0 1

]
oraz Cd =

[
1 0
c21 1

]
. (1.180)

Operatory Stokes'a dla równania Bessela zostaªy wyznaczone w [95],
metod¡ z ksi¡»ki [46] (patrz tak»e [101]).

Analogiczne, chocia» trudniejsze, jest wyprowadzenie dla równa« typu
Bessela rz¦du trzeciego, rozpatrywane dalej w Rozdziale 2. Dlatego w
poni»szym przypadku ograniczymy sie do sformuªowania wyników.

Stwierdzenie 1.4.1 Je±li y1, y2 oznaczaj¡ rozwi¡zania równania typu
Bessela (1.13), wokóª t = 0, a G+, G− s¡ odpowiadaj¡cymi im szeregami
asymptotycznmi (1.131), to zachodz¡ wzory

y1 ∼ 1
2
√
π

(
G+

1 +G−1

)
, (1.181)

y2 ∼ −i
√
πG+

1 mod y1, (1.182)

w obszarze arg σ = 0 oraz

y1 ∼ 1
2
√
π

(
G−2 −G

+
2

)
, (1.183)

y2 ∼ −i
√
πG+

2 mod y1, (1.184)

w obszarze arg σ = π.

Stwierdzenie 1.4.2 Analogicznie, je±li y′1, y
′
2 oznaczaj¡ rozwi¡zania rów-

nania typu Bessela (1.14), wokóª t = 1 = 1 − s, a H+, H− s¡ odpowia-
daj¡cymi im szeregami asymptotycznmi, to zachodz¡ wzory

y′1 ∼ 1
2
√
πi

(
H−1 −H

+
1

)
, (1.185)

y′2 ∼ −
√
πH+

1 mod y′1, (1.186)

w obszarze arg σ = 0 oraz

y′1 ∼ − 1
2i
√
π

(
H−2 +H+

2

)
, (1.187)

y′2 ∼ −
√
πH−2 mod y′1, (1.188)

w obszarze arg σ = π.

W szczególno±ci otrzymujemy

H+
1 (σ) = H−1 (σ) = −y′2/

√
π mod y1 arg σ = 0, (1.189)

−H+
2 (σ) = H−2 (σ) = y′2/

√
π mod y1 arg σ = π, (1.190)

−H+
2 (σ) = H−2 (σ) = −y′2/

√
π mod y1 arg σ = −π. (1.191)
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Operatory Stokes'a dla równania hipergeometrycznego. Przej-
dziemy teraz do gªównego rezultatu tego rozdziaªu, czyli opisu asymptotyki
równania z parametrem (1.1). Dokªadniej, holomor�czne rozwi¡zanie
wokóª t = 0 równania (1.1) daje si¦ przedstawi¢ jako

x1(t, λ) = a1(λ)x′1(t, λ) + a2(λ)x′2(t, λ). (1.192)

Poka»emy, »e wspóªczynnik a2 posiada reprezentacj¦ w postaci szeregu
WKB dla λ ∼ ∞. Podobnie jak w przypadku równa« typu Bessela,15

tak»e dla rozwi¡za« równania (1.1) istniej¡ odpowiednie szeregi asympto-
tyczne, które pozwalaj¡ przedstawi¢ je w odpowiednich sektorach wokóª
∞. Stosuj¡c teraz operator H0 (odpowiadaj¡cy za okre±lenie równowa»-
no±ci asymptotycznej rozwi¡za« równania Bessela z rozwi¡zaniami rów-
nania hipergeometrycznego) do wektora (G+, G−), otrzymujemy wektory{

m+
1 (λ)g+

u , m−1 (λ)g−u +m1(λ)g+
u

}
, (1.193){

n+
1 (λ)g+

d + n1(λ)g−d , n−1 (λ)g−d
}
, (1.194)

gdzie g±u/d oznaczaj¡ odpowiednie szeregi WKB dla (1.1) ze Stwierdzenia

1.3.6 i m±1 , n
±
1 s¡ funkcjami holomor�cznymi w odpowiednich obszarach.

Równo±¢ daj¡ca (1.193) zachodzi w

Du ∩ {λ
√
t ∈ S1} ∩ {t < γ}, (1.195)

gdzie Du jest zbiorem zde�niowanym w (1.171). Ponadto zaªó»my, »e
γ > ε (gdzie ε wyst¦puje w de�nicjiDu). Podobnie okre±lamy odpowiedni
podzbiór Dd, w którym (po zadziaªaniu operatorem H0) zachodzi analo-
giczny do (1.193) wzór na przedstawienie rozwi¡za«WKB. Przy uwzgl¦d-
nieniu relacji wspóªczynnikówm i n, zachodz¡cych przy sprz¦»eniu zespolonym
oraz normalizacji czynnikiem 2

√
π, otrzymujemy

2
√
π x1 = g+

u + g−u = g+
d + g−d . (1.196)

Dla t, λ > 0 to oznacza, »e

m−1 = 1, m+
1 +m1 = 1 (1.197)

oraz
n−1 = 1, n+

1 + n1 = 1. (1.198)

Wynika st¡d, i» pozostaje tylko wyznaczy¢ 'wolny' wyraz, który mo»e
by¢ wybrany jako m+

1 .

Analogiczne obliczenia mog¡ by¢ przeprowadzone w otoczeniu t =
1 = 1−s. Otrzymujemy wówczas nast¦puj¡ce relacje wi¡»¡ce rozwini¦cia
h±u/d i g

±
u/d, gdzie

h±u/d(s, λ) = ±iλe∓iπλg±u/d(1− s, λ). (1.199)

15Jak wspomniano ju» wcze±niej, rozwi¡zania równania (1.1) s¡ asymptotycznie
równowa»ne z funkcjami typu Bessela od argumentu 2λ

√
t.
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Ostatecznie, po stosownej analizie (patrz [95]), otrzymujemy nast¦pu-
j¡cy wynik.

Twierdzenie 1.4.1 Funkcja tworz¡ca f ci¡gu ζ({2}n) posiada reprezen-
tacj¦ w postaci sumy

F+(λ) + F−(λ), gdzie λ ∼ ∞, (1.200)

i gdzie F± s¡ jednowarto±ciowe w otoczeniu niesko«czono±ci. To implikuje,
»e f ma posta¢

sinπλ
πλ

. (1.201)

Ponadto

F±(λ) = ±e
±iπλ

2iπλ
. (1.202)

Dowód. Pierwsze stwierdzenie byªo ju» udowodnione powy»ej (patrz
[95]). Aby dowie±¢ drugiego, zauwa»my, »e zbiorem zer funkcji tworz¡cej

f2(λ) =
∏
n>0

(
1− λ2

n2

)
(1.203)

ci¡gu ζ({2}n), jest dokªadnie Z\{0}. Wobec tego funkcja

f2(λ)λ
sinπλ

(1.204)

jest caªkowita. Ale za spraw¡ pierwszej cz¦±ci tezy twierdzenia, jest ona
ograniczona, zatem, na mocy twierdzenia Liouville'a - staªa. Wyznaczenie
jej warto±ci w zerze, równej 1/π, ko«czy dowód twierdzenia. �

Uwaga 1.4.1 Powy»sze twierdzenie jest wa»ne gªównie dlatego, »e pozwa-
la unikn¡¢ wykorzystania relacji dualno±ci, wi¡»¡cych rozwi¡zania równa-
nia (1.1) w otoczeniu zera i jedynki. S¡ to wzory wªa±ciwe jedynie dla
klasycznych funkcji hipergeometrycznych i wydaje si¦, i» nie maj¡ one
analogów np. dla rozwi¡za« równa« (4) rz¦dów n > 2.

Uwaga 1.4.2 Funkcje f i F± posiadaj¡ jeszcze jedn¡, ciekawa wªasno±¢.
Mamy

det

 f ∂λf ∂2
λf

F+ ∂λF
+ ∂2

λF
+

F− ∂λF
− ∂2

λF
−

 = 0. (1.205)

Jest to meromor�czne równanie z nieregularnym punktem osobliwym w
λ =∞. Dokªadniej, równanie to ma posta¢

∂2
λf +

2∂λf
λ

+ π2f = 0, (1.206)
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którego baz¡ rozwi¡za« jest ukªad

sinπλ
λ

,
cosπλ
λ

. (1.207)

Zauwa»my, »e −(cosπλ)/λ pojawiªo si¦ ju» w Uwadze 1.3.1 jako warto±¢
drugiego rozwi¡zania x2(t, λ) + ϕ(λ)x1(t, λ) w punkcie t = 1; ponadto
ϕ(λ) jest prost¡ funkcj¡ wymiern¡. By¢ mo»e analogiczna wªasno±¢ przy-
sªuguje innym równaniom hipergeometrycznym zwi¡zanym z funkcjami
tworz¡cymi wielokrotne warto±ci zeta.
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Rozdziaª 2

Analiza asymptotyczna

równania dla funkcji

tworz¡cej zwi¡zanej z ζ(3)

W tym rozdziale zajmiemy si¦ analiz¡ zachowania rozwi¡za« równania

(1− t)∂t (t∂t)
2 x+ λ3x = 0, (2.1)

dla λ ∼ ∞. Tak jak równanie (1.1), jest to równanie hipergeometryczne
i jego (holomor�czne w otoczeniu zera) rozwi¡zanie ma posta¢

3F2

(
−µλ,−µ2λ,−λ

1, 1

∣∣∣∣∣ t
)

=
∞∑
n=0

(−µλ)n(−µ2λ)n(−λ)n
(n!)3 tn

= 1− λ3 t+
λ6 t2

8
− ..., (2.2)

gdzie µ = (−1+
√
−3)/2 jest pierwiastkiem pierwotnym stopnia trzeciego

z jedynki. Zbadanie zachowania asymptotycznega rozwi¡za« równania
(2.1) jest przedmiotem pracy [97]. Okazuje si¦, »e przy zastosowaniu
metod asymptotycznych analogicznych jak w przypadku równania (1.1),
otrzymujemy caªkiem inne wyniki. Jest to zwi¡zane z wyst¦powaniem
nietrywialnych operatorów Stokes'a, co jest spowodowane niejednoznacz-
no±ci¡ odpowiednich rozwini¦¢ dla τ = λ3t wokóª niesko«czono±ci.

Poni»ej przedstawimy analiz¦ asymptotyczn¡ rozwi¡za« równania (2.1)
posªuguj¡c si¦ metodami teorii caªek oscyluj¡cych i opiszemy dziaªania
oraz amplitudy odpowiednich rozwini¦¢ WKB.Wwielu miejscach b¦dzie-
my si¦ opiera¢ na równowa»no±ci asymptotycznej rozwi¡za« (2.1) z odpo-
wiednimi funkcjami typu Bessela (patrz [96] oraz Twierdzenie 3.3.1 w
Rozdziale 3).

W przedostatnim paragra�e zajmiemy si¦ wyznaczeniem operatorów
Stokes'a dla równa« typu Bessela, a nast¦pnie dokonamy analizy rozwini¦¢
WKB dla rozwi¡za« równania (2.1) wzgl¦dem t = 0 oraz t = 1 − s. S¡

41



one powi¡zane diagonalnymi przeksztaªceniami liniowymi. Okazuje si¦,
i» (asymptotycznie) rozwi¡zanie równania (2.1) posiada przedstawienie
x1 = C(λ)x′3 (mod)(x′1, x

′
2), gdzie funkcja C mo»e byc przedstawiona za

pomoc¡ skªadników WKB, postaci

Fi := λ−3/2 e2πµi
√

3λ×{1 +O(λ−1/2)}, dla i ∈ {0, 1, 2}, (2.3)

analogicznych jak w wypadku (1.1), ale o innych wªasno¢ciach asympto-
tycznych. Ponadto C(λ) speªnia w otoczeniu λ =∞ równanie ró»niczkowe
liniowe1 szóstego rz¦du, z nieregularn¡ osobliwo±ci¡ w λ = ∞. Z uwagi
na to, »e funkcja C jest caªkowita, jest mo»liwe, »e to równanie ma w
zerze regularn¡ osobliwo±¢. Wówczas C speªniaªoby równanie 6∑

j=0

pj(λ) ∂jλ

Fi = 0, (2.4)

gdzie wspóªczynniki pj s¡ elementami Q(π,
√

3)[λ−1], okre±lonej postaci.

Na koniec warto wspomnie¢, »e równania bardzo zbli»one do (2.1),
pojawiaj¡ si¦ w ró»nych dziaªach �zyki i matematyki wspóªczesnej, w
szczgólno±ci w teorii deformacji i geometrii algebraicznej. W pracy [12]
autorzy rozwa»aj¡ równanie[

(t4 − 34t3 + t2)∂3
t + (6t3 − 153t2 + 3t)∂2

t +

(7t2 − 112t+ 1)∂t + t− 5
]
x = 0, (2.5)

zwi¡zanie ±ci±le z dowodem Apery'ego niewymierno±ci ζ(3), które okazuje
si¦ by¢ równaniem Picarda-Fuchsa wywodz¡cym si¦ z badania okresów
odpowiednich powierzchni K3. Patrz te» [3] i [79].

W pracy [68] S.-T. Yau oraz B. Lian, analizuj¡c rodzin¦ jednoparame-
trowych deformacji powierzchni K3, pochodz¡ce od odwzorowania lustrza-
nego, rozwa»aj¡ równanie Picarda-Fuchsa[

(t∂t)3 − t
3∑
i=0

ri(t∂t)i
]
x = 0, (2.6)

które ró»ni si¦ od (2.1) wspóªczynnikami ri.

Autorzy [12] opisali monodromi¦ oraz ró»niczkowe grupy Galois fun-
kcji hipergeometrycznych typu p+1Fp. W szczególno±ci zbadano, dla jakich
warto±ci parametrów p+1Fp jest algebraiczna. Ograniczenia naªo»one na
punkty osobliwe (nie dopuszcza si¦ logarytmów) wykluczaja jednak rów-
nania typu (2.1).

1Patrz 2.5 oraz [97].
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2.1. Rozwi¡zania w otoczeniu punktów osobliwych

Podobnie jak w przypadku równania (1.1), w otoczeniu t = 0 mamy
jedno rozwi¡zanie holomor�czne równania (2.1), którego rozwini¦cie mo»na
znale¹¢ podstawiaj¡c do (2.1) szereg

1 +
∑
n>0

cnt
n. (2.7)

Otrzymujemy równanie rekurencyjne (n+1)3cn+1+(λ3−n3) = 0, którego
rozwi¡zaniem jest

x1(t, λ) = 3F2

(
µλ, µ2λ, λ

1, 1

∣∣∣∣∣ t
)
. (2.8)

Pozostaªe rozwi¡zania s¡ postaci

x2(t, λ) = log(λ3t) · x1(t, λ) + w2(t, λ), (2.9)

x3(t, λ) =
1
2

log2(λ3t) · x1(t, λ) + log(λ3t) · w2(t, λ) (2.10)

+w3(t, λ),

gdzie w2 i w3 s¡ analityczne w otoczeniu zera.

Równanie (2.1) we wspóªrz¦dnych s = 1−t, (oraz ∂s = −∂t) przyjmuje
posta¢ {

−s∂s [(1− s)∂s]2 + λ3
}
x = 0. (2.11)

Jego (niezale»nymi) rozwi¡zaniami s¡

x′1(s, λ) = λ3/2[s+O(s3)], (2.12)

x′2(s, λ) =
1
2
λ3[s2 +O(s4)], (2.13)

x′3(s, λ) = log(λ3s2) · x′2 + w′3 = 4 +O(s), (2.14)

gdzie w′3 jest funkcj¡ analityczn¡.

Stwierdzenie 2.1.1 Mamy x′ = Mx, gdzie macierz M ∈ GL3(C) ⊗
H(C) jest funkcj¡ caªkowit¡.

Stwierdzenie 2.1.2 Zapiszmy

x1(t, λ) =
3∑
i=1

ai(λ)x′i(1− t, λ). (2.15)

Wówczas f3 = 4a3, gdzie f3 oznacza funkcj¦ tworz¡c¡ ci¡gu ζ({3}n).
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Uwaga 2.1.1 (Wielokrotne polilogarytmy) Je±li zapiszemy

xj(t, λ) =
∑
n0

x̂j,n(t)x3n (2.16)

przy j ∈ {1, 2, 3}, to wówczas znajdziemy

x̂1,0(t) = 1, (2.17)

x̂2,0(t) = log t, (2.18)

x̂3,0(t) =
1
2

(log t)2, (2.19)

a kolejne wspóªczynniki s¡ okre±lone przez rekurencj¦

x̂j,n+1(t) =
∫
T

dt1
t1

dt2
t2

dt3
1− t3

x̂j,n(t3), (2.20)

gdzie T = {(t1, t2, t3) : 0 < t3 < t2 < t1 < t}. �atwe oszacowania
pokazuj¡, »e x̂j,n ∼ 1/n!. Wspóªczynniki xj, podobnie jak w wypadku
rozwi¡za« (1.1), wyra»aj¡ si¦ przez wielokrotne polilogarytmy:

x̂1,n(t) = Li{3}n(t), (2.21)

x̂2,n(t) = log t · Li{3}n(t)− 3
n−1∑
j=0

Li{3}j ,4,{3}n−j−1(t), (2.22)

x̂3,n(t) =
1
2

(log t)2 · Li{3}n(t)− 3 log t ·
n−1∑
j=0

Li{3}j ,4,{3}n−j−1(t) +

6
n−1∑
j=0

Li{3}j ,5,{3}n−j−1(t), (2.23)

co po podstawieniu t = 1, daje (z dokªadno±ci¡ do czynnika logarytmicznego)
wzory analogiczne jak w przypadku (1.1):

x̂1(1, λ) = f3(λ) =
∑
n0

(−1)nζ({3n})λ3n, (2.24)

−x̂2(1, λ) = 3λ3f3(λ) ·
∑
n>0

ζ(3n+ 1)λ3n, (2.25)

x̂3(1, λ) = 6λ3f3(λ) ·
∑
n>0

ζ(3n+ 2)λ3n. (2.26)

Analogiczna sytuacja ma miejsce w otoczeniu s = 1 − t = 0, gdzie
mamy kolejne ciekawe wzory:

x̂′1,0(s) = − log(1− s) = Li1(s), (2.27)

x̂′2,0(s) =
log2(1− s)

2
= Li1,1(s), (2.28)

x̂′3,0(s) = 1 (2.29)
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oraz

x̂′1,n(s) = Li{2,1}n,1(s), (2.30)

x̂′2,n(s) = Li{1,2}n,1,1(s), (2.31)

x̂′3,n(s) = log s · Li{1,2}n,1,1(s) − Li{1,2}n,2,1(s)− Li{1,2}n,1,2(s)

−
n−1∑
j=0

Li{1,2}j ,{2,2},{1,2}n−j−1,1,1(s)

−
n−1∑
j=0

Li{1,2}j ,{1,3},{1,2}n−j−1,1,1(s). (2.32)

Uwaga 2.1.2 Obok (2.1) mo»na rozpatrywac rozwi¡zania równania{
[(1− t)∂t]2 t∂t + λ3

}
z = 0, (2.33)

zwi¡zanego z funkcj¡ tworz¡c¡ ci¡gu ζ({1, 2}n). Holomor�czne w zerze
rozwi¡zanie (2.33) ma posta¢

z1(t, λ) = 1 +
∑
n>0

(−1)n Li{1,2}n(t)λ3n. (2.34)

Ze wzoru na odbicie (patrz [94], tzw. MZV duality) dla wielokrotnych
warto±ci zeta wynika, »e dla ka»dego n zachodzi wzór ζ({1, 2}n) = ζ({3}n),
sk¡d wynika równo±¢ f(λ) = z1(1, λ).

Mi¦dzy rozwi¡zaniami równa« (2.1) i (2.33) istnieje ponadto relacja

z(s, λ) = (s∂s)
2 x(s,−λ). (2.35)

Jest ona analogiem wzoru2 x′(s, λ) = −s∂sx(s,−λ), gdzie tym razem
x i x′ oznaczaj¡ rozwi¡zania klasycznego równania hipergeometrycznego
(1.1) z Rozdziaªu 1. Ró»nica polega na tym, »e w drugiej to»samo±ci
mamy do czynienia dwa razy z tym samym równaniem, co odzwierciedla
niezmienniczo±¢ (1.1) przy dziaªaniu odbicia. Ten fakt byª wykorzystany
do uzasadnienia wzoru f2(λ) = (πλ)−1 sinπλ. Ta sama wªasno±¢ mo»e
posªu»y¢ tak»e do uzyskania to»samo±ci3

f1,3(
√

2λ) =
sinπλ
πλ

sinhπλ
πλ

= f4(λ), (2.36)

gdzie f2, f4 i f1,3 oznaczaj¡ funkcje tworz¡ce ci¡gów, odpowiednio ζ({2}n),
ζ({4}n) oraz ζ({1, 2}n).

Uwaga 2.1.3 W pracy [98] znajduje si¦ dowód to»samo±ci

ζ({3}r) = 8r
∑

0<m1<n1...<mr<nr

(−1)n1+...+nr

m1n2
1...mrnr1

:= ζ({1, 2}r), (2.37)

2Jest to dualno±¢ dla 2F1 z Rozdziaªu 1.
3Powy»szy wzór zostaª zaproponowany przez D. Zagiera, a udowodniony przez

Broadhursta. Patrz np. [62].
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postulowanej w [15]. Liczby ζ({1, 2}r) stanowi¡ przykªady tzw. alternuj¡-
cych sum Eulera. Ich funkcja tworz¡ca jest zwi¡zana z (holomor�cznym
w zerze) rozwi¡zaniem nast¦puj¡cego równania szóstego rz¦du{

[(1− t)∂t]2 t∂t [(1 + t)∂t]
2 t∂t + λ3

}
z = 0. (2.38)

Jest to równanie Picarda-Fuchsa, którego ka»de rozwi¡zanie jest holomor-
�czne w CP 1\{−1, 0, 1}. Ma ono dwa rozwi¡zania analityczne w zerze.
Jedno, to wspomniana wy»ej funkcja f1,2 := z1, a drugie

z2 =
∑

0<m<n

(−t)n

mn2 + O(λ6). (2.39)

Zachodzi f1,2(λ) = z1(1, λ)−λ3z2(1, λ). Wynik z [98] implikuje to»samo±¢

f1,2(λ) :=
∑
n0

(−1)nζ({1, 2})λ3n

= f3

(
λ

2

)
=
∏
n>0

(
1− λ3

(2n)3

)
. (2.40)

W pracy [98] udowodniono tak»e kilka innych, podobnych wzorów.

2.2. Rozwini¦cia asymptotyczne hipergeometrycz-

nych funkcji kon�uentnych typu Bessela

i aproksymacja fazy stacjonarnej

Podobnie jak w przypadku rozwi¡za« równania (1.1), badanie asymptotyki
x1 sprowadza si¦ do porównania z odpowiednimi rozwi¡zaniami równa«
typu Bessela (rz¦du trzeciego) z regularnym punktem osobliwym w zerze
i nieregularnym w niesko«czono±ci.

Stwierdzenie 2.2.1 Dla λ ∼ ∞, ale przy τ = λ3t ograniczonym, zachodzi

x1(t, λ) ∼
∑
n0

(−λ3t)n

(n!)3 = 0F2

(
1, 1

∣∣∣∣∣ − λ3t

)
=: y1. (2.41)

Funkcja 0F2 speªnia równanie[
(τ∂τ )3 + τ

]
y = 0. (2.42)

Pozostaªe rozwi¡zania równania (2.42) s¡ postaci

y2(τ) = log τ y1(τ) + z2(τ), (2.43)

y3(τ) =
1
2

log2 τ · y1(τ) + log τ · z2(τ) + z3(τ), (2.44)

gdzie z2 i z3 s¡ funkcjami caªkowitymi.
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Podobna sytuacja ma miejsce dla s = 1− t bliskiego zeru.

Stwierdzenie 2.2.2 Dla λ ∼ ∞, ale przy τ = λ3s2 ograniczonym,
zachodzi

x′1(s, λ) ∼
√
λ3s2

(
1 +

∑
n>0

(λ3s2)n

(2n+ 1)!(2n− 1)!!

)
=: y′1(λ3s2),

x′2(s, λ) ∼ 2
∑
n>0

(λ3s2)n

(2n)!(2n− 2)!!
=: y′2(λ3s2). (2.45)

Funkcje y′1 i y′2 speªniaj¡ równanie[
8
√
τ
(√
τ∂τ

)3 − 1
]
y′ = 0. (2.46)

Trzecie, liniowo niezale»ne, rozwi¡zanie równania (2.46) jest postaci

y′3(τ) = log τ · y2(τ) + z′3(τ), (2.47)

z′3 jest caªkowita.

Ma miejsce nast¦puj¡cy wynik, analogiczny do Stwierdzenia 1.2.1. Jest
on wnioskiem z Twierdzenia 3.3.1.

Stwierdzenie 2.2.3 Isniej¡ macierzeH0(t, λ−1) oraz H1(s, λ−1), okre±-
lone i analityczne w otocznieu (0, 0) i takie, »e[

x1 x2 x3

]
H0 =

[
y1 y2 y3

]
(2.48)

oraz [
x1 x2 x3

]
H0 =

[
y1 y2 y3

]
. (2.49)

Uwaga 2.2.1 Rozwi¡zania xj oraz x′j mo»na uzyska¢ z yj i y′j metod¡
rozwi¡zania równa« w wariacjach ze wzgl¦du na maªy parametr λ−1.

Wzory caªkowe. Podamy teraz odpowiednie wzory caªkowe na
funkje typu Bessela.

Stwierdzenie 2.2.4 Mamy

y1(τ) =
1

4π2

∫ π

−π

∫ 3π/2

−π/2
exp

{
τ1/3

(
2ieis/2 sin t+ e−is

)}
dt ds (2.50)
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oraz

y′1(τ) = −τ
1/6

8π

∫
−γ

dt

(1− t)3/2

×
∫ π

−π
sinh

(
τ1/3eis/2

)
exp

(
τ1/3e−is

2
− is

2

)
ds,

y′2(τ) =
τ1/3

π

∫ π

−π
sinh

(
τ1/3eis/2

)
exp

(
τ1/3e−is

2
− is

)
ds,

gdzie γ jest drog¡ o pocz¡tku i ko«cu w zerze oraz obiegaj¡c¡ t = 1.

Dowód przebiega analogicznie jak w przypadku odpowiadaj¡cych
wzorów na funkcje Bessela i funkcje hipergeometryczne.

Ze wzoru fazy stacjonarnej (patrz dodatek A) otrzymujemy aproksy-
macje asymptotyczne.

Stwierdzenie 2.2.5 Przy τ ∼ ∞ mamy

y1(τ) ∼ −τ
−1/3
√

3π

(
e−3τ1/3 + µe−3µτ1/3 + µ2e−3µ2τ1/3

)
(2.51)

oraz

y′1(τ) ∼ τ1/6
√

3

(
e3τ1/3/2 + µ2e3µτ1/3/2 + µe3µ2τ1/3/2

)
, (2.52)

y′2(τ) ∼

√
8τ1/3

3π

(
e3τ1/3/2 − µ2e3µτ1/3/2 − µe3µ2τ1/3/2

)
, (2.53)

gdzie µ = (−1+
√
−3)/2. Tylko dwa skªadniki dominuj¡ dla arg τ ustalo-

nego (i te skªadniki s¡ prawidªowe).

Uwaga 2.2.2 Dominacja asymptotyczna tylko wybranych skªadników w
powy»szych wzorach bierze si¦ st¡d, i» dla caªek z faz¡ typu przeª¦czy,
pewne punkty krytyczne maj¡ istotny wklad, za± inne (eksponecjalnie)
maªy. Dokªadniej, je±li w caªce oscyluj¡cej rozpatrujemy eiλφ, gdzie warto±-
ciami fazy w punktach krytycznych s¡ np. i, iµ i iµ, to wtedy eiλi = e−λ

i mamy e−λ ≺ eiµλ oraz e−λ ≺ eiµλ.

Istnieje analogiczny (ale bardziej skomplikowany) wzór dla y3. Uzys-
kuje si¦ go przy zastosowaniu zaburzenia we wzorach caªkowych na rozwi¡-
zania równa« typu Bessela, analogicznie jak w Rozdziale 1.
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2.3. Rozwini¦cia WKB

Poni»ej zaprezentujemy trzy sposoby analizy rozwini¦¢ WKB: formalny,
z u»yciem aproksymacji fazy stacjonarnej oraz za pomoc¡ sprowadzania
do postaci normalnej.

Stosuj¡c do równania (2.1) metod¦ WKB, czyli podstawiaj¡c

x = eλS(t) · ψ(t, λ), (2.54)

otrzymujemy równanie Hamiltona-Jacobiego:

(1− t)t2
(
Ṡ
)3

+ 1 = 0, (2.55)

którego rozwi¡zaniami s¡ trzy niekompletne funkcje beta

S(t) = −µj
∫ t

0

du

u2/3(1− u)1/3 =: −µjS3(t), (2.56)

gdzie j ∈ {0, 1, 2} oraz

µ =
−1 + i

√
3

2
, (2.57)

jest pierwiastkiem pierwotnym z jedynki, stopnia trzeciego.

Z porównania wspóªczynników przy ni»szych pot¦gach4 λ w

λ3
[
(1− t)t2Ṡ + 1

]
ψ + λ2 1− t

t
L1 ψ + λ

1− t
t

L2 ψ +
1− t
t

(t∂t)3 ψ = 0,

(2.58)
otrzymujemy kolejne równania transportu

L1 ψ0 = 0, (2.59)

L1 ψ1 = L2 ψ0, (2.60)

L1 ψj+2 = L2 ψj+1 − (t∂t)3ψj , dla j  0, (2.61)

...

gdzie operatory L1 i L2 s¡ zde�niowane za pomoc¡ wzorów

L1 = 3

[
(tṠ)2 · (t∂t) +

(t∂t)(tṠ)2

2

]
, (2.62)

L2 = 3
[
(tṠ) · (t∂t)2 + t2Ṡ + t3S̈ + t2S̈

]
+ tṠ + t3

...
S . (2.63)

Podobnie jak w przypadku równania (1.1) wybieramy rozwi¡zanie równa-
nia jednorodnego w formie

ψ0 =
(

1− t
t

)1/3
:=

1
u
. (2.64)

4Podobnie jak w Rozdziale 1, porównujemy kolejne wspóªczynniki w rozwini¦ciu
ψ(t, λ) = ψ0(t) + ψ1(t)λ−1 + ....
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W nowej zmiennej zachodzi wzór

expλS(t) =
[
(1 + u)(1 + µu)µ

2
(1 + µ2u)µ

]λ
. (2.65)

Stosuj¡c procedur¦ rekurencyjn¡, przy zastosowaniu odpowiedniego ope-
ratora caªkowego, mo»emy wyznaczy¢ wszystkie ψj . Ma miejsce nast¦pu-
j¡cy fakt.

Stwierdzenie 2.3.1 Dla ka»dego j wspóªczynniki ψj mo»na wybra¢ w
postaci wielomianów Laurenta od u, przy czym poza ψ0, nie wyst¦puje w
nich wyraz u−1.

De�nicja 2.3.1 Otrzymane powy»ej szeregi oznaczymy przez

gµ
j

0 = e−µ
jλS3(t) · ψµj (t, λ), j ∈ {0, 1, 2} (2.66)

i b¦dziemy je nazywa¢ testowymi rozwi¡zaniami WKB.

Wykorzystamy teraz odpowiednie wzory caªkowe na funkcje hiper-
geometryczne, w celu zastosowania metody fazy stacjonarnej.

Stwierdzenie 2.3.2 Zachodzi wzór

x1(t, λ) = − 1
4π2

∫∫
γ1×γ2

ϕt(u, v)λ
du

u

dv

v
, (2.67)

gdzie

ϕt(u, v) := (1− t1/3u)
(
1− t1/3 v/

√
u
)µ (

1− t1/3 /v
√
u
)µ2

(2.68)

i gdzie γ1×γ2 jest cyklem homologicznym z torusem domkni¦tym zawartym
w brzegu polidysku jednostkowego D1 ×D1 ⊂ C× C.

Dowód. Uzasadnienie powy»szego wzoru wynika z formuªy5

3F2

(
x, y, z
1, 1

∣∣∣∣∣ t
)

=
∫∫

γ1×γ2
ϕ1(u, v)−x · ϕ2(u, v)−y · ϕ3(u, v)−z

du

u

dv

v
,

(2.69)
gdzie

ϕ1(u, v) = 1− t1/3u, (2.70)

ϕ2(u, v) = 1− t1/3v√
u
, (2.71)

ϕ3(u, v) = 1− t1/3

v
√
u
, (2.72)

5Patrz te» Dodatek B oraz [97].
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i gdzie γ1 i γ2 s¡ krzywymi jak w tezie stwierdzenia, wynikaj¡cej z
ogólnego wzoru z Rozdziaªu B oraz z zale»no±ci wyniku caªkowania funkcji
holomor�cznej (wielu zmiennych) po nietrywialnym cyklu jedynie od
klasy homologii tego cyklu. �

Caªka (2.68) jest typu oscyluj¡cego, z faz¡

φ(t, λ) = log
(
1− t1/3u

)
+ µ log

(
1− t1/3v

)
+ µ2 log

(
1− t1/3w

)
,

(2.73)
przy warunku u · v · w = 1. Zakªadamy te», »e 0 < t < 1.

Stwierdzenie 2.3.3 Zde�niowana powy»ej faza φ ma trzy (warunkowe)
Morse'owskie punkty krytyczne

uj =
1

t1/3 + µjs1/3 , (2.74)

vj =
1

t1/3 + µj−1s1/3 , (2.75)

wj =
1

t1/3 + µj+1s1/3 , (2.76)

gdzie j ∈ {0, 1, 2}. Odpowiadaj¡ one sze±ciu punktom krytycznym fazy w
caªce (2.68).

�atwy dowód Stwierdzenia, który mo»na znale¹¢ w [97], opuszczamy.

Stosuj¡c do (2.68) metod¦ fazy stacjonarnej otrzymujemy dla
λ ∼ ∞:

1
4π2

∫∫
e−λ q(x,y) dx dy ∼ 1

4π2 e
−µjλS(t) × 2π√

det(λ q)
(2.77)

= 3
e−µ

jλS(t)

2
√

3π
×
{(

1− t
t

)1/3 1
µjλ

+ ...

}
,

gdzie q jest odpowiedni¡ form¡ kwadratow¡ (patrz [97]).

Wzór ten, z dokªadno±ci¡ do staªej, pozostaje w zgodno±ci z rozwini¦-
ciami WKB analizowanymi na pocz¡tku tego paragrafu.

Uwaga 2.3.1 Podobnie jak w wyapdku rozwi¡za« równania (1.1), mozna
obliczy¢ kolejne wspóªczynniki rozwini¦cia poprzez dokonanie odpowiedniej,
naturalnej normalizacji oraz zastosowanie aparatu stosowanego przy anali-
zie momentów miar gaussowskich. Oczywi±cie poziom komplikacji jest tu
znacznie wi¦kszy ni» w przypadku (1.1). Wzór Wicka pozwala wyrazi¢
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warto±¢ ±redni¡ 〈Xα Y β Zγ〉 w terminach odpowiednich macierzy kowarian-
cji. Jesli j ∈ {0, 1, 2}, to mamy

〈X2〉 =
4
3
− 2

3
µj
(

t

1− t

)1/3
(2.78)

〈Y 2〉 =
4
3
− 2

3
µj+1

(
t

1− t

)1/3
(2.79)

〈Z2〉 =
4
3
− 2

3
µj+2

(
t

1− t

)1/3
(2.80)

〈X Y 〉 = −2
3

+
2
3
µj+2

(
t

1− t

)1/3
(2.81)

〈X Z〉 = −2
3

+
2
3
µj+1

(
t

1− t

)1/3
(2.82)

〈Y Z〉 = −2
3

+
2
3
µj
(

t

1− t

)1/3
. (2.83)

Tutaj, X,Y, Z pojawiaj¡ si¦ w podstawieniu typu

u = uj exp
(
X√
λ

)
,

v = vj exp
(
Y√
λ

)
,

w = wj exp
(
Z√
λ

)
. (2.84)

Obliczanie wy»szych wyrazów asymptotyki jest karkoªomne, chocia» nie
wyst¦puj¡ tu »adne problemy teoretyczne.

Ostatecznie otrzymujemy

x1 ∼
g1 + gµ + gµ

2

√
3π

, (2.85)

gdzie gµj = Dj · gj i gdzie

Dj(λ−1) = 1 +
∑
n>0

dn λ
−n, (2.86)

s¡ pewnymi szeregami (patrz [97]).

De�nicja 2.3.2 Szeregi gµj , dla j ∈ {0, 1, 2}, podobnie jak w przypadku
(1.1), nazwiemy gªównymi rozwi¡zaniami WKB równania (2.1).

Uwaga 2.3.2 Nale»y odnotowa¢, »e w przypadku jednowymiarowego rów-
nania Schrödingera, gdzie metoda WKB zostaªa zastosowana po raz pierw-
szy, zagadnienie ustalenia staªych w rozwini¦ciach szeregów WKB prowadzi
do tzw. warunku kwantowania Borna-Sommerfelda, z uwagi na to, »e
funkcje falowe musz¡ gasn¡¢ w niesko«czono±ci (patrz np. [83]).
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W naszym przypadku nie ma takiego warunku, co prowadzi do problemu
z wyznaczeniem wspóªczynników w gµ

j
= Cj(λ−1)gµ

j

0 , gdzie gµ
j

0 s¡ testo-
wymi rozwi¡zaniami WKB z De�nicji 2.3.1.

Uwaga 2.3.3 W analogiczny sposób mo»na znale¹¢ pozostaªe wzory asym-
ptotyczne, dla x2 oraz x3, z u»yciem odpowiednich wzorów caªkowch oraz
metod¡ zaburzania, np. równania

t

[
(1− t)∂ (t∂t) + λ3 − ε3

t

]
x = 0, (2.87)

którego rozwi¡zania tak»e mog¡ zosta¢ wyra»one w terminach odpowiednich
funkcji 3F2.

Wzorów caªkowe na rozwi¡zania wokóª s = 1−t, analogicznych jak w
Rozdziale 1, które pozwoliªy by na dokonanie odpowiedniej analizy, nie
zostaªy dotychczas znaloezione. Podstawowa trudno±¢ wynika z tego, »e
rekurencja

bn+2 =
2n+ 1
n+ 2

bn+1 +
λ3 − n3

(n+ 2)(n+ 1)n
bn, (2.88)

na wspóªczynniki bn szeregu pot¦gowego∑
n0

bns
n (2.89)

zadaj¡cego rozwi¡zanie równania, jest rz¦du drugiego.

Mo»na zbada¢ jednak odpowiednie rozwini¦cia WKB hµ
j

0 . Przepiszemy
teraz równanie (2.46) jako zaburzenie (2.46). Mamy[

2
√
τ
(√
τ∂τ

)3 − 8λ−3/2τ∂τ
(
τ∂τ +

√
τ∂τ
√
τ
)√

τ∂τ

+8λ−3 (τ∂τ )3 − 1
]
x′ = 0, (2.90)

gdzie τ = λ3s2. Przyjmijmy θ0(τ) := y′2(τ) (gdzie y′2 jest jak w Stwierdzeniu
2.2.5) jako jedno z rozwi¡za« wokóª λ =∞. Rozwijaj¡c w szereg x′2(s, λ)
wzgl¦dem λ−3/2 otrzymujemy

x′2(s, λ) =
∑
n0

θn(τ)λ−3n/2. (2.91)

Dostajemy w ten sposób szereg równa« w wariacjach na wspóªczynniki
θj , z których pierwsze jest postaci[

2
√
τ
(√
τ∂τ

)3 − 1
]
θ1 =

[
8λ−3/2τ∂τ

(
τ∂τ +

√
τ∂τ
√
τ
)√

τ∂τ
]
θ0.

(2.92)
Jest to niejednorodne równanie liniowe z wiadom¡ praw¡ stron¡, któr¡
oznaczymy przez ρ(τ). Podobn¡ posta¢ przyjmuj¡ tak»e równania na
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pozostaªe wspóªczynniki. Warunek pocz¡tkowy w (2.92), ze wzgl¦du na
zachowanie si¦ x′2 w otoczeniu s = 0, jest okre±lony przez θ1(τ) =
O(τ3/2).

Dalsza analiza polega na podstawieniu

X =

 θ1

θ̇1

θ̈1

 oraz b =

 0
0
ρ

 , (2.93)

sk¡d dostajemy równanie w postaci macierzowej

Ẋ = A(τ)X + b. (2.94)

Przewiduj¡c rozwi¡zania w formieX = G1(τ)D(z), gdzie G1 jest macierz¡
fundamentaln¡ ukªadu z uwagi (2.2.3), otrzymujemy nast¦puj¡ce równanie
caªkowe na D:

D(τ) =
∫ τ

0
detG−1

1 (u) aG1(u) b(u) du, (2.95)

gdzie aG1 oznacza dopeªnienie algebraiczne macierzy G1. Wro«skian detG1

macierzy G1 mo»e byc wyznaczony ze wzoru Liouville'a, przez co rozwini¦cia
wyrazów G1 s¡ (przynajmniej potencjalnie) znane, podobnie jak i w
przypadku b, w terminach rozwi¡za« zbli»onych do WKB rozwi¡za«Hµj .
To pozwala zapisa¢ wspóªczynnik θ1 w nast¦puj¡cej postaci WKB:

θ1(τ) = τα
2∑
j=0

e−3/2µjτ1/3
∑
n0

cµ
j

n τ
−n, (2.96)

gdzie α jest odpowiednim wykªadnikiem. Podobne rozwini¦cia mozna
wypisa¢ dla θi dla i > 1.

Z drugiej strony, mo»emy przepisa¢ testowe rozwi¡zania WKB hµ
j

0 w
terminach zmiennych τ i λ−1. Mamy, na przykªad,

λ · [S(1)− S(1− s)] = λ

∫ s

0

du

u1/3(1− u)2/3 (2.97)

=
3
2
τ1/3 +

3
5
τ5/6 λ−3/2 + ... (2.98)

Porównuj¡c rozwini¦cia x′2 oraz hµ
j

0 mo»emy wyznaczy¢ jednoznacznie

wspóªczynniki Lµ
j

2 w formalnym wy»a»eniu WKB

x′2 =
2∑
j=0

Lµ
j

2 (λ−1/2)hµ
j

0 . (2.99)

Z jednoznaczno±ci¡ Lµ
j

2 zwi¡zana jest pewna delikatno±¢, polegaj¡ca
na wra»liwo±ci na zjawisko Stokes'a (patrz [97]). Powy»szy algorytm
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rozwi¡zywania równa« w wariacjach jest zgodny wynikiem uzyskanym
za pomoc¡ dziaªania odpowiednimi macierzami Stokes'a. Wynika st¡d,
»e Lµ

j

2 hµ
j

0 podlegaj¡ tym samym zjawiskom Stokesa, co Hµj .

Analogiczna sytuacja ma miejsce dla x′1 oraz x
′
3. Ostatecznie otrzymu-

jemy nast¦puj¡cy wynik.

Stwierdzenie 2.3.4 Baza rozwi¡za« (x′1, x
′
2, x
′
3) mo»e by¢ przedstawiona

za pomoc¡ rozwini¦¢

hµ
j

0 = −eµjλS(1)(µjλ)3/2gµ
j

0 (1− s, λ), j ∈ {0, 1, 2}, (2.100)

ze wspóªczynnikami z C[[λ−1/2]], które s¡ okre±lone jednoznacznie, modulo
zjawisko Stokes'a.

Redukcja do postaci normalnej. Przeprowadzimy teraz analiz¦
asymptotyczn¡ rozwi¡za« równania (2.1) za pomoc¡ sprowadzenia do
formy normalnej. Ukªad

ẋ = Ax, (2.101)

gdzie A(t, λ) = A0(t, λ) + λA1(t) i gdzie

A0 =

 0 0 0
0 0 0
0 −λ−1 t−2 −3t−1

 (2.102)

oraz

A1 =

 0 1 0
0 0 1

−t−2(1− t)−1 0 0

 , (2.103)

jest równowa»ny równaniu (2.1) poprzez standardowe (tutaj x oznacza
znowu szukan¡ funkcj¦) podstawienie x =: x1, x2 := λ−1∂tx oraz x3 :=
λ−2∂2

t x. Warto±ciami wªasnymi macierzy A1 s¡

ηi := −µi t−2/3(1− t)−1/3 =: µiη, i ∈ {0, 1, 2}. (2.104)

St¡d otrzymujemy diagonalizacj¦ A1, po podstawieniu

y := U x, (2.105)

gdzie

U =

 η2 −η 1
µ η2 −µη 1
µ2 η2 −µ2η 1

 . (2.106)

Mamy
ẏ = B y, (2.107)
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gdzieB(t, λ) = λB1(t)+B0(t)+λ−1B−1(t), przy czym wyrazy diagonalne
s¡ postaci

Bjj = (−µ)j λ η +
(
η̇

η
− 1
t

)
− 1

3µj λ t2 η
. (2.108)

Dalsze kroki procedury diagonalizacji ukªadu ẏ = B y, wymagaj¡ zasto-
sowania kolejnych przeksztaªce«

y := y0 = (I + U−1λ
−1)y−1 (2.109)

y−1 = (I + U−2λ
−2)y−2 (2.110)

... = ...

y−n+1 = (I + U−nλ
−n)y−n (2.111)

... = ...

Podstawienie (I + U−1λ
−1)y−1 do ẏ = B y daje

ẏ−1 =
{
λB1 +B0 + [B1, U−1] +O(λ−1)

}
y−1. (2.112)

Tak wi¦c aby otrzyma¢ ukªad diagonalny z dokladno±ci¡ do λ−1, nale»y
przyj¡¢

U i,j−1 =
Bi,j

0

(−µ)i − (−µ)j)
1
η
, (2.113)

i tak dalej. Ostatecznie, z dokladno±ci¡ do λ−1, otrzymujemy posta¢
asymptotyczn¡

x ∼
3∑
j=1

Kj
e−µ

jλS(t)(1− t)1/3

µjλt1/3
, (2.114)

gdzie Kj s¡ pewnymi staªymi.

Uwaga 2.3.4 Wzór (2.114) jest zgodny z wynikiem otrzymanym przy
zastosowaniu metody fazy stacjonarnej. Prazwdopodobnie ma miejsce peªna
zgodo±¢. W analogicznym wyniku z Rozdziaªu 1 rozwini¦cia WKB zgadzaj¡
si¦ co najmniej do λ−4.

W taki sam sposób, jak wy»ej, znajdujemy formy normalne dal równa«
tupu Bessela w otoczeniu t = 0 i t = 1 − s = 1, dzi¦ki którym mo»emy
wyznaczy¢ asymptotyk¦ wspóªczynnika C. Z porównania

x1 ∼
g1 + gµ + gµ

2

√
3π

, (2.115)
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z formuª¡6

− 1√
3π

(
λ3/2 e−2πλ/

√
3 h1 + µ2λ3/2 e−2µ2πλ/

√
3 hµ

2
+ µλ3/2 e−2µπλ/

√
3hµ

)
,

(2.117)
a nast¦pnie uwzgl¦dnienia równowa»no±ci asymptotycznej rowini¦¢ hiper-
geometrycznych z rozwini¦ciami typu Bessela, otrzymujemy nast¦puj¡cy
wynik.

Stwierdzenie 2.3.5 Wpóªczynnik C, przy λ ∼ ∞, jest kombinacj¡ for-
malnych rozwini¦¢ WKB postaci

Fj(λ) :=
µje−2µjπλ/

√
3

λ3/2 ωj(λ−1/2), (2.118)

gdzie ωj(x) = 1 + O(x) s¡ dobrze okre±lonymi szeregami formalnymi.
St¡d wynika, »e tak»e funkcja tworz¡ca f3 ci¡gu ζ({3}n), jest kombinacj¡
liniow¡ skªadników Fj.

Uwaga 2.3.5 Powy»sza analiza dostarcza rozwini¦¢ b¦d¡cych jedynie
szeregami fomalnymi. Z Twierdzenia 3.2.1 wynika jednak, »e mo»na zna-
le¹¢ konstruktywnie analityczne (w sektorach) formy normalne. Jest to
dokonywane przez doprowadzenie do pewnych równa« caªkowych, analo-
gicznych do (1.168) z Rozdziaªu 1. Po szczegóªy odsyªamy do [97].

2.4. Operatory Stokes'a

Najpierw zajmiemy si¦ obliczeniem operatorów Stokes'a dla równa« typu
Bessela. W celu uproszczenia oblicze« zmody�kujemy równanie (2.42) do
postaci [

(σ∂σ)3 + 27σ3
]
y = 0, (2.119)

przez podstawienie τ = σ3. Jego analiza asymptotyczna b¦dzie przeprowa-
dzona w dwóch krokach. Po pierwsze,7 wykorzystuj¡c wªasno±¢ symetrii
szeregów WKB wzgl¦dem obrotów i wªasno±ci rozwi¡za« yj uzyskuje
si¦ pewn¡ relacj¦ pomi¦dzy wyrazami w podstawowej macierzy Stokesa.
Po drugie, mo»na zaburzy¢ (2.119) do równania z regularnymi punktami
osobliwymi i rozwa»a¢ odpowiednie macierze monodromii i ich zachowanie
w przypadku granicznym.

6Czynniki e−2µ
jπλ/

√
3 bior¡ si¦ st¡d, »e

S(1) = B
(1
3
,
2
3

)
=

π

sinπ/3
=
2π√
3
, (2.116)

gdzie B oznacza funkcj¦ Beta Eulera.
7Ten sposób pochodzi od Headinga i zostaª zaczerpni¦ty z ksi¡»ki [46]. Mo»na

stosowa¢ t¡ metod¦ tak»e do równa« hipergeometrycznych, ale np. w wypadku (2.1)
jest ona niewystarczaj¡ca. W prostrzej sytuacji (1.1), zostaªa ona z powodzeniem
wykorzystana w pracy [95].
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Oznaczmy standardowe rozwi¡zania równania (2.119) przez

y1 = y1 (2.120)

y2 = log σ3 y1 + z2 (2.121)

y2 =
1
2

log2 σ3 · y1 + log σ3 z2 + z3. (2.122)

Ponadto, niech Gµ
i

j b¦dzie i-tym rozwi¡zaniem WKB równania (2.119),
reprezentowanym przez funkcj¦ analityczn¡ w sektorze8 Sj . Podobnie jak
w ogólnym przypadku przyjmujemy notacj¦ Sj,j+1 := Sj ∩ Sj+1.

Odpowiednie macierze Stokes'a Cji, przeprowadzaj¡ ukªad rozwi¡za«

asymptotycznychGµ
k

i z sektora Si na ukªadG
µk

j w Sj . Gras�czne przedsta-
wienie odpowiednich sektorów znajduje si¦ na Rysunku 2.1, gdzie Rj s¡
dwusiecznymi sektorów Sj .

Przy odpowiednim uporz¡dkowaniu rozwi¡za« ka»dy operator Cji
jest górno-trójk¡tny i na przek¡tnej ma same jedynki. W przeci¦ciach
kolejnych sektorów zachodz¡ odpowiednie relacje porz¡dku rozwi¡za«
asymptotycznych:

G1
j ≺ Gµ

2

j ≺ Gµj dla j ∈ {1, 2} w sektorzeS12, (2.123)

Gµ
2

j ≺ G1
j ≺ Gµj dla j ∈ {2, 3} w sektorzeS23, (2.124)

Gµ
2

j ≺ Gµj ≺ G1
j dla j ∈ {3, 4} w sektorzeS34, (2.125)

Gµj ≺ Gµ
2

j ≺ G1
j dla j ∈ {4, 5} w sektorzeS45, (2.126)

Gµj ≺ G1
j ≺ Gµ

2

j dla j ∈ {5, 6} w sektorzeS56, (2.127)

G1
j ≺ Gµj ≺ Gµ

2

j dla j ∈ {1, 6} w sektorzeS61. (2.128)

Operator C21 jest postaci

C21 =

 1 a b
0 1 c
0 0 1

 , (2.129)

Przy przej±ciu od S1 do S2, w przeci¦ciu S1 ∩ S2, zachodzi

G2C21 = G1, (2.130)

8Poni»sza analiza jest przypadkiem szczególnym dowodu Twierdzenia 3.4.1 z
Rozdziaªu 3 (patrz te» [96] i [97]), gdzie zostaªo dokªadnie opisane, w jaki sposób
przebiega konstrukcja sektorów Sj oraz odpowiadaj¡cych im promieni podziaªu. W
przypadku analizy zwi¡zanej z (2.119), dzielimy po prostu otoczenie τ ∼ ∞ na
sze±¢ równych sektorów, gdzie linie podziaªu s¡ wyznaczone w pªaszczy¹nie zespolonej
równaniami y = 0, y =

√
3x oraz y = −

√
3x.
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R1

R2
R3

S12

S23

S34

S45

S23

S61

Rysunek 2.1: Linie R1, R2 i R3 rozcinaj¡ pªaszczyzn¦ na kolejne sektory
S12, S23, S34, S45, S56. a» do S61.

gdzie

Gj =

 G
1
j

Gµj
Gµ
2

j

 . (2.131)

Przy wyznaczeniu pozostaªych9 Cj+1,j u»yjemy niezmienniczo±ci równa-
nia (2.119) ze wzgl¦du na obrót σ 7→ µσ oraz na sprz¦»enie zespolone.
I tak operator C16 uzyskujemy z C21 przy wykorzystaniu sprz¦»enia
zespolonego, odwróceniu, a nast¦pnie sprz¦»eniu za pomoc¡ permutacji
(1)(23). Macierze C43 i C65 wyznaczamy z C21 sprz¦»e« z odpowiednimi
permutacjami, a operatory C32 i C54 wyliczamy z C16 poprzez sprz¦»enia

9W ten sposób, z wykorzystaniem relacji kocyklu, mo»na wyznaczy¢ wszystkie
operatory Cji, przy czym procedura ta nie jest wyznaczona jednoznacznie. Poni»ej
prezentujemy jeden z jej wyborów.
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z macierzami permutacji. Ostatecznie otrzymujemy

C16 =

 1 ac− b −a
0 1 0
0 −c 1

 , (2.132)

C32 =

 1 0 −c
−a 1 ac− b
0 0 1

 , (2.133)

C54 =

 1 0 0
−c 1 0

ac− b −a 1

 , (2.134)

C43 =

 1 0 0
b 1 a
c 0 1

 , (2.135)

C65 =

 1 c 0
0 1 0
a b 1

 . (2.136)

Do wyznaczenia peªnego cyklu Stokes'a, pozostaje obliczy¢ C31 =
C32C21, C53 = C54C43 oraz C15 = C16C65.

Nast¦pnie, tak jak w przypadku wyznaczania operatorów Stokes'a w
przypadku rozwini¦¢ asymptotycznych równania (1.1), dokonujemy kolej-
nych obrotów zmiennej niezale»nej t→ µt, µt→ µ2t i µ2t→ t, porównuj¡c
zmienian¦ szeregów Gµ

j
ze zmianami rozwi¡za« bazowych a1y1 +a2y2 +

a3y3. Po dokonaniu peªnego obrotu, odpowiedniej eliminacji w równaniach,
i porównaniu stronami wyra»e« zawieraj¡cych a1, otrzymujemy

fk(ci,j) ·Gµ
k

1 = gk(ci,j) ·Gµ
k

1 , (2.137)

gdzie fk i gk s¡ wielomianami od wyrazów macierzy C2,1. Ta procedura
pozwala wyznaczy¢ b = 3 + a + c. U»yte powy»ej metody pochodz¡ z
monogra�i [46] i [101].

Obliczenie a i c wymaga zastosowania procedury granicznej dla odpo-
wiednich operatorów monodromii zaburzonego równania[

(1− λ−3t3)∂t(t∂t)2 + 27t2
]
y = 0. (2.138)

Wraz z (2.138), b¦dziemy tak»e rozwa»a¢[
(1 + λ−3t3)∂t(t∂t)2 + 27t2

]
y = 0. (2.139)

Równanie (2.138) ma trzy regularne punkty osobliwe

λ, µλ, µ2λ. (2.140)
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Ka»dy z nich d¡»y oczywi±cie do ∞ przy λ → ∞. Punktowi (który,
co istotne, le»y na promieniu podziaªu) µjλ mo»emy przypo»¡dkowa¢
odpowiedni¡ macierz monodromii Mj . Przy λ → ∞ mamy M1 → C−1

26 ,
M2 → C−1

42 oraz M3 → C−1
64 (patrz [40] oraz [101]).

Z drugiej strony, macierzeMj s¡ równowa»ne operatorom monodromii
M ′j , zwi¡zanym z rozwa»aniem wyj±ciowego równania hipergeometrycz-
nego w otoczeniu jedynki, gdy» te same rówania (globalnie, na powierzchni
Riemanna) maj¡ izomor�czne grupy monodromii. Macierz M ′1 ma na
przek¡tnej same jedynki i jej rozkªad Jordana ma dwie komórki. To
wynika ze wzorów (2.12)-(2.14) na rozwi¡zania w t = 1−s = 1. Wykorzy-
stanie tego warunku i porównanie z wielomianem charakterystycznym

P (η) = (1− η)(η2 − (2− |c|2)η + 1), (2.141)

pozwala stwierdzi¢, »e c = 0. Mamy wi¦c

C26 =

 1 −3 3
0 1 0
0 0 1

 . (2.142)

Powtarzaj¡c teraz t¡ procedur¦ dla równania sprz¦»onego (2.139),
pozwala wykaza¢, »e a = 0. Ostatecznie otrzymujemy nast¦puj¡cy wynik.

Stwierdzenie 2.4.1 Gªówna macierz Stokes'a zwi¡zana z przej±ciem
mi¦dzy bazami rozwi¡za« G1 i G2, ma posta¢

C2,1 =

 1 0 3
0 1 0
0 0 1

 . (2.143)

Ponadto zachodz¡ przedstawienia

y1 =
−2G1

1 + Gµ
2

1 + Gµ1√
3π

, (2.144)

y2 =
i
(
Gµ

2

1 − Gµ1

)
√

3
mod y1, (2.145)

y3 =
−4πG1

1√
3

mod y1, y2, (2.146)

na linii podziaªu w S1 oraz

y1 =
G1

6 + Gµ
2

1 + Gµ1√
3π

, (2.147)

y2 =
2i
(
Gµ6 − G1

6
)

√
3

mod y1, (2.148)

y3 =
−4πG1

6√
3

mod y1, y2, (2.149)

na linii podziaªu w S6. Analogiczne wzory mog¡ byc uzyskane dla ka»dego
sektora, przy wykorzystaniu operatorów Cij.
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Uwaga 2.4.1 Powy»sza analiza wskazuje na to, i» metoda Headinga
(patrz [46]) nie wystarcza do obliczenia wszystkich macierzy Stokes'a,
z uwagi na niedookre±lenie otrzymanych ukªadów równa«.

Z drugiej strony, znajomo±¢ rozkªadu Jordana w przypadku zaburzenia
i zastosowania przej±cia granicznego do operatorów monodromii tak»e
mo»e okaza¢ si¦ niewystarczaj¡ca w przypadku równa« wy»szych rz¦dów.
Zatem obie metody s¡ nie tylko uzytecznym uzupeªnieniem, ale tak»e
mog¡ okaza¢ si¦ konieczno±ci¡ w wypadku równa« rz¦du r > 2.

Uwaga 2.4.2 Analiza asymptotyczna równa« ró»niczkowych jest zjawis-
kiem wyst¦puj¡cym w wielu, bardzo ró»nych sytuacjach i jako taka, jest
¹ródªem intensywnych bada«. W pracy [27] A. Duval i C. Mitschi badaj¡
zjawisko Stokes'a przy wykorzystaniu innych metod (caªki Barnes'a-
Mellina), uzyskuj¡c takie same wyniki.

W nast¦pnej pracy [73] C. Mitschi wykorzystaªa wyniki [27] do okre±-
lenia ró»niczkowych grup Galois dla kon�uentnych równa« hipergeome-
trycznych. Analogiczne wyniki uzyskaª N. Katz w [58] oraz w monogra�i
[59] u»ywaj¡c metod czysto algebraicznych , wykorzystanych po raz pierw-
szy w [10].

Nast¦pnie post¦pujemy podobnie w wypadku równania (2.46). Naj-
pierw z ogólnych rozwa»a« otrzymujemy pewn¡ relacj¦ na wyrazy macie-
rzy C54 (która teraz jest podstawowa).

Nast¦pnie obliczamy monodromi¦ zaburzonych równa« postaci[
8τ(1− λ−3τ3))∂τ (τ−1/2∂τ )2 − 27

]
y′ = 0 , (2.150)[

8τ(1 + λ−3τ3))∂τ (τ−1/2∂τ )2 − 27
]
y′ = 0 . (2.151)

Otrzymujemy nast¦puj¡ce

Stwierdzenie 2.4.2 Gªówna macierz Stokes'a zwi¡zana z przej±ciem
mi¦dzy bazami rozwi¡za« H4 i H5, ma posta¢

C54 =

 1 0 1
0 1 0
0 0 1

 . (2.152)

Ponadto zachodz¡ przedstawienia

y′1 =
−2H1

4 + Hµ2

4 + Hµ
4√

3
, (2.153)

y′2 =
2
√

2
(
Hµ

4 − Hµ2

4

)
√

3π
mod y′1, (2.154)

y′3 =
i
√

3H1
4

4
√

2π
mod y′1, y

′
2, (2.155)
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na linii podziaªu w S4. Analogiczne wzory mog¡ byc uzyskane dla ka»dego
sektora, przy wykorzystaniu operatorów Cij. To implikuje, »e modulo
y′1, y

′
2 mamy

H1
1 = 0, Hµ

1 = −Hµ2

1 = βy′3 (2.156)

H1
2 = −Hµ

2 = Hµ2

2 = βy′3 (2.157)

Hµ
3 = 0, H1

3 = Hµ2

3 = βy′3 (2.158)

H1
4 = Hµ

4 = Hµ2

4 = βy′3 (2.159)

Hµ2

5 = 0, H1
5 = Hµ2

5 = βy′3 (2.160)

H1
6 = Hµ

6 = −Hµ2

6 = βy′3, (2.161)

gdzie β jest staª¡ zadan¡ w (C.0.1) poni»ej.

Uwaga 2.4.3 Staªe w powy»szych równo±ciach, zawieraj¡ce
√

2,
√

3 i√
π, otrzymuje si¦ poprzez przyrównanie odpowiednich rozwini¦¢ do szere-

gów asymptotycznych uzyskanych za pomoc¡ aproksymacji fazy stacjonar-
nej.

Zjawisko Stokes'a dla równania hipergeometrycznego. Mamy
nast¦puj¡c¡ seri¦ baz dla rozwi¡za« WKB:

{gµ
i

j (x)}1¬i¬3
1¬j¬6, (2.162)

oraz
{hµ

i

j (x′)}1¬i¬3
1¬j¬6, (2.163)

które pozwalaj¡ wyrazi¢ rozwi¡zania xi w otoczeniu zera (odpowiednio
x′i w otoczeniu jedynki) przy pomocy odpowiednich wspóªczynników,
które tym razem zale»¡ od parametry λ. Na przykªad (odpowiednio
unormowana) funkcja

√
3π x1(t, λ) posiada przedstawienie asymptotyczne:

−2g1
1 + gµ1 + gµ

2

1 w sektorzeS1, (2.164)

g1
2 + gµ2 + gµ

2

2 w sektorzeS2, (2.165)

g1
3 + gµ3 + 2gµ

2

3 w sektorzeS3, (2.166)

g1
4 + gµ4 + gµ

2

4 w sektorzeS4, (2.167)

g1
5 − 2gµ5 + gµ

2

5 w sektorzeS5, (2.168)

g1
6 + gµ6 + gµ

2

6 w sektorzeS6. (2.169)

Zachodz¡ tak»e wzory

gµ
j

1 (1− s, λ) = −(µjλ)−3/2eµ
jλS(1) hµ

j
(s, λ)

−Dµj · (µjλ)−3/2eµ
jλS(1) hµ

j

0 (s, λ), (2.170)
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gdzie S(1) = 2π/
√

3.

Podobnie, na mocy Stwierdzenia 2.153 oraz formalnej równowa»no±ci
funkcji Bessela i funkcji hipergeometrycznych w otoczeniu s = 0, dla
s > 0, otrzymujemy nast¦puj¡ce relacje (modulo x′1 i x′2):

h1 = 0, Mµ h
µ = −Mµ2 h

µ2 = β x′3, w sektorzeS1,

M1 h
1 = Mµ h

µ = −Mµ2 h
µ2 = β x′3, w sektorzeS2,

hµ
2

= 0, M1 h
1 = Mµ h

µ = β x′3, w sektorzeS3,

M1 h
1 = Mµ h

µ = Mµ2 h
µ2 = β x′3, w sektorzeS4,

hµ = 0, M1 h
1 = Mµ2 h

µ2 = β x′3, w sektorzeS5,

M1 h
1 = −Mµ h

µ = Mµ2 h
µ2 = β x′3, w sektorzeS6,

(2.171)

gdzie

β = i
1
8

√
3

2π
(2.172)

oraz
Mµj = 1 +O(λ−1/2) (2.173)

s¡ odpowiednimi szeregami formalnymi.

St¡d funkcja tworz¡ca f3 = 4C, ci¡gu ζ({3}n), posiada nast¦puj¡ce
przedstawienie w kolejnych sektorach

i(Fµ − Fµ2)
(2π)3/2 dla λ ∈ S1, (2.174)

i(−F 1 + Fµ − Fµ2)
(2π)3/2 dla λ ∈ S2, (2.175)

i(−F 1 + Fµ)
(2π)3/2 dla λ ∈ S3, (2.176)

i(F 1 + Fµ + Fµ
2
)

(2π)3/2 dla λ ∈ S4, (2.177)

i(F 1 + Fµ
2
)

(2π)3/2 dla λ ∈ S5, (2.178)

i(F 1 + Fµ − Fµ2)
(2π)3/2 dla λ ∈ S6. (2.179)

Funkcje Fµ
j
s¡ postaci

Fµ
j
(λ) = µjλ−3/2e2µjπλ/

√
3 ×

{
szereg od zmiennejλ−1/2

}
. (2.180)

Z uwagi na czynnik λ−3/2, mamy w istocie sze±¢ funkcji Fµ
j

± := ±Fµj .
Przedlu»enie analityczne wokóª λ =∞ prowadzi do operatora monodromii

M∞ : Fµ
j

± 7→ Fµ
j

∓ . (2.181)
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Ze wzorów (2.174) wynika, »e funkcje Fµ
j
podlegaj¡ zjawisku Stokes'a,

przy czym podstawowy operator Stokes'a C21 musi by¢ postaci

C21 =

 1 c d
0 1 0
0 0 1

 , (2.182)

gdzie c = d+ 1. Zachodzi zatem nast¦puj¡ce

Twierdzenie 2.4.1 Rozwini¦cia {Fµ
j

± }, typu WKB, podlegaj¡ zjawisku
Stokes'a, ze staª¡ macierz¡ gªówn¡10 C21 jak w (2.182). Funkcja tworz¡ca

f3, w ka»dym sektorze jest kombinacj¡ liniow¡ {Fµ
j

± }, o staªych wspóªczyn-
nikach.

Ponadto {Fµj}±, a zatem tak»e i f3, speªniaj¡ (w otoczeniu niesko«czo-
no±ci) równanie ró»niczkowe szóstego rz¦du

∂6f

∂λ6 +
5∑
j=0

aj
∂jf

∂λj
= 0, (2.183)

ze wspóªczynnikami analitycznymi

aj(λ) =
∑
i0

aj,i λ
−i, (2.184)

speªniaj¡cymi relacje

a6,0 = [S(1)]6, (2.185)

a3,0 = 2[S(1)]3, (2.186)

a1,1 = a4,1, (2.187)

a2,1 = a5,1, (2.188)

a3,1 = a6,1. (2.189)

Dowód. Pierwsza cz¦±¢ tezy, dotycz¡ca operatora monodromii M∞
i macierzy Stokes'a, zostaªa ju» dowiedziona.

Przestrze« rozpi¦ta przez11 {Fµj}± w otoczeniu niesko«czono±ci jest
niezmiennicza ze wzgl¦du na dziaªanie M∞. Z uwagi na to, »e zarówno
M∞, jak i odpowiednie operatory Stokes'a maj¡ staªe wspóªczynniki,
tak»e ka»da przestrze« rozpi¦ta przez pochodne∂jF

µj

±
∂λj

 , (2.190)

10Pozostaªe macierze Cij , podobnie jak w wypadku równania typu Bessela, mog¡
by¢ otrzymane z C21 poprzez obroty i sprz¦»enia. Najprawdopodobniej c = 0 w
(2.182).

11Ukªad {Fµ
j

± }, w razie potrzeby, mo»e zosta¢ zast¡piony przez odpowiednie ukªady,
które s¡ analityczne w danym obszarze.
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dla j ¬ 6, jest niezmiennicza. To prowadzi (porównaj [101]) do równania
wyznacznikowego

det


f ∂f ... ∂6f
F 1
− ∂F 1

− ... ∂6F 1
−

... ... ... ...

Fµ
2

+ ∂Fµ
2

+ ... ∂6Fµ
2

+

 = 0, (2.191)

które jest równowa»ne z (2.183), przy czym wspóªczynniki aj s¡ ilorazami
odpowiednich sze±ciowymiarowych minorów i s¡ holomor�czne (oraz
jednowarto±ciowe) w zale»no±ci od λ. Posta¢ wspóªczynników aj i relacje
na aj,i, s¡ konsekwencj¡ podstawienia w miejsce f szeregu WKB. �.

2.5. Uwagi ko«cowe

Uwaga 2.5.1 Jest bardzo ciekawe, czy równanie (2.183) posiada przedªu-
»enie na C\{0} z zerem, jako regularnym punktem osobliwym. Funkcja
f3, która speªnia (2.183), jest wokóª zera analityczna, co mo»e sugerowa¢,
»e taka sytuacja rzeczywi±cie ma miejsce.

W takim wypadku, aj musz¡ by¢ meromor�czne i pewne (oczywiste)
warunki narzucone na nie, w poª¡czeniu z niezmienniczo±ci¡ na λ 7→ µλ i
λ 7→ µ2λ, prowadz¡ do pewnych ogranicze« na wspóªczynniki aj,i.Dokªad-
niej, mieliby±my

Lf = 0, (2.192)

gdzie

L :=
∂6

∂λ6 +
c5

λ

∂5

∂λ5 +
c4

λ2
∂4

∂λ4 +
(
c3

λ3 + c′3

)
∂3

∂λ3 +(
c2

λ4 +
c′2
λ

)
∂2

∂λ2 +
(
c1

λ5 +
c′1
λ2

)
∂

∂λ
+(

c0

λ6 +
c′0
λ6 + c′′0

)
, (2.193)

a wspóªczynniki cj, c′j i c
′′
0 s¡ (teoretycznie) mo»liwe do wyliczenia.

Z uwagi na to, »e

f3(λ) = 1− ζ(3)λ3 + ζ(3, 3)λ6 + ... , (2.194)

otrzymaliby±my wzory pozwalaj¡ce wyznaczy¢ ζ({3}n) w terminach funkcji
algebraicznej o wpóªczynnikach z ciaªa Q(π,

√
3), które jest przest¦pneym

rozszerzeniem Q (porównaj [69]).

Jak do tej pory, o staªej ζ(3) wiadomo jedynie, »e jest ona niewymierna
(patrz [3]).
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Uwaga 2.5.2 Z analizy przeprowadzonej w uprzednim paragra�e, wynika,
»e dla du»ych, rzeczywistych λ mamy

f3(λ) ∼
i
(
e−µλS(1) + e−µ

2λS(1)
)

(2πλ)3/2 , (2.195)

f3(−λ) ∼
−
(
e−λS(1) + e−µλS(1) + e−µ

2λS(1)
)

(2πλ)3/2 . (2.196)

Powy»sze rozwini¦cie jest zgodne ze wzorem

f3(λ) f3(−λ) =
∏
n>0

(
1− λ6

n6

)
= f2(λ) f2(µλ) f2(µ2λ), (2.197)

gdzie

f2(λ) =
sinπλ
πλ

. (2.198)

2.6. Inne równanie hipergeometryczne zwi¡zane z

ζ(3)

Dotychczas zajmowali±my si¦ analiz¡ rozwi¡za« równania (2.1), zwi¡zanego
z funkcj¡ tworz¡c¡ f3 ci¡gu ζ({3}n). Ze wzoru Eulera na reprezentacj¦
iloczynow¡ funkcji Γ , mamy

f3(λ) =
∏
n>0

(
1− λ3

n3

)
(2.199)

=
1

Γ (1 + λ)Γ (1 + µλ)Γ (1 + µ2λ)
(2.200)

= 3F2

(
µλ, µ2λ, λ

1, 1

∣∣∣∣∣ 1

)
. (2.201)

Z f3 zwi¡zana jest jeszcze jedna ciekawa funkcja. Zapisuj¡c

f3(λ) =
1

Γ (1 + λ)Γ (1− λ)
Γ (1− λ)

Γ (1 + µλ)Γ (1 + µ2λ)
, (2.202)

mo»emy teraz patrze¢ na f3 jako na warto±¢ w t = 1 funkcji

2F1

(
λ,−λ

1

∣∣∣∣∣ t
)
· 2F1

(
µλ, µ2λ

1

∣∣∣∣∣ t
)
. (2.203)

Powy»szy wzory wynikaj¡ z twierdzenia Gaussa12 o funkcji hipergeome-
trycznej:

2F1

(
u, v
w

∣∣∣∣∣ 1

)
=
Γ (w)Γ (w − u− v)
Γ (w − u)Γ (w − v)

. (2.204)

12Wzór Gaussa wynika w prosty sposób ze wzoru caªkowego Eulera, gdzie nale»y
przyj¡¢ t = 1. Istniej¡ te» inne sposoby, wykorzystaj¡ce z tzw. caªek Barnes'a-Mellina.
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Wi¦cej szczegóªów mo»na znale¹¢ np. w [60].

Funkcja

x1 = 2F1

(
µλ, µ2λ

1

∣∣∣∣∣ t
)

(2.205)

speªnia równanie

−(1− t)t∂tx+ (λ t+ t− 1)∂tx+ λ2x = 0, (2.206)

którego drugie rozwi¡zanie jest postaci

x2 = log(λ2t) ·2 F1

(
µλ, µ2λ

1

∣∣∣∣∣ t
)

+ x̃2, (2.207)

gdzie x̃2 jest analityczne w t = 0. Dla λ ∼ ∞, ale przy τ = λ2t
ograniczonym, mamy

2F1

(
µλ, µ2λ

1

∣∣∣∣∣ t
)
∼
∑
n0

τn

(n!)2 = I0(2τ), (2.208)

gdzie I0(t) = J0(it).

W otoczeniu s = 1 − t = 0 równanie (2.206), przepisane w nowych
wspóªrz¦dnych, ma dwa rozwi¡zania:

x′1 = 2F1

(
µλ, µ2λ

λ

∣∣∣∣∣ s
)
, (2.209)

x′2 = s1−λ
2F1

(
1 + µλ, 1 + µ2λ

1

∣∣∣∣∣ s
)
, (2.210)

o asymptotyce

x′1 ∼ eλ
2t, (2.211)

x′2 ∼ s1−λ I0(2λ
√
s). (2.212)

Je±li teraz zapiszemy

x1(t, λ) = a1(λ)x′1(t, λ) + a1(λ)x′1(t, λ), (2.213)

to otrzymamy wzór

f(λ) =
sinπλ
πλ

· a1(λ). (2.214)

Nast¦pnie, stosuj¡c metod¦ WKB, otrzymujemy dziaªania S1 i S2 takie,
»e

Ṡ1 =
1

2(1− t)

(
1−

√
4− 3t
t

)
, (2.215)

Ṡ2 =
1

2(1− t)

(
1 +

√
4− 3t
t

)
. (2.216)
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Po podstawieniu

u =

√
4− 3t
t

, (2.217)

odpowiednie równania transportu przyjmuj¡ posta¢ (dla prostoty zapisu
rozwa»amy tylko przypadek zwi¡zany z S1)

∂uψj +
1− u

2u(1 + u)
ψj =

1− u2

8u
∂u

(
3 + u2

u
∂uψj−1

)
, (2.218)

gdzie przyjmujemy, »e ψj = 0 dla j < 0. Rozwi¡zaniem równania jednorod-
nego jest

ψ0 =
1 + u√
u
, (2.219)

a dla kolejnych j > 0, mamy

ψj =
1 + u√
u
q(u), (2.220)

gdzie q ∈ C[u, u−1].

Mo»na wypisa¢ odpowiednie wzory caªkowe i zastosowa¢ do nich
metod¦ fazy stacjonarnej. Nast¦pnie mozna dokona¢ analizy rozwini¦¢
WKB oraz znale¹¢ analityczne formy normalne, analogicznie jak w przy-
padku równa« (1.1) oraz (2.1). Wyst¦puj¡ tu nowe zjawiska, zwi¡zane
mi¦dzy innymi z brakiem peªnej symetrii, która miaªa miejsce w wypadku
rozwi¡za« (1.1) i (2.1). Jak dotychczas nie zostaªy one dokªadnie wyja±nio-
ne.
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Rozdziaª 3

Uogólnienie Metody WKB

3.1. Wst¦p

W tym rozdziale zbadamy równania ró»niczkowe zwyczajne

dnx

dtn
+
∑
j<n

aj
djx

dtj
= 0, (3.1)

gdzie aj = a(t, λ) s¡ meromor�czne, a parametr λ ∈ C nale»y do otoczenia
∞. Zagadnieniem równowa»nym jest analiza odpowiednich ukªadów

ẋ = A(t, λ)x (3.2)

dla x ∈ Cn, gdzie zakªadamy, »e wyrazy macierzyA s¡ funkcjami meromor-
�cznymi (od t). Przy dodatkowym zaªo»eniu, aj(t) = λjaj,0(t)+O(λj−1),
naturalnym jest przewidywanie rozwi¡za« w postaci

x(t, λ) = eλS(t) λα
∑
k1

ψk(t)λ−k, (3.3)

gdzie pochodna Ṡ po 'czasie' t 'dziaªania' S spaeªnia nast¦puj¡ce równanie
'Hamiltona-Jacobiego':

Ṡn +
∑

0<j<n

aj,0Ṡ
n−j = 0. (3.4)

' Amplitudy' ψk spelniaj¡ natomiast ukªad tzw. równa« transportu

ψ̇k +Wψk = zk, (3.5)

gdzie w i z s¡ funkcjami t oraz w jest okre±lone jednoznacznie przez
wspóªczynniki aj,0, za± zk jest okre±lone jednoznacznie przez ψj , j < k.

W przypadku, gdy ukªad (3.2) jest postaci

A(t, λ) = λ diag [b1(t), ..., bn(t)] +O(1), (przy λ ∼ ∞), (3.6)
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w spodziewanych rozwi¡zaniach postaci (3.3), funkcje ψk przyjmuj¡ warto±ci
wektorowe.

W zwi¡zku z teori¡ jako±ciow¡ rozwi¡za« równa« postaci (3.1) i (3.2)
pojawiaj¡ si¦ dwa naturalne i wa»ne pytania:

• Jak okre±li¢ staªe caªkowania w równaniu Hamiltona-Jacobiego oraz
w równaniach na ψk?

• Czy szereg w równaniu (3.3) jest zbie»ny, je±li zakªadamy, i» wspóª-
czynniki aj (lub równowa»nie macie» A) s¡ analityczne (meromor-
�czne) ze wzgl¦du na λ ∈ CP 1 oraz t ∈ U , gdzie u jest obszarem
w C?

Istnieje satysfakcjonuj¡ca odpowied¹ na pierwsze pytanie, pod warunkiem
pewnych dodatkowych zaªo»e«. Na przykªad dla stacjonarnego równania
Schrödingera

−d
2ψ

dx2 +
2(V − E)ψ

~
= 0, (3.7)

gdzie ψ jest funkcj¡ falow¡ reprezentuj¡c¡ stan zwi¡zany cz¡stki, warunki
brzegowe s¡ okre±lone przez ψ(x) → 0, dla x → ±∞. Te warunki
implikuj¡ mo»liwe (dyskretne) warto±ci E. G. Wentzel [91], H. Kramers
[63], L. Brillouin [17] i H. Je�reys [55] wprowadzili jako pierwsi badanie
rozwi¡za« asymptotycznych w postaci (3.3) dla równania Schrödingera
przy x ∈ Rn. St¡d szeregi wyst¦puj¡ce w (3.3) s¡ nazywane rozwi¡zaniami
WKB (lub czasem WKBJ).

W pracach [95] i [100] metoda WKB zostaªa zastosowana do badania
równa« Picarda-Fuchsa postaci (T + λk)φ = 0, gdzie

T := (1− t)∂t(t∂t)α1−1...(1− t)∂t(t∂t)αk−1, (3.8)

a w szczególno±ci dla
T := (1− t)∂tt∂t (3.9)

oraz
T := (1− t)∂t(t∂t)2. (3.10)

Problem wyznaczenia staªych caªkowania okazuje si¦ tu by¢ znacznie
bardziej subtelny i nie b¦dzie brany pod uwag¦ w tym rozdziale. W pracy
[13] G. Birkho� udowodniª analityczno±¢ rozwi¡za« WKB ze wzgl¦du na
parametr λ (dla λ ∼ ∞) w sektorach takich, »e rozwi¡zania sj(t) (dla
1 ¬ j ¬ n) równania (3.4) speªniaj¡

Re(λsi(t)) 6= Re(λsj(t)), dla i 6= j oraz t ∈ R. (3.11)

W pracy [14] Birkho� zastosowaª ten wynik do analizy równania
Schrödingera.
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Istniej¡ nieco inne podej±cia do problemu analityczno±ci rozwi¡za«
WKB, jak na przykªad te zawarte w pracach [34] i [46]. Dowodzi si¦
analityczno±ci rozwi¡za« przy zalo»eniu, »e λ ∈ R oraz »e t ∈ U , gdzie
U ⊂ C jest spójny i gdzie nierówno±ci (3.11) s¡ speªnione. Dowodzi si¦
tak»e, i» rozwiazania WKB mog¡ by¢ przedªu»one na domkni¦cie U , w
przypadku, gdy niektóre nierówno±ci (3.11) staj¡ si¦ równo±ciami dla
t ∈ ∂U .

Linie (w plaszczy¹nie zmiennej t) takie, »e Reλ(si(t)− sj(t)) = 0 dla
pewnych i 6= j s¡ nazywane w literaturze liniami Stokes'a b¡d¹ liniami

podziaªu. Maj¡ one zwi¡zek z tzw. zjawiskiem Stokes'a, dotycz¡cym
asymptotycznego zachowania ukªadów rowna« ró»niczkowych liniowych
bez parametru, w otoczeniu nieregularnego punktu osobliwego.

Taki ukªad mo»na zawsze zapisa¢ w postaci

trẋ = B(t)x, (3.12)

gdzie r > 1, funkcja (macierzowa) B jest analityczna i ma w otoczeniu
zera rozwini¦cie postaci

B(t) = diag(µj) +O(t) = B(0) +O(t), (3.13)

przy warunku µi 6= µj dla i 6= j. Promienie podziaªu pªaszczyzny C
s¡ tu okre±lone przez warunek

R = {t : Re (µi − µj)t = 0; arg t = const}. (3.14)

W takim przypadku formalne rozwi¡zania ukªadu (3.12) przyjmuj¡ posta¢

xj(t) = ePj(1/t) tδ
∑
k0

cj,kt
k, 0 < j ¬ n, (3.15)

gdzie Pj(u) = µj
1−ru

r−1 + ... jest wielomianem stopnia r − 1 i cj,k s¡
wektorami staªymi. Rozwini¦cia postaci (3.12) s¡ szeregami asymptotycz-
nymi w pewnych sektorach wokóª zera, ale ogólne rozwi¡zanie ukªadu
(3.12) nie mo»e by¢ jednoznacznie wyra»one za pomoc¡ kombinacji roz-
wi¡za« bazowych. Podczas ruchu wokóª punktu osobliwego wspóªczynniki
takiej kombinacji zmieniaj¡ si¦ w sposób nieci¡gªy przy zmianie sektora.
To zachowanie okre±la si¦ mianem zjawiska Stokes'a. Zostaªo one zba-
dane i opisane w literaturze. Na przykªad w ksi¡»ce [89] zostaªo udowod-
nione Twierdzenie o normalizacji w sektorach, które orzeka, »e
dla ka»dego otwartego sektora S ⊂ (C, 0), zawieraj¡cego co najwy»ej
jeden promie« podziaªu, istnieje transformacja cechowania x = GSy,
analityczna dla t ∈ S, która pozwala sprowadzi¢ ukªad (3.12) do postaci
diagonalnej

trẏ = diag(b1, ..., bn)y. (3.16)

Ponadto, przy odpowiednimGS funkcje bj(t) = µj+O(t) s¡ wielomianami
stopnia < r. Je±li sektory S i S′ maj¡ niepuste przeci¦cie, to wówczas
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GSS′ := GS ◦G−1
S′ (ten wzór ma sens dla t ∈ S∩S′) nazywamy operato-

rem Stokes'a. Zachowuje on ukªad (3.16) odwzorowuj¡c rozwi¡zania
bazowe na ich kombinacje liniowe. Odpowiadaj¡ca GSS′ macierz CSS′ ma
staªe wspóªczynniki. W literaturze nosi ona nazw¦ macierzy Stokes'a.

W pracy [96] twierdzenie o normalizacji w sektorach zostaªo uogólnio-
ne na przypadek ukªadów z parametrem λ ∼ ∞. Nale»y zwróci¢ uwag¦
na fakt, i» zarówno w pracach Birkho�a [13] oraz [14], jak i w ksi¡»ce
Fedoruka [34] pojawia si¦ zalo»enie (3.11). W nast¦pnym paragra�e znaj-
duje si¦ dowód Twierdzenia 3.2.1, w którym normalizacja ukªadu z para-
metrem (∼ ∞) w U ⊂ C2, który zawiera pewn¡ powierzchni¦ Rij =
{Re(λsi(t)) = Re(λsj(t))}. Dowód wymaga kilku dodatkowych zaªo»e«,
które b¦da sprecyzowane dalej. Wspomnimy tu tylko o tym, »e przedziaª
[0, 1) nale»y do dziedziny okre±lono±ci zmiennej t i punkt t = 0 jest
osobliwo±ci¡ algebraiczn¡. Dowód opiera si¦ na technikach analogicznych
do metod Birkho�a (z dala od Rij) oraz Wasowa (w pobli»u Rij).

Ksi¡»ka Wasowa [89] zawiera wynik dotycz¡cy redukcji równania

ẍ− λ2
{
t(1 +O(t)) +O(λ−1)

}
x = 0, (3.17)

do postaci (równania Airy'ego)

ẍ− λ2tx = 0, (3.18)

przy t → 0 i λ → ∞. Ta procedura jest analityczna zarówno w t jak i
w λ−1. W Twierdzeniu 3.3.1 znajduje si¦ uogólnienie tego wyniku, przy
tym z prostym dowodem.

Zaªo»enie algebraiczno±ci punktu osobliwego t = 0 ma swoje ¹ródªo w
badaniu równa« (3.9), (3.10) i (3.8). Zwró¢my uwag¦, »e po zdiagonalizo-
waniu (tzn. po uprzednim sprowadzeniu do postaci ukªadu) równania
(3.9) wiod¡cy wspóªczynnik ma posta¢ λt−1/2(1−t)−1/2. Z drugiej strony,
wprowadzenie zmiennej u := λ2t, która 'rownowa»y' równanie wªasne
(3.9) w otoczeniu zera, sprowadza ukªad do ukªadu ∂uu∂ux+x = 0 typu
Bessela, z nieregularnym punktem osobliwym w u = ∞. Twierdzenie
(3.3.1) pozwala wówczas na porównanie operatorów Stoksa dla równania
odpowiadaj¡cego (3.9) z operatorami Stokes'a dla równania Bessela.
Opis innych przykªadów redukcji równa« drugiego rz¦du do równa« typu
Bessela znajduje si¦ w poprzednich rozdziaªach (patrz te» [64] i [65]).

Znane twierdzenie Hukuhary [53], Levelta [67] i Turritina [87] orzeka,
»e formalna redukcja ukªadu w otoczeniu nieregularnego punktu osobliwe-
go zazwyczaj wymaga rozgal¦zionej zamiany parametru czasowego (patrz
te» [54], [101] i Rozdziaª 3.4). Np. dla równania Bessela jest to u 7→ u2.
Turritin [87] zaobserwowaª, »e podobna sytuacja ma miejsce w przypadku
ukªadów z du»ym parametrem oraz, »e prawidªowa posta¢ asymptotyczna
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powinna zawiera¢ w wykªadniku wielomiany zmiennej λ1/q (ze wspóªczyn-
nikami zale»nymi od t). Taka sytuacja ma miejsce, gdy opisywane wcze±niej
równanie Hamiltona-Jacobiego na dziaªanie ma rozwi¡zanie krotno±ci
> 1, co ma miejsce np. dla równania Riemanna

t2(1− t)2ẍ− 2λt(1− t)ẋ+ λ2x = 0. (3.19)

Dalsza dyskusja tego zjawiska znajduje si¦ w ostatnim paragra�e tego
rozdziaªu.

3.2. Uogólnione twierdzenie o normalizacji oraz

uogólnione operatory Stokes'a

W dalszym ci¡gu b¦dziemy si¦ zajmowa¢ ukªadami postaci (3.2), gdzie
operator A jest funkcj¡ meromor�czn¡ wzgl¦du na λ−1, z biegunem w
λ = ∞ i wielowarto±ciow¡, holomor�czn¡ ze wzgl¦du na t ∈ U , gdzie
U jest obszarem zawieraj¡cym przedziaª [0, 1). Zakªadamy, »e t = 0
jest punktem regularnym ukªadu (3.2). Zakªada¢ b¦dziemy ponadto dwa
dodatkowe, bardziej szczegóªowe warunki.

• (A1) Zachodzi

A(λ, t) = λt−α diag(bj(t)) +O(1), gdy λ→∞, (3.20)

gdzie 1 > α = p/q ∈ Q oraz

bj(t) = µj + ... dla t→ 0 oraz µj 6= 0, (3.21)

s¡ takie, »e dziaªania

Sj(t) =
∫ t

0
u−αbj(u) du , dla t→ 0 przy 0 < t < 1,

(3.22)
speªniaj¡ warunek: n(n−1) 'krzywych ró»nic poszczególnych dziaªa«'

Lij : (0, 1) 3 t 7→ ∆ijS := Si(t)− Sj(t) ∈ C dla i 6= j,
(3.23)

s¡ parami rozª¡czne i maj¡ parami ró»ne kierunki w t = 0.

• (A2) Wyrazy aij macierzy A s¡ elementami C{t1/q, λ−1}[t−1/q, λ],
czyli zbie»nymi szeregami Laurent'a od zmiennych t1/q i λ−1. Co
wi¦cej ka»dy jednomian postaci tk/qλ−l speªnia:

k  −K l  −1 oraz
k

q − p
+ l > − p

q − p
− 1 (3.24)

dla pary (k, l) 6= (−p,−1); (tutaj K  p jest pewn¡ caªkowit¡
staª¡).
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Do sformuªowania gªównego twierdzenia tego paragrafu potrzebne b¦dzie
jeszcze opisanie kilku podzbiorów C2. Niech V oznacza obszar okre±lony
przez warunki

|arg t| < δ1, |t| < 1/2, τ := λt1−p/q > N, |λ| > Λ
(3.25)

oraz

−π/2 + δ2 < arg λ∆ijS(t) < π/2− δ2 < π/2 + δ2

< arg λ∆klS(t) < 3π/2− δ2. (3.26)

ZbiórW b¦dzie natomiast oznacza¢ podzbiór C2 okre±lony przez warunki

W := {|t| < ε, |τ | > N, |λ| > Λ, |arg τ(µi − µj)− π/2| < γ}.
(3.27)

Przyjmujemy, »e staªe N i Λ s¡ du»e, za± δj , ε oraz γ - odpowiednio maªe.
Ponadto de�niujemy

U = V ∪W. (3.28)

V

W

|t|

arg λLkl Lij

Rysunek 3.1: Na powy»szym rysunku zostaªy schematycznie
przedstawione obszary V i W oraz linie Lij oraz Lkl, w zale»no±ci
od argumentu parametru λ i moduªu t.

Twierdzenie 3.2.1 Istniej¡ staªe Λ, N , δ1, δ2, ε i γ takie, »e dla ka»dego
obszaru U jak powy»ej, istnieje zamiana zmiennych

x = HU (t, λ, λ)y = [I +O(λ−1)]y dla (t, λ) ∈ U, (3.29)

analityczna wzgl¦dem (t, λ, λ) i przeprowadzaj¡ca ukªad (3.2), dla którego
spelnione s¡ warunki A1 i A2, do postaci diagonalnej

ẏ = diag[bj(t, λ, λ)]y = diag[λcj(t) +O(1)]y dla λ ∼ ∞.
(3.30)
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Ponadto w obszarze V , zde�niowanym powy»ej, funkcja HU (t, λ, λ) jest
bliska jednoznacznie wyznaczonej funkcji Han

U (t, λ−1) analitycznej wzgl¦dem
(t, λ) ∈ V (która pochodzi z Twierdzenia Normalizacyjnego Birkho�a):

|HU (t, λ, λ)−HU (t, λ)| < α1e
−α2|λ|. (3.31)

W szczególno±ci szeregi formalne (3.3) od λ−1 oraz forma normalna
(3.16) s¡ jednoznaczne i niezale»ne od sektora U .

Dla uproszczenia notacji b¦dziemy pisa¢ Hi := HUi . W dalszym ci¡gu
bedziemy te» zakªada¢, »e obszary U1, ..., UM s¡ uporz¡dkowane przeciwnie
do ruchu wskazówek zegara. Przez Si b¦dziemy oznacza¢ przeci¦cie Ui ∩
Ui+1. Odgywaj¡ one w dalszym ci¡gu istotn¡ rol¦, gdy» zawieraj¡ zbiory
postaci

{a < t < ε, |λ| > Λ, α < arg λ < β}. (3.32)

Z ka»dym sektorem Sj stowarzyszymy operator Gj(t, λ, λ) := H−1
i Hi+1

zwany dalej operatorem Stokes'a. Baz¡ stowarzyszon¡ z tym sektorem
b¦dzie ukªad

yj = exp
{∫ t

0
bj(t, λ, λ)

}
ej , (3.33)

rozwi¡za« (3.30), gdzie 0 < j ¬ n i (e1, ..., en) ∈ Cn oznacza baz¦
standardow¡. Baz¦ zwi¡zan¡ z pocz¡tkowym ukªadem rozwi¡za« b¦dziemy
oznacza¢ przez

zj = Hiyj . (3.34)

S¡ to rozwi¡zania WKB, analityczne w zmiennych (t, λ, λ), w sektorze
Sj . W dalszym ci¡gu zapis z i y b¦dzie oznaczaª wektory zªo»one ze
wspóªrz¦dnych zj lub, odpowiednio, yj .

Ka»dy operator Stokes'a Gi zachowuje ukªad w postaci diagonalnej
(3.30). St¡d wynika, »e Giyj tak»e s¡ rozwi¡zaniami ukªadu (3.12) i
mamy

Giyj =
∑
k

cjki (λ, λ)yj , (3.35)

gdzie wspóªczynniki cj,ki nie zale»¡ od t. Operatory Ci zªo»one z cj,ki
s¡ tzw. macierzami Sokesa. Podobnie jak w przypadku klasycznego
zjawiska Stokes'a, Ci, s¡ równowa»ne (poprzez permutacj¦ bazy) z macie-
rzami I+N , gdzie I oznacza identyczno±¢ a operator N jest nilpotentny.

Operatory Hi+1H
−1
i zachowuj¡ ukªad (3.2) i zachodzi

Hi+1H
−1
i zj = Hi+1GiH

−1
i+1zj = Hi+1Giyj

=
∑
k

cj,ki Hi+1yk =
∑
k

cj,ki xk. (3.36)

Te same macierze Stokes'a dziaªaj¡ na rozwini¦cia WKB (3.34). Równo±ci
(3.35) i (3.37) mog¡ zosta¢ zinterpretowane jako

yj |Ui+1 =
∑
k

cj,ki yk|Ui oraz zj |Ui+1 =
∑
k

cj,ki zk|Ui , (3.37)
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gdzie yj |Ui+1 , zj |Ui+1 itd. oznaczaj¡ ograniczenia do odpowiednich obsza-
rów.

Dowód Twierdzenia 3.2.1. Dowód przebiega¢ b¦dzie standardowo i
polega¢ b¦dzie na sprowadzeniu A(t, λ) do postaci blokowo-diagonalnej
diag(C11, C22), to jest C12 = C21 = 0. Macierze C11 i C22 odpowiadaj¡
podziaªowi wyrazów bj na dwa rozª¡czne zbiory {b1, ...bm} i {bm+1, ...bn}.
Zakªadaj¡c, »e

A =

[
A11 A12

A21 A22

]
, (3.38)

b¦dziemy poszukiwa¢ transformacji H postaci

H =

[
I H12

H21 I

]
. (3.39)

Podstawiaj¡c do równania na zamian¦ zmiennych i rózniczkuj¡c, otrzymu-
jemy to»samo±¢

Ḣ12 = A11H12 −H12A22 +A12 −H12A21H12 (3.40)

na H12 oraz analogiczn¡ to»samo±¢ na H21.

Równanie ró»niczkowe (3.40) jest przypadkiem szczególnym równania

Ẋ = G(t)X + F (t,X) , (3.41)

gdzie G jest diagonalna i Gjj(t) = λtα(bi′(t)− bj′(t)), gdzie i′ ¬ m ¬ j′

lub j′ ¬ m ¬ i′; tutaj j odpowiada (i′, j′). Równowa»nie, zachodzi

X(t) =
∫

Γ
E(t)E−1(u)F (u,X(u)) du, (3.42)

gdzie

E(t) = diag(e
∫
Gjj ) = diag(exp

∫
λ(Si′ − Sj′)(t))

= diag[expλ∆i′j′S(t)] (3.43)

jest macierz¡ fundamentalna cz¦±ci liniowej równania (3.42) i Γ = (Γj)
jest ukªadem dróg w pªaszczy¹nie zmiennej u z których ka»da ko«czy si¦
w punkcie t. Drogi Γj s¡ dobrane tak, aby czynniki

exp
∫ t

u
Gjj(v) dv = exp

{
λ(∆i′j′S(t)− (∆i′j′S(u))

}
(3.44)

pozostawaªy ograniczone dla u ∈ Γj .

Aby okre±li¢ drogi Γj , stowarzyszone z par¡ indeksów (i′, j′), zauwa»-
my, »e funkcja (t, λ) 7→ Re(λ∆i′j′S(t)) ma staªy znak w obszarze V .
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Je±li (i′, j′) = (i, j) lub (i′, j′) = (k, l), to wªasno±¢ ta jest oczywista. W
przeciwnym przypadku, wynika za± z wlasno±ci A1. Staªa γ wyst¦puj¡ca
w okre±leniu obszaru W jest dobrana tak, »e dla (i′, j′) 6= (i, j), warto±¢
Re(λ∆i′j′S(t)) ma staªy znak w W .

W dalszym ci¡gu bdziemy rozpatrywac nast¦puj¡ce przypadki:

P1 Je±li Re(λ∆i′j′S(t)) < 0 w V , to Γj jest drog¡ w U bez samoprzeci¦¢
mi¦dzy 0 i t;

P2 Je±li Re(λ∆i′j′S(t)) > 0 w V oraz (i′, j′) 6= (i, j) w U , to Γj jest
drog¡ w U bez samoprzeci¦¢ mi¦dzy sj(t, λ, λ) i t;

P3 Je±li Re(λ∆i′j′S(t)) > 0 w V oraz (i′, j′) = (i, j) w U , to Γj jest
drog¡ w U bez samoprzeci¦¢ mi¦dzy s̃j(t, λ, λ) i t.

Funkcje s oraz s¡ w V analityczne i bliskie jedynki. Co wi¦cej, je±li
u ∈ Γj , to wówczas

Reλ(∆i′j′S(t)−∆i′j′S(u)) < 0, (3.45)

w przypadku pierwszym, drugim i trzecim, dla (t, λ) ∈ V ,

Reλ(t1−p/q − u1−p/q)(µi′ − µj′) < 0, (3.46)

w przypadku drugim, dla (t, λ) ∈W\V oraz

Reλ(t1−p/q − u1−p/q)(µi′ − µj′) = 0, (3.47)

w przypadku trzecim, dla (t, λ) ∈W\V .

Równanie (3.42) rozwi¡zuje si¦ metod¡ punktu staªego w odpowiedniej
przestrzeni Banacha, analogicznej do wykorzystanej w dowodzie twierdzenia
o normalizacji w [89].

W obszarze V sytuacja jest dosy¢ typowa, ze wzgl¦du na maly czynnik
E(t)E−1(u) oraz ograniczono±¢ F (u,X(u)) w (3.42). W obszarze W
nale»y skorzysta¢ z zaªo»enia A2, które implikuje blisko±c pierwotnego
ukªadu do szczególnego ukªadu w postaci diagonalnej.

Z uwagi na (rzeczywisto-analityczn¡) zale»no±¢ równa« caªkowych
(3.42) i (3.44) od parametrów λ i λ, rozwi¡zania (3.42) i (3.44) tak»e
zale»¡ od tych parametrów w sposób rzeczywisto-analityczny.

W obszarze V , formy dróg Γj zale»¡ analitycznie od t oraz λ−1. W
przypadku pierwszym wynika to wprost z de�nicji. W przypadku, gdy
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Re(λ∆i′j′S(t)) > 0 w V , wybieramy drog¦ Γa
j ª¡cz¡ca punkty u = 1 z

u = t. W tym wypadku rozwi¡zanie jest funkcj¡ analityczn¡ zmiennych
t i λ, w tym sensie, »e λ nie jest w tym wypadku dodatkow¡ zmienn¡,
ale faktycznym sprz¦»eniem λ.

Ró»nica mi¦dzy rozwi¡zaniem zale»nym od t, λ i λ a tym zale»nym
(holomor�cznie) od t i λ, polega na wyborze dróg Γan

j i Γan
j , odpowiednio.

Mog¡ one zosta¢ dobrane w taki sposób, »e ró»ni¡ si¦ tylko w otoczeniu
punktu pocz¡tkowego u = 1. Wówczas ró»nica wkªadów pochodz¡cych
od tej cz¦±ci w równaniu caªkowym (3.42) jest rz¦du O(e−const·|λ|). �

Uwaga Zjawisko Stokes'a jest powodowane przez ró»nice w wyborze
dróg Γj z dowodu twierdzenia o normalizacji. Aby dokªadniej zilustrowa¢
to zagadnienie, rozpatrzmy ukªad z ksi¡»ki [101]:

tk+1ẋ =

[
−k tk+1a(t)
0 b t

]
x, (3.48)

gdzie a jest kieªkiem analitycznym. Ogólne rozwi¡zanie przyjmuje posta¢

x1(t) = cet
−k

+ c′et
−k
∫

Γ(t)
ub e−u

−k
a(u) du (3.49)

x2(t) = c′tb. (3.50)

W zale»no±ci od wyboru drogi Γ(t) otrzymujemy ró»ne gaª¦zie dla rozwi¡-
zania. Przyjmuje si¦, »e c = 0 i Γ ma pocz¡tek w zerze, w tych sektorach,
gdzie eu

−k
jest maªe. Jest dokªadnie k takich sektorów 'spadku' i tyle

samo odpowiadaj¡cych im dróg.

Normalizacje w odpowiednich sektorach s¡ postaci

x′1(t) = x1(t)− x2(t) t−b et
−k
∫

Γ(t)
ub e−u

−k
a(u) du (3.51)

x′2(t) = x2(t). (3.52)

Ró»ni¡ si¦ one w zale»no±ci od wyboru drogi, a macierze Stokes'a s¡
postaci [

1 σj
0 1

]
, (3.53)

gdzie

σj =
∫

Γj(t)
ub e−u

−k
a(u) du (3.54)

i Γj sa drogami 'okr¡»aj¡cymi' sektory wzrostu funkcji exp(−uk), o
pocz¡tku i ko«cu w zerze (w s¡siednich sektorach spadku).

Na koniec, dodajmy, »e Twierdzenie 3.2.1 mo»na uogólni¢. Niech

A(t, λ) = λpt−αdiag(b1, ..., bn) +O(λp−1) przy λ ∼ ∞, (3.55)
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gdzie zakªadamy, »e 0 < p ∈ Z. W takim wypadku forma normalna
przybiera posta¢

ṫ = (λpby +O(λp−1)y, (3.56)

gdzie b = (b1, ..., bn). Operatory Stokes'a wyznacza si¦ w sposób analogicz-
ny. Dalsze uogólnienie polega na dopuszczeniu sytuacji p ∈ Q. W takim
wypadku wybieramy naturalne q, dla którego pq ∈ Z i dokonujemy
zamiany λ1/q = λ′. Nalezy zaznaczy¢, i» w takiej sytuacji normalizacja
ma miejsce w sektorach w CP 1 wokóª niesko«czono±ci.

3.3. Równowa»no±¢ z funkcjami kon�uentnymi

W tym paragra�e b¦dziemy zakªada¢, »e wspóªczynniki aj operatora
ró»niczkowego ∑

j

aj(λ, t)
dj

dtj
(3.57)

s¡ postaci
aj(λ, t) =

νj
tj

+
∑
l,k

al,kt
lλk, (3.58)

gdzie wspóªczynniki νj s¡ staªe i zachodz¡ nat¦puj¡ce nierówno±ci:

l > −j (3.59)

oraz
k − αl ¬ jα (3.60)

gdzie α = p/q ∈ Q. Ponadto zakªadamy, »e liczba wyrazów, dla których
speªniony jest warunek αj = k − αl, jest sko«czona. Nierówno±¢ (3.59)
oznacza, »e równanie indykacyjne∑

j

(γ)n−jνj = 0, (3.61)

gdzie (x)n := x(x − 1)...(x − n + 1) oznacza symbol Pochhammera,
dla wykªadników rozwi¡za« postaci const · tγ wokóª zera, nie zale»y od
parametru λ. Nierówno±¢ (3.60) pozwala, przy przeskalowanym czasie
τ = tλp/q, na sprowadzenie wyj±ciowego operatora (3.57) do postaci
bliskiej ∑

j

a′j(τ)
dn

dτn
, (3.62)

gdzie a′j s¡ wielomianami Laurenta, co wynika z (3.61). Równanie

∑
j

a′j(τ)
dnx

dτn
= 0 (3.63)

ma dwa punkty osobliwe: regularny w τ = 0 oraz osobliwo±¢ nieregularn¡
w niesko«czono±ci. Róznica mi¦dzy operatorami (3.57) i (3.62) jest rz¦du
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O(λ−const).

Przypomnijmy, »e kon�uentne funkcje hipergeometryczne, to te funkcje
pFq, dla których p ¬ q. Przykªadem funkcji kon�uentnych s¡ funkcje
Bessela, które s¡ przypadkiem szczegónym klasycznej funkcji kon�uentnej
0F1 lub 1F1. Ogólniejsze funkcje (typu Bessela) byªy badane w ([97] i w
Rozdziale 2) i stanowi¡ dobry przykªad ilustruj¡cy dziaªanie poni»szej
teorii.

Twierdzenie 3.3.1 Przy powy»szych zaªo»eniach, równanie Tx = 0,
gdzie T jest operatorem (3.57) jest równowa»ne z analogicznym równaniem
dla operatora (3.62), przy czym ta równowa»no±ci realizuje si¦ poprzez
odpowiadaj¡ce fundamentalne macierze rozwi¡za«. Co wi¦cej, macierz tej
zamiany zmiennych jest analityczna ze wzgl¦du na t i λ−1.

Dowód. Niech F i G oznaczaj¡ macierze fundamentalne zwi¡zane
odpowiednio z (3.57) oraz z (3.62). Operatory F i G s¡ analityczne i
wielowarto±ciowe ze wzgl¦du na t. Z zaªo»enia, odpowiadaj¡ce im równania
typu (3.61), w otoczeniu zera, s¡ takie same. Ze wzgl¦du na λ zarówno
F jak i G s¡ holomor�czne (i jednowarto±ciowe), poza punktem λ =∞,
gdzie znajduje si¦ osobliwo±¢ istotna. Wynika to z faktu, »e w pier±cieniu
C ′ < |λ| < C ′′, przy t ∼ 0, rozwi¡zania mog¡ by¢ przedstawione w
postaci zbie»nych rozwini¦¢ typu Dulaca (w których mog¡ wyst¦powa¢
logarytmy), o wspóªczynnikach zale»nych analitycznie od λ.

Niech F0 b¦dzie macierz¡ fundamentaln¡ odpowiadaj¡c¡ równaniu
Eulera

n∑
j=0

νj t
−j d

jx

dtj
= 0. (3.64)

Wiadomo, »e ukªad fundamentalny y = (y1, ..., yn) dla równania (3.64),
skªada si¦ z funkcji tγ(log t)k. W szólno±ci macierz monodromii M ,
zde�niowane poprzez wªasno±¢

y(exp(2πi)t) =: y(t)M, (3.65)

jest dobrze okre±lona. Za spraw¡ standardowego argumentu, uzywanego
w teorii liniowych, meromor�cznych RRZ, ukªady fundamentalne x(t, λ) i
x′(t, λ), stowarzyszone odpowiednio z (3.62) i (3.62), mog¡ by¢ wybrane
dowolnie bliskimi y, o macierzach monodromii rownych macierzy M ,
odpowiadaj¡cej ukªadowi y, jak w wyra»eniu (3.65). Mamy

F (exp(2πi)t, λ) = F (t, λ)M oraz G(exp(2πi)t, λ) = G(t, λ)M,
(3.66)

sk¡d wynika, »e operator H(t, λ) = F (t, λ)◦G−1(t, λ) jest holomor�czny
i jednowarto±ciowy dla t < ε oraz |λ| <∞.
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Nast¦pnie poka»emy, ze |H(t, λ)| < K < ∞ dla t ∼ 0, λ ∼ ∞ oraz
tλα = τ ∼ ∞.

Dla du»ych τ , rozwi¡zanie fundamentalne dla zagadnienia zwi¡zanego
z (3.62) jest takie same, jak dla ukªadu liniowego w otoczeniu nieregularnego
punktu osobliwego. Z teorii form normalnych, wynika, »e mog¡ by¢ one
przedstawione jako

y′j = expQj(τ1/r)τγj , (3.67)

gdzie Qj jest wielomianem, a r oznacza indeks rozgal¦zienia. W typowym
przypadkuQj(u) = qju

k+O(uk−1), gdzie qi 6= qj . W sektorach ('wzrostu'
i 'spadku') wokóª τ =∞ s¡ jednak dobrze okre±lone w ka»dym wypadku.

Równanie odpowiadaj¡ce (3.57) zapisane w zmiennej τ jest zaburzeniem
równania (3.62), zatem posiada ono rozwi¡zania w postaci x(τ, λ−1/q) z
gªównym wkªadem postaci (3.68). Wynika st¡d, »e odpowiednie macierze
fundamentalne (dla przeskalowanego czasu) s¡ bliskie w sektorach i wyra»enie
|FG−1| jest ograniczona. Zatem tak»e H jest jednostajnie ograniczone,
dla maªych t i du»ych λ. Wystarczy, je±li zaªo»ymy, »e

|t| < ε i |λ| > ε−1/α, (3.68)

dla ε > 0, odpowiednio maªych. St¡d wynika, »e H jest analityczn¡
zamian¡ ukªadów odpowiadaj¡cych operatorom (3.57) i (3.62), co ko«czy
dowód Twierdzenia 3.3.1. �

Przykªad 3.3.1 Równanie

ẍ =
[
λ2t a(t) + λ b(t, λ−1)

]
x, (3.69)

gdzie a i b s¡ kieªkami analitycznymi i a(0) = 1, jest badane w ksi¡»ce
[89]. Speªnia ono zaªo»enia Twierdzenia 3.3.1. Odpowiadaj¡ce mu równanie
Eulera ẍ = 0 ma macierz fundamentaln¡ postaci[

1 t
0 1

]
. (3.70)

Odpowiednim równaniem kon�uentnym jest równanie Airy'ego ÿ =
τy, gdzie τ = tλ2/3 i tym razem ró»niczkujemy wzgl¦dem τ . Rozwi¡zania
fundamentalne równania Airy'ego wyra»aj¡ si¦ poprzez funkcje Bessela

y1(τ) =
∑
n0

τ3n

32n(2/3)nn!
= Γ (2/3)

21/3

32/3 τI−1/3(2τ3/2/3) (3.71)

y2(τ) = τ
∑
n0

τ3n

32n(4/3)nn!
= Γ (4/3)

32/3

21/3 I1/3(2τ3/2/3), (3.72)

gdzie (u)n oznacza symbol Pochhammera i (u)0 = 1.
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Nast¦pny, ogólniejszy, przykªad b¦dzie podany w ostatnim paragra�e
tego rozdziaªu.

Twierdzenie 3.3.1 jest dosy¢ kluczowym narz¦dziem w Rozdziaªach 1
i 2 (patrz te» [95] i [97]), gdzie jest wykorzystywane do analizy równa«
hipergeometrycznych postaci (1− t)∂t∂x+λ2x = 0 oraz (1− t)∂(t∂)2x+
λ3x = 0 .

Rozwa»my teraz równanie odpowiadaj¡ce operatorowi (3.62) w przy-
padku typowym, czyli przyQj(τ) = qjτ

1+r+... z ró»nymi wspóªczynnikami
przy wiod¡cej pot¦dze. Wykªadnik r i wspóªczynniki qj speªniaj¡ relacj¦

r = max
{
j−1ordτ=∞a

′
j(τ)

}
. (3.73)

Je±li zaªo»ymy, »e a′j(τ) = cjτ
jr + ..., to wówczas liczby q′j := (1 + r)qj

s¡ pierwiastkami równania algebraicznego
n∑
i=0

cn−i(q′j)
i = 0. (3.74)

W ogólniejszej sytuacji, kiedy rownanie odpowiadaj¡ce operatorowi (3.57)
jest okre±lone w pewnym obszarze D ⊂ C, zakªadamy, »e rozwi¡zania
WKB

x ∼ exp(λdSj(t)), (3.75)

takie, »e dziaªania Sj(t) = qjt
1+r+ ..., speªniaj¡ zaªo»enie A1 z poprzed-

niego paragrafu. Z Twierdzenia 3.2.1 mo»emy okre±li¢ operatory Stokes'a
dla rozwini¦¢ WKB. Ogólnie zale»¡ one od zmiennych λ i λ. Jednak przy
powy»szych zaªo»eniach mo»na powiedzie¢ wi¦cej.

Wniosek 3.3.1 Macierze Stokes'a odpowiadaj¡ce rozwi¡zaniom WKB
postaci (3.75), zwi¡zanymi z równaniem dla operatorów postaci (3.57)
okre±lonym dla t ∈ D, przy |λ| > Λ i przy zaªo»eniach analogicznych jak
w Twierdzeniu 3.3.1, s¡ równowa»ne operatorom staªym (jako funkcje od
zmiennej λ).

3.4. Uogólnione rozwini¦cia WKB

W tym paragra�e w dalszym ci¡gu zajmowa¢ si¦ b¦dziemy operatorami
typu (3.57) oraz stowarzyszonymi równaniami rz¦du n. Ponadto rozwini¦-
cia WKB b¦dziemy traktowa¢ czysto formalnie. W taki ogólnym przypad-
ku szeregi WKB przyjmuj¡ posta¢

x ∼ exp


k∑
j=1

Sj(t)λj

×∑
l0

ψl(t)λ−l, (3.76)

gdzie przez Sk b¦dziemy oznacza¢ gªówne dziaªanie. Je±li wspóªczynniki
operatora (3.57) s¡ postaci

aj(t, λ) =
∑
i0

aj,kj−i(t)λkj−i, (3.77)
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to podstawiaj¡c domniemane rozwi¡zania postaci (3.76) do równania
odpowiadaj¡cego (3.57), otrzymujemy ci¡g równa« ró»niczkowych. Przed
wypisaniem go, wprowadzimy pomocnicze oznaczenia. Niech

Ṡj = sj (3.78)

oraz
Z(z, λ) =

∑
0<i¬k

ziλ
i, (3.79)

gdzie z = (z1, ..., zk). To»samo±¢

Zn(z, λ) + a1(t, λ)Zn(z, λ) + ...+ an(t, λ) =
∑
j

Qj(z, t)λnk−j , (3.80)

okre±la wielomiany Qj w sposób jednoznaczny. Zauwa»my, »e Qj z reguªy
zale»y od mniej ni» k zmiennych zi. Mamy, na przykªad,

Q0(z, t) =
∑
i

ai,ki(t)z
n−i
k , (3.81)

który zale»y tylko od zk. Odpowiedni ukªad równa« Hamiltona-Jacobiego
przyjmuje posta¢

Qj(s(t), t) = 0 dla 0  j  n. (3.82)

Odpowiedni ukªad równa« transportu jest nast¦puj¡cy:

P (t)ψ̇0(t) +R(t)ψ0(t) = 0 , (3.83)

P (t)ψ̇j(t) +R(t)ψ0(t) = Tj(t) dla 0 < j  n, (3.84)

gdzie

P =
∂Q0

∂zk
, (3.85)

R = Qk +
1
2
∂2Q0

∂z2
k

ṡk (3.86)

i skªadniki niejednorodne Tj wyra»aj¡ si¦ za pomoc¡ dziaªa«, amplitud
oraz ich pochodnych.

Gªówne równanie Hamiltona-Jacobiego (dla j = 0) ma n ró»nych
rozwi¡za«, w przypadku typowym. Odpowiadaj¡ce im dziaªania Sk,j
zale»¡ od staªych caªkowania i w powy»szej sytuacji jest to jedyna niejed-
noznaczno±¢. Zaªo»enie typowo±ci implikuje, »e P nie jest to»samo±ciowo
równe zeru, co pozwala na jednoznaczne rowi¡zanie odpowiednich równa«
transportu. Ponadto mo»e si¦ zda»y¢, »e pewne dziaªanie Sk,j jest to»sa-
mo±ciowo zerowe. Wtedy odpowiadaj¡ce rozwi¡zanie WKB przybiera
posta¢

exp(λk−1 Sk−1,i + ...)× (...). (3.87)

Wobec tego zachodzi
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Stwierdzenie 3.4.1 Jesli rozwi¡zania sk,i gªównego równania Hamiltona-
Jacobiego s¡ proste (∂Q0/∂zk nie znika to»samo±ciowo), to wówczas równa-
nie odpowiadaj¡ce (3.57) posiada uogólnione rozwi¡zania WKB postaci
(3.76).

Je±li zatem wyróznik Q0 nie znika to»samo±ciowo, to wówczas równania
(3.82) i (3.83) posiadaj¡ rozwi¡zania i uogólnione rozwi¡zania WKB dla
równania odpowiadaj¡cego (3.57) s¡ postaci (3.76).

Zilustrujmy powy»sze stwierdzenie nast¦puj¡cym przykªadem.

Przykªad 3.4.1 Dla równania

ẍ+
2∑
j=0

aj(t)λj +
4∑
j=0

bj(t)λj (3.88)

mamy

Q0(z, t) = z2
2 + a2(t)z2 + b4, (3.89)

Q1(z, t) = (2z2 + a2(t))z1 + a1(t)z2 + b3, (3.90)

P (t) = 2s2(t) + a2(t), (3.91)

R(t) = (z2
1 + a1(t) + b2(t)) + ṡ2(t). (3.92)

Rozwa»my przypadek nietypowy, czyli kiedy równanie Hamiltona-
Jacobiego ma pierwiastki wielokrotne. Sytuacja bez parametru, w otocze-
niu nieregularnego punktu osobliwego, byªa rozwa»ana w pracach [53],
[67] oraz [87]. Rozwi¡zanie opiera si¦ na zastosowaniu szeregu tzw. prze-
ksztaªce« przycinania oraz na dopuszczeniu rozwini¦¢ z czsem w postaci
τ := tq, gdzie q ∈ Q. O szczegóªach mo»na przeczyta¢ w monogra�i [101].

H. Turritin studiowaª w [86] zagadnienie asymptotycznych rozwini¦¢
formalnych z parametrem bliskim niesko«czono±ci, w duchu twierdzenia
Hukuhary-Levelta-Turritina. Ogólna metoda u»yta w [87] jest podobna
do metodologii post¦powania z ukªadami bez parametrów, z tym, »e
liczba kroków oraz rozpatrywanych przypadków gwaªtownie wzrasta, co
powoduje znaczn¡ komplikacj¦ algorytmu. Ponadto Turritin nie rozwa»a
osobno równania Hamiltona-Jacobiego i równa« transportu na wspóªczyn-
niki.

W przypadku jednego równania rz¦du n, sytuacja jest znacznie prost-
sza. Okazuje si¦, »e wówczas dla ka»dego rozwini¦cia WKB istnieje tylko
sko«czona liczba rozgaª¦zionych zamian parametrów λi 7→ λi+1 = λ

1/qi
i

i λ0 := λ, takich, »e rozwi¡zania wyra»aj¡ si¦ z u»yciem λi. Ponadto
mamy n  q0  q1  ...
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W sytuacji gdyQ0(zk, t) = [zk−a(t)]mQ̃0 i Q̃0(a, t) nie znika to»samo±-
ciowo, istnieje m rozwini¦¢ z cz¦±ci¡ gªówn¡

exp
{
λk
∫ t

t0
a(u) du

}
. (3.93)

Po zastosowaniu przeksztaªcenia przycinania

x 7→ x exp
{
−λk

∫ t

t0
a(u) du

}
, (3.94)

symbolQ0 gªównego operatora Hamiltona-Jacobiego zmienia si¦ na zmk Q̃0.
W terminach równania (3.77) oznacza to, »e wszystkie wspóªczynniki
ai,ki, gdzie i > n− j, znikaj¡ to»samo±ciowo. Zaªó»my, »e

an−j,k(n−j)−rj , przy 0 ¬ j < l, (3.95)

jest pierwszym wspóªczynnikiem, który nie znika to»samo±ciowo. Dopusz-
czamy rj = ∞, je±li aj = 0, ale mo»emy zaªo»y¢, »e r0 < ∞, gdy» w
przeciwnym przypadku mieliby±my po prostu do czynienia z równaniem
ni»szego rz¦du.

Poszukujemy rozwi¡za« postaci

x ∼ exp
{
−λk−rSk−r(t) + ...

}
× {ψ0(t) + ...} , (3.96)

gdzie r ∈ Q. Poni»ej zachowujemy notacj¦ Ṡ = s. Po podstawieniu do
równania, przy najwy»szych pot¦gach λ (pomijaj¡c exp) mamy

λnk−lr an−l,k(n−l)s
l
k−rψ0 (3.97)

oraz
λnk−(rj+jr) an−j,k(n−j)−rjs

j
k−rψ0, (3.98)

dla 0 ¬ j < l. St¡d wida¢, »e wkªady pochodz¡ce od ∂ix, przy i > l
s¡ maªe w porównaniu z wkladem wiod¡cym λnk−lr an−l,k(n−l)s

l
k−rψ0.

Wybieramy nast¦pnie r > 0 tak, aby w powy»szych równaniach zachodziªo
rj + jr = lr, czyli okre±lamy

r := min
0¬j<l

rj
l − j

. (3.99)

Na przykªad, je±li r0 = 1, to r = 1/l.

Nast¦pnie rozwa»amy dwa przypadki:

• r < m,

• r  m.
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W przypadku r < m, przedstawimy r = p/q, gdzie p i q s¡ wzgl¦dnie
pierwsze. Przyjmujemy (λ′)q = λ i mody�kujemy (3.96) do postaci

x ∼ exp
{
−(λ′)kq−pSkq−p(t) + ...+ λ′S1(t)

}
×
{
ψ0(t) + (λ′)−1ψ0(t) + ...

}
, (3.100)

Porównywanie wzgl¦dem stopnia prowadzi teraz do równania∑
rj+jr=lr

an−j,k(n−j)−rj (t) s
j
kq−p(t) = 0, (3.101)

analogicznego jak w przypadku nierozgaª¦zionym, które tak»e b¦dziemy
gªównym równaniem Hamiltona-Jacobiego drugiego rodzaju.
Kolejne równania Hamiltona-Jacobiego otrzymuje si¦ analogicznie jak
równania (3.81). Przy

Z(z, λ′) = zkq−p(λ′)kq−p + ...z1λ
′, (3.102)

mamy

Zn(z, λ) + a1(t, (λ′)q)Zn−1(z, λ′) + ...

+ an(t, (λ′)q) =
∑
j

Qj(z, t)(λ′)nkq−lp−j , (3.103)

gdzie
Q0(z, t) =

∑
an−j,k(n−j)−rj (t)z

nk−i (3.104)

oraz

Qj(z, t) = zkq−p
∂Q0

∂zkq−p
+Q′j(z, t) (3.105)

i suma przebiega zbiór {j : rj + jr = lr}.

Ukªad równa« Hamiltona-Jacobiego drugiego rodzaju przyjmuje posta¢

Qj(s(t), t) = 0 dla 0 ¬ j ¬ kq − p− 1. (3.106)

Analogiczny jest tak»e odpowiedni ukªad równa« transportu.

Po znalezieniu rozwiaza« dla ka»dego równania gªównego równania
Hamiltona-Jacobiego, mo»emy potem sukcesywnie rozwi¡za¢ kolejne, nas-
t¦pnie znale¹¢ rozwi¡zania równa« transportu i wreszcie wyznaczy¢ rozwi-
ni¦cie WKB.

Przykªad 3.4.2 Rozwa»my (wspomniane we wst¦pie rozdziaªu) równanie
Riemanna

t2(1− t)2ẍ− 2λt(1− t)ẋ+ λ2x = 0. (3.107)

Równanie gªówne Hamiltona-Jacobiego przyjmuje posta¢{
t(1− t)Ṡ1 − 1

}2
= 0. (3.108)
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Jego rozwi¡zanie jest jednoznaczne, Ṡ1 = ∂t log t(1−t)−1. Przeksztaªcenie
przycinania

x =
(

t

1− t

)λ
y (3.109)

prowadzi do równania

t2(1− t)2ÿ + λ(2t− 1)y = 0. (3.110)

St¡d wynika, »e rozgaª¦ziona zmiana parametru jest postaci η = λ1/2,
i otrzymujemy nowe równanie gªówne Hamiltona-Jacobiego{

t(1− t)Ṡ1/2

}2
+ 2t− 1 = 0. (3.111)

Rozwi¡zujemy je i otrzymujemy

S = ±eiπ/2 log
(
u+ 1
u− 1

)
± log

(
u+ i

u− i

)
, (3.112)

gdzie u =
√

2t− 1. Pierwsza amplituda wyra»a si¦ wzorem

ψ0 =

√
t(1− t)
2t− 1

, (3.113)

sk¡d mo»emy ju» wyznaczy¢ pierwsze przybli»enie WKB

x ∼
(

t

1− t

)λ (u− 1
u+ 1

)±i√λ (u− i
u+ i

)±√λ
×
{√

t(1− t)
2t− 1

+O(λ−1/2)

}
. (3.114)

W wypadku, gdy wielomian Q0 ma pierwiastek wielokrotny (dla
ka»dego t), powtarza si¦ powy»sz¡ procedur¦, czyli sukcesywne stosowanie
przeksztaªcenia przyci¦cia i rozgaª¦zionej zamiany parametru.

Stwierdzenie 3.4.2 Krotno±¢ l1 rozwi¡zania zmp−q = b(t) jest albo
±ci±le mniejsza od krotno±ci pocz¡tkowej l, lub q = 1, czyli r ∈ Z.

Dowód. Krotno±¢ pierwiastka zerowego musi by¢ mniejsza ni» l,
poniewa» Q0 zawiera co najmniej dwa ró»ne jednomiany. Je±li zaªo»ymy,
»e niezerowe rozwi¡zanie ma krotno±¢ równ¡ l, to »aden jednomian w
rozwini¦ciu Q0 nie mo»e to»samo±ciowo znika¢. Wówczas mamy rj =
(l − j)p/q dla ka»dego j, gdzie rj ∈ Z, sk¡d q = 1. �

Je±li rozwi¡zanie b(t) ma krotno±¢ l, nale»y zastosowa¢ ponownie
przeksztaªcenie przyci¦cia

x 7→ x exp
{
−λk−1

∫ t

t0
b(u) du

}
, (3.115)

bez rozgaª¦zionej zamiany parametru.

Rozpatrzymy teraz drugi przypadek ze strony 87. Niech teraz r  m.
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Stwierdzenie 3.4.3 Je±li wszystkie liczby rj, dla 0 ¬ j < l spelniaj¡
rj  m(l − j), to wówczas istnieje l niezale»nych rozwi¡za«, b¦d¡cych
szeregami pot¦gowymi zmiennej λ−1.

Dowód. Równanie (3.1) mo»e by¢ przepisane w postaci

λm(n−l)
{
Ll(t, ∂t) +O(λ−1)

}
= 0, (3.116)

gdzie
Ll(t, ∂t) = an−l,m(n−l)(t)∂

l
t + ..., (3.117)

jest liniowym operatorem rz¦du l. Po podstawieniu

x =
∑
j0

ψj(t)λ−j (3.118)

otrzymujemy ukªad rz¦du l postaci

Llψ0 = 0, (3.119)

Llψj = Rj , (3.120)

który ma l niezale»nych rozwi¡za«. �

Uwaga 3.4.1 Z uwagi na brak dodatkowych zaªo»e« na wspóªczynnik
an−l,m(n−l) operatora Ll, nie mo»na spodziewa¢ si¦ analityczno±ci rozwi¡za«,
ze wzgl¦du na t.

Dopuszcza si¦ l = 1, czyli przypadek, gdy rozwi¡zania gªównych równa«
Hamiltona-Jacobiego s¡ proste. Wiadomo, »e w ogólno±ci szereg∑

j>0

ψj(t)λ−j , (3.121)

jest rozbie»ny. Nie mo»na tak»e oczekiwa¢, »e zbie»ne b¦d¡ rozwi¡zania z
Twierdzenia 3.4.3, przy l > 1. Jednak gdy l = n, równanie (3.116) ma
analityczn¡ praw¡ stron¦ i jego rozwi¡zania s¡ analityczne ze wzgl¦du na
λ−1.

Stosuj¡c t¡ procedur¦ odpowiedni¡ liczb¦ razy otrzymujemy nast¦puj¡-
cy wynik.

Twierdzenie 3.4.1 Dowolne równanie rz¦du n postaci (3.1) o wspóªczyn-
nikach jak w (3.77), przy k > 0, posiada n niezale»nych rozwi¡za« WKB

x ∼ exp


N∑
j

Sαj(t)λ
αj

×∑
l0

ψl(t)λ−l/q, (3.122)
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gdzie albo N = 0 (czyli nie wyst¦puj¡ czynniki wykªadnicze), albo αj s¡
liczbami wymiernymi, które mo»na uporz¡dkowa¢ w nast¦puj¡cy sposób

α1 =
p1

q1
>

p2

q1 q2
> ... > αN =

pN
q1 ... qN

=
pN
q

> 0, (3.123)

gdzie pi i qj s¡ takimi liczbami naturalnymi, »e q1 ¬ n i max{qi : i <
j, qi > 1}. Funkcjonaªy dziaªania Sαj oraz wspóªczynniki ψl s¡ obliczalne
algorytmicznie jednoznacznie modulo staªe caªkowania.

3.5. Przykªad zastosowania do równa« na funkcje

tworz¡ce dla ζ(2) i ζ(3) oraz innych równa«

zwi¡zanych z wielokrotnymi warto±ciami zeta

Podamy teraz wybrane zastosowania metod omówionych powy»ej do
badania funkcji zwi¡zanych z wielokrotnymni warto±ciami zeta.

Przykªad 3.5.1 Zastosujemy Twierdzenie 3.2.1 do analizy równania

(1− t)∂(t∂)2x+ λ3x = 0. (3.124)

Punkty osobliwe (regularne) znajduj¡ si¦ w punktach 0, 1 i∞. Rozwi¡zania
WKB s¡ postaci

gµ0 (t, λ) = e−µλS(t) ×
{(

1− t
t

)1/3
λ−1 + ...

}
, (3.125)

gdzie indeks µ przebiega pierwiastki stopnia 3 z 1 oraz

S(t) =
∫ t

0
u−2/3(1− u)−1/3 du. (3.126)

Przykªad ten zostaª zbadany w Rodziale 2 (i w pracy [97]). Parametr
λ3 okresla podziaª pªaszczyzny odpowiadaj¡cej λ na sze±¢ przystaj¡cych
sektorów wokóª λ =∞. Wszystkie operatory Stokes'a daj¡ si¦ wyrazi¢ za
pomoc¡ 'operatora podstawowego' 1 0 3

0 1 0
0 0 1

 . (3.127)

odpowiadaj¡cego sektorowi 0 < arg λ < π/3. Te same operatory Stokes'a
odpowiadaj¡ za asymptotyczne zachowanie równania kon�uentnego typu
Bessela ∂(t∂)2x+λ2x = 0. Wiod¡cy skªadnik operatora A dla odpowiedniego,
równowa»nego ukªadu ẋ = Ax ma posta¢ 0 1 0

0 0 1
−λ3t−2(1− t)−1 0 1

 , (3.128)
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za± odpowiadaj¡ca mu macierz diagonalna ma na przek¡tnej wyrazy

−µjλt−2/3(1− t)−1/3 j ∈ {0, 1, 2}. (3.129)

Równanie hipergeometryczne (1 − t)∂(t∂)2x + λ3x = 0 ma inny ukªad
rozwi¡za« WKB, odpowiadaj¡cy punktowi osobliwemu t = 1:

hµ
j

0 (t, λ) = (µt)2/3e−µλS(1−t)gµ
j

0 (1− t, λ), (3.130)

za± podstawowy operator Stokes'a ma form¦ 1 0 1
0 1 0
0 0 1

 . (3.131)

Widoczna jest wyra¹na ró»nica w analizie asymptotycznej w zale»no±ci
od wyboru punktu osobliwego.

Przykªad 3.5.2 Rozwa»my ogólne równanie (4), czyli

(T + λ|p|)x = 0, (3.132)

gdzie p = (p1, ..., pk) ∈ Zk, |p| = p1 + ...+ pk oraz

T := (1− t)∂t(t∂t)p1−1 ... (1− t)∂t(t∂t)pk−1, (3.133)

jest to»samy z (3.8). Odpowiadaj¡cym (4) równaniem Eulera jest

Lz := ∂t(t∂t)p1−1 ... ∂t(t∂t)pk−1z = 0, (3.134)

za± odpowiednim, zwi¡zanym z (4), hipergeometrycznym równaniem kon�u-
entnym

Ly + y = 0. (3.135)

Szczególnym przypadkiem opisanej sytuacji jest poprzedni Przykªad 3.5.1.

Rozwa»aj¡c teraz równanie (4) w otoczeniu s = 1 − t = 0, mo»emy
przepisa¢ operator Eulera jako

L′ := s(∂s)p1 ... s(∂s)pk . (3.136)

i odpowiadaj¡ce mu równania

L′ z = 0 oraz
[
L′ + (−1)|p|

]
y = 0. (3.137)

Twierdzenie 3.3.1 jest bardzo wa»ne w analizie (porównaj [95] oraz [95])
zjawiska Stokes'a dla rozwini¦¢ asymptotycznych typu WKB stowarzyszonych
z równaniami typu (4).
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Dodatek A

Aproksymacja fazy

stacjonarnej

Metoda fazy stacjonarnej nale»y do klasycznych tematów analizy i metod
matematycznych �zyki kwantowej. Jej daleko id¡ce uogólnienia s¡ tak»e
wykorzystywana w kwantowych teoriach pola, gdzie cz¦sto nie posiadaj¡
±cisªej interpretacji matematycznej. Opisaniu jej po±wi¦conych jest wiele
publikacji i monogra�i (patrz np. [45], [72] i [85]). Wykorzystamy ten
dodatek do omówienia podstawowych wyników tej teorii.

Wyra»enie postaci

I(λ) :=
∫
X
eiλφ(x) a(x) dx, (A.1)

gdzie X jest rozmaito±ci¡ (lub ogólniej - pewnym otwartym podzbiorem
rozmaito±ci) oraz φ i a s¡ funkcjami na X, które dalej b¦dziemy nazywa¢
odpowiednio faz¡ i amplitud¡. Najistotniejszym zaªo»eniem jest, aby
ka»dy punkt krytyczny funkcji φ byª izolowany i typu Morse'a,1 czyli

1Je±li φ nie ma punktów krytycznych, to za pomoc¡ zamiany zmiennych mo»emy
zapisa¢ (przynajmniej lokalnie) caªk¦ (A.4) w postaci

I(λ) =

∫
X

eiλy a′ ◦ φ−1(y) dy, (A.2)

która na mocy lematu Riemanna-Lebesgue'a (lub teorii Paleya-Wienera) pozwala
na opisanie wªasno±ci asymptotyki I(λ). W szczególno±ci (w zale»no±ci od gªadko±ci
a′), mamy I(λ) ∼ λ−k dla λ ∼ ∞. To podej±cie bywa nazywane metod¡

niestacjonarnej fazy, z uwagi na warunek nieznikania gradientu.

Mo»emy tak»e zaªo»y¢, »e φ jest funkcj¡ z punktami krytycznymi ogólniejszej
postaci. Na przykªad (patrz te» [85]) dla caªki

I(λ) =

∫ 1
−1
eiλx

4
dx, (A.3)

zachodzi wzór I(λ) = 2Γ (5/4)(−iλ)−1/4 +O(λ−1/2).
Takie przypadki s¡ jednak nietypowe i jako takie znajduj¡ znacznie mniej

zastosowa«.
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»eby macierz (d2φ/dx2)(xi) byªa niezdegenerowana tam, gdzie dφ(xi) =
0. Ponadto zakªada si¦ te», ze wzgl¦dów raczej techniczych, »e a : X → C
ma zwarty no±nik oraz »e a i φ s¡ funkcjami klasy C∞. Mamy wówczas

I(λ) =
(

2π
λ

)n/2 ∑
x∈critφ

eiλφ(x)a(x)
eiπsgnφ′′(x)/4

|detφ′′(x)|1/2
+O(λ−n/2−1), (A.4)

gdzie critφ oznacza zbiór punktów krytycznych φ, a φ′′ jest drug¡ pochod-
n¡ fazy, a sgnφ′′(x) oznacza sygnatur¦ formy kwadratowej wyznaczonej
przez φ′′(x).

Rozwa»my najpierw najprostrzy przypadek, kiedy X = (−∞,∞),
a = 1 oraz φ(x) = ±x2. Mamy

∫ ∞
−∞

e−qx
2
dx =

(
π

q

)1/2
, (A.5)

co po przej±ciu do granicy q → ±iλ daje

I(λ) =
∫ ∞
−∞

e±iλx
2
dx =

(
π

±iλ

)1/2
=
(
π

±λ

)1/2
e∓πi/4. (A.6)

Je±li teraz prost¡ R zast¡pimy n-wymiarow¡ przestrzeni¡ Y := Rn,
to korzystaj¡c z twierdzenia Fubiniego, mo»emy zapisa¢ caªk¦ (stosujemy
konwencj¦ x = (x1, x2, ..., xn) i x · y oznacza iloczyn skalarny wektorów
x i y)

I(λ) =
∫
Y
eiλx·x dx

=
∫ 1

−1
eiλx

2
1 dx1 ×

∫ 1

−1
eiλx

2
2 dx2 × ...×

∫ 1

−1
eiλx

2
n dxn, (A.7)

jako iloczyn caªek jednowymiarowych postaci (A.6). Ogólny przypadek
(A.4) daje si¦ sprowadzi¢ do (A.7) przy wykorzystaniu przeskalowania
oraz (pewnego wariantu) rozkªadu jedno±ci, gdzie wyizolowujemy poje-
dy«cze punkty krytyczne.

Zilustrujemy teraz omówion¡ powy»ej technik¦ pi¦knym i prostym
przykªadem, który zazwyczaj jest omawiany w innym kontek±cie.

Twierdzenie A.0.1 (Aproksymacja Stirlinga) Dla x ∼ ∞ zachodzi
wzór

Γ (1 + x) ∼
√

2πx ·
(
x

e

)x
. (A.8)

Dowód. Mamy

Γ (1 + x) = xx+1
∫ ∞

0
e−x(t−log t) dt. (A.9)
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Jedynym punktem krytycznym (typu Morse'a) fazy φ = t − log t jest
t = 1, gdzie φ′′(1) = 1. Wykorzystuj¡c wzór (A.4), otrzymujemy wynik.
�

Na koniec warto wspomnie¢ o ciekawych zastosowaniach caªek oscyluj¡-
cych i metody fazy stacjonarnej we wspóªczesnej matematyce i �zyce
teoretycznej.

Operatory Caªkowe Fouriera. Teoria caªek i szeregów Fouriera
ma swój pocz¡tek w próbach rozwi¡zania liniowych równa« �zyki matema-
tycznej. Na przykªad równanie Poissona

∆u = f dla danej funkcji f ∈ C∞(Rn), (A.10)

ma rozwi¡zanie postaci

u(x) = −(2π)
∫

Rn
eix·ξ|ξ|−2f̂(ξ) dξ, (A.11)

gdzie

f̂(ξ) =
∫

Rn
e−ix·ξf(x) dx. (A.12)

Do rozwi¡zywania ogólnych równa« eliptycznych, ze zmiennymi wspóªczyn-
nikami, wprowadza si¦ operatory pseudoró»niczkowe

Af(x) = −(2π)
∫

Rn
eix·ξ a(x, ξ) f̂(ξ) dξ, (A.13)

gdzie a speªnia pewne warunki gªadko±ci i wzrostu w niesko«czono±ci.

Operatory Caªkowe Fouriera zostaªy wprowadzone przez Larsa Hörmandera,
na podstawie wcze±niejszych prac �zyków teoretycznych, poprzedzaj¡cych
wyniki matematyków rosyjskich [72], [29], [30] i [22]. Uogólniaj¡ one
poj¦cie operatora pseudoró»niczkowego i (w pewnym zakresie) pozwalaj¡
tak»e uogólni¢ poj¦cie kwantyzacji z funkcji na odwzorowania (patrz
[51]).

Kwantowy niezmiennik Cherna-Simonsa. Niech S b¦dzie po-
wierzchni¡ zanurzon¡ w R3, z metryk¡ indukowan¡ g. Klasyczny wzór
Gaussa-Bonneta

2πχ(S) =
∫
S
K dµg (A.14)

oraz jego uogólnienie

2πχ(S) =
∫
S
K dµg +

∫
C
κ, (A.15)
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gdzie C = ∂S,K jest krzywizn¡ Gaussa i κ oznacza krzywizn¦ geodezyjn¡
krzywej C ⊂ S, jest jednym z pierwszych wyników wi¡»¡cych niezmienniki
lokalne K i globalne wªasno±ci topologiczne S.

Podobne wzory zachodz¡ tak»e w wy»szych wymiarach. Klasyczny
niezmiennik Cherna-Simmonsa (formy) koneksjiA ∈ Ω1(X; g) na pªaskiej
G-wi¡zce gªównej P → X, na 3-rozmaito±ci X

S(A) =
1

8π2

∫
X

tr
(
A ∧ dA+

2
3
A ∧A ∧A

)
, (A.16)

jest uogólnieniem caªkowitej krzywizny geodezyjnej. W pracy [92] E.
Witten zapostulowaª nowy niezmiennik topologiczny 3-rozmaito±ci, skon-
struowany na bazie niezmiennika Cherna-Simonsa. Uniezale»nienie od
metryki uzyskuje si¦ caªkuj¡c po przestrzeni koneksji. Mamy

QCSk(X) ” = ”
∫
M(X)

exp ikS(A) dA, (A.17)

gdzieM(X) := Ω1(X; g)/G jest ilorazem przestrzeni koneksji przy dziaªa-
niu pewnej grupy G. Liczba k nosi nazw¦ poziomu niezmiennika.
Cudzysªów oznacza, »e caªka (funkcjonalna) nie jest do ko«ca poprawnie
zde�niowana matematycznie.

Wykorzystanie do caªki (A.17) metod¦ fazy stacjonarnej (a dokªadniej
jej niesko«czenie wymiarowy odpowiednik), pozwala przypuszcza¢ (porów-
naj [92]), »e kwantowy niezmiennik Cherna-Simonsa speªnia

QCSk(X) ∼ 1
2
e3πi/4

∑
A∈M0(X)

e2πi[(k+2)S(A)−I(A)/4]
√
τX(A), (A.18)

gdzie S jest klasycznym niezmiennikiem Cherna-Simonsa, I oznacza potok
spektralny Atiyah-Patodi-Singera , za± τ jest torsj¡ Franza-Reidemeistera.

Wzór (A.18) zostaª matematycznie, ±ci±le udowodniony w pewnych
przypadkach (patrz np. [2]).
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Dodatek B

Relacja ortogonalno±ci, splot

i wzory caªkowe

B.1. Reprezentacje caªkowe funkcji hipergeomet-

rycznych

W teorii szeregów Fouriera (ogólniej - w analizie harmonicznej) bardzo
wa»n¡ rol¦ odgrywa ortogonalno±¢ w przestrzeniach funkcyjnych z iloczy-
nem skalarnym. Je±li {eint}n∈Z oznacza baz¦ ortonormaln¡ L2(S1), gdzie
iloczyn skalarny jest okre±lony wzorem

〈φ, ψ〉L2(S1) :=
1

2π

∫ π

−π
φ(t)ψ(t) dt, (B.1)

to wówczas

〈eint, eimt〉L2(S1) =
1

2π

∫ π

−π
ei(n−m)t dt = δn,m, (B.2)

gdzie δn,m = 1 gdy n = m i δn,m = 0 w p. p. Podobna wªasno±¢
przysªuguje ogólnym ukªadom ortogonalnym. Wi¦kszo±¢ zawartych w
tej pracy wzorów na reprezentacje caªkowe rozwi¡za« równa« ró»niczko-
wych otrzymujemy poprzez wykorzystanie 'kompleksy�kacji' powy»szego
przykªadu. Dokªadniej, ukªad {tn}n∈Z jest ortonormaly1 na GL1(C) :=
C∗, wzgl¦dem iloczynu skalarnego

〈φ, ψ〉L2(S1) :=
1

2πi

∫
γ
φ(t)ψ(t−1)

dt

t
, (B.3)

gdzie ind(γ, 0) = 1. W tych terminach, ªatwo mo»na uzasadni¢ wzór
caªkowy na podniesienie indeksów dla ogólnej funkcji hipergeometrycznej.

1W zasadzie ortogonalno±¢ ma miejsce w przestrzeni L2(γ) z iloczynem skalarnym
indukowanym z zanurzenia γ ↪→ C∗. Je±li np. γ = S1, to otrzymujemy klasyczn¡
teori¦ szeregów Fouriera.
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Stwierdzenie B.1.1 Funkcja

p+1Fq+1

(
u1, . . . , up+1

v1, . . . , vq+1

∣∣∣∣∣ t
)

(B.4)

jest równa caªce

1
2πi

∫
γ
pFq

(
u1, . . . , up
v1, . . . , vq

∣∣∣∣∣ s
) ∞∑

n=0

(up+1)n
(vq+1)n

tn

sn
ds

s
. (B.5)

Dowód. Oznaczmy przez Hu
v funkcj¦ podniesienia indeksów

Hu
v (t) :=

∑
n0

(u)n
(v)n

tn = 2F1

(
u, 1
v,

∣∣∣∣∣ t
)
. (B.6)

Je±li teraz

φ ∗ ψ(t) :=
1

2πi

∫
γ
φ(s)ψ(ts−1)

ds

s
, (B.7)

to

pFq ∗Hu
v =

1
2πi

∫
γ

∞∑
n=0

(u1)n(u2)n...(up)n
(v1)n(v2)n...(vq)n

sn

n!
·
∞∑
k=0

(up+1)k
(vq+1)k

tk

sk
ds

s

=
1

2πi

∫
γ

∞∑
k,n=0

(u1)n(u2)n...(up)n(up+1)k
(v1)n(v2)n...(vq)n(vq+1)k

tksn−k

n!
ds

s

=
∞∑
n=0

(u1)n(u2)n...(up)n(up+1)n
(v1)n(v2)n...(vq)n(vq+1)n

tn

n!
. (B.8)

Ostatnia równo±¢ zachodzi na mocy twierdzenia o residuach, mamy bowiem

1
2πi

sn · t
k

sk
ds

s
= ress=0

(
sn−k−1 tk

)
= δk,n t

n. (B.9)

To ko«czy dowód Stwierdzenia. �

Zauwa»my, »e 'opuszczenie' indeksów, czyli redukcja p+1Fq+1 7→p Fq
odbywa si¦ znacznie pro±ciej. Wystarczy przyj¡¢ np. up = vq.

Stwierdzenie B.1.1 pozwala uzyka¢ ró»ne reprezentacje caªkowe roz-
wi¡za« równa« ró»niczkowych, które daj¡ si¦ zredukowa¢ si¦ do przypadków
szczególnych ogólnego równania hipergeometrycznego. Iteruj¡c wzory
caªkowe, mo»na na przykªad przedstawi¢ takie funkcje za pomoc¡ caªek
po n-wymiarowym torusie T ⊂ Cn. Je±li L ⊂ Rn jest tak¡ krat¡, »e
Rn\L ' T , to mo»emy wówczas uzyska¢ reprezentacj¦ caªkow¡

p+1Fq+1

(
u1, . . . , up+1

v1, . . . , vq+1

∣∣∣∣∣ t
)

=
∫
P
ϕ(x) dx, (B.10)

gdzie P ⊂ Rn jest równolegªo±cianem fundamentalnym dziaªania L na
Rn, który po uto»samieniu ±cian relacj¡ ∼L odpowiada torusowi T .
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B.2. Wielokrotne polilogarytmy i uogólnione caªki

Drinfelda-Kontsevicha

We wst¦pie (25) oraz w Rozdziaªach 1 i 2, do analizy wielokrotnych
warto±ci zeta, zostaªy wykorzystane wielokrotne polilogarytmy (C.0.1)
oraz caªki Drinfelda-Kontsevicha.

Rozwa»my caªk¦∫ 1

0

(
dt

t

)◦(s1−1)

◦ dt

p1 − t
◦ ...

(
dt

t

)◦(sl−1)

◦ dt

pl − t
(B.11)

gdzie pi = x1 · ... · xi, dla 0 < i ¬ l, któr¡ dalej b¦dziemy oznacza¢ przez

Lis1,...,sl(x1, ..., xl) (B.12)

i gdzie ∫ t1

t0
φ(t) ◦ ψ(t) :=

∫ t1

t0

(∫ t

t0
φ(s)

)
ψ(t), (B.13)

dla 1-form φ i ψ. Wyra»enie (B.12) jest ogóln¡ postaci¡ wielokrotnego
polilogarytmu, wprowadzon¡ przez A. B. Goncharova w pracy [43].
Wszystkie wyst¦puj¡ce w tej pracy wielokrotne polilogarytmy s¡ przypad-
kami (B.12).

Wzór (B.12) jest pierwotnie okre±lony dla caªkowitych si. Jednak
mo»e by¢ przedªu»ony na C z wyª¡czeniem sko«czonej liczby punktów.
Wówczas funkcja ζ daje si¦ przedstawi¢ w prosty sposób, jako caªka z
1-formy podniesionej do pot¦gi zespolonej:

ζ(s) =
∫
γ

dt

1− t

(
dt

t

)s−1

dt, (B.14)

gdzie γ jest drog¡ ª¡cz¡c¡ 0 i 1. Patrz [57], gdzie przy u»yciu powy»szych
metod, autor wyznaczyª te» w nowy, prosty sposób monodromi¦ klasycz-
nych polilogarytmów. Podobne wzory mo»na te» znale¹¢ dla funkcji L
Dirichleta.

Wykorzystuj¡c wzór (B.12) dla pi = µik, gdzie µk jest pierwiastkiem
pierwotnym stopnia k z jedynki, Goncharov (patrz [42]) opisaª wªasno±ci
uogólnionych, alternuj¡cych warto±ci zeta pochodz¡cych od funkcji L
Dirichleta. W pracy [99] Jianqiang Zhao, posªuguj¡c si¦ podobnymi meto-
dami, znalazª wzory na alternuj¡ce sumy Eulera.
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Dodatek C

Zachowanie rozwi¡za«

meromor�cznych równa«

liniowych w otoczeniu

punktów osobliwych i funkcje

kon�uentne

Z ogólnej teorii RRZ wiadomo, »e liniowe RRZ rz¦du n ma dokªadnie
n liniowo nizale»nych rozwi¡za«. Na mocy twierdzenia Fuchsa, w
otoczeniu regularnego punktu osobliwego, istnieje co najmniej jedno roz-
wi¡zanie w postaci szeregu pot¦gowego, a inne rozwi¡zania wyra»aj¡ si¦
jako kombinacje takich szeregów, funkcji pot¦gowej oraz logarytmów.
Metoda Frobeniusa sªu»y do ich wyznaczania. Pierwotnie byªa ona
byªa stosowana do rozwi¡zywania równa« drugiego rz¦du,1 ale z powodze-
niem mo»na j¡ uogólni¢ na rozwi¡zywanie dowolnych równa« rózniczko-
wych zwyczajnych w otoczeniu regularnych punktów osobliwych. Ogóln¡
metod¦ zilustrujemy najpierw na przykªadzie rónania Bessela.

Klasyczna teoria (ukªadów RRZ) pozwala na dokªadne okre±lenie
zachowania jako±ciowego rozwi¡zania równania

ẋ(t) = A(t)x(t) , (C.2)

1Równanie pierwszego rz¦du

dx

dt
+ q(t)x = 0, q(t) :=

∑
n−1

qnt
n+r, (C.1)

gdzie funkcja tq(t) jest analityczna w otoczeniu zera ma regularny punkt osobliwy
w t = 0. Wstawiaj¡c szereg w miejsce pochodnej otrzymuje si¦ liniowe równanie
charakterystyczne r + q−1 = 0, które zawsze ma jednoznaczne rozwi¡zanie, zatem
metoda Frobeniusa stosuje si¦ te» i w tym wypadku. Zazwyczaj jednak nie stosuje si¦
jej ze wzgl¦du na dost¦pno±¢ innych sposobów, jak np. tzw. rozdzielanie zmiennych.
Niemniej, warto poda¢ ten prosty przykªad, dla uzmysªowienia sobie zgodno±ci
ró»nych metod.

101



w zale»no±ci od wªasno±ci2 A. Na przykªad gdy A jest holomor�czne,
to rozwi¡zania tak»e s¡ holomor�czne. Motywowani problemami (tak»e
z poza) teorii RRZ, w dalszym ci¡gu b¦dziemy si¦ jednak zajmowa¢
ogólniejszym przypadkiem, gdy A dopuszcza pewne osobliwo±ci.

W dalszym ci¡gu b¦dziemy rozró»nia¢ dwa typy punktów osobliwych
meromor�cznych RRZ.

De�nicja C.0.1 Punkt, w którym operator A(t) ma biegun nazywamy3

punktem osobliwym równania.

Wyró»niamy punkty osobliwe regularne, dla których (przyjmuj¡c,
»e punktem osobliwym jest zero) rozwi¡zanie ma nast¦puj¡c¡ wªasno±¢
x(t) = o(tn), dla pewnego n ∈ Z oraz punkty osobliwe nieregularne, dla
których oszacowanie tego typu nie zachodzi dla »adnego n ∈ Z.

Co ta de�nicja oznacza w praktyce? Aby si¦ przekona¢, rozwa»my
nast¦puj¡c¡ sytuacj¦.

Przykªad C.0.1 Niech b¦dzie dane jednowymiarowe równanie

ẋ(t) = t−rA(t)x(t) , gdzie A(t) = A0 +A1t+ ... (C.3)

jest holomor�czna i A0 6= 0. Gªówne rozwi¡zanie ma posta¢

x(t) = exp
{∫ t

t0
A(u)u−r du

}
. (C.4)

Je±li teraz r = 1, to
x(t) = tA0y(t), (C.5)

gdzie y jest funkcj¡ analityczn¡ z otoczeniu zera. Punkt t = 0 jest wi¦c
osobliwy i regularny. W przeciwnym wypadku (czyli dla r > 1) otrzymuje-
my rozwi¡zanie postaci

x(t) = eq(1/t)y(t), (C.6)

gdzie y jest analityczna w otoczeniu zera, a q jest wielomianem ró»nym
od staªej. Ze wzgl¦du na czynnik eq(1/t) osobliwo±¢ takiego równania jest
nieregularna.

2W tym wypadku mamy do czynienia z ukªadem na C. Ogólnie mo»na rozwa»a¢
równania na powierzchni Riemanna S i wtedy nale»y rozumie¢ ẋ(t) = A(t)x(t) jako
lokalny opis dziaªania koneksji A na przekroju x pewnej wi¡zki holomor�cznej E → S.
W tej rozprawie S jest zwykle to»same z CP 1, Y := CP 1\{0, 1,∞}, lub po prostu z
C.

3W dalszym ci¡gu b¦dziemy cz¦sto zakªada¢, »e mamy do czynienia z przypadkiem
lokalnym (C, 0) i wówczas, cz¦sto bez jawnego wskazania, przez punkt osobliwy
b¦dziemy rozumie¢ t = 0.
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Na koniec przytoczymy twierdzenie Fuchsa (porównaj [6] i [23]),
na którym cz¦sto, niekiedy milcz¡co, opieramy rozumowania dotycz¡ce
lokalnej analizy rozwi¡za« ukªadów równa« ró»niczkowych oraz równa«
wy»szych rz¦dów.

Twierdzenie C.0.1 (Fuchs) Liniowe równanie ró»niczkowe drugiego
rz¦du

ẍ+ p ẋ+ q x = f, (C.7)

gdzie p, q i f s¡ analityczne, ma, w otoczeniu regularnego punktu osobliwego,
co najmniej jedno rozwi¡zanie w postaci szeregu Frobeniusa

x =
∑
n0

an (t− t0)n+r, (C.8)

gdzie a0 6= 0 i r ∈ R/Z. Drugie rozwi¡zanie4 jest albo postaci (C.8), albo
postaci

x = log(t− t0)
∑
n0

an (t− t0)n+r +
∑
n0

bn (t− t0)n+s, (C.9)

gdzie s ∈ R/Z. Promie« zbie»no±ci x jest nie mniejszy, ni» minimum
promieni zbie»no±ci p, q i f .

Jak ªatwo mo»na sobie wyobrazi¢, powy»sze twierdzenie uogólnia si¦ w
odpowiedni sposób na równania wy»szych rz¦dów.

C.1. Równanie Bessela: przypadek niezdegenero-

wany

Zaprezentujemy teraz metod¦ Frobeniusa na przykªadzie równania Bessela

t2
d2x

dt2
+ t

dx

dt
+ (t2 − α2)x = 0, (C.10)

lub równowa»nie [(
t
d

dt

)2

+ t2 − α2

]
x = 0, (C.11)

gdzie α /∈ Z.

Przewidujemy rozwi¡zanie w postaci

x =
∑
n0

ant
n+r (C.12)

i zakªadamy, »e a0 6= 0. Nast¦pnie obliczamy

ẋ =
∑
n0

(n+r)antn+r−1 oraz ẍ =
∑
n0

(n+r)(n+r−1)antn+r−2.

(C.13)

4Na okre±lenie drugiego rozwi¡zania u»ywa si¦ niekiedy terminu: uogólniony
szereg Frobeniusa.
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Podstawiaj¡c szeregi w miejsce pochodnych do równania Bessela, otrzy-
mujemy∑
n0

[
(n+ r)(n+ r − 1) + (n+ r)− α2

]
ant

n+r +
∑
n0

ant
n+r+2. (C.14)

Przyjmuj¡c wspóªczynnik przy n = 0 do zera, otrzymujemy równanie

indykacyjne (
r2 − α2

)
a0 = 0. (C.15)

Z warunku a0 6= 0 wynika, »e r = ±α. Post¦puj¡c analogicznie dla n = 1
dostajemy a1(2α+ 1) = 0, sk¡d5 a1 = 0 i dalej, dla n > 1, otrzymujemy

nan(2α+ n) + an−2 = 0. (C.17)

Szeregi

Jα(t) = tα
∞∑
n=0

(1/2 + α)n
(1 + 2α)n

(2it)n

n!
(C.18)

=
(t/2)αe−it

Γ (1 + α) 1F1

(
1/2 + α
1 + 2α

∣∣∣∣∣ 2it

)
(C.19)

=
(t/2)α

Γ (1 + α) 0F1

(
1 + α

∣∣∣∣∣ − (t/2)2

)
(C.20)

oraz J−α(t) speªniaj¡ równanie Bessela i stanowi¡ baz¦ jego rozwi¡za«.

C.2. Równanie Bessela: przypadek zdegenerowany

Je±li α ∈ Z, to funkcje Jα(t) i J−α(t) s¡ zale»ne liniowo, co wynika
z prostej relacji J−α(t) = (−1)αJα(t). Funkcja Jα(t) speªnia równanie
Bessela dla α ∈ C i dla ustalonego t jest caªkowita ze wzgl¦du na α.
Poszukujemy zatem drugiego, niezale»nego liniowo z Jα(t) rozwi¡zania
równania Bessela.

Funkcja J−α(t) − (−1)αJα(t) speªnia równanie Bessela i dla α ∈ Z
mamy J−α(t)−cosπαJα(t). Je±li α /∈ Z, to funkcja6 J−α(t)−cosπαJα(t),

5Pomin¦li±my przypadek, gdy α = −1/2. W tej sytuacji mo»emy od razu zaªo»y¢,
»e a1 6= 0 i rozwi¡zuj¡c równania rekurencyjne otrzymamy (przy wykorzystaniu
wzorów 2nn!(2n−1)!! = (2n)! oraz 2nn!(2n+1)!! = (2n+1)!, gdzie m!! := m(m−2)...
oznacza tzw. bisilni¦) rozwi¡zanie ogólne postaci

x = t−1/2

(
a0
∑
n0

(−1)n

(2n)!
t2n + a1

∑
n0

(−1)n

(2n+ 1)!
t2n+1

)
= t−1/2 (a0 cos t+ a1 sin t) .

(C.16)

6Wybór cosπα zostaª dokonany ze wzgl¦dów technicznych i ilustruje ogóln¡
metod¦ post¦powania.
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b¦d¡ca kombinacj¡ liniow¡ rozwi¡za« te» jest rozwi¡zaniem odpowiedniego
równania Bessla z parametrem α. Rozwa»my wyra»enie

Yα(t) :=
Jα(t)− cosπαJ−α(t)

sinπα
. (C.21)

Przechodz¡c do granicy (je±li α ∈ Z ∼ 0) w powy»szym wzorze, otrzy-
mujemy drugie rozwi¡zanie, niezale»ne liniowo z Jα.

Rozwi¡zanie Yα nosi nazw¦ funkcji Bessela drugiego rodzaju.7

C.3. Metoda Frobeniusa

Ogólna metoda Frobeniusa polega na zastosowaniu takich samych kroków
jak w powy»szych przykªadach. Rozwa»my równanie

n∑
k=0

qk(t)
dkx

dtk
= 0, (C.22)

zakªadaj¡c, »e t = 0 jest regularnym punktem osobliwym i qn = 1.
Podobnie jak w przypadku równania Bessela, przewidujemy rozwi¡zanie
w postaci

x =
∑
n0

ant
n+r (C.23)

i zakªadamy, »e a0 6= 0. Mamy

ẋ =
∑
n0

(n+ r)antn+r−1 (C.24)

ẍ =
∑
n0

(n+ r)(n+ r − 1)antn+r−2 (C.25)

...
x =

∑
n0

(n+ r)(n+ r − 1)(n+ r − 2)antn+r−2 (C.26)

...

Podstawiaj¡c do równania, i przyjmuj¡c n = 0, wyznaczamy równanie
indykacyjne

P (r) = 0. (C.27)

Stwierdzenie C.3.1 W zale»no±ci od algebraicznych wªasno±ci równania
indykacyjnego mo»emy mie¢ do czynienia z nast¦puj¡cymi przypadkami.

• Je±li pierwiastki r1, r2, ..., rn s¡ ró»ne i dla »adnej pary rj − rj nie
jest liczb¡ caªkowit¡, to wówczas mamy n szeregów Frobeniusa z
wykªadnikami r1, r2, ..., rn.

7Podobnie dla Iα := e−iπα/2Jα, okre±la si¦ odpowiednie funkcje Kα. Pojawiaj¡
si¦ one w naturalny sposób przy aproksymacji transformaty Fouriera funkcji
ξ(s) := const · π1+it/2Γ (1 + it/2)ζ(1 + it/2). Przy u»yciu odpowiedniej analizy, z
wykorzystaniem funkcji Kα, D. Hejhal [47] uzyskaª nowe, silne wyniki dotycz¡ce
proporcji g¦sto±ci zer funkcji ζ na lnii krytycznej Re s = 1/2.
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• Je±li wyst¦puje pierwiastek r0 krotno±ci k > 1, np. k = 2, to
wówczas zaburzenie równania (tak jak w przypadku r-nia Bessla)
daje dla tego pierwiastka rozwi¡zania x(r0, t) oraz ∂x/∂r(r0, t).
Je±li krotno±¢ k > 2, to nale»y rozpatrze¢ wy»sze pochodne.

• Je±li ró»nica pierwiastków r0− r1 jest liczb¡ caªkowit¡, to wówczas
zaburzenie równania prowadzi do rozwi¡za« x(r0, t) oraz ∂/∂r[(r−
r1)x(r1, t)].

Powy»sze stwierdzenie jest jednowymiarowymmodelem analizy mikro-
lokalnej, ktora stanowi silne narz¦dzie w badaniu jako±ciowym rozwi¡za«
równa« ró»niczkowych cz¡stkowych.

C.4. Kon�uentne funkcje hipergeometryczne

Bezpo±rednim, naturalnym uogólnieniem (23) jest tzw. ogólny szereg

hipergeometryczny

pFq

(
u1, . . . , up
v1, . . . , vq

∣∣∣∣∣ t
)

:=
∞∑
n=0

(u1)n(u2)n...(up)n
(v1)n(v2)n...(vq)n

tn

n!
. (C.28)

Podobnie jak w przypadku (23), tak»e (C.28) speªnia równanie ró»niczkowe

[t(Dt+u1)(Dt+u2)...(Dt+up)−Dt(Dt+ v1− 1)....(Dt+ vq− 1)]φ = 0.
(C.29)

Dla p = q + 1 posiada ono tak»e trzy regularne punkty osobliwe 0, 1
i ∞. W tym wypadku zagadnienie algebraiczno±ci rozwi¡za« zostaªa
rozstrzygni¦ta w pracy [11].

Je±li p ¬ q, to funkcj¦ pFq nazywa si¦ kon�uentna funkcj¡ Hiper-
geometryczn¡. Przykªad stanowi¡ funkcje typu Bessela

0Fq

(
, . . . ,

1, . . . , 1

∣∣∣∣∣ tq+1

)
=

∞∑
n=0

1
(n!)q

t(q+1)n

n!
. (C.30)

C.5. Monodromia

Poj¦ciemonodromii, które w w Rozdziaªach 2 i 3) jest wa»nym narz¦dziem
przy badaniu asymptotyki meromor�cznych równa« ró»niczkowych, pojawiªo
si¦ po raz pierwszy przy badaniu funkcji zespolonych (w pracach Kummera
Riemanna) i podobnie jak wi¦kszo±¢ poj¦¢ topologicznych, zostaªo ono
uogólnione na poj¦cie przestrzeni topologicznych.

De�nicja C.5.1 (Monodromia) Niech X oznacza spójn¡ i lokalnie
spójn¡ przestrze« topologiczn¡, z punktem bazowym x ∈ X i niech p :
X̃ → X b¦dzie nakryciem z wªóknem F := p−1(x). Dla p¦tli bazowej
γ : [0, 1] → X, oznaczmy przez γ̃ podniesienie γ, którego obraz zaczyna
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si¦ w x̃ oraz niech γ̃(1) = x̃.γ.

Powy»sza konstrukcja pozwala okre±li¢ dziaªanie grupy π1(X) na F .
Dziaªanie to nazywamy dziaªaniem monodromii, a odpowiadaj¡cy homomor�zm
w grup¦ symetryczn¡ ϕ : π1(X) → sym(F ), - monodromi¡. Obraz
ϕ(π1(X)) jest grup¡ monodromii.

Rozwa»my teraz dwa przypadki monodromii równa« pierwszego rz¦du,
które dobrze ilustruj¡, na czym polega monodromia.

Przykªad C.5.1 Niech 0 < n ∈ Z. Równanie ró»niczkowe

t ẋ− 1
n
x = 0, (C.31)

którego rozwi¡zaniem podstawowym jest funkcja x(t) = t1/n, ma grup¦
monodromii równ¡M = Z/(nZ).

Przykªad C.5.2 Niech dane b¦dzie równanie ró»niczkowe

t ẍ+ ẋ = 0, (C.32)

którego rozwi¡zaniem fundamentalnym jest[
x1(t)
x2(t)

]
=

[
1

log t

]
. (C.33)

Mamy[
x1(e2πit)
x2(e2πit)

]
=

[
1

log t+ 2πi

]
=

[
1

log t

]
·
[

1 0
2πi 1

]
. (C.34)

Przedªu»enie analityczne wzdªu» p¦tli otaczaj¡cej zero jednokrotnie, skutku-
je powrotem nie do punktu t, ale do t+ 2πi. T¡ procedur¦ mo»na kontynu-
owa¢ 'w niesko«czono±¢' a tak»e (po zmianie orientacji p¦tli) 'w minus
niesko«czono±¢'. St¡d wynika, »e grupa monodromii (C.32) jest równa
Z.

Zwró¢my uwag¦, i» moc zbioru regularnych punktów osobliwych rów-
nania danego stopnia jest ograniczona. Wynika st¡d, »e monodromia
komplikuje si¦ wraz ze wsrostem stopnia równania ró»niczkowego.
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