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Streszczenie

W niniejszej rozprawie zajmujemy sie badaniem meromorficznych réwnan
rozniczkowych zwyczajnych. Wiekszo$¢ z nich wywoduzi si¢ z teorii tzw.
liczb okresowych, a w szczegblnosci wielokrotnych wartosci zeta. W Roz-
dziatach 112 badamy szczegdtowe wlasnodci rownan rézniczkowych zwia-
zanych z funkcjami tworzacymi fo i f3 odpowiadajacymi ciagom ¢({2}")
oraz (({3}"), uzyskujac nowe dowody znanych w analitycznej teorii liczb
tozsamosci, jak tez nowe rezultaty dotyczace (hipotetycznego) rownania
rozniczkowego zwiazanego z ((3), gdzie ¢ oznacza funkcje zeta Riemanna.
W ostatnim Rozdziale 3 dowodzimy nowych, ogélnych twierdzen, stuza-
cych analizie asymptotycznej meromorficznych réwnan rézniczkowych
zwyczajnych.
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Wprowadzenie

Tematem tej pracy jest badanie wtasnoéci asymptotycznych réwnan roz-
niczkowych zwyczajnych'

Zn:ai(t,)\) —i =0, 2)

gdzie x € Ca X\ € C jest parametrem, oraz uktadéw réwnan rézniczkowych
zwyczajnych

2(t) = A(t,A) 2(b), (3)

gdzie z € C, A € end(C") i & oznacza pochodna wektora z ze wzgledu
na ’czas’, ktéry zazwyczaj bedzie oznaczany przez t. Ogélnie t € 5,
gdzie S jest pewna powierzchnig Riemanna. W dalszym ciggu bedziemy
zaktada¢, ze Wyrazy macierzy A sg funkcjami meromorficznymi A €
end(C™)®C(t). Dodatkowo zaklada¢ bedziemy, ze zaréwno szukane funkcje,
jak i wspotezynniki moga zalezeé¢ od parametru A. Typowym przyktadem
bedzie réwnanie

(T + APhz = 0, (4)
gdZie p= (ph apk) € Zka ‘p| =p1+ ...+ pg oraz
T := (1 —t)0;(td)P* ~...(1 — t) D (tdy )P+ 1, (5)

przy odpowiednich zalozeniach na 0 < p; € Z, przy czym pj, > 2. Jest ono
zwiagzane z funkcjg tworzaca dla tzw. wielokrotnych wartosci zeta,
ktore definiujemy jako sumy szeregéw postaci

C(p1y.osp) = Z ny Pt n PR (6)
0<ni<...<ng
W pracy [100] jest podana konstrukcja funkcji tworzacej dla MZV, ktora
jest rozwiazaniem zagadnienia wtasnego (4) operatora (5). Doktadniej:
jesli x(t, \) jest rozwigzaniem (unormowanym i holomorficznym w zerze)
rownania, (T + APz = 0, to wowczas

z(1,A) = > (=1)"C({p1, ..., pe}™) AP, (7)

m2=0

'W dalszym ciagu, dla uproszczenia notacji, bedziemy czesto pisaé

n n

- diz i . diz(t,\)
Z @i = s lub Z a; Ox zamiast Z a;(t,\) e (1)

i=0 =0 =0

oraz & = Ax, zamiast ©(t) = A(t, A) z(t).




gdzie (powtorzenie ciagu {p1, ..., px} wystepuje m razy)

C({ph 7Pk}m) = C(ph o5 Pks -+ P1, 7pk) (8)

Liczbe |p| we wzorze (6) bedziemy nazywaé waga wielokrotnej wartosci
zeta (lub ogolniej polilogarytmu), zas mianem jej (jego) glebokosci
okreslimy wartosé k.

Naturalna sytuacja, w ktérej pojawiaja sie inne, podobne réwnania
Picarda-Fuchsa jest badanie wlasnodci cykli algebraicznych w rozmaitos-
ciach zespolonych. Jest to zwigzane z tzw. algebra okreséw, ktérych
szczegolnym przypadkiem sa wlagnie wielokrotne wartodci zeta. Wiecej
szczegolow na ten temat mozna znalez¢ w |62] oraz w pracach Goncharova
[41] i [41] oraz Goncharova i Manina [44], gdzie szczegolny nacisk potozony
jest na rozwijanie odpowiedniej teorii motywicznej.

Warto wspomnie¢, ze wielokrotne wartosci zeta pojawity sie po raz
pierwszy w pracach Leonarda Eulera. Uzyskal on min. wzory na wartosci
funkcji ¢ w dodatnich liczbach parzystych, wykorzystujgc rozwiniecie
funkcji sinus w szereg potegowy oraz, z drugiej strony, przedstawienie jej
w postaci iloczynu. Zachodzi

00 = Y (=1)"c({2ima

n>0
nf)
_ sin A
TA
= 7122()(—”"(2(222;!’ ©)

skad, po poréwnaniu wspoétczynnikéw, otrzymujemy

7T2n

C({2}") = Gnr ) (10)



Odnotujmy jeszcze inne funkcje tworzace:

L) = H(l—*) (1)

sintA  sinhwA

T 7T
Aﬁ
folh) = H(l_nfs> (12)

sinwTA  sinprA  sin gl
A A A

gdzie y = (—14i+/3) /2. Z rozwiniecia (9) mozna tez obliczy¢ ¢ (2m).Mamy,
na przyktad,

P = 3w

k,n>0

— (Z +> + Z) n=2k 2

k>n  k=n k<n
= (@) +2(2,2). (13)

Podobne relacje, ktére wynikaja ze wzoru wlaczen i wytaczen z kombina-
toryki, mozna poda¢ takze dla wielu innych wielokrotnych wartosci zeta.

W korespondecji z Goldbachem, Euler podat takze inne, nietrywialne?
relacje na wielokrotne wartosci zeta z dwoma argumentami.

Nalezy dodaé, ze wielokrotne wartosci zeta sa obecnie przedmiotem
intensywnego badania, przy uzyciu bardzo réznorodnych metod. Warto
tu przytoczyé min. prace [15], [16], [25], [25], [41], [42], [48], [77], [62],
[80], [94], [99] oraz [50].

?Euler uzyskal na przyktad wzory

m—2

C(L,m) = m¢(m+1)= > (G +1)¢(m— ), (14)
gdzie m > 2 oraz
¢(1,2) = ¢(3), (15)

ktore zostaly uogoélnione dopiero w drugiej polowie XX wieku.



Jednym ze sposobéw badania asymptotyki (uktadow) rownan roznicz-
kowych zwyczajnych jest tzw. metoda WKB (lub aproksymacja WKB).
Polega ona na przedstawieniu hipotetycznego rozwiazania rownania (1).

z(t) = X0 S g t)a*. (16)

k>0

Podstawienie tego wyrazenia do réwnania, prowadzi do algebraicznego
rozniczkowego réwnania na ’dziatanie’ S oraz rodziny 'prostych’ rownan
na wspo6tczynniki v, Zilustrujemy metode WKB nastepujacym przykta-
dem.

Przyktad 0.0.1 Rozwazmy zagadnienie wtasne (T + AP¢ = 0 dia
operatora (5), gdzie |p| = p1+...+pk. Stosujac metode WKB, otrzymuge-
my nastepujgce rownanie na dziatanie:

=k - [56)]" 41 = 0. (17)

Nie zwracajgc vwagi na dalsze wyrazy asymptotyki © przechodzqgc z t
do granicy t = 1 otrzymujemy wzor

S(1) = W /1(1_u>1/k1u(k1)/k1 du
0

- (L, 5

gdzie B(x,y) oznacza funkcje Beta Eulera. Ze wzoru

(@) I(y)
B(x,y) = ——= 19
(@) = o (19)
oraz z formuty Eulera na odbicie dla funkcyi I', otrzymujemy
7
S(1) = . 20
(1) sinm/k (20)

Stad wynika, ze funkcje generuwjgce MZV powinny mieé w pierwszym
przyblizeniu postaé

T
> ™ exp (um : > : (21)
— sin/k
gdzie o oznacza tu pierwiastek pierwotny z jednosci stopnia |p|.

Pozwala to na prayktad uzasadnié fakt, iz we wzorze Broadhursta®
mamy do czynienia z parametrem przeskalowanym o v/2 w stosunku do
regularnego rozwigzania réwnania na MZV zwigzanej z operatorem (1 —

)0 (t0y)3.

3Patrz (2.36)



Warto odnotowaé w tym miejscu, ze w przypadku rownania na funkcje
tworzaca ciagu (({2}"), metody asymptotyczne pozwalaja uzyskaé wzory
C({2}") = 7" /(2k + 1)!. W przypadku (({p}"), gdzie p > 2 jest liczba
pierwsza, podobne wzory nie sa znane i nie wiadomo nawet, czy liczby
te sa przestepne, ale wzor (21) zachodzi dla kazdego k. Co wiecej,

i J—

€ Q(m), (22)

sin/k

skad wida¢, ze w pierwszym asymptotycznym przyblizeniu, funkcja two-
rzaca ciaggow wielokrotnych wartosgci zeta ma zawsze wspotezynniki® pos-
taci " X q, gdzie q jest liczba algebraiczna.

W analizie rodziny rownan (5) istotna role moze odgrywac tzw. zja-
wisko Stokes’a, ktore w przypadku funkcji tworzacych zwigzanych z
¢(2) oraz ((3) zostalo opisane w pracach |95] i [97].

Ponizej oméwimy wazne pojecia wystepujace w dalszych czesciach
tej pracy.

Klasyczna funkcja hipergeometryczna Eulera-Gaussa ma postaé

t> =y Wl 23)

n=0 (w)n m’

gdzie (x), := z(x + 1)...(x + n — 1) oznacza symbol Pochhammera.
Zazwyczaj rozpatruje sie ja osobno od przypadku ogolnego (24), z racji
przystugujacych jej dodatkowych, silnych wlasnosci, z ktérych by¢ moze
najwazniejsza jest to, ze kazde réwnanie Picarda-Fuchsa drugiego rzedu
na CP!, ktore posiada co najwyzej trzy punkty osobliwe, daje sie sprowa-
dzi¢ do réownania, ktore spelnia (23).

W dalszym ciagu, oprécz klasycznej funkeji hipergeometrycznej Eulera-
Gaussa (23), wazna bedzie takze ogolnia funkcja hipergeometryczna

Ulyeo ., W
qu I » Y'p
V1,...,0q

t> — i (ul)n((u2>n(up)ntn (24)

n=0

Powyzsza funkcja spelnia nastepujace réwnanie rézniczkowe:

[t(Dt + Ul)(Dt + Uz)(Dt + Up)
—Dt(Dt “+ v — 1)(Dt + vg — 1)] z = 0,

gdzie D := t0; oznacza operator Eulera.

) 4Zac1£)dzi nawet silniejszy fakt: wspolczynniki funkcji tworzacej sa elementami
Q(m) € Q(), gdzie Q oznacza granice odwrotna systemu cial cyklotomicznych.



Wazna role przy badaniu wtasnosci wielokrotnych wartosci zeta oraz
zwigzanych z nimi réwnan rézniczkowych odgrywaja wielokrotne polilo-
garytmy oraz ich reprezentacje catkowe za pomocg tzw. catki Drinfelda-
Kontsevicha (patrz [94])

dty dty
Ie e t = / ces )
Lyeesy ‘P‘( ) T Ae (t1) Ae\?l(tm)

(25)

gdzie T = {(tl,tg,...,tm) eRF:0< t1 < ... < t|p‘ <t < 1}, € € {0,1}
oraz Ag(s) = s 1 A1(s) = 1 — 5. Ponadto zakladamy, ze e = 1 i ¢, = 0.

Dla ciagow (eq, ..., €x) postaci (1,0,...,0,1,0,...,0,...,1,0...,0), gdzie
kazdy z podciagow (1,0,...,0) ma p; elementow, dostajemy

I10,..0,{1,0..,0}.. {1,0.,0 (1) =t Lip  p.()

= Z D1 D2

1 Pr>
O<ni<...<np ny ny ..M

tne

czyli wielokrotny polilogarytm. Dla ¢ = 1 jest on rowny ((p1,...,pr)
(patrz (6)).

Nieco szerzej omawiamy catki podobne do (25) w Paragrafie B.2, w
Dodatku B.

Omoéwimy teraz pokrotce zawartosé poszczegdlnych rozdziatéw i pod-
stawowe wyniki tej rozprawy.

W Rozdziale 1 rozwazamy réwnanie
(1 —1)0; tdpr + N2z = 0, (27)

zwiazane z funkcja tworzaca f2, ciagu (({2}"). Okazuje sie, ze funkcja
hipergeometryczna

A=A o~ (Mn(=Mn
F( : t> - 3 O,
= 2 (1) Liggn ()" (28)
n=0

jest funkcja tworzaca dla polilogarytméw Lifayn (1), a jej wartosé w ¢ =1
jest funkcja tworzaca f2(A) dla wielokrotnych wartosci zeta ¢({2}").

W celu zbadania wlasnogci tego réwnania, stosujemy metody asympto-

tyczne, jak tzw. aproksymacja WKB, operatory Stokes’a oraz aproksy-
macja fazy stacjonarnej. Z wykorzystaniem tego aparatu, podajemy dwa
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nowe dowody stynnego wzoru Eulera ((2) = 72/6. Patrz Wniosek 1.3.1 i
Twierdzenie 1.4.1.

W Rozdziale 2 zajmujemy sie analiza réwnania
(1 — )0 (tdh)*x + Nz = 0, (29)

ktorego analityczne w otoczeniu zera rozwiazanie x1(t,\) = 1 + O(t),
ewaluowane w punkcie ¢t = 1, wyznacza funkcje tworzaca f3 ciagu (({3}"),
analogicznie jak w rozdziale 1. Stosujemy nastepnie aproksymacje WKB
do badania bazy rozwiazan asymptotycznych powyzszego réwnania hiper-
geometrycznego, dla A ~ oo i obliczamy odpowiednie operatory Stokes’a.
W kolejnym etapie dowodzi sie, iz funkcja f3, przy A ~ oo, takze wyraza
sie za pomoca odpowiednich rozwinie¢ WKB, podlegajacych zjawisku
Stokes’a. Stad otrzymujemy, ze f3 spelia liniowe rownanie rézniczkowe
szostego rzedu, z nieregularnym punktem osobliwym w nieskoriczonosci
(patrz Twierdzenie 2.4.1).

Rozdziat 3 pogwiecony jest badaniu uktadéw liniowych réwnan rézni-
czkowych
p(t) = A(t, A) =(t), (30)

gdzie x € C™, dla zespolonego parametru A ~ co. Dowodzimy istnienia
analogon6éw operatorow Stokes’a dla odpowiednich rozwinie¢ WKB
(Twierdzenie 3.2.1). Te macierze w ogolnosci moga zaleze¢ od parametru,
jednak przy pewnych naturalnych zatozeniach, mozna wykazaé¢, ze maja
one wyrazy state (Twierdzenie 3.3.1). W dalszej czesci dowodzimy uogol-
nienie twierdzenia Hukuhary-Levelta-Turritina o formalnej redukcji ukta-
du w otoczeniu nieregularnego punktu osobliwego do postaci normalnej, z
rozgalteziong reparametryzacja zmiennej czasowej (Twierdzenie 3.4.1). W
ostatniej czedci rozdziatu, otrzymane wyniki sa zastosowane do pewnych
rownan hipergeometrycznych, zwigzanych z funkcjami tworzacymi wielo-
krotne wartosci zeta.

W koricu rozprawy umiesciliémy trzy dodatki. Dodatek A poswiecony
jest aproksymacji fazy stacjonarnej. W Dodatku B podajemy wzory
catkowe dla funkcji hipergeometrycznych oraz omawiamy catki Drinfelda-
Kontsevicha. Dodatek C zawiera podstawowe fakty o teorii meromorficz-
nych réwnan rézniczkowych zwyczajnych.

Podziekowania

Autor chcialby wyrazi¢ serdeczne podziekowania dla Profesora Henryka
Zotadka, bez pomocy ktérego ta rozprawa nigdy by nie powstata.
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Rozdzial 1

Analiza asymptotyczna
rownania dla funkcji
tworzacej zwigzanej z ((2)

W tym rozdziale bedziemy badaé réwnanie
(1 — 1)ty + N2z = 0, (1.1)

ze szczegdlng uwaga skierowana na sytuacje, kiedy A ~ co. Podobnie
jak inne réwnania na funkcje tworzace wielokrotne wartosci zeta, moze
byc ono zinterpretowane jako zagadnienie wlasne (T + A2I)z = 0 dla
operatora T = (1 — t)0; t0;. Jest to szczegdlny przypadek (klasycznego)
rownania hipergeometrycznego Gaussa i jego jedyne rozwiazanie, holomor-
ficzne w otoczeniu zera, ma postaé

A=A A2t
o Iy (

t) = iwt” =1-Nt+"—— .. (12

= (n!)2 4

Zachowanie asymptotyczne rozwiazan rownania (1.1) zostato szczego-
towo zbadane w pracy [95]. W tym rozdziale przedstawimy gltéwne zawarte
w niej wyniki.

1

Glowna motywacja dla opisania asymptotyki rozwigzan (1.1) byta
obserwacja [100], iz dobrze znany wzor

A, —A sin 7w\
F ’ 1] = 1.3

moze zostac wyprowadzony bezposrednio z rownania (1.1). Dowod tego
faktu opiera si¢ na analizie (1.1) dla A ~ oo, przy uzyciu rowinieé
quasiklasycznych WKB (patrz Rozdziat 3) oraz tzw. operatoréw Stokes’a.

Rownanie (1.1) stanowi (w pewnym sensie) model testujacy dla teorii
rozwinietej w dalszych czedciach tej rozprawy, a w szczegblnosci w Roz-
dziale 3.

13



Przestrzen rozwiazan rownania (1.1) jest dwuwymiarowa, z baza {x1, z2 },

ktéra w otoczeniu zera posiada przedstawienie
z1(t,A) = 14 0(t) (1.4)
za(t,\) = log(N2t) - z1(t) + wa(t,\), (1.5)

gdzie wo jest kietkiem funkcji analitycznej w zerze. W otoczenis s = 1—1¢
baza rozwigzan przyjmuje postaé

#i(s,N) = Ms+0(s%) (1.6)
25(s,\) = 108;0\2 s) - @ (s) + wa(t, A), (1.7)
gdzie wh = —1 4+ O(s) jest kietkiem funkcji analitycznej w zerze, ktorej

wspolezynniki (wsgledem s) mozna efektywnie wyznaczy¢. W otoczeniu
jedynki zachodzi relacja

r1(t,\) = ar(x)x) (1 —t,\) + az(z)xh(1 —t, \), (1.8)

i otrzymujemy wzor (wspolczyniik przy wyrazie wolnym wsy jest rowny
_1)

z1(1,A) = —az(N). (1.9)
Metoda WKB pozwala znalez¢ (formalne) rozwigzania asymptotyczne
9o (t:A) = (—iX) "2 50 Ny (t) - (- (1.10)
7=0
gy (8. A) = (GN) T2 N () - (i0) (1.11)
Jj=0

gdzie dziatanie S dane jest wzorem!

S(t) = /Otu—l/Q(l —u)"Y2 du, (1.12)

a wspolczynniki 1); spelniajg réwnania rézniczkowe liniowe pierwszego
rzedu, ktérym wiecej miejsca poswiecimy w dalszych paragrafach tego
rozdziatu.

Jesli w rownaniu (1.1) dokonamy podstawienia 7 = A% ¢, to otrzymamy
wiodacy sktadnik postaci

0;70;y+y = 0, (1.13)

ze wzgledu na A\ — oo i przy ograniczonym 7. Rozwigzania réwnania
wyrazaja sie przez funkcje Bessela. Ich asymptotyka jest dobrze znana
(patrz np. [1], [8] 1 [31]) i w pierwszym przyblizeniu oddaje zachowanie
asymptotyczne rozwigzan (1.1). Podobnie mozemy postapi¢ w przypadku
uktadu 2/ = (2, z4) wokol t =1 =1 — s, otrzymujac rownanie

0% +y =0, =g, (1.14)

W literaturze utrwalilo sie nazywanie catek tej postaci mianem niekompletnej
funkcji Beta.
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ktore takze posiada rozwigzania, wyrazajace sie poprzez funkcje Bessela.

Analiza wlasnosci rozwiniecia asymptotycznego rozwigzan (1.1) polega

nastepnie na poréwnaniu ich pierwszych przyblizen WKB (tzn. y; oraz
/

yj)'

Szeregi asymptotyczne czesto bywaja rozbiezne.? Tak tez jest w przy-
padku rozwiniecia WKB dla réwnania (1.1). Przeszkoda ta moze zostac¢
pokonana w nastepujacy sposéb. Stosujac metode WKB zapisujemy roz-
wiazanie r; za pomocy szeregdéw asymptotycznych gSE wokot ¢ = 0, a
nastepnie przedstawiamy g(jf wokot ¢t = 1, w bazie {«], z5}. W ten sposob
uzyskujemy relacje miedzy rozwigzaniami

z1(t,\) = ar(AY) 2] +as( A7) 2 (1.16)
zo(t,\) = (A2 4+ ba( A1) b, (1.17)

woko6t poszczegélnych punktéw osobliwych.

Mimo, iz rozwiniecia g(jf sa tylko szeregami asymptotycznymi, mozliwe
jest znalezenie analogicznych rozwigzan® g%, ktore sa analityczne, jegli
ograniczymy sie do odpowiednich sektoré6w asymptotycznych wokét oo €
CP!'. Relacje zachodzace pomiedzy bazami ¢ i goi daja sie przedstawic
wzorami

g+(t,>\) = C+()‘_1)g(]+(t7>‘>v (1'18)
g_(t,>\) = C*(A_l)g(;(t))‘)v (1'19)

gdzie cx(A7!) = 14+ O(\7!) sa pewnymi szeregami asymptotycznymi.
Wykazemy dalej, ze ¢y = c_ =: ¢, i ¢ jest funkcja* parzysta, a ponadto
zachodzi wzoér N

o= 19

NG

W dowodzie uzyjemy teorii sprowadzania uktadéw réwnan rézniczkowych
do postaci normalnej oraz calek oscylujacych. Dalej bedziemy zaktadacé,
zet~0lubt~1i\~ .

(1.20)

Rozwigzania WKB dla réwnania (1.13), przy 7 — oo, przyjmuja
postac

G(r) = VBV oY), (1.21)
Gt(r) = 7VAVT 140G (1.22)
?Na przyktad stawna aproksymacja Stirlinga dla funkcji I"
1 log 27 Ba,
log I'(z) ~ (x — 5) logx —x + > + ; 3n(2n — Dzn1’ (1.15)

gdzie B,, jest n-ta liczba Bernoulliego, jest rozbiezna w kazdym punkcie x # oo.
Dalsze szczegoly na ten temat znajduja sie w Rozdziale 3.
“Zachodzi wiec lepsze oszacowanie asymptotyczne c(A™1) = 14+ O(A™2).
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Sa one formalne, ale w odpowiednich sektorach wokét nieskonczonosci
pochodza od funkcji analitycznych. Przeciecia sektor6w sa niepuste i
pozwalaja na wyznaczenie "macierzy przejécia", czyli tzw. operatorow
Stokes’a.

Rozwiazania WKB dla (1.14), przy 7 — o0, sa postaci

HY(r) = /T 14 0(r ), (1.23)
H™(r) = 7%V 14 0(7h)]. (1.24)

W przypadku réwnania (1.1) zachodzi jeszcze jedna wazna relacja
dualnosci pomiedzy rozwigzaniami wokét punktéw osobliwych:

1—t,0) = (1—-0dar(l—tN), (1.25)
Zy(1—t,0) = (1—1)d (1l —1t,N). (1.26)

Postugujac sie powyzszymi tozsamosciami mozemy wyznaczy¢ wspotczyn-
nik ag w (1.16).

Istnieje jednak tez inna metoda, ktéra moze posiadaé¢ uogélnienie na
inne réwnania postaci (4). Analiza zjawiska Stokes’a wokol ¢ = 0 oraz
t = 1, pozwala zauwazy¢, ze as takze posiada przedstawienie w postaci
szeregow WKB A~lei™ [1 4+ O(A71)] oraz A~le™™™ [14+ O(A71)], dla
ktorych operatory Stokes’a sg trywialne. Stad, szeregi te sa zbiezne i
przedstawiaja funkcje jednowartoéciowe wokot A\ = 00.5 Woéwezas tatwo
juz zauwazyé, ze

A

sin 7w

ag()\) (1.27)

jest funkcja catkowita i ograniczong, a zatem - na mocy Twierdzenia
Liouville’a - stala.

W dalszych paragrafach tego rozdziatu wyznaczymy rozwiazania pod-
stawowe réwnania (1.1). Nastepnie podamy wzory caltkowe na funkcje
typu Bessela bedace rozwiazaniami przyblizen asymptotycznych (1.13) i
(1.14) oraz wykorzystamy do ich zbadania metode fazy stacjonarnej. W
ostatnich paragrafach opiszemy rozwinigcia WKB dla (1.1) i zbadamy
zwiazane z nimi zjawisko Stokes’a.

5Patrz Twierdzenie 1.4.1.
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1.1. Rozwigzania w otoczeniu punktéw osobliwych

W poblizu ¢t = 0, mamy jedno rozwigzanie holomorficzne réwnania (1.1),
ktorego rozwiniecie mozna znalezé podstawiajac do (1.1) szereg

L+ cnt™ (1.28)
n>0

W ten sposéb otrzymujemy réwnanie rekurencyjne
(n+1)%ch1 + (A2 —nPe, = 0. (1.29)
Zatem pierwsze rozwiazanie jest postaci

z1(t,\) = oFy (A’;A t). (1.30)

Pierwiastek a = 0 réwnania charakterystycznego dla x ~ t* jest dwukrotny,
skad wynika, ze drugie, liniowo niezalezne rowigzanie bedzie zawierac
logarytm. Zapisujac Za(t, A) = wa(t, ) + z1(¢, A) logt 1 podstawiajac do
(1.1), otrzymujemy®

- A=A
Zo(t,\) = o1 ( 1

t) logt + ... (1.31)

Jedli rozpatrzymy teraz xq i T2 jako funkcje od A i zapiszemy je w formie
szeregow

z1(t,A) = ) E1a(t)A", (1.32)

n=0

Ba(t,\) = Y dan(t)A", (1.33)

n=0

to mozemy tatwo zauwazyc¢, ze wspotczynniki 21, oraz T, spelniaja

réwnania
(td)*2io(t,\) = 0, (1.34)
(1 - 1)0tdhiin = Fin1, (1.35)
przy warunkach poczatkowych
T1o(t) = 1, (1.36)
Zoo(t) = logt. (1.37)
Rownania (1.34) posiadaja zatem rozwigzania postaci
b = /Ot dtq /t1 21, nl 1_tt22 ) dto — Liggyn(t), (1.38)

. /tdtl /t1 Ban-1(t2) dt
Ioan =
0 1—t2

= logt Ll{2}n — QZLI{Q}] 1 3{2}n ]( ) (139)
j=1

5Wzér na rozwigzanie mozna otrzymaé od razu, stosujagc wzory na rozwigzania
réwnania hipergeometrycznego dla przypadku nietypowego, gdy parametry r6znia sie
o liczbe catkowita.
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gdzie Lifoyr oznacza wielokrotyny polilogarytm? i zapis {2}¥ jest skrotem
dla {2,2,...,2}, przy czym k wystepuje n razy. W szczegolnosei

Lio(t) = Y :TZ (1.40)
n>0

Stad ¢({2}F) = Ligoyx (1) i w szezegolnosei ¢(2) = Lia(1).
Uwaga 1.1.1 Podstawiajge t = 1 otrzymujemy znany wzor

T = C({2}") (1.41)

oraz interesujgeq nowq formute
n
Ban = =2 C({2}71,3.{2}"7), (1.42)
j=1

ktdora po podstawieniu do drugiego rozwigzania réwnania (1.1) i przesu-
mowaniu szeregu, pozwala otrzymaé wzdr

Z2(1) = 2fo(N) - Y ¢(2n+ 1) A" (1.43)
n>0

Tak wiec rownanie (1.1) na funkcje tworzacq (({2}"™) zawiera w sobie
takze informacje o funkcji tworzgcej wartosci funkcji zeta Riemanna w
punktach nieparzystych. Ta informacja nie pocigga jednak za sobg wiekszych
konsekwencyi ze wzgledu na to, Ze opisane powyzej drugie rozwigzanie
réwnania (1.1) jest okreslone jedynie z doktadnosciq do cechowania Zo(t, \)
— 5}2(15, )\) + Q(A)l‘l(t, )\)

Wyborem drugiego rozwigzania, jak sie okazuje bardziej naturalnym ze
wzgledu na badanie wtasnosci asymptotycznych, jest

zo(t,\) = z1(t, ) - log(\2t) + wa(t, \). (1.44)

Wokoét t = 1 bedziemy uzywac zmiennej s := 1—¢. Odnoszac sie teraz
do réwnania (1.1) bedziemy mieli na mysli jego postaé przy t = 1 — s:

505 (1 — 8)dsx’ + X22' = 0. (1.45)
Rozwiazania rownania (1.45) maja postac

21 (s,\) = Ns—.., (1.46)
zh(s, ) = log A%s - ah(s,\) + wh(s, \), (1.47)

"Informacje na temat wielokrotnych polilogarytmow, ich uogélnieri oraz
reprezentacji w postaci calek typu Drinfelda-Kontsewicha zostaly zebrane w
Paragrafie B.2 Rozdzialu B.
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gdzie w), jest analityczna w otoczeniu s = 0.

Na koniec opiszemy relacje, jaka zachodzi miedzy rozwiazaniami réw-
nania (1.1) w otoczeniu punktow osobliwych t =01 ¢ = 1.

Stwierdzenie 1.1.1 Funkcja f jest rozwigzaniem réwnania (1.1) wtedy
i tylko wtedy, gdy h := sOsf jest rozwigzaniem (1.45). W szczegdlnosci
mamy

Ti(s,\) = —s0sx1(s, M), (1.48)
Th(s,\) = —s0sxa(s,N). (1.49)

Ponadto, dla s ~ 0, zachodzi x5(s,\) = —z1(s,A) + O(s).
Dowdéd.  Podstawiajac h do réwnania (1.45), otrzymujemy
505 (1= 5)0sh + Xh = 50, [(1 = 5)0ss059 + N2g| (1.50)
Do zakoniczenia dowodu nalezy zauwazyé, ze z uwagi na niezaleznoscé

funkcji s0sx1 oraz sdsxq, tworza one baze rozwigzan rownania (1.45). O

1.2. Rozwiniecia asymptotyczne przyblizen typu
Bessela

Dla A ~ oo wielkos¢ A" + q()), gdzie ¢ € C[A] jest stopnia mniejszego
od r, jest asymptotycznie rownowazna z A". Dla A ~ oo rownanie (1.29)

przybiera wiec postac
Y 2
Cntl ~ — <n+ 1) Cns (1.51)

co przy cop = 1 daje rozwiniecie

et = ¥

)\211 "
——ng —
n>0 n>0 ( )

Jo(2AV) = yi(7), (1.52)

gdzie 7 = A\t, za$ J, jest funkcja Bessela® rzedu o, okreglona wzorem
(patrz [1], [31] i [8])

Ja(z) = (g;)az I'a —(l-_;)—: 1)n! (§>2n (1.53)

nz

8Funkcje Bessela pojawily sie po raz pierwszy w pracach Daniela Bernoulliego,
ktory zastosowal je przy rozwiazywaniu czastkowych réwnan roézniczkowych, w
ktéorych wystepuje operator Laplace. Jesli chcemy przedstawi¢ Laplasjan we
wspélrzednych biegunowych na plaszczyznie (lub cylindrycznych w przestrzeni), to
po rozdzieleniu zmiennych, w naturalny sposéb pojawiaja sie funkcje Bessela J,,
gdzie n € Z. W uktadzie wspoélrzednych sferycznych w R® wystepuja takze funkcje
Jnt1/2. Swoja nazwe zawdzieczajg funkcje J, Friedrichowi Besselowi, ktory zbadal
ich uogoélnienia dla « € C, a takze podatl ich reprezentacje catkowe.
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Funkcja y; spetnia rownanie typu Bessela (1.13).

Podobnie jak w przypadku rownania hipergeometrycznego (1.1), drugie,
niezalezne liniowo rozwiazanie (1.13) zawiera czynnik logarytmiczny

y2(7) = y1(7) - log 7 + §a(7), (1.54)
gdzie? g2 € O(C).

Podobnie wokét t = 1 = 1—s, mamy jedno rozwiazanie holomorficzne
(rownania (1.14) typu Bessela) i jedno z osobliwoscia logarytmiczna:

n(r) = VTh(2vT), (1.55)
vo(7) = wi(7)logT + G(7), (1.56)
gdzie ¢ € O(C) i tym razem 7 = \2s.

Powyzsza konstrukcja jest przypadkiem szczegblnym duzo ogdlniejszej
sytuacji. Z Twierdzenia 3.3.1 z Rozdzialu 3, mamy

Stwierdzenie 1.2.1 Istniejq takie nastepujgce 2x2 macierze Ho(t, \™1)
i Hi(t,A\™1), okreslone i analityczne w pewnym otoczeniu (0,0) € C?, ze

[ T X2 } Ho = { Y1 Y2 } (1.57)
oraz
[ b [ Ho=[w} w5 ] (1.58)
Uwaga 1.2.1 Niech
Fo = [ 2 zi ] oraz Go = [ Zgﬁ zz ] (1.59)

beda macierzami fundamentalnymi zwigzanymi z bazami {x1,z2} oraz
{y1,y2}. Mamy woéwczas

Ho = Fy' Go. (1.60)

Sytuacja analogiczna ma miejsce dla baz {x}, x5} oraz {y],v5}.

W pracy [96] zostalo dowiedzione twierdzenie o analitycznosci opera-
torow H; ze wzgledu na t oraz A~!. Powrécimy do tego zagadnienia w
Rozdziale 3 (patrz Twierdzenie 3.3.1).

Do zbadania asymptotyki rownan typu Bessela wykorzystuje sie ich
reprezentacje catkowe. Ponizszy wynik nalezy do klasyki (wzor (1.2.2)
zostat odkryty przez Bessela) analizy asymptotycznej. Przypomnimy jed-
nak jego dowdd, ze wzgledu na analogie z ogélniejszymi sytuacjami rozpa-
trywanymi ponize;j.

*Przez O(U), gdzie U C C, oznaczamy przestrzen funkcji holomorficznych na U.
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Stwierdzenie 1.2.2 (Wzoér Shlifliego) Zachodzi nastepujgey wzor

1 T ., . 3 00 .

Ja(@) = o / eilraimt=on) gy — =22 /0 emwsihi=at gy (1.61)
™

W szczegdlnosci, dla o € Z, mamy

1

Jo(x) = —

T i(zsint—at) dt. 1.62
ol (1.62)

Dowéd. Na mocy twierdzenia o residuach, dla a € Z, mamy

Jule) = (g)anzzf(a—(i-_;tl)n! (;;)2“ (1.63)

>

resi—ot N[ Y o= > = (1.64)
(m>02 m') (> 27 n!
o (t2)™ (z /)"
- /t Z 2m+nm|n| 7 (1'65)

m,n=0

_ / e ez(t—l/t)/? %7 (166)
y

gdzie vy jest krzywa zamknieta, dyfeomorficznag z okregiem jednostkowym.
Przyjmujac v(t) = €' otrzymujemy (1.62).

Aby uogolnic teraz wzor (1.62) na niecalkowite wartosci parametru
a, nalezy wybra¢ krzywsg v tak, aby obiegala zaréwno punkt ¢ = 0, ale
zaczynata i konczyta sie w ¢ = —oo. Taki kontur moze by¢ sparametryzo-

wany woko?l zera przez e, a wzdtuz prostej urojonej przez e~t. [

Wyzej naszkicowany dowdd jest standardowy w teorii funkcji specjal-
nych. Wiecej szczegotow mozna znalez¢ w ksiazkach [1], [8], [31] oraz [90].

Stwierdzenie 1.2.3 Drugie, niezalezne liniowo rozwigzanie réwnania
typu Bessela (C.0.1), wyraza sie za pomocq catki

y2(7) +y (1) = %/ﬂ

—T

te%\/?sintdt o 2/ 672\/7>—sinhtdt’ (167)
0

gdzie v jest statq Fulera-Mascheroniego.

Dowéd. Uzasadnienie wzoru (1.67) opiera sie sie na zaburzeniu rownania

()

przy uzyciu malego parametru €, do postaci

KTddT)2 7 Zj z =0, (1.69)
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a nastepnie przejéciu do granicy € — 0 w wyrazeniu

(Je(2v7) = T (2v/7)

€

(1.70)

Jednym rozwigzaniem jest catka (1.61) wyrazajaca Jy, a drugim, niezalez-
nym liniowo z Jp, funkcja okreslona w (1.67). O

Wiecej szczegotow na temat funkeji Bessela znajduje sie w C.11 C.2.

Dysponujac odpowiednimi wzorami catkowymi skorzystamy z metody
fazy stacjonarnej (patrz rozdzial A) w celu znalezienia pierwszych
przyblizen asymptotycznych dla rozwiazan rownania (1.1). Funkcja sint
ma w przedziale (—m, 7) dwa punkty krytyczne ¢t = w/2 oraz t = —7/2
w ktorych zachodzi, odpowiednio

d? sin d? si

g (r/2) = oraz e ( w/2) = (1.71)

Stosujac wzor fazy stacjonarnej do calki oscylujacej (1.62) otrzymujemy

Jo(z) ~ &[exp( i(e — 7/4) + exp(—i(z —7/4))]  (172)

D7) ~ 5= fexpli(2V7 = m/4) + expl(—i(2y7 —m/a)]. (173

Stad otrzymujemy wzor asymptotyczny dla funkcji (1.67):

%\/?/4 [exp(i(2y/7 — 7/4)) — exp(—i(2v/T — 7/4))] . (1.74)

W analogiczny sposéb wyznaczamy wzory na rozwigzania asympto-
tyczne réwnan w otoczeniu t =1 — s = 1. Mamy

F1/4

n() ~ 5 %im [exp(i(2y/T — 7/4)) — exp(—i(2y/T — 7/4))] ,(1.75)
\/’7_1/4
2

[exp(i(2v/7 — m/4)) + exp(i(2v/T — 7/4))] |
gdzie T = A\%s.

Uwaga 1.2.2 Metoda fazy stacjonarnej ma zasadnicze zastosowanie w
sytuacyi, gdy mamy do czynienia z fazami rzeczywistymi. W przypadku
zespolonym wktad pewnych sktadnikow musi zostaé pominiety. Zwigzane
jest to z tzw. zjawiskiem Stokes’a dyskutowanym dalej w Paragrafie 1.4
oraz bardziej szczegdtowo w Rozdziale 3.
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1.3. Rozwiniecia WKB

Jedna z metod quasiklasycznych fizyki kwantowej jest rozwigzywanie
rownarn takich jak zagadnienie wlasne operatora (5) przy uzyciu szeregéw
WKB.!? Przypomnijmy, ze poszukujemy rozwigzania WKB postaci

z ~ MOyt N). (1.76)

W wypadku zastosowania tej metody do réownania (1.1) otrzymujemy
réwnanie typu Hamiltona-Jacobiego na 'dziatanie’

t(1—1)8% = -1, (1.77)

ktérego rozwigzaniami sy tzw. niekompletne calki typu beta

t du
S = +i / —_— 1.78
0 Vu(l —u) (1.78)
Tak wiec otrzymujemy dwa rozwigzania asymptotyczne e Sy, (¢, ).
W dalszym ciggu skupimy sie na rozwigzaniu e*3®qy_ (¢, A); analiza dla

e~ AS®q)_(t,\) jest analogiczna. Przez v/£i bedziemy rozumie¢ e=/4.

Mamy

go (t,A) ~ e=P50 i\/l_ﬁ {%(t) +Z¢j(t)(¥i/\)j}- (1.79)
7>0

Wspotczynniki v speiniajg 'réwnania transportu’

2(t5)¢o+d(;f)¢o = 0, (1.80)
2(t5')¢j+d(;f)wj = d(“fl;l). (1.81)

Wybieramy rozwiazanie powyzszego réwnania jednorodnego w postaci
Yo(t) = t/4(1 —t)~1/4 (1.82)
i wprowadzamy nowsa zmienna u = 1/(t). Mamy

4 d 1 4\2 d
1171# oraz _d+u)md (1.83)

t = <
dt w3 du

Bedziemy stosowac notacje 1/;]- (u) = v;(t), na odpowiednie wspotczynniki
szeregu. Funkcje v spelniaja réwnania

%_FEN‘ 1 d (u(1+u4>6h/)j_1> . (1.84)

du uJ:@% du

10Szczegoty mozna znalezé w Rozdziale 3, gdzie znajduja sie tez stosowne
odniesienia do literatury.
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Rozwiazania daja sie zapisa¢ w postaci

=L Lo= o [ et (ws et 50 du (189)

T Sulty, dw dw

W ten sposdb wyznaczamy kolejne wspotczynniki

~ w3+ 3u

= —— 1.
d}l 16 ) ( 86)
- 9u~" — 15u

= _—— 1.87
¢2 512 ) ( )
~ 15(5u~" 4+ Tu®)  45(5u~3 + 3u)

= - — L.
vs 2.81 2.81 (1.88)

Ogolnie zachodzi wzor
Pi(t) = cjj—amAj_ult), (1.89)

dla pewnych wyznaczalnych rekurencyjnie wspotczynnikéw c;y i gdzie
ciag A, = An(t) jest okreslony relacja rekurencyjna
n(n —2) n(n —2)
TA t) = ——FA t) — ———= Aoy _1(t). 1.90
on+1(1) ST D) 2n+3(1) S(n—3) 20 1(2) (1.90)
Przyjelismy tu A; = 0, dzieki czemu mamy jednoznacznie wyznaczone
Aj. Rozwigzania réwnan transportu otrzymane za pomocg operatora T’
sy szczegolnej postaci. Nie zawieraja one sktadnika z u~!, proporcjonalnego

do ’QZJ().

Rownanie (1.13), typu Bessela (wzgledem zmiennej 7) takze moze
by¢ rozwigzane metoda WKB. Otrzymane szeregi formalne przyjmuja
postac

GH(r) ~ VT VAN ai(—ivT) ™, (1.91)
>0

G (1) ~ e VT VAN q;(7) 7. (1.92)
>0

wzgledem 7 ~ oo, gdzie ag = 1. Podobne szeregi (by = 1)

HY (1) ~ VT VAN bi(—in/r) ™ (1.93)
Jj=0

H (1) ~ e 2V N b (). (1.94)
Jj=0

wzgledem 7 ~ oo, zadaja formalne rozwigzania WKB rownania (1.14).
Wspolcezynniki a; oraz b; wyznacza si¢ za pomocg odpowiedniej rekurencji.
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Definicja 1.3.1 Szeregi ga—L nazwiemy testowymi rozwigzaniami: WKB
réwnania (1.1). Wykorzystujgc swobode wyboru, zaktadamy jak wyzej, ze
)i nie zawierajg u™t, dla j > 0.

Formalne szeregi G i H* nazywaé bedziemy rozwigzanimi WKB
réwnan, odpowiednio (1.13) 1 (1.14).

Wzory catkowe dla ro6wnania hipergeometrycznego. Dla zasto-
sowania metody fazy stacjonarnej nalezy znalezé odpowiednie wzory na
rozwiazania rownania (1.1) w postaci catek oscylujacych.

Stwierdzenie 1.3.1 Zachodzi wzor

A
X —\ 1 1+uvt du
F ’ t] = — —_— | — 1.95
2 1( 1 ) 27Ti/y<1+u_1\/%> u’ (1.95)

gdzie v jest krzywg o indeksie jednostkowym wzgledem zera.

Dowéd.  Analogiczny jak w przypadku wzoru catkowego dla funkcji
Bessela. Zamiast szeregow definiujacych e~ i e rozwazamy szeregi
potegowe dla funkeji (1 4+ w~'v)™® oraz (1 +uv/t)*. O

Nastepujacy wynik jest uogélnieniem wzoru Schlifliego.

Stwierdzenie 1.3.2 Dla Re (w — v) > 0 zachodzi wzor

(w=1)/2 _
t I'(w—v) JF, (u,v t>

r(l—o)(w) w
— % /_7; (1 + eis\/i)w_v_1 (1 + efis\/i) el g
P ) () e ()

Dowéd. Analog wzoru Eulera dla funkcji o F1 ma postac
_ I'(w —v) U, v
Jw-np_tw=v) oo (uv),
r(1—v)l(w)*> !
1 —v-1 -
= — / (1 +S\/£)w b (1 +S_1ﬂ) Y ds, (1.97)
27TZ Jy

gdzie 7 jest krzywa o indeksie jednostkowym wzgledem zera, o koricu i
poczatku w punkcie s = —t~1/2 (patrz [95]). Wzor ze Stwierdzenia (1.3.2)
otrzymujemy z (1.97) poprzez rozbicie na dwie catki (pierwsza po okregu
jednostkowym, druga po odcinkach s € (1,15‘1/2) ise (1,t‘1/2), przy
uwzglednieniu roznicy argumentu woko6t punktu osobliwego), a nastepnie
dokonanie odpowiedniej zamiany zmiennych. [J
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Stwierdzenie 1.3.3 Drugie liniowo niezalezne rozwigzanie To(t, \) row-
nania (1.1) posiada reprezentacje catkowq

1 L+uvi \’ Ltuvi ) du
e R e e

/t‘” 1-uvi \ Lruv )oY du
— —_— —log | ———— COSTA p —.
1 1— w1t s & u?(1 4+ u=1V/%) U

Dowéd. Podobnie jak w wypadku réwnania Bessela, zaburzamy réwnanie
(1.1) do postaci

(=00t + X2 — e = 0 (1.99)

i przechodzimy do granicy wyrazenia

Te — T—e

1.100
=, (1.100)

gdzie x, x_. stanowia baze rozwigzan rownania (1.99). Szczegoly mozna

znalez¢ w [95]. O

Uwaga 1.3.1 Skiadnik analityczny we(t,\) w (1.5), ma postaé

0 e+ ANe—A
agFl ( 142 | t) |6:0. (1.101)
Ponadto, ze wzoru'!
dlogI'(1+X)  dI'(1+)) 1
dA N dA 1+
= —y =) (-D)"¢(1+n)A" (1.104)
n>0

oraz z rownania (1.43) w Uwadze 1.1.1, otrzymujemy zaleznosé

dlogI'(1+A) dlogF(l))
) X o

Fo = dg+2 ( (1.105)

“Tutaj v oznacza stala Eulera—Mascheroniego, ktéra po raz pierwszy
wpraowadzil L. Euler (w roku 1735) w pracy De Progressionibus harmonicis
observationes, jako granice przy n — oo wyrazenia

—logn + Z% =: —logn + H,. (1.102)
k=1

Do jej oznaczenia Euler uzyt pierwotnie litery C. Ten sam symbol zostal takze
wykorzystany przez G. M. Fichtencholtza w jego podreczniku do analizy. Nietrudno

pokazaé, ze (dI'/d\)(1) = —v. Warto wspomnie¢ tez o eleganckim wzorze
_ oy é(n)
7= ()t (1.103)

n>1

taczacym v z warto$ciami funkcji ¢ w liczbach calkowitych. Stala v wystepuje takze
w wielu innych, nieoczekiwanych sytuacjach i jest przedmiotem intensywnych badan.
Do tej pory nie udalo sie jednak nawet stwierdzi¢, czy jest ona algebraiczna.
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oraz

Z2(1,A) = 2f2(N) - D ¢(2n) A (1.106)

n>0

Ale —x~ 7w cot mx jest funkcjq tworzqeq ciggu 2¢(2n). Stqd

COSTA

Za(1,N) = — 3

+ A7 (), (1.107)

co pocigga za sobqg fakt, iz funkcja
To(t,\) 1= Zo(t, \) — X ai(t, ), (1.108)
takze jest rozwigzaniem réwnania (1.1), niezaleznym z x1 i takim, ze

COSTA

552(1a)‘) = - A

. (1.109)

Istnieje tez naturalna relacja wigzgca T z o = To+x1 log A. Ze wzoru
Stirlinga wynika, Ze

log I'(1 1
(W ~ log \ + ) przy A~ 00, (1.110)
skqd
@2 ~ l'2+2’7'l'1- (1111)

Wszystkie caztery funkcje, xo, To, To 4 To opisane powyzej, s¢ réwnie
ciekawymi kandydatami na (niezalezne z x1) rozwigzania réwnania (1.1).

Wrzory ze Stwierdzen 1.3.1 oraz 1.3.3 sa w postaci catek oscylujacych
z faza

P(v) = —i {1og(1 +uvE) — log(l + u—lﬁ)} , (1.112)

ktorej (niezdegenerowanymi) punktami krytycznymi sa vy = —+/t —
iv/1—t oraz v_ = —/t +i\/1 —t, z wartogciami krytycznymi réwnymi
odpowiednio
1 —iu?
=iglog| ——= | = S(¢ 1.113
o g(1+w2> (¥ (1.113)
oraz

-2
¢ = —ilog (M) = —S(t), (1.114)

gdzie'? u = t1/4(1—t)~1/*1 S(t) jest rozwiazaniem réwnania Hamiltona-
Jacobiego dla rozwiniecia WKB zwiazanego z (1.1). Podstawiajac v =

12Patrz (1.83).
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vie’® (dla matych z) do wyrazenia (1.112) na faze, dostajemy ¢ = ¢ -
+u?2? + .... Stad wiodacy sktadnik asymptotyki jest postaci

eii,\sl/eimuw dz ~ 1 TS (1.115)

2m F2uViTA

Wyznaczenie dalszych wyrazéw asymptotyki takze jest (teoretycznie)
mozliwe, przy czym kilka pierwszych wyrazéw zostato wypisanych w
[95]). Pomocna byta tu analogia z obliczaniem momentow caltek gaussow-
skich, gdzie dla gaussowskiej zmiennej losowej X mamy

(X7 = \}7? /e_$2x" de = (n— 1)z, (1.116)

dla n € 27Z oraz (X™) = 0 dla nieprzystych n.

Stwierdzenie 1.3.4 Mamy

COA )9 +9) _ 9" +g

2/m AV
gdzie C' # const jest szeregiem formalnym o wspétczynnikach catkowitych,
postact

(1.117)

Tr, ~

5 1

=14+ _——=+.. 1.11
C toee T (1.118)

Dowod Stwierdzenia (1.3.4) opiera si¢ na rozwinieciu wyrazenia

iN¢— ¢z) (1.119)

w szereg wzgledem poteg A~/2 i poréwnaniu odpowiednich wspotezynnikow.

Szczegoly mozna znalezé w [95]).

Definicja 1.3.2 Formalne rozwiniecia

gt t,N) = COAHgg(t,N), (1.120)
gt = CA gy (t,N), (1.121)

bedziemy nazywaé podstawowymi rozwigzaniami WKB réwnania

(1.1).

Rozwazmy teraz rozwiazanie o réwnania ze Stwierdzenia 1.3.3. Wzor
catkowy ze Stw. 1.3.3 ma dwa sktadniki, z ktorych tylko catka po okregu
jest istotna przy analizie wtasnosci asymptotycznych, przy uzyciu aproksymac;ji
fazy stacjonarnej.
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Mamy zatem do czynienia z catka oscylujaca

I = 1/ei)‘¢(”) [ip(v) — 21og v] %

211

= —i/eiW“) a(v) di’, (1.122)
v

z taka sama, jak poprzednio faza, ale z inng amplituda
_
2

a(v) (p(v) + 2logw). (1.123)
Wprowadzmy rozklad I := I, + I_, gdzie I. odpowiadaja wkladom

pochodzacym od punktéow krytycznych vy fazy ¢. Zapisujac

, Fi A 12
Y= —— —(¢p— - — 1.124
afvse) = - 26— gu) - =, (1124
otrzymujemy dalszy rozktad
Iy = J.+Ky+ Ly, (1.125)

odpowiadajacy powyzszemu rozktadowi amplitudy na powyzsze sktadniki.

Stwierdzenie 1.3.5 Zachodzi wzor asymptotyczny

iy~ YD g D0 Nary. (L126)

gdzie Do(A\"Y) sq szeregami formalnymi spetniajgcymi
D (A H+D_(\H =20007?). (1.127)

Dowod. Mamy Jr = +inC(A\~2)gT. Udowodnimy, 7e K, + K_
oraz Ly + L_ s3 proporcjonalne do gar + 9o , co wystarcza dla wykazania
prawdziwosci stwierdzenia. W tym celu wystarczy pokazaé, ze calki

gaussowskie w K4 i L4 maja odpowiednie wspotczynniki przy u ="

W calce odpowiadajacej Ly, rozwijajac ¥, gdzie w(z) zawiera wyrazy
rzedow > 2 w rozwinieciu iAé(vye??) i poréwnujac potegi przy jednomia-
nach u™ \", otrzymujemy, ze nie wystepuje zaleznosé od znaku +. Bardziej
szczegOtowe obliczenia mozna znalezé w [95].

Zauwazmy, ze

TN L = _ZL /ei/\(%d&) Mo — ¢t dz (1.128)
T
_ 91 [ ixe-es)
O\ /6 dz
i 0

_ 2\/7?50@—2)@—1(1@»—1/2+...}. (1.129)
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Wspotezynnik przy uw=! (£i\) /2 jest réwny

e = Il S S AL

NG F)) VSN

i nie zalezy od znaku =+.

Nieco doktadniejsze obliczenia pozwalaja wyznaczy¢ K+ K+ L+
Lo[2yAN " + ] - (9§ +95)- O

Uwaga 1.3.2 Analogiczna procedura moze byé przeprowadzona w przypadku
analizy réwnania [s0s(1 — s)0s + Nz = 0. Z pordwnania rozwinieé
asymptotycznych, otrzymujemy wowczas wzory
P _D+e”rA + D_e_”r)‘%,1 - 2C sinw)\ic,27 (1.131)
)\(D++D_) (D++D_) A
. ’L'7T(D_2~_6i7r/\ _ Dze—iw)\) , D+ei7r)\ + D,C_iﬂ)‘ ¥

S Vol 0 T N R L V> M > N W

pozwalajgce na powigzanie rozwigzan w otoczeniut = 0 orazs = 0 = 1—t.
Przy tym, przy dowodzie powyzszych wzoréw, wtasnosé dualnosci, czyli
Stw. 1.1.1, jest istotnie wykorzystana.

Powyzszy fakt jest konsekwencja Stwierdzenia 1.3.5. Ponizej podajemy
pierwszy z dwéch nowych dowodow formuty dla funkcji tworzacej ciagu

C({2}).
Whniosek 1.3.1 Wspétczynnik ay w (1.16), czyli

—2C sin 7w

1.132
D, +D_ A ( )
we wzorze (1.131) jest réwny
sin T
— 1.1
- (1.133)
Zatem -
sin
(N = . (1.134)
TA

Redukcja do postaci normalnej. Sprowadzimy teraz réwnanie
(1.1) do postaci ukladu w formie normalnej. Podstawiajac x; = z; oraz
29 = A ldy, otrzymujemy

i = Az, (1.135)
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gdzie A(t, )\) = AA; (t) + Ao(t) i

0 O 0 1

Pierwszym krokiem jest diagonalizacja A;. Niech
i
my = (1.138)

N
beda wartosciami wlasnymi A;. W dalszym ciagu bedziemy pisaé¢ n; =:
N4, N2 =: N— lub po prostu £n.

Podstawmy
= 1mz1 + 22, (1.140)
gdzie zg := 21 /). Mamy

1/3 1 1/1 1
. B I 1.141
q nAp 4<t 1_t>p 4<t+1_t>q, (1.141)

1/1 1 1/3 1
o= g [+ — ) p— (2 ) g (1142
p n\q 4<t+1_t)p 4(t 1_t>CI( )

Z ogolnej teorii (patrz [34] oraz [46], a takze Rozdzial 3) wynika, ze
powyzszy uktad moze byc zdiagonalizowany za pomoca szeregu tzw.
przeksztalcen przycinania. Dokonamy teraz odpowiednich poczatko-
wych przeksztalcen, dla poréwnania otrzymanej formy normalnej z rezul-
tatami otrzymanymi wczesniej za pomoca aproksymacji fazy stacjonarnej
oraz z analogicznymi rezultatami dla analizy asymptotycznej rownania
(1.1) w otoczeniu t = 1.

Podstawmy
a = q+b(t,A)p1, (1.143)
= c(t,\) - q +p1, (1.144)
gdzie

b(t,A) = > biA T, (1.145)

7>0
ct,\) = D A, (1.146)

7>0

spodziewajac sie otrzymaé rozdzielony uktad postaci

@ o= Anata )y Bix, (1.147)
Jj=0

pro= —Anpi+py Cix. (1.148)
j=0
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Réwnania na bj, ¢;, B; i C}, otrzymane w rezultacie powyzszego podsta-
wienia daja sie rozwigzaé¢ i w rezultacie otrzymujemy

1

hi(t) = ald) = ging g (1.149)
bo(t) = calt) = M (1.150)

Bo(t) = Co(t) = —ti()’l_j), (1.151)

_Bit) = Ci(t) = —32t3/2(f_t)3/2, (1.152)

Ba(t) = Co(t) = ———— 2 (1.153)

128t2(1 — 1)

Ogolne rozwigzanie uktadu (1.147) maja postac
IAS(1)

— X

t3/4(1 _ t)1/4

w—u? w2+t
—i - 1.154
eXp{ 16 sipe Ty (115

o—iAS()
t3/4(1 — )1/ x

2 _ -2 4 2 —4
exp{iu v wtetw b (1.155)

= Ki(N)

q = Ky(\)

16 512\2

gdzie K1 i Ky sa dowolne i u = t'/4(1 — t)~1/4, jak wyzej. Podstawiajac
otrzymany wynik do wzoréow (1.143), a nastepnie do wzoru na z1,wyznaczamy

1 = Ki1g1 + Kago, (1.156)
gdzie
)
~ —ay)
=1+ == 1.1
7 = (14 5503 + 00 g (1.157)

zad g sa testowymi rozwigzaniami WKB réownania (1.1).
90 Sa& Yy a

Uwaga 1.3.3 Szeregi §© sq takze rozwigzaniami WKB, ktére wydajg sie
byé wazniejsze niz rozwigzania gtéwne g=, gdyz sq one nie tylko szeregami
formalnymi, ale sq zbiezne w odpowiednich sektorach ptaszczyzny (patrz
[18], [14] oraz Rozdziat 3). Relacja miedzy §G& oraz gF, ktorg mozemy
opisaé za pomocyq rownoscs

it = Cg¢*, (1.158)

gdzie C € C[A\7Y]] . Nie wiadomo, czy C = 1 (patrz 1.8.4). Uklad
(1.147) wydaje sie byé bardziej naturalny niz rozwiniecia WKB takze
z tego powodu, Ze te ostatnie sq¢ zwigzane z warunkiem poczgtkowym

S(0) = 0.
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Wiadomo natomiast, ze szeregi w (1.147) sg rozbiezne, a rozwiniecia
WKB sa jedynie formalne. G. Birkhoff, jako pierwszy udowodnit, ze takie
uktady moga by¢ zdiagonalizowane analitycznie w pewnych sektorach,
jakie rozwazalidmy juz wczeéniej i jakie opisujemy w ogdlnej sytuacji w
Rozdziale 3. Ponizej naszkicujemy schemat dowodu twierdzenia Birkhoffa
na przyktadzie, ktéry byt w pewnej mierze motywacja do podjecia badan
nad przypadkiem ogélnym z Rozdziatu 3.

Najpierw dokonamy podstawienia

q = q+U{) p, (1.159)
p = V() a1 +p1, (1.160)

tak, aby sprowadzi¢ uktad (1.135) do postaci normalnej

Wn = Bwy, w = [pl ] (1.161)
a1
gdzie
_ | Bit) O
B = l 0 Ba(t) ] . (1.162)
Jesli wyjsciowy uklad oznaczymy przez
W= Aw, w = [2] (1.163)
to otrzymamy nastepujgce wzory wigzgce wyrazy macierzowe w A i B:
By = A;1 —V Ag, (1.164)
By = UAjs+ Ag, (1.165)
skad
U = UAp+U(A — Ag) — U? Ay, (1.166)
V = UAy + V(AH — Agl) — V2 Asq. (1167)

Te réwnania mozna zastapi¢ réwnowaznymi réwnaniami catkowymi
Ui = / ePH=P(s) {A12(8) + U(s) Agl(s)} ds, (1.168)
71(8)
V() = / e POTP() {A21(5) +V2(s) Alz(s)} ds, (1.169)
Jy2(t)
gdzie
t
P(t) = / {A11(5) — Asa(s)} ds = 2iNS(£) + ... (1.170)
0
za$ drogi 71 1 2 sa odpowiednio dobrane w ptaszczyznie s i obie maja

koniec w t.
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Okreglimy teraz dwa obszary (u i d, odpowiednio od angielskich stow
up i down)

D, = {teW :ImaS(t) >

Im [r — 25(t)] > —a, w>e 1 aany
Dy = {teW :ImazS(t) <

Im [7 — 2S(t)] < a, |)\| >t (1.172)

gdzie 0 < €, € ~ 0; o > 0 jest ustalong stala oraz
W :={teC:e<Ret<1l—g¢ |Imt|<e-Ret(l—Ret)}. (1.173)

Drogi 1 i 72 zaleza od tego, do ktérych obszarow D, i Dy nalezy (t, \).
Na przyktad, jesli (¢,\) € D,, to kontur -; zaczyna si¢ w pewnym
punkcie sg, gdzie |sg| < € i konczy sie, jak juz wspomniano, w s = t.
Miedzy sg i t spetniona musi by¢ nieréwnosé

Im [zS(t) — xS(s)] > 0. (1.174)

Wowcezas analitycznosé rozwigzan asymptotycznych moze zostaé dowie-
dziona przy pomocy zasady odwzorowan zwezajacych zastosowanej do
(1.168). Sytuacja w Dy jest analogiczna. Wiecej szczeg6tow mozna znalezé
w [89], [101] oraz [96].

Rozwiazanie uktadu diagonalnego (1.161) i podstawienie do rownania
wyjsciowego daje analog wzoru

z1 = K1§t + Keg™, (1.175)

w postaci
v = K1§ + Kag,, oraz  m = K1gj + Kag; (1.176)
gdzie g, 1 gq sa zwiazane z obszarami D, i Dy. Odnotujmy, ze tutaj takze

'state’ moga zaleze¢ od A. Dokonujac odpowieniej normalizacji funkcji
f]f/d, dostajemy

N e
! 2T 20T

dla A >0, 1 >t > 0. Otrzymali$émy zatem nastepujacy wynik:

(1.177)

Stwierdzenie 1.3.6 Istniejg rozwigzania WKB gy, analityczne w Dy,
orez gq onalityczne w Dg, ktdrych formalne szeregi asymptotyczne sq
takie same, jak pierwotnie otrzymane rozwiniecia WKB.
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1.4. Operatory Stokes’a

Zjawisko Stokes’a wigze sie z normalizacja uktadow liniowych w otoczeniu
nieregularnych punktéw osobliwych. Szczegdlowa analiza dla ogdlnych
uktadéw znajduje sie w Rozdziale 3. W tym paragrafie zajmiemy sie
wyznaczeniem operatoréow Stokes’a dla asymptotycznych rozwigzan row-
nania (1.1).

Niech {e!,e™'} bedzie bazg rozwigzan réwnania & — x = 0. Funkcja
z(t) = ae’ + be™! takie jest jego rozwiazaniem. Chcac teraz opisaé
asymptotyke ae' + be™! dla t € C musimy zauwazyé¢, ze dla Ret >
0 mamy = ~ ae’, za§ przy Ret > 0 zachodzi z ~ be~t. Podobna
sytuacja ma miejsce w przypadku ogélnym; zazwyczaj przy aproksymacji
asymptotycznej pewne sktadniki dominuja, zas inne moga by¢ pominiete.
Dodatkowe komplikacje maja zwiazek z tym, ze funkcje jednoznaczne
(jak np. rozwiazania rownania Bessela J,,) moga mieé¢ szeregi asympto-
tyczne zawierajace takie sktadniki jak np. t1/2.

Dla rozwiazan réwnania (typu) Bessela taka sytuacja rowniez ma
miejsce. Rozwiazania asymptotyczne rownania (1.13) maja postac

2ic )
Gt~ %Zaj(w)—ﬂ, (1.178)
j=0

67210

== > aj(—io)™, (1.179)
Jj=0

gdzie'® 02 = 7. Na mocy twierdzenia o normalizacji w sektorach (prownaj

[89], [101] oraz Rozdzial 3), G, G~ s analityczne w pewnych sektorach,
wokot nieskoniczonoéci. Oznaczmy przez Sy i S2 sektory z wierzchotkami
w nieskoriczonodci, o rozwartosci 2w — §, przy pewnym § > 0, wzgledem
dwusiecznych, odpowiednio argo = 0 i argo = . Te dwusieczne beda
dalej nazywane promieniami podzialu. Niech S, := 51 NSy w gornej
poiptaszczyznie Imo > 01 Sq := S1 N Sy dla Imo < 0. Obszary Sy i
Sq bedziemy nazywaé¢ sektorami przejSciowymi, a ich dwusieczne -
liniami Stokes’a.

Bedziemy dalej oznaczaé rozwiazania G, G7 w sektorze S1i G5, G5
w sektorze So. Bedziemy tez pisa¢ f < g, jesli funkcja f jest asymptotycz-
nie nieistotna w poréwnaniu z g. Mamy np. e~! < e! dla Ret > 0 oraz
Gt <G~ dla o € Sy. Rozwiniecial* Gf, Gy i G5, G5 sa analityczne w
Sy oraz Sq i jako takie, daja sie zapisa¢ w postaci kombinacji liniowych:
Gy = CG1 1 G = CyG4. Operatory liniowe C,, Cy, okreslone odpowied-

13W dalszym ciaggu, przy pominieciu argumentu, nie bedziemy wprowadzaé
rozroznienia miedzy y(7) i y(o?). Tak wiec y bedzie oznaczaé y(7) jak tez y(o?).

MDolny indeks oznacza przyporzadkowanie rozwigzania asymptotycznego do
danego sektora.
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nio na S, oraz Sq bedziemy nazywaé¢ macierzami Stokes’a. Mamy

. 1 C12 o 1 0
Cu = [ 0 1 ] oraz Cq = l o 1 ] . (1.180)

Operatory Stokes’a dla rownania Bessela zostaly wyznaczone w [95],
metoda z ksiazki [46] (patrz takze [101]).

Analogiczne, chociaz trudniejsze, jest wyprowadzenie dla rownan typu
Bessela rzedu trzeciego, rozpatrywane dalej w Rozdziale 2. Dlatego w
ponizszym przypadku ograniczymy sie do sformutowania wynikéw.

Stwierdzenie 1.4.1 Jesli y1,y2 oznaczajqa rozwigzania réwnanie typu
Bessela (1.13), wokét t =0, a G, G~ sq odpowiadajgcymi im szeregami
asymptotycznmi (1.131), to zachodzq wzory

1o
no~ 5 (Gf+67), (1.181)
Y2 ~ —iy/TG{ moduy, (1.182)
w obszarze argo = 0 oraz
1 - o
Yo~ ﬁ (Gz - GQ) ) (1.183)
Y2 ~ —iy/TG3 moduy, (1.184)

w obszarze argo = .

Stwierdzenie 1.4.2 Analogicznie, jesli yy, vy oznaczajq rozwigzania réw-
nania typu Bessela (1.14), wokétt =1=1—s, a HY, H™ sq odpowia-
dajgeymi im szeregami asymptotycznmi, to zachodzq wzory

1
/ ~ - - =+
v NG (7 - HY), (1.185)
yh ~ —/mH{ mody], (1.186)
w obszarze argo = 0 oraz
1
roL _ i
Y, NG (Hy +Hy), (1.187)
yh ~ —v/mH; mody], (1.188)
w obszarze argo = .
W szczegolnosci otrzymujemy
H{ (o) = H{ (0) = —y4/y/7 mody; argo =0, (1.189)
—Hy (0) = Hy (0) = yb/y/m mody; argo = m, (1.190)
~Hf(0) = Hy (0) = —yb/y/m mody; argo = —m.(1.191)
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Operatory Stokes’a dla r6wnania hipergeometrycznego. Przej-
dziemy teraz do gtéwnego rezultatu tego rozdziatu, czyli opisu asymptotyki
rownania z parametrem (1.1). Dokladniej, holomorficzne rozwigzanie
wokot ¢t = 0 rownania (1.1) daje sie przedstawié jako

z1(t, A) = a1 (N)2)(E, ) + ag(N)zh(E, N). (1.192)

Pokazemy, ze wspélczynnik ag posiada reprezentacje w postaci szeregu
WKB dla A ~ oco. Podobnie jak w przypadku réwnan typu Bessela,!”
takze dla rozwiazan rownania (1.1) istnieja odpowiednie szeregi asympto-
tyczne, ktére pozwalaja przedstawi¢ je w odpowiednich sektorach wokot
oo. Stosujac teraz operator Hy (odpowiadajacy za okreslenie rownowaz-
noéci asymptotycznej rozwigzan rownania Bessela z rozwigzaniami réw-
nania hipergeometrycznego) do wektora (G*, G™), otrzymujemy wektory

{mfWed + miWgy +miNgi b, (1.193)
{nf g +mNgz . nTWeg}, (1.194)

gdzie gf/d oznacrzajg odpowiednie szeregi WKB dla (1.1) ze Stwierdzenia

1.361 mfﬁ, nfﬁ sg funkcjami holomorficznymi w odpowiednich obszarach.
Rownosé dajaca (1.193) zachodzi w

Dyn{\WteSiyn{t<n}, (1.195)

gdzie D, jest zbiorem zdefiniowanym w (1.171). Ponadto zalézmy, ze

v > € (gdzie € wystepuje w definicji D,,). Podobnie okreslamy odpowiedni
podzbior Dy, w ktorym (po zadziataniu operatorem Hy) zachodzi analo-
giczny do (1.193) wzor na przedstawienie rozwiazaii WKB. Przy uwzgled-
nieniu relacji wspo6tczynnikéw m i n, zachodzacych przy sprzezeniu zespolonym
oraz normalizacji czynnikiem 2./7, otrzymujemy

2V/mx = gl +g, = g5 +95- (1.196)
Dla t, A > 0 to oznacza, ze
m;y =1, mf+m =1 (1.197)

oraz

ny = 1, nf +n = 1. (1.198)
Wynika stad, iz pozostaje tylko wyznaczyé 'wolny’ wyraz, ktory moze
byé¢ wybrany jako mi"

Analogiczne obliczenia moga by¢ przeprowadzone w otoczeniu t =
1 =1—s. Otrzymujemy wowczas nastepujace relacje wiazace rozwiniecia
+ . + :
hu/d 194 gdzie

hf/d(s, A) = :l:i/\eim)‘gj/d(l — 5, ). (1.199)

15Jak wspomniano juz weczesniej, rozwiazania réwnania (1.1) sa asymptotycznie
réwnowazne z funkcjami typu Bessela od argumentu 2Av/%.
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Ostatecznie, po stosownej analizie (patrz [95]), otrzymujemy nastepu-
jacy wynik.

Twierdzenie 1.4.1 Funkcja tworzqca f ciggu (({2}") posiada reprezen-
tacje w postaci sumy

FT(\) +F- (N, gdzie A~ 00, (1.200)

i gdzie F* sq jednowartosciowe w otoczeniu nieskoriczonosci. To implikuge,
ze f ma postaé
sin A

TA

(1.201)
Ponadto ,
e:l:mr)\

2\

FE(\) = + (1.202)

Dowéd. Pierwsze stwierdzenie byto juz udowodnione powyzej (patrz
[95]). Aby dowiesé¢ drugiego, zauwazmy, ze zbiorem zer funkcji tworzacej

L) = 1] (1 — V) (1.203)

ciagu (({2}"), jest dokladnie Z\{0}. Wobec tego funkcja
fa(N)A

sin 7w

(1.204)

jest catkowita. Ale za sprawa pierwszej czesci tezy twierdzenia, jest ona
ograniczona, zatem, na mocy twierdzenia Liouville’a - stala. Wyznaczenie
jej wartosci w zerze, rownej 1/m, konczy dowod twierdzenia. O

Uwaga 1.4.1 Powyzsze twierdzenie jest wazne gltdwnie dlatego, ze pozwa-
la unikngé wykorzystania relacji dualnosci, wigzgcych rozwigzania réwna-
nia (1.1) w otoczeniu zera i jedynki. Sq to wzory wtasciwe jedynie dla
klasycznych funkcji hipergeometrycznych i wydaje sie, iz nie majg one
analogow np. dla rozwigzan réownan (4) rzedéw n > 2.

Uwaga 1.4.2 Funkcje f i F'+ posiadajg jeszcze jedng, ciekawa wtasnosé.
Mamy
foonf  Of
det | F* O\FT O3FT | = 0. (1.205)
F~ O\F~ O3F~
Jest to meromorficzne réwnanie z niereqularnym punktem osobliwym w
A = o0. Doktadniej, réwnanie to ma postaé

205 f
A

O3 f + +7f =0, (1.206)
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ktorego bazg rozwigzan jest uktad

sin T\ CcoSTA

A A

(1.207)

Zauwwazmy, ze —(cosTA) /X pojawito sie juz w Uwadze 1.3.1 jako wartosé
drugiego rozwigzania xa2(t,\) + @A) z1(t, \) w punkcie t = 1; ponadto
©(A) jest prostq funkcjg wymierng. Byé moze analogiczna wtasno$é przy-
stuguje innym réwnaniom hipergeometrycznym zwigzanym z funkcjami
tworzgeymi wielokrotne wartosci zeta.
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Rozdzial 2

Analiza asymptotyczna
rownania dla funkcji
tworzacej zwiazanej z ((3)

W tym rozdziale zajmiemy sie analiza zachowania rozwigzan réwnania
(1 =18 (t0)* x4+ Nz = 0, (2.1)

dla A ~ co. Tak jak rownanie (1.1), jest to réwnanie hipergeometryczne
i jego (holomorficzne w otoczeniu zera) rozwigzanie ma postac

o0 _ _ 2 o
3F2<uA,1ﬁ2A,A t) _ 3! uA)n((%?)n( Mn

n=0

6 42

= 1—)\3t+>\—t—..., (2.2)
8

gdzie y = (—1++/—3)/2 jest pierwiastkiem pierwotnym stopnia trzeciego

z jedynki. Zbadanie zachowania asymptotycznega rozwigzan réwnania

(2.1) jest przedmiotem pracy [97|. Okazuje si¢, ze przy zastosowaniu

metod asymptotycznych analogicznych jak w przypadku roéwnania (1.1),

otrzymujemy catkiem inne wyniki. Jest to zwiazane 7z wystepowaniem

nietrywialnych operatoré6w Stokes’a, co jest spowodowane niejednoznacz-

noscig odpowiednich rozwinie¢ dla 7 = A3t wokot nieskoriczonosci.

Ponizej przedstawimy analize asymptotyczng rozwigzai rownania (2.1)
postugujac sie metodami teorii catek oscylujacych i opiszemy dziatania
oraz amplitudy odpowiednich rozwinie¢ WKB. W wielu miejscach bedzie-
my sie opiera¢ na rownowaznosci asymptotycznej rozwiazan (2.1) z odpo-
wiednimi funkcjami typu Bessela (patrz [96] oraz Twierdzenie 3.3.1 w
Rozdziale 3).

W przedostatnim paragrafie zajmiemy sie wyznaczeniem operatoréw

Stokes’a dla réwnan typu Bessela, a nastepnie dokonamy analizy rozwinieé¢
WKB dla rozwiazan rownania (2.1) wzgledem ¢t = 0 oraz t = 1 — s. Sa
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one powigzane diagonalnymi przeksztalceniami liniowymi. Okazuje sie,
iz (asymptotycznie) rozwiagzanie rownania (2.1) posiada przedstawienie
z1 = C(X) 2% (mod) (2, z), gdzie funkcja C' moze byc przedstawiona za
pomoca sktadnikow WKB, postaci

Fy= ARV i o)), dla i€ {0,1,2), (2.3)

analogicznych jak w wypadku (1.1), ale o innych wlasnocciach asympto-
tycznych. Ponadto C'(\) spelnia w otoczeniu A = oo réwnanie rozniczkowe
liniowe! széstego rzedu, z nieregularng osobliwoscia w A = co. Z uwagi
na to, ze funkcja C jest catkowita, jest mozliwe, ze to réwnanie ma w
zerze regularng osobliwoéé. Wowcezas C spetniatoby réwnanie

6
(Z p;i(\) a;') F, =0, (2.4)
j=0

gdzie wspolezynniki p; sa elementami Q(r, v/3)[A 1], okreslonej postaci.

Na koniec warto wspomnie¢, ze rownania bardzo zblizone do (2.1),
pojawiaja sie w roznych dzialach fizyki i matematyki wspoélczesnej, w
szezgolnosel w teorii deformacji i geometrii algebraicznej. W pracy [12]
autorzy rozwazaja rOwnanie

(8 = 342% +4)07 + (6t° — 153t + 36) 0} +
(T2 - 112t 4+ 1)9 +t-5] = = 0, (25)

zwiazanie Scisle z dowodem Apery’ego niewymiernosci ((3), ktore okazuje
sie by¢ réwnaniem Picarda-Fuchsa wywodzacym sie z badania okresow
odpowiednich powierzchni K3. Patrz tez 3] i [79].

W pracy [68] S.-T. Yau oraz B. Lian, analizujac rodzine jednoparame-
trowych deformacji powierzchni K3, pochodzace od odwzorowania lustrza-
nego, rozwazaja réownanie Picarda-Fuchsa

(td)3 —t in(t@t)i z =0, (2.6)

=0

ktore rozni sie od (2.1) wspotezynnikami r;.

Autorzy [12] opisali monodromie oraz rézniczkowe grupy Galois fun-
keji hipergeometrycznych typu 41 F),. W szczegolnosci zbadano, dla jakich
wartodci parametréw ,11F), jest algebraiczna. Ograniczenia natozone na
punkty osobliwe (nie dopuszcza sie logarytmow) wykluczaja jednak row-
nania typu (2.1).

'Patrz 2.5 oraz [97].

42



2.1. Rozwigzania w otoczeniu punktéw osobliwych

Podobnie jak w przypadku réwnania (1.1), w otoczeniu ¢ = 0 mamy
jedno rozwiazanie holomorficzne rownania (2.1), ktérego rozwiniecie mozna
znalezé podstawiajac do (2.1) szereg

L+ ent™ (2.7)

n>0

Otrzymujemy réwnanie rekurencyjne (n+1)3c,+1+(A\3—n?) = 0, ktérego

t> . (2.8)

rozwiazaniem jest

A, 12\, A
r1(t,A) = 3 (M 1M1

Pozostate rozwigzania sa postaci

zo(t,N) = log(N3%) - z1(t, \) + wa(t, N), (2.9)
3t )) = % 1og2(X%) - 21 (£, A) + log(A3t) - wa(t, ) (2.10)
+ w3(ta )‘),

gdzie we i ws sa analityczne w otoczeniu zera.

Rownanie (2.1) we wspotrzednych s = 1—t, (oraz 05 = —3;) przyjmuje
postac
{—s@s [(1—5)0s)* + /\3} x = 0. (2.11)

Jego (niezaleznymi) rozwiazaniami sa

(s, \) = N2[s+0(s%)], (2.12)
(s, \) = %)\3[52 +0(sY], (2.13)
25(s,\) = log(A\3s?) - ah +wh = 4+ O(s), (2.14)

gdzie w} jest funkcja analityczna.

Stwierdzenie 2.1.1 Mamy ' = Mz, gdzie macierz M € GL3(C) ®
H(C) jest funkcjg catkowitq.
Stwierdzenie 2.1.2 Zapiszmy
3
z1(t, ) = Zai()\) (1 —t, ). (2.15)

i=1

Wowczas f3 = 4as, gdzie f3 oznacza funkcje tworzgeq ciggu C({3}™).
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Uwaga 2.1.1 (Wielokrotne polilogarytmy) Jesli zapiszemy
zi(t,A) = Y &ja(t) z®" (2.16)

n=0

przy j € {1,2,3}, to wowczas znajdziemy

Fro(t) = 1, (2.17)
@270(75) = logt, (2.18)
faolt) = g (logt)? (2.19)

a kolejne wspdtczynniki sq okreslone przez rekurencje

% dts dts

S gq i’j,n(t?;)a (2'20)

Tjnt1(t) =
gdzie T = {(t1,t2,t3) : 0 < t3 < to < t1 < t}. Latwe oszacowania
pokazuja, ze T, ~ 1/nl. Wspétczynniki x;, podobnie jok w wypadku
rozwigzan (1.1), wyrazajq sie przez wielokrotne polilogarytmy:

F1a(t) = Ligyn(t), (2.21)
n—1
Zon(t) = logt - Liggya(t) =3 > Liggyi 4 zyn-i-1(t), (2.22)
j=0
1 n—1
Zalt) = 3 (logt)* - Liggyn(t) —3logt- > Lifzyi 4 gapn—s—1(t) +
j=0
n—1
6> Liggyi s qayn-i-1(t), (2.23)
3=0

co po podstawieniut = 1, daje (z doktadnosciq do czynnika logarytmicznego)
wzory analogiczne jok w przypadku (1.1):

21(L,A) = f3(0) = D (=1)"¢({3n}) X", (2.24)

n=0
—&2(1,A) = 3MNf3(A) - Y ((Bn+1) A%, (2.25)
n>0
Z3(1L,A) = 6XA°f3(A) - D ((Bn+2) A% (2.26)
n>0

Analogiczna sytuacja ma miejsce w otoczeniu s = 1 —t = 0, gdzie
mamy kolejne ciekawe wzory:

#o(s) = —log(1—s) = Li(s), (2.27)
O 2 — S

Bhols) = BUZD 1) (2.28)

Fhols) = 1 (2.29)
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55,1n(3) = Lif1yn1(5), (2.30)
flzn(s) = Ligyn1,1(8), (2.31)
25 ,(s) = logs - Lifopn1,1(s) — Lig1,om21(8) — Lig123m1,2(5)
n—1
- Z Li{l,Q}j,{2,2}7{172}”*1*1,1,1(S)
=0
n—1

- Z Li{172}j7{173}7{172}71,—3'—171,1(3). (2.32)
7=0

Uwaga 2.1.2 Obok (2.1) mozna rozpatrywac rozwigzania réwnania
{[a=toto, + >3} 2 =0, (2.33)

zwigzanego z funkcjg tworzgeq ciggu (({1,2}"). Holomorficzne w zerze
rozwigzanie (2.33) ma postac

21(6A) = 1+ > (1) Ligg gyn (A" (2.34)
n>0
Ze wzoru na odbicie (patrz [94], tzw. MZV duality) dla wielokrotnych
wartosci zeta wynika, ze dla kazdego n zachodzi wzor (({1,2}") = (({3}"),
skad wynika rownosé f(A) = z1(1, \).

Miedzy rozwigzaniami réwnan (2.1) i (2.33) istnieje ponadto relacja
2(s,A) = (505)* (s, —\). (2.35)

Jest ona analogiem wzoru? 2'(s,)\) = —s0sz(s,—N), gdzie tym razem
x 1 2 oznaczajg rozwigzania klasycznego réwnania hipergeomelrycznego
(1.1) z Rozdziatu 1. Rdznica polega na tym, ze w drugiej toZsamosci
mamy do czynienta dwa razy z tym samym réwnaniem, co odzwierciedla
niezmienniczo$é (1.1) przy dziataniu odbicia. Ten fakt byt wykorzystany
do uzasadnienia wzoru fo(\) = (wA)"lsinw\. Ta sama wlasnosé moze
postuzyc takze do uzyskania tozsamosci®

frs(vV2r) = Siij\TA Sin:;A = (N, (2.36)

gdzie fa, fa i f13 oznaczajq funkcje tworzace ciggdw, odpowiednio (({2}"),
C({4}") oraz ¢({1,2}").

Uwaga 2.1.3 W pracy [98] znajduje sie dowdd tozsamosci

(_1)n1+...+nr

C({3}7) = 8" > = C({1,2}"), (237

2 T
0<mi<ny...<m,<n, many...mrity

2Jest to dualnosé dla o F1 z Rozdziatu 1.
3Powyzszy wzor zostal zaproponowany przez D. Zagiera, a udowodniony przez
Broadhursta. Patrz np. [62].
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postulowanej w [15]. Liczby (({1,2}") stanowiq przyktady tzw. alternujq-
cych sum Eulera. Ich funkcja tworzaca jest zwigzana z (holomorficznym
w zerze) rozwigzaniem nastepujgeego réwnania széstego rzedu

{[A =00 o [(1+ )0 10, + X} = = 0. (2.38)

Jest to rownanie Picarda-Fuchsa, ktorego kazde rozwigzanie jest holomor-
ficzme w CPY\{—1,0,1}. Ma ono dwa rozwigzania analityczne w zerze.
Jedno, to wspomniana wyzej funkcja f, 5 := 21, a drugie

=Y (n_l:: + O(\%). (2.39)
0O<m<n

Zachodzi f1 5(A) = z1(1, N =\322(1, \). Wynik z [98] implikuje tozsamosé

fiz0) = D (=1L ZHA

n>0

A A3
= fy (2) = nl;[o <1 - (2n)3> : (2.40)

W pracy [98] udowodniono takze kilka innych, podobnych wzoréw.

2.2. Rozwiniecia asymptotyczne hipergeometrycz-
nych funkcji konfluentnych typu Bessela
i aproksymacja fazy stacjonarnej
Podobnie jak w przypadku rozwiazan réwnania (1.1), badanie asymptotyki
x1 sprowadza sie do poréwnania z odpowiednimi rozwigzaniami réwnan

typu Bessela (rzedu trzeciego) z regularnym punktem osobliwym w zerze
i nieregularnym w nieskoriczonosci.

Stwierdzenie 2.2.1 Dla \ ~ oo, ale przy 7 = A3t ograniczonym, zachodzi

(=X )
x1<t, )\) ~ EOW = (]F2 171 — At =!I Y. (241)
Funkcja o F> spetnia réwnanie
[(737)3 + T] y = 0. (2.42)

Pozostate rozwigzania rownania (2.42) sq postaci

y2(7) = logTyi(7) + 22(7), (2.43)
ys(t) = % log? 7 - y1(7) + log 7 - 2o(7) + 23(7), (2.44)

gdzie zo 1 z3 8¢ funkcjami catkowitymia.
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Podobna sytuacja ma miejsce dla s = 1 — ¢ bliskiego zeru.

Stwierdzenie 2.2.2 Dia A\ ~ oo, ale pray T = M3s% ograniczonym,
zachodzi
2h(s,A) ~ VA2 (14 ) ()" =1 Yy} (A\?s?)
0 2n+D!2n-—1N) 7 ’
n>0
(s,A) ~ 22% = yh(\3s?) (2.45)
@n—2n Yo . :

n>0

Funkcje yy 1 yh spetniajq réwnanie
[sﬁ (vV70.)" — 1} y = 0. (2.46)
Trzecie, liniowo niezalezne, rozwigzanie réwnania (2.46) jest postaci

y3(1) = log7 - ya(T) + 23(7), (2.47)

24 jest catkowita.

Ma miejsce nastepujacy wynik, analogiczny do Stwierdzenia 1.2.1. Jest
on wnioskiem z Twierdzenia 3.3.1.

Stwierdzenie 2.2.3 Isniejg macierze Ho(t, \™1) oraz Hi(s, \71), okres-
lone i analityczne w otocznieu (0,0) i takie, ze

{m Ty w3 } Ho = [ Y1 Y2 Y3 ] (2.48)

oraz
[w1 T $3]Ho= {yl Yo ys} (2.49)

Uwaga 2.2.1 Rozwigzania x; oraz :U; mozna uzyskaé z y; i y} metodg

rozwigzania réwnan w wariacjach ze wzgledu na maty parametr X7

Wzory calkowe. Podamy teraz odpowiednie wzory catkowe na
funkje typu Bessela.

Stwierdzenie 2.2.4 Mamy

3m/2 .
y1(7) / / eXp /3 (2i€l$/2 sint + 6_15)} dtds (2.50)
"~ an? /2
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oraz

o = T [
e A
7 1/3 ,—is  ;
(138502 ey (T s
X [ﬂ sinh (T e )exp ( > 5 ds,
1/3 pm ‘ 1/3 ,—is
yo(1) = T sinh (7’1/36“/2) exp <T€ — is> ds,
T J_x 2

gdzie v jest drogg o poczgtku i koricu w zerze oraz obiegajgceq t = 1.

Dowdéd przebiega analogicznie jak w przypadku odpowiadajacych
wzoréw na funkcje Bessela i funkcje hipergeometryczne.

Ze wzoru fazy stacjonarnej (patrz dodatek A) otrzymujemy aproksy-
macje asymptotyczne.

Stwierdzenie 2.2.5 Przy 7 ~ oo mamy

oraz

’ -~ 371/3/2 2 3ur/3/2 3u2rl/3/2
Yy (7) 7 (e +pu’e + pe ) , (2.52)

8;1/3 (6371/3/2 —‘l$263“71/3/2 __IL€3#271/3/2) s (2.53)
T

ya(T) ~

gdzie p = (—14++/—3)/2. Tylko dwa sktadniki dominugjq dla arg T ustalo-
nego (i te sktadniki sq prawidtowe).

Uwaga 2.2.2 Dominacja asymptotyczna tylko wybranych sktadnikow w

powyzszych wzorach bierze sie stqd, iz dla catek z fazg typu przeleczy,

pewne punkty krytyczne majq istotny wklad, zas inne (eksponecjalnie)

maty. Doktadniej, jesli w calce oscylujgcej rozpatrujemy e*?, gdzie wartos-
ciami fazy w punktach krytycznych sq np. 1, iy i ifi, to wtedy e A

i mamy e < e oraz e < e,

::e_

Istnieje analogiczny (ale bardziej skomplikowany) wzor dla ys3. Uzys-
kuje sie go przy zastosowaniu zaburzenia we wzorach catkowych na rozwia-
zania réwnan typu Bessela, analogicznie jak w Rozdziale 1.
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2.3. Rozwiniecia WKB

Ponizej zaprezentujemy trzy sposoby analizy rozwinie¢ WKB: formalny,
z uzyciem aproksymacji fazy stacjonarnej oraz za pomoca sprowadzania
do postaci normalne;j.

Stosujac do rownania (2.1) metode WKB, czyli podstawiajac
z = M0, W(t, N, (2.54)
otrzymujemy réwnanie Hamiltona-Jacobiego:
(1—t)2 (S)3 +1=0, (2.55)

ktérego rozwigzaniami sg trzy niekompletne funkcje beta

.ot du .
S(t) = —MJ/O 2B = )i/ = —p! S3(1), (2.56)
gdzie j € {0,1,2} oraz
_ —1+2“/§ (2.57)

jest pierwiastkiem pierwotnym z jedynki, stopnia trzeciego.

7 poréwnania wspotczynnikéw przy nizszych potegach A w

. 1—1¢ 1—t 1—1¢
A3 [(1 — )28 + 1] W+ AQTLub FA—— Lo+ T(wt)?’w =0,
(2.58)
otrzymujemy kolejne réwnania transportu

Ligy = 0, (2.59)
Liyy = Lavy, (2.60)
Lithjye = Lotpjpr — (t0)%y;, dla 5 >0, (2.61)

gdzie operatory L1 i Lo sa zdefiniowane za pomoca wzorow

: ty) (tS)?

Ly = 3 [(755)2 - (o) + (02()] : (2.62)

Ly = 3[(tS)- (t0)* + S+ 35+ 28] +1S + 5. (2.63)

Podobnie jak w przypadku réwnania (1.1) wybieramy rozwigzanie rowna-
nia jednorodnego w formie

Yo = <H>1/3 =1 (2.64)

t U

“Podobnie jak w Rozdziale 1, poréwnujemy kolejne wspotczynniki w rozwinieciu

Dt A) = Po(t) + Y1 (A 4 ...
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W nowej zmiennej zachodzi wzoér
A
expAS(t) = [(1+u)(1+ pu)” (1 + pPu)] " (2.65)

Stosujac procedure rekurencyjna, przy zastosowaniu odpowiedniego ope-
ratora catkowego, mozemy wyznaczy¢ wszystkie ¢;. Ma miejsce nastepu-
jacy fakt.

Stwierdzenie 2.3.1 Dla kazdego j wspétczynniki 1; mozna wybraé w

postact wielomiandow Laurenta od w, przy czym poza Vg, nie wystepuje w

nich wyraz v~ ',

Definicja 2.3.1 Otrzymane powyzej szeregi oznaczymy przez
g = e IO ), je{0,1,2) (2.66)

1 bedziemy je nazywaé testowymi rozwigzaniami: WKB.

Wykorzystamy teraz odpowiednie wzory catkowe na funkcje hiper-
geometryczne, w celu zastosowania metody fazy stacjonarne;j.

Stwierdzenie 2.3.2 Zachodzi wzor

» du dv

1
LA = — 2.67
ntN) =~ [ a0 T (2:67)

gdzie

il v) = (1= 1) (1= 1P/ /u)" (113 /v\/a)“2 (2.68)

1 gdzie y1 Xyo jest cyklem homologicznym z torusem domknietym zawartym
w brzegu polidysku jednostkowego D' x D' c C x C.

Dowéd. Uzasadnienie powyzszego wzoru wynika z formuty®

T,Y,z _ e L —zdjdl
3y ( 1.1 t) = //71><72 1 (u,v) w2 (u,v) 3(u,v) —
(2.69)
gdzie

pr(u) = 1-t', (2.70)

/30
pa(u,v) = 1_W’ (2.71)

/1/3
(2.72)

- 1- -
Pa(u,0) e

SPatrz tez Dodatek B oraz [97].
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i gdzie 1 1 72 sa krzywymi jak w tezie stwierdzenia, wynikajacej z
ogoblnego wzoru z Rozdziatu B oraz z zaleznosci wyniku catkowania funkcji
holomorficznej (wielu zmiennych) po nietrywialnym cyklu jedynie od
klasy homologii tego cyklu. OJ

Calka (2.68) jest typu oscylujacego, z faza

¢(t,A) = log (1 - tl/gu) + u log (1 — tl/gv) + 1 log (1 — tl/gw) ,
(2.73)
przy warunku u - v -w = 1. Zakladamy tez, ze 0 <t < 1.

Stwierdzenie 2.3.3 Zdefiniowana powyzej faza ¢ ma trzy (warunkowe)
Morse’owskie punkty krytyczne

1

Ve R R 27
1
1

wp = (2.76)

t1/3 4 pitlgl/3’

gdzie j € {0,1,2}. Odpowiadajq one szesciu punktom krytycznym fazy w
catce (2.68).

Latwy dowod Stwierdzenia, ktory mozna znalez¢ w [97], opuszczamy.

Stosujac do (2.68) metode fazy stacjonarnej otrzymujemy dla
A~ 00:

1 —Xaq(z,y) Lo s 27
= o) dpdy ~ NSO 2T 2,
ir? // ‘ T e Vg 270

36—;Lj)\5(t) 1—1¢ 1/3 1
= 3— — x{[(— Y,
237 ( t ) WA

gdzie ¢ jest odpowiednia formg kwadratowa (patrz [97]).

Wzor ten, z doktadnoscia do statej, pozostaje w zgodnosci z rozwinie-
ciami WKB analizowanymi na poczatku tego paragrafu.

Uwaga 2.3.1 Podobnie jak w wyapdku rozwigzan réwnania (1.1), mozna
obliczyc kolejne wspotczynniki rozwiniecia poprzez dokonanie odpowiedniej,
naturalnej normalizacyi oraz zastosowanie aparatu stosowanego przy anali-
zie momentow miar gaussowskich. Oczywiscie poziom komplikacyi jest tu
znacznie wiekszy niz w przypadku (1.1). Wzor Wicka pozwala wyrazié
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wartosé srednig (XY P Z7) w terminach odpowiednich macierzy kowarian-
cji. Jesli j € {0,1,2}, to mamy

X2 - % _ guj (1?5_t>1/3 (2.78)
(v = % _ %Mm (1tt>1/3 (2.79)
(7% = % _ %Mm <1tt>1/3 (2.80)
(XY) = —g + ;MJH (17575)1/3 (2.81)
(X7) = —g + ;MJH (17575)1/3 (2.82)
vz) = —g + ;M (1tt>1/3. (2.83)

Tutaj, X,Y, Z pojawiajg sie w podstawieniu typu

()
u = wujexp|(—]|,
VA

v = vjexp (\1/%) ,
w = wj;exp (%) . (2.84)

Obliczanie wyzszych wyrazow asymptotyki jest karkotomne, chociaz nie
wystepujg tu Zadne problemy teoretyczne.

Ostatecznie otrzymujemy

g' +¢"+ 9"

T , 2.85
1 Jir (2.85)

gdzie g,; = Dj - g; i gdzie
DA™ = 14> dy A", (2.86)

n>0

sa pewnymi szeregami (patrz [97]).

Definicja 2.3.2 Szeregi g,;, dla j € {0,1,2}, podobnie jak w przypadku
(1.1), nazwiemy gtéwnymi rozwigzaniami WKB réwnania (2.1).

Uwaga 2.3.2 Nalezy odnotowad, ze w przypadku jednowymiarowego row-
nania Schrodingera, gdzie metoda WKB zostata zastosowana po raz pierw-
szy, zagadnienie ustalenia statych w rozwinieciach szeregow WKB prowadzi
do tzw. warunku kwaentowania Borna-Sommerfelda, z uwagi na to, ze
funkcje falowe muszq gasngé w nieskoriczonosci (patrz np. [83]).
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W naszym przypadku nie ma takiego warunku, co prowadzi do problemu
2 wyznaczeniem wspotezynnikow w g’ = Cj()\_l)gg], gdzie gg] sq testo-
wymi rozwigzaniami WKB z Definicji 2.8.1.

Uwaga 2.3.3 W analogiczny sposdb mozna znalezé pozostate wzory asym-
ptotyczne, dla xo oraz x3, 2z uzyciem odpowiednich wzorow catkowch oraz
metodq zaburzania, np. réwnania

3
t{(1—1)0(td) + N —% z =0, (2.87)

ktorego rozwigzania takze mogq zostaé wyrazone w terminach odpowiednich
funkcji sFs.

Wzorow catkowe na rozwiazania wokét s = 1—t¢, analogicznych jak w
Rozdziale 1, ktére pozwolity by na dokonanie odpowiedniej analizy, nie
zostaly dotychczas znaloezione. Podstawowa trudnos¢ wynika z tego, ze
rekurencja

2n+1 A3 —nd

—F by by, 2.88
2 Y ) m e (2.88)

bn+2 ==

na wspotczynniki b, szeregu potegowego

> bys” (2.89)

n=0

zadajacego rozwiazanie réwnania, jest rzedu drugiego.

Mozna zbadaé jednak odpowiednie rozwiniecia WKB hgj . Przepiszemy
teraz rownanie (2.46) jako zaburzenie (2.46). Mamy

2v7 (V70,)" = 8AT/270, (70, + \/T0-/T) V7O
+8x3(737)3—1} Z = 0,(2.90)

gdzie 7 = A3s2. Przyjmijmy 0o (7) := y4(7) (gdzie b jest jak w Stwierdzeniu
2.2.5) jako jedno z rozwiazan wokol A = oo. Rozwijajac w szereg 25 (s, \)
wzgledem A73/2 otrzymujemy

2h(s,A) = > O (r)ATI2, (2.91)

n=0

Dostajemy w ten sposob szereg réwnan w wariacjach na wspoétczynniki
0, z ktorych pierwsze jest postaci

[Qﬁ (V7o,)® - 1} 0, = [sxi‘/%aT (10 + V/TOT) \ﬁaT] 0.
(2.92)
Jest to niejednorodne réownanie liniowe z wiadoma prawa strona, ktora
oznaczymy przez p(7). Podobna posta¢ przyjmuja takze réownania na
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pozostate wspotezynniki. Warunek poczatkowy w (2.92), ze wzgledu na

zachowanie sie 5, w otoczeniu s = 0, jest okreslony przez 6,(7) =
O(r%/2).

Dalsza analiza polega na podstawieniu

0 0
X =16 oraz b=101, (2.93)
01 P
skad dostajemy réwnanie w postaci macierzowej
X = A(T)X +b. (2.94)

Przewidujac rozwiazania w formie X = G1(7)D(z), gdzie G jest macierza
fundamentalng uktadu z uwagi (2.2.3), otrzymujemy nastepujace rownanie
catkowe na D:

D(r) = /O " det G (w) Gy (u) b(u) du, (2.95)

gdzie *Gy oznacza dopelnienie algebraiczne macierzy G;. Wronskian det Gy
macierzy G; moze byc wyznaczony ze wzoru Liouville’a, przez co rozwiniecia
wyrazow Gp sa (przynajmniej potencjalnie) znane, podobnie jak i w
przypadku b, w terminach rozwiazan zblizonych do WKB rozwigzan H* .
To pozwala zapisa¢ wspoétczynnik 67 w nastepujacej postaci WKB:

2 . .
Or(r) = 7 26_3/2“771/3 > T (2.96)
§=0 n>0
gdzie « jest odpowiednim wyktadnikiem. Podobne rozwiniecia mozna

wypisa¢ dla 6; dla i > 1.

7 drugiej strony, mozemy przepisaé testowe rozwigzania WKB hg] w
terminach zmiennych 7 i A~!. Mamy, na przyktad,

s du
A IS =80 =) = A [ e (297)
= Somy e o (2m)

) . e J . L. .
Poréwnujac rozwiniecia zh oraz hfj mozemy wyznaczy¢ jednoznacznie

wspotezynniki Lg] w formalnym wyzazeniu WKB

2 ) )
oy = Y LY (Vg (2.99)
=0

Z jednoznacznoscig LY~ zwigzana jest pewna delikatnos$é, polegajaca
na wrazliwosci na zjawisko Stokes’a (patrz [97]). Powyzszy algorytm
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rozwigzywania réwnan w wariacjach jest zgodny wynikiem uzyskanym
za pomocy dziatania odpowiednimi macierzami Stokes’a. Wynika stad,
ze L‘Qﬂ hg“ podlegaja tym samym zjawiskom Stokesa, co H .

Analogiczna sytuacja ma miejsce dla x) oraz 2. Ostatecznie otrzymu-
jemy nastepujacy wynik.

Stwierdzenie 2.3.4 Baza rozwigzari (2, 2, %) moze byé przedstawiona
26 pomocq Tozwinieé

W = et AW (INBRg (1 -5 )),  je{0,1,2},  (2.100)
ze wspotczynnikami z C[[\~Y?]], ktére sq okreslone jednoznacznie, modulo
zjawisko Stokes’a.

Redukcja do postaci normalnej. Przeprowadzimy teraz analize
asymptotyczna rozwigzan réownania (2.1) za pomoca sprowadzenia do

formy normalnej. Uktad
T = Ax, (2.101)

gdzie A(t,\) = Ao(t, \) + A A1 (t) i gdzie

0 0 0
Ao =10 0 0 (2.102)
0 —A1t2 3!
oraz
0 10
Al = 0 011, (2.103)
—t21-t)"1 0 0

jest rownowazny rownaniu (2.1) poprzez standardowe (tutaj x oznacza
znowu szukang funkcje) podstawienie x =: x1, x9 := A "10x oraz z3 :=
A\"202x. Wartoéciami wlasnymi macierzy A; sa

m o= =t =078 = Yy, ie{0,1,2). (2.104)

Stad otrzymujemy diagonalizacje A1, po podstawieniu

y = Uz, (2.105)
gdzie
7”1
U= | pn* —un 1 (2.106)
e —ptn 1
Mamy
y = By, (2.107)



gdzie B(t,\) = AB1(t)+Bo(t)+A"1B_1(t), przy czym wyrazy diagonalne
sg postaci

1

Bjj = (=)’ An+ (Z - ) .

- 2.108
3ui At ( )

t

Dalsze kroki procedury diagonalizacji uktadu y = By, wymagajg zasto-
sowania kolejnych przeksztalceri

yi=yo = (I+UaA Ny (2.109)
y1 = (I+U 22y (2.110)
Ynt1 = ([+U_p A ")y (2.111)

Podstawienie (I +U_1A"Y)y_1 do y = By daje
Yy-1 = {)\Bl + By + [B1,U-1] + O()\_l)} Y_1. (2.112)

Tak wiec aby otrzymaé uktad diagonalny z dokladnosciag do A~1, nalezy
przyjac

By 1
(=p)! = (=) m’

i tak dalej. Ostatecznie, z dokladnoscia do A~!, otrzymujemy postac

Ubl = (2.113)

asymptotyczng
3 X ef;ﬂ'/\S(t)(l _ t)l/S
T ~ ; , ,
J MJ Atl/?’

(2.114)
j=1

gdzie K; sa pewnymi statymi.

Uwaga 2.3.4 Wzor (2.114) jest zgodny z wynikiem otrzymanym przy
zastosowaniu metody fazy stacjonarnej. Prazwdopodobnie ma miejsce petna
zgodo$é. W analogicznym wyniku z Rozdziatu 1 rozwiniecia WKB zgadzajg
sie co najmniej do X7

W taki sam sposéb, jak wyzej, znajdujemy formy normalne dal réwnaii
tupu Bessela w otoczeniu t =01t =1—s =1, dzieki ktérym mozemy
wyznaczy¢ asymptotyke wspotczynnika C. Z poréwnania

g +¢" + 9"
\/§7T ’
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7 formuta®

_ \/1§ ()\3/2 6—27»\/\/5 Rl + M2)\3/2 6—2#%,\/\/5 NG + M)\3/2 e—zm,\/\/ﬁhu) :
T
(2.117)

a nastepnie uwzglednienia rownowaznogci asymptotycznej rowinie¢ hiper-
geometrycznych z rozwinieciami typu Bessela, otrzymujemy nastepujacy
wynik.

Stwierdzenie 2.3.5 Wpdtczynnik C, przy A ~ oo, jest kombinacjq for-
malnych rozwinie¢c WKB postaci

Iulj€721u'j7r)‘/\/g _
gdzie wj(x) = 1+ O(z) sq dobrze okreslonymi szeregami formalnymi.
Stad wynika, Ze takze funkcja tworzqca f3 ciggu (({3}"), jest kombinacjg

liniowq sktadnikow Fj.

Uwaga 2.3.5 Powyzsza analiza dostarcza rozwinieé bedgcych jedynie
szeregami fomalnymi. Z Twierdzenia 3.2.1 wynika jednak, Ze mozna zna-
lezé konstruktywnie analityczne (w sektorach) formy normalne. Jest to
dokonywane przez doprowadzenie do pewnych réwnarn catkowych, analo-
gicznych do (1.168) z Rozdziatu 1. Po szczegoty odsytamy do [97].

2.4. Operatory Stokes’a

Najpierw zajmiemy sie obliczeniem operatoréw Stokes’a dla réwnan typu
Bessela. W celu uproszczenia obliczen zmodyfikujemy rownanie (2.42) do
postaci

(00,)* +270% | y = 0, (2.119)

przez podstawienie 7 = ¢3. Jego analiza asymptotyczna bedzie przeprowa-
dzona w dwoch krokach. Po pierwsze,” wykorzystujac wlasnogé symetrii

szeregow WKB wzgledem obrotow i wlasnodci rozwigzan y; uzyskuje

sie pewna relacje pomiedzy wyrazami w podstawowej macierzy Stokesa.

Po drugie, mozna zaburzy¢ (2.119) do réwnania z regularnymi punktami

osobliwymi i rozwazaé odpowiednie macierze monodromii i ich zachowanie
w przypadku granicznym.

Czynniki o2 mA/V3 biory sie stad, ze

1 2 s 2m
s = B(33) = snr/3 3

(2.116)

gdzie B oznacza funkcje Beta Eulera.

"Ten sposob pochodzi od Headinga i zostat zaczerpniety z ksigzki [46]. Mozna
stosowaé ta metode takze do rownan hipergeometrycznych, ale np. w wypadku (2.1)
jest ona niewystarczajaca. W prostrzej sytuacji (1.1), zostala ona z powodzeniem
wykorzystana w pracy [95].
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Oznaczmy standardowe rozwiazania rownania (2.119) przez

yio= N (2.120)

ya = logo®y; + 2 (2.121)
1

o= log? 03 - y1 + log o 29 + 23. (2.122)

Ponadto, niech Gé‘i bedzie i-tym rozwiazaniem WKB réwnania (2.119),
reprezentowanym przez funkcje analityczna w sektorze® S ;. Podobnie jak
w ogblnym przypadku przyjmujemy notacje S 11 := S NSjq1.

Odpowiednie macierze Stokes’a C};, przeprowadzaja uklad rozwigzan
k k
asymptotycznych GY z sektora S; na uktad G;L w S;. Grasficzne przedsta-
wienie odpowiednich sektoréw znajduje si¢ na Rysunku 2.1, gdzie R; sa
dwusiecznymi sektoréw S;.

Przy odpowiednim uporzadkowaniu rozwigzan kazdy operator Cj;
jest gorno-trojkatny i na przekatnej ma same jedynki. W przecieciach
kolejnych sektoréw zachodza odpowiednie relacje porzadku rozwigzan
asymptotycznych:

Gj < Gé»‘z < GY¥ dlaj € {1,2} w sektorze Siz,
Gé»ﬁ < G} =< G? dlaj € {2,3} w sektorze Sas,
G;»‘Q < G < Gjl dlaj € {3,4} w sektorze Saq4,
Gé-‘ =< G;Q =< G} dlaj € {4,5} w sektorze Sys,
G" < @G} < G dlaje {56} wsektorzeSs,
Gj < G < G?Q dlaj € {1,6} w sektorze Sg.

2.123
2.124
2.125
2.126
2.127
2.128

o~ o~ o~ o~ o~ o~
~— ' e e e e

Operator Co; jest postaci

1 a b
Cau=101 c|, (2.129)
0 01
Przy przejsciu od S7 do Sa, w przecieciu S1 N Sy, zachodzi
Gy Co1 = Gy, (2.130)

8Ponizsza analiza jest przypadkiem szczegélnym dowodu Twierdzenia 3.4.1 z
Rozdziatlu 3 (patrz tez [96] i [97]), gdzie zostalo dokladnie opisane, w jaki sposob
przebiega konstrukcja sektoréw S; oraz odpowiadajacych im promieni podziatu. W
przypadku analizy zwiazanej z (2.119), dzielimy po prostu otoczenie 7 ~ oo na
sze$¢ rownych sektorow, gdzie linie podziatu sg wyznaczone w plaszczyznie zespolonej
réwnaniami y = 0, y = v/3z oraz y = —/3x.
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Ry

Rysunek 2.1: Linie Ry, Ry ¢+ R3 rozcinajq plaszezyzne na kolejne sektory
S12, Sos, Ss34, Sus, Ss6. az do Sg1.

gdzie

Gi=19 |. (2.131)

Przy wyznaczeniu pozostatych® Cj41,j uZyjemy niezmienniczo$ci réwna-
nia (2.119) ze wzgledu na obrét o — po oraz na sprzezenie zespolone.
I tak operator Cig uzyskujemy z Co; przy wykorzystaniu sprzezenia
zespolonego, odwrdceniu, a nastepnie sprzezeniu za pomoca permutacji
(1)(23). Macierze Cy3 i Cgs wyznaczamy z Ca sprzezen z odpowiednimi
permutacjami, a operatory Cso i Csq wyliczamy z Cg poprzez sprzezenia

W ten sposob, z wykorzystaniem relacji kocyklu, mozna wyznaczyé¢ wszystkie
operatory Cj;, przy czym procedura ta nie jest wyznaczona jednoznacznie. Ponizej
prezentujemy jeden z jej wyborow.
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z macierzami permutacji. Ostatecznie otrzymujemy

1 ac—b —-a

C = |0 1 0 |, (2.132)
0 - 1
1 0 -¢ |

C3p = | —a 1 ac—b |, (2.133)
00 1
1 0 0]

Csqy = —C 1 0], (2.134)
_ﬁ—E —a 1
1 0 0]

Ciz = | b1 al, (2.135)
| ¢ 0 1 |
F 0]

Ces = |0 10 (2.136)
| a b 1_

Do wyznaczenia pelnego cyklu Stokes’a, pozostaje obliczyé¢ Cs; =
Cs2 C91, Cs3 = Cs4 Cy3 oraz C15 = C6 Cps.

Nastepnie, tak jak w przypadku wyznaczania operatoréw Stokes’a w
przypadku rozwinie¢ asymptotycznych rownania (1.1), dokonujemy kolej-
nych obrotéw zmiennej niezaleznej t — ut, ut — p2tip?t — t, porownujac
zmieniane szeregow G* ze zmianami rozwiazan bazowych a1y + agy2 +
a3ys. Po dokonaniu pelnego obrotu, odpowiedniej eliminacji w réwnaniach,
i poréwnaniu stronami wyrazen zawierajacych aj, otrzymujemy

k k
frleig) - GY = grleig) - GY (2.137)
gdzie fi 1 gi sa wielomianami od wyrazéw macierzy Co 1. Ta procedura
pozwala wyznaczy¢ b = 3 + a + ¢. Uzyte powyzej metody pochodza z
monografii [46] i [101].

Obliczenie a i ¢ wymaga zastosowania procedury granicznej dla odpo-
wiednich operatoré6w monodromii zaburzonego réwnania

(1= A739)a,(t0,)* + 27%| y = 0. (2.138)
Wraz z (2.138), bedziemy takze rozwazaé

[(1+ 27380, (t00)? + 278%| y = 0. (2.139)
Rownanie (2.138) ma trzy regularne punkty osobliwe

X, B, 2 (2.140)
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Kazdy z nich dazy oczywiscie do oo przy A — oo. Punktowi (ktory,
co istotne, lezy na promieniu podziatu) p/\ mozemy przypozadkowaé
odpowiednig macierz monodromii M;. Przy A — oo mamy M; — 02_61,
My — Ot oraz M3 — Gt (patrz [40] oraz [101]).

Z drugiej strony, macierze M; sa rownowazne operatorom monodromii
M j’», zwigzanym z rozwazaniem wyjsciowego réwnania hipergeometrycz-
nego w otoczeniu jedynki, gdyz te same rowania (globalnie, na powierzchni
Riemanna) maja izomorficzne grupy monodromii. Macierz M{ ma na
przekatnej same jedynki i jej rozklad Jordana ma dwie komorki. To
wynika ze wzorow (2.12)-(2.14) na rozwigzania w t = 1—s = 1. Wykorzy-
stanie tego warunku i poréwnanie z wielomianem charakterystycznym

P(n) = (1=n)n*—(2—|c)n+1), (2.141)
pozwala stwierdzi¢, ze ¢ = 0. Mamy wiec
1 -3 3
Ce=|0 1 0]. (2.142)
0 0 1

Powtarzajac teraz ta procedure dla rownania sprzezonego (2.139),
pozwala wykazaé, ze a = 0. Ostatecznie otrzymujemy nastepujacy wynik.

Stwierdzenie 2.4.1 Gtéowna macierz Stokes’a zwigzana z przejSciem
miedzy bazami rozwigzan G1 i Ga, ma postaé

0. (2.143)
1

Ponadto zachodzg przedstawienia

oG + G* 4+ gr
Ry (2.144)

i(ay - at
Y2 = (1\[31> mod y1, (2.145)

—471Gl
ys = /3 L mody, ya, (2.146)

na linit podziatu w S1 oraz

Gl + GY 4 Gn

= , 2.147
Y1 \/§7T ( )
2i (G — Gp)
= ————* mody, 2.148
Yo 7 Y1 ( )
—47 Gl
ys = S modyi, o, (2.149)

V3

na lingi podziatu w Sg. Analogiczne wzory mogq byc uzyskane dla kazdego
sektora, przy wykorzystaniu operatoréw Cj;.
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Uwaga 2.4.1 Powyzsza analiza wskazuje na to, 12 metoda Headinga
(patrz [46]) nie wystarcza do obliczenia wszystkich macierzy Stokes’a,
z uwagi na niedookreslenie otrzymanych uktadow rownan.

Z drugiej strony, znajomosé rozktadu Jordana w przypadku zaburzenia
i zastosowania przejcia granicznego do operatoréw monodromii takze
moze okazaé sie niewystarczajgca w przypadku rownan wyzszych rzedow.
Zatem obie metody sq nie tylko uzytecznym uzupetnieniem, ale takze
mogq okazaé sie koniecznosciq w wypadku rownan rzedu r > 2.

Uwaga 2.4.2 Analiza asymptotyczna réwnan rézniczkowych jest zjowis-
kiem wystepujgcym w wielu, bardzo réznych sytuacjach i jako taka, jest
Zrodtem intensywnych badan. W pracy [27] A. Duval i C. Mitschi badajq
zjawisko Stokes’a przy wykorzystaniu innych metod (catki Barnes’a-
Mellina), uzyskujgc takie same wyniki.

W nastepnej pracy [13] C. Mitschi wykorzystata wyniki [27] do okres-
lenia rézniczkowych grup Galois dla konfluentnych réwnan hipergeome-
trycznych. Analogiczne wyniki uzyskat N. Katz w [58] oraz w monografii
[59] uzywajgc metod czysto algebraicznych , wykorzystanych po raz pierw-
szy w [10].

Nastepnie postepujemy podobnie w wypadku réwnania (2.46). Naj-
pierw z ogdlnych rozwazan otrzymujemy pewna relacje na wyrazy macie-
rzy Csq (ktora teraz jest podstawowa).

Nastepnie obliczamy monodromie zaburzonych réwnain postaci
[87(1 — A0 (7 129,)? - 27} y = 0, (2.150)
[87(1+ A3 7%)a(r120,)? — 27] ' = 0. (2.151)
Otrzymujemy nastepujace

Stwierdzenie 2.4.2 Gidwna macierz Stokes’a zwigzana z przejSciem
miedzy bazami rozwigzan Hy @ Hy, ma postaé

1 01
Csa =10 10 (2.152)
0 01
Ponadto zachodzq przedstawienia
—oH} + HIY + HY
y = o T (2.153)
V3
2
: 22 (HZ _ Hf) d vy, (2.154)
= mo , .
Yo \/377_{_ Y1
iV/3H;
: W3, mod y;, ¥, (2.155)

BT o
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na linii podziatu w Sy. Analogiczne wzory mogg byc uzyskane dla kazdego
sektora, przy wykorzystaniu operatoréw Cij. To implikuje, ze modulo

Y1, yp mamy

HY =0, H'=-H" = By (2.156)
HY = —HY = HY = By, (2.157)

HY =0, HI=HS = By (2.158)

H} = HY = H = By, (2.159)

HY =0, Hf =HY = By, (2.160)
H = HY = -H = py, (2.161)

gdzie B jest statg zadang w (C.0.1) ponizej.

Uwaga 2.4.3 Stale w powyzszych réwnosciach, zawierajace /2, /3 i
/T, otrzymuge sie poprzez przyréownanie odpowiednich rozwinieé do szere-
gow asymptotycznych uzyskanych za pomocq aproksymacyi fazy stacjonar-
nej.

Zjawisko Stokes’a dla ré6wnania hipergeometrycznego. Mamy
nastepujaca serie baz dla rozwiazan WKB:

g 1<i<3
{9? (m)}lgjgm (2.162)
oraz _
¢ 1<i<3
{h? (x/>}1<;’<67 (2.163)

ktore pozwalaja wyrazié¢ rozwiazania x; w otoczeniu zera (odpowiednio
x, w otoczeniu jedynki) przy pomocy odpowiednich wspoélezynnikow,
ktore tym razem zaleza od parametry A. Na przykilad (odpowiednio
unormowana) funkcja /37 x1 (¢, \) posiada przedstawienie asymptotyczne:

2.164
2.165
2.166
2.167

2.168
2.169

—291 + gf + g’fQ w sektorze Sy,
g2 + 95 + 952 w sektorze Sa,
95 + g5 + 29§L2 w sektorze Ss,
g1 + i + gff2 w sektorze Sy,

2
951) — 2¢t + g¢ w sektorze S5,

(2.164)

(2.165)

(2.166)

(2.167)

(2.168)
gé + gk + ggZ w sektorze Sg. ( )
Zachodza takze wzory

gfj(l —s)) = —(,uj)\)_g/Ze“j/\S(l) h“j(s, N

— D - ()2 SO R (5, 2), (2.170)
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gdzie S(1) = 2m//3.

Podobnie, na mocy Stwierdzenia 2.153 oraz formalnej réwnowaznosci
funkcji Bessela i funkcji hipergeometrycznych w otoczeniu s = 0, dla
s > 0, otrzymujemy nastepujace relacje (modulo 2 i z5):

' =0, M, W' = —M,; - Bk, w sektorze S1,
Mih' = M, h* = —Mp " = Bafy,  w sektorze Sa,
W =0, Mh' = MW" = a4,  w sektorze Ss,
M b = M, W = M, - Bk, w sektorze Sy,
h* =0, M;h'= M, - Bk, w sektorze S,
Mih' = —M, " = Mp " = Bafy,  w sektorze Sg,

(2.171)
gdzie
1 /3
==y — 2.172
b Z8 2 (2.172)
oraz
M, = 1+0(\'?) (2.173)

53 odpowiednimi szeregami formalnymi.

Stad funkcja tworzaca f3 = 4C, ciagu (({3}"), posiada nastepujace
przedstawienie w kolejnych sektorach

W dla e S, (2.174)
i(_Fl(_;wﬁ/; ) dla A € S, (2.175)
W dla X e Ss, (2.176)
= Ty P g xe s, 2.177)
W dla e Ss, (2.178)

Funkcje Jald s3 postaci
F“j()\) = ,uj)\*55/262/1]'”)\/\/g X {Szereg od zmiennej )\*1/2}. (2.180)

7 uwagi na czynnik A~%/2, mamy w istocie szes¢ funkcji Ff_f] = W
Przedluzenie analityczne wokét A = oo prowadzi do operatora monodromii

My : FI' — FY. (2.181)
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Ze wzorow (2.174) wynika, ze funkcje FW podlegaja zjawisku Stokes’a,
przy czym podstawowy operator Stokes’a Co; musi by¢ postaci

1 ¢ d
Co =010/, (2.182)
001

gdzie ¢ = d + 1. Zachodzi zatem nastepujace

Twierdzenie 2.4.1 Rozwiniecia {F’f}, typu WKB, podlegajq zjawisku
Stokes’a, ze statq macierzg gtowng'® Coy jak w (2182) Funkcja tworzaca
f3, w kazdym sektorze jest kombinacjq liniowq {Ff }, o statych wspétczyn-
nikach.

Ponadto {F" } 1, a zatem takze i f3, spetniajq (w otoczeniu nieskoriczo-
nosci) réwnanie rézniczkowe szdstego rzedu

Ff &~ f
0 +jzoaja)\j =0, (2.183)
ze wspotczynnikami analitycznymi
a;(A) = > aji A7, (2.184)
>0

spetniajgcymi relacje

aco = [S(1)]° (2.185)
aso = 2[S(1)P, (2.186)
a1 = a4p, (2.187)
a1 = asn, (2.188)
az1l = ae1- (2.189)

Dowéd. Pierwsza czesé tezy, dotyczaca operatora monodromii M
i macierzy Stokes’a, zostata juz dowiedziona.

Przestrzen rozpieta przez'' {F*' }. w otoczeniu nieskoriczonogci jest
niezmiennicza ze wzgledu na dziatanie Mo,. Z uwagi na to, ze zaréwno
My, jak i odpowiednie operatory Stokes’a maja statle wspotczynniki,
takze kazda przestrzen rozpieta przez pochodne

oiFY
oN (7

(2.190)

10Pozostate macierze C;;, podobnie jak w wypadku réwnania typu Bessela, moga
by¢ otrzymane z C; poprzez obroty i sprzezenia. Najprawdopodobniej ¢ = 0 w
(2.182).

HyUktad {Fﬁ‘_ﬁJ }, w razie potrzeby, moze zostaé zastapiony przez odpowiednie uklady,
ktore sa analityczne w danym obszarze.
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dla j < 6, jest niezmiennicza. To prowadzi (poréwnaj [101]) do réwnania
wyznacznikowego

fooof .. 8
F1 orFl .. OF!
det =0, (2.191)
2 2 2
Fi© oFl .. 9°FY

ktore jest rownowazne z (2.183), przy czym wspotczynniki a; sa ilorazami
odpowiednich szesciowymiarowych minoréw i sa holomorficzne (oraz
jednowartosciowe) w zaleznosci od A. Posta¢ wspotczynnikow a; i relacje
na a;;, sy konsekwencjg podstawienia w miejsce f szeregu WKB. .

2.5. Uwagi konicowe

Uwaga 2.5.1 Jest bardzo ciekawe, czy réwnanie (2.183) posiada przediu-
zenie na C\{0} z zerem, jako regularnym punktem osobliwym. Funkcja
f3, ktora spetnia (2.183), jest wokdt zera analityczna, co moze sugerowad,
ze taka sytuacja rzeczywiscie ma maiejsce.

W takim wypadku, a; muszq byé meromorficzne i pewne (oczywiste)
warunki narzucone na nie, w polgczeniu 2 NieZMIENNICZ0SCiq Na X — U 4
A\ = 2\, prowadzq do pewnych ograniczen na wspdtczynniki a;;.Doktad-
niej, mielibysmy

Lf =0, (2.192)
gdzie
86 Cs 85 Cy 84 C3 83
D= gt Saw et (rd) awt
ca  ch\ 02 et )\ 0
<A4+A>3A2+ o)
Co 06 " 2193
6T ) (2.193)

a wspotezynniki cj, ¢; i ¢ sq (teoretycznie) mozliwe do wyliczenia.

j
Z wwagi na to, ze
f3(0) = 1=CB)N+¢(3,3) N0 + ..., (2.194)

otrzymalibysmy wzory pozwalajace wyznaczyé (({3}") w terminach funkcji

algebraicznes o wpdtczynnikach z ciata Q(m,/3), ktdre jest przestepneym
rozszerzeniem Q (pordwnag [69]).

Jak do tej pory, o statej ((3) wiadomo jedynie, ze jest ona niewymierna

(patrz [3]).
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Uwaga 2.5.2 7 analizy przeprowadzonej w uprzednim paragrafie, wynika,
ze dla duzych, rzeczywistych X mamy

i (e—msu) + e—;ﬂAS(l))

f3(A) CONEE : (2.195)
_ (efASa) e rAS() e%AS(l))
fa(=A) ~ TNEE . (2.196)

Powyzsze rozwiniecie jest zgodne ze wzorem

s fs(=0) = 11 (1 - 22) = L) fo(u)) Fo(w?N),  (2197)

n>0
gdzie .
fa(N) = . (2.198)

2.6. Inne réwnanie hipergeometryczne zwigzane z
¢(3)

Dotychczas zajmowalismy sie analizg rozwigzan rownania (2.1), zwigzanego
z funkcja tworzaca f3 ciagu (({3}"). Ze wzoru Eulera na reprezentacje
iloczynows funkcji I', mamy

0 = 11 (1 - 22) (2.199)

n>0
_ ! (2.200)
A NTA A+ p) (1 p2)) '
2
3P (“A’“ A A 1) . (2.201)
1,1
7. fs zwiagzana jest jeszcze jedna ciekawa funkcja. Zapisujac
1 ra—\
) = 2.202
J3(Y) FA+NI(1=XN) T+ pNC(1+ u?N)’ ( )
mozemy teraz patrzeé¢ na f3 jako na warto$é¢ w t = 1 funkcji
_ 2
o F (A’l A t) WP <“A’1“ A t) . (2.203)

Powyzszy wzory wynikaja z twierdzenia Gaussa'? o funkcji hipergeome-

tryczne;j:
U, v
2 Fy (
w

12Wzor Gaussa wynika w prosty sposob ze wzoru catkowego Eulera, gdzie nalezy
przyja¢ t = 1. Istnieja tez inne sposoby, wykorzystajace z tzw. calek Barnes’a-Mellina.

(2.204)

1) _ I'(w)I'(w—u—wv)
I'w—u)l'(w—v)

67



Wiecej szczegdtow mozna znalezé np. w [60].

Funkcja
2
r1 = oy (“A’l“ A t) (2.205)
spelia réwnanie
—(1 =)t + (At +t — 1) + N2z = 0, (2.206)
ktérego drugie rozwiazanie jest postaci
2
To = 10g(>\2t) ‘9 F1 <'u)\71'u A t) +572, (2207)
gdzie Ty jest analityczne w t = 0. Dla A\ ~ oo, ale przy 7 = A%t
ograniczonym, mamy
pA, 2 ™
2F1< . t) ~ Y al? = Io(27), (2.208)
n=0

gdzie Io(t) = Jo(it).

W otoczeniu s = 1 —t = 0 rownanie (2.206), przepisane w nowych
wspolrzednych, ma dwa rozwiazania:

2
¥, = oF (“A’A’” A‘ s), (2.209)
2
d = LR <1+“”\’11+“ A' s>, (2.210)
0 asymptotyce
o o~ M (2.211)
ahy o~ sTTANG(20s). (2.212)

Jedli teraz zapiszemy

z1(t,\) = a1(\) 21 (¢, A) + a1 (N) 27 (¢, ), (2.213)
to otrzymamy wzor
sin 7w
A) = ~ar(A). 2.214
) = e (2214)

Nastepnie, stosujac metode WKB, otrzymujemy dziatania 57 i Ss takie,

S = 2<11_t)<1—,/4_t?”€), (2.215)
Sy = 2(11_t><1+\/423t>. (2.216)
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Po podstawieniu

u = 1/@, (2.217)

odpowiednie rownania transportu przyjmuja posta¢ (dla prostoty zapisu
rozwazamy tylko przypadek zwigzany z S1)

1—u 1—u?_ [3+4u?
Wi + ———; = " Wi-1 |, 2.21
8%—i_2u(1—&-u)% 8u 0 ( U Out 1) ( 8)

gdzie przyjmujemy, ze ¢; = 0 dla j < 0. Rozwigzaniem réwnania jednorod-
nego jest

14w
s 2.219
rlzz)O \/1; ) ( )
a dla kolejnych 5 > 0, mamy
1+u
Y = q(u), (2.220)

gdzie ¢ € Clu,u™ 1.

Mozna wypisa¢ odpowiednie wzory calkowe i zastosowaé¢ do nich
metode fazy stacjonarnej. Nastepnie mozna dokonaé¢ analizy rozwiniec
WKB oraz znalez¢ analityczne formy normalne, analogicznie jak w przy-
padku réwnari (1.1) oraz (2.1). Wystepuja tu nowe zjawiska, zwigzane
miedzy innymi z brakiem pelnej symetrii, ktéra miata miejsce w wypadku
rozwigzan (1.1) i (2.1). Jak dotychczas nie zostaty one doktadnie wyjasnio-
ne.
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Rozdzial 3

Uogo6lnienie Metody WKB

3.1. Wstep

W tym rozdziale zbadamy réwnania rézniczkowe zwyczajne
d"z d'z
sz%'ﬁ =0, (3.1)
<n

gdzie a; = a(t, \) sa meromorficzne, a parametr A € C nalezy do otoczenia
00. Zagadnieniem réwnowaznym jest analiza odpowiednich uktadéw

&= A(t,\)z (3.2)

dla z € C", gdzie zakladamy, ze wyrazy macierzy A sg funkcjami meromor-
ficznymi (od t). Przy dodatkowym zalozeniu, a;(t) = Majo(t)+O(N 1),
naturalnym jest przewidywanie rozwigzan w postaci

w(t, ) = MOAN g(AF, (3.3)
k>1

gdzie pochodna S po 'czasie’ ¢ ’dziatania’ S spaetnia nastepujace réwnanie
"Hamiltona-Jacobiego’:

Sn+ Z aLOS”_j = 0. (3.4)
0<j<n

» Amplitudy’ ¢y, spelniaja natomiast uktad tzw. réwnan transportu
b+ Wi = 2, (3.5)

gdzie w 1 z sg funkcjami t oraz w jest okre§lone jednoznacznie przez
wspolczynniki a;p, za$ 2 jest okreslone jednoznacznie przez v, j < k.

W przypadku, gdy uktad (3.2) jest postaci
A(t,2) = Adiag bi(t), s ba(O] + O(1),  (pray A~ o), (3.6)
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w spodziewanych rozwigzaniach postaci (3.3), funkcje ¢ przyjmuja wartosci
wektorowe.

W zwiazku z teoria jakosciowa rozwiazan rownan postaci (3.1) i (3.2)
pojawiajg sie dwa naturalne i wazne pytania:

o Jak okresli¢ state catkowania w réwnaniu Hamiltona-Jacobiego oraz
w rownaniach na 7

e Czy szereg w rownaniu (3.3) jest zbiezny, jesli zaktadamy, iz wspot-
czynniki a; (lub réwnowaznie maciez A) sa analityczne (meromor-
ficzne) ze wzgledu na A € CP! oraz t € U, gdzie u jest obszarem
w C?

Istnieje satysfakcjonujaca odpowiedz na pierwsze pytanie, pod warunkiem
pewnych dodatkowych zatozen. Na przyktad dla stacjonarnego réwnania
Schrédingera

d>p  2(V - E)

@ h

gdzie ¢ jest funkcja falowa reprezentujaca stan zwigzany czastki, warunki
brzegowe sa okreslone przez i(z) — 0, dla x — Z4oo. Te warunki
implikuja mozliwe (dyskretne) wartosci E. G. Wentzel [91], H. Kramers
[63], L. Brillouin [17] i H. Jeffreys [55] wprowadzili jako pierwsi badanie
rozwigzan asymptotycznych w postaci (3.3) dla rownania Schrédingera
przy x € R". Stad szeregi wystepujace w (3.3) s nazywane rozwiazaniami
WKB (lub czasem WKBJ).

— 0, (3.7)

W pracach [95] i [100] metoda WKB zostala zastosowana do badania
réwnan Picarda-Fuchsa postaci (T + A\F)¢ = 0, gdzie

T = (1 —1)0:(td)* " ...(1 — )0 (tdy) 1, (3.8)
a w szczegblnodei dla
T .= (]. - t)@tt&g (39)
oraz
T := (1—1)0:(tdy)* (3.10)

Problem wyznaczenia stalych catkowania okazuje sie tu by¢ znacznie
bardziej subtelny i nie bedzie brany pod uwage w tym rozdziale. W pracy
[13] G. Birkhoff udowodnit analitycznosé rozwiazan WKB ze wzgledu na
parametr A (dla A ~ oo) w sektorach takich, ze rozwiagzania s;(t) (dla
1 < 7 < n) rownania (3.4) spetniaja

Re(As;(t)) # Re(As;(t)), dla i # ] oraz teR. (3.11)

W pracy [14] Birkhoff zastosowal ten wynik do analizy réwnania
Schrodingera.
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Istnieja nieco inne podejécia do problemu analitycznosci rozwigzari
WKB, jak na przyktad te zawarte w pracach [34] i [46]. Dowodzi sie
analitycznodci rozwigzan przy zalozeniu, ze A € R oraz ze t € U, gdzie
U C C jest spojny i gdzie nier6wnosci (3.11) sa spetnione. Dowodzi si¢
takze, iz rozwiazania WKB moga by¢ przedtuzone na domkniecie U, w
przypadku, gdy niektore nieréwnosci (3.11) staja sie rownosciami dla
teodu.

Linie (w plaszczyznie zmiennej t) takie, ze ReA(s;(t) — s;(t)) = 0 dla
pewnych i # j sa nazywane w literaturze liniami Stokes’a badz liniami
podziatu. Maja one zwiazek z tzw. zjawiskiem Stokes’a, dotyczacym
asymptotycznego zachowania uktadéw rownan rézniczkowych liniowych
bez parametru, w otoczeniu nieregularnego punktu osobliwego.

Taki uktad mozna zawsze zapisaé w postaci
t"t = B(t)x, (3.12)

gdzie r > 1, funkcja (macierzowa) B jest analityczna i ma w otoczeniu
zera rozwiniecie postaci

B(t) = diag(y;) + O(t) = B(0) + O(t), (3.13)

przy warunku p; # p; dla @ # j. Promienie podzialu ptaszczyzny C
sg tu okreglone przez warunek

R = {t:Re(u; — pj)t = 0;argt = const}. (3.14)

W takim przypadku formalne rozwigzania uktadu (3.12) przyjmuja postaé

zi(t) = eFi/B 0 > c; it 0<j<mn, (3.15)
k>0
gdzie Pj(u) = {“Lu""! + ... jest wielomianem stopnia r — 1 i ¢;; sa

wektorami stalymi. Rozwiniecia postaci (3.12) sa szeregami asymptotycz-
nymi w pewnych sektorach wokoét zera, ale ogblne rozwigzanie uktadu
(3.12) nie moze by¢ jednoznacznie wyrazone za pomoca kombinacji roz-
wiazan bazowych. Podczas ruchu wokoét punktu osobliwego wspotczynniki
takiej kombinacji zmieniaja sie w spos6b nieciggly przy zmianie sektora.
To zachowanie okresla sie¢ mianem zjawiska Stokes’a. Zostalo one zba-
dane i opisane w literaturze. Na przyktad w ksiazce [89] zostato udowod-
nione Twierdzenie o normalizacji w sektorach, ktoére orzeka, ze
dla kazdego otwartego sektora S C (C,0), zawierajacego co najwyzej
jeden promieri podziatu, istnieje transformacja cechowania z = Ggy,
analityczna dla t € S, ktora pozwala sprowadzi¢ uktad (3.12) do postaci
diagonalne;j

t"y = diag(bi, ..., bn)y. (3.16)

Ponadto, przy odpowiednim G g funkcje b;(t) = p;+0(t) sa wielomianami
stopnia < 7. Jegli sektory S i S’ maja niepuste przeciecie, to wowczas
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Ggg := Gg oGg,1 (ten wzor ma sens dla t € SNS’) nazywamy operato-
rem Stokes’a. Zachowuje on uktad (3.16) odwzorowujac rozwiazania
bazowe na ich kombinacje liniowe. Odpowiadajaca Ggg macierz Cggr ma
state wspo6tczynniki. W literaturze nosi ona nazwe macierzy Stokes’a.

W pracy [96] twierdzenie o normalizacji w sektorach zostato uogélnio-
ne na przypadek uktadéw z parametrem A ~ oco. Nalezy zwroci¢ uwage
na fakt, iz zaréwno w pracach Birkhoffa [13| oraz [14], jak i w ksiazce
Fedoruka [34] pojawia sie zalozenie (3.11). W nastepnym paragrafie znaj-
duje sie dowdd Twierdzenia 3.2.1, w ktérym normalizacja ukltadu z para-
metrem (~ oo) w U C C2 ktéry zawiera pewna powierzchnie R;; =
{Re(As;(t)) = Re(Asj(t))}. Dowdd wymaga kilku dodatkowych zatozen,
ktore beda sprecyzowane dalej. Wspomnimy tu tylko o tym, ze przedziat
[0,1) nalezy do dziedziny okreslonosci zmiennej ¢ i punkt t = 0 jest
osobliwoscia algebraiczna. Dow6d opiera sie na technikach analogicznych
do metod Birkhoffa (z dala od R;j) oraz Wasowa (w poblizu R;;).

Ksiazka Wasowa [89] zawiera wynik dotyczacy redukcji rownania
i- {1+ 01)+on N}z =0, (3.17)
do postaci (rownania Airy’ego)
i — Ntz = 0, (3.18)

przy t — 0i A — oo. Ta procedura jest analityczna zaréwno w ¢ jak i
w A~!1. W Twierdzeniu 3.3.1 znajduje sie uogoélnienie tego wyniku, przy
tym z prostym dowodem.

Zalozenie algebraicznodci punktu osobliwego ¢t = 0 ma swoje zrodto w
badaniu rownan (3.9), (3.10) i (3.8). Zwro¢my uwage, ze po zdiagonalizo-
waniu (tzn. po uprzednim sprowadzeniu do postaci ukladu) réwnania
(3.9) wiodacy wspotczynnik ma postac At —1/2(1—t)~1/2. Z drugiej strony,
wprowadzenie zmiennej u := A\?t, ktéra rownowazy’ réwnanie wlasne
(3.9) w otoczeniu zera, sprowadza uktad do uktadu 9, ud,x+x = 0 typu
Bessela, z nieregularnym punktem osobliwym w u = oo. Twierdzenie
(3.3.1) pozwala wowczas na poréwnanie operatoréw Stoksa dla réwnania
odpowiadajacego (3.9) z operatorami Stokes’a dla rownania Bessela.
Opis innych przyktadéw redukcji réwnan drugiego rzedu do réwnan typu
Bessela znajduje si¢ w poprzednich rozdziatach (patrz tez [64] i [65]).

Znane twierdzenie Hukuhary [53], Levelta [67] i Turritina [87] orzeka,
ze formalna redukcja uktadu w otoczeniu nieregularnego punktu osobliwe-
g0 zazwyczaj wymaga rozgalezionej zamiany parametru czasowego (patrz
tez [54], [101] i Rozdziat 3.4). Np. dla réwnania Bessela jest to u +— u?.
Turritin [87] zaobserwowal, ze podobna sytuacja ma miejsce w przypadku
uktaddéw z duzym parametrem oraz, ze prawidlowa postaé asymptotyczna
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powinna zawiera¢ w wyktadniku wielomiany zmiennej \'/9 (ze wspotczyn-
nikami zaleznymi od t). Taka sytuacja ma miejsce, gdy opisywane wczesniej
rownanie Hamiltona-Jacobiego na dziatanie ma rozwiazanie krotnosci
> 1, co ma miejsce np. dla réwnania Riemanna

t2(1 — t)%% — 2Xt(1 — )& + N2z = 0. (3.19)

Dalsza dyskusja tego zjawiska znajduje sie w ostatnim paragrafie tego
rozdziatu.

3.2. Uog6blnione twierdzenie o normalizacji oraz
uogoblnione operatory Stokes’a

W dalszym ciagu bedziemy sie zajmowaé uktadami postaci (3.2), gdzie
operator A jest funkcja meromorficzna wzgledu na A~!, z biegunem w
A = oo i wielowartosciowa, holomorficzng ze wzgledu na t € U, gdzie
U jest obszarem zawierajacym przedziat [0,1). Zaktadamy, ze t = 0
jest punktem regularnym uktadu (3.2). Zaktada¢ bedziemy ponadto dwa
dodatkowe, bardziej szczegbétowe warunki.

e (A1) Zachodzi
A(Nt) = M~ *diag(b;(t)) + O(1), gdy A— 00, (3.20)
gdzie 1 > a =p/q € Q oraz
bi(t) = pj + ... dlat—0 oraz i # 0, (3.21)

sa takie, ze dziatania

t
Si(t) = / u “bj(u) du, dlat—0 przy 0<t<l,
0

(3.22)
spelniaja warunek: n(n—1) ’krzywych roznic poszczegdlnych dziatan’

Lij : (0, 1) St A”S = Sl(t) — Sj(t) eC dla /) 75 7
(3.23)

sg parami rozlaczne i majg parami rézne kierunki w ¢t = 0.

o (A2) Wyrazy a;; macierzy A sa elementami C{t}/9, A" }[t=1/ )],
czyli zbieznymi szeregami Laurent’a od zmiennych /9 1 A\=1. Co
wiecej kazdy jednomian postaci t*/9X\~ spetnia:

k
E>-K [ > -1 oraz S S . (3.24)

q—Dp q—p

dla pary (k,l) # (—p,—1); (tutaj K > p jest pewna catkowity
stala).
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Do sformutowania gtéwnego twierdzenia tego paragrafu potrzebne bedzie
jeszcze opisanie kilku podzbioréw C2. Niech V oznacza obszar okreslony
przez warunki

largt] < &1,  |t| < 1/2, 1= MTPMOS N, A >A
(3.25)
oraz
—m/24 02 < argAA;S(t) < w/2—062 < w/2+ 5
< arg ANARS(t) < 37/2 — 6a. (3.26)

Zbior W bedzie natomiast oznaczaé podzbiér C? okreslony przez warunki

W = {|t|<e |7|>N, M > A, |arg7(pui—p;)—7/2] <~}
(3.27)
Przyjmujemy, ze state IV i A sg duze, za$ §;, € oraz 7y - odpowiednio male.
Ponadto definiujemy
U=VUuw. (3.28)

Lkl Lz’j arg A

Rysunek 3.1:  Na powyzszym  rysunku zostaly schematycznie
przedstawione obszary V1 W oraz linie L;; oraz Ly, w zaleznosci
od argumentu parametru A 1 modulu t.

Twierdzenie 3.2.1 Istniejg state A, N, 61, do, € i 7y takie, Ze dla kazdego
obszaru U jak powyzej, istnieje zamiana zmiennych

z=Hyt, A\ Ny =[I+0N Ny dia (t,\)eU,  (3.29)

analitycana wzgledem (t, X\, \) i przeprowadzajgca uktad (3.2), dla ktérego
spelnione sq warunki A1 1 A2, do postaci diagonalnej

y = diaglb;(t, \, )]y = diag[\c;j(t) + O]y dla A~ oo,
(3.30)
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Ponadto w obszarze V, zdefiniowanym powyzej, funkcja Hy(t, N\, \) jest
bliska jednoznacznie wyznaczonej funkcji HE" (¢, A™Y) analitycznes wzgledem
(t,\) € V (ktora pochodzi z Twierdzenia Normalizacyjnego Birkhoffa):

|Hy (8, M, X) — Hy (8, \)| < age@2 (3.31)

W szczegdlnosci szeregi formalne (3.8) od \=1 oraz forma normalna
(3.16) sq jednoznaczne i niezalezne od sektora U.

Dla uproszczenia notacji bedziemy pisa¢ H; := Hy,. W dalszym ciggu
bedziemy tez zaktadac, ze obszary Uy, ..., Ups sa uporzadkowane przeciwnie
do ruchu wskazowek zegara. Przez S; bedziemy oznaczaé przeciecie U; N
U;1+1. Odgywaja one w dalszym ciggu istotna role, gdyz zawierajg zbiory
postaci

{a <t<e, A > A, a < arg\ < [} (3.32)

Z kazdym sektorem S; stowarzyszymy operator G;(t, A, \) := H{lHZ-H
zwany dalej operatorem Stokes’a. Bazg stowarzyszona z tym sektorem
bedzie uktad

Yj = exp {/Ot bj(t,/\,)\)} e, (3.33)

rozwiazan (3.30), gdzie 0 < j < n i (e1,....,en) € C™ oznacza baze
standardowa. Baze zwiazana z poczatkowym ukladem rozwigzan bedziemy
oznacza przez

zj = szj (334:)
Sa to rozwiazania WKB, analityczne w zmiennych (¢, \, \), w sektorze

S;. W dalszym ciggu zapis z i y bedzie oznaczal wektory ztozone ze
wspolrzednych z; lub, odpowiednio, y;.

Kazdy operator Stokes’a G; zachowuje uktad w postaci diagonalnej
(3.30). Stad wynika, ze G,y; takze sa rozwigzaniami uktadu (3.12) i
mamy

Giyj = > (\ Ny, (3.35)
k

gdzie wspélczynniki A* nie zaleza od t. Operatory C; zlozone z *

(2 7
sg tzw. macierzami Sokesa. Podobnie jak w przypadku klasycznego

zjawiska Stokes’a, Cj, sa rownowazne (poprzez permutacje bazy) z macie-
rzami I + N, gdzie I oznacza identycznosé a operator IV jest nilpotentny.
Operatory HiHH;l zachowuja uktad (3.2) i zachodzi
HipH'zj = HiGiHZ Yz = Hi1Giy;
= > d"Hipwye = Yy (3.36)
k k

Te same macierze Stokes’a dziataja na rozwiniecia WKB (3.34). Rownosci
(3.35) 1 (3.37) moga zosta¢ zinterpretowane jako

ik ik
yj|Ui+1 = ZC’ZJ’ yk\Ui oraz Zj|Ui+1 = ZC’ZJ’ Zk|U¢7 (3.37)
k k
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gdzie y;|v,.,, 2j|v,,, itd. oznaczaja ograniczenia do odpowiednich obsza-
TOW.

Dowéd Twierdzenia 3.2.1. Dowd6d przebiegaé bedzie standardowo i
polega¢ bedzie na sprowadzeniu A(t,\) do postaci blokowo-diagonalne;
diag(Ch1, Ca2), to jest Cro = Cy1 = 0. Macierze C11 i Co2 odpowiadaja
podziatowi wyrazéw b; na dwa roztaczne zbiory {b1,...by } 1 {bm41,...bn}.
Zaktadajac, ze

[ A An
A= , 3.38
Ay Ao 1 (3.38)
bedziemy poszukiwaé transformacji H postaci
_ I Hip
H = Hy I ] (3.39)

Podstawiajac do réwnania na zamiane zmiennych i rézniczkujac, otrzymu
jemy tozsamosé

Hyy = Ay Hig — HigAgg + A1g — Hiz Aoy Hig (3.40)

na Hio oraz analogiczng tozsamodé na Hoj.
Rownanie rézniczkowe (3.40) jest przypadkiem szczegdlnym réownania
X = G)X +F(t, X), (3.41)

gdzie G jest diagonalna i Gj;(t) = A\t®(by(t) — by (t)), gdzie i < m < j’
lub 7' < m < #; tutaj j odpowiada (¢, j'). Rownowaznie, zachodzi

X(t) = /F E()E~(w)F(u, X (u)) du, (3.42)
gdzie

E) = diag(e] ) = diag(exp [ A(Sy ~ S)(0)
= diaglexp AAy /S (t)] (3.43)
jest macierza fundamentalna czesci liniowej réwnania (3.42) i I' = (I'y)

jest uktadem drég w plaszczyznie zmiennej u z ktérych kazda konczy sie
w punkcie t. Drogi I'; sa dobrane tak, aby czynniki

t
exp / Gji(v) dv = exp {M( Ay S(t) — (AuyS(u))) (3.44)
pozostawaly ograniczone dla u € I';.

Aby okresli¢ drogi I';, stowarzyszone z para indeksow (', j), zauwaz-
my, ze funkcja (t,\) — Re(AAy;7#S(t)) ma staly znak w obszarze V.
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Jesli (¢, 5") = (4,4) lub (¢, 5") = (k,1), to wlasnos¢ ta jest oczywista. W
przeciwnym przypadku, wynika za$ z wlasnosci A1l. Stata v wystepujaca
w okregleniu obszaru W jest dobrana tak, ze dla (¢/, ") # (i,7), wartosé
Re(AA;;7S(t)) ma staly znak w W.

W dalszym ciaggu bdziemy rozpatrywac nastepujace przypadki:

P1 JesliRe(AAy;#S(t)) < 0wV, toI'; jest droga w U bez samoprzecie¢
miedzy 01 ¢;

P2 Jesli Re(AAy5#S(t)) > 0w V oraz (7, 5) # (i,7) w U, to I'; jest
AA) 1t

P3 Jesli Re(AAy4#S(t)) > 0 w V oraz (7, 5') = (i,j) w U, to I'; jest
droga w U bez samoprzecie¢ miedzy 3;(¢, A\, \) i t.

Funkcje s oraz s3 w V analityczne i bliskie jedynki. Co wiecej, jesli
u € I';, to wowczas

ReA(AyS(t) — AyyS(u)) < 0, (3.45)
w przypadku pierwszym, drugim i trzecim, dla (t,\) € V,
ReA(t 7P/ — =P/ (1, — pir) < 0, (3.46)
w przypadku drugim, dla (¢, \) € W\V oraz
ReA(t!P/7 — o =P/ (py — pujr) = 0, (3.47)

w przypadku trzecim, dla (¢, A) € W\V.

Rownanie (3.42) rozwigzuje sie metodg punktu stalego w odpowiedniej
przestrzeni Banacha, analogicznej do wykorzystanej w dowodzie twierdzenia
o normalizacji w [89].

W obszarze V sytuacja jest dosy¢ typowa, ze wzgledu na maly czynnik
E(t)E~Y(u) oraz ograniczonosé¢ F(u, X (u)) w (3.42). W obszarze W
nalezy skorzysta¢ z zalozenia A2, ktére implikuje bliskodc pierwotnego
uktadu do szczegdlnego uktadu w postaci diagonalne].

Z uwagi na (rzeczywisto-analityczng) zaleznosé¢ réwnan catkowych
(3.42) i (3.44) od parametrow A i A, rozwiazania (3.42) i (3.44) takze
zaleza od tych parametréw w sposob rzeczywisto-analityczny.

W obszarze V', formy drog I'; zalezg analitycznie od t oraz AL W
przypadku pierwszym wynika to wprost z definicji. W przypadku, gdy
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Re(AAy5S(t)) > 0 w V, wybieramy droge I'} taczaca punkty u = 1 7
u =t. W tym wypadku rozwiazanie jest funkcja analityczna zmiennych
ti A\, w tym sensie, ze \ nie jest w tym wypadku dodatkows zmienng,
ale faktycznym sprzezeniem .

Réznica miedzy rozwigzaniem zaleznym od ¢, A i A a tym zaleznym
(holomorficznie) od ¢ i A\, polega na wyborze drog 5" 15", odpowiednio.
Moga one zosta¢ dobrane w taki sposob, ze réznig sie tylko w otoczeniu
punktu poczatkowego u = 1. Wéwczas réznica wkitadéw pochodzacych
od tej czesci w rownaniu catkowym (3.42) jest rzedu O(e=°°™tM). O

Uwaga Zjawisko Stokes’a jest powodowane przez réznice w wyborze
drog I'; z dowodu twierdzenia o normalizacji. Aby dokladniej zilustrowa¢
to zagadnienie, rozpatrzmy uktad z ksiazki [101]:

o gkt
el [ ok t b;‘(t) ] v, (3.48)

gdzie a jest kietkiem analitycznym. Ogolne rozwigzanie przyjmuje postac
_ t=k /1 tk b —u"k
zi(t) = cet + e / u’e a(u) du (3.49)
()
o) = it (3.50)
W zaleznosci od wyboru drogi I'(f) otrzymujemy rozne galezie dla rozwia-
zania. Przyjmuje sie, ze ¢ = 011" ma poczatek w zerze, w tych sektorach,

gdzie e jest mate. Jest doktadnie k takich sektoréw ’spadku’ i tyle
samo odpowiadajacych im drog.

Normalizacje w odpowiednich sektorach sa postaci

() = xl(t)—xg(t)t_bet_k/r (t)ube_“_ka(u)du (3.51)

zh(t) = xa(t). (3.52)
Roznia sie one w zaleznosci od wyboru drogi, a macierze Stokes’a sa
postaci
1 o5
[ 0 1 ], (3.53)
gdzie

oj = / ub e a(u) du (3.54)
()

i I'; sa drogami ’okrazajacymi’ sektory wzrostu funkcji exp(—uf), o
poczatku i koricu w zerze (w sagsiednich sektorach spadku).

Na koniec, dodajmy, ze Twierdzenie 3.2.1 mozna uogélni¢. Niech

A(t,\) = NPt~ %diag(by,...,b,) + ONP"Y)  przy A ~oo, (3.55)
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gdzie zaktadamy, ze 0 < p € Z. W takim wypadku forma normalna
przybiera postaé
i = Wby + O\ Y)y, (3.56)

gdzie b = (by, ..., by). Operatory Stokes’a wyznacza si¢ w sposob analogicz-
ny. Dalsze uogdélnienie polega na dopuszczeniu sytuacji p € Q. W takim
wypadku wybieramy naturalne ¢, dla ktérego pg € Z i dokonujemy
zamiany A7 = ). Nalezy zaznaczyé, iz w takiej sytuacji normalizacja
ma miejsce w sektorach w CP! wokot nieskoriczonosci.

3.3. Rownowazno$¢ z funkcjami konfluentnymi

W tym paragrafie bedziemy zaklada¢, ze wspotczynniki a; operatora

rézniczkowego '
&
Z a;(A, t)@ (3.57)
J
sg postaci o
aj(/\, t) = tfj + Z ahktl/\k, (3.58)
Lk

gdzie wspolczynniki v; sg stalte i zachodza natepujace nieréwnosci:
> —j (3.59)

oraz

kE—al < ja (3.60)

gdzie a« = p/q € Q. Ponadto zakladamy, ze liczba wyrazow, dla ktérych
spelniony jest warunek «j = k — al, jest skoriczona. Nierownosé (3.59)
oznacza, ze rOwnanie indykacyjne

> (Mn-jvj =0, (3.61)
J
gdzie (z), = x(zr — 1)...(x — n + 1) oznacza symbol Pochhammera,
dla wyktadnikéw rozwigzan postaci const - t7 wokoét zera, nie zalezy od
parametru \. Nieréwnos¢ (3.60) pozwala, przy przeskalowanym czasie
T = tA/9, na sprowadzenie wyjsciowego operatora (3.57) do postaci
bliskiej

Za;(r)dd%, (3.62)

J

gdzie @) sa wielomianami Laurenta, co wynika z (3.61). Réwnanie

d"x
> a}(r)ﬁ =0 (3.63)
J
ma dwa punkty osobliwe: regularny w 7 = 0 oraz osobliwo$¢ nieregularna
w nieskoniczonosci. Réznica miedzy operatorami (3.57) i (3.62) jest rzedu

81



O()\—const).

Przypomnijmy, ze konfluentne funkcje hipergeometryczne, to te funkcje
pFy, dla ktorych p < ¢. Przyktadem funkcji konfluentnych sg funkcje
Bessela, ktore sa przypadkiem szczegonym klasycznej funkeji konfluentne;j
oF1 lub 1 Fy. Ogoélniejsze funkcje (typu Bessela) byty badane w ([97] i w
Rozdziale 2) i stanowia dobry przyktad ilustrujacy dzialanie ponizszej
teorii.

Twierdzenie 3.3.1 Przy powyzszych zatozeniach, réwnanie Tx = 0,

gdzie T jest operatorem (3.57) jest rownowazne z analogicznym réwnaniem
dla operatora (3.62), przy czym ta réwnowaznosci realizuje sie¢ poprzez

odpowiadajgce fundamentalne macierze rozwigzan. Co wiecej, macierz tej

zamiany zmiennych jest analityczna ze wzgledu na t 1 A~L.

Dowéd. Niech F i G oznaczaja macierze fundamentalne zwiazane
odpowiednio z (3.57) oraz z (3.62). Operatory F' i G sa analityczne i
wielowartosciowe ze wzgledu na t. Z zalozenia, odpowiadajace im réwnania
typu (3.61), w otoczeniu zera, sa takie same. Ze wzgledu na A zar6wno
F jak i G sa holomorficzne (i jednowartosciowe), poza punktem A = oo,
gdzie znajduje sie osobliwos¢ istotna. Wynika to z faktu, ze w pierécieniu
C' < |\ < C" przy t ~ 0, rozwigzania mogg by¢ przedstawione w
postaci zbieznych rozwinie¢ typu Dulaca (w ktorych moga wystepowac
logarytmy), o wspotczynnikach zaleznych analitycznie od A.

Niech Fj bedzie macierza fundamentalng odpowiadajaca réwnaniu

Eulera
L I
= —
Eﬁ vjt i 0. (3.64)
7=0

Wiadomo, ze uklad fundamentalny y = (y1,...,yn) dla rownania (3.64),
sktada sie z funkcji t?(logt)*. W sz6lnosci macierz monodromii M,
zdefiniowane poprzez wtasnosé

y(exp(2mi)t) =: y(t)M, (3.65)

jest dobrze okreslona. Za sprawg standardowego argumentu, uzywanego
w teorii liniowych, meromorficznych RRZ, uktady fundamentalne x (¢, A) i
2'(t, \), stowarzyszone odpowiednio z (3.62) i (3.62), moga by¢ wybrane
dowolnie bliskimi y, o macierzach monodromii rownych macierzy M,
odpowiadajacej uktadowi y, jak w wyrazeniu (3.65). Mamy

F(exp(2mi)t,\) = F(t, \)M oraz G(exp(2mi)t,\) = G(t,\) M,

(3.66)
skad wynika, ze operator H(t,\) = F(t,\)oG~1(t, \) jest holomorficzny
i jednowartosciowy dla ¢ < € oraz |\| < co.
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Nastepnie pokazemy, ze |H(t,\)] < K < oo dla t ~ 0, A ~ oo oraz
tAY = 7 ~ 0.

Dla duzych 7, rozwiazanie fundamentalne dla zagadnienia zwiazanego
z (3.62) jest takie same, jak dla uktadu liniowego w otoczeniu nieregularnego
punktu osobliwego. Z teorii form normalnych, wynika, ze moga by¢ one
przedstawione jako
y} = exp Qj(Tl/T)TW, (3.67)

gdzie @; jest wielomianem, a r oznacza indeks rozgalezienia. W typowym
przypadku Q;(u) = gjuf+O(uF~1), gdzie ¢; # g;. W sektorach ("wzrostu’
i 'spadku’) wokot 7 = oo s jednak dobrze okreslone w kazdym wypadku.

Rownanie odpowiadajace (3.57) zapisane w zmiennej 7 jest zaburzeniem
rownania (3.62), zatem posiada ono rozwiazania w postaci z(r, \~1/9) z
glownym wkladem postaci (3.68). Wynika stad, ze odpowiednie macierze
fundamentalne (dla przeskalowanego czasu) sa bliskie w sektorach i wyrazenie
|FG~1| jest ograniczona. Zatem takze H jest jednostajnie ograniczone,
dla matych ¢ i duzych A. Wystarczy, jesli zatozymy, ze

t] <e i [N > eV (3.68)

dla € > 0, odpowiednio maltych. Stad wynika, ze H jest analityczna
zamiang uktadéw odpowiadajacych operatorom (3.57) i (3.62), co koriczy
dow6d Twierdzenia 3.3.1. OJ

Przyktad 3.3.1 Rownanie
i = [Nta(t) + Ab(t, A7) =, (3.69)
gdzie a 1 b sq kietkami analitycznymi i a(0) = 1, jest badane w ksigzce

[89]. Spetnia ono zatozenia Twierdzenia 3.3.1. Odpowiadajace mu réwnanie
Eulera & = 0 ma macierz fundamentalng postaci

1 ¢
[o 1]. (3.70)

Odpowiednim réwnaniem konfluentnym jest rownanie Awry’ego i =
Ty, gdzie T = tA\2/3 i tym razem réiniczkujemy wzgledem 1. Rozwigzania
fundamentalne rownania Airy’ego wyrazajg sie poprzez funkcje Bessela

73n 91/3
yi(r) = Zm = F(2/3)32/37'I 1/3(27 32/3) (3.71)
n>0 nee
2/3
wr) = T e 4/3 = P(4/3) S Ts(2r7/3), (3.72)
n=0

gdzie (u)y, oznacza symbol Pochhammera i (u)g = 1.
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Nastepny, og6lniejszy, przyktad bedzie podany w ostatnim paragrafie
tego rozdziatu.

Twierdzenie 3.3.1 jest dosy¢ kluczowym narzedziem w Rozdziatach 1
i 2 (patrz tez [95] i [97]), gdzie jest wykorzystywane do analizy réwnan
hipergeometrycznych postaci (1—t)9tdz + A2z = 0 oraz (1—1)9(t0)*x +
Nz =0.

Rozwazmy teraz rownanie odpowiadajace operatorowi (3.62) w przy-
padku typowym, czyli przy Q;(7) = qj71+r+... z réznymi wspolczynnikami
przy wiodacej potedze. Wyktadnik r i wspolczynniki g; spelniaja relacje

r = max {j_lordT:ooa;-(T)} . (3.73)

() = ¢TI 4 .., to wowezas liczby ¢ == (1 +17)g;

sa, pierwiastkami réwnania algebraicznego

> en—i(d)' = 0. (3.74)
=0

Jedli zatozymy, ze a

W ogolniejszej sytuacji, kiedy rownanie odpowiadajace operatorowi (3.57)
jest okreslone w pewnym obszarze D C C, zaktadamy, ze rozwigzania
WKB

z ~ exp(\1S;(t)), (3.75)

takie, ze dziatania S;(t) = qjtl"” + ..., spelniaja zatozenie A1l z poprzed-
niego paragrafu. Z Twierdzenia 3.2.1 mozemy okresli¢ operatory Stokes’a
dla rozwinie¢ WKB. Ogélnie zaleza one od zmiennych X i X. Jednak przy
powyzszych zatozeniach mozna powiedzieé¢ wiecej.

Whiosek 3.3.1 Macierze Stokes’a odpowiadajgce rozwigzaniom WKB
postaci (3.75), zwigzanymi z réwnaniem dla operatoréw postaci (3.57)
okreslonym dla t € D, przy |\ > A i przy zalozeniach analogicznych jak
w Twierdzeniu 8.3.1, sq réwnowazne operatorom statym (jako funkcje od
zmiennej \).

3.4. Uogoblnione rozwiniecia WKB

W tym paragrafie w dalszym ciggu zajmowaé sie bedziemy operatorami
typu (3.57) oraz stowarzyszonymi rownaniami rzedu n. Ponadto rozwinie-
cia WKB bedziemy traktowaé czysto formalnie. W taki ogélnym przypad-
ku szeregi WKB przyjmuja postac

k
T ~ exp {Z Sj(tw} x> (AT, (3.76)
j=1

1>0

gdzie przez Sy bedziemy oznaczaé gtéwne dziatanie. Jesli wspotezynniki
operatora (3.57) sa postaci

aj(t,N) = > ajrj—i(E)A (3.77)

120
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to podstawiajac domniemane rozwigzania postaci (3.76) do réwnania
odpowiadajacego (3.57), otrzymujemy ciag rownar rozniczkowych. Przed
wypisaniem go, wprowadzimy pomocnicze oznaczenia. Niech

S’j = 55 (3.78)
oraz ‘
Z(z,\) = Z Zi\', (3.79)
0<igk

gdzie z = (z1, ..., 2zx). Tozsamos¢

Z™M(2,\) 4+ a1 (8, \) Z™ (2, A) + ... + an(t,\) = ZQj(z,t))\"k_j, (3.80)

okregla wielomiany @); w sposéb jednoznaczny. Zauwazmy, ze ); z reguty
zalezy od mniej niz k zmiennych z;. Mamy, na przyktad,

Qo(z,t) = Zai,ki(t)zziiv (381)

ktory zalezy tylko od z. Odpowiedni uktad réwnan Hamiltona-Jacobiego
przyjmuje postac

Q;(s(t),t) =0 dla 0>j2>n. (3.82)

Odpowiedni uktad réwnan transportu jest nastepujacy:

P(t)yo(t) + R(D)yo(t) = 0, (3.83)

Pt)d;(t) + RWo(t) = Tit) dla  0<j>n, (3.84)

gdzie
p = 9 (3.85)
0z,
2
R = Qu+ 129, (3.86)

k+ 555 Sk
2 82,3

i skladniki niejednorodne T} wyrazaja si¢ za pomocg dziatan, amplitud
oraz ich pochodnych.

Glowne rownanie Hamiltona-Jacobiego (dla j = 0) ma n roéznych
rozwigzan, w przypadku typowym. Odpowiadajace im dzialania Sy ;
zaleza od statych catkowania i w powyzszej sytuacji jest to jedyna niejed-
noznacznosé. Zaltozenie typowosci implikuje, ze P nie jest tozsamogciowo
rowne zeru, co pozwala na jednoznaczne rowigzanie odpowiednich réwnan
transportu. Ponadto moze si¢ zdazy¢, ze pewne dziatanie Sy ; jest tozsa-
mosciowo zerowe. Wtedy odpowiadajace rozwiagzanie WKB przybiera
postac

exp(A\F 1Sk 1+ ) % (). (3.87)

Wobec tego zachodzi

85



Stwierdzenie 3.4.1 Jesli rozwigzania sy ; gtownego réwnania Hamiltona-
Jacobiego sq proste (0Qo/0z nie znika tozsamosciowo), to wowczas réwna-
nie odpowiadajgce (3.57) posiada uwogdlnione rozwigzania WKB postaci
(3.76).

Jesli zatem wyrdznik Qo nie znika tozsamosciowo, to wéwczas réwnania
(3.82) i (3.83) posiadajg rozwigzania i wogdlnione rozwigzania WKB dla
réwnania odpowiadajgcego (3.57) sa postaci (3.76).

Zilustrujmy powyzsze stwierdzenie nastepujacym przyktadem.

Przyktad 3.4.1 Dla réwnania

2 4
B4 ai(t) N+ bi(t)N (3.88)
j=0 j=0
mamy

Qo(z,1) 25+ as(t)z + by, (3.89)

Q1<Z, t) = (222 + GQ(t))Zl + al(t)zz + b3, (3.90)

P(t) = 282(t) + az(t>, (3.91)

R(E) = (22 +a1(t) + ba(t)) + $2(8). (3.92)

Rozwazmy przypadek nietypowy, czyli kiedy réwnanie Hamiltona-
Jacobiego ma pierwiastki wielokrotne. Sytuacja bez parametru, w otocze-
niu nieregularnego punktu osobliwego, byta rozwazana w pracach [53],
[67] oraz [87]. Rozwiazanie opiera si¢ na zastosowaniu szeregu tzw. prze-
ksztalcen przycinania oraz na dopuszczeniu rozwinie¢ z czsem w postaci
T := 1%, gdzie ¢ € Q. O szczegdtach mozna przeczyta¢ w monografii [101].

H. Turritin studiowal w [86] zagadnienie asymptotycznych rozwinieé
formalnych z parametrem bliskim nieskonczonosci, w duchu twierdzenia
Hukuhary-Levelta-Turritina. Ogolna metoda uzyta w [87] jest podobna
do metodologii postepowania z ukladami bez parametréow, z tym, ze
liczba krokéw oraz rozpatrywanych przypadkéw gwaltownie wzrasta, co
powoduje znaczng komplikacje algorytmu. Ponadto Turritin nie rozwaza
osobno réwnania Hamiltona-Jacobiego i réwnari transportu na wspoétczyn-
niki.

W przypadku jednego réwnania rzedu n, sytuacja jest znacznie prost-
sza. Okazuje sie, ze wowczas dla kazdego rozwiniecia WKB istnieje tylko
skoriczona liczba rozgatezionych zamian parametrow A; — Ajy1 = )\Z-l /4
i Ag := A, takich, ze rozwiazania wyrazaja sie z uzyciem \;. Ponadto
mamy n = qg = q1 = ...
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W sytuacji gdy Qo(zk,t) = [zr—a(t)]™Qo i Qo(a, t) nie znika tozsamos-
ciowo, istnieje m rozwinieé¢ z czescia gléwna

t
exp{)\k/ a(u) du}. (3.93)
to

Po zastosowaniu przeksztalcenia przycinania

T — T exp {—)\k /tta(u) du} , (3.94)

0

symbol Qg gtéwnego operatora Hamiltona-Jacobiego zmienia sie na Z,TQO.
W terminach réwnania (3.77) oznacza to, ze wszystkie wspolczynniki
a; ki, gdzie © > n — j, znikaja tozsamosciowo. Zalézmy, ze

An—j.k(n—j)—rjs przy 0<yj <l (395)

jest plerwszym wspoétczynnikiem, ktoéry nie znika tozsamosciowo. Dopusz-
czamy r; = oo, jefli a; = 0, ale mozemy zalozy¢, ze rg < oo, gdyz w
przeciwnym przypadku mielibyémy po prostu do czynienia z réwnaniem
nizszego rzedu.

Poszukujemy rozwigzan postaci
o~ exp {=ATS (6 4 x {wo(®) + (3.96)

gdzie r € Q. Ponizej zachowujemy notacje S = 5. Po podstawieniu do
rownania, przy najwyzszych potegach A (pomijajac exp) mamy

Ankilr anfl,k(nfl)sggfrwo (397)

oraz
\h=(rj+ir) (U (i) —r,; Si,,ﬂﬁov (3.98)

dla 0 < j < I. Stad wida¢, ze wklady pochodzace od d'z, przy i > I
sa male w poréwnaniu z wkladem wiodacym A= an,hk(n,l)sifrwo.
Wybieramy nastepnie r > 0 tak, aby w powyzszych rownaniach zachodzito
rj + jr = lr, czyli okreslamy

(3.99)
Na przyktad, jesli ro = 1, to r = 1/I.

Nastepnie rozwazamy dwa przypadki:
o r < m,

e r=>m.
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W przypadku r < m, przedstawimy r = p/q, gdzie p i g sa wzglednie
pierwsze. Przyjmujemy (\)? = X i modyfikujemy (3.96) do postaci

v~ exp { (NP (1) + .+ NS1(D) ]

x {wo(t) + (X) " o(t) + -} , (3.100)
Poréwnywanie wzgledem stopnia prowadzi teraz do réwnania
Z An—jk(n—j)—r; (t) S‘Z:q—p(t) = 0, (3101)
ri+jr=Ir

analogicznego jak w przypadku nierozgatezionym, ktére takze bedziemy
glownym réwnaniem Hamiltona-Jacobiego drugiego rodzaju.
Kolejne réwnania Hamiltona-Jacobiego otrzymuje sie analogicznie jak
rownania (3.81). Przy

Z(2,N) = 2pgpN)PP 4 Ly N, (3.102)
mamy
Z"(z, \) +a1( t, (M) Z" (2, )\’)
+an(t ZQJ (z,t)( ”’fq =g (3.103)
gdzie '
t) = Zan—j,k(n—j)—rj (t)sz_l (3.104)
oraz
9Qo

Qi) = arypy, -+ QY1) (3.105)
i suma przebiega zbior {j : r; + jr = lr}.
Uktad réwnan Hamiltona-Jacobiego drugiego rodzaju przyjmuje postaé

Qi(s(t),t) =0 dla  0<j<hkq—p-1. (3.106)

Analogiczny jest takze odpowiedni uktad réownan transportu.
Po znalezieniu rozwiazan dla kazdego réwnania gltéwnego réwnania
Hamiltona-Jacobiego, mozemy potem sukcesywnie rozwigzaé kolejne, nas-

tepnie znalez¢ rozwigzania réwnan transportu i wreszcie wyznaczy¢ rozwi-
niecie WKB.

Przyktad 3.4.2 Rozwazmy (wspomniane we wstepie rozdziatu) rownanie
Riemanna
t2(1 — t)%3 — 2Xt(1 — t)& + N2z = 0. (3.107)

Rownanie gtéwne Hamiltona-Jacobiego przyjmuje postac
. 2
{ti-n$ -1} =o0. (3.108)
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Jego rozwigzanie jest jednoznaczne, S1 = 0y log t(1—t)~1. Przeksztatcenie

przycinania
t A

prowadzi do réwnania

t2(1 —t)%5 + A2t — 1)y = 0. (3.110)

Stad wynika, ze rozgaleziona zmiana parametru jest postaci n = V2,
1 otrzymujemy nowe réwnanie gtéwne Hamiltona-Jacobiego

. 2
{t(l - t)Sl/Q} 12t -1 =0. (3.111)
Rozwigzujemy je 1 otrzymujemy
. 1 3
S = +e™?log (“*) + log <“ i Z,) : (3.112)
u—1 uU—1

gdzie u = /2t — 1. Pierwsza amplituda wyraza sie wzorem

t(1—1t)
2t —1

skgd mozemy juz wyznaczyé pierwsze przyblizenie WKB
X ~
1-t¢ u+1 U+

x {t(l_t) + O()\l/Q)} . (3.114)

Yo = (3.113)

2t —1

W wypadku, gdy wielomian @y ma pierwiastek wielokrotny (dla
kazdego t), powtarza sie powyzsza procedure, czyli sukcesywne stosowanie
przeksztalcenia przyciecia i rozgaltezionej zamiany parametru.

Stwierdzenie 3.4.2 Krotnosé 1 rozwigzania zmp—q = b(t) jest albo
Scisle mniejsza od krotnosci poczatkowej l, lub q =1, czyli r € 7.

Dowéd. Krotnosé pierwiastka zerowego musi byé mniejsza niz [,
poniewaz Qo zawiera co najmniej dwa rézne jednomiany. Jesli zatozymy,
7e niezerowe rozwigzanie ma krotnosé¢ réwng [, to zaden jednomian w
rozwini¢ciu Qo nie moze tozsamosciowo znika¢. Wowczas mamy r; =

(Il = j)p/q dla kazdego j, gdzie r; € Z, skad ¢ = 1. O

Jesli rozwiazanie b(t) ma krotnos¢ [, nalezy zastosowac¢ ponownie
przeksztalcenie przyciecia

t

T — T exp {—)\k_l b(u) du} , (3.115)
to

bez rozgalezionej zamiany parametru.

Rozpatrzymy teraz drugi przypadek ze strony 87. Niech teraz r > m.
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Stwierdzenie 3.4.3 Jesli wszystkie liczby r;, dla 0 < j < | spelniajg
r; = m(l — j), to wowczas istnieje | niezaleznych rozwiqzan, bedgceych
szeregami potegowymi zmiennej A1,

Dowdéd. Rownanie (3.1) moze by¢é przepisane w postaci

A= L, 0) + 0} = o, (3.116)
gdzie
Li(t, 0¢) = Ap—l,m(n—1) (t)aé + o (3.117)
jest liniowym operatorem rzedu [. Po podstawieniu
=Y (t)A (3.118)
j=0

otrzymujemy uktad rzedu [ postaci

Loy = 0, (3.119)
Liy; (3.120)

I
>

ktoéry ma [ niezaleznych rozwiazan. U

Uwaga 3.4.1 Z uwagi na brak dodatkowych zatozen na wspétczynnik
Up—,m(n—1) Operatora Ly, nie mozna spodziewac si¢ analitycznodci rozwigzari,
ze wzgledu na t.

Dopuszcza siel = 1, czyli przypadek, gdy rozwigzania gtownych réwnan
Hamiltona-Jacobiego sq proste. Wiadomo, ze w ogdlnosci szereg

> (A, (3.121)
§>0

jest rozbiezny. Nie mozna takze oczekiwadé, Ze zbiezne bedg rozwigzania z
Twierdzenia 3.4.3, przy | > 1. Jednak gdy | = n, réwnanie (3.116) ma
analityczng prawg strone i jego rozwigzania sq analityczne ze wzgledu na
AL

Stosujac ta procedure odpowiednig liczbe razy otrzymujemy nastepuja-
cy wynik.

Twierdzenie 3.4.1 Dowolne réwnanie rzedu n postaci (3.1) o wspotczyn-
nikach jak w (3.77), przy k > 0, posiada n niezaleznych rozwigzari WKB

>0

N
T ~ exp {Z Saj(t)Aaf} x> y(t)AT, (3.122)
J
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gdzie albo N = 0 (czyli nie wystepujg czynniki wyktadnicze), albo a; sq
liczbami wymiernymi, ktdre mozna uporzgdkowaé w nastepujgcy sposcb

ap =2 P2 o sy = Y PN g (3193)

q1 q1 92 q1.--gN q

gdzie p; i q; sq takimi liczbami naturalnymi, ze g1 < n i max{q; : i <
J> @ > 1}. Funkcjonaty dziatania S, oraz wspdtcaynniki iy sq obliczalne
algorytmicznie jednoznacznie modulo state cathowania.

3.5. Przyklad zastosowania do ré6wnan na funkcje
tworzace dla ((2) i ((3) oraz innych réwnan
zwigzanych z wielokrotnymi warto$ciami zeta

Podamy teraz wybrane zastosowania metod omoéwionych powyzej do
badania funkcji zwiazanych z wielokrotnymni wartosciami zeta.

Przyktad 3.5.1 Zastosujemy Twierdzenie 3.2.1 do analizy réwnania
(1 —1)o(td)*x + N>z = 0. (3.124)

Punkty osobliwe (regularne) znajdujq sie w punktach 0, 1 i co. Rozwigzania
WKB sq postaci

/3
gh(t,A) = e MM {(1tt> A4 } (3.125)

gdzie indeks u przebiega pierwiastki stopnia 3 2 1 oraz
t
S(t) = / w231 — u) 3 du, (3.126)
Jo

Przyktad ten zostat zbadany w Rodziale 2 (i w pracy [97]). Parametr
X3 okresla podziat plaszczyzny odpowiadajgcej \ na szesé przystajgcych
sektorow wokdét A = oco. Wszystkie operatory Stokes’a dajg sie wyrazié za
pomocq ‘operatora podstawowego’

10 3
010]. (3.127)
00 1

o = O

odpowiadagjgcego sektorowi 0 < arg A < 7/3. Te same operatory Stokes’a
odpowiadajg za asymptotyczne zachowanie réwnania konfluentnego typu
Bessela 0(t0)%>x+\2x = 0. Wiodgcy sktadnik operatora A dla odpowiedniego,
réwnowaznego uktadu & = Ax ma postaé

10
0 01|, (3.128)
0 1



za$ odpowiadajgca mu macierz diagonalna ma na przekgtnej wyrazy
— TR -7 jedo0,1,2}). (3.129)

Réwnanie hipergeometryczne (1 — t)0(t0)%x + X3z = 0 ma inny uktad
rozwigzan WKB, odpowiadajgcy punktow: osobliwemu t = 1:

W (8, 0) = (ut)¥Be MU0 g’ (1 ¢ 3), (3.130)

za$ podstawowy operator Stokes’a ma forme

1
0 (3.131)
0

O = O
===

Widoczna jest wyragna réznice w analizie asymptotycznej w zaleznosci
od wyboru punktu osobliwego.

Przyktad 3.5.2 Rozwazmy ogdlne réwnanie (4), czyli
(T + AlPhz = 0, (3.132)
gdzie p = (p1,...,pr) € ZF, |p| = p1 + ... + pr oraz
T := (1 —=1)0:(td)P 1 ... (1 — )0 (td )P+ 1, (3.133)
jest tozsamy z (3.8). Odpowiadajgcym (4) rownaniem Eulera jest
Lz := 0y(tdy)P 1 .. oy(tdy)P* 12 = 0, (3.134)

za$ odpowiednim, zwigzanym z (4), hipergeometrycznym réwnaniem konflu-
entnym
Ly+y = 0. (3.135)

Szczegdlnym przypadkiem opisanej sytuacji jest poprzedni Przyktad 3.5.1.

Rozwazajgce teraz réwnanie (4) w otoczeniu s = 1 —t = 0, mozemy
przepisaé operator Eulera jako

L' = s(95)P" ... s(0s)Pk. (3.136)
1 odpowiadajgce mu rédwnania
Uz=0 oz [L+(-1)F]y=0 (3.137)

Twierdzenie 3.3.1 jest bardzo wazne w analizie (poréwnaj [95] oraz [95])
zjawiska Stokes’a dla rozwinieé asymptotycznych typuy WKB stowarzyszonych
z réwnaniami typu (4).
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Dodatek A

Aproksymacja fazy
stacjonarne]

Metoda fazy stacjonarnej nalezy do klasycznych tematéw analizy i metod
matematycznych fizyki kwantowej. Jej daleko idace uogolnienia sa takze
wykorzystywana w kwantowych teoriach pola, gdzie czesto nie posiadaja
Scistej interpretacji matematycznej. Opisaniu jej poswieconych jest wiele
publikacji i monografii (patrz np. [45], [72] i [85]). Wykorzystamy ten
dodatek do omdwienia podstawowych wynikéw tej teorii.

Wyrazenie postaci
I(\) = / @) o(2) du, (A.1)
X

gdzie X jest rozmaitoscig (lub ogolniej - pewnym otwartym podzbiorem
rozmaitosci) oraz ¢ i a sa funkcjami na X, ktore dalej bedziemy nazywaé
odpowiednio faza i amplituda. Najistotniejszym zalozeniem jest, aby
kazdy punkt krytyczny funkcji ¢ byt izolowany i typu Morse’a,! czyli

!Jesli ¢ nie ma punktéw krytycznych, to za pomocs zamiany zmiennych mozemy
zapisaé (przynajmniej lokalnie) catke (A.4) w postaci

1 = [ e aos )y (A.2)
X

ktora na mocy lematu Riemanna-Lebesgue’a (lub teorii Paleya-Wienera) pozwala
na opisanie wlasno$ci asymptotyki I(\). W szczegolnosci (w zaleznosci od gladkosci
a'), mamy I(A\) ~ A% dla A\ ~ oco. To podejscie bywa nazywane metoda
niestacjonarnej fazy, z uwagi na warunek nieznikania gradientu.

Mozemy takze zalozyé, ze ¢ jest funkcja z punktami krytycznymi ogolniejszej
postaci. Na przyktad (patrz tez [85]) dla catki

I = / Lt dz, (A.3)

1

zachodzi wzor I(\) = 2p(5/4)(_i)\)—1/4 + O(}\—uz).
Takie przypadki sa jednak nietypowe i jako takie znajduja znacznie mniej
zastosowan.
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zeby macierz (d?¢/dz?)(x;) byta niezdegenerowana tam, gdzie do(z;) =
0. Ponadto zaktada sie tez, ze wzgledéw raczej techniczych, zea : X — C
ma, zwarty nosnik oraz ze a i ¢ s funkcjami klasy C°°. Mamy wéwczas

I n/2 o eiwsgn¢”(:€)/4
N iAp(x) —n/2—-1
o) = <A> > ) e OO, (A4)

TECrit ¢

gdzie crit ¢ oznacza zbior punktow krytycznych ¢, a ¢ jest druga pochod-
na fazy, a sgn¢”(r) oznacza sygnature formy kwadratowej wyznaczonej

przez ¢’ (x).

Rozwazmy najpierw najprostrzy przypadek, kiedy X = (—o0,c0),
a =1 oraz ¢(z) = +22. Mamy

() 1/2
/ e~ dy = (W) , (A.5)
—00 q

co po przejéciu do granicy g — +i\ daje

00 ) 1/2 1/2 )
I(N) :[ eFire? gy = <;M) _ (j;) FTA(A6)

Jedli teraz prosta R zastapimy n-wymiarowa przestrzenig Y := R",
to korzystajac z twierdzenia Fubiniego, mozemy zapisa¢ calke (stosujemy
konwencje x = (z1,z2,...,oy) 1 x - y oznacza iloczyn skalarny wektorow

ziy)
I(\) = /Yew“r'“dx

1 1 1
. 2 . 2 . 2
= / e dry x / ™2 drg X ... X / e d,,, (A7)
-1 -1 -1

jako iloczyn catek jednowymiarowych postaci (A.6). Ogolny przypadek
(A.4) daje sie sprowadzi¢ do (A.7) przy wykorzystaniu przeskalowania
oraz (pewnego wariantu) rozktadu jednosci, gdzie wyizolowujemy poje-
dyncze punkty krytyczne.

Zilustrujemy teraz omoéwiona powyzej technike pieknym i prostym
przyktadem, ktory zazwyczaj jest omawiany w innym kontekécie.

Twierdzenie A.0.1 (Aproksymacja Stirlinga) Dla x ~ oo zachodzi
wzor

r+z) ~ 27rac-($> . (A.8)
e
Dowéd. Mamy
r(l+z) = 2o+ / ee(t=log1) gy (A.9)
0
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Jedynym punktem krytycznym (typu Morse’a) fazy ¢ = t — logt jest
t =1, gdzie ¢”(1) = 1. Wykorzystujac wzor (A.4), otrzymujemy wynik.
[l

Na koniec warto wspomnie¢ o ciekawych zastosowaniach calek oscyluja-
cych i metody fazy stacjonarnej we wspoélczesnej matematyce i fizyce
teoretycznej.

Operatory Calkowe Fouriera. Teoria calek i szeregéw Fouriera
ma swdj poczatek w probach rozwigzania liniowych réwnan fizyki matema-
tycznej. Na przyklad réwnanie Poissona

Au = f dla danej funkcji f e C™R"), (A.10)

ma rozwiazanie postaci

ulw) = —(2m) [ e Ele2f () de. (A1)

gdzie
& = [ e o) o (A.12)

Do rozwiazywania ogélnych réwnai eliptycznych, ze zmiennymi wspoétczyn-
nikami, wprowadza si¢ operatory pseudordézniczkowe

Af(@) = ~(2m) [ e ala©) f€) de. (A1

n

gdzie a spelnia pewne warunki gltadkosci i wzrostu w nieskoiiczonodci.

Operatory Catkowe Fouriera zostaly wprowadzone przez Larsa Hérmandera,
na podstawie wezesniejszych prac fizykéw teoretycznych, poprzedzajacych
wyniki matematykow rosyjskich [72], [29], [30] i [22]. Uogoélniaja one
pojecie operatora pseudorézniczkowego i (w pewnym zakresie) pozwalaja
takze uogdlni¢ pojecie kwantyzacji z funkcji na odwzorowania (patrz

51).

Kwantowy niezmiennik Cherna-Simonsa. Niech S bedzie po-
wierzchnig zanurzong w R3, z metryks indukowana g. Klasyczny wzor
Gaussa-Bonneta

2mx(S) = /S K dp, (A.14)

oraz jego uogdlnienie
27y (S) = / Kdug + / K, (A.15)
S C
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gdzie C' = 05, K jest krzywizng Gaussa i k oznacza krzywizne geodezyjna
krzywej C C S, jest jednym z pierwszych wynikéw wiazacych niezmienniki
lokalne K i globalne wtasnosci topologiczne S.

Podobne wzory zachodza takze w wyzszych wymiarach. Klasyczny
niezmiennik Cherna-Simmonsa (formy) koneksji A € Q'(X; g) na ptaskiej
G-wiazce gtownej P — X, na 3-rozmaitosci X

1 2
S(A)z/tr(A/\dA+A/\A/\A>, (A.16)
82 Jx 3

jest uogoélnieniem catkowitej krzywizny geodezyjnej. W pracy [92] E.
Witten zapostulowat nowy niezmiennik topologiczny 3-rozmaitosci, skon-
struowany na bazie niezmiennika Cherna-Simonsa. Uniezaleznienie od
metryki uzyskuje sie catkujac po przestrzeni koneksji. Mamy

QCSH(X)” =7 / expikS(A) dA, (A.17)
Jmx)

gdzie M (X) := QY(X; g)/G jest ilorazem przestrzeni koneksji przy dziata-
niu pewnej grupy G. Liczba k nosi nazwe poziomu niezmiennika.
Cudzystow oznacza, ze catka (funkcjonalna) nie jest do konica poprawnie
zdefiniowana matematycznie.

Wykorzystanie do catki (A.17) metode fazy stacjonarnej (a doktadniej
jej nieskoniczenie wymiarowy odpowiednik), pozwala przypuszczaé (porow-
naj [92]), ze kwantowy niezmiennik Cherna-Simonsa spelnia

1 o . )
QCSk(X) ~ §esm/4 Z e?ﬂz[(k+2)S(A)—I(A)/4] TX(A), (AlS)
AeMo(X)

gdzie S jest klasycznym niezmiennikiem Cherna-Simonsa, I oznacza potok
spektralny Atiyah-Patodi-Singera , za$ 7 jest torsja Franza-Reidemeistera.

Wzor (A.18) zostal matematycznie, §cisle udowodniony w pewnych
przypadkach (patrz np. [2]).
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Dodatek B

Relacja ortogonalnosci, splot
1 wzory calkowe

B.1. Reprezentacje catkowe funkcji hipergeomet-
rycznych

W teorii szeregow Fouriera (ogdlniej - w analizie harmonicznej) bardzo
wazng role odgrywa ortogonalnosé w przestrzeniach funkcyjnych z iloczy-
nem skalarnym. Jegli {e™™}, cz oznacza baze ortonormalng L?(S!), gdzie
iloczyn skalarny jest okreslony wzorem

G0y = 5= [ STt (B.)

to wowczas

1

it _imt _
(e, e pag1y = 7

s
[t = b, (B.2)
—T
gdzie 0pm = 1 gdy n = m i 6pm = 0 w p. p. Podobna wtasnos¢
przyshuiguje ogélnym ukladom ortogonalnym. Wiekszoé¢ zawartych w
tej pracy wzordéw na reprezentacje catkowe rozwiazan réwnan rézniczko-
wych otrzymujemy poprzez wykorzystanie ’kompleksyfikacji’ powyzszego
przyktadu. Dokladniej, uktad {t"},cz jest ortonormaly' na GL{(C) :=
C*, wzgledem iloczynu skalarnego

@b = g [ 00w T (5.3

gdzie ind(y,0) = 1. W tych terminach, tatwo mozna uzasadni¢ wzor
catkowy na podniesienie indekséw dla ogélnej funkcji hipergeometryczne;j.

W zasadzie ortogonalno$é ma miejsce w przestrzeni L?(7) z iloczynem skalarnym
indukowanym z zanurzenia vy — C*. Jedli np. v = S*, to otrzymujemy klasyczna
teorie szeregéw Fouriera.
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Stwierdzenie B.1.1 Funkcja

ULy ooy Upt]
p+1Eg4 ’ o
V1.5 Ug+1

Q (B.4)

3> iwﬁ @ (B.5)

(Vg41)n 8™ s

jest rowna catce
1 .
7/ qu (uh y Up
2me Jy Vly. .., Vg
Dowdd. Oznaczmy przez HY funkcje podniesienia indekséow

HWL:ZW%W:ﬁ«ﬁlg. (B.6)

a0 Vn ’

n=0

Jesli teraz
ds

brip(t) = — / b(s) p(ts™) 2, (B.7)

S
to

ptq v

w0 @)n(V2)n(Ve)n(Vgr) n! s

. = (Ul)n(u2)n'--(up)n(up+l)n "
> — (B.8)
n—0 (V1)n(V2)n--(vg)n(Vg+1)n n!

Ostatnia rownosé¢ zachodzi na mocy twierdzenia o residuach, mamy bowiem

1 n tk dS —k—1 .,k
3mSRy TeSs=0 (s” t ) = opnt" (B.9)

To koniczy dowdd Stwierdzenia. [

Zauwazmy, ze 'opuszczenie’ indeksow, czyli redukcja py1Fy 1 —p Fy
odbywa si¢ znacznie prosciej. Wystarczy przyjac np. u, = vy.

Stwierdzenie B.1.1 pozwala uzykaé¢ rézne reprezentacje catkowe roz-
wigzan rownaii rézniczkowych, ktore daja sie zredukowac sie do przypadkéw
szczegolnych ogoélnego réwnania hipergeometrycznego. Iterujac wzory
catkowe, mozna na przyktad przedstawi¢ takie funkcje za pomoca catek
po n-wymiarowym torusie T C C™. Jesli L C R” jest taka krata, ze
R™\L ~ T, to mozemy wowczas uzyskac reprezentacje catkowa

p+1Fg+1 <u1,...,up+1 75) = /Pw(x)d% (B.10)

U1y -5 Ug+1
gdzie P C R" jest réwnoleglodcianem fundamentalnym dzialania L na
R"™, ktéry po utozsamieniu $cian relacjg ~j odpowiada torusowi T'.
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B.2. Wielokrotne polilogarytmy i uogdélnione calki
Drinfelda-Kontsevicha

We wstepie (25) oraz w Rozdziatach 1 i1 2, do analizy wielokrotnych
wartosci zeta, zostaly wykorzystane wielokrotne polilogarytmy (C.0.1)
oraz catki Drinfelda-Kontsevicha.

Rozwazmy catke

1 o(s1—1) o(s;—1)
/ <dt> o di o... (dt> o dt (B.11)
o\t pr—t t p—t
gdzie p; = 1 - ... - x;, dla 0 < ¢ < [, ktora dalej bedziemy oznaczaé przez
Lis,, s (21, .0y 1) (B.12)

i gdzie
" o(t) o b(t) = / ( / o5)) 010, (B.13)

to

dla 1-form ¢ i . Wyrazenie (B.12) jest ogdlng postacia wielokrotnego
polilogarytmu, wprowadzona przez A. B. Goncharova w pracy [43].
Wszystkie wystepujace w tej pracy wielokrotne polilogarytmy sa przypad-
kami (B.12).

Wzor (B.12) jest pierwotnie okreslony dla catkowitych s;. Jednak
moze by¢ przedtuzony na C z wytaczeniem skoriczonej liczby punktow.
Wowczas funkcja ¢ daje sie przedstawi¢ w prosty sposéb, jako catka z
1-formy podniesionej do potegi zespolonej:

C(s) = [yld_tt (f)ﬂ dt, (B.14)

gdzie «y jest droga taczaca 01 1. Patrz [57], gdzie przy uzyciu powyzszych
metod, autor wyznaczyl tez w nowy, prosty sposéb monodromie klasycz-
nych polilogarytméw. Podobne wzory mozna tez znalezé dla funkeji L
Dirichleta.

Wykorzystujac wzér (B.12) dla p; = ui, gdzie uy jest pierwiastkiem
pierwotnym stopnia k z jedynki, Goncharov (patrz [42]) opisal wtasnosci
uogoélnionych, alternujacych wartosci zeta pochodzacych od funkcji L
Dirichleta. W pracy [99] Jiangiang Zhao, postugujac si¢ podobnymi meto-
dami, znalazt wzory na alternujace sumy Eulera.
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Dodatek C

Zachowanie rozwigzan
meromorficznych réwnan
linijowych w otoczeniu
punktow osobliwych 1 funkcje
konfluentne

7 ogolnej teorii RRZ wiadomo, ze liniowe RRZ rzedu n ma doktadnie
n liniowo nizaleznych rozwiazan. Na mocy twierdzenia Fuchsa, w
otoczeniu regularnego punktu osobliwego, istnieje co najmniej jedno roz-
wiazanie w postaci szeregu potegowego, a inne rozwiagzania wyrazaja sie
jako kombinacje takich szeregdéw, funkcji potegowej oraz logarytmow.
Metoda Frobeniusa stuzy do ich wyznaczania. Pierwotnie byta ona
byta stosowana do rozwigzywania rownan drugiego rzedu,' ale z powodze-
niem mozna ja uogdlni¢ na rozwiazywanie dowolnych réwnan rézniczko-
wych zwyczajnych w otoczeniu regularnych punktéw osobliwych. Ogolna
metode zilustrujemy najpierw na przyktadzie rénania Bessela.

Klasyczna teoria (uktadow RRZ) pozwala na dokladne okreslenie
zachowania jako$ciowego rozwigzania réwnania

a(t) = A(t)z(t), (C.2)
'Réwnanie pierwszego rzedu
dx _ L n+r
7 Taz =0, q(t) == ;1 gnt""", (C.1)

gdzie funkcja tq(t) jest analityczna w otoczeniu zera ma regularny punkt osobliwy
w t = 0. Wstawiajac szereg w miejsce pochodnej otrzymuje sie liniowe réwnanie
charakterystyczne r 4+ ¢—1 = 0, ktére zawsze ma jednoznaczne rozwiazanie, zatem
metoda Frobeniusa stosuje sie tez i w tym wypadku. Zazwyczaj jednak nie stosuje si¢
jej ze wzgledu na dostepno$¢ innych sposobéw, jak np. tzw. rozdzielanie zmiennych.
Niemniej, warto podaé¢ ten prosty przyklad, dla uzmystowienia sobie zgodnosci
réznych metod.
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w zaleznosci od whasnosci? A. Na przyklad gdy A jest holomorficzne,
to rozwiazania takze sa holomorficzne. Motywowani problemami (takze
z porza) teorii RRZ, w dalszym ciggu bedziemy sie jednak zajmowaé
ogoblniejszym przypadkiem, gdy A dopuszcza pewne osobliwosci.

W dalszym ciagu bedziemy rozréznia¢ dwa typy punktéw osobliwych
meromorficznych RRZ.

Definicja C.0.1 Punkt, w ktérym operator A(t) ma biegun nazywamy®
punktem osobliwym rownania.

Wyrdzniamy punkty osobliwe regularne, dla ktérych (przyjmujgc,
ze punktem osobliwym jest zero) rozwigzanie ma nastepujgeq wlasnosé
x(t) = o(t"), dla pewnego n € Z oraz punkty osobliwe niereqularne, dla
ktorych oszacowanie tego lypu nie zachodzi dla Zadnego n € Z.

Co ta definicja oznacza w praktyce? Aby sie przekonaé, rozwazmy
nastepujaca sytuacje.

Przyklad C.0.1 Niech bedzie dane jednowymiarowe réwnanie
z(t) = t7"A(t)z(t), gdzie A(t) = Ag+ At + ... (C.3)

jest holomorficzna i Ay # 0. Gléwne rozwigzanie ma postaé

z(t) = exp {/tt A(u)u™" du} . (C4)

0

Jesli teraz r =1, to

(1) = thy(t), (C.5)

gdzie y jest funkcjg analityczng z otoczeniu zera. Punkt t = 0 jest wiec
osobliwy 1 regularny. W przeciwnym wypadku (czyli dla r > 1) otrzymuge-
my rozwigzanie postaci

z(t) = "My 1), (C.6)

gdzie y jest analityczna w otoczeniu zera, a q jest wielomianem réznym
od statej. Ze wzgledu na czynnik e?1/D) psobliwosé takiego réwnania jest
niereqularna.

W tym wypadku mamy do czynienia z uktadem na C. Ogoélnie mozna rozwazac
réwnania na powierzchni Riemanna S i wtedy nalezy rozumie¢ (t) = A(t) z(t) jako
lokalny opis dzialania koneksji A na przekroju = pewnej wiazki holomorficznej £ — S.
W tej rozprawie S jest zwykle tozsame z CP', Y := CP*\{0,1, o0}, lub po prostu z
C.

3W dalszym ciggu bedziemy czesto zaklada¢, ze mamy do czynienia z przypadkiem
lokalnym (C,0) i wowczas, czesto bez jawnego wskazania, przez punkt osobliwy
bedziemy rozumieé¢ ¢ = 0.
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Na koniec przytoczymy twierdzenie Fuchsa (poréwnaj [6] i [23]),
na ktérym czesto, niekiedy milczaco, opieramy rozumowania dotyczace
lokalnej analizy rozwiazan uktadéw réwnan rézniczkowych oraz réwnan
wyzszych rzedow.

Twierdzenie C.0.1 (Fuchs) Liniowe réwnanie rézniczkowe drugiego
rzedu
E+pitqr = f, (C.7)

gdzie p, q i f sq analityczne, ma, w otoczeniu regularnego punktu osobliwego,
co najmnie] jedno rozwigzanie w postaci szeregu Frobeniusa

x = Z an (t — o)™, (C.8)

n=0

gdzie ag # 0 i r € R/Z. Drugie rozwigzanie® jest albo postaci (C.8), albo
postaci

x = log(t —to) Y an (t —t0)" ™ + > by (t —to)" ", (C.9)

n=0 n=0

gdzie s € R/Z. Promien zbieznosci x jest nie mniejszy, niz minimum
promient zbieznosci p, q @ f.

Jak tatwo mozna sobie wyobrazi¢, powyzsze twierdzenie uogélnia sie w
odpowiedni spos6b na réwnania wyzszych rzedow.

C.1. Roéwnanie Bessela: przypadek niezdegenero-
wany

Zaprezentujemy teraz metode Frobeniusa na przyktadzie réwnania Bessela

2z d
t2d7;” + td—f + (2 - o)z = 0, (C.10)

[(ti>2+t2—a21 z =0, (C.11)

lub rownowaznie

gdzie o ¢ 7.

Przewidujemy rozwiazanie w postaci

= apt""" (C.12)

n=0

i zaktadamy, ze ag # 0. Nastepnie obliczamy

T = Z(n—i—?“)antn-i-r—l oraz T = Z(n+7«)(n+74_1)aTLtn+r—2.
n>0 n>0

(C.13)

“Na okreslenie drugiego rozwigzania uzywa sie niekiedy terminu: uogélniony
szereg Frobeniusa.
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Podstawiajac szeregi w miejsce pochodnych do réwnania Bessela, otrzy-
mujemy

Z {(n +r)n+r—1)+n+r)— 042} ant" " + Z ant™ 2. (C.14)
n=0 n=0

Przyjmujac wspoélczynnik przy n = 0 do zera, otrzymujemy réwnanie
indykacyjne
(r2 — a2) ap = 0. (C.15)

Z warunku ag # 0 wynika, ze r = +«. Postepujac analogicznie dla n = 1
dostajemy aj(2a+ 1) = 0, skad® a; = 0 i dalej, dla n > 1, otrzymujemy

nan (2o +n) + ap—2 = 0. (C.17)
Szeregi
(1/2 + a),, (2it)"
(1) = 1
Tat) Z 1+2a), n! (C.18)
_ <t/2>%-“ 1240,
= g Bl 1 |2 (C.19)

_ p((tﬁ)c;) 0F1<1+a’ —(t/2)2> (C.20)

oraz J_,(t) spelniaja rownanie Bessela i stanowia baze jego rozwiazaii.

C.2. Roéwnanie Bessela: przypadek zdegenerowany

Jedli a € Z, to funkcje Jo(t) 1 J_o(t) sa zalezne liniowo, co wynika
z prostej relacji J_q(t) = (—1)*Ju(t). Funkcja J,(t) spelnia réwnanie
Bessela dla o € C i dla ustalonego t jest catkowita ze wzgledu na «.
Poszukujemy zatem drugiego, niezaleznego liniowo z J,(t) rozwiazania
rownania Bessela.

Funkcja J_qo(t) — (—1)*Ja(t) spelnia rownanie Bessela i dla o € Z
mamy J_(t)—cos mady(t). Jedli a ¢ Z, to funkcja® J_,(t) —cos mad,(t),

SPominelismy przypadek, gdy o = —1/2. W tej sytuacji mozemy od razu zalozy¢,
ze a1 # 0 1 rozwigzujac réwnania rekurencyjne otrzymamy (przy wykorzystaniu
wzorow 2"n!(2n—1)!I = (2n)! oraz 2"n!(2n+1)!! = (2n+1)!, gdzie m!! := m(m—2)...
oznacza tzw. bisilnie) rozwiazanie ogdlne postaci

_ 41/2 (=D)" 2n (=n" 2n+1 | _ ,-1/2 . -
x =1 <aoz @n)! t +alz (2n+1)!t =t (ap cost + aysint).
n=0 n=0
(C.16)

Wybor cosma zostat dokonany ze wzgledow technicznych i ilustruje ogélng
metode postepowania.
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bedaca kombinacja liniowg rozwiazani tez jest rozwigzaniem odpowiedniego
rownania Bessla z parametrem «. Rozwazmy wyrazenie

Jo(t) — cosmad_q(t)

sin T

Yalt) = (C.21)

Przechodzac do granicy (jesli a € Z ~ 0) w powyzszym wzorze, otrzy-
mujemy drugie rozwiazanie, niezalezne liniowo z J,.

Rozwigzanie Y, nosi nazwe funkcji Bessela drugiego rodzaju.’

C.3. Metoda Frobeniusa

Ogodlna metoda Frobeniusa polega na zastosowaniu takich samych krokdw
jak w powyzszych przyktadach. Rozwazmy réwnanie

“ dkx
Z%(t)ﬁ =0, (C.22)
k=0

zaktadajac, ze ¢ = 0 jest regularnym punktem osobliwym i ¢, = 1.

Podobnie jak w przypadku réwnania Bessela, przewidujemy rozwiazanie
w postaci

x = Zant’”r (C.23)

n=0

i zaktadamy, ze ag # 0. Mamy

i = > (n+r)a,t" ! (C.24)
n=0

¥ = Z (n+7)(n+r—1)a,t" 2 (C.25)
n=0

T o= Z (n+7r)(n+r—1)(n+r—2)a,t" 2 (C.26)

n=0

Podstawiajac do réwnania, i przyjmujac n = 0, wyznaczamy réwnanie
indykacyjne
P(r) = 0. (C.27)

Stwierdzenie C.3.1 W zaleznosci od algebraicznych wtasnosci réwnania
indykacyjnego mozemy mieé do czynienia z nastepujacymi przypadkams.

o Jesl prerwiastki r1,72, ...,y 8¢ 102ne i dla zadnej pary rj —r; nie
jest liczbg catkowitq, to wowczas mamy n szeregdw Frobeniusa z
wyktadnikams 1,79, ..., Thn-

"Podobnie dla I, := e~""*/2],, okresla sie odpowiednie funkcje K,. Pojawiaja
sie one w naturalny sposéb przy aproksymacji transformaty Fouriera funkcji
£(s) := const - w2 (1 + it /2)¢(1 + it/2). Przy uzyciu odpowiedniej analizy, z
wykorzystaniem funkcji Ko, D. Hejhal [47] uzyskal nowe, silne wyniki dotyczace
proporcji gestosci zer funkcji ¢ na Inii krytycznej Res = 1/2.
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o Jesli wystepuje pierwiastek ro krotnosci k > 1, np. k = 2, to
wowczas zaburzenie réwnania (tak jok w przypadku r-nia Bessla)
daje dla tego pierwiastka rozwigzania x(rg,t) oraz Ox/0r(rg,t).
Jesli krotnosé k > 2, to nalezy rozpatrzeé wyzsze pochodne.

o Jesl rdznica pierwiastkow ro — r1 jest liczbg catkowitq, to wowczas
zaburzenie réwnania prowadzi do rozwigzan x(ro,t) oraz 0/0r|(r —
r1)x(ry, )]

Powyzsze stwierdzenie jest jednowymiarowym modelem analizy mikro-
lokalnej, ktora stanowi silne narzedzie w badaniu jakosciowym rozwigzan
réwnan rézniczkowych czastkowych.

C.4. Konfluentne funkcje hipergeometryczne

Bezposrednim, naturalnym uogélnieniem (23) jest tzw. ogélny szereg
hipergeometryczny

Uy ..., Up
PFQ<

Podobnie jak w przypadku (23), takze (C.28) spetnia rownanie rozniczkowe

t) -3 (<“1;”(“2)”“'(“”)”ﬁf. (C.28)

[t(Dy +u1)(Dy + ug)...(Dy +up) — Dy(Dy +v1 —1)....(Dy + vy — 1)]¢p = 0.

(C.29)
Dla p = q + 1 posiada ono takze trzy regularne punkty osobliwe 0,1
i co. W tym wypadku zagadnienie algebraicznosci rozwiazan zostata
rozstrzygnieta w pracy [11].

Jedli p < ¢, to funkcje ,F, nazywa si¢ konfluentna funkcja Hiper-
geometryczng. Przyktad stanowig funkcje typu Bessela

OF‘1<1,...,1

C.5. Monodromia

tla+1)n

tq“) = Z:O (nl')q (C.30)

n!

Pojecie monodromii, ktore w w Rozdziatach 21 3) jest waznym narzedziem
przy badaniu asymptotyki meromorficznych rownan rézniczkowych, pojawito
sie po raz pierwszy przy badaniu funkcji zespolonych (w pracach Kummera
Riemanna) i podobnie jak wiekszos¢ pojeé¢ topologicznych, zostato ono
uogdlnione na pojecie przestrzeni topologicznych.

Definicja C.5.1 (Monodromia) Niech X oznacza spéjng i lokalnie

spojng przestrzen topologiczng, z punktem bazowym x € X 4 niech p :
X - X bedzie nakryciem z wtéknem F := p~1(x). Dla petli bazowej
v :[0,1] — X, oznaczmy przez 7 podniesienie v, ktérego obraz zaczyna
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sie w & oraz niech ¥(1) = &.7.

Powyzsza konstrukcja pozwala okresli¢ dziatanie grupy m(X) na F.
Dziatanie to nazywamy dziataniem monodromii, a odpowiadajgcy homomorfizm
w grupe symetryczng ¢ : m(X) — sym(F), - monodromig. Obraz
o(m (X)) jest grupg monodromis.

Rozwazmy teraz dwa przypadki monodromii réwnan pierwszego rzedu,
ktore dobrze ilustruja, na czym polega monodromia.

Przyktad C.5.1 Niech 0 <n € Z. Réwnanie rézniczkowe

1
tr——x =0, (C.31)
n

ktorego rozwigzaniem podstawowym jest funkcja x(t) = £ ma grupe
monodromii réwng M = Z/(nZ).

Przyktad C.5.2 Niech dane bedzie rownanie rézniczkowe
ti+a = 0, (C.32)

ktérego rozwigzaniem fundamentalnym jest

x1(t) 1
[ x;(t) 1 = l log ¢ ] . (C.33)

Mamy

27
x1(e“™t) 1 1 1 0
: = = . , . 34
[ xo(e2™it) ] [ logt + 2mi logt 2w 1 (C.34)
Przedtuzenie analityczne wzdtuz petli otaczajgceej zero jednokrotnie, skutku-
Jje powrotem nie do punktu t, ale do t 4+ 2mi. Tq procedure mozna kontynu-

owaé "w nieskoriczono$é’ a takze (po zmianie orientacji petli) "w minus
nieskoriczono$é’. Stad wynika, zZe grupa monodromii (C.32) jest réwna

7.
Zwrdéémy uwage, iz moc zbioru regularnych punktéw osobliwych réw-

nania danego stopnia jest ograniczona. Wynika stad, ze monodromia
komplikuje sie wraz ze wsrostem stopnia réwnania rézniczkowego.
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