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Streszczenie

Praca zawiera konstrukcje i analize metod Dirichleta-Neumanna réwnole-
glego rozwiazywania dyskretyzacji zagadnienn eliptycznych, ze szczegélnym
uwzglednieniem metod jednopoziomowych. Zaprojektowane metody sa pra-
wie optymalne w sensie szybkosci zbiezno$ci procesu iteracyjnego zastoso-
wanego do znalezienia przyblizenia szukanego rozwigzania oraz pod katem
zrownoleglenia obliczen. Opisy metod obejmuja dokladna charakterystyke
algorytmow, ich pelna analize teoretycznag, jak réwniez postacie macierzowe
i implementacje z eksperymentami numerycznymi witacznie.

Kluczowym wynikiem rozprawy jest uogolnienie jednopoziomowej me-
tody Dirichleta-Neumanna z dwoch na trzy wymiary. Przyporzadkowanie
kazdemu z podobszaréw typu Dirichleta badZz Neumanna w taki sposob,
aby zadne dwa podobszary tego samego typu nie miaty wspoélnych krawedzi
w dwoch, a Scian w trzech wymiarach, moze nie istnie¢. Dlatego drugim
gtownym rezultatem jest uwolnienie si¢ od ograniczajacego zalozenia ist-
nienia takiego przyporzadkowania poprzez wprowadzenie do dekompozycji
elementéw mieszanego typu. Oprocz tego zostalty opisane metody nieciagte
na brzegach sasiadujacych ze soba podobszaréw typu Neumanna, w ktorych
obliczenia moga by¢ przeprowadzone catkowicie niezaleznie na poszczegodl-
nych podobszarach, bez potrzeby rozwiazywania problemu globalnego. Nie
sa one optymalne, gdyz szybko$é¢ zbieznosci procesu iteracyjnego znalezienia
przyblizenia rozwiazania zadania, zalezy od liczby podobszaréw, na jakie
podzielony zostal obszar wyjsciowy. Wazna cze$¢ pracy stanowia serie
eksperymentéw numerycznych, ktére potwierdzaja rezultaty teoretyczne
udowodnione w rozprawie.
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dekompozycja obszaru, Dirichlet-Neumann, preconditioner, réwnania elip-
tyczne, metoda elementu skoriczonego, metoda jednopoziomowa, addytywna
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Abstract

In this thesis the construction and analysis of Dirichlet-Neumann methods for
solving in parallel discretization of elliptic problems are presented. We focus
especially on one-level methods. The designed methods are almost optimal
considering the convergence rate of iterative process to find the approxi-
mation of the problem solution and parallel computing. The description of
the methods contains a precise theoretical analysis and characteristics of the
algorithms, as well as matrix formulations, implementations and numerical
experiments.

The key result of the thesis is a generalization of one-level Dirichlet-
Neumann method from two to three-dimensional case. Such a mapping to
each subdomain Dirichlet or Neumann type, that none of two subdomains
of the same type has common edges in two, and faces in three dimensions,
could not exist. That is why the second main result is freeing from the
restrictive assumption of the existence of that mapping by allowing in the
decomposition elements of mixed type. There are also described the methods
with discontinuousness on the boundary of neighbouring subdomains of
Neumann type. In these methods the computations could be carried out
completely independently on individual subdomains, without solving the
global problem. They are not optimal, since the convergence rate of iterative
process to find the approximation of the problem solution, depends on
the number of subdomains, which the initial domain was divided on. The
important part of the thesis are numerical experiments, which confirm
theoretical results.

Key words

domain decomposition, Dirichlet-Neumann, preconditioner, elliptic equ-
ations, finite element method, one-level method, additive Schwarz method,
parallel and distributed computing
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Rozdzial 1

Wstep

1.1 Omoéwienie tresci pracy

Metoda Dirichleta-Neumanna réwnoleglego rozwiazywania dyskretyzacji za-
gadnien eliptycznych nalezy do klasy metod dekompozycji obszaru (ang.
Domain Decomposition Methods). Metody dekompozycji obszaru polegaja
na rozbiciu zagadnienia rézniczkowego czastkowego okreslonego na pewnym
obszarze na mozliwie stabo ze soba powigzane zagadnienia na mniejszych
podobszarach (roztacznych lub nie). Dekompozycja moze nastapi¢ na pozio-
mie zagadnien rézniczkowych badz na etapie rozwiazywania uktadow row-
nan algebraicznych (liniowych lub nieliniowych) powstatych z aproksyma-
cji rozpatrywanych dyskretyzacji. Stosujac rézne dekompozycje otrzymu-
jemy rozne metody, charakteryzujace sie réznorodnymi wtasnosciami. Do-
stepna jest obszerna literatura po$wiecona metodzie dekompozycji obszaru.
7 monografii, w ktérych zebrane zostaly jej podstawy z pewno$cia na-
lezy wymienié¢ [30] i [32], a przede wszystkim najnowsza sposrod wyda-
nych pozycji [33]. Ich uzupekienie stanowia artykuly konferencyjne (ang.
proceedings) opublikowane w formie ksiazkowej (www.ddm.org). Miedzyna-
rodowe konferencje poswiecone metodom dekompozycji obszaru odbywaja
siec od roku 1987 (patrz www.ddm.org/conferences.html). Ostatnia konfe-
rencja, oznaczona numerem 18, odbyla sie w styczniu 2008 roku w Izraelu
(www. es.hugi.ac.il/conferences/dd18).

Jedna z najczedciej stosowanych metod dyskretyzacji, ze wzgledu na jej
szybko$¢ zbieznosci, jest metoda elementu skoniczonego (patrz np. [9]). Wta-
$nie dlatego dyskretyzacje rozwazane w pracy sa dokonywane ta metoda.
Prowadza one do uktadéw rownan o bardzo duzej liczbie niewiadomych oraz
ztym uwarunkowaniu (patrz [3|, [4], [14]). Rozwiazywanie tych uktadéw row-
nan jest centralnym problemem przy numerycznym rozwigzywaniu réwnan
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rozniczkowych czastkowych. Ze wzgledu na wymienione powyzej wtasnosci
konieczne jest rownolegte rozwiazywanie tych uktadow, na ogét w procesach
iteracyjnych o niewielkiej liczbie iteracji. Kryterium to spetniaja wtasnie me-
tody dekompozycji obszaru — w szczegblnosci metody Dirichleta-Neumanna.
Opieraja sie one na podziale obszaru wyj$ciowego przypominajacym wizual-
nie wzor szachownicy (w dwoch wymiarach). Przy tym podziale kazda ite-
racja sprowadza sie do niezaleznych obliczen na obszarach (polach) typu Di-
richleta (,biatych”) i Neumanna (,czarnych”). Koszt czasowy kazdej iteracji
jest zdominowany przez czas obliczen na podobszarach typu Neumanna, ktore
stanowia srednio polowe wszystkich podobszaréw. Stad jest on mniejszy niz
przyktadowo w przypadku metod Neumanna-Neumanna (patrz np. paragraf
1.3.4 czy rozdzial 6 w [33]). Cena za to jest na ogol wieksza liczba iteracji,
ktora nalezy wykonaé¢ do osiagniecia zadanej doktadnosci. Metody Dirichleta-
Neumanna rozwazane byly juz od potowy lat osiemdziesiatych ubiegltego stu-
lecia, patrz np. [11] i [12]. Od tamtej pory opisanych zostalo wiele uogolnien,
miedzy innymi na wieksze liczby wymiaréw czy poprzez wprowadzenie do-
datkowych poziomoéw obliczen w postaci grubych przestrzeni, poprawiajacych
szybko$¢ zbieznosci procesu iteracyjnego do znalezienia szukanego rozwigza-
nia.

Wiele lat pracy nad metodami dekompozycji obszaru zaowocowalo po-
wstaniem ogoélnej teorii tworzenia i analizy wielu starych i nowych metod
iteracyjnych (addytywnych, multiplikatywnych i hybrydowych) opartych na
tej metodzie. Okresla si¢ je wspolnym mianem (patrz np. [15], [16], 33,
roz. 2|) Abstrakcyjnej Teorii Metod Schwarza. W rozprawie, ze wzgledu na
najwieksza efektywnosé zréwnoleglenia, ograniczono sie tylko do operatoréow
addytywnych i zwigzanej z nimi AMS — Abstrakcyjnej Teorii Addytywnych
Metod Schwarza. Metody Schwarza polegaja na zbudowaniu macierzy precon-
ditionera, uzycie ktorej zastepuje duzy i zle uwarunkowany uktad liniowych
rownan algebraicznych ukladem lepiej uwarunkowanym. Taki uktad réwnan
jest nastepnie rozwiazywany iteracyjnie. Abstrakcyjna teoria addytywnych
metod Schwarza precyzuje poszczegdlne etapy tworzenia takiego precondi-
tionera. Wszystkie metody opisane w pracy byly konstruowane i analizowane
wlasnie w oparciu o te teorie.

Od metod opartych na dekompozycji obszaru wymagany jest miedzy in-
nymi brak zaleznosci szybkosci zbieznosci od liczby podobszaréw, co wiaze
sie na og6t z wprowadzeniem dodatkowych poziomoéw obliczeri na podziale
wyjsciowego obszaru na podobszary. Tego typu metody nosza nazwe dwu-
poziomowych i zostaly juz dos¢ dobrze zbadane i opisane (zob. [33], [32]).
Uzycie dodatkowego poziomu wptywa istotnie na przyspieszenie procesu ite-
racyjnego i niezaleznos¢ szybkosci zbieznosci od liczby podobszaréow, co ozna-
cza optymalno$¢ metody. Istnieja rowniez metody jednopoziomowe, ktore
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jednak nie zachowuja kryterium optymalnosci. Wyjatkiem jest jednopozio-
mowa metoda Dirichleta-Neumanna dekompozycji obszaru, ktoéra stanowi
podstawe badan zawartych w tej pracy. W ostatnich latach powr6cono do ba-
dan nad metodami jednopoziomowymi w zwiazku z nowymi klasami metod
dekompozycji obszaru okreslanymi jako FETI-DP (ang. Dual-Primal Finite
Element Tearing and Interconnecting). Sa one bardziej efektywna wersja
metod FETI, ktore po raz pierwszy zostaly opisane w [21], a podstawowe
informacje o nich zebrane zostaly w rozdziale 6 monografii [33]. Pomysl, na
ktorym opieraja sie metody FETI polega na dopuszczeniu w kolejnych ite-
racjach nieciggtosci na brzegach podobszaréw. Zbieznos¢ do ciaglego rozwia-
zania nastepuje wraz ze zbiezno$cia procesu iteracyjnego. Szczegdlnie duzy
naktad pracy zostat wtozony w metody FETI-DP, z ktoérymi to jednopozio-
mowa metoda Dirichleta-Neumanna okazuje sie mie¢ bardzo Scisty zwiazek
(zob. 23], [24]). Istotne jest w nich odpowiednie zréwnowazenie pomiedzy
jak najmniejsza liczba wiezéw cigglosci miedzy sasiadujacymi podobszarami
a szybkodcig zbieznosci procesu iteracyjnego tak, by obliczenia mogtly by¢
przeprowadzane niezaleznie na poszczeg6lnych podobszarach z zachowaniem
braku zaleznosci od liczby podobszaréw. Wiezy moga okresla¢ na przyktad
rowno$é¢ wartosci funkeji, nalezacej do podprzestrzeni rozwiazan, w niekto-
rych punktach brzegu lub réwno$é wartosci srednich catkowych na $cianach
(w trzech wymiarach) czy krawedziach (w dwoch i trzech wymiarach). Wiecej
na temat tych metod mozna przeczyta¢ w [33, str. 160].

Za punkt wyjscia rozprawy mozna uznac opisana w [12| jednopoziomowsa
metode Dirichleta-Neumanna dekompozycji obszaru w dwoch wymiarach.
Ciezar obliczenn w tej metodzie zwiagzany jest w gtéwnej mierze z podobsza-
rami typu Neumanna, ktore to sa powiazane ze soba co najwyzej poprzez
wierzchotki, zwane punktami krzyzowym:. Powiazania sa zatem stabe i roz-
wigzanie zadania mozna sprowadzi¢ do niezaleznych obliczen na poszcze-
gblnych podobszarach oraz rozwiazania jednego globalnego zagadnienia wy-
miaru liczby punktéow krzyzowych. W metodzie tej przyjeto jednak ograni-
czajace zatozenie istnienia takiego przyporzadkowania kazdemu z podobsza-
row odpowiedniego typu albo Dirichleta, albo Neumanna, aby zadne dwa
podobszary tego samego rodzaju nie mialy wspolnych krawedzi. Oczywiscie
w ogdlnym przypadku takie przyporzadkowanie moze nie istniec.

Podstawowym celem pracy jest uogélnienie jednopoziomowej metody
Dirichleta-Neumanna réwnolegltego rozwiazywania dyskretyzacji zagadnien
eliptycznych z dwoéch na trzy wymiary. Uogolnienie polega na zaprojekto-
waniu algorytmu i przeprowadzeniu pelnej analizy jego zbieznosci. Okazuje
sie (patrz tw. 2.1), ze w trzech, tak jak i w dwoch wymiarach, oszacowanie
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wskaznika uwarunkowania zadania
Tu=g

jest optymalne z doktadnoscia do czynnika polilogarytmicznego, to jest:

H\2
cond(T) < C (1 + log E) :
gdzie C' jest stala niezalezng od h i H. Oznacza to, ze szybko$¢ zbieznosci
procesu iteracyjnego do szukanego przyblizenia doktadnego rozwiazania nie
zalezy od liczby podobszaréw, na jakie podzielony zostal wyjsciowy obszar.
Oprocz tego w pracy znajduje sie opis szeregu modyfikacji metod jednopo-
ziomowych, zar6wno w 2D i 3D. Kluczowa modyfikacja z cata pewnoscia jest
rezygnacja z ograniczajacego zalozenia istnienia przyporzadkowania typow
Dirichleta lub Neumanna kazdemu z podobszaréw w taki sposob, aby zadne
dwa podobszary tego samego typu nie mialty wspolnych krawedzi w dwoch,
a Scian w trzech wymiarach. Zostalo to osiggniete poprzez wprowadzenie mie-
szanych elementéw Neumanna-Dirichleta, a uzyskane oszacowanie w og6lnym
przypadku jest nastepujace:

7\
cond(7) < C (1 + log %> .

Warto podkresli¢, iz kosztem wiekszej liczby obliczen na podobszarach typu
mieszanego, mozna uzyskaé¢ metode, ktorej wskaznik uwarunkowania mozna
oszacowac, jak w wyjsciowej metodzie, przez tylko druga potege logarytmu.
Podane oszacowania sa spelnione nie tylko w dwoch, lecz takze w trzech
wymiarach.

Pozostate modyfikacje zwiazane sg z globalnym zagadnieniem zwigzanym
ze wspotdzielonymi przez podobszary typu Neumanna punktami. W pracy
rozwazany jest miedzy innymi przypadek rezygnacji z zatozenia ciagtosci
w tych punktach, kosztem wprowadzenia w nich wiekszej liczby wartosci. Dla
takich nieciagltych na brzegach podobszaréw metod Dirichleta-Neumanna do-
stajemy calkowite zréwnoleglenie obliczen na poszczegblnych podobszarach.
Niestety wiaze si¢ to, w przypadku dekompozycji na wicksza niz 9 w 2D,
a 27 w trzech wymiarach, liczbe podobszaréw, z zaleznoscia szybkosci zbiez-
noéci procesu iteracyjnego do szukanego przyblizenia doktadnego rozwiazania
zadania od liczby podobszaréw, przejawiajaca sie w oszacowaniu wskaznika
uwarunkowania macierzy zadania 7"

CH™*(1+ log %)2 , dla duzej liczby podobszarow
C (1 + log %)2 , dla matej liczby podobszaréw

cond(7T) < {
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Poréwnanie réwnoleglych czaséw obliczent metod z ciaglymi i nieciaglymi
warto$ciami w punktach brzegowych podobszaréw typu Neumanna, uzyska-
nych w wyniku symulacji komputerowych, pokazuje, ze szybsza jest druga
z metod, bedaca modyfikacja metody wyjsciowe;j.

Dla pelnego przedstawienia catej klasy metod Dirichleta-Neumanna roz-
wazane jest takze wprowadzenie dodatkowego poziomu obliczert zwiazanego
z tak zwana grubg siatkq oparta na podziale wyjsciowego obszaru {2 na pod-
obszary. Takie dwupoziomowe metody charakteryzuja sie z reguly szybsza
zbieznoscig od metod jednopoziomowych. Wiele z zaprojektowanych i przed-
stawionych w rozprawie metod jednopoziomowych okazuje sie mie¢ jednak
ten sam rzad szybkosci zbieznosci procesu iteracyjnego, a tym samym stano-
wi¢ doskonalg alternatywe dla zwyczajowo uzywanych metod dekompozycji
obszaru.

Uzupetnieniem czesci teoretycznej jest implementacja opisanych algoryt-
moéw oraz serie eksperymentéw numerycznych majace na celu potwierdze-
nie uzyskanych rezultatéow. Do przetestowanych w pracy algorytmoéw naleza
dwuwymiarowe i trojwymiarowe wersje metod z ciaglymi i nieciagtymi war-
tosciami na brzegach podobszaréw typu Neumanna oraz algorytm z elemen-
tami mieszanymi w 2D. Dla nich zostaly przeprowadzone miedzy innymi serie
eksperymentow:

e przy ustalonym stosunku %,
e przy stalej liczbie podobszarow (H=const) i malejacym kroku h drob-
nej triangulacji,

e przy stalym kroku h drobnej triangulacji i zmniejszajacej sie liczbie
podobszaréw (rosnacym H).

Poréownane przy tym zostaly doktadnosé i czas obliczen oraz liczba iteracji
poszczegdlnych metod i ich modyfikacji. Dodatkowo zbadana zostata podat-
noé¢ na zréwnoleglenie wszystkich wymienionych algorytmoéow. W tym celu
przeprowadzona zostata symulacja obliczenn rownolegltych na maszynie jed-
noprocesorowej. Mierzony byl czas obliczen na jednym procesorze oraz prze-
widywany czas obliczert na wiekszej liczbie procesoréw. Zaleznosé stosunku
tych czaséow od liczby procesoréow, okreslany jest mianem speed-up. Plano-
wane jest takze przeprowadzenie serii testow numerycznych na klastrze obli-
czeniowym. Eksperymenty potwierdzity rezultaty teoretyczne przedstawione
w pracy, jak réwniez bardzo dobre mozliwosci zréwnoleglenia analizowanych
w rozprawie metod. W szczegolnosci wykresy funkcji speed-up pokazuja, ze
szybkos¢ obliczen rosnie co najmniej liniowo wraz z liczbg uzytych proceso-
row. Optymalnym zatem wyjsciem, z punktu widzenia wydajnosci obliczen,
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jest przyporzadkowanie do kazdego podobszaru typu Neumanna innego pro-
cesora.

W rozprawie rozwazane sa zagadnienia eliptyczne dla réwnania dru-
giego rzedu z zerowym warunkiem brzegowym Dirichleta. Opisane metody
Dirichleta-Neumanna, stosujac ta sama metode dyskretyzacji, to jest me-
tode elementu skonczonego, mozna uogdlni¢ na przypadki innego rodzaju
warunkow brzegowych, np. niejednorodne warunki brzegowe Dirichleta czy
mieszane warunki brzegowe. Mozna takze rozpatrywaé ogélniejsze problemy,
niz symetryczne i dodatnio okreslone. Wymaga to na ogét wprowadzenia
dodatkowych zatozen i wykorzystania znanej, rozbudowanej teorii matema-
tycznej. Nie sposob jednak uwzgledni¢ w opisywanych metodach wszystkich
tych uogolnien, przede wszystkim ze wzgledu na trudna do wyobrazenia ob-
jetosé takiej pracy oraz bardzo prawdopodobny negatywny wplyw takiego
opisu na przejrzystos¢ idei stojacych za prezentowanymi metodami. Warto
jednak dodaé, iz mozliwosci uogoélnien jest znacznie wiecej. Mozna przykta-
dowo rozpatrywaé siatki niezgodne badz metode elementu skoniczonego wyz-
szych rzedow, a nawet inne, niz MES dyskretyzacje. Mozna takze uwzglednié¢
triangulacje oparte na elementach krzywoliniowych, a nie tylko liniowych,
jak rowniez rozwazaé inne niz nodalna bazy przestrzeni elementu skonczo-
nego. Wreszcie mozna uogélni¢ metody opisane w rozprawie na wicksza od
trzech liczbe wymiaréw. Wszystkie te uogolnienia wykraczaja jednak poza
przewodni temat rozprawy, jakim jest przedstawienie réznych metod réwno-
legltego rozwigzywania dyskretyzacji zagadnien eliptycznych nalezacych do
klasy metod Dirichleta-Neumanna.

1.2 Zagadnienie rozniczkowe i dyskretne

Rozwazac bedziemy zagadnienia eliptyczne dla rownania drugiego rzedu z ze-
rowym warunkiem brzegowym typu Dirichleta. Niech €2 bedzie obszarem
w R? dla d = 2, 3, ktérego brzeg jest lipschitzowsko ciagly (poréwnaj definicja
A.1 w [33]). Przedstawiona tu teori¢ mozna uogélni¢ na obszary w przestrze-
niach dla d > 3, ale przypadki dwuwymiarowy i trojwymiarowy sa najczesciej
spotykane w praktyce i dlatego na nich skupimy sie w tej pracy. Rozwazmy
zatem sformutowanie uogolnione zagadnienia brzegowego Dirichleta dla row-
nania eliptycznego drugiego rzedu:
dla f € L*(Q) znalez¢ funkcje u* € Hy () taka, ze:

a(u*,v) =1(v) Vv € Hy (), (1.1)
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gdzie a(-,-) jest forma dwuliniowa okreslona nad Hg(2) x HZ () postaci:

a(u,v) = /Q Z a;j(x)DuDjv dx, (1.2)

2,7=1

zas

l(v):/ﬂfvdx. (1.3)

Poczynmy dodatkowe zalozenia. Przede wszystkim zat6zmy, ze forma af(-, -)
jest symetryczna oraz H'(Q)-eliptyczna. Przez H'(Q)-eliptycznosé rozu-
miemy ciaglos¢ oraz eliptycznosé (poréownaj [29, str. 159]) formy dwuliniowej,
to jest istnienie takiej dodatniej stalej v niezaleznej od funkcji u € H{ (),
ze

oo, ) 2 7l gy (14

Czesto zamiast terminu eliptycznosé uzywa sie okreslenia koercywnosé. Do-
datkowo zakladamy ciaglos¢ funkeji a;; dla 2,5 =1,2,...,d oraz ze dla kaz-
dego x € (),

a;;(z) = aji(x). (1.5)
Z lematu Laxa-Milgrama (patrz lemat A.34 w 33| oraz paragraf 6.1.2 w [29])
wynika, ze powyzsze zagadnienie ma jednoznaczne rozwiazanie i jest ono sta-
bilne. Mozna tez rozwazaé ogodlniejsze formy dwuliniowych form eliptycznych
niz podana w (1.2), poréwnaj np. paragraf A.7.1 w [33], ale w pracy tej
ograniczymy sie tylko do probleméw symetrycznych i dodatnio okreslonych
z jednorodnym warunkiem Dirichleta na brzegu obszaru. W ten sposéb mo-
zemy operowaé na seminormach |-| ;1 (patrz dodatek A). Zaroéwno algorytmy
zaprezentowane w tej pracy, jak i ich analiza daja sie przenie$é¢ na bardziej
ogblne przypadki. Dla niektérych uogélnien, jak np. niejednorodnych wa-
runkéw brzegowych Dirichleta (uwaga A.36 w [33]), mieszanych warunkow
brzegowych (uwaga A.37 w [33|) czy niezgodnych siatek (patrz [8]), wystar-
czy wprowadzi¢ dos¢ standardowe modyfikacje, dla niektérych natomiast,
np. formy niesamosprzezone (patrz podrozdziat 5.4 w [32]) nalezy skorzystaé
z rozbudowanej teorii (poréwnaj np. |7]), ktorej nie bedziemy przedstawiac¢
w tej pracy.

Jedna z najczesciej stosowanych metod dyskretyzacji, ze wzgledu na jej
szybkos¢ zbieznosci, jest MES — metoda elementu skoriczonego! (patrz np.
[9]). Wtasnie dlatego dyskretyzacje rozwazane w pracy sa dokonywane ta me-
toda. Sam sposob dyskretyzacji nie stanowi przewodniego tematu pracy, dla-
tego ograniczymy sie do najprostszego wariantu MES (patrz (1.6)) mimo, iz

lang. FEM — Finite Element Method
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przedstawione metody Dirichleta-Neumanna dekompozycji obszaru dziataja
rowniez dla bardziej ogdlnych jej wariantow. Uogolnienia zwiazane z meto-
dami dyskretyzacji MES bowiem latwo przenosza sie na przedstawione me-
tody rozwiazywania tych dyskretyzacji.

Przedstawimy kolejne etapy dyskretyzacji MES prowadzace do uzyska-
nia zagadnienia dyskretnego zwiazanego z wyjsciowym zagadnieniem (1.1).
Ograniczymy sie przy tym do obszarow bedacych wielokatami w dwodch wy-
miarach, a wieloScianami w przypadku trzech wymiaréw. Takie uproszczenie
pozwoli na unikniecie rozwazan calej gamy istniejacych elementéw triangu-
lacji (poréwnaj np. |9]), w szczegdlnosci elementow krzywoliniowych i skon-
centrowanie sie na przedstawieniu samych metod typu Dirichleta-Neumanna.
Na obszarze Q wprowadzmy podzial 7"(Q) na skoriczong liczbe elementéw
K; (trojkatow w R?) a simpleksow w R?) spelniajacy nastepujace warunki
(patrz |14, roz. 10.3] lub [9, roz. 2.1|):

1. UK, =9,
2. dla i # j czes¢ wspolna domknieé elementéw K; i K to albo zbior
pusty albo wspolny wierzchotek albo cata krawedz,

3. istnieje stala C' niezalezna od parametru triangulacji h taka, ze dla

kazdego K € T"(Q)

hK < CQK)
gdzie:
e hy oznacza $rednice elementu K,
e h = max hg,
KeTh(Q)

e o to promien najwiekszego okregu wpisanego w K,

4. istnieje stala C' niezalezna od parametru h taka, ze dla kazdego
K e TQ)
hx > Ch.

Podzial 7"(Q) speliajacy warunki 1-2 nazywamy rodzing triangulacji lub
po prostu triangulacjg. Czesto okresla sie ja mianem zgodnej, a indeksuje
parametrem triangulacji h. Warunek 2 okresla sie mianem geometrycznej
konforemnosci lub w skrocie konforemnos$ci. Powyzsze warunki gwarantuja
dodatkowo, ze triangulacja jest regularna® (warunek 3) i quasi-jednostajna
(warunki 3-4). Przykladowe triangulacje w dwoch i trzech wymiarach po-
dane sa na rysunku 1.1.

2W literaturze anglojezycznej funkcjonuja dwa okreslenia regular i shape-reqular.
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Rysunek 1.1: Przyktadowa triangulacja obszaru w dwoch i trzech wymiarach.

Wprowadzenie rodziny triangulacji pozwala na zdefiniowanie ciggu skon-
czenie wymiarowych przestrzeni V,(Q2). Poniewaz, jak byto wspomniane weze-
$niej, nie zalezy nam na przedstawieniu MES w najwiekszej ogélnosci, a tylko
na zastosowaniu jej jako wyjscia do metod dekompozycji obszaru, wiec ogra-
niczymy si¢ tylko do podprzestrzeni V() C Hj(2) funkcji kawatkami li-
niowych i ciggtych na triangulacji, zerujacych sie¢ na brzegu obszaru 2, to
jest

Vh(Q> = {U S Co(ﬁ),w}( S PI(K) K e Th(Q)} , (16)

gdzie P}(K) oznacza zbior wielomianéw dwoch w przypadku dwuwymiaro-
wym, za$ trzech zmiennych w przypadku trzech wymiaréw, stopnia co naj-
wyzej jeden okreslonych na elemencie triangulacji K. Zwréémy uwage, iz
istnieje izomorfizm miedzy przestrzeniami V,(2) a R™ dla n bedacego liczba
wewnetrznych punktéw nodalnych, czyli wierzchotkéw triangulacji 7"(Q) nie
lezacych na brzegu obszaru (2. Wartoéci w punktach nodalnych jednoznacz-
nie identyfikuja funkcje z przestrzeni V;,(2), a wymiar n tej przestrzeni jest
zarazem rowny liczbie szukanych niewiadomych.

Sformutujmy zagadnienie dyskretne dla zagadnienia rézniczkowego (1.1):

znalez¢ uj € V,(12) takie, ze:

a(uz,vh) = Z(Uh) V’Uh € Vh(Q) (17)

Jest ono dobrze postawione (patrz lemat Laxa-Milgrama A.34 w [33]), a osza-
cowanie bledu mozna znalezé np. w rozdziale B.1 w [33]. Dla konforemne;
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i quasi-jednostajnej triangulacji 7"(Q) mamy (patrz np. [9]):

|u — | gy < Chlulpz). (1.8)
Jezeli w dodatku obszar € jest wypuktly, to (twierdzenie B.7 w [33]):

[ = unll 2y < Ch*|ulaz(g).- (1.9)

Oznacza to, ze aby uzyska¢ rozwiazanie przyblizone dostatecznie bliskie,
w sensie normy H'(Q), szukanemu rozwiazaniu zagadnienia wyjsciowego
(1.1), jestesmy zmuszeni dobra¢ dostatecznie maly parametr h.

W dalszej czesci pracy wektory oznaczaé¢ bedziemy pogrubiona czcionka
(np. v, u, w), natomiast uzyskane z tych wektoréw funkcje z odpowiednich
przestrzeni, na przyktad V,(€2), bez pogrubienia (v, u, w). Analogicznie wy-
ttuszczane beda oznaczenia macierzy odpowiadajace operatorom liniowym.

Wybierzemy za baze przestrzeni V3, (Q) tak zwane funkcje nodalne® p; zde-
finiowane w ten sposob, ze przyjmuja wartos¢ jeden w danym wierzchotku v;
triangulacji 7"(2) lezacym wewnatrz obszaru (2, zero w pozostaltych wierz-
chotkach i sa liniowe na elementach triangulacji K. Wykres przyktadowe;j
funkcji nodalnej jest przedstawiony na rysunku 1.2. Wybdér bazy umozliwia
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Rysunek 1.2: Wykres funkcji nodalnej dla rownomiernej, trojkatnej triangu-
lacji w dwoch wymiarach.

3(Czasami w literaturze mozna spotkaé¢ okreslenie funkcji weztowych.
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zapisanie zagadnienia (1.7) w postaci uktadu liniowych réwnan algebraicz-
nych, to jest znalezienia wektora wy = {uj(v;)}.,_, takiego, ze:

A’U,; = .fh; (110)

gdzie A = {a(wi, ;)}; _1» Fn = {l(i)}iz,, vi sa wierzcholkami triangulacji
T"(9), zas$ n jest wymiarem przestrzeni V4, () i jednoczesnie wymiarem ma-
cierzy A. Macierz A jest symetryczna, a z eliptycznosci — poréwnaj (1.4) —
formy a(-, ) wynika dodatnia okreslonos¢ (patrz [33, lemat B.29]) oraz fakt, iz
jej najmniejsza warto$¢ wtasna jest wieksza lub rowna v (patrz |20, str. 291]).
Prawdziwy jest takze nastepujacy lemat (patrz [29]):

Lemat 1.1 Jezeli triangulacja T"(Q) jest konforemna i quasi-jednostajna,

’ onita) - 8 g (1,

Z warunkow (1.8) i (1.9) wynikaja male wartosci parametru triangulacji h.
Parametr ten jest zas bezposrednio zwigzany z liczbg wierzchotkow triangula-
¢jiico za tym idzie z wymiarem macierzy A. Z lematu 1.1 wynika natomiast,
ze dla malych wartosci h, wskaznik uwarunkowania macierzy A przyjmuje
duze wartosci. Oznacza to, ze uklad macierzowy (1.10) jest zle uwarunko-
wane. Przesledzmy to na przykladzie obszaru kwadratowego (0,1) x (0,1)
i triangulacji na tréjkaty réwnoramienne o parametrze triangulacji h = 1073.
Dostajemy wowczas podzial kwadratu na 10® czesci w poziomie i w pionie,
co daje macierz wymiaru n X n, gdzie

n=(10° = 1) = 10°.

Mamy zatem do rozwiazania uktad réwnan z milionem niewiadomych
o wskazniku uwarunkowania réwnym réwniez milion! W praktyce natomiast
czesto wykonuje sie obliczenia dla znacznie drobniejszych triangulacji. Warto
jednak zauwazy¢, iz ze wzgledu na niewielkie nosniki funkcji bazowych (patrz
rys. 1.3), macierz A jest macierza rozrzedzona o strukturze wstegowej* (zob.
str. 249 w [14]). Co wiecej, liczba niezerowych elementéow w wierszach nie
zalezy od wymiaru macierzy. Przyktad takiej macierzy powstatej z dyskre-
tyzacji operatora Laplace’a w obszarze prostokatnym przy naturalnym upo-
rzadkowaniu niewiadomych jest przedstawiony na rysunku 1.4. Jak wida¢ ma
ona tylko pie¢ niezerowych diagonali, bez wzgledu na liczbe niewiadomych.
Standardowe metody algebry liniowej rozwiazywania uktadéw roéwnan nie
wykorzystuja w pelni specyficznych wtasnosci uktadéw powstalych w wyniku

4Macierze wstegowe, znane sa tez pod nazwa pasmowych.
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Rysunek 1.3: Nos$nik funkcji nodalnej opartej na wierzchotku v i rownomier-
nej, trojkatnej triangulacji w dwoéch wymiarach.
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Rysunek 1.4: Macierz dwuwymiarowego laplasjanu (przy naturalnym upo-
rzadkowaniu niewiadomych).

dyskretyzacji MES rownan rézniczkowych czastkowych. Rozktady macierzy
sg ze wzgledu na wymiar zadania oraz jego uwarunkowanie trudne oblicze-
niowo, za$ podstawowe metody iteracyjne, jak metoda gradientéw sprzezo-
nych, charakteryzuja sie wolna zbieznoscia i wymagaja duzej liczby iteracji
do osiagniecia zadowalajacego przyblizenia. Bardziej efektywne w tych przy-
padkach, zarowno ze wzgledu na dokladno$é, jak i czas obliczen, okazuja
sie metody wykorzystujace systemy réwnoleglte badZ rozproszone (patrz |2,
str. 18]) oraz szczegdlne wlasnosci rozpatrywanych uktadow. Metody dekom-
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pozycji obszaru sa wtasnie przykladami takich metod.

1.3 Idea metody Dirichleta-Neumanna

Metody dekompozycji obszaru (ang. Domain Decomposition Method), patrz
np. [30], [32], [33], sa sposobem réwnoleglego rozwiazywania zadan powsta-
tych w wyniku dyskretyzacji zagadnien rézniczkowych czastkowych. Ich idea
opiera sie na rozbiciu zagadnienia rézniczkowego czastkowego okreslonego na
pewnym obszarze ) na mozliwie stabo ze sobg powiazane zagadnienia mniej-
szych wymiaréw, a w zwiazku z tym tatwiejszych do rozwigzania. Kazde takie
zagadnienie odpowiada niewielkiej — na ogoét jednemu — liczbie podobszarow
();, na jakie podzielony jest wyjsciowy obszar, przy czym podobszary moga
sie przecinaé¢ niepusto. Jezeli czesci wspolne sa podzbiorami brzegéw pod-
obszarow (wierzchotki, krawedzie, Sciany), to méwimy o dekompozycji ,,bez
zaktadek” (patrz [33, rozdz. 1 i 4]), a metody oparte na takiej dekompo-
zycji nazywamy strukturalnymi (ang. substructuring methods). W przeciw-
nym razie mamy do czynienia z dekompozycja ,z zakltadkami” (patrz |33,
rozdz. 11 3]), a metody dekompozycji nazywamy niestrukturalnymi. W nie-
ktorych ksiazkach (poréwnaj np. [32, str. 101]) metody strukturalne dzielone
sa na iteracyjne i bezposrednie. Pod nazwa bezposrednich metod struktural-
nych lub po prostu metod strukturalnych wspotczesnie rozumie sie algorytmy
bezposredniego rozwigzywania uktadéw rownan badz oparte na faktoryzacji
macierzy Schura. W odr6znieniu od nich iteracyjne metody strukturalne (ang.
iterative substructuring methods) inaczej zwane metodami uzupetnier Schura
(ang. Schur complement methods) zwiazane sa z podejSciem iteracyjnym.
Jedna z pierwszych prac poswiecona tym metodom, to [28]. Klasa tych metod
obejmuje w szczegdlnosci metody przeksztatcajace wyjsciowe zagadnienie do
rownowaznego liniowego uktadu rownan algebraicznych mniejszego wymiaru
lub prostszego do rozwiazania oraz rozwiazanie go jedna z metod opartych na
przestrzeniach Krytowa (patrz [31]). Warto doda¢, iz dekompozycja moze by¢
wprowadzona juz na poziomie zagadnien rézniczkowych. Czesto jednak jest
wprowadzana dopiero na etapie rozwigzywania uktadow réwnan algebraicz-
nych powstatych z aproksymacji rozpatrywanych dyskretyzacji. W praktyce
spotyka sie rézne kombinacje powyzszych podejscé.

Zgodnie z koncepcja dekompozycji wprowadZzmy na obszarze () triangula-
cje TH(), konforemna i quasi-jednostajna, na N rozlacznych, wielokatnych
w R? a wieloéciennych w R3 podobszarow Q;, i = 1,2,..., N. Nazwijmy ja
grubg siatkq w odroznieniu od drobnej siatki T"(Q). Zakladamy, ze punkty
grubej siatki stanowia podzbior punktow siatki drobnej (tak zwane siatki
zgodne). Oznaczmy maksymalng ze $rednic podobszaréow przez H. Oczywi-
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Scie na ogot H > h. Warto dodaé, iz w praktyce wygodniej jest wprowadzi¢
najpierw gruba siatke, a nastepnie dokonaé dalszego podziatu poszczegdlnych
podobszaréw, spetniajacego warunki triangulacji przedstawione w poprzed-
nim podrozdziale, w celu uzyskania drobnej siatki.

Wykorzystanie metod dekompozycji obszaru w wiekszosci przypadkow
sprowadza sie do zastosowania procesu iteracyjnego (dla zagadnieri syme-
trycznych i dodatnio okreslonych na ogot metody gradientow sprzezonych)
opartego o niezalezne obliczenia na podobszarach. W przypadku zastosowa-
nia komputeréw rownoleglych do obliczen opartych na metodach dekompo-
zycji obszaru, kazdemu procesorowi przypisujemy jedno lub wiecej zagadnien
lokalnych i wykonujemy na nich obliczenia niezaleznie od siebie. Im wiecej
dostepnych procesoréw, tym lepsze mozliwosci zréwnoleglenia i tym lepsza
wydajnos¢ catej metody. W idealnym przypadku:

e metoda dekompozycji obszaru powinna by¢ optymalna (ang. optimal),
to znaczy szybko$¢ zbieznosci procesu iteracyjnego zastosowanego do
znalezienia dobrego przyblizenia szukanego rozwigzania ma by¢ nieza-
lezna od wymiaru zadania, czyli od parametru triangulacji h (patrz |33,
str. 9]),

e szybkos¢ zbieznosci procesu iteracyjnego zastosowanego do znalezienia
dobrego przyblizenia szukanego rozwigzania powinna by¢ niezalezna
od liczby podobszaréw, na jakie podzielony zostal wyjsciowy obszar €2,
a tym samym niezalezna od parametru H; ang. scalability (poréwnaj
def. 1.3 w [33]).

Niestety wymagania takie sa na ogo6t zbyt rygorystyczne. Zamiast tego wpro-
wadza sie okreslenie metody prawie optymalnej (ang. quasi-optimal, zob. |33,
str. 18]), to znaczy takiej, ktorej wskaznik uwarunkowania rosnie jak potega
logarytmu wraz ze wzrostem H/h. Potega przy logarytmie powinna by¢ oczy-
wiscie jak najmniejsza — w praktyce réwna jeden lub dwa.

Sposrod wielu iteracyjnych metod strukturalnych do najbardziej znanych
nalezy z pewnodcig zaliczy¢ metody Neumanna-Neumanna opisane miedzy
innymi w |33, str. 10|, metody Dirichleta-Dirichleta znane réwniez pod na-
zwa metod FETI w tej samej monografii na stronach 12-15 oraz metody
Neumanna-Dirichleta, ktore zostaly opisane w [32] na stronach 112-117 (przy-
padek dwoch podobszaréw) oraz stronach 124-125 (przypadek wielu podob-
szarow). W pracy tej zajmowac sie bedziemy metodami Dirichleta-Neumanna
iteracyjnego rozwiazywania dyskretyzacji réwnan rézniczkowych czastko-
wych. Byly one rozwazane juz od potowy lat osiemdziesigtych ubiegtego
stulecia. Do jednych z najwcze$niejszych z pewnoscia nalezy zaliczy¢ prace
[13] oraz [12|. Metody te opieraja si¢ na takim podziale wyjsciowego obszaru
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Q, ktory w dwoch wymiarach wizualnie przypomina wzor szachownicy. Przy
tym podziale kazda iteracja w procesie iteracyjnym szukania rozwiazania li-
niowego ukltadu rownan algebraicznych (1.10) sprowadza sie do niezaleznych
obliczen na polach (obszarach) koloru biatego (typu Dirichleta) i czarnego
(typu Neumanna). Dla dowolnego obszaru wprowadzenie takiego podziatu
moze nie by¢ mozliwe. Problem ten zostanie doktadniej oméwiony w dal-
szej czesci pracy. Poniewaz tematem pracy sa metody Dirichleta-Neumanna,
celowe wydaje sie przedstawienie najpierw idei stojacej za tymi metodami.
Idee przedstawimy na przyktadzie dwoch podobszaréw w dwodch wymiarach
(patrz rys. 1.5) dla zagadnienia modelowego, to jest:

—Au=f wQ
{ u=0 naod) (1.11)

Przez I' oznaczyliSmy tutaj szkielet (ang. interface):

YAV

-
I
N
s

/)

Rysunek 1.5: Dekompozycja na dwa roztaczne podobszary.

T = (QpUQy)\ 0O, (1.12)

czyli zbior wszystkich punktow lezacych na brzegach podobszaréw, ale nie
lezacych na brzegu obszaru 2. np i ny natomiast oznaczaja pochodne nor-
malne zewnetrznie do podobszaru odpowiednio Qp i Q. Podany w tym
podrozdziale sposob przedstawienia metody jest wzorowany na opisie algo-
rytmu dla dwoch podobszaréw z 33, roz. 1.3.3]. Uwagi na temat uogolnienia
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na wiekszg liczbe podobszaréw znajduja sie w tej samej ksiazce na stro-
nach 18-20.

W ujeciu zagadnien rézniczkowych n-ty krok procesu iteracyjnego metody
Dirichleta-Neumanna mozemy zapisa¢ nastepujaco (patrz [33, str. 8|):

[teracja n-ta na podobszarze typu Dirichleta:

—AUTP = wQp

(D) u%’Ll/Q = 0 nadQp\T
ugrl/ ? = up mnal
Iteracja n-ta na podobszarze typu Neumanna: (1.13)
—Autt = f w Qy
(N) uitt = 0 na 0Qu \ T
Buﬁfq o 8ug+1/2 T
aTLN - - 8TLD na.
Wyznaczenie uf
(T) up™ = 7ultt + (1 — 7)uf na I,

gdzie n; oznacza pochodna normalna zewnetrzna do €2; dla i € {D, N}, zas
T jest parametrem z przedziatu [0; 1].

W podrozdziale 1.2 przedstawione zostaly etapy dyskretyzacji metoda
MES prowadzace do zagadnienia dyskretnego (1.7) oraz macierzowego (1.10).
Po pogrupowaniu niewiadomych w na nalezace do szkieletu ur i do wnetrz
podobszaréw up oraz upxn mozemy zapisaé liniowy uktad rownan algebraicz-
nych z tak zwana macierzq sztywnosci A w postaci:

ADD 0 ADI‘ uUp fD
Arp Arn Arr ur Jr

Podzielmy dodatkowo Arr oraz fr na czesci zwigzane z odpowiednimi pod-
obszarami:

Arr = AQL + AR fr=fF+ L (1.15)
Stosujac wprowadzone oznaczenia mozemy zapisa¢ przyblizenie )\?—H/ 2 po-
n+1/2
chodnej normalnej 6“57’1 — jako (porownaj [33, str. 3]):
ArT2 = Appup™? + AR — 2. (1.16)

W ten sposob n-ta iteracja metody Dirichleta-Neumanna moze zostaé przed-
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stawiona w postaci macierzowe;j:

[teracja n-ta na podobszarze typu Dirichleta:

(D) ADD’UJTFLI/2 + Aprul = fp

Iteracja n-ta na podobszarze typu Neumanna: (1.17)
(N) AnN Anr uﬁrl _ In
vy A ) Captre ) =gy e

: 1
Wyznaczenie up™:

(D) up™ = 7upt? 4 (1 - 7)ul,

gdzie, jak w (1.14) i (1.15), f; i fi oznaczaja obciecie wektora prawej strony
f do odpowiednio wnetrza oraz czesci szkieletu zwigzanego z podobszarem
Q;dlaie{D,N}.

Posta¢ metody przedstawiona powyzej jest niestety zwigzana ze wszyst-
kimi niewiadomymi. Standardowa praktyka przy projektowaniu algorytmow
opartych na metodach dekompozycji obszaru jest eliminacja niewiadomych
z wnetrz podobszaréw. Operacja ta doprowadzi nas do otrzymania zwie-
ztej formuly na macierz preconditionera. Z réwnania (D) wyliczamy zatem
zmienne odpowiadajace niewiadomym z wnetrza podobszaru typu Dirichleta:

upt? = Aph (fo — Apru®). (1.18)

Ze wzgledu na postac zagadnienia wyjsciowego (1.11) oraz sposob dyskretyza-
¢ji mamy gwarancje, ze macierz App jest nieosobliwa. Wstawiajac wyliczone
zmienne do wzoru na przyblizenie pochodnej normalnej (1.16) otrzymujemy

A2 = ArpAGH (fo — Apru?) + AR — fP, (1.19)
co mozna zapisa¢ w prostszej postaci:
n+1/2 n
ApTY2 = (g2 — Spud), (1.20)
gdzie gP 1 Sp definiujemy (poréwnaj uzupelnienie Schura w [33, str. 5]) jako:

Sp=AB. — ArpApp ' Apr,
gr = fP - ArpApp~ fp.

Stosujac blokowa eliminacje Gaussa mozemy wyeliminowa¢ niewiadome
rowniez z wnetrz podobszaréw typu Neumanna otrzymujac:

(Awe A ) (Y (B
0 sw ) Luptr )T gy oaprre )
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gdzie:
Sn = AIJ}; — ArNvANNANT, (1.23)
gy = f& — AcNARNIN. (1.24)

W ten sposob sprowadzilismy zagadnienie (1.17) do rozwiazania w kazdej
iteracji nastepujacego uktadu réwnan:

Snuptt/? — gV — Ant1/2 (1.25)

oraz wyliczenia nowego przyblizenia up™" z rownania (I') w (1.17). Otrzy-
mujemy w ten sposob:

Sn (Ut — (1= 7)ul) =7 <gfr" - A;“/z) . (1.26)

Podstawiajac wyliczone wyrazenie na )\?H/ 2 dostajemy:
SN (u}hLl —(l=7up) =7 (glﬂv +gf — Spup), (1.27)
a po odjeciu od obu stron wyrazu 7SNup:
Sn (u?Jrl —up) =7 (gr — Sup) , (1.28)

gdzie
gr=9- +gr. S=Sp+8Sn. (1.29)

Pokazalismy tym samym, ze algorytm Dirichleta-Neumanna jest po prostu
iteracja Richardsona (patrz dodatek A) z parametrem 7 dla uktadu réwnan
algebraicznych

z preconditionerem Spn. W n-tej iteracji procesu iteracyjnego Richardsona
musimy zatem:

e wykona¢ mnozenie wektora up przez macierz S,
e rozwigza¢ uktad réwnan algebraicznych z macierza Sy

Mnozenie przez macierz S mozna sprowadzi¢ do rozwiazania niezaleznych
zagadnien na poszczegolnych podobszarach:

Sul = Syup + Spur. (1.31)
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Z definicji macierzy S; dla i € {D, N} kazde takie lokalne zagadnienie spro-
wadza sie do wykonania mnozen przez macierze A;r, Ar;, A%r oraz rozwia-
zania zagadnienia Dirichleta na podobszarze €);:

{ Aol = Ajpul, (1.32)

g 2 n __ L2y
S;uf = Alpup — Ap;vl

Wszystkie te lokalne macierze sa rozrzedzone, co ogranicza koszt pamieciowy
ich przechowywania. Do rozwiazania zagadnienia Dirichleta zas wystarczy za-
pamicta¢ czynniki rozkladu tréjkatno-trojkatnego® macierzy A;;. Natomiast
rozwigzanie ukladu rownan z macierza Spn i1 prawa strong br:

SN’UF = br

jest rownowazne rozwiazaniu zagadnienia Neumanna na podobszarze €y:

ANN Anr UN 0

e ) ()=o) o

Kazda iteracje zatem mozna sprowadzi¢ do rownolegtych obliczen wykonywa-

nych lokalnie na poszczegdlnych podobszarach. Warto podkresli¢, ze metoda

jest dla dwoch podobszaréw optymalna w sensie definicji podanej w tym

podrozdziale, to jest szybkos¢ zbieznosci procesu iteracyjnego do doktadnego

rozwiazania jest niezalezna od wymiaru zadania (poréownaj [33, str. 19-20]).

Wskaznik uwarunkowania uktadu ze skonstruowanym powyzej preconditio-
nerem:

SN Sur = Sy'gr (1.34)

spelnia zaleznosé (patrz [33, str. 10]):
cond (S§'S) < C, (1.35)

gdzie stata C nie zalezy od wymiaru zadania (1.14). W istocie dla przypadku
symetrycznego podziatu na dwa podobszary, do rozwiazania wystarczy tylko
jedna iteracja i w zwiazku z tym stata C' = 1. W dalszej czesci pracy zostanie
pokazane, iz w przypadku uogélnienia algorytmu na wieksza liczbe podob-
szarow dostajemy prawie optymalnos¢. Udowodnimy bowiem, iz w ogélnym
przypadku wskaznik uwarunkowania otrzymanego uktadu ro$nie jak druga
potega logarytmu wraz ze wzrostem H/h.

5Ze wzgledu na symetryczno$é macierzy A;; zamiast rozkladu LU mozna dokonaé
rozktadu Choleskiego LLT lub Banachiewicza-Choleskiego LDLT (patrz [14, str. 50])
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1.4 Abstrakcyjna teoria addytywnych metod
Schwarza

Wiele lat pracy nad metodami dekompozycji obszaru zaowocowalo powsta-
niem ogoélnej teorii tworzenia i analizy wielu starych i nowych metod itera-
cyjnych (addytywnych, multiplikatywnych i hybrydowych) opartych na tej
metodzie. Okresla sie je wspélnym mianem (patrz np. [15], [16], [33, roz. 2|)
Abstrakcyjnej Teorii Metod Schwarza. W pracy, ze wzgledu na najwieksza
efektywnos$é zréownoleglenia, ograniczono sie tylko do operatoréow addytyw-
nych i zwigzanej z nimi AMS — Abstrakcyjnej Teorii Addytywnych Metod
Schwarza. Metody Schwarza polegaja na zbudowaniu macierzy preconditio-
nera®, uzycie ktorej zastepuje duzy i zle uwarunkowany uklad liniowych réw-
nan algebraicznych uktadem lepiej uwarunkowanym. Taki uktad rownan jest
nastepnie rozwiazywany iteracyjnie, na przykitad metoda gradientéw sprze-
zonych”. Abstrakcyjna teoria addytywnych metod Schwarza precyzuje po-
szczegolne etapy tworzenia takiego preconditionera.

Rozwazmy skonczenie wymiarowa przestrzen Hilberta V', symetryczna
i dodatnio okreslona forme dwuliniowsa

b(-,): V xV — R, (1.36)

funkcjonat liniowy f okreslony na przestrzeni V oraz problem znalezienia
u* € V takiego, ze
b(u*,v) = f(v) YoeV. (1.37)

Zakladamy eliptyczno$é formy dwuliniowej, to jest istnienie takiej dodatniej
stalej v niezaleznej od funkcji u € V, ze

b(u, u) > 7 [[ull, . (1.38)

gdzie ||-||,, oznacza norme w przestrzeni V. Jesli przez B oznaczymy macierz
zwiazang z forma dwuliniows b(-,-) oraz dana baza przestrzeni V', to pro-
blem (1.37) mozna zapisa¢ w rownowaznej postaci uktadu liniowych réwnan
algebraicznych:

Bu* = f, (1.39)

gdzie f jest wektorem odpowiadajacym funkcjonatowi f(-) prawej strony za-
gadnienia (1.37), za$ u* wektorem niewiadomych zwigzanych z punktami

6Macierz preconditionera zwana jest takze macierza $ciskajaca.
"Stosowane sa tez inne metody iteracyjne, ale najbardziej efektywne opieraja sie na
teorii podprzestrzeni Krylowa (patrz. [31, roz. 6, 7, 9]).
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dyskretyzacji. Macierz B jest, ze wzgledu na wtasno$ci formy dwulinio-
wej b(-,-), symetryczna i dodatnio okreslona. W zastosowaniach abstrakcyj-
nej teorii addytywnych metod Schwarza macierz ta jest duzego wymiaru —
tym wiekszego, im dokladniejsze rozwiazanie wyjsciowego zagadnienia (1.37)
chcemy uzyskaé¢. Co wiecej, wskaznik uwarunkowania macierzy B jest na ogot
takze duzy.

Dla uktadu réownan (1.39) bedziemy konstruowaé¢ macierz preconditionera
B4, sprowadzajac go do réwnowaznego uktadu liniowych rownan algebra-
icznych:

B.,Bu*=B_]f, (1.40)
gdzie macierz uktadu B ;dl B ma wskaznik uwarunkowania niezalezny od wy-
miaru zadania, ewentualnie zalezny od niego w sposéb polilogarytmiczny
(poréwnaj definicje metody optymalnej i prawie optymalnej z podrozdziatu
1.3). Etapy konstrukcji abstrakcyjnej teorii addytywnych metod Schwarza
prowadzace do uzyskania macierzy preconditionera sa nastepujace (porow-
naj [33, str. 35]):

I Dekompozycja przestrzeni V

Wprowadzenie rodziny przestrzeni V; dlat = 0,1,..., N oraz liniowych
operatoréw rozszerzenia (czasami zwanych operatorami interpolacji):
RI:V, — V. (1.41)

Zaktadamy, ze przestrzenie te tworza dekompozycje wyjsciowej prze-
strzeni:

N
V=R{Vo+ Y RV, (1.42)
=1

oraz ze maja znacznie mniejszy od niej wymiar. Podkreslmy, ze prze-
strzenie V; nie musza by¢ podprzestrzeniami przestrzeni V', a V' nie musi
by¢ ich suma prosta, czyli rozktad elementu przestrzeni V' na sktadniki
nalezace do przestrzeni RV nie jest jednoznaczny. Zwyczajowo indeks
zerowy jest zarezerwowany dla przestrzeni globalnej RIVjy, pozostate
przestrzenie R!V; natomiast okresla si¢ mianem przestrzeni lokalnych.
Czesto przestrzen globalna zwigzana jest z podzialem na podobszary
(tak zwana gruba siatka), za$ przestrzenie lokalne oparte sa na triangu-
lacjach na poszczegolnych podobszarach (drobna siatka). Oczywiscie,
jak zobaczymy w nastepnych podrozdziatach (patrz np. 2.1), nie kazda
dekompozycja musi zawieraé¢ przestrzeri globalna.

ITI Formy dwuliniowe
Zdefiniowanie symetrycznych i dodatnio okreslonych form dwulinio-
wych b;(+,-) przyblizajacych wyjsciows forme b(-,-) w przestrzeni V;.
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II1

IV

Oczywiscie w szczegblnosci mozna przyjac
bi(ui,vi) = b(RTUl,Rfﬂl) U;, U; € V;, (143)
gdzie R! sa operatorami rozszerzenia okreslonymi w (1.41).

Operatory quasi-rzutowe
Okredlenie operatoréow quasi-rzutowych

T,=RI'T;: V—RIV,cV, i=0,1,...,N, (1.44)
gdzie Ti: V—V, sa zdefiniowane jako
bi(i-u,vi) = b(u, RIv;) Vo, € V. (1.45)

Przy zatozeniu (1.43) operatory i sa zwyklymi rzutami na przestrzenie
V; 1 wowczas

b(Tiu, R} v;) = b(u, Rivi) Vv € Vi (1.46)
Rownanie operatorowe

W ogélnym przypadku operator Schwarza 1" mozna zdefiniowaé jako
wielomian P(Ty, Ty, ..., Ty) zmiennych T; i = 0,1,..., N taki, ze

P(0,0,...,0) =0,

czyli bez wyrazu zerowego. Klasa operatorow Schwarza jest oczywiscie
bardzo szeroka, ale w tej pracy zajmowac sie bedziemy addytywnym
operatorem Schwarza:

T:V—YV,

zdefiniowanym nastepujaco:
T=Ty+T+...+ Ty, (1.47)

gdzie operatory T; zdefiniowane zostaty w (1.44). Ze wzgledu na defini-
cje (1.45) operatorow T, oraz eliptycznosé formy dwuliniowej b(-, -) ad-
dytywny operator Schwarza T jest symetryczny i dodatnio pétokreslony
(patrz lemat 2.1 w [33]). Mozna go uzy¢ do sprowadzenia wyjsciowego
rownania (1.39) do rownania operatorowego:

Ti =g, (1.48)

gdzie ¢ = Tu*. Przy pewnych zalozeniach, opisanych przez abstrak-
cyjna teorie addytywnych metod Schwarza, operator T" jest odwracalny,
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co implikuje roéwnowaznosé rownan (1.39) i (1.48) oraz ré6wnosé roz-
wigzan w i u*. Prawa strone g powyzszego réwnania operatorowego
(1.48) mozna wyznaczy¢ mimo, iz rozwiagzanie u* nie jest dane expli-
cite. W tym celu nalezy obliczy¢ Tu* dlai=0,1,2,..., N korzystajac
z definicji (1.45) operatorow T;:

bi(Tis,v) = b(u", Rfv) = f(R]v), (1.49)

gdzie f(-) jest prawa strona wyjsciowego zagadnienia (1.37). W ten
sposéb wyznaczamy prawa strone rownania operatorowego (1.48). Roz-
wiazanie zas$ samego rownania sprowadza sie do szeregu dziatan na
operatorach T}, przy czym w procesie iteracyjnym znajomos¢ tych ope-
ratorow nie jest konieczna — wystarczy bowiem procedura obliczania
T;u dla danej funkcji u € V. W zwiazku z tym nalezy dazy¢ do takiego
zdefiniowania form dwuliniowych b;(-,-) oraz b;(-,-), aby dla i # j ob-
liczenia z nimi, a tym samym z operatorami 7; i T}, zwigzane mozna
byto wykonywaé niezaleznie od siebie. Poza zaletami wynikajacymi ze
zrownoleglenia obliczen, kazde takie podzadanie z operatorem T; po-
winno by¢ w dodatku oczywiscie tatwiejsze do rozwiazania niz zadanie
wyjsciowe z macierza B.

Macierze odpowiadajace operatorom Schwarza — zaréwno addytywnemu,
jak i operatorom nie przedstawionym w tej pracy (poréwnaj np. operatory
multiplikatywne czy hybrydowe w [33, str. 38]), sa preconditionerami dla
wyjsciowego uktadu z macierza B. Dla rozpatrywanego przez nas addytyw-
nego operatora Schwarza (1.47) odpowiadajaca mu macierz T' mozna opisaé

zaleznoS$cia:
N

T=B,;B. B, =) R{B'R; (1.50)
i=0

gdzie B i B; sa macierzami zwigzanymi z formami dwuliniowymi odpowied-
nio b(-,-) i b;(+,-). Z powyzszej zaleznosci wida¢ wyraznie, iz operacje mno-
zenia przez macierz T odpowiadajaca addytywnemu operatorowi Schwarza
T, mozna wyrazi¢ przy pomocy operacji rozszerzenia R, obciecia R; oraz
mnozenia przez macierz uktadu wyjsciowego B i rozwiazywania ukladow
rownan algebraicznych z lokalnymi macierzami B;.

Przejdzmy teraz do analizy addytywnego operatora Schwarza 7" i nowego
uktadu liniowych réwnan algebraicznych z macierza odpowiadajaca temu
operatorowi:

Tu=g (1.51)

z prawg strong okreslong jako:

-1
g = Bad
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Jest to uktad z macierza Bg,q jako preconditionerem, rownowazny — jesli ope-
rator T jest odwracalny — uktadowi (1.39). W dalszej czesci tego podrozdziatu
podamy twierdzenia dowodzace, ze operator T jest dodatnio okreslony oraz

oszacujemy jego wskaznik uwarunkowania®:

L )\maX(T)
cond(T) := () (1.52)
gdzie
b(Tu,u) . b(Tu,u)
T)= wn(T) = inf ————= 1.
Amax(T) 3161\13 b(u,u) ’ Amin(T) eV b(u, u) (1.53)

Oszacowanie wartosci wtasnych operatora T' abstrakcyjna teoria addytyw-
nych metod Schwarza sprowadza do sprawdzenia trzech zatozen:

(A1) stabilna dekompozycja:
istnieje stata Cy taka, ze dla kazdego uw € 'V istniejg u; € V;,

1=20,1,..., N takie, ze
N
u= Z:RlTuZ
i=0

oraz
N

Z bi(ug, u;) < Cab(u, u) (A1)

1=0

(A2) lokalna stabilno$¢:
istnieje stata w > 0 taka, zZe dla kazdego u; € V;, 1 =0,1,..., N

(A8) wzmocniona nieréwnos¢ Cauchy-Schwarza:
istnieje macierz B = {&j}ivj:l taka, ze dlai,j =1,2,...,N
0 S €ij S 1

oraz dla kazdego u; € Vi i uj € V

8Czyli w istocie pokazemy dopiero, ze Baq jest macierza preconditionera.
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Warto podkresli¢, ze state Cy, w oraz promien spektralny o(E) macierzy
FE nie powinny zaleze¢ od wymiaru przestrzeni V' oraz liczby podprzestrzeni
V;, na jakie zdekomponowana zostata wyjsciowa przestrzen V.

W pracy tej zajmowaé sie bedziemy addytywnymi metodami Schwarza,
to jest metodami opartymi na operatorze (1.47). Podstawowe twierdzenie tej
teorii opiera sie na nastepujacych dwoch lematach (patrz [33, lematy 2.5-2.6])

Lemat 1.2 Niech spetnione bedzie zatozenie stabilnej dekompozycji (Al).
Wowczas dla uw € V' i addytywnego operatora Schwarza T zachodzi

b(Tu,u) > Cy2b(u,u).
Wynika stgd odwracalnosé operatora T

Lemat 1.3 Niech spetnione bedg zatozenia (A2) i (A3). Wowczas dlauw € V
i addytywnego operatora Schwarza T zachodzi

b(Tu, u) < w (o(E) + 1) blu, u),
gdzie o(E) oznacza promien spektralny macierzy E.

Sktadajac oba powyzsze lematy dostajemy gérne oszacowanie wskaznika uwa-
runkowania operatora 7' (|33, tw. 2.7]), ktore sformutujemy w postaci twier-
dzenia:

Twierdzenie 1.1
Niech spetnione bedqg zatozenia (A1), (A2) i (A3). Wowczas dla wskaznika
wwarunkowania addytywnego operatora Schwarza T zachodzi:

cond(T) < Cgw (o(E) +1).
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Rozdzial 2

Jednopoziomowa metoda
Dirichleta-Neumanna w dwoch
wymiarach

W dwoch wymiarach, w przypadku obszaru i podobszaréow bedacych prosto-
katami, metoda Dirichleta-Neumanna opiera si¢ na podziale wyjsciowego ob-
szaru przypominajacym wizualnie szachownice. Jezeli zadanie rozwiazujemy
wykorzystujac proces iteracyjny, to przy takim podziale kazda iteracja spro-
wadza sie do niezaleznych obliczen na polach (obszarach) tego samego koloru:
biatych i czarnych. Oczywiscie w ogdélnym przypadku istnienie takiego po-
dzialu moze by¢ ograniczeniem. Problem ten omoéwiony jest w podsumowaniu
tego rozdziathu, ktory zawiera doktadny opis algorytmu Dirichleta-Neumanna
(D-N) dla wielu podobszaréow w dwoch wymiarach, jego pelna analize teo-
retyczng oraz posta¢ macierzowa i implementacje. Do konstrukeji i analizy
zbieznodci algorytmu D-N wykorzystano przedstawiona w podrozdziale 1.4
abstrakcyjna teorie addytywnych metod Schwarza.

2.1 Konstrukcja i analiza zbieznosci metody

Przypomnijmy postaé¢ zagadnienia eliptycznego drugiego rzedu z zerowym
warunkiem brzegowym typu Dirichleta, sformutowanego w podrozdziale 1.2:
dla danego obszaru (2 znalez¢ u* € Hj () takie, ze:

a(u*,v) =1(v) Vv € Hy (), (2.1)
gdzie

a(u,v) = /Q Z a;j(x)DiuD v dx (2.2)

1,j=1
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jest symetryczng forma dwuliniowa okreslona nad H(}(Q) x H}(Q), o ktorej
zaktadamy, ze jest H'(Q)-eliptyczna (poréwnaj definicje (1.4) eliptycznosci
z pierwszego rozdzialu), to jest ciggla oraz istnieje taka dodatnia stata ~y
niezalezna od funkcji u € H}(Q), ze

a(u,u) =y ||U||§11(Q) : (2.3)

Prawa strona (2.1) jest funkcjonatem:

l(v):/ﬂfvdx, (2.4)

za$ f € L*(Q). Zakladamy ponadto, ze funkcje a;; dla 4,7 = 1,2 sa ciagle,
oraz ze dla kazdego x € €2,

a1y (%) = azi(x). (2.5)

W dwoéch wymiarach rozwazane obszary () sa wielokatami. Mozna rozpa-
trywaé obszary, o ktorych brzegu zaktadamy tylko, iz jest lipschitzowsko
ciagly (zob. [1]), ale wymagaloby to wprowadzania triangulacji opartych na
krzywoliniowych elementach (patrz np. [9]). W pracy tej natomiast ograni-
czamy sie tylko i wylacznie do elementoéw prostoliniowych. Nie wptywa to
jednak w zaden sposob na idee przedstawionych algorytmoéw — uogodlnienie
na elementy krzywoliniowe wymaga tylko ich odpowiedniego przeformuto-
wania w celu dostosowania do notacji i oznaczen charakterystycznych dla
tego rodzaju triangulacji. Zauwazmy takze, iz dodanie do formy dwuliniowej
(2.2) wyrazu zerowego rzedu z dodatnim wspo6tezynnikiem nie bedzie miato
realnego wplywu na dziatanie przedstawionych w pracy algorytméw. Bedzie
natomiast wymagalo niewielkich zmian w ich analizie teoretycznej.
Zaktadamy, jak w podrozdziale 1.2, ze na obszarze () dang mamy rodzine
triangulacji 7"(Q) parametryzowang parametrem h. Zaktadamy dodatkowo,
iz mamy dany podzial obszaru na N roztacznych, wielokatnych podobszarow
(); spetniajacy warunki zawarte w definicji triangulacji konforemnej i regular-
nej (patrz rys. 1.1). Nie wymagamy przy tym zalozenia quasi-jednostajnosci
tej triangulacji (patrz [33, str. 88|), ale zakladamy, ze kazdy podobszar jest
sumg quasi-jednostajnych elementéw triangulacji 7"(€2), oraz ze wierzchotki
podobszaréw naleza do zbioru ztozonego z wierzchotkéow elementéw triangu-
lacji (tak zwane triangulacje zgodne). Podkreslmy, iz uogélnienie wynikow tej
pracy na przypadki innych konforemnych metod elementu skoriczonego opiera
sie na dosy¢ dobrze poznanych narzedziach matematycznych (poréwnaj |33,
str. 193]). Musimy sie jednak w takim wypadku liczy¢ z tym, ze state pojawia-
jace sie w uzyskanych oszacowaniach mogg zaleze¢ od zastosowanej metody
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MES. Zakladamy ponadto, iz mozna dokonaé¢ przyporzadkowania kazdemu
z podobszarow odpowiedniego typu albo Dirichleta, albo Neumanna. Przy-
porzadkowanie to musi jednak uwzglednia¢ wymaganie, aby zadne dwa pod-
obszary tego samego rodzaju nie mialty wspoélnych krawedzi (patrz rys. 2.1).
Dla dowolnego wielokata 2 taki podzial, spelniajacy wszystkie powyzsze za-

Rysunek 2.1: Przyktadowa triangulacja prostokatnego obszaru z uwzglednie-
niem podziatlu na podobszary typu Neumanna (czarne) i Dirichleta (biale).

tozenia, oczywiscie nie musi istnie¢. Mimo, iz metody Dirichleta-Neumanna
przedstawione w tym rozdziale sa przedstawione tylko dla tych zagadnien,
dla ktorych wszystkie powyzsze zalozenia sa spelnione, to w rzeczywistosci
z brakiem istnienia przyporzadkowania odpowiednich typow do podobszardw
mozna stosunkowo tatwo sobie poradzi¢. Na zakonczenie rozdziatu zajmiemy
sie szerzej tym problemem.

Zdefiniujmy, jak w (1.6), ciag skonczenie wymiarowych podprzestrzeni
Vi(Q) C H () funkeji kawaltkami liniowych i ciagtych na triangulacji 7"(2),
zerujacych sie na brzegu obszaru (). Dyskretyzacje zagadnienia rézniczkowego
(2.1) mozna przedstawi¢ (poréwnaj opis dyskretyzacji z rozdziatu pierwszego)
w nastepujacej postaci:

znalez¢ uj € V,(2) takie, ze:

a(uy,vp) =1l(vy) Vo, € Vi(Q). (2.6)

Wybor bazy, sktadajacej sie z funkcji nodalnych (patrz rys. 1.2), przestrzeni
Vi () umozliwia zapisanie tego zagadnienia dyskretnego w postaci ukladu
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liniowych réwnan algebraicznych, to jest znalezienia wektora u} takiego, ze:

Jesli przez n oznaczymy wymiar przestrzeni V,(Q2), bedacy réwny zarazem
liczbie wewnetrznych punktéw nodalnych, to

A= {Cl(%', @j)}zjﬂ ) fn= {1(900}?:1 : (2'8>

Wymiar macierzy A, réwny wymiarowi przestrzeni, jest zwiazany z wielkoscia
parametru triangulacji A — im mniejszy parametr, tym wiekszy wymiar macie-
rzy (patrz dodatek B w [33]|). W praktyce, aby uzyskaé¢ przyblizenie rozwia-
zania dostatecznie bliskie rozwiazaniu zagadnienia (2.6) dostajemy uktady
rownan (2.7) duzego wymiaru — czesto rzedu milionéw niewiadomych. Sa
one ponadto na ogot zle uwarunkowane (poréwnaj uwagi z porozdziatu 1.2).

Standardowym postepowaniem w wielu metodach dekompozycji obszaru
jest eliminacja niewiadomych z wnetrz podobszaréw. Okazuje sie bowiem,
iz mozna zagadnienie dyskretne (2.6) sprowadzi¢ do zadania okreslonego na

szkielecie N
I = (U aQ,-) \ 00 (2.9)
i=1

i w ten sposob znaczaco ograniczy¢ liczbe niewiadomych. Przypomnijmy, ze
przez N oznaczyliémy liczbe roztacznych podobszaréw na jakie podzielono
obszar (). Takie zadanie okaze sie w dodatku lepiej uwarunkowane niz zadanie
wyjsciowe. Do dokonania eliminacji niewiadomych potrzebnych bedzie kilka
definicji i oznaczen. Niech

a;(u,v) = ajg, (u,v) (2.10)

bedzie ograniczeniem wyjsciowej formy a(-, ), okreslonej w (2.2), do podob-
szaru ();. Zauwazmy, ze przy takich oznaczeniach mozemy dokonaé¢ nastepu-
jacego rozbicia formy dwuliniowej:

a(u,v) = Z a;(u,v). (2.11)

=1

Zdefiniujmy réwniez przestrzen funkcji

okreslonych na Q; jako obciecie wyjsciowej przestrzeni V;,(2) do tego podob-
szaru. Czes¢ szkieletu I' nalezaca do 0€); oznaczmy natomiast przez

44



Przez H;u;, oznaczaé bedziemy dyskretnie harmoniczne rozszerzenie funk-
cji na podobszar Q; w sensie formy a;(+,-) z u; dang na 9€;, to jest

a;(Hup, Hyup) = min a;(vp, vp), (2.14)
gdzie minimum jest brane po wszystkich funkcjach v, € V;,(€2;) takich, ze

(Uh)wm = (Hiuh)wﬂi .

7, definicji tej widaé, iz rozszerzenie dyskretnie harmoniczne jest rozszerze-
niem o najmniejszej energii mierzonej forma a;(-, ). Funkcje Hyup, € V,(£2;)
mozna w rownowazny sposob zdefiniowa¢ (zob. |33, roz. 4.4]) nastepujaco:

ai(Hiun,vn) = 0, v € Va($2), (2.15)
Hiup(x) = up(z), = € 08,

gdzie V},(€;) oznacza przestrzen funkcji nalezacych do V;(€2;) i zerujacych
sie na 09;. Przez H;Vj,(€;) oznaczmy przestrzen funkcji H,uy, zas funkcje
dyskretnie harmoniczne na podobszarach €2; symboliczne przez

Hun = {H; (unjon,) o, - (2.16)

Przestrzen tych funkcji oznaczaé¢ bedziemy przez HV,(€2). Niezwykle przy-
datna w analizie metod dekompozycji obszaru jest wtasno$é funkcji dys-
kretnie harmonicznych, polegajaca na réwnowaznosci norm na podobszarach
i sladow tych funkcji na brzegach podobszaréow, ktora sformutujemy w postaci
lematu (patrz lemat 4.10 w [33]):

Lemat 2.1 Niech u bedzie funkcjq dyskretnie harmoniczng, zas ur obcieciem
tej funkcji do szkieletu I'. Wowczas istniejq dodatnie state ¢ i+ C, niezalezne
od h 1 H takie, ze:
2 2 2
¢llurllzze,y < lullao,) < Cllurllgiee,
2 2 2
¢ |UF‘H1/2(F1~) < ‘u|H1(Qi) <C |UF|H1/2(Fi)'
Wprowadzmy P;u;, jako oznaczenie rzutu ortogonalnego w sensie formy

a;(+,-), to jest taka funkcje z przestrzeni V;(€Y;), ze

ai('PiU}“ Uh) = ai(uh, ’Uh) Vvh < ‘;h(Qz) (217)
Niech v
Pun = {P; (unpe,) },_, (2.18)
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bedzie symbolicznym oznaczeniem rzutu funkcji w, na wszystkie V;,(€;),
zas PV, () przestrzenig tych funkcji. Wprowadzmy takze, jak dla funk-
cji dyskretnie harmonicznych, oznaczenia P;uy 1 P;Vi(€;) — odpowiedniki
H;up, oraz H;V;,(82;). Zauwazmy, ze dla ¢ = 1,2,..., N oraz danych funkcji

up, € H;Vi(S) i v, € PiV3u(€), skoro v, nalezy do przestrzeni V;,(€;), to
z definicji (2.15) funkcji harmoniczne;

a; (up,vp) =0, (2.19)

co oznacza, ze przestrzenie H;V;,(€;) 1 P;V;(£2;) sa wzajemnie ortogonalne.
Poniewaz zachodzi to dla kazdego 1 < ¢ < N, to ortogonalne sg réwniez
HVL(Q) 1 PVi(2). W zwiazku z tym mozemy dokonaé¢ dekompozycji prze-
strzeni V},(2) na czes¢ harmoniczna i rzut do niej ortogonalny, to jest:

Vi(Q) = HVA(Q) @D PVA(Q). (2.20)

Przedstawmy zatem rozwiazanie wu; zagadnienia (2.6) oraz funkcje
vy, € V() w postaci:

uy = Huy + Puy, v, = Hup, + Puy,. (2.21)

Ze wzgledu na wspomniana wlasnos$é¢ ortogonalnosci przestrzeni HV; ()
i PV,(Q) mamy:

a(uy,vy) = a (Huy,, Hoy) + a (Puy, Puy,) . (2.22)
Operator P jest rzutem, wiec:
a(Puj,, Pu) = a (uy, P?vp) = a(uj, Puy) (2.23)
i zagadnienie (2.6) mozna przedstawi¢ w postaci:
a (Huy, Hop) = l(vy) — a (uy, Pop) , (2.24)

przy czym prawa strone tego réwnania mozna z definicji {(-) przeksztalcié
nastepujaco:

a (uy,vp) — a(uy,, Poy) = a(uy, Hop) = [(Hvp,). (2.25)
Zatem rozwiazaniem réwnania
a (Huy, Hup) = [(Huvy,) (2.26)

jest dyskretnie harmoniczna Huj czesé uj. Czes¢ Puj do niej ortogonalna
mozna wyliczy¢ z definicji (2.17) rozwiazujac szereg niezaleznych, lokalnych
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zagadnienn z formami dwuliniowymi a;(-,-) z zerowymi warunkami brzego-
wymi Dirichleta.

W ten sposob sprowadzilismy zagadnienie wyjsciowe (2.1) do rownowaznej
postaci, tak zwanej postaci Schura (poréwnaj z operatorem Steklova-Poincaré
w [30, rozdz. 1|):

znalez¢ u* € HV},(2) takie, ze:

s(u*,v) = g(v) Vv e HV, (), (2.27)

gdzie
s(u,v) = Z u,v) Zal ((won, ), Hi(vaa,)) (2.28)
g(v) = l(Hv). (2.29)

7, wyprowadzenia powyzej wynika, iz zagadnienie to ma jednoznaczne roz-
wiazanie, a forma s(-,-) zachowuje wtasnosdci a(-,-) takie jak symetrycznosé
i eliptycznosé.

Poniewaz, funkcje dyskretnie harmoniczne okreslone sa catkowicie po-
przez wartosci na szkielecie, to zadanie (2.27) ma znaczaco mniejszy wymiar
od zadania (2.6). Liczba niewiadomych bowiem zostala ograniczona z liczby
wszystkich punktéw nodalnych z wnetrza obszaru €2 tylko do punktéw nodal-
nych szkieletu. Co wiecej, zadanie w postaci Schura jest takze lepiej uwarun-
kowane od wyjsciowego zadania dyskretnego. Dokladniej (patrz [33, lemat
4.11] oraz [4]):

Lemat 2.2 Niech triangulacje T"(Q2) i TH(Q) bedg konforemne i quasi-
jednostajne @ niech ur bedzie funkcjq, ktorej wartosci okreslone sq tylko na
szkielecie I'. Wowczas istniejg dodatnie state c © C, niezalezne od h i H takie,

ze dla u € HV,(Q)

N C N
cH |’UHi2(ani) <s - HUHL2(aQ
h
=1 =1

C
HR
gdzie macierz S jest macierzq odpowiadajgcq dwuliniowej formie Schura

s(+y ).

Dla przypomnienia wyjsciowe zadanie miato wskaznik uwarunkowania rzedu
1/h?, co (dla h < H) stanowi znaczaca wieksza wielkosé od 1/HAh.

oraz

< <
Hh cond(S) <
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Zagadnienie Schura zostato sformulowane w (2.27) w formie rozniczko-
wej. Jak w poprzednich rozdziatach, przedstawimy je réwniez w formie ma-
cierzowej. Jest ona znacznie wygodniejsza z punktu widzenia implementacji
algorytmow, w przeciwienstwie do form rézniczkowych, ktore sa stosowane
raczej do analizy teoretycznej metod (poréwnaj podrozdzial 1.4). Po pogru-
powaniu niewiadomych na nalezace do szkieletu ur i do wnetrz podobszarow
uy mozemy zapisa¢ uklad liniowych rownan algebraicznych (2.7) z macierza

A jako:
A Apr Uy _ Jr
( Arr Arr ) ( ur ) B ( Jr ) ' (2:30)

Macierze A, Ary, Arr oraz Ajr, jako podmacierze macierzy A (patrz
rys. 1.4), sa rozrzedzone. Warto przyjrzeé¢ sie blizej macierzy Ary. Ma ona
bowiem strukture blokowa, przy czym kazdy z blokéw odpowiada niewiado-
mym z wnetrza jednego podobszaru. Z zatozenia (2.3) o eliptycznosci formy
dwuliniowej a(-,-) wynika (poréwnaj |20, str. 291]) dodatnios¢ wszystkich
wartosci wlasnych macierzy A, a stad nieosobliwosé podmacierzy Ajy oraz
kazdego jej bloku. W celu wyeliminowania niewiadomych z wnetrz podobsza-
row uklad rownan algebraicznych (2.30) mozna zapisa¢ (patrz 33, roz. 4.3|)
przy pomocy tak zwanego uzupetnienia Schura w nastepujacy, rownowazny

sposob:
Air A Uu ([ f
o) (i) -(a) e

S = AI‘I‘ - AI‘IAj_IlAII‘y
gr = fr — Ar1A;; fr.

gdzie

Mozna to traktowa¢ réwniez jako czysto algebraiczny wynik zastosowania
blokowej eliminacji Gaussa. W ten sposéb sprowadziliSmy rozwigzanie wyj-
$ciowego uktadu rownan (2.30) do rozwiazania dwoch uktadéw réwnan

(o) () - (o) 232

AIIU52) = fI, (233)

oraz

rzZy CZym uy — u(1)+u(2) Pierwsze z rownan sprowadza sie do rozwiazani
przy czy I=Uy I - prowa € gzanla

uktadu réwnan algebraicznych

S’U;I‘ =dJdr (234)
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z macierza S, zwana macierzq Schura, a nastepnie wyznaczenia pozostalej
L . . 1 . . , . L .
czesci sktadowej ug ) niewiadomych z wnetrz podobszaréw wy z zaleznosci

AII’U,gl) + AII‘U’F =0. (235)

Warunek (2.35) mozna przyjaé (poréwnaj [33, str. 96]) za definicje wektora u
odpowiadajacego funkcji dyskretnie harmonicznej u, réwnowazna definicjom
(2.14) i (2.15). Funkcje tak zdefiniowane sa oczywiscie catkowicie okreslone
przez wartosci na szkielecie ur. Rozbicie wyjsciowego uktadu (2.30) na dwa
uktady rownan (2.32) i (2.33) jest macierzowym odpowiednikiem dekompozy-
cji (2.20) przestrzeni V,(2) na czes¢ harmoniczng HV;(€2) — rownanie (2.32)
— i rzut do niej ortogonalny PV, (€2) — rownanie (2.33). Stad uktad réwnan
algebraicznych (2.34) stanowi posta¢ macierzows zagadnienia Schura (2.27).
W ten spos6b mozemy réwnowaznie rozpatrywac albo funkcje okreslone tylko
na szkielecie I' (zob. zagadnienie (2.34)), albo funkcje dyskretnie harmoniczne
(zob. zagadnienie (2.27)).

Macierz Schura S (2.31) zachowuje wlasnosci macierzy sztywnosci A,
takie jak symetrycznosé i dodatnia okre$lono$é. Nie jest ona co prawda,
w przeciwienistwie do macierzy wyjsciowego uktadu (2.7), macierza rozrze-
dzona, ale charakteryzuje si¢ lepszym od niej wskaznikiem uwarunkowania
(patrz lematy 1.1 i 2.2). W dodatku jej wymiar jest zmniejszony tylko do
liczby punktéw nodalnych na szkielecie I'. Zauwazmy takze, ze macierz S
oraz wektor gr prawej strony (2.34) mozna uzyska¢ w sposob rownolegly od-
powiednio z macierzy zwiazanych z podobszarami 2; (oznaczanych poprzez
dodanie numeru podobszaru ¢ w goérnym indeksie)

. . . N —1 .
5O = AR - AR 4G 23
oraz prawych stron
i i i) ()L p@
g = i) - AR A Y. (2.37)

w wyniku sumowania po poszczeg6lnych podobszarach:

N .
S=> RTSOR,,
= (2.38)
— RT (i)R'
ar 21 i 9r Lt
Przez R; oznaczyliSmy macierz odpowiadajaca operatorowi R; obciecia funk-
cji z przestrzeni

V(T) = MV (D) (2.39)
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do przestrzeni

Jest to macierz zero-jedynkowa, przy czym liczba niezerowych elementow jest
stosunkowo niewielka i réwna liczbie punktéw nodalnych czesci szkieletu I';.
W praktyce macierz ta, mimo swojej rozrzedzonej struktury, nie musi by¢
nawet przechowywana w pamieci komputera, gdyz wystarczy dziatanie na
niej interpretowac¢ jako prosty wybor okreslonych zmiennych wiekszego, to
jest wymiaru liczby punktéw nodalnych szkieletu, wektora. Podobnie wyzna-
czanie explicite macierzy S mimo, ze jest wykonalne w sposéb réwnolegty,
jako szereg niezaleznych operacji (patrz (2.36)) na N podobszarach, jest jed-
nak kosztowne z obliczeniowego punktu widzenia i wymaga duzych naktadow
pamieci, gdyz macierze te sa geste w odroznieniu od wyjsSciowej macierzy A.
W praktyce jednak w iteracyjnych metodach strukturalnych nie ma potrzeby
wyznaczania macierzy S. Zamiast tego stosowana jest procedura mnozenia
przez ppdmapierze S @) wykorzystujaca mnozenia przez rozrzedzone macie-
rze A%z, A?} i Agl)q oraz czynniki faktoryzacji macierzy Ag-zI) (poréwnaj
uwagi dotyczace wyznaczania rozwiazania (1.30) w podrozdziale 1.3). Warto
przypomnieé, iz rozwiagzanie uktadu rownan algebraicznych z macierza A(IiI),
czyli mnozenie wektora przez jej odwrotnosé, sprowadza sie w istocie do roz-
wigzania zagadnienia wyjsciowego (1.1) z warunkiem brzegowym Dirichleta
na podobszarze 2; (zob. tez podrozdzial 2.2). Efektywnym z numerycznego
punktu widzenia sposobem rozwigzywania uktadéw réwnan

AP ® = pl? (2.41)

z macierzami A?}, ktore sa symetryczne i dodatnio okreslone, jest rozktad
Cholesky’ego-Banachiewicza LLT tych macierzy:

AY = L& (L)T (2.42)

a nastepnie wykorzystanie czynnikow tego rozktadu do obliczen:
. I\ T .\ — ;
uld = (L(’) 1) LO 0. (2.43)

W procesie iteracyjnym, szczegélnie w przypadku duzej liczby podobszarow,
pojawia sie konieczno$é¢ rozwiazywania takich uktadéw rownan wielokrotnie,
wiec dobrym pomystem okazuje sie wykonanie rozktadu (2.42) jednokrotnie
i zapamietanie czynnikow faktoryzacji w celu uzycia ich w dalszych oblicze-
niach.

Majac obliczone rozwigzanie ur uktadu réwnan (2.34), czyli wartosci
w punktach nodalnych krawedzi i wierzchotkéw podobszaréw, problem wy-
znaczenia niewiadomych w odpowiednich punktach nodalnych nalezacych do
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wnetrz podobszarow, sprowadza sie do niezaleznych zagadnieni z warunkami
brzegowymi Dirichleta na poszczegbélnych podobszarach, ktére mozna roz-
wiaza¢ catkowicie réwnolegle:

ADu _ f0 _ 4D, 0 (2.44)

Warto zauwazy¢, iz uklad ten stanowi potaczenie rozwiazania uktadow row-
nan (2.33) 1 (2.35). Kluczowe natomiast pozostaje rozwiazanie samego uktadu
(2.34) z macierza S. Projektowanie algorytméw w klasie iteracyjnych metod
strukturalnych mozna zatem sprowadzi¢ do znalezienia efektywnego precon-
ditionera (poréwnaj podrozdziat 1.4) dla zagadnienia Schura i operowaé tylko
na przestrzeni V(I') okreslonej tylko na szkielecie (zob. (2.39)).
Wprowadzmy jeszcze kilka oznaczen utatwiajacych konstrukcje i analize
algorytmoéw podanych w tym rozdziale. Dla danego punktu nodalnego x
okreslmy zbiér indekséw podobszaréw, do ktorych on nalezy przez N,. Przez
N oznaczmy zbiér indeksoéw podobszaréw majacych wspolne punkty nodalne
z podobszarem €;, zas Np i Ny niech oznaczaja zbiory indeksow wszystkich
podobszaréw odpowiednio typu Dirichleta i Neumanna. Oczywiscie

N = |Np| + |Nw| (2.45)

gdzie |- | oznacza moc zbioru. Oznaczenie N rezerwujemy na zbior indeksow
wszystkich podobszaréw dekompozycji, zaréwno typu Dirichleta, jak i Neu-
manna.

Kolejna czes¢ oznaczen zwigzana jest w punktami nodalnymi. I tak
przez I'y, bedziemy oznaczaé zbiér punktéw nodalnych szkieletu. Analogicznie
zbiory wszystkich punktéw nodalnych z wnetrza obszaru €2, wnetrza podob-
szaru €);, lezacych na brzegu obszaru (2 i brzegu podobszaru 2; bedziemy
oznaczaé¢ odpowiednio przez Qy, ; 1, 0, 1 0€2; . Niech dodatkowo

ﬁh == Qh U th, ﬁi,h - Qi,h U 3Qi7h, Fi,h == Fh N aﬁi,h. (246)

KrawedZ podobszaru €); laczaca go z podobszarem §); bedziemy ozna-
cza¢ przez &;;. Zakladamy przy tym, ze krawedzie sg zbiorami otwartymi.
Zauwazmy, ze geometrycznie

Eij =& Vi,jeN. (2.47)
Dla kazdego podobszaru (2; okreslmy zbiory jego krawedzi &;:
& = {E: j € NI} (2.48)
oraz wierzcholtkow V;:
Vi={Ved&,;: jeN;}. (2.49)
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Przy tak przyjetych oznaczeniach spetniona jest zaleznosé:

Przejdzmy teraz do konstrukcji jednopoziomowej metody Dirichleta-
Neumanna z niewiadomymi w punktach krzyzowych podobszaréw Neumanna
dla zagadnienia (2.27). Przez metode jednopoziomowa rozumiemy metode,
w ktorej nie wykorzystuje sie przestrzeni okreslonej na grubej triangulacji
TH(Q) (poréwnaj uwagi o przestrzeni V, w podrozdziale 1.4). Wykorzy-
stamy tutaj abstrakcyjng teorie addytywnych metod Schwarza przedstawio-
nej w podrozdziale 1.4. Za punkt wyjscia przyjmiemy zagadnienie Schura
(2.27). Rozwazaé¢ zatem bedziemy forme dwuliniowa

s(): V() x V(I —R (2.51)
oraz prawg strone réwnania
g(): V(') — R. (2.52)

Kolejne zas etapy konstrukeji preconditionera dla tego zagadnienia sg naste-
pujace:
I Dekompozycja przestrzeni V(I'):

W konstruowanej metodzie nie dokonujemy dekompozycji przestrzeni
i w zwiazku z tym bedziemy operowaé tylko na jednej przestrzeni:

V(T) =W,
przy czym operator R jest identycznoscia.

IT Forma dwuliniowa:
Wprowadzamy forme dwuliniowg

b(,): V(I) x V(') - R
okreslona wzorem:
b(u,v) = Z si(u,v) Vu,ve V(D), (2.53)
ieENN

gdzie
si(u,v) = a; (Hi(woq,), Hi(vag,)) ,
a H;v oznacza rozszerzenie dyskretnie harmoniczne funkcji w sensie

formy a;(-,-) z v dana na brzegu 0€2; podobszaru €); (patrz definicja
(2.15)).
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II1

IV

Operator quasi-rzutowy:

T,: V(I') — V(D)

jest réwny operatorowi T i okreslony rownaniem

b(Tyu,v) = s(u,v), Vu,ve V(D). (2.54)

Rownanie operatorowe:
Znalez¢ u € V(I') takie, ze:

Tu =y, (2.55)
gdzie
g="Tu", (2.56)

a u* jest rozwigzaniem zagadnienia (2.27). W tym przypadku addy-
tywny operator Schwarza (1.47), sktada sie tylko z jednego sktadnika:

T:lefl

Opis abstrakcyjnej teorii z rozdzialu 1.4 zawiera sposob obliczania
prawej strony rownania operatorowego (2.55). Pokazemy, ze operator
T jest odwracalny. Bedzie to oznaczalo, ze rozwigzanie u jest jedno-
znaczne i rowne jedynemu rozwiazaniu u* zagadnienia (2.27). Dla kaz-
dego v € V(I') bowiem z (2.56) i (2.55) bedziemy wowczas mieli:

s(u*v)=s(T7'g,v) =s (T (Ta),v) = s(u,v), (2.57)

co dowodzi, ze u = u*.

Analize powyzej skonstruowanej metody Dirichleta-Neumanna w dwoch
wymiarach sprowadzimy do udowodnienia, ze spetnia ona zalozenia twier-
dzenia 1.1. Skorzystamy przy tym z szeregu lematow, ktore zebrane zostaly
w podrozdziale 2.5.

Zalozenie (A1) — stabilna dekompozycja. Dla danej funkcji u z prze-
strzeni V(I') definiujemy jej jedyny element dekompozycji u; jako rowny
wyjsciowej funkcji u. Musimy sprawdzic, ze

b(u,u) < Cgs(u,u),

czyli z definicji (2.53) formy dwuliniowej b(-, -):

Z si(ur,up) < Cls(u,u) = C? Z si(u,u). (2.58)

iENN ieN
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Z definicji elementu dekompozycji u; oraz formy dwuliniowej s(-, -) (zob.
(2.28)) mamy:

Z si(ug,up) = Z si(u,u) = s(u,u) — Z si(u,u) < s(u,u).  (2.59)
1ENN 1ENN i€END

Warunek (A1) jest zatem spetniony dla Cy = 1.
Zalozenie (A2) — lokalna stabilnosé¢. Dla u € V(I') mamy udowodnic¢:

s(u,u) < wb(u,u).

Z definicji (2.28) formy dwuliniowej s(-, -) oraz lematu 2.1 prawa strone tego
warunku mozna zapisa¢ w postaci:

2 2
s(u,u) < Cy (Z ‘U|H1/2(8Qi) + Z |u’H1/2(8Q¢)> ; (2.60)

ieND i€ENN
przy czym z definicji (2.53) formy dwuliniowej b(-, ) wystarczy oszacowaé
tylko wyrazy |u| /2(60) dla 7 bedacych indeksami podobszaréw typu Diri-
chleta. Kazdy wyraz tej postaci mozna rozbié¢ na:

2 2 2
Wl zo0n < Co (1100 + 110 = T4 12000, ) (2.61)

gdzie I jest liniowym interpolantem funkcji v opartym na wierzchotkach
podziatu obszaru €2 na podobszary. Z lematu 2.4 wynika oszacowanie:

2

2 2

|U|H1/2(6Qi) S 03 (1 + log %) Z ’u|H1/2(8Qj) . (262)
JEN;NN N

Sumujac po i € Np i uwzgledniajac ograniczong z gory liczbe sasiadujacych

z podobszarem (2; typu Dirichleta podobszaréow (2; typu Neumanna mamy:

2 2
Z Z IU|H1/2(an) S C4 Z |U’H1/2(8Qk) S C'5b(u,u) (263)
i€END jEN;NN N keEN N

Nieréwnosci (2.60), (2.62) oraz (2.63) prowadza do ostatecznego oszacowania
w warunku (A2) ze stala

2 2
Cy+Cs <1 + log %) <C (1 + log %) =w, (2.64)
gdzie C' nie zalezy od parametrow triangulacji h i H.

Zalozenie (A3) — wzmocniona nieréwnosé Cauchy-Schwarza. Ze
wzgledu na dekompozycje sktadajaca sie tylko z jednej przestrzeni promien
spektralny o( E) macierzy E z warunku (A3) jest roéwny jeden.

Udowodniliémy w ten sposéb
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Twierdzenie 2.1
Operator T okreslony w (2.54) jest odwracalny oraz

H\2
cond(T) < C (1 + log ﬁ) ,
gdzie C' jest statq niezalezng od h @ H.

Oszacowanie to jest prawie optymalne (w sensie definicji podanej w podroz-
dziale 1.3) z dokladnoscig do czynnika (1 + log %)2

2.2 Macierzowa postaé¢ metody

W poprzednim podrozdziale przedstawiliémy konstrukcje metody Dirichleta-
Neumanna z punktami krzyzowymi w dwoch wymiarach. W tym natomiast
wyprowadzimy macierzowa posta¢ preconditionera dla macierzy Schura S
oraz przedstawimy dokladny algorytm rozwiazywania zagadnienia dyskret-
nego (2.7) oparty na tej metodzie.

Przypomnijmy definicje (2.54) addytywnego operatora Schwarza T

b(Tu,v) = s(u,v) Vu,ve V(D).

Z definicji formy dwuliniowej b(-, -) (zob. (2.53)) dostajemy:

Z si(Tu,v) = s(u,v), (2.65)

ieENN

a W postaci macierzowej

> (Riw)" SO (R;Tu) = v"Su, (2.66)
ieENN

gdzie (porownaj (2.38)) R; jest macierza operatora
R;: V(I') — Vi(T).
Po przeksztalceniach dostajemy rownowazng postaé:
(Z R;?FS(i)Ri) (Tu) = Su. (2.67)
ieENN

Wynika stad, ze preconditioner Sx dany jest wzorem:

Snv= )Y RISYR, (2.68)
iENN
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Pozostaje to w zgodzie z przewidywaniami ogélnej teorii metod Schwarza
(zob. (1.50)) i sprowadza zagadnienie (2.7) do ukladu réownai z macierza

T =Sy'S. (2.69)

Zauwazmy, ze w przypadku takiego podziatu na podobszary, ze punkty krzy-

Rysunek 2.2: Przyktadowy podzial obszaru Q (tak zwany L-obszar) na pod-
obszary nie zawierajacy punktéw krzyzowych.

zowe nie wystepuja (zob. rys. 2.2), Sy jest macierza blokowo-diagonalna,
przy czym kazdy taki blok odpowiada jednemu podobszarowi. Wowczas jej
odwrotnos¢ mozna policzy¢ poprzez zrownoleglenie obliczen na podobszarach
typu Neumanna:

Sx'= > RISO'R; (2.70)

ieNN

Sytuacja jest znacznie trudniejsza w przypadku gdy podobszary typu Neu-
manna sa ze soba powiazane poprzez wierzchotki. Oczywiscie nie wyzna-
czamy wowczas macierzy odwrotnej explicite, tylko rozwiazujemy uktad row-
nan algebraicznych z macierza Sy i pewna prawa strona br:

Algorytm Dirichleta-Neumanna przedstawimy, dla czytelnosci opisu, na pod-
stawie metody iteracyjnej Richardsona (patrz na przyktad [33, str. 399)|)

u?Jrl =up — 7'.5’1(,1 (Su{f — gp) , (2.72)

gdzie 7 jest tak zwanym parametrem relaksacji. Jezeli przez Apax 1 Amin 0zZna-
czymy odpowiednio najmniejsza i najwicksza warto$¢ wtasna macierzy Sy,
to mozna udowodni¢ (poréwnaj |14, str. 63|), ze metoda Richardsona jest
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zbiezna wtedy i tylko wtedy, gdy 7 € (0, ﬁ), a zbieznosé ta jest najszyb-

sza dla
2

)\max + /\min .

W praktyce znacznie szybsza (patrz [31]) jest metoda gradientéw sprzezonych
(ang. Preconditioned Conjugate Gradient) i w eksperymentach numerycznych
(zob. podrozdzial 2.4) wtasnie ta metoda byta stosowana. Z postaci (2.72)
widaé¢, ze w kazdej iteracji musimy wykona¢ mnozenie przez macierz S oraz
rozwigzaé¢ uktad réwnan z macierza Sn. Jak juz bylo wspomniane w po-
przednich podrozdziatach (poréwnaj np. (2.34)) mnozenie przez macierz S
moze by¢ wykonane jako suma niezaleznych dziatan na podmacierzach S®.
Pozostaje zatem opisaé¢ jak radzi¢ sobie z rozwigzywaniem ukladu réwnan
(2.71). Mozna go przedstawi¢ przy pomocy macierzy A wyjsciowego uktadu
(2.7) ograniczonej tylko do elementéw zwiazanych z podobszarami typu Neu-
manna (oznaczanych indeksami N):

G ) () -(w) - em

Wykorzystujac blokowa eliminacje Gaussa mozemy sprowadzi¢ to zadanie do
zadania wymiaru liczby punktéw krzyzowych. Podzielmy w tym celu nie-
wiadome szkieletu na nalezace do krawedzi ug oraz zwiazane z punktami
krzyzowymi ue:

Topt =

ur = [ug, ue]’. (2.74)
Uktad (2.73) mozna wowczas zapisa¢ w rownowaznej postaci:
Ann Ane O unN 0
AE,'N Aévg Aévc Ug = bg s (275)
0 Al AL uc be
gdzie
br = [be, bel”. (2.76)

Zwroémy uwage, ze macierz

Q) @)
( ‘jNN jﬁf ) — diag Af(‘g‘f ANNg) (2.77)
EN EE AEN Agé Ny

ma strukture blokowo-diagonalna ze wzgledu na podobszary typu Neumanna.
W zwiazku z tym jest ona odwracalna i mozemy zastosowaé¢ blokowsa elimi-
nacje Gaussa otrzymujac:

Ann Ane O unN 0
Aen AN, AN, ue | = | be |. (2.78)
0 o S& Uc be
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gdzie:

SN.= 3" RISMRe, (2.79)
1ENN
A9 4D N1 o
y“:A@—@_Mﬂ NN “INE p 2.80
cc CC ) CE A(gz])v Alg\fé (3) A(Eg ’ ( )
be= Y RIbBY R, (2.81)
iENN
A9 49 N1 oo
b = b — o, AQ] | XY O {aﬁ~ (2.82)
A ab ) Lo

Przez Re, oznaczyliSmy macierz odpowiadajaca operatorowi Re, obciecia
wektora niewiadomych zwiazanych ze wszystkimi punktami krzyzowymi
do niewiadomych zwigzanych z punktami krzyzowymi podobszaru €2;. Za-
uwazmy przy tym, ze ze wzorow (2.82) oraz (2.80), zaré6wno prawa strone
Bc powyzszego rOwnania, jak i jego macierz Sg: mozna wyznaczy¢ rowno-
legle poprzez niezalezne operacje na podobszarach typu Neumanna. Kazdy
cigg takich operacji obejmuje mnozenia przez rozrzedzone macierze Agé,
A(ng- i Agc) oraz rozwigzanie uktadu réwnan z podmacierza macierzy (2.77),
ktory reprezentuje zagadnienie na podobszarze €2; z warunkiem brzegowym
Dirichleta w wierzchotkach podobszaru, a warunkiem brzegowym Neumanna
w pozostatych punktach nodalnych brzegu I';.
Zadanie (2.71) sprowadzili$my zatem do rozwiazania ukladu réwnan al-
gebraicznych B
Slluc = be. (2.83)

Wymiar macierzy Sé\f: jest zdecydowanie mniejszy niz macierzy S, bo réwny
doktadnie liczbie punktéw krzyzowych. W dodatku jest to macierz rozrze-
dzona. Z (2.79) i (2.80) wynika, Ze niezerowe elementy wystepuja tylko na
diagonali oraz dla par punktéw krzyzowych nalezacych do tego samego pod-
obszaru. Uktad (2.83) jest problemem globalnym i zapewnia w naturalny
spos6b wymiane informacji pomiedzy podobszarami. Dzieki temu metoda nie
zalezy od liczby podobszaréw (zob. tw. 2.1) i jest prawie optymalna (poréw-
naj definicje z podrozdziatu 1.3). Do rozwiazania (2.83) mozna uzy¢ metod
bezposrednich, na przyklad eliminacji Gaussa (patrz [31]). Istnieje rowniez
mozliwos¢ rozwiazywania uktadu iteracyjnie, ale wowczas proces iteracyjny
nalezy przerywa¢ dopiero po osiagnieciu rozwiazania z doktadnoscia na po-
ziomie precyzji arytmetyki zmiennoprzecinkowej, w jakiej wykonywane byty
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obliczenia. W przeciwnym razie istnieje duze prawdopodobienstwo, ze niedo-
ktadnosci przetoza sie bezposrednio na problemy z zachowaniem wtasnosci
harmonicznosci szukanego w procesie iteracyjnym rozwiazania. Powinnismy
zatem traktowac¢ rowniez ten sposéb rozwiazania jako metode bezposrednia.
Istnieja monografie, w ktorych rozwazane sa przyblizone obliczenia na pod-
obszarach (poréwnaj [33, str. 96]), ale w tej pracy ograniczymy sie tylko do
przypadku doktadnych lokalnych obliczen (ang. ezact solvers), gdyz ich ana-
liza i zrozumienie jest podstawa do wszelkich dalszych uogoélnieri. Przy opisie
metod zakltada¢ bedziemy zatem, ze obliczenia zwiazane z kazdym podob-
szarem jesteSmy w stanie wykona¢ z dowolnag precyzja.

Czas obliczen w kazdej iteracji mozna skroci¢ dokonujac operacji fak-
toryzacji macierzy zwiazanych z konkretnym podobszarem i zapamietaé jej
czynniki. W przypadku macierzy symetrycznych i dodatnio okreslonych sto-
sunkowo efektywny z numerycznego punktu widzenia sposob faktoryzacji, to
wykonanie rozkladu Cholesky’ego-Banachiewicza LLT macierzy (patrz [14,
str. 50]). Przyktadowo faktoryzacja podmacierzy macierzy (2.77)

AN ARe | _ (LM)" (2.84)
A0 AN G i (L) :
EN EE

moze zosta¢ wykorzystana w celu przedstawienia (2.80) oraz (2.82) w ko-
rzystniejszej z punktu widzenia obliczen postaci:

(]

XN = (L) |o. 4G,

Seet = AR - (xM)" XY, (2.85)
70 i - 0
b - (x| o |

Dla pelnego obrazu przedstawmy teraz kolejne kroki jednopoziomowego
algorytmu Dirichleta-Neumanna z punktami krzyzowymi:
PRECOMPUTING

1. dla kazdego i € N wykonaj faktoryzacje macierzy Ag-iI), oblicz prawa
strone zagadnienia Schura (2.34) oraz wyznacz lokalne macierze Schura:

(a) wykonaj rozktad Cholesky’ego-Banachiewicza:
Af} = LiL]

(b) odwr6é¢ macierz Lj:
L,=L1

(2
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() Xi=L;Af)
(@) g = 7 = XTLify)
() & = AW _ XTX,
2. dla kazdego i € Ny wykonaj faktoryzacje macierzy (2.84):
(a) wykonaj rozklad Cholesky’ego-Banachiewicza:

Ay Ave ) _ Ly (o
Aé'N Agé t t

(b) odwr6¢ macierz LYY:

LN = (LN~

(c) oblicz XN = ii" [0’ A(c?;}
(d) oblicz Sévc’i = Agg _ (XzN)T XN
3. oblicz macierz SZ i prawa strong gr:

(a) Sg&= 3 RESee

ieENN
(b) gr = 3 RTg®
ieEN

COMPUTING
W n-tej iteracji mamy dany wektor uf (za u mozna przyja¢ wektor zerowy):

1. oblicz prawa strone br = (Z RTSORun — gp) = [be, be]"
ieN

- . ~ 0
2. oblicz be = > RZZ (b(cz) — (XzN)TLiv [ (3) })
ieENN ¢ bS

3. rozwiaz metoda eliminacji Gaussa uktad réwnan algebraicznych:

N,_ n+l 7
Seeue' =be

4. dla kazdego i € Ny oblicz:

0 i i) (4),n+1
(a) b = b — ARue" ™
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1), i), T T~ 0
o [ ] (2B )

Aproksymacja rozwiazania w (n + 1)-szej iteracji jest rowna:

n+1 _

n+1 n+1
Ur

UL — Topt [“s ; Ue ]T

POSTCOMPUTING

Dane mamy rozwiazanie ur na szkielecie I'. Dla kazdego ¢ € N:

1. oblicz ~I(i) = I(i) — Agilzu{j)
2. oblicz u{? = LTL; f

Rozwiazanie jest rowne:
T
u = lur, ur| ,

przy czym w praktyce nie ma potrzeby zapamictywania niewiadomych wy
z wnetrz podobszaréw. Zawsze mozemy je wyznaczy¢ na podstawie danych
ze szkieletu ur (zob. POSTCOMPUTING, punkt 2).

Prawie wszystkie kroki algorytmu sprowadzaja sie do niezaleznych obli-
czen na podobszarach. Wyjatkiem jest rozwiazanie globalnego zadania w po-
staci ukladu réownai algebraicznych z rozrzedzona macierzg S2,. Wymiar
tego zadania jest jednak niewielki w poréwnaniu z wymiarem zadania wyj-
Sciowego (2.34). W przypadku niektorych podzialéw na podobszary punkty
krzyzowe nie wystepuja (patrz rys. 2.2) i wowczas wszystkie obliczenia mozna
wykona¢ catkowicie rownolegle. Obliczenia te nie réznia sie zasadniczo od ob-
liczenr dla dwoch podobszaréw przedstawionych w podrozdziale 1.3.

2.3 Modyfikacje metody Dirichleta-Neumanna

Bezposrednig konsekwencja podzialu wyjsciowego obszaru €2 w dwoch wy-
miarach na duza liczbe podobszaréw typu Neumanna i Dirichleta jest obec-
nos¢ punktow krzyzowych, wigzacych ze soba podobszary typu Neumanna
(zob. rys. 2.1). Formalnie przez punkty krzyzowe rozumiemy zbior

Ve={reV;\09:ieN}. (2.86)

Dla niektorych podzialéw na podobszary, na przyktad w przypadku dwoch
podobszaréow (rys. 1.5) czy L-obszaréw (rys. 2.2), punkty krzyzowe nie wy-
stepuja. Mozna wtedy przeprowadzi¢ obliczenia calkowicie niezaleznie na
poszczegdlnych podobszarach. W podrozdziale tym skonstruujemy metode
dla duzej liczby podobszaréw, w ktorej obliczenia na podobszarach, tak jak
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w przypadku podziatow bez punktow krzyzowych, wykonywane sg catko-
wicie niezaleznie od siebie. Zrezygnujemy tym samym z zatozenia ciggtosci
w wierzcholtkach podobszaréw (zob. rys. 2.3) i nie bedziemy musieli rozwiazy-
waé zadnego globalnego zadania. Niestety wiaze si¢ to z niespetlnieniem kry-
terium optymalnosci (zob. podrozdzial 1.3), a tym samym wolniejsza szyb-
koscig zbieznosci procesu iteracyjnego.

Rysunek 2.3: Poréwnanie ciagtej i nieciagtej metody Dirichleta-Neumanna.
Punkty krzyzowe oznaczone zostaty kotkami.

Stosujac abstrakcyjna teorie addytywnych metod Schwarza z podroz-
dziatu 1.4 opiszemy kolejne etapy konstrukeji preconditionera dla zagadnienia
Schura (2.27) (poréwnaj analize metody z podrozdziatu 2.1).

I Dekompozycja przestrzeni V(T'):
Dokonajmy dekompozycji przestrzeni

V(D) =Y RIVi(TY), (2.87)
iENN

gdzie jak poprzednio (zob. (2.39) i (2.40))
V([) = HVi()r

jest przestrzenia okreslona tylko na szkielecie, V;(I';) sa przestrzeniami
lokalnymi:
Vi(T) = V(D
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natomiast R! jest (poréwnaj (2.38)) operatorem rozszerzenia zerami
funkcji z przestrzeni V;(I';) na przestrzen V(I'). Zwroémy uwage, iz
w definicji (2.87) dekompozycji przestrzeni V(I') sumowanie odbywa
sie tylko po indeksach podobszaréw typu Neumanna. Do otrzymania
calej przestrzeni okreslonej na szkielecie to wystarczy, gdyz kazda kra-
wedz podobszaru typu Dirichleta lezy na brzegu obszaru €2 albo jest
jednoczesnie krawedzia podobszaru typu Neumanna i jako taka zostata
juz uwzgledniona przy sumowaniu. Aby pokazaé¢ formalnie, ze jest to
rzeczywiscie dekompozycja weZmiemy dowolng funkcje u z przestrzeni
V(T) i zdefiniujmy dla i € Ny elementy dekompozycji jako:

w = (Rl (i ) p, € ViTa), (2.88)
gdzie I" jest linjowym interpolantem okreglonym na wierzchotkach

drobnej triangulacji 7"(Q), za$ p; jest funkcja kawalkami liniowa i cia-
gty na 0€2; o wartosciach w punktach nodalnych x € I'; danych wzorem:

pi(z) = |No N NN (2.89)

Funkcje te stanowia tak zwana dekompozycje jedynki (poréwnaj funk-
cje liczace v; z [19]), to jest dla kazdego x € T' U 092

o) =1 (2.90)

iENNNNE

Woéwczas dla dowolnego punktu nodalnego x nalezacego do wnetrza
krawedzi £ podobszaru €); typu Neumanna

pi(x) =1
i z definicji u; mamy
(Z RfUi) (2) = wpr,(z) = u().
iENN

Dla punktu krzyzowego = natomiast, dla kazdego i € N, N Ny, czyli
indeksu podobszaru typu Neumanna, ktory go zawiera

_ u(x)
ui(w) = N O Ny

i stad @)
Z Rl u;(z) = Z Vo AN = u(x).

iENN iENzﬂ./\/N
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Funkcje dyskretnie harmoniczne (patrz (2.15)) sa zdefiniowane catko-
wicie przez wartosci na brzegu podobszaru. Dane wartosci na brzegach
podobszaréw typu Neumanna stanowig jednocze$nie wartosci na brze-
gach podobszaréw typu Dirichleta, wiec mozna je rozszerzy¢ dyskret-

nie harmonicznie na kazdy podobszar, bedacy elementem triangulacji
TH(Q).

Formy dwuliniowe:

Wprowadzmy najpierw, wzorujac sie na definicji z pracy [19], formy
dwuliniowe @;(+,-), bedace modyfikacja wyjsciowych form a;(-,-) dla
1=1,2,...,N:

~ 1

ai(“? U) = ai(“? U) + m (’LL, v)LQ(Qi) : (291)
Zdefiniujmy rowniez, analogicznie do definicji (2.14), dyskretnie har-
moniczne rozszerzenie H;u;, funkcji na podobszar §2; w sensie formy
a;(+, ) z up, dana na 0%, to jest

a; <7/’Ziuh,7:\{iuh> = min a;(vp, vp), (2.92)
gdzie minimum jest brane po wszystkich funkcjach vy, € V},(€);) takich,
ze R
(Uh)wm = (Hiuh>

Jestesmy teraz gotowi przedstawic¢ dla i € Ny formy dwuliniowe

10

bi(+,-): Vi(Iy) x Vi(Ty) — R.

Okreslone sg one dla kazdego u,v € V;(I';) wzorami

o~ ~

bi(u,v) = a;(H; (piu) , H; (iv)), (2.93)

gdzie p1; zdefiniowane zostaly w (2.89), za$ (-, -)2(q,) oznacza iloczyn
skalarny w przestrzeni L?(£2;) (zob. dodatek A). Podobnie definiowane
formy dwuliniowe mozna spotka¢ przy konstrukcji i analizie metod
Neumanna-Neumanna (patrz np. [32, str. 174] lub [33, rozdz. 6]). Doda-
nie sktadnika z iloczynem skalarnym pozwala na pozbycie sie osobliwo-
sci dla podobszaréw nie majacych czesci wspolnej z brzegiem obszaru
Q. W przeciwnym razie rozwiazaniem bylyby wszystkie funkcje stale:

bi(1,1) =0. (2.94)

Dla podobszaréw brzegowych sktadnik ten nie jest potrzebny.
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IV

Operatory quasi-rzutowe:
Zdefiniujmy dla 7 € Ny operatory T; = RiTﬁ, gdzie

T;: V(I') — Vi(Iy)
sg okreslone rownaniem:
bi(Tyu, v;) = s(u, RTv;), Vo € Vi(I). (2.95)

Roéwnanie to ma jednoznaczne rozwiazanie ze wzgledu na drugi sktad-
nik (2.93) zwiazany z iloczynem skalarnym przestrzeni L?(€);). Pro-
blemy z jednoznacznodcia czesto pojawiaja sie w przypadku metod do-
puszczajacych niecigglodci na szkielecie, w szczeg6lnosci metod typu
Neumanna-Neumanna oraz FETT (zob. rozdzial 6 w [33]).

Roéwnanie operatorowe:
Zdefiniujmy operator

T=>Y T (2.96)

iENN
oraz zagadnienie (patrz (2.55)-(2.56)) znalezienia u € V (I") takiego, ze:
Tu =g, (2.97)
gdzie
g="Tu,
a u* jest rozwiazaniem zagadnienia (2.27). Pokazemy, ze operator T jest

odwracalny, co bedzie implikowato (poréwnaj (2.57)) jednoznacznosé
rozwiazania u = u*.

Analize metody sprowadzimy jak poprzednio (patrz podrozdziat 2.1) do
sprawdzenia zalozen twierdzenia 1.1.

Zalozenie (A1) — stabilna dekompozycja. Wprowadzmy najpierw,
jak w (2.88), elementy dekompozycji funkcji u € V(I)

u = (HI" (:“i_lRiu))m Vie Ny. (2.98)

W pierwszym etapie konstrukcji dowiedzione zostalo, iz jest to rzeczywiscie
dekompozycja, pozostaje teraz tylko sprawdzi¢, ze

Z bi(ug, u;) < C2s(u,u). (2.99)
ieENN
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Z definicji (2.93) form dwuliniowych b;(-,-) oraz faktu, iz rozszerzenie dys-
kretnie harmoniczne H; jest rozszerzeniem o najmniejszej energii mierzone;j
forma a;(-,-) dla i € My mamy

A~ ~

bi<ui7 Uz) =a; (Hi (Mzuz)  H; (,U"Lu2>) < ai(Hi (Mzuz) , Hi (/Lzuz)) (2-100)

i z definicji elementow dekompozycji u; oraz definicji (2.91) form dwulinio-
wych @;(+,-) dostajemy

. 1 2
Z bi(ui,u;) < Z ai(Hiu, Hu) = Z si(u, u) + 72 Z [ Hiull 720,
icENN iENN iENN iENN
1
< s(u,u) + I7e] HHUHi?(Q) - (2.101)
Z nierownosci Friedrichsa (lemat A.3) drugi sktadnik powyzszego wyraze-

nia mozna oszacowaé przez seminorme |-|z. (> @ calos¢ (przy zalozeniu, ze
H <1) przez

C
mS(U,U), (2102)
co daje ostatecznie wartos¢ stalej z warunku (A2):
C
C = 7 (2.103)

Zauwazmy takze, ze dla matej liczby podobszaréow, to jest wtedy, gdy kazdy
podobszar typu Neumanna przecina sie niepusto z brzegiem obszaru 2, formy
dwuliniowe b;(-,-) moga by¢ zdefiniowane bez wyrazu H (-, )12(q) 1 otrzy-
mamy w tym przypadku lepsze oszacowanie:

C2=C. (2.104)

Zalozenie (A2) — lokalna stabilnos¢. Warunek (A2) dla kazdej z prze-
strzeni V;(T';), gdzie i jest indeksem podobszaru typu Neumanna, przyjmuje
postac:

s(RTu;, R us) < wby(uy, ug) Vu; € Vi(T). (2.105)

Funkcja u; daje niezerowy wktad tylko na:
e czesci brzegu I'; podobszaru €,

e czedci brzegu I'; podobszarow €2; typu Dirichleta sasiadujacych z pod-
obszarem €); poprzez krawedzie &;; i wierzchotki V € V; N'V; tych kra-
wedzi,
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e czesci brzegu I'; podobszaréow €2; typu Neumanna majacych jeden
wspolny wierzcholek z podobszarem §2;.

Lewa strone (2.105) mozna zatem (zob. lemat 2.1) przedstawi¢ w postaci:

2 T 2 T 2
lwilinzoay Y 1B W, + D IR Uil 17209,y (2:106)
jGNDﬂM jGNNﬁNi

a nalezy oszacowac, z definicji (2.93) formy bi(+,), przez

|Ih (uiui)ﬁ_]lm(aﬂ H2 HH [h /Lzuz HLQ(Q ) (2107>

Skorzystamy przy tym z funkcji ¢ i 6y, zerujacych sie we wszystkich punktach
nodalnych poza tymi nalezacych do odpowiednio krawedzi £ lub réwnych
wierzchotkowi V, w ktorych przyjmuja wartos¢ jeden (zob. podrozdzial. 2.5).
Pamietajac o przyjetych oznaczeniach:

Hiegu = Hz (Ih (qu)) 5 Hzﬁyu = HZ (]h (Hvu)) s (2108)
zacznijmy szacowanie (2.106) od pierwszego sktadnika tego wyrazenia:
|uZ’H1/2 %) (Z Hi 98“@‘111/2(69 + Z Hi evul‘Hlﬂ (09 ) . (2.109)
gee€ Ve,

Z definicji (2.89) operatora p; dla kazdego punktu nodalnego x nalezacego
do czesci szkieletu T

pi(z) <1,

wiec (2.109) mozemy oszacowaé z gory z dokladnoscia do statej przez:
2 2
D [P (I (i) [ 2oy + D (Mo (1" (i) 2oy (2110)
Ee&i vev;
co z lematow 2.5 1 2.6 szacujemy przez

H 2
Cs (1+log ﬁ) > (Mul-)H;/Q(mi) (2.111)

EEE;

+ Cg <1 +10g ) Z HI i Uy HH1/2(8§2

vey;

i dalej, ze wzgledu na ograniczong z gory liczbe krawedzi i wierzchotkow
podobszaru 2;, przez

H 2
O (1+10g ) 17" (i) 3200 - (2.112)

67



Przejdzmy do szacowania drugiego sktadnika wyrazenia (2.106). Podobszar
(2; typu Dirichleta sasiaduje z podobszarem (2; typu Neumanna poprzez kra-
wedz &;; oraz jej wierzcholki V € 0&;;. Stad

R[50,y < Cs ([ My,

\Hl/z,(mj) (2.113)

2
+ g |Hj0Vui|H1/2(8Qj)
vev;ny;

i analogicznie jak przy szacowaniu (2.109)-(2.111) pierwszego sktadnika do-
stajemy oszacowanie jak w (2.112):

H 2
Z ‘R?uiﬁ'{lﬂ(ag ) — C (1 + log > th ,uzuz Hi]l/Q(@Qi) . (2114)
JENDNN;

Dwa sgsiadujgce podobszary €2; i €2, typu Neumanna maja wspolny tylko

wierzcholek V. Ostatni sktadnik ’RTuZ
]GNNON

mozemy zatem oszacowaé nastepujaco (poréwnaj szacowania powyzej):

‘Hl/z(agj) wyrazenia (2.106)

H
Z H,; 9yul|H1/2(dQ < Cx (1 + log ) HI [t HH1/2 69) (2.115)
JENNNN;

Z (2.112), (2.114) i (2.115) dostajemy szacowanie rownania (2.106):

Z ’RTuz

JEN

H
HY/2(00;) = < Gy (l—i—log ) ||I Mzui)”i{l/g(mi). (2.116)

Z twierdzenia A.1 o §ladzie, definicji (A.9) normy ||-||§{1(Qi) oraz twierdzenia
o rozszerzaniu A.2 mamy:

—~ 2 —~
H; (piu; Hi (psug
(uu)H( o) H2 (pits) .

2

H[h (Miui)Hip/z(aQi) < Cy

Skladajac (2.116) i (2.117) uzyskujemy ostatecznie w z warunku (A2):

7\ 2
w:C(l—i-log%) . (2.118)

Zalozenie (A3) — wzmocniona nieré6wnosé¢ Cauchy-Schwarza. Pro-
mieni spektralny macierzy E = {¢;;}i jen, z warunku (A3), to jest

S(Ui,uj') S &?ij\/s(ui,ui)s(uj,uj), (2119)
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dla kazdych u; € Vi(I;) i u; € V;(I'j) jest rowny jeden plus maksymalna
liczba sasiadujacych ze soba podobszarow. Jest to zatem stata wynikajaca
ze specyfiki grubej triangulacji 7 (2) i podziatu na podobszary typu Neu-
manna i Dirichleta.

Udowodnilismy w ten sposob (poréwnaj tw. 2.1)

Twierdzenie 2.2

Operator T'= > T; okreslony w (2.96) jest odwracalny oraz
ieENN

2
cond(T) < CH™? (1 + log %) :

gdzie C' jest stalq niezalezng od h © H.

W poréwnaniu z metoda skonstruowana w podrozdziale 2.1 wskaznik uwa-
runkowania tej metody rézni sie czynnikiem H =2, czyli zaleznoscig od liczby
podobszaréw. Jest to cena jaka musimy zaptaci¢, za usuniecie powigzan mie-
dzy podobszarami typu Neumanna. Wymiana informacji pomiedzy podob-
szarami w przypadku pierwszej metody nastepowata w wyniku rozwiazania
globalnego uktadu réwnan wymiaru rownego liczbie punktéow krzyzowych,
natomiast w drugim przypadku w kazdym kroku iteracji nastepuje wymiana
tylko pomiedzy sasiadujacymi ze soba podobszarami. Zatem przestanie infor-
macji pomiedzy dwoma odleglymi podobszarami wymaga wykonania liczby
iteracji poréwnywalnej (z doktadnoscia do czynnika logarytmicznego) z liczba
podobszarow. Przewaga tej modyfikacji metody typu Dirichleta-Neumanna
przejawia sie natomiast w przypadku rownoleglego rozwiazywania zadania,
gdy procesory nie maja wspotdzielonej pamieci, a potaczenie miedzy nimi
ma niska przepustowos¢. Przyktadem moze by¢ sie¢ komputeréw potaczonych
przez globalna sie¢ internetows. Ze wzgledu na stabe tacza pozadane jest zmi-
nimalizowanie ilosci przesytanych pomiedzy procesorami danych. W zapre-
zentowanej w tym podrozdziale metodzie obliczenia na podobszarach moga
by¢ wykonywane catkowicie niezaleznie. Na koncu kazdej iteracji wystarczy
tylko policzy¢ srednig arytmetyczng z wartosci w kazdym punkcie krzyzowym
uzyskanych w wyniku obliczen na podobszarach typu Neumanna, do ktorych
dany punkt krzyzowy nalezy. W ten sposob uzyskamy rozwiazanie ciaggle na
szkielecie I'. Podkreslmy raz jeszcze, ze dla malej, np. cztery prostokatne
podobszary, liczby podobszaréw zalezno$é od liczby podobszaréw nie wyste-
puje i wskaznik uwarunkowania obu metod jest (z dokladnoscia do statej)
taki sam. W dwoch wymiarach przy podziale obszaru 2 nawet na dziewieé
prostokatnych podobszaréw mozna tak przyporzadkowaé typy podobszarom
(patrz rys. 2.4), aby nie otrzymaé¢ czynnika H 2.
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Rysunek 2.4: Podziat obszaru w dwoéch wymiarach na dziewie¢ podobsza-
row typu Neumanna i Dirichleta. Pogrubione zostalty krawedzie podobszardw
typu Neumanna lezace na brzegu obszaru.

Przedstawione do tej pory metody Dirichleta-Neumanna w dwoch wy-
miarach byty metodami jednopoziomowymi — nie wykorzystywaliSmy w nich
przestrzeni okreslonej na podziale obszaru na podobszary, oznaczanej zwy-
czajowo przez Vy (patrz podrozdziat. 1.4). Istnieje jednak alternatywne do
prezentowanych wczesniej podejécie umozliwiajace usuniecie powiazan mie-
dzy podobszarami typu Neumanna, kosztem rozwiazywania wiekszej liczby
zadan lokalnych oraz jednego, znacznie tatwiejszego do rozwiazania, zadania
globalnego. Polega ono na modyfikacji metody Dirichleta-Neumanna poprzez
wyodrebnienie dodatkowej przestrzeni zwigzanej z punktami krzyzowymi:

V(I) = WD) + Y Vi(T), (2.120)
iENN
gdzie lokalne przestrzenie V;(I') definiujemy nastepujaco:
Vi) ={ueV({@):uv)=0dlave (Ty\Tin) UVi}. (2.121)

Takie przedstawienie przestrzeni lokalnych oznacza, ze obliczenia na nich
moga by¢ wykonywane réownolegle, gdyz nie sg one ze soba w zaden sposéb
powiazane. Ciezar obliczenn zwiazanych z punktami krzyzowymi zostatl prze-
niesiony na gruba przestrzen Vy(I'). Przestrzeni ta mozna definiowaé¢ na ro6zne
sposoby. Znanym (zob. [32, str. 169]) podejsciem jest przyjecie:

Vo(T) = I17V(T), (2.122)

gdzie I jest liniowym interpolantem opartym na podziale obszaru 2 na
trojkaty. Wprowadzmy formy dwuliniowe:

bo(+,-): Vo(T') x p(I') = R
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okreslong jako

bo(u,v) = Z si(u,v) Vu,v e Vy(I) (2.123)
ieN
oraz
bi(-,+): Vi(T) x Vy(I') = R
dla i € Ny zdefiniowane nastepujaco:
bi(u,v) = s;(u,v) Vu,v e Vi(I). (2.124)
Zdefiniujmy tez operatory
T V(T) — VA(T)
dla i € Ny U {0} zaleznosciami dla u € V/(T'):
bi(Tyu,v) = s(u,v) Vo e V(). (2.125)

Z lematu 2.4 wynika (zob. tez paragraf 5.3.2 w [3|), ze wskaznik uwarunko-
wania operatora
T=Ty+ > T (2.126)
iENN

ro$nie jak O ((1 + log %)2> Niestety ta metoda ma pewne ograniczenia,

a mianowicie interpolant 17 jest dobrze zdefiniowany tylko na podobszarach
okreslonego ksztaltu, to jest trojkatow. Mozna co prawda wprowadzi¢ inter-
polant dwuliniowy okreslony dla podobszaréow bedacych prostokatami, ale
aby uniezaleznié¢ sie catkowicie od ksztaltu wielokatnych podobszaréw nalezy
zdefiniowaé¢ gruba przestrzen w nieco inny sposob, na przyktad

Vo(I) = HIFV(T), (2.127)

gdzie IZ jest operatorem okreslonym dla u € V(I') i punktéw krzyzowych z
nastepujaco
(I8 u) (z) = u(z). (2.128)

W pozostatych punktach nodalnych krawedzi operator ten jest kawatkami li-
niowy. Obliczenia zwigzane z tak zdefiniowana gruba przestrzenia wymagaja
operacji na jej funkcjach bazowych, a takze ich konwersji na punkty no-
dalne drobnej triangulacji. Przyktadowymi funkcjami bazowymi przestrzeni
Vo moga by¢ funkcje nodalne (zob. rys. 1.2) okreslone na grubej triangulacji
TH. Ich wyznaczenie moze byé¢ wykonane jednorazowo przed rozpoczeciem
procesu iteracyjnego (tzw. precomputing).
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Dwupoziomowe metody dekompozycji obszaru zostaty juz dosé¢ dobrze
zbadane i opisane (zob. [33], [32]). Zainteresowanie metodami jednopoziomo-
wymi nie bylo takie duze, gdyz uwazano je za mniej efektywne ze wzgledu
na czesto towarzyszaca im zaleznoscia od liczby podobszaréw. W pracy tej
skupiamy sie jednak na tych wtasnie metodach, sygnalizujac tylko mozli-
wos¢ wprowadzenia dodatkowego poziomu obliczen. Pokazalismy (zob. tw.
2.1) bowiem, iz jednopoziomowe metody moga charakteryzowaé sie poroéwny-
walng z metodami dwupoziomowymi wielkoscig wskaznika uwarunkowania.
W ostatnich latach powrécono do badan nad metodami jednopoziomowymi
w zwiazku z nowymi klasami metod dekompozycji obszaru okreslanymi jako
FETI-DP (ang. Dual-Primal Finite Element Tearing and Interconnecting).
Sa one bardziej efektywna wersja metod FETT, ktore po raz pierwszy zostaty
opisane w [21], a podstawowe informacje o nich zebrane zostaly w rozdziale 6
monografii [33]. Sa tam przedstawione dwa rodzaje metod: jednopoziomowe
FETI oraz FETI-DP (ang. Dual-Primal FETI). Pomyst, na ktorym opieraja
sic metody FETI polega na dopuszczeniu nieciagtosci na szkielecie w kolej-
nych iteracjach. Zbieznosé do ciagtego rozwigzania nastepuje wraz ze zbiezno-
Scig procesu iteracyjnego. Podobna koncepcja zostata wykorzystana w przed-
stawionej w tym podrozdziale modyfikacji metody Dirichleta-Neumanna.
Szczegblnie duzy naktad pracy zostal wlozony w metody FETI-DP, z ktorymi
to jednopoziomowa metoda Dirichleta-Neumanna okazuje sie mie¢ bardzo $ci-
sty zwiazek (zob. [24], [23]). Istotne jest w nich odpowiednie zrownowazenie
pomiedzy jak najmniejsza liczba wiezéw cigglosci na szkielecie a szybkosciag
zbieznosci procesu iteracyjnego z zachowaniem niezaleznosci od liczby pod-
obszaréow. Wiezy te moga by¢ okreslone nie tylko poprzez réwnosé wartosci
w punktach nodalnych, lecz réwniez na przyktad jako rownosé wartosci sred-
nich catkowych na krawedziach.

Rysunek 2.5: Przyktadowy podzial obszaru w dwoéch wymiarach na podob-
szary spelniajacy warunki z podrozdziatu 2.1, dla ktérego nie istnieje przy-
porzadkowanie typu Neumanna i Dirichleta.

72



Konstrukcja metod Dirichleta-Neumanna opiera sie na podziale wyjscio-
wego obszaru na podobszary i istnieniu takiego przyporzadkowania im typu
Neumanna badz Dirichleta, aby zadne dwa podobszary tego samego typu
nie mialy wspolnej krawedzi (poréwnaj podrozdzial. 2.1). Oczywiscie nie dla
wszystkich podzialow takie przyporzadkowanie istnieje, zobacz na przykiad
rys. 2.5. W takim przypadku mamy przynajmniej dwie mozliwosci. Po pierw-
sze mozemy dokona¢ dalszego podziatu (patrz rys. 2.6a) niektorych podobsza-
row. W ten sposob jednak mozemy doprowadzi¢ do tego, ze warunki regular-
nosci lub quasi-jednostajnosci (zob. podrozdzial 1.2) triangulacji 7 (Q) nie
beda juz spetnione. Poza tym czesto mamy do czynienia z zadaniami, w kto-
rych podzial na podobszary zadany jest odgérnie. Pozostaje wiec wprowadze-
nie podobszaréw mieszanego typu (patrz rys. 2.6b), ktore z punktu widzenia
sgsiadow typu Neumanna reprezentuja typ Dirichleta, a sa typu Neumanna
dla sasiadujacych z nim podobszaréw typu Dirichleta. Zwr6émy uwage, ze

(a) dalszy podziat (b) podobszar typu Neumanna-Dirichleta

Rysunek 2.6: Rozwigzanie problemu braku przyporzadkowania podobszarom
odpowiedniego typu (Neumanna lub Dirichleta).

opisywane metody ograniczaly sie do konstrukeji preconditioneréw dla zagad-
nienia Schura (2.27). Niewiadome okreslone zatem byty tylko na szkielecie
I'. Typ Dirichleta badZz Neumanna w rzeczywistosci zatem przypisany byt do
krawedzi podobszaréw, a nie samych podobszaréw. Wprowadzenie podob-
szaru mieszanego typu Neumanna-Dirichleta oznacza zatem przypisanie jego
krawedziom odpowiednich typéw. Konstrukeja preconditionera dla dekompo-
zycji z mieszanymi elementami Neumanna-Dirichleta rézni sie od konstrukeji
wyjsciowej metody z podrozdziatu 2.1 definicja formy dwuliniowej (2.53).
Do jej przedstawienia potrzebnych nam bedzie kilka pomocniczych definicji.
Przede wszystkim obok Ny, Np wprowadZmy oznaczenie Ny na zbior indek-
sow podobszaréw typu mieszanego. Kazdemu podobszarowi €; dla i € Ny,
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przypiszmy czesé jego brzegu
M c oQ;, (2.129)

do ktorego zaliczymy krawedzie wraz z ich wierzchotkami, ktérym przypi-

sany zostal typ Neumanna. Zdefiniujmy réwniez, w analogii do 6¢ i 6y, (zob.

M

podrozdzial 2.5), kawatkami liniowa i ciagla na szkielecie funkcje 6, ktora

znika we wszystkich punktach nodalnych I';, poza tymi, ktore naleza do I'M.

M v

Vi Vi

(a) (b)

Rysunek 2.7: Sposoby ustalania wierzchotka v; podobszaru €2; typu miesza-
nego, gdy (a) wszystkie wierzchotki naleza do I'M, (b) istnieja wierzchotki,
ktore nie naleza do I'M.

Zdefiniowanie formy dwuliniowe]
b(,): V() x V(') - R

dla jednopoziomowej metody z mieszanymi elementami Neumanna-Dirichleta
wymaga ustalenia dla kazdego podobszaru €2; typu mieszanego jednego
7 wierzchotkow v;. Jedli do I'M naleza wszystkie wierzcholki (patrz rys. 2.7a),
to wybieramy dowolny z nich, w przeciwnym razie (rys. 2.7b) wybieramy je-
den z wierzcholkéw nie nalezacy do I'M. Dla uproszczenia zapisu bedziemy
uzywac oznaczenia u,, w miejsce u(v;). Przy tak wybranych punktach v; dla
i € Ny forme dwuliniowa definiujemy nastepujaco:
b(u,v) = Z si(u,v) (2.130)
1NN
+ Z si (1"0M (u— ), I"0M (v —v,,))
1€ENM

dla wszystkich u,v € V(I'). Zwro¢my uwage, ze w przeciwienstwie do formy
(2.53), w tym wypadku sumowanie przebiega nie tylko po podobszarach typu
Neumanna, lecz rowniez po podobszarach typu mieszanego.
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Analize metody Dirichleta-Neumanna z forma dwuliniowa okreslong
w (2.130) oprzemy, jak poprzednio (zob. podrozdzial 2.1), na sprawdzeniu
zatozen twierdzenia 1.1. Dla uproszczenia zapisu, tak jak w podrozdziale 2.1,
ograniczymy sie tylko do podobszaréw bedacych trojkatami. Skorzystamy
przy tym z lematéw z podrozdziatu 2.5 oraz dodatku A.

Zalozenie (A1) — stabilna dekompozycja. Poniewaz nie dokonywali-
$my dekompozycji przestrzeni, wiec wystarczy z definicji (2.130) formy dwu-
liniowej b(+, -) sprawdzié¢, ze

Z S; (IhQZM (u —uy,), I"OM (u — uyl)) < C2s(u,u),
€Ny

dla danej funkcji u z przestrzeni V(TI'). Dla kazdego ¢ € Ny mamy

2
‘IhGlM (u— u,,i)‘Hl/Q(aQi) (2.131)
SO D Hibe (u—w)linpe) + Y Hiby (u— 1w, |
gcrM vcrM
co z lematow 2.5 1 2.6 mozna oszacowaé przez
H\?2

. . . . . . . . 2 .
Z nieréwnosci Friedrichsa A.3 w miejsce normy ||| /200, UzZyskujemy se-
minorme:

2 2
HY/2(90) < |u’H1/2(BQ¢)' (2.133)

Warunek (A1) jest zatem spelniony dla

Hu — Uy,

H 2
C2=C (1 + log %> : (2.134)

Zauwazmy, iz jest to stabsze oszacowanie niz w przypadku metody bez pod-
obszaréw typu mieszanego z podrozdziatu 2.1, gdzie uzyskaliémy tylko stalta,
bez zaleznosci polilogarytmicznej od H/h.

Zalozenie (A2) — lokalna stabilnosé. Nalezy sprawdzi¢, dla jakiego
w, dla kazdego u € V(') spelniona jest nieréwnosé:

Z si(u,u) + Z si(u,u) + Z si(u,u) < wb(u,u). (2.135)
1ENN iEND €N

Z definicji (2.130) formy dwuliniowej b(-,-) wystarczy zajac¢ sie tylko osza-
cowaniem wyrazow zwiagzanych z podobszarami typu Dirichleta i typu mie-
szanego. Dla tych wyrazéw zatem dokonujemy rozbicia z uzyciem liniowego
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interpolantu 7w funkcji u opartym na wierzchotkach podziatu obszaru €2 na
podobszary:

2 H |2 H |12
[Wlfns2000 < C1 (17000 + [ = T 20, ) - (2.136)

Pierwszy ze sktadnikow prawej strony szacujemy z twierdzenia o Sladzie A.1
i definicji (A.7) seminormy || a0, (Poréwnaj tez twierdzenie 4.1 w [22]):

170l 20 < Co [Tl 00y < Cs D (w, —w,)*. (2.137)
v, VL EV;

Kazdy ze skladnikéw tej sumy zawiera wartosci funkcji u w dwoch wierz-
chotkach v;, v, nalezacych do jednej krawedzi £ i z lematu 2.3 dostajemy
oszacowanie

h

Zajmijmy sie teraz drugim ze sktadnikow prawej strony (2.136). Poniewaz
funkcja u — I'*u zeruje sie w wierzchotkach podobszaru €;, to

2 2
u—=1"ul a0 S Cs D el a2 e - (2.139)
EEE;

H
(wy, — )" < Cy (1 +log —) ul32 ey - (2.138)

7, dowodu lematu 2.4 wynika goérne oszacowanie na otrzymane wyrazy zwia-
zane z krawedziami:

H 2
ol gy < Co (141085 ) Tulbs- (2.140)

Z uzyskanych oszacowan (2.137)-(2.138) i (2.139)-(2.140) sktadnikow (2.136)
wynika, ze

H 2
Z |u|§{1/2(39i) S 07 (1 + log E) Z Z |U|§{1/2(5) . (2141)

iENDUN s iENDUN EEE;

Kazda krawedz podobszaru €); typu Dirichleta lub mieszanego jest jednocze-
$nie krawedzia podobszaru €2; typu Neumanna lub mieszanego (w szczegol-
nosci j = 7). Stad

Z Z|U|3{1/2(5) - Z Z |u|?{1/2(5)+ Z Z |U|?{1/2(5). (2142)

1IENDpUN EEE; JENN Ee€E; JENNM ch;,Vf

Z twierdzenia o $ladzie A.1 dla kazdego podobszaru §2; typu Neumanna do-
stajemy

2 2
D lultree) < Cslulizpn,) (2.143)
SGEJ'
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Dla podobszaréw §2; typu mieszanego natomiast z niezmienniczosci semi-
normy |-|§{1/2(5) na dodawanie statych i definicji funkcji ©}', pamietajac
o ustalonym wierzchotku v; (patrz rys. 2.7)

Z |u|12L11/2(5): Z ‘Iheé\/[ (U_qu)‘il/z(g), (2.144)

SecF;Vf Secré”

co z twierdzenia o sladzie A.1 jest z doktadnoscia do statej mniejsze lub réwne
od | 1"0M (u — u,,) ’21/2(8%). Sktadajac uzyskane oszacowania (2.141)-(2.144)

dostajemy ostatecznie stata z warunku (A2):

2
w=C (1 +log %) 7 (2.145)

gdzie C nie zalezy od parametréw triangulacji h i H.

Zaltozenie (A3), to jest wzmocniona nieréwnos¢ Cauchy-Schwarza, spraw-
dza sie tak samo jak w przypadku metody bez mieszanych elementow
Neumanna-Dirichleta z podrozdziatu 2.1. Wraz z zatozeniami (A1)-(A2) pro-
wadzi to do

Twierdzenie 2.3
Operator T okreslony w (2.54) jest odwracalny oraz

7\
cond(T) < C (1 + log E) ,

gdzie C' jest statq niezalezng od h © H.

Oszacowanie to jest prawie optymalne z dokladnoscia do czynnika polilo-
garytmicznego. Nieco lepsze oszacowanie uzyskalismy dla jednopoziomowej
metody z podrozdziatlu 2.1 bez mieszanych elementéw, ale w tej modyfika-
cji metody nie mamy juz ograniczen w postaci istnienia przyporzadkowania
typow podobszarom. Warto doda¢, iz dla podobszaréw typu mieszanego prze-
cinajacych sie niepusto z brzegiem obszaru () nie jest konieczne odejmowanie
wartosci w wierzchotku. Wystarczy rozpatrywaé forme dwuliniows nastepu-
jacej postaci:

b(u,v) = Zsi(u,v)—i— Z si (10 u, 16} v) (2.146)

iENN iE€EN
80, NON£D
+ Z si (1" (u—u,,), I"0}M (v—u,)).
iEN]w
89,;nN00Q=0
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Oszacowanie z twierdzenia 2.3 mozna poprawi¢. Trzecia potege logarytmu
mozna uzyska¢ definiujac forme dwuliniowa dla u,v € V(T') jako:

b(u,v) = Z si(u,v) + (1 + log %)_ Z b;(u,v), (2.147)

iENN iEN M

gdzie

bi(u,v) = Z S; (Ihegu,]hﬁgv) + Z S; (Ihﬁyu,[hﬁyv) . (2.148)

EcrM ycrM

W tym jednak przypadku zamiast rozwiazywaé jedno zadanie z mieszanymi
warunkami brzegowymi na podobszarach €2; typu mieszanego, jesteSmy zmu-
szeni rozwiazywa¢ w kazdym kroku procesu iteracyjnego tyle zadan ile krawe-
dzi i wierzchotkéw nalezy do czesci neumannowskiej I'M brzegu podobszaru
Q;.

Zwroémy takze uwage, ze o ile nadal na podobszarach typu Neumanna
bedziemy rozwiazywacé zagadnienia z warunkiem brzegowym Neumanna, a na
podobszarach typu Dirichleta zagadnienia z warunkiem brzegowym Diri-
chleta, to na podobszarach (2, sklasyfikowanych jako mieszane bedziemy
mieli do czynienia z zagadnieniami z mieszanym warunkiem brzegowym
Neumanna-Dirichleta, to jest:

znalez¢ funkcje uf nalezaca do podprzestrzeni HJ (Qy,, T \I'M) przestrzeni
H'(€y,) funkcji zerujacych sig¢ na Tp\I'M taka, ze:

ag(uy,v) = /va dx + /I‘M gnv ds. Yo € Hy(Q, TR\IY),  (2.149)
k

gdzie ag(-,-) jest jak poprzednio forma dwuliniowa (zob. 1.2), g nalezy do
przestrzeni dualnej do H}(Q, Tx\['Y) (poréwnaj Remark A.37 w [33]), zas

warunek brzegowy Neumanna dla gy € HO_OI/ Q(F]k” ) jest okreslony nastepu-
jaco:
Z CLijDiU Nn; = gn na FIQ/I (2150)

ij=1
Przez n; oznaczylismy i-ta skltadowa wersora normalnego n. W istocie z ta-
kimi mieszanymi elementami mieliSmy tez do czynienia w metodzie z pod-
rozdziatu 2.1, gdyz podobszary typu Neumanna lezace na brzegu obszaru
2 mialy na wspotdzielonej z nim czesci zadany zerowy warunek brzegowy
Dirichleta. Macierzowa postaé¢ metody z podrozdziatu 2.2 zostata przedsta-
wiona w sposob, ktory nie wymaga zadnych znaczacych modyfikacji zwiaza-
nych z wprowadzeniem podobszaréw mieszanego typu Neumanna-Dirichleta.
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Podstawowa roznica to konieczno$é sumowania nie tylko po indeksach pod-
obszaréw typu Neumanna, lecz rowniez po podobszarach typu mieszanego.
W zwiazku z tym trzeba réwniez przechowywaé informacje dotyczace cze-
$ci neumannowskich 'V brzegéw podobszaréw mieszanych, czyli okresli¢
przynalezno$¢ krawedzi do konkretnego podobszaru €2;. Obliczenia zwigzane
z kazda krawedzia bowiem sg wykonywane tylko i wylacznie w ramach jed-
nego podobszaru typu Neumanna — tego, do ktorego dana krawedz zostata
przydzielona (poréwnaj rys. 2.8a). Zauwazmy takze, ze elementy mieszane
mozna wprowadzi¢ réwniez w przypadku gdy podzial na podobszary typu
Neumanna i Dirichleta istnieje (patrz rys. 2.8b). Rosnie wowczas koszt obli-
czen, gdyz w kazdej iteracji procesu iteracyjnego trzeba rozwiazywacé wiecej
lokalnych zagadnieri — ich liczba jest wprost proporcjonalna do sumy liczby
podobszarow €2; typu Neumanna i liczby podobszaréow typu mieszanego.

(a)

Rysunek 2.8: Podzial na podobszary typu Neumanna (czarne), Dirichleta
(biate) i mieszane Neumanna-Dirichleta (szare) z uwzglednieniem przypo-
rzadkowania krawedzi — nalezace do neumannowskiej czeéci brzegu danego
podobszaru sg pogrubione.

2.4 Eksperymenty numeryczne

W podrozdziale 2.3 przedstawione zostaly miedzy innymi konstrukcje i ana-
lizy jednopoziomowych metod Dirichleta-Neumanna réwnoleglego rozwiazy-
wania dyskretyzacji zagadnien eliptycznych w dwoch wymiarach. Podrozdziat
2.2 zawiera macierzowg posta¢ wyjsciowej metody, ktora zostala w peni opi-
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sana w podrozdziale 2.1 wraz z konkretnym algorytmem odpowiadajacym
tej metodzie. Zostal on oparty o metode iteracyjng Richardsona (2.72). Ze
wzgledu jednak na symetryczno$é i dodatnia okreslono$é macierzy powsta-
tych z dyskretyzacji metoda elementu skoriczonego oraz wieksza szybkosé
zbieznosci (patrz [31]) w eksperymentach numerycznych zastosowana zostata
metoda gradientow sprzezonych (ang. Preconditioned Conjugate Gradient).
Zaimplementowane zostaly miedzy innymi:

1. jednopoziomowa metoda Dirichleta-Neumanna z punktami krzyzo-
wymi, ktorej konstrukcja podana zostata w podrozdziale 2.1 (patrz
tw. 2.1),

2. modyfikacja metody wyjsciowej dopuszczajaca nieciaglosci na brzegach
sasiadujacych podobszaréw typu Neumanna (patrz tw. 2.2),

3. modyfikacja metody wyjsciowej dopuszczajaca obok podobszaréw typu
Dirichleta i Neumanna, podobszary typu mieszanego (patrz tw. 2.3).

W tym celu sprawdzenia rezultatow teoretycznych przeprowadzona zostata
symulacja obliczern réwnolegtych na maszynie jednoprocesorowej. Mierzony
byt czas obliczeri na jednym procesorze oraz przewidywany czas obliczen
na wiekszej liczbie procesorow. Zalezno$é stosunku tych czasow od liczby
procesorow, okreslany jest mianem speed-up. Wykres przyktadowych wynikow
pomiaru funkcji speed-up przedstawiony zostal na rysunku 2.23.

Oproécz czaséw obliczen, porownane zostaly dokladno$é, uwarunkowanie
oraz liczba iteracji poszczegolnych metod. Przyktadowy wykres btedu resi-
dualnego w normie indukowanej przez preconditioner w kolejnych iteracjach
obliczenn jednopoziomowa metoda Dirichleta-Neumanna przy zatozeniu cia-
glosci na brzegach podobszaréw przedstawiony jest na rysunku 2.9. Kazdy
z algorytmow byt testowany zaréwno na duzej, jak i malej liczbie podobsza-
row. Za podzial na maltg liczbe podobszaréw przyjmujemy taka triangulacje
), w ktorym kazdy podobszar typu Neumanna ma niepusta czes¢ wspolng
z brzegiem obszaru (). W eksperymentach bedzie to oznaczato podziat na
cztery lub dziewi¢é podobszaroéw (zob. rys. 2.4).

Wszystkie obliczenia wykonywane byty w programie Matlab ver.
7.0.4.365 (R14) Service Pack 2 na domowym laptopie z procesorem Intel
Core2 T5500, 1.66Ghz z pamiecia RAM wielkosci 2GB i 32 bitowym syste-
mem Operacyjnym Windows Vista Home Premium Service Pack 1. Z pewno-
Scig znacznie szybsza byltaby implementacja algorytméw w C lub Fortranie,
ale gtownym celem eksperymentéw numerycznych byta weryfikacja wynikow
teoretycznych przedstawionych w pracy, a nie napisanie biblioteki numerycz-
nej. Ze wzgledu na stosunkowo staby procesor i niewielka pamieé liczba nie-
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Bledy dla M=5, N=5, kM=10, kN=10
10000 T T T

9000 - q

8000 - q

7000 - q

6000 - q

5000 - q

4000 4

3000 - q

residuum w normie indukowanej przez preconditioner

2000 - q

1000 - q

0 I I I I I
0 2 4 6 8 10 12

liczba iteracji

Rysunek 2.9: Wykres btedu residualnego w normie indukowanej przez precon-
ditioner w kolejnych iteracjach obliczen jednopoziomowa metoda Dirichleta-
Neumanna w 2D dla podziatu na 25 podobszaréw i 2401 niewiadomych.

wiadomych w rozpatrywanych dekompozycjach musiala zosta¢ ograniczona
do rzedu miliona.
Przeprowadzone zostaly miedzy innymi serie eksperymentow:

e przy ustalonym stosunku %,

e przy stalej liczbie podobszarow (H=const) i malejacym kroku h drob-
nej triangulacji,

e przy stalym kroku h drobnej triangulacji i zmniejszajacej sie¢ liczbie
podobszaréw (rosnacym H ).

Eksperymenty w dwoch wymiarach sprowadzaly sie do znalezienia
przyblizonego rozwiazania zagadnienia (2.7) okreslonego na kwadracie
(0,1) x (0,1). Doktadnym rozwigzaniem byta funkcja (patrz rys. 2.10):

u(z,y) = 10z (z — 1) (x - %) y(y—1) (y - %) (2.151)

Dla uproszczenia prezentacji wynikow obszar 2 byl dzielony na taka samag

liczbe podobszaréw zaréwno w poziomie, jak i w pionie. Implementacja
wszystkich metod dopuszcza rowniez nieréwnomierne podzialty (poréwnaj
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wykres funkcji u(x,y) = 104x(x—1)(x—1/2)y(y—1)(y—1/3)

Rysunek 2.10: Wykres funkcji bedacej doktadnym rozwiazaniem zagadnienia
w dwoch wymiarach liczonego w eksperymentach numerycznych.

rys. 2.1). Graficzne przedstawienie parametrow grubej H i drobnej h siatki
zostalo zaprezentowane na rysunku 2.11. Jak przedstawione zostatlo w pod-
rozdziale 2.2, do rozwiazania uktadu rownan z macierza Schura S uzywac be-
dziemy preconditioneréw, ktorych konstrukcje przedstawione zostaty w tym
rozdziale. Oznaczmy macierz uktadu rownan algebraicznych z uwzgledniong
macierza danego preconditionera przez T (poréwnaj 2.69). Do rozwiazania
tego ukladu uzylismy iteracyjnej metody gradientoéw sprzezonych (PCG),
w ktorej za kryterium stopu przyjeto maksymalng liczbe iteracji, a przede
wszystkim warunek:

Irilly < dokt - [Iroll (2.152)
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Z
A

H > /h\

Rysunek 2.11: Graficzne przedstawienie parametrow grubej siatki (H) i drob-
nej siatki (h) w dwoch wymiarach.

gdzie ||-||; oznacza norme indukowang przez macierz preconditionera, zas r;
wektor residualny w i-tej iteracji. W eksperymentach numerycznych przyjeto
dokt = 107°%. Krzywe teoretyczne na wykresach wyznaczane byty liniowa
metoda najmniejszych kwadratow na podstawie danych eksperymentalnych.

Przedstawimy teraz oznaczenia uzyte przy prezentacji wynikoéw ekspery-
mentow:

h — parametr drobnej triangulacji 7"(Q) (patrz rys. 2.11)

H — parametr grubej triangulacji 77 (Q) (patrz rys. 2.11)

n — liczba niewiadomych, to jest liczba punktéw nodalnych
drobnej triangulacji 7"(€2) nie lezacych na brzegu obszaru

N — liczba podobszaréw na jakie podzielony zostal obszar €2

iter — liczba iteracji metody PCG

cond — wskaznik uwarunkowania macierzy T' rozwigzywanego

uktadu réwnan algebraicznych (z preconditionerem)
avg

er srednia redukcja bledu residualnego na iteracje
avg 1/iter

e’ = ([Iriterllz / lI7oll7)

émax — blad miedzy znalezionym rozwiazaniem, a rozwiazaniem
doktadnym liczony w normie maksimum

e — blad miedzy znalezionym rozwiazaniem, a rozwigzaniem
dokladnym liczony w normie /2

tse — sekwencyjny czas obliczen (w sekundach)

tpar — rOwnolegly czas obliczenn (w sekundach), przy zalozeniu uzycia

tylu procesoréw ile jest podobszaréow typu Neumanna
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Smax — przewidywany speed-up przy uzyciu tylu procesoréw ile jest

podobszaréw typu Neumanna
tnieciqgly
par

tciqgly
par

stosunek réwnoleglych czaséw dziatania algorytmu

Dirichleta-Neumanna z nieciagglymi warto$ciami na szkielecie
i z wartoSciami ciagglymi przy takich samych warto$ciach h i H.

Pierwsza seria eksperymentéw polegata na sprawdzeniu dziatania jedno-
poziomowego algorytmoéw Dirichleta-Neumanna przy stalym parametrze H
i malejacym parametrze h (patrz rys. 2.12). Liczbowe wyniki testow nume-
rycznych dla algorytmu z ciagtymi wartosciami na brzegach podobszarow
zebrane zostaly w tabelach 2.1 1 2.2, dla algorytmu dopuszczajacego niecia-
gle wartos$ci w punktach krzyzowych natomiast w tabelach 2.3 i 2.4. Wykresy

Rysunek 2.12: Graficzne przedstawienie idei testéw numerycznych w dwoch
wymiarach dla statego parametru H i malejacego parametru h.

krzywych teoretycznych dopasowanych liniowg metoda najmniejszych kwa-
dratéw do danych eksperymentalnych znajduja sie na rysunkach 2.13 i 2.14.
Zgodnie z oczekiwaniem zarowno dla malej jak i dla duzej liczby podobsza-
row dla obu algorytmoéw — z ciaglymi i nieciagglymi wartosciami na szkielecie
— wskazniki uwarunkowania zadan zwiazane sg (przy stalym parametrze H)
z parametrem drobnej triangulacji h zalezno$cia

1 1
A+ Blog + + C'log? - (2.153)
gdzie state A, B, C nie zaleza od h.
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20 T T T

= krzywe teoretyczne A + Blog(H/h) + CIogZ(H/h)
= ¥ = krzywe eksperymentalne

16

14

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

Rysunek 2.13: Poréwnanie teoretycznych i eksperymentalnych wartosci
wskaznika uwarunkowania zadania z ciagtymi wartosciami na szkielecie w za-
leznosci od parametru drobnej siatki h przy ustalonej wielko$ci parametru
grubej siatki H.
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14 T T T T T
75 T T T T
—k [ A+ Blog(H/h) + Clog?(H/h
——— krzywa teoretyczna A + Blog(H/h) + Clog(H/h)| . kgm: :kus';;yrizm":mal;a log(H/h) + Clog’ (H/n)
B = X = krzywa eksperymentalna | 19} 4
6.5 -
o
55F
2 e
45r
S
35F
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 7
h -3
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(c) H=1/3 (d) H=1/4

algorytm z nieciagtymi wartosciami na szkielecie

Rysunek 2.14: Poréwnanie teoretycznej i eksperymentalnej wartosci wskaz-
nika uwarunkowania zadania z ciaggtymi — (a), (b) — i nieciagltymi — (c), (d)
— wartosciami na szkielecie w zaleznosci od parametru drobnej siatki A przy
ustalonej wielkosci parametru grubej siatki H.
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Tablica 2.1: Wyniki dziatania jednopoziomowego algorytmu Dirichleta-Neumanna szukania przyblizenia doktadnego
rozwigzania u(x,y) = 104 (x — 1) (x — %) y(y—1) (y — é) przy stalym parametrze H — wersja z ciagtymi warto-
$ciami na szkielecie i liczba podobszarow N € {4, 9}.

b |

n

| iter |

cond

avg
er

el’l’la,X

€2

tsek

tpar

| SIl’laX |

N=22=4 H=1/2

1.67e-01
1.00e-01
7.14e-02
6.25e-02
5.56e-02
5.00e-02
4.17e-02
3.33e-02
3.13e-02
2.78e-02
2.50e-02
1.56e-02
7.81e-03

25
81
169
225
289
361
529
841
961
1225
1521
3969
16129

© © 000000~~~ ~ID

2.6685235e+-00
3.1925196e+-00
3.5879220e+-00
3.7552140e+-00
3.9076008e+-00
4.0477302e+00
4.2987035e+-00
4.6204701e+-00
4.7165256e+00
4.8952870e+00
5.0589819¢+-00
5.8327916e+-00
7.1040408e+-00

1.5316496e-01
1.6190378e-01
2.0636438e-01
2.2149022e-01
2.3346145¢-01
2.4297943e-01
1.9755764e-01
2.1998325e-01
2.2599509e-01
2.3634713e-01
2.4485962e-01
2.3315271e-01
2.7180857e-01

7.1054274e-15
6.1977801e-10
5.8539529e-08
2.4707912e-07
7.2970548e-07
1.7022141e-06
1.5931262e-08
1.0480711e-07
1.7001041e-07
3.8451186e-07
7.5018653e-07
1.0154648e-07
2.8601400e-06

1.9893854e-14
1.1868420e-09
1.6356881e-07
7.0476424e-07
2.1973547e-06
5.5098791e-06
7.0443023e-08
5.8450561e-07
1.0108344e-06
2.5794930e-06
5.6056793e-06
9.1653352e-07
5.2287537e-05

1.3872964e-01
1.8133904e-01
1.9325110e-01
2.2318311e-01
2.4316086e-01
2.8002665¢-01
4.0304054e-01
6.1053849e-01
6.1826664e-01
7.8300412¢-01
1.0035007e+00
3.4896250e+-00
3.5217921e+-01

1.1447600e-01
1.4588432e-01
1.5380509e-01
1.7761112e-01
1.9240218e-01
2.2192814e-01
3.1761509e-01
4.8089205e-01
4.7359979e-01
5.9080889¢-01
7.5486270e-01
2.4356489¢e+00
2.2985390e+-01

1.45
1.46
1.45
1.44
1.41
1.40
1.38
1.36
1.40
1.40
1.39
1.49
1.61

N

=32=9,H=1/3

1.11e-01
6.67e-02
4.76e-02
3.70e-02
3.33e-02
2.22e-02
1.67e-02
6.67e-03

64
196
400
676
841

1936
3481
22201

© © 00 00 00 0o

3.0312198e+-00
3.5998383e+-00
4.0288302e+00
4.3749949e+-00
4.5264734e+00
5.1437473e+-00
5.6143723e+-00
7.2921361e+-00

1.6076654e-01
2.0265592¢-01
1.8945576e-01
2.0471989e-01
2.1428418e-01
2.5575217e-01
2.2447748e-01
2.8990768e-01

2.8887290e-07
1.5017749e-05
1.7735674e-06
7.6210596e-06
1.0648904e-05
2.8534616e-05
2.1343488e-06
9.8496382¢-06

6.9462760e-07
5.8208727e-05
9.8934259¢-06
4.6148430e-05
6.2580254e-05
2.4318840e-04
2.1791090e-05
2.2187890e-04

1.9743522e-01
2.5650439¢-01
1.0508935e+00
4.8318732e-01
5.6032338e-01
1.1475704e+00
2.3811009e+-00
3.9250293e+01

1.1604974e-01
1.6226287e-01
9.2316412¢-01
3.1224723e-01
3.6024893e-01
7.1228327e-01
1.3525218e+00
1.5971460e+01

241
2.15
1.37
1.87
1.88
1.80
1.92
2.57
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Tablica 2.2: Wyniki dziatania jednopoziomowego algorytmu Dirichleta-Neumanna szukania przyblizenia doktadnego
rozwigzania u(x,y) = 104 (x — 1) (x — %) y(y—1) (y — %) przy stalym parametrze H — wersja z ciagtymi warto-
Sciami na szkielecie i liczba podobszarow N > 9.

| h

n

| iter |

cond

avg
er

emax

| €12

tsek

tpar

| smax

N=5>=25 H=1/5

6.67e-02
4.00e-02
2.00e-02
1.00e-02
4.00e-03

196
576
2401
9801
62001

10
11
13
14
16

4.7988128e+00
6.5441822e+-00
9.4866569e+-00
1.3038425e+01
1.8651739e+01

2.9225343e-01
3.2073904e-01
3.5680663e-01
3.8285537e-01
4.2996287e-01

2.2107178e-05
1.4957240e-05
6.8599589e-06
7.9802164e-06
1.8837433e-05

1.0713054e-04
1.2906116e-04
1.1141643e-04
1.7318247e-04
1.0298454e-03

5.1668815e-01
7.1672810e-01
1.8863879e-+00
9.0448317e+-00
1.8348943e+02

1.8558637¢-01

2.7880918e-01

8.3035546e-01
3.2472592e+-00
3.4334216e+01

4.40
3.80
2.98
3.31
5.99

N =10% =100, H = 1/10

3.33e-02
2.00e-02
1.00e-02
5.00e-03
2.00e-03

841
2401
9801

39601
249001

13
15
18
21
25

5.1133027e+00
6.9348882e+-00
9.9442415e+-00
1.3506517e+01
1.9150760e+01

3.6151064e-01
4.2482749e-01
4.8494232e-01
5.2356552¢-01
5.7671197e-01

3.8160792e-05
4.6998761e-05
4.1239186e-05
3.3361785e-05
1.2512726e-05

3.1230934e-04
4.3794482e-04
7.7816226e-04
1.7393389e-03
1.4510339e-03

2.2093380e+00
3.3258739e+-00
9.0916679e+-00
5.0081902e+01
1.2046061e+03

4.1959767e-01
8.3205079e-01
2.8088795e+-00
1.1052062e-+01
1.0777397e+02

9.04
6.06
4.29
5.41
12.4

N =202 =400, H — 1/20

1.67e-02
1.00e-02
5.00e-03
2.50e-03
1.00e-03

3481
9801
39601
159201
998001

13
15
18
20
24

5.1541189¢+00
6.9751064e+-00
9.9576462e+-00
1.3387842e+01
1.8801262e+01

3.5635536e-01
4.0695348e-01
4.6639456e-01
5.1423157e-01
5.6674079e-01

2.0173550e-05
2.7441976e-05
1.4620560e-05
3.2415522e-05
9.3551508e-06

2.5422628e-04
5.4462354e-04
5.2251651e-04
2.5478281e-03
2.1887336e-03

8.2528738e+-00
1.2953103e+01
3.5841283e+-01
2.0774907e+02
5.1793345e+03

1.1593890e+00
2.9118564e+-00
1.0439625e+01
5.2637958e+-01
6.3279241e+-02

11.2
6.49
4.50
4.63
8.91

N =507 = 2500, H =

1/50

6.67e-03
4.00e-03
2.00e-03
1.00e-03

22201
62001
249001
998001

13
14
17
19

5.1570218e+-00
6.9451493e+-00
9.8484142e+-00
1.3147036e+01

3.4841581e-01
3.9994215e-01
4.4824395e-01
4.9556173e-01

7.1471938e-06
2.3866192e-05
1.0400844e-05
1.4534496e-05

2.4689724e-04
1.3370633e-03
7.5771686e-04
2.6896709e-03

5.1179443e+-01
7.6154472e+-01
2.8381800e+02
2.1254816e+03

7.0200522e+00
1.7930021e+01
1.2650411e+02
1.1230653e+03

10.9
6.00
2.75
2.08
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Tablica 2.3: Wyniki dziatania jednopoziomowego algorytmu Dirichleta-Neumanna szukania przyblizenia doktadnego
rozwigzania u(z,y) = 10z (z — 1) (x — %) yy—1) (y — %) dla matej liczby podobszaréw, przy stalym parametrze
H — wersja z nieciagtymi wartosciami na szkielecie i liczba podobszarow N € {4,9}.

| h | n | iter | cond | e’ | Emax | e | toek | tpar | Smax |
N—2-4H_172
1.67e-01 25 10 | 5.0334692e+00 | 2.6731026e-01 | 6.8615228e-05 | 1.6963215e-04 | 2.7832224e-01 2.5323407e-01 1.29
1.00e-01 81 13 | 9.5607841e+00 | 3.4556590e-01 | 7.0095620e-05 | 2.6212445e-04 | 1.2141355e-01 8.6387236e-02 1.62
7.14e-02 | 169 14 | 1.4083120e+01 | 3.8906850e-01 | 3.3328926e-05 | 1.0064192¢-04 | 1.5540152e-01 1.0968964e-01 1.58
6.25e-02 | 225 15 | 1.6345363e+01 | 4.0199851e-01 | 5.0991231e-05 | 1.5484237e¢-04 | 1.7073511e-01 1.1618034e-01 1.62
5.56e-02 | 289 15 | 1.8595028e+01 | 4.0619443e-01 | 1.5991613e-04 | 7.1878263e-04 | 2.1847888e-01 1.5515373e-01 1.54
5.00e-02 | 361 15 | 2.0816612e+01 | 4.1916230e-01 | 8.2473175e-05 | 2.9326773e-04 | 2.2967598e-01 1.5790987e-01 1.56
4.17e-02 | 529 17 | 2.5297752e+01 | 4.4578608e-01 | 2.1427648e-04 | 1.1324925e-03 | 3.2793393e-01 2.1951142e-01 1.59
3.33e-02 | 841 18 | 3.1910105e+01 | 4.7502883e-01 | 3.0787408e-04 | 1.9441801e-03 | 4.9825949¢-01 3.2595134e-01 1.56
3.13e-02 | 961 19 | 3.4164772e+01 | 4.8559151e-01 | 1.9182394e-04 | 1.3620800e-03 | 5.9344945e-01 3.8672925e-01 1.58
2.78e-02 | 1225 | 19 | 3.8473291e+01 | 4.9989028e-01 | 3.2899644e-04 | 2.5691359e-03 | 7.5296218e-01 4.8614908e-01 1.57
2.50e-02 | 1521 | 20 | 4.2932458e+01 | 5.1222647e-01 | 2.7640392¢e-04 | 2.4783838¢e-03 | 1.0543636e+00 | 6.8936499¢-01 1.58
N=3"—9,H-1/3
1.11e-01 64 11 | 5.9008246e+00 | 3.2492693e-01 | 7.2067081e-05 | 2.2464620e-04 | 1.5069981e-01 8.1391140e-02 2.44
6.67e-02 | 196 14 | 1.0076193e+01 | 3.9915903e-01 | 6.9363821e-05 | 2.9007506e-04 | 2.2180612¢-01 1.1723299¢-01 2.46
4.76e-02 | 400 16 | 1.4236891e+01 | 4.4908474e-01 | 9.5193138e-05 | 4.6404192e-04 | 3.1175666e-01 1.5841224e-01 2.48
4.17e-02 | 529 17 | 1.6318765e+01 | 4.6857518e-01 | 1.0537707e-04 | 5.9918001e-04 | 3.7275352e-01 1.8949790e-01 2.39
3.70e-02 | 676 18 | 1.8375415e+01 | 4.8454676e-01 | 8.4524861e-05 | 5.3030432e-04 | 4.4486248e-01 2.2209988e-01 2.44
3.33e-02 | 841 19 | 2.0430550e+01 | 4.9708674e-01 | 6.3591298e-05 | 5.1507480e-04 | 5.3806322e-01 2.6601356e-01 2.40
2.78e-02 | 1225 | 21 | 2.4578050e+01 | 5.1823630e-01 | 6.5024759¢-05 | 5.6294548e-04 | 7.6799572¢-01 3.5097701e-01 2.47
2.22e-02 | 1936 | 22 | 3.0715225e+01 | 5.5498676e-01 | 1.6492869¢-04 | 1.3452854e-03 | 1.2498505e+00 | 5.5719330e-01 2.47
2.08e-02 | 2209 | 23 | 3.2801703e+01 | 5.5854785e-01 | 1.0912081e-04 | 1.0772913e-03 | 1.4967983e+00 | 6.6126889¢-01 2.48
1.85e-02 | 2809 | 24 | 3.6894874e+01 | 5.7494244e-01 | 1.3537113e-04 | 1.4639249e-03 | 2.0711935e+00 | 8.8828874e-01 2.52
1.67e-02 | 3481 | 25 | 4.0961596e+01 | 5.8686994e-01 | 1.5938340e-04 | 1.9806410e-03 | 2.7907508e+00 | 1.1564774e+00 | 2.57
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Tablica 2.4: Wyniki dziatania jednopoziomowego algorytmu Dirichleta-Neumanna szukania przyblizenia doktadnego
rozwigzania u(z,y) = 10'z (z — 1) (z — D)y (y— 1) (y — %) dla duzej liczby podobszaréw, przy stalym parametrze

H — wersja z nieciagtymi warto$ciami na szkielecie i liczba podobszaréw N > 9.

| h | n | iter | cond | eq? | Emax e | toek | tpar | Smax |
N=42=16,H =1/4
3.57e-02 | 729 19 | 1.7038396e+01 | 4.8649353e-01 | 4.8915792e-05 | 3.8586798e-04 | 9.9722381e-01 | 5.6428994e-01 | 2.76
2.78e-02 | 1225 | 21 | 2.1792273e+01 | 5.1901553e-01 | 5.6906543e-05 | 5.0957276e-04 | 1.0177671e+00 | 3.8877294e-01 | 3.50
2.50e-02 | 1521 | 21 | 2.4159336e+01 | 5.2854150e-01 | 1.3729432e-04 | 1.1449670e-03 | 9.9329838e-01 | 3.6598017e-01 | 3.43
2.08¢-02 | 2209 | 22 | 2.8910555e+01 | 5.4736956e-01 | 1.8158094e-04 | 1.8177567e-03 | 1.3991775e+00 | 5.0145891e-01 | 3.43
1.67e-02 | 3481 | 25 | 3.6162187e+01 | 5.7999244e-01 | 1.3985704e-04 | 1.6950601e-03 | 2.5006570e+00 | 8.4905882e-01 | 3.56
1.04e-02 | 9025 | 30 | 5.7894995e+01 | 6.3300310e-01 | 3.3409934e-04 | 6.8736239¢-03 | 1.0143787e-+01 | 2.7889594e+00 | 4.30
7.81e-03 | 16129 | 33 | 7.6440855e+01 | 6.6065287e-01 | 4.5327159e-04 | 1.4943346e-02 | 2.6944600e+01 | 6.5568765¢+00 | 4.87
N=52=25H=1/5
2.86e-02 | 1156 | 19 | 2.0239875e+01 | 4.8885497e-01 | 2.0264894e-04 | 2.1484672¢-03 | 8.8121465e-01 | 2.9225404e-01 | 4.15
2.00e-02 | 2401 | 21 | 2.5411121e+01 | 5.3015458e-01 | 2.3236080e-04 | 3.6984542¢-03 | 1.5291613e+00 | 4.9929349¢-01 | 3.86
1.67e-02 | 3481 | 22 | 2.7284227e+01 | 5.4120474e-01 | 2.4506032¢-04 | 5.1109611e-03 | 2.2118181e+00 | 7.1035481e-01 | 3.90
1.33e-02 | 5476 | 22 | 1.9056988e+01 | 5.3500030e-01 | 6.5820927e-04 | 2.3493682e-02 | 3.6531736e+00 | 1.1498492e+00 | 3.90
1.11e-02 | 7921 | 23 | 2.2598498e+01 | 5.4875898e-01 | 6.8623259e-04 | 2.7395988e-02 | 5.8857887e+00 | 1.6583992e+00 | 4.19
1.00e-02 | 9801 | 23 | 2.4960389%e¢+01 | 5.5854262e-01 | 7.5956068e-04 | 2.9881527e-02 | 7.7543201e+00 | 2.1316775e+00 | 4.27
8.00e-03 | 15376 | 26 | 3.1042262e+01 | 5.9043767e-01 | 4.7066021e-04 | 2.3751133e-02 | 1.6408381e+01 | 3.7799900e+00 | 5.00
6.67e-03 | 22201 | 28 | 3.7285304e+01 | 6.2007713e-01 | 4.7046368e-04 | 2.5571247e-02 | 3.0488732e+01 | 6.1556291e+00 | 5.67
5.00e-03 | 39601 | 32 | 4.9564112e+01 | 6.5053056e-01 | 3.8934357e-04 | 2.4844271e-02 | 9.0687240e+01 | 1.4870841e+01 | 6.90
N =10% =100, H = 1/10
1.43e-02 | 4761 | 33 | 3.3350535e+01 | 6.5861576e-01 | 5.8176704e-04 | 1.7634319e-02 | 5.3529847e+00 | 9.3345879e-01 | 8.39
1.00e-02 | 9801 | 33 | 3.7076300e+01 | 6.6664509e-01 | 5.5231841e-04 | 2.4868788e-02 | 8.7790079¢+00 | 1.6671254e+00 | 7.09
8.33e-03 | 14161 | 34 | 4.0397802e+01 | 6.6931376e-01 | 4.7172809e-04 | 2.5837696e-02 | 1.2821803e+01 | 2.4226203e+00 | 6.88
6.67e-03 | 22201 | 36 | 4.5044743e+01 | 6.8240325e-01 | 3.7673377e-04 | 2.6112535e-02 | 2.2325705e+01 | 3.8639670e+00 | 7.34
5.56e-03 | 32041 | 35 | 4.9489834e+01 | 6.8594711e-01 | 3.9242409e-04 | 3.2276900e-02 | 3.4803717e+01 | 5.5171012e+00 | 7.79
5.00e-03 | 39601 | 36 | 5.2616846e+01 | 6.8795723e-01 | 3.2927966e-04 | 3.1818477e-02 | 4.7618421e+01 | 6.9688608¢+00 | 8.23
4.00e-03 | 62001 | 38 | 6.0958595e+01 | 6.9913786e-01 | 2.8593176e-04 | 3.3388649e-02 | 9.7384401e+01 | 1.1531432e+01 | 9.88
3.33e-03 | 89401 | 39 | 6.9964839¢+01 | 7.0513776e-01 | 3.4707913e-04 | 4.0625086e-02 | 1.7904841e+02 | 1.8173905e+01 | 11.3
2.50e-03 | 159201 | 42 | 9.2542734e+01 | 7.2337894e-01 | 3.9284604e-04 | 5.2109644e-02 | 5.1563566e+02 | 4.0167625e+01 | 14.3




N
NN

N
NN NN NN
NN NN NN

NN
NN

Rysunek 2.15: Graficzne przedstawienie idei testow numerycznych w dwoch
wymiarach dla statlego parametru h i rosngcego parametru H.

Druga seria testow polegata na zbadaniu dziatania algorytméw Dirichleta-
Neumanna przy stalym parametrze h i rosnacym parametrze H (patrz rys.
2.15). Wyniki eksperymentow numerycznych dla algorytmow z cigglymi i nie-
ciggltymi warto$ciami na brzegach podobszaréw zostaly zebrane w tabelach
odpowiednio 2.5 i 2.6. Wykresy dopasowanych do danych eksperymentalnych
krzywych teoretycznych znajduja sie na rysunkach 2.16 i 2.18. W przypadku

16

12r

10

=

==
~ h=0.015625

cond

= krzywe teoretyczne A + Blog(H/h) + CIogZ(H/h)
= ¥ = krzywe eksperymentalne
1

2 1 1 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

H

Rysunek 2.16: Poréwnanie teoretycznych i eksperymentalnych wartosci
wskaznika uwarunkowania zadania z ciagtymi wartosciami na szkielecie w za-
leznosci od parametru grubej siatki H przy ustalonej wielkosci parametru
drobnej siatki h.
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algorytmu z ciagtymi wartosciami na brzegach podobszaréw dostajemy na-
stepujaca, zgodng z rezultatami teoretycznymi, zaleznosé wskaznika uwarun-
kowania od (przy stalym parametrze h) od parametru grubej triangulacji H:

A+ Blog H 4 Clog® H, (2.154)

gdzie state A, B, C nie zaleza od H. Dla algorytmu z nieciaglymi wartosciami
otrzymujemy zalezno$é od liczby podobszardw:

H?(A+BlogH + Clog’H) , (2.155)

gdzie, jak powyzej, stale A, B, C nie zalezg od parametru grubej siatki.

Przy analizie wykresu dla algorytmu z ciggltymi wartosciami na szkielecie
z rysunku 2.18a zauwazmy, ze dane eksperymentalne dla H = 1/31 H = 1/2
leza ponizej krzywej teoretycznej okreslajacej zaleznosé od H < 1/3. Ozna-
cza to, iz szybkosé zbieznosci dla malej liczby podobszaréw jest lepsza niz
(1 + log %)2 Dla N > 9 szybkos¢ zbieznosci pokrywa sie juz z funkcjg okre-
slona w (2.154), patrz rysunek 2.17.

22 T T T

krzywa teoretyczna A + Blog(H/h) + CIogZ(H/h)
20k L= ¥ = krzywa eksperymentalna

18-

I I
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

Rysunek 2.17: Poréwnanie teoretycznej i eksperymentalnej wartosci wskaz-
nika uwarunkowania zadania z ciaggltymi wartosciami na szkielecie w zalezno-
$ci od parametru grubej siatki H dla h = 1/256.
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10 T T T T T

= krzywa teoretyczna A + Blog(H/h) + Clogz(H/h)
= ¥ = krzywa eksperymentalna
9l 4
sl 4
7L 4
©
c
o
o
6 ~ h=0.041667 7
5l 4
x X
4l 4
3 1 1 1 1 1 1 1 1
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
H
(a) h=1/24
250 T T T
= krzywa teoretyczna (A + Blog(H/h) + Clc:gz(H/h))/H2
X krzywa eksperymentalna
200 i
150 B
=]
c
Q
o
100 b
h =0.016667
50
K
0 1 1 1 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
H

Rysunek 2.18: Poréwnanie teoretycznej i eksperymentalnej wartosci wskaz-
nika uwarunkowania zadania z ciaglymi — (a) — i nieciagtymi — (b) — warto-
Sciami na szkielecie w zaleznosci od parametru grubej siatki H przy ustalonej
wielkosci parametru drobnej siatki h.
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Tablica 2.5: Wyniki dziatania jednopoziomowego algorytmu Dirichleta-Neumanna szukania przyblizenia doktadnego

rozwigzania u(z,y) = 10%x (x — 1) (x — %) yy—1) (y — %) przy stalym parametrze h — wersja z ciagtymi warto-

76

Sciami na szkielecie.
’ H N ’ iter ’ cond ’ e ? ’ Emax ’ €2 ’ tock ‘ tpar ‘ Smax ’
n = 3969, h = 1.5625000e-02
1/2 4 9 5.8327916e+00 | 2.3315271e-01 | 1.0154648e-07 | 9.1653352e-07 | 3.4896250e+00 | 2.4356489e+00 | 1.49
1/4 16 15 | 1.1890501e+01 | 4.1317530e-01 | 1.3576015e-05 | 2.2011940e-04 | 3.2394313e+00 | 1.3678696e+00 | 2.87
1/8 64 18 | 8.8849484e+00 | 4.6518895e-01 | 1.9745775e-05 | 3.5771492e-04 | 3.8476422e+00 | 1.1631068e+00 | 4.53
1/16 256 14 | 6.1267451e+00 | 4.0039934¢e-01 | 2.7681733e-05 | 5.2360333e-04 | 6.4159316e+00 | 1.2008810e+00 | 8.21
1/32 1024 11 | 3.9803832e+00 | 3.1327569e-01 | 1.6160357e-05 | 2.2334957e-04 | 2.1296066e+01 | 4.0870314e+00 | 14.0
n = 16129, h = 7.8125000e-03
1/2 4 9 7.1040408e+00 | 2.7180857e-01 | 2.8601400e-06 | 5.2287537e-05 | 3.5217921e+01 | 2.2985390e+01 | 1.61
1/4 16 16 | 1.5873194e+01 | 4.3340011e-01 | 3.5023399¢-05 | 1.0626442¢-03 | 2.3298960e+01 | 7.0910000e+00 | 3.81
1/8 64 20 | 1.2261462e+01 | 5.2412782e-01 | 2.6133602e-05 | 1.0471624e-03 | 1.6156239e+01 | 4.3492574e+00 | 4.52
1/16 256 17 | 8.9488628e+00 | 4.6606118e-01 | 1.4764223e-05 | 4.5966688e-04 | 1.4542904e+01 | 4.0938511e+00 | 4.78
1/32 1024 14 | 6.1378329¢+00 | 3.8691019¢-01 | 1.7348170e-05 | 5.5459073e-04 | 2.4912617e+01 | 4.2915609¢+00 | 8.45
1/64 4096 11 | 3.9854545e+00 | 3.0565882e-01 | 1.1440385e-05 | 2.3891597e-04 | 5.8606712e+01 | 5.2387036e+00 | 16.7
n = 58564, h = 4.1152263e-03
1/3 9 10 | 8.2847598e+00 | 2.7820112e-01 | 2.6818154e-06 | 8.6895742e-05 | 2.3313100e+02 | 8.4474382e+01 | 2.90
1/9 81 20 | 1.5140864e+01 | 5.3220695e-01 | 5.4582906e-05 | 4.0076779¢e-03 | 9.4958965e+01 | 1.7093038e+01 | 6.53
1/27 729 17 | 9.4654084e+00 | 4.6223143e-01 | 1.2674909e-05 | 6.3823597e-04 | 5.1953913e+01 | 1.5190490e+01 | 4.47
1/81 6561 12 | 5.0987928e+00 | 3.2937106e-01 | 1.9995351e-05 | 3.9896331e-04 | 1.2714572e+02 | 1.8570544e+01 | 10.4
n = 65025, h = 3.9062500e-03
1/4 16 17 | 2.0486017e+01 | 4.5906386e-01 | 4.9941789¢-05 | 2.6612667¢-03 | 3.0339178e+02 | 6.7834793e+01 | 5.33
1/8 64 23 | 1.6272616e+01 | 5.5337381e-01 | 1.9562196e-05 | 1.6271296e-03 | 1.4557125e+02 | 2.1710607e+01 | 7.69
1/16 256 20 | 1.2302260e+01 | 5.0802361e-01 | 2.2671399¢-05 | 1.3706781e-03 | 7.1738698e+01 | 1.7764283e+01 | 4.96
1/32 1024 17 | 8.9537429e+00 | 4.4822057e-01 | 7.9182840e-06 | 3.6956747e-04 | 6.4911774e+01 | 1.8702308e+01 | 4.74
1/64 4096 13 | 6.0847346e+00 | 3.7580467e-01 | 1.6204725e-05 | 1.3054495e-03 | 1.0522433e+02 | 1.9742637e+01 | 8.06
1/128 | 16384 | 11 | 3.9861200e+00 | 2.9543770e-01 | 5.7435919e-06 | 2.1256628e-04 | 2.4078985e+02 | 2.5235735e+01 | 14.2




Tablica 2.6: Wyniki dziatania jednopoziomowego algorytmu Dirichleta-Neumanna szukania przyblizenia doktadnego
rozwigzania u(z,y) = 10z (z — 1) (z = )y (y - 1) (y — %) przy stalym parametrze h — wersja z nieciaglymi warto-
Sciami na szkielecie.

g6

| H | N [iter | cond | er? | €max | e | tsek | tpar | Smax |
n = 3481, h = 1.6666667¢-02
1/4 16 25 | 3.6162187e+01 | 5.7999244e-01 | 1.3985704e-04 | 1.6950601e-03 | 2.5006570e+00 | 8.4905882¢-01 | 3.556
1/5 25 22 | 2.7284227e+01 | 5.4120474e-01 | 2.4506032e-04 | 5.1109611e-03 | 2.2118181e+00 | 7.1035481e-01 | 3.902
1/6 36 25 | 3.5923603e+01 | 5.7567654e-01 | 1.4357525e-04 | 2.3492092¢-03 | 2.5502835e+00 | 7.1924435e-01 | 4.697
1/10 | 100 34 | 4.1289727e+01 | 6.6858603e-01 | 3.2322430e-04 | 7.2194153e-03 | 4.6057037e+00 | 7.2521787e-01 | 9.335
1/12 | 144 37 | 5.1596580e+01 | 7.0065432e-01 | 4.6383291e-04 | 1.1846528e-02 | 6.0719733e+00 | 7.0024221e-01 | 13.45
1/15 | 225 42 | 6.1534416e+01 | 7.2733851e-01 | 3.6961462e-04 | 1.0193442e-02 | 9.3045317e+00 | 7.4781495e-01 | 20.81
1/20 | 400 58 | 1.0146804e+02 | 7.9189018e-01 | 2.4377640e-04 | 6.8379052¢-03 | 1.9920290e+01 | 8.6019452¢-01 | 41.94
1/30 | 900 84 | 2.3272137e+02 | 8.4952779¢-01 | 7.0570849¢e-05 | 2.2806435e-03 | 5.5560682e+01 | 1.2804471e+00 | 104.2
n = 9025, h = 1.0416667e-02
1/4 16 30 | 5.7894995e+01 | 6.3300310e-01 | 3.3409934e-04 | 6.8736239¢-03 | 1.0143787e+01 | 2.7889594e+00 | 4.298
1/6 36 28 | 5.2602542¢+01 | 6.1107240e-01 | 3.0099400e-04 | 1.0239347e-02 | 7.4455841e+00 | 1.7746494e+00 | 5.196
1/8 64 29 | 3.1611573e+01 | 6.2589348e-01 | 8.2300532e-04 | 3.3023613e-02 | 7.1473293e+00 | 1.5764689e+00 | 5.825
1/12 | 144 39 | 4.7925933e+01 | 7.0343268e-01 | 3.7124522e-04 | 1.6113453e-02 | 1.0200420e+01 | 1.5667951e+00 | 9.273
1/16 | 256 49 | 7.3609487e+01 | 7.5918771e-01 | 2.4963934e-04 | 1.1565671e-02 | 1.5943703e+01 | 1.6191610e+00 | 15.04
1/24 | 576 65 | 1.4805093e+02 | 8.1428500e-01 | 2.5645791e-04 | 1.2380389¢-02 | 3.5657119e+01 | 1.8568555e+00 | 33.27
1/32 | 1024 | 84 | 2.5982620e+02 | 8.5110306e-01 | 1.8605724e-04 | 8.3841868¢-03 | 7.2115389¢+01 | 2.2055014e+00 | 64.72
1/48 | 2304 | 133 | 5.9659045e+02 | 9.0159566e-01 | 3.3630253e-05 | 1.5202574e-03 | 2.2181889¢+02 | 3.8410840e+00 | 171.5
n = 16129, h = 7.8125000e-03
1/2 4 27 | 4.7274268e+01 | 6.0285798e-01 | 1.3207934e-03 | 5.5435234e-02 | 5.9023002e+01 | 3.6224493e+01 | 1.726
1/4 16 33 | 7.6440855e+01 | 6.6065287e-01 | 4.5327159¢e-04 | 1.4943346e-02 | 2.6944600e+01 | 6.5568765e+00 | 4.867
1/8 64 30 | 3.5496121e+01 | 6.3382324e-01 | 7.8074606e-04 | 4.5618394e-02 | 1.4080850e+01 | 2.8174340e+00 | 6.166
1/16 | 256 50 | 8.3348808e+01 | 7.6016565e-01 | 2.9502866e-04 | 1.3705655e-02 | 2.2433442e+01 | 2.7400070e+00 | 11.88
1/32 | 1024 | 83 | 2.6293879e+02 | 8.5126756e-01 | 2.4050824e-04 | 1.2445838e-02 | 7.9935717e+01 | 3.4918098¢e+00 | 42.01
1/64 | 4096 | 170 | 1.0610934e+03 | 9.2240859¢-01 | 3.8264429¢-05 | 1.4729966e-03 | 5.0477021e+02 | 6.3179631e+00 | 225.2




Rysunek 2.19: Graficzne przedstawienie idei testéw numerycznych w dwoch
wymiarach dla statego stosunku H/h.

Trzecia seria eksperymentow zaktadata staly stosunek H/h parametrow
triangulacji (patrz rys. 2.19). Rezultaty testow dla algorytmow z ciaglymi
i nieciggtymi warto$ciami w punktach krzyzowych znajduja sie w tabelach
2.7 1 2.8. Wykresy dopasowanych do danych eksperymentalnych krzywych
teoretycznych sa natomiast przedstawione na rysunkach 2.20 i 2.21. Dla algo-

O ® =% ‘ ‘ ‘

~ - krzywe teoretyczne C=const
1 Hh=10 ~ % = ¥ = krzywe eksperymentalne
K
9r 4
8r 4
2
§ TlaeMo-X----oe. ]
% Hh=5  ~ === x
6 4
oo K= = = = = e = = = - - - K= =
sr . . - ===-C 1
Hh=3 - --x
4 1 1 1 1 1 1
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

Rysunek 2.20: Poréwnanie teoretycznych i eksperymentalnych wartosci
wskaznika uwarunkowania zadania z ciaglymi wartosciami na szkielecie w za-
leznosci od parametru grubej siatki H przy ustalonym stosunku H/h.
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rytmu z cigglymi warto$ciami na brzegach podobszaréw dla statego stosunku
H/h, zgodnie z teoria, wskaznik uwarunkowania jest staly. Dla algorytmu
z nieciagglymi wartosciami otrzymujemy zaleznosé od liczby podobszarow:

H™2C, (2.156)

gdzie stata C' nie zalezy od parametréow H i h. Zauwazmy, ze dla matej liczby
podobszaréow (zob. wykres 2.21a) mozemy spodziewac sie lepszego uwarunko-
wania niz wynika z dopasowania krzywej teoretycznej dla liczby podobszarow
wiekszej od 9.

>e_-il-----x-.___‘
:P Hh=10 - Ttex

X

cond
~
T
I

krzywa teoretyczna C=const
= X = krzywa eksperymentalna

I I L L L L
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035
h

(a)

160 T T T T

krzywa teoretyczna C/H?
X kizywa eksperymentalna|

cond

0 L L L ! T T
0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05 0.055
h

(b)

Rysunek 2.21: Poréwnanie teoretycznej i eksperymentalnej wartosci wskaz-
nika uwarunkowania zadania z ciagtymi (a) i nieciagltymi (b) wartosciami na
szkielecie przy ustalonym stosunku H/h = 10.
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Tablica 2.7: Wyniki dziatania jednopoziomowego algorytmu Dirichleta-Neumanna szukania przyblizenia doktadnego

rozwigzania u(z,y) = 10*z (z — 1) (

na szkielecie.

1

2

) yy—1) (y — %) przy statym stosunku % — wersja z clagtymi wartosciami

n

| iter |

cond

avg
er

emax

€2

tsek

tpar

| Smax |

H/h =3

1.11e-01
6.67e-02
3.33e-02
1.67e-02
6.67e-03
3.33e-03
1.67e-03

64
196
841

3481
22201
89401

358801

7
10
13
13
13
12
11

3.0312198e+-00
4.7988128e+-00
5.1133027e+-00
5.1541189e+-00
5.1570218e+00
5.0812618e+00
4.9232440e+-00

1.6076654e-01
2.9225343e-01
3.6151064e-01
3.5635536e-01
3.4841581e-01
3.2513506e-01
3.2030478e-01

2.8887290e-07
2.2107178e-05
3.8160792e-05
2.0173550e-05
7.1471938e-06
1.6492756e-05
1.4526247e-05

6.9462760e-07
1.0713054e-04
3.1230934e-04
2.5422628e-04
2.4689724e-04
3.1777813e-04
2.7931001e-03

2.6039085¢-01

5.0999533e-01

2.1303671e+-00
8.2558666e+-00
5.2066313e+-01
1.9204028e+02
1.0869388e+03

1.8582466e-01

1.8522361e-01

3.8309715e-01

1.1530999e+-00
7.1809791e+-00
2.9841598e+01
4.6502172e+02

1.83
4.98
9.37
11.7
11.6
9.47
3.04

H/h =5

6.67e-02
4.00e-02
2.00e-02
1.00e-02
4.00e-03
2.00e-03
1.00e-03

196
576
2401
9801
62001
249001
998001

11
15
15
14
14
13

3.5998383e+-00
6.5441822e+-00
6.9348882e+-00
6.9751064e+-00
6.9451493e+00
6.8884787e+-00
6.6998547e+-00

2.0265592e-01
3.2073904e-01
4.2482749e-01
4.0695348e-01
3.9994215e-01
3.7474918e-01
3.6835231e-01

1.5017749e-05
1.4957240e-05
4.6998761e-05
2.7441976e-05
2.3866192e-05
1.4369827e-05
1.1172566e-05

5.8208727e-05
1.2906116e-04
4.3794482e-04
5.4462354e-04
1.3370633e-03
1.1086220e-03
3.6182533e-03

2.3523080e-01
7.1734019e-01
3.1909402e+-00
1.3784993e+01
7.7997981e+01
3.9574457e+-02
3.8652618e+-03

1.4500712e-01

2.7463246e-01

7.9823595e-01
3.3071992e+-00
1.8760021e-+01
1.6135048e+02
2.9325369e+-03

2.15
3.97
6.23
6.95
6.03
3.21
1.48

H/L = 10

3.33e-02
2.00e-02
1.00e-02
5.00e-03
2.00e-03
1.00e-03
5.00e-04

841
2401
9801
39601
249001
998001
3996001

13
18
18
17
16
15

4.5264734e+-00
9.4866569¢e+-00
9.9442415e+-00
9.9576462¢+00
9.8484142e+-00
9.6720847e+-00
9.1858141e+-00

2.1428418e-01
3.5680663e-01
4.8494232e-01
4.6639456e-01
4.4824395e-01
4.3083399e-01
4.1243833e-01

1.0648904e-05
6.8599589¢-06
4.1239186e-05
1.4620560e-05
1.0400844e-05
1.0039910e-05
8.3412915e-06

6.2580254e-05
1.1141643e-04
7.7816226e-04
5.2251651e-04
7.5771686e-04
1.4076235e-03
2.0798266e-03

7.3834468e-01

1.8908234e+00
8.8427461e+-00
3.7190840e+-01
2.8613746e+-02
2.3431399e+-03
2.7304812e+-04

5.4370262e-01

8.5446551e-01

2.7391889¢+-00
1.0983482e-+01
1.3134502e+02
1.7224111e+03
2.5083923e+-04

1.78
2.93
4.36
4.46
2.66
1.50
1.12
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Tablica 2.8: Wyniki dziatania jednopoziomowego algorytmu Dirichleta-Neumanna szukania przyblizenia doktadnego
rozwigzania u(z,y) = 10'z (z — 1) (z — Ny (y — 1) (y — %) przy stalym stosunku 4 — wersja z niecigglymi warto-

$ciami na szkielecie.

| h

n

| iter |

cond

avg
er

emax

€12

tsek

tpar

| Smax

H/h =5

5.00e-02
4.00e-02
3.33e-02
2.86e-02
2.22e-02
2.00e-02
1.67e-02
1.00e-02

361

576

841
1156
1936
2401
3481
9801

16
17
21
23
28
34
37
56

1.2313120e+01
1.5596201e+01
2.2487503e+01
2.5296814e+01
3.0264233e+01
5.2244112e+-01
5.1596580e+-01
1.0641628e+02

4.4852926e-01
4.5788762e-01
5.3382005e-01
5.5047313e-01
6.2209938e-01
6.6686068e-01
7.0065432¢-01
7.8615863e-01

1.0368987e-04
1.8932784e-04
1.6099874e-04
2.4687733e-04
4.0844003e-04
1.7248061e-04
4.6383291e-04
3.4645443e-04

6.9745432e-04
1.4084662e-03
1.7976323e-03
2.5695363e-03
7.1199578e-03
2.8542402e-03
1.1846528e-02
1.4142571e-02

7.0401601e-01
5.9097211e-01
9.9625183e-01
1.5932943e+-00
3.5769875e+-00
3.9747146e+-00
6.0719733e+00
2.4494349e+01

3.2030111e-01
1.7532151e-01
2.4389580e-01
3.2277161e-01
5.7814645e-01
9.5515799e-01
7.0024221e-01
1.9123365e+00

3.917
4.792
6.500
8.144
10.58
11.77
13.45
21.45

H/h =7

3.57e-02
2.86e-02
2.38e-02
2.04e-02
1.59e-02
1.43e-02
7.14e-03

729
1156
1681
2304
3844
4761

19321

19
19
22
23
29
33
61

1.7038396e-+01
2.0239875e+01
2.7422752e+01
1.8985385e-+01
2.5755964e+01
3.3350535e+-01
1.1893453e-+02

4.8649353e-01
4.8885497e-01
5.4565760e-01
5.5346218e-01
6.2277513e-01
6.5861576e-01
7.9817347e-01

4.8915792e-05
2.0264894e-04
2.1651051e-04
4.6156849¢-04
4.1871641e-04
5.8176704e-04
1.2983349e-04

3.8586798e-04
2.1484672e-03
3.0077752e-03
9.2538182¢-03
1.2067184e-02
1.7634319e-02
8.9025128e-03

9.9722381e-01

8.8121465e-01

1.7137981e+-00
1.9169611e+-00
4.4950106e+-00
5.3529847e+-00
3.5864068e+01

5.6428994e-01
2.9225404e-01
4.7470845e-01
4.6530055e-01
8.7135816e-01
9.3345879e-01
3.4355118e+-00

2.761
4.152
5.223
5.649
7.520
8.394
15.91

H/L = 10

2.50e-02
2.00e-02
1.67e-02
1.43e-02
1.11e-02
1.00e-02
8.33e-03
5.00e-03

1521
2401
3481
4761
7921
9801
14161
39601

21
21
25
24
30
33
39
70

2.4159336e+01
2.5411121e+-01
3.5923603e+01
2.0002434e+01
2.9593212e+01
3.7076300e+01
5.3776768e+01
1.5510630e+02

5.2854150e-01
5.3015458e-01
5.7567654e-01
5.6516498e-01
6.3440242e-01
6.6664509e-01
7.1276203e-01
8.2373937e-01

1.3729432e-04
2.3236080e-04
1.4357525e-04
4.6235903e-04
2.6647781e-04
5.5231841e-04
5.0731544e-04
1.7829858e-04

1.1449670e-03
3.6984542e-03
2.3492092¢-03
1.4368378e-02
1.1370028e-02
2.4868788e-02
2.2008023e-02
1.1586007e-02

9.9329838e-01

1.5291613e+-00
2.5502835e+-00
4.0541751e+-00
7.4460607e+-00
8.7790079e+-00
1.4621746e-+01
6.7885456e+01

3.6598017e-01
4.9929349e-01
7.1924435e-01
1.0829546e-+00
1.6134492e+00
1.6671254e+00
2.4429747e+-00
6.7134662e+-00

3.431
3.861
4.697
5.052
6.421
7.092
8.365
14.39




Waznym czynnikiem poréwnawczym w analizie algorytméw numerycz-
nych jest, poza doktadnoscia, czas ich dziatania. Oczywiscie sekwencyjny czas
dziatania t,., w zwiazku z duzo wieksza liczba iteracji, bedzie w przypadku
nieciagtych wartosci w punktach krzyzowych dtuzszy niz dla algorytmu z cia-
glymi wartosciami. Kluczowa role w przypadku metod opartych na dekom-
pozycji obszaru odgrywa jednak nie czas sekwencyjny, ale rownolegly ;.
W tabelach 2.9 i 2.10 poréwnane zostaly czasy dziatania obu wersji algoryt-
mow. Pierwsza z tabel zawiera dane eksperymentéw dla podzialéw na mate
liczby podobszaréw, to jest cztery lub dziewieé¢, druga natomiast dane dla
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Rysunek 2.22: Poréwnanie réwnoleglych czaséw dziatania algorytmu z cia-
glymi i niecigglymi warto$ciami na szkielecie dla matej — (a), (b) — i duzej —
(c), (d) — liczby podobszarow.
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Tablica 2.9: Por6wnanie czaséw dziatania jednopoziomowych algorytmow Dirichleta-Neumanna szukania przyblizenia
doktadnego rozwigzania u(x,y) = 10% (x — 1) (m — %) yy—1) (y — %) w wersji z cigglymi i nieciggtymi wartosciami
na szkielecie dla liczby podobszarow N € {4,9}.

przypadek ciagty przypadek nieciagly
nieciggl
h n iter cond tsek tpar iter cond tsek Lpar ti‘é%;i,y
N=22=4H-=1/2
1.00e-01 | 81 7 | 3.1925196e4-00 | 1.8133e-01 | 1.4588e-01 13 | 9.5607841e+00 | 1.2141e-01 | 8.6387e-02 0.5922
7.14e-02 | 169 7 | 3.5879220e+00 | 1.9325e-01 | 1.5380e-01 14 | 1.4083120e+01 | 1.5540e-01 | 1.0968e-01 0.7132
6.25e-02 | 225 7 | 3.7552140e+00 | 2.2318e-01 | 1.7761e-01 15 | 1.6345363e+01 | 1.7073e-01 | 1.1618e-01 0.6541
5.56e-02 | 289 7 | 3.9076008e+00 | 2.4316e-01 | 1.9240e-01 15 | 1.8595028e+01 | 2.1847e-01 | 1.5515e-01 0.8064
5.00e-02 | 361 7 | 4.0477302e400 | 2.8002e-01 | 2.2192e-01 15 | 2.0816612e+01 | 2.2967e-01 | 1.5790e-01 0.7115
4.17e-02 | 529 8 | 4.2987035e+00 | 4.0304e-01 | 3.1761e-01 17 | 2.5297752e+01 | 3.2793e-01 | 2.1951e-01 0.6911
3.33e-02 | 841 8 | 4.6204701e+00 | 6.1053e-01 | 4.8089e-01 18 | 3.1910105e+01 | 4.9825e-01 | 3.2595e-01 0.6778
3.13e-02 | 961 8 | 4.7165256e+00 | 6.1826e-01 | 4.7359e-01 19 | 3.4164772e+01 | 5.9344e-01 | 3.8672e-01 0.8166
2.78e-02 | 1225 8 | 4.8952870e+00 | 7.8300e-01 | 5.9080e-01 19 | 3.8473291e+01 | 7.5296e-01 | 4.8614e-01 0.8229
2.50e-02 | 1521 8 | 5.0589819e+00 | 1.0035e+00 | 7.5486e-01 20 | 4.2932458e+01 | 1.0543e+00 | 6.8936e-01 0.9132
N=3=9H=1/3

1.11e-01 | 64 7 | 3.0312198e+-00 | 1.9743e-01 | 1.1604e-01 11 | 5.9008246e+00 | 8.1391e-02 | 2.4443e+00 || 21.0632
6.67e-02 | 196 7 | 3.5998383e+00 | 2.5650e-01 | 1.6226e-01 14 | 1.0076193e+01 | 1.1723e-01 | 2.4628e+00 || 15.1782
4.17e-02 | 529 8 | 4.2100793e+00 | 4.1847e-01 | 2.7196e-01 17 | 1.6318765e+01 | 1.8949e-01 | 2.3869e+00 || 8.7767
3.70e-02 | 676 8 | 4.3749949e+00 | 4.8318e-01 | 3.1224e-01 18 | 1.8375415e+01 | 2.2209e-01 | 2.4443e+00 || 7.8281
3.33e-02 | 841 8 | 4.5264734e+00 | 5.6032e-01 | 3.6024e-01 19 | 2.0430550e+01 | 2.6601e-01 | 2.3966e+00 || 6.6527
2.78e-02 | 1225 8 | 4.7973316e+00 | 7.4628e-01 | 4.6879e-01 21 | 2.4578050e+01 | 3.5097e-01 | 2.4707e¢+00 || 5.2705
2.22e-02 | 1936 8 | 5.1437473e+00 | 1.1475e+00 | 7.1228e-01 22 | 3.0715225e+401 | 5.5719e-01 | 2.4706e+00 || 3.4686
1.67e-02 | 3481 9 | 5.6143723e+00 | 2.3811e+00 | 1.3525e+00 || 25 | 4.0961596e+01 | 1.1564e+00 | 2.5703e+00 || 1.9004
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Tablica 2.10: Poréwnanie czasow dziatania jednopoziomowych algorytméw Dirichleta-Neumanna szukania przybli-
zenia dokladnego rozwigzania u(wz,y) = 10%z (z — 1) (x — %) yy—1) (y — %) w wersji z cigglymi i nieciggtymi war-
tosciami na szkielecie dla liczby podobszarow N > 9.

przypadek ciagly przypadek nieciggly
nieciagly
h n iter cond tsek tpar iter cond tsek tpar tia;%ﬁ‘y
H/h=3
1.11e-01 64 7 | 3.0312198e+400 | 2.6039e-01 | 1.8582e-01 11 | 5.9008246e+00 | 1.5069e-01 | 8.1391e-02 0.4380

6.67e-02 | 196 10 | 4.7988128e+00 | 5.0999e-01 | 1.8522e-01 15 | 1.0605139e+01 | 4.1032e-01 | 1.0935e-01 0.5904
3.33e-02 | 841 13 | 5.1133027e+00 | 2.1303e+00 | 3.8309e-01 31 | 4.7100102e+01 | 2.8344e+00 | 2.8176e-01 0.7355
1.67e-02 | 3481 13 | 5.1541189e+00 | 8.2558e+00 | 1.1530e+00 || 58 | 1.0146804e+02 | 1.9920e+01 | 8.6019e-01 0.7460

H/h =5

6.67e-02 196 7 ] 3.5998383e+00 | 2.3523e-01 | 1.4500e-01 14 | 1.0076193e+01 | 2.2180e-01 | 1.1723e-01 0.8085
4.00e-02 | 576 11 | 6.5441822e+00 | 7.1734e-01 | 2.7463e-01 17 | 1.5596201e+01 | 5.9097e-01 | 1.7532e-01 0.6384
2.00e-02 | 2401 15 | 6.9348882e+00 | 3.1909e+00 | 7.9823e-01 34 | 5.2244112e+401 | 3.9747e+00 | 5.5515e-01 0.6955
1.00e-02 | 9801 15 | 6.9751064e+00 | 1.3784e+01 | 3.3071e+00 || 56 | 1.0641628e+02 | 2.4494e+4-01 | 1.9123e+00 | 0.5782

H/h = 10

3.33e-02 | 841 8 | 4.5264734e+00 | 7.3834e-01 | 5.4370e-01 19 | 2.0430550e+01 | 5.3806e-01 | 2.6601e-01 0.4893
2.00e-02 | 2401 13 | 9.4866569e-+00 | 1.8908e+00 | 8.5446e-01 21 | 2.5411121e+01 | 1.5291e+00 | 4.9929e-01 0.5843
1.00e-02 | 9801 18 | 9.9442415e+00 | 8.8427e+00 | 2.7391e+00 || 33 | 3.7076300e+01 | 8.7790e+-00 | 1.6671e-+00 || 0.6086
5.00e-03 | 39601 || 18 | 9.9576462e+00 | 3.7190e+01 | 1.0983e+01 || 70 | 1.5510630e+02 | 6.7885e+01 | 6.7134e4-00 || 0.6112




Speed-up dla M=20, N=20, kM=10, kN=10
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(a) algorytm z ciggtymi wartosciami na szkielecie
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(b) algorytm z nieciagtymi wartosciami na szkielecie

Rysunek 2.23: Speed-up jednopoziomowej metody Dirichleta-Neumanna
w 2D dla podziatu na 400 podobszaréow i 39601 niewiadomych.

103



4.5 % = T
! == X\ = X = krzywa eksperymentalna
1
A
! .
4t 1 AN B
1 A}
.
! A
U S
.
35 " N q
.
! N
3 1 Y
% ‘ .
g 3l ' . i
X
& 1 M
2 1 S
E x s
>25F 1 S B
X 1 ~
<
£ 1 AN
1 M ~
ok 1 S 4
1 ~ ~
! x
1
15F * q
1
U
X
1 1 1
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035
h

(a) algorytm z ciagltymi wartosciami na szkielecie

15 T T
X = ¥ = krzywa eksperymentaina
A
A\
1
A\
1
1
A\
10 * g
a L\
_E \
(7]
: | X
> \
S
2 N
; \x
sk i
S
~
K~ o
k. 29
~ -~
= e
- -l x
0 L L L L
0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05 0.055
h

(b) algorytm z nieciaglymi wartosciami na szkielecie
Rysunek 2.24: Wykres zalezno$ci maksymalnego speed-up od parametru h

drobnej triangulacji dla jednopoziomowej metody Dirichleta-Neumanna w 2D

przy ustalonym stosunku H/h = 10.
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Z wykresow z rysunku 2.22 mozna odczytaé, ze poza przypadkiem po-
dzialu na dziewie¢ podobszaréw szybszy okazuje sie algorytm z niecigglymi
warto$ciami w punktach krzyzowych. Nalezy jednak pamietac¢, iz ekspery-
menty byly wykonywane na jednym procesorze, wiec wykresy te nie uwzgled-
niaja strat czasowych na komunikacje miedzy procesorami. W przypadku,
gdy obliczenia wykonywane sa na wielu komputerach potaczonych ze soba
taczami o stabych parametrach przepustowosci, przewaga algorytmu z nie-
ciggltymi warto$ciami na brzegach podobszaréw powinna by¢ jeszcze wieksza.

O dobrych wtasnosciach zréwnoleglenia swiadczy tak zwany speed-up, to
jest zalezno$¢ od liczby procesorow stosunku czasu obliczen na wielu pro-
cesorach do czasu obliczern na jednym procesorze. Wykresy funkcji speed-
up dla podziatu na 25 podobszaréw przedstawione zostaly na rysunku 2.23.
W celu osiagniecia lepszego efektu wizualnego uzyskane wartosci zostaty in-
terpolowane funkcja liniowa. Potwierdzaja one bardzo dobra podatno$é na
zrownoleglenie analizowanych w rozprawie metod. Przypuszczalnie speed-up
jest wiekszy. Zwro¢my bowiem uwage, iz obliczenia byty przeprowadzone na
procesorze dwurdzeniowym (Intel Core2 T5500, 1.66Ghz) i w zwiazku z tym
zostaly juz w pewnym stopniu zréwnoleglone.

Wiadomo, ze maksymalny speed-up dla danego podziatu uzyskiwany jest
w przypadku, gdy liczba procesoréw jest rowna liczbie podobszaréow typu
Neumanna. Na rysunku 2.24 przedstawione zostaly wykresy zalezno$ci mak-
symalnego speed-up od parametru h drobnej triangulacji przy ustalonym sto-
sunku H/h (zob. rysunek 2.19). Okazuje sie, iz dla algorytmu z ciagltymi war-
tosciami na brzegach podobszarow istnieje optymalny podzial, dla ktérego
zrownoleglenie jest najlepsze. Dla algorytmu z niecigglymi wartosciami na
szkielecie natomiast, zgodnie z oczekiwaniami, przyspieszenie obliczeri zwia-
zane 7z ich zréwnolegleniem, jest tym wicksze im wieksza jest liczba podob-
szaro6w, na jakie podzielony zostal wyjsciowy obszar.

Na rysunku 2.25 przedstawiona jest wizualizacja wynikow dziatania algo-
rytmu z cigglymi wartosciami w punktach krzyzowych, na rysunku 2.26 za$,
przyktadowe wykresy przyblizen rozwiazania znalezionych w trzech pierw-
szych iteracjach procesu iteracyjnego.

Zaimplementowany zostal rowniez algorytm Dirichleta-Neumanna
w dwoch wymiarach z elementami mieszanymi. Rozpatrywana byla wersja
algorytmu z forma dwuliniowa dana wzorem (2.146). Eksperymenty nume-
ryczne, majace na celu weryfikacje twierdzenia 2.3 polegaly na podziale jed-
nostkowego kwadratu na kwadratowe podobszary i zalozeniu, ze warunek
brzegowy Neumanna okreslony jest na prawych i gérnych krawedziach wraz
z ich wierzcholtkami (patrz rys. 2.27). Pamietajac o zerowym warunku brzego-
wym Dirichleta zadanym na brzegu wyjsciowego obszaru, wszystkie podob-
szary maja przypisany typ mieszany z wyjatkiem podobszaru lezacego przy
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wykres funkcji testowej

0.2 ) 0.2 0.4

wynik dzialania algorytmu dla M=4, N=4, kM=6, kN=6

50 - =

0.2 0.4

x 107° roznica rozwiazania obliczonego i rzeczywistego dla M=4, N=4, kM=6, kN=6

Rysunek 2.25: Wynik dziatania algorytmu z ciaglymi warto$ciami w punktach
krzyzowych dla podziatu na 16 podobszaréw i 529 niewiadomych.

prawym, géornym wierzchotku obszaru, ktoéry jest typu Dirichleta. Dla pod-
obszaréw typu mieszanego przecinajacych sie niepusto z brzegiem obszaru (2
nie byty odejmowanie wartosci w wierzchotku.

Wyniki pierwszej serii testow numerycznych — dla ustalonego parametru
H (patrz rys. 2.12) — zebrane zostaly w tabelach 2.11 1 2.12. Wykresy z rysun-
kow 2.28 1 2.29, na ktorych przedstawione zostalty dane eksperymentalne oraz
dopasowane do nich liniowa metoda najmniejszych kwadratow krzywe teo-
retyczne, potwierdzaja rezultaty teoretyczne. Dla duzej liczby podobszarow
uzyskana zostala bowiem nastepujaca zalezno$é¢ wskaznika uwarunkowania
zadania od parametru drobnej triangulacji h:

1 1 1 1
A—i—BlogE%—ClogQEvLDlogBE+Elog4ﬁ, (2.157)

gdzie stale A, B, C', D i E nie zaleza od h. Dla malej liczby podobszaréw
dos¢ dobrze dopasowana okazala sie krzywa polilogarytmiczna stopnia dwa.
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iteracja nr: 1

NSRS [

iteracja nr: 2

Rysunek 2.26: Przykladowe wykresy przyblizen rozwiazania znalezionych
w trzech pierwszych iteracjach procesu iteracyjnego jednopoziomowego al-
gorytmu Dirichleta-Neumanna w dwoch wymiarach.
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Rysunek 2.27: Przyktadowy schemat podzialu na podobszary zastosowany
w eksperymentach numerycznych algorytmu Dirichleta-Neumanna w dwdch
wymiarach z elementami mieszanymi. Pogrubione zostaly czesci brzegu
typu neumannowskiego. Koétkami oznaczono wierzchotki, ktérych wartosci
uwzgledniane sa w formie dwuliniowej (2.146).
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Tablica 2.11: Wyniki dziatania jednopoziomowego algorytmu Dirichleta-Neumanna szukania przyblizenia doktad-
nego rozwiazania u(z,y) = 10%x (z — 1) (x — %) y(y—1) (y — %) przy stalym parametrze H — wersja z elementami

mieszanymi i liczba podobszarow N € {4,9}.

b ]

n

| iter |

cond

avg
er

emax

€12

tsek

tpar

| smax

N=22=4 H=1/2

1.67e-01
1.00e-01
7.14e-02
5.56e-02
5.00e-02
4.17e-02
3.13e-02
2.78e-02
2.50e-02
1.11e-02
8.33e-03
7.81e-03

25
81
169
289
361
529
961
1225
1521
7921
14161
16129

2.5180014e+00
3.4649976e+-00
4.2950084e+00
5.0372548e+-00
9.3823452e+-00
6.0299798e+-00
7.1914372e+-00
7.7196157e+-00
8.2195859¢e+-00
1.3043870e-+01
1.5226959e-+01
1.5754750e+01

1.7934199e-01
2.5483641e-01
2.3434207e-01
2.6256428e-01
2.7399996e-01
2.9240980e-01
2.6707036e-01
2.7690697e-01
2.8589530e-01
3.2053664e-01
3.2373051e-01
3.2654412e-01

2.0505710e-09
1.7780175e-05
9.3361071e-07
6.5973013e-06
1.3558249e-05
3.7627179e-05
1.0756919e-05
1.8364428e-05
2.8558179e-05
2.8389879e-05
3.2613316e-06
3.7940349e-06

2.2956821e-09
3.6604957e-05
3.6286505e-06
3.0457798e-05
6.6538567¢e-05
2.1782336e-04
7.1387396e-05
1.3835434e-04
2.3930391e-04
4.5063083e-04
1.0423493e-04
1.2902964e-04

9.6799035e-02
1.0885664e-01
1.3380618e-01
1.5967909e-01
1.8008958e-01
2.2661972e-01
3.9041002e-01
4.9802091e-01
6.2834522e-01
7.1060767e+-00
2.1734161e+-01
2.8229553e+-01

7.5424181e-02
8.2792855e-02
1.0115622e-01
1.1884625e-01
1.3377915e-01
1.6660455e-01
2.7889089e-01
3.5159650e-01
4.3579184e-01
4.2860773e+-00
1.2530376e-+01
1.6088647e+01

2.26
2.25
2.16
2.08
2.06
2.01
1.96
1.97
1.98
2.16
2.29
2.32

N

—32=9,0H-1/3

1.11e-01
6.67e-02
4.76e-02
3.70e-02
3.33e-02
2.78e-02
2.08e-02
1.85e-02
1.67e-02
1.11e-02

8.33e-03

64
196
400
676
841
1225
2209
2809
3481
7921
14161

12
14
16
17
17
18
18
19
19
20
21

6.8029957e+-00
1.1241778e+01
1.5214369e-+01
1.8790199e-+01
2.0457028e+01
2.3590686e+-01
2.9218887e+01
3.1780777e+01
3.4205809e+01
4.4792920e+-01
5.3610054e+01

3.5629157e-01
3.9832667e-01
4.3529437e-01
4.6238575e-01
4.7973315e-01
4.7211711e-01
4.9990943e-01
4.9851211e-01
5.0885960e-01
5.1569739¢-01
5.3961898e-01

2.5689703e-05
4.6996666e-05
1.1806716e-05
1.1132809e-05
2.3635632e-05
1.5523188e-05
6.7953032e-05
3.1034282e-05
4.6995049e-05
3.2029408e-05

5.6647116e-05

4.5194788e-05
1.6970335e-04
8.3499341e-05
8.1165964e-05
1.8684980e-04
1.2227490e-04
6.3834426e-04
3.4615427e-04
6.4292295e-04
6.7459226e-04
1.4685547e-03

1.8915791e-01
2.5301791e-01
3.4060237e-01
4.7476146e-01
5.7542223e-01
7.6352078e-01
1.2841952e+-00
1.8723521e+00
2.3010691e+-00
7.5315988e+-00
1.9620913e-+01

9.4874349e-02
1.2336826e-01
1.5977170e-01
2.2700685e-01
2.7791200e-01
3.6678579e-01
5.8717442e-01
8.3739211e-01
1.0234149e+00
2.7417447e+4-00
6.1563344e+-00

6.01
5.91
5.85
5.41
5.46
5.42
5.30
5.31
5.28
5.65
6.00
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Tablica 2.12: Wyniki dziatania jednopoziomowego algorytmu Dirichleta-Neumanna szukania przyblizenia doktad-
nego rozwigzania u(z,y) = 10'z (z — 1) (z — D)y (y — 1) (y — %) przy stalym parametrze H — wersja z elementami
mieszanymi i liczba podobszaréw N > 9.

| h n | iter | cond eq? | Emax e toek tpar | Smax |
N =10% =100, H = 1/10
2.50e-02 | 1521 | 21 | 1.1206457e+01 | 5.1927314e-01 | 6.9915873e-05 | 8.2980416e-04 | 3.3064749e+00 | 5.4939692¢-01 | 86.89
2.00e-02 | 2401 | 23 | 1.3785894e+01 | 5.4853477e-01 | 8.4836157e-05 | 1.0948772e-03 | 3.9050810e+00 | 5.4908438e-01 | 84.16
1.67e-02 | 3481 | 24 | 1.6133284e+01 | 5.7120709¢-01 | 1.3339515e-04 | 1.9512481e-03 | 4.8343476e+00 | 7.2911983e-01 | 82.54
1.43e-02 | 4761 | 26 | 1.8360614e+01 | 5.9207295e-01 | 1.2395702e-04 | 1.8540938e-03 | 5.8531227e+00 | 8.7218857¢-01 | 81.92
1.25e-02 | 6241 | 27 | 2.0409118e+01 | 6.0647042e-01 | 1.5952799e-04 | 2.6196756e-03 | 7.6592132e+00 | 1.2028239e+00 | 81.44
1.11e-02 | 7921 | 29 | 2.2399272e+01 | 6.2149350e-01 | 1.2190752e-04 | 2.4068457e-03 | 9.7392339e+00 | 1.4988858e+00 | 81.56
1.00e-02 | 9801 | 30 | 2.4244022e+01 | 6.3197074e-01 | 1.3685089e-04 | 2.6110409e-03 | 1.2013485e+01 | 1.8176082e+00 | 81.40
8.33e-03 | 14161 | 32 | 2.7732495e+01 | 6.5039630e-01 | 1.5261760e-04 | 3.3252392e-03 | 1.7829024e+01 | 2.5577904e+00 | 81.57
6.67e-03 | 22201 | 34 | 3.2485420e+01 | 6.6772037e-01 | 1.8956693e-04 | 4.9104268e-03 | 2.8458795e+01 | 3.6446595¢+00 | 81.90
5.56e-03 | 32041 | 36 | 3.6867311e+01 | 6.8464220e-01 | 2.1689211e-04 | 7.1836944e-03 | 4.9515244e+01 | 5.7925139¢+00 | 82.96
5.00e-03 | 39601 | 37 | 3.9603381e+01 | 6.9251740e-01 | 2.3809380e-04 | 8.6791626e-03 | 6.1514323e+01 | 6.6023101e+00 | 83.17
4.17e-03 | 57121 | 40 | 4.4919327e+01 | 7.0819392e-01 | 1.9096570e-04 | 9.2465757e-03 | 1.1298001e+02 | 1.0044930e+01 | 85.37
4.00e-03 | 62001 | 40 | 4.6101601e+01 | 7.1090103e-01 | 2.2693585e-04 | 1.1064869e-02 | 1.2137960e+02 | 1.0661566e+01 | 84.66
3.33e-03 | 89401 | 43 | 5.2245475e+01 | 7.2548502e-01 | 2.3537194e-04 | 1.1279621e-02 | 2.3828125e+02 | 1.8487887e+01 | 85.68
2.50e-03 | 159201 | 46 | 6.2912689e+01 | 7.4348506e-01 | 3.5274914e-04 | 1.9442924e-02 | 6.4375305e+02 | 3.8745251e+01 | 86.92
N =207 =400, H = 1/20
1.00e-02 | 9801 | 23 | 1.3907122e+01 | 5.5410026e-01 | 9.9906898e-05 | 2.1425497e-03 | 1.6035357e+01 | 1.7730121e+00 | 343.5
8.33e-03 | 14161 | 25 | 1.6306777e+01 | 5.7903007e-01 | 9.4901531e-05 | 2.5700324e-03 | 2.0925045e+01 | 2.5091844e+00 | 338.8
7.14e-03 | 19321 | 26 | 1.8487704e+01 | 5.9779419e-01 | 1.1251494e-04 | 4.1032842e-03 | 2.5587664e+01 | 3.1785645e¢+00 | 334.6
5.56e-03 | 32041 | 29 | 2.2479439e+01 | 6.2617284e-01 | 9.2644307e-05 | 4.9011138e-03 | 4.1977483e+01 | 5.3898510e+00 | 333.0
5.00e-03 | 39601 | 30 | 2.4282550e+01 | 6.3540374e-01 | 1.0042305e-04 | 5.4597711e-03 | 5.2862751e+01 | 6.8705927e+00 | 332.4
4.17e-03 | 57121 | 32 | 2.7641460e+01 | 6.5230272e-01 | 1.2396718e-04 | 6.4892816e-03 | 7.9138503e+01 | 1.0086938e+01 | 334.6
3.33e-03 | 89401 | 34 | 3.2137385e+01 | 6.7259758e-01 | 1.8790933e-04 | 9.5076699e-03 | 1.3195013e+02 | 1.6094052e+01 | 330.3
2.78¢-03 | 128881 | 37 | 3.6294552e+01 | 6.8940934e-01 | 1.8194655e-04 | 7.7683060e-03 | 2.2609644e+02 | 2.6342335e¢+01 | 328.0
2.50e-03 | 159201 | 38 | 3.8829023e+01 | 6.9624863e-01 | 2.0416288e-04 | 9.6834535¢-03 | 3.0198084e+02 | 3.5778150e+01 | 324.4
2.00e-03 | 249001 | 41 | 4.4832606e+01 | 7.1448719e-01 | 2.1809230e-04 | 1.2229901e-02 | 6.1050961e+02 | 6.7031791e+01 | 322.1
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Rysunek 2.28: Poréwnanie teoretycznych i eksperymentalnych wartosci
wskaznika uwarunkowania zadania z elementami mieszanymi w zaleznosci
od parametru drobnej siatki h przy ustalonej wielkosci parametru grubej
siatki H € {1/2,1/3}.
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Rysunek 2.29: Poréwnanie teoretycznych i eksperymentalnych wartosci
wskaznika uwarunkowania zadania z elementami mieszanymi w zaleznosci
od parametru drobnej siatki h przy ustalonej wielkosci parametru grubej
siatki H < 1/3.
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Tablica 2.13: Wyniki dziatania jednopoziomowego algorytmu Dirichleta-Neumanna szukania przyblizenia doktad-
nego rozwiazania u(z,y) = 10z (z — 1) (z — )y (y— 1) (v — %) przy stalym parametrze h — wersja z mieszanymi

elementami.
| H | N | iter | cond | eq? | Emax | e | took | tpar | Smax |
n = 32041, h = 5.5555556e-03
1/6 36 40 | 5.4523425e+01 | 7.1142953e-01 | 5.2493239¢e-04 | 1.2393385e-02 | 7.0095822e+01 | 7.8287060e+00 | 29.674
1/9 81 37 | 3.9972238e+01 | 6.9098465e-01 | 2.4200940e-04 | 8.9271180e-03 | 5.4050698e+01 | 6.3841944e+00 | 67.735
1/10 100 36 | 3.6867311e+01 | 6.8464220e-01 | 2.1689211e-04 | 7.1836944e-03 | 4.9515244e+01 | 5.7925139¢+00 | 82.963
1/12 144 34 | 3.2230881e+01 | 6.7026591e-01 | 1.8171951e-04 | 5.2269902e-03 | 4.4797436e+01 | 5.5649272e+00 | 119.15
1/15 225 32 | 2.7581873e+01 | 6.5207760e-01 | 1.2810617e-04 | 4.5621156e-03 | 4.2380911e+01 | 5.3867154e+00 | 186.73
1/18 324 30 | 2.4245323e+01 | 6.3455176e-01 | 1.0903893e-04 | 4.7742925e-03 | 4.1707864e+01 | 5.3394885e+00 | 269.64
1/20 400 29 | 2.2479439e+01 | 6.2617284e-01 | 9.2644307e-05 | 4.9011138e-03 | 4.1977483e+01 | 5.3898510e+00 | 333.05
1/30 900 25 | 1.6451306e+01 | 5.8155298e-01 | 9.0586309¢e-05 | 3.9016626e-03 | 4.7957950e+01 | 5.5963975e+00 | 761.86
1/36 1296 23 | 1.4086621e+01 | 5.5919385e-01 | 6.3248215e-05 | 3.7219753e-03 | 5.3314872e+01 | 5.7313108e+00 | 1109.3
1/45 2025 21 | 1.1494861e+01 | 5.2641073e-01 | 4.5096245e-05 | 2.9034883e-03 | 6.3810351e+01 | 6.0463324e+00 | 1763.1
1/60 3600 18 | 8.6005666e+00 | 4.7743011e-01 | 4.7395284e-05 | 3.2226508e-03 | 8.2610522e+01 | 6.3995358e+00 | 3203.3
1/90 8100 14 | 5.4524050e+00 | 3.9277879¢e-01 | 4.0603759¢e-05 | 2.5997285e-03 | 1.2251151e+02 | 7.9264735e+00 | 7323.3
n = 57121, h = 4.1666667e-03

1/6 36 44 | 6.5745214e+01 | 7.3157176e-01 | 4.6086985e-04 | 1.7672547e-02 | 1.8605622e+02 | 1.6566665e+01 | 30.684
1/8 64 42 | 5.3410697e+01 | 7.2353179¢-01 | 3.2799311e-04 | 1.5020580e-02 | 1.3194990e+02 | 1.0939584e+01 | 54.421
1/10 100 40 | 4.4919327e-+01 | 7.0819392e-01 | 1.9096570e-04 | 9.2465757e-03 | 1.1298001e+02 | 1.0044930e+01 | 85.373
1/12 144 37 | 3.9140722e+01 | 6.9377854e-01 | 2.3058811e-04 | 8.7880319¢-03 | 9.7468886e+01 | 9.9176637e¢+00 | 121.14
1/15 225 35 | 3.3565854e+01 | 6.7602199¢e-01 | 1.8162185e-04 | 6.3122917e-03 | 8.6044460e+01 | 9.6775956e+00 | 188.54
1/16 256 34 | 3.2115499e+01 | 6.7074569e-01 | 1.9034339e-04 | 7.1409985e-03 | 8.3193831e-+01 | 9.4854633e+00 | 214.31
1/20 400 32 | 2.7641460e+01 | 6.5230272e-01 | 1.2396718e-04 | 6.4892816e-03 | 7.9138503e+01 | 1.0086938e+01 | 334.56
1/24 576 30 | 2.4355839e+01 | 6.3719831e-01 | 9.7516053e-05 | 6.5869479¢-03 | 7.6141441e+01 | 9.7479641e+00 | 478.35
1/30 900 28 | 2.0729581e+01 | 6.1508327e-01 | 9.9805200e-05 | 5.3431299¢-03 | 7.8091300e+01 | 9.7952481e+00 | 752.37
1/40 1600 25 | 1.6540688e+01 | 5.8285291e-01 | 6.6002328e-05 | 5.0450179¢-03 | 8.6742149e+01 | 1.0175629e+01 | 1351.9
1/48 2304 23 | 1.4153548e+01 | 5.6022816e-01 | 6.8274357e-05 | 4.9203218e-03 | 9.6144808e+01 | 1.0543137e+01 | 1963.0
1/60 3600 21 | 1.1536955e+01 | 5.2667327e-01 | 4.3725199e-05 | 4.1073616e-03 | 1.1456876e+02 | 1.1026042e+01 | 3121.0
1/80 6400 18 | 8.6232566e+00 | 4.7704367e-01 | 5.0854182e-05 | 4.5300817e-03 | 1.4856040e+02 | 1.1984508e+01 | 5657.0
1/120 | 14400 | 14 | 5.4582666e+00 | 3.9295981e-01 | 3.7595281e-05 | 3.5564821e-03 | 2.1920643e+02 | 1.4675049e+01 | 12932




cond

Rysunek 2.30: Poréwnanie teoretycznych i eksperymentalnych wartosci
wskaznika uwarunkowania zadania z elementami mieszanymi w zaleznosci
od parametru grubej siatki H przy ustalonej wielkosci parametru drobnej

siatki h.

cond

Rysunek 2.31: Dopasowanie krzywej polilogarytmicznej stopnia dwa do eks-
perymentalnych wartosci wskaznika uwarunkowania zadania z elementami
mieszanymi w zaleznosci od parametru grubej siatki H przy ustalonej wiel-
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Druga z serii trzech testow, przeprowadzona byta przy zatozeniu statej
warto$ci parametru h (patrz rys. 2.15). Wyniki eksperymentéw numerycz-
nych zebrane zostaly w tabeli 2.13, zas wykresy krzywych eksperymental-
nych i teoretycznych przedstawione na rysunku 2.30. Do zawartych tam da-
nych dopasowane zostaly liniowa metoda najmniejszych kwadratéow krzywe
postaci:

A+ BlogH + Clog? H + Dlog® H + Elog" H, (2.158)

gdzie stale A, B, C', D i F nie zaleza od parametru grubej siatki H. Rysu-
nek 2.31 przedstawia wykres z proba dopasowania funkcji polilogarytmiczne;j
stopnia co najwyzej dwa. W poréwnaniu z wykresem z rysunku 2.30 dopaso-
wanie jest znacznie gorsze. Stanowi to odzwierciedlenie czwartej potegi loga-
rytmu z twierdzenia 2.3 o wskazniku uwarunkowania metody z elementami
mieszanymi w odroznieniu od drugiej potegi w twierdzeniu 2.1 dotyczacym
uwarunkowania podstawowej metody z podrozdziatu 2.1.

Trzecia seria testow przeprowadzona zostala przy ustalonym stosunku
H/h parametrow triangulacji (patrz rys. 2.19). Wyniki zebrane sa w tabeli
2.14, a wykresy otrzymane w wyniku dopasowania do danych eksperymental-
nych krzywych teoretycznych postaci krzywych postaci £(h) = const przed-
stawione sa na rysunku 2.32.
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Rysunek 2.32: Poréwnanie teoretycznych i eksperymentalnych wartosci
wskaznika uwarunkowania zadania z elementami mieszanymi w zaleznosci
od parametru grubej siatki H przy ustalonym stosunku H/h.
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Na rysunku 2.33 przedstawione sa wykresy obrazujace wlasnosci zrowno-
leglenia algorytmu Dirichleta-Neumanna z elementami mieszanymi. Pokazuja
one, ze speed-up jest liniowy (rys. 2.33a), a przyspieszenie obliczen zwiazane
z ich zrownolegleniem, jest tym wieksze im wieksza jest liczba podobszardw,
na jakie podzielony zostal wyjsciowy obszar (rys. 2.33b).

Speed-up dla M=20, N=20, kM=10, kN=10
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Rysunek 2.33: Jednopoziomowa metoda Dirichleta-Neumanna z elementami
mieszanymi w 2D. (a) Speed-up. (b) Wykres zaleznosci maksymalnego speed-
up od parametru h drobnej triangulacji przy ustalonym stosunku H/h.
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Tablica 2.14: Wyniki dziatania jednopoziomowego algorytmu Dirichleta-Neumanna szukania przyblizenia doktad-
nego rozwigzania u(z,y) =10z (z — 1) (z —3)y(y—1) (y — %) przy stalym stosunku 4 — wersja z mieszanymi

2

elementami.
| h n | iter | cond eq? Emax e tsek tpar | Smax |
H/h -3
6.67e-02 196 17 | 7.8763875e+00 | 4.4839929e-01 | 8.8601415e-05 | 4.1729829e-04 | 5.4678905e-01 1.3100045e-01 | 20.330
4.76e-02 400 18 | 8.2149336e+00 | 4.6500330e-01 | 6.0528748e-05 | 2.8927414e-04 | 1.0924061e+00 | 1.8043187e-01 | 41.714
3.70e-02 676 18 | 8.3350908e+00 | 4.6696224e-01 | 5.9209818e-05 | 4.4700379e-04 | 1.8182754e+00 | 2.4733150e-01 | 70.235
3.33e-02 841 18 | 8.3454567e¢+00 | 4.6733955e-01 | 6.3383835e-05 | 5.0753455e-04 | 2.1702584e+00 | 2.5007229e-01 | 87.420
2.78e-02 | 1225 18 | 8.3599376e+00 | 4.6835745e-01 | 5.9172954e-05 | 5.9672630e-04 | 3.1391643e+00 | 3.2264422e-01 | 126.65
1.67e-02 | 3481 18 | 8.4363587e+00 | 4.7239428e-01 | 8.4658710e-05 | 9.8956451e-04 | 9.6846696e+00 | 1.2351939¢+00 | 362.02
1.11e-02 | 7921 18 | 8.5154933e+00 | 4.7565366e-01 | 4.4572542e-05 | 1.4604046e-03 | 2.0429764e+01 | 1.6389674e+00 | 802.41
8.33e-03 | 14161 18 | 8.5571276e+00 | 4.7702438e-01 | 4.0953959¢-05 | 1.9909898e-03 | 3.6487820e+01 | 2.8571927e+00 | 1429.1
5.56e-03 | 32041 18 | 8.6005666e+00 | 4.7743011e-01 | 4.7395284e-05 | 3.2226508e-03 | 8.2610522e+01 | 6.3995358e+00 | 3203.3
4.17e-03 | 57121 | 18 | 8.6232566e+00 | 4.7704367e-01 | 5.0854182¢e-05 | 4.5300817e-03 | 1.4856040e+02 | 1.1984508e+01 | 5657.1
H/h =5
3.33e-02 841 22 | 1.3508862e+01 | 5.4250081e-01 | 1.6288533e-04 | 7.5959609e-04 | 1.3220008e+00 | 2.7174159e-01 | 29.037
2.00e-02 | 2401 23 | 1.3785894e+01 | 5.4853477e-01 | 8.4836157e-05 | 1.0948772e-03 | 3.9050810e+00 | 5.4908438e-01 | 84.156
1.67e-02 | 3481 23 | 1.3816342e+01 | 5.5142559¢e-01 | 9.4781941e-05 | 1.3105592e-03 | 5.6649862e+00 | 7.3329704e-01 | 121.99
1.11e-02 | 7921 23 | 1.3872855e+01 | 5.5350333e-01 | 9.4342174e-05 | 1.9105037e-03 | 1.2956277e+01 | 1.4889327e+00 | 276.77
1.00e-02 | 9801 23 | 1.3907122e+01 | 5.5410026e-01 | 9.9906898e-05 | 2.1425497e-03 | 1.6035357e+01 | 1.7730121e+00 | 343.48
8.33e-03 | 14161 | 23 | 1.3967372e+01 | 5.5569849e-01 | 9.9980174e-05 | 2.6065921e-03 | 2.3287793e+01 | 2.5196639e+00 | 494.40
5.56e-03 | 32041 | 23 | 1.4086621e+01 | 5.5919385e-01 | 6.3248215e-05 | 3.7219753e-03 | 5.3314872e+01 | 5.7313108e+00 | 1109.3
4.17e-03 | 57121 | 23 | 1.4153548e+01 | 5.6022816e-01 | 6.8274357e-05 | 4.9203218e-03 | 9.6144808e+01 | 1.0543137e+01 | 1963.0
H/L — 10
1.67e-02 | 3481 29 | 2.4664917e+01 | 6.2164475e-01 | 3.0954991e-04 | 2.3181116e-03 | 3.8191067e+00 | 7.7780612e-01 | 28.008
1.11e-02 | 7921 29 | 2.4263568e+01 | 6.3120174e-01 | 1.8658359¢-04 | 3.7585537e-03 | 9.2974129¢+00 | 1.4801516e+00 | 65.329
1.00e-02 | 9801 30 | 2.4244022e+01 | 6.3197074e-01 | 1.3685089¢-04 | 2.6110409e-03 | 1.2013485e+01 | 1.8176082e+00 | 81.399
8.33e-03 | 14161 | 30 | 2.4191291e+01 | 6.3268773e-01 | 1.1140300e-04 | 2.9065939¢-03 | 1.7700449e+01 | 2.5443489¢+00 | 118.32
5.56e-03 | 32041 | 30 | 2.4245323e+01 | 6.3455176e-01 | 1.0903893e-04 | 4.7742925e-03 | 4.1707864e+01 | 5.3394885e+00 | 269.64
5.00e-03 | 39601 | 30 | 2.4282550e+01 | 6.3540374e-01 | 1.0042305e-04 | 5.4597711e-03 | 5.2862751e+01 | 6.8705927e+00 | 332.38
4.17e-03 | 57121 | 30 | 2.4355839e+01 | 6.3719831e-01 | 9.7516053e-05 | 6.5869479¢-03 | 7.6141441e+01 | 9.7479641e+00 | 478.35




2.5 Lematy pomocnicze

Do analizy podanych w tym rozdziale metod potrzebnych byto szereg lema-
tow i definicji. W celu tatwiejszego z nich korzystania zostaly one zebrane
w jednym miejscu. Zacznijmy od podania lematu, ktérego dowéd mozna zna-
lez¢ w [33, lemat 4.15] (patrz takze [32, lemat 7]).

Lemat 2.3
Rozpatrzmy konforemnq i regqularng triangulacje T"(;) wielokgta Q; C R?
o Srednicy H;. Wowczas dla funkeji v € Vi, (£2;)

H;
ol < € (110 5 ) el

Niech oo = v(Z) dla pewnego punktu nodalnego T € ;. Wowczas

H;
2
v —allfe@) <C (1 + log 7) |v|H1 ) -

Podkreslmy, iz czynnik logarytmiczny nie moze zosta¢ w tezie powyzszego le-
matu pominiety (zob. [33, str. 102]). Powyzsze oszacowania nie sa prawdziwe
dla dowolnych funkcji, a tylko dla tych nalezacych do przestrzeni elementu
skonczonego. Podobszar €2; moze by¢ w lemacie tym zastapiony po obu stro-
nach nieréwnosci przez krawedz £ podobszaru ();.

Przypomnijmy, ze H'(Q;) jest przestrzenia Sobolewa (patrz dodatek A)
z norma i seminorma zdefiniowanymi, dla obszaru €2; o $rednicy poréwny-
walnej z jedynka, nastepujaco:

2

lullz,) = |U||L2(Q)+|U|H1 Q)
2

Wlingy = [ 1Vl dr

W nastepnym lemacie podane sg szacowania wyrazoéw opartych na inter-
polacji na grubej siatce. Wynikaja on wprost z lematu 2.3 (poréwnaj tez
[33, str. 100]):

Lemat 2.4

Niech I bedzie liniowym interpolantem opartym na podziale obszaru Q na
wielokgty. Dla kazdego podobszaru €);, o $rednicy H;, istnieje wowczas taka
stata C, niezalezna od wielkosci podobszaréw, ze dla u € V(T'):

H, |2 H,; 2
‘[ U|H1/2(ani) <C <1 + log T) [ul51/2000,) »
2
2 H;
|u - ]HU|H1/2(aQ <C <1 + log — A ) |u|H1/2(8Q)
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Przejdzmy teraz do podania definicji (poréwnaj definicje 4.18 z [33]) ka-
waltkami liniowej i ciagtej na szkielecie funkcji ¢, ktora znika we wszyst-
kich punktach nodalnych I';, poza tymi, ktore naleza do krawedzi & C T,
w ktorych przyjmuje wartosé¢ jeden. W ten sposéb na przyktad dla danej
funkeji u € V(I'), rozszerzenie zerami wartosci funkcji w z krawedzi € na
reszte obszaru, mozna zapisaé¢ jako I" (fgu), gdzie I" jest kawalkami linio-
wym, ciagltym wnterpolantem okreslonym na punktach nodalnych drobnej
siatki 7"(2). ‘H; (I" (0gu)) natomiast jest rozszerzeniem dyskretnie harmo-
nicznym funkcji zadanej na brzegu 0€2; podobszaru €); przez wartosci funkcji
u na krawedzi £. Dla uproszczenia zapisu bedziemy uzywac oznaczenia H,;f0cu
w miejsce H; (I h (Ggu)). Analogicznie przez 0y, bedziemy oznacza¢ funkcje
przyjmujaca warto$é¢ jeden w punkcie nodalnym V), a zera w pozostaltych
punktach nodalnych I';,. Tak jak dla funkcji 8¢ przyjmiemy

Zdefiniowane powyzej funkcje wykorzystamy w sformutowaniu lematéw doty-
czacych oszacowan funkcji okreslonych tylko na krawedzi (zob. [33, str. 104])
lub w wierzcholku (poréwnaj 33, lemat 4.16]).

Lemat 2.5 Rozpatrzmy konforemng i reqularng triangulacje T"(Q;) wielo-
kqgta Q; C R? o srednicy H;. Niech £ bedzie krawedzig podobszaru € i niech
v € Vi(Qy). Wowezas istnieje taka stata C, Ze

H:\”
Hibev] /290, < C (1 + log 7) 19117 -

Lemat ten dowodzi sie¢ w bardzo podobny sposéb jak lemat 2.4.

Lemat 2.6 Rozpatrzmy konforemng i reqularng triangulacje T"(Q;) wielo-
kgta Q; C R? o srednicy H;. Niech V bedzie wierzchotkiem podobszaru ;.
Wowczas dla funkeji v € Vi, ()

H;
|Hi0\)v|§{1/2(80i) < C (1 + 1Og 7) ”vH?{l(QZ) :

Dowod tego lematu opiera sie na nieréwnosci odwrotnej, lemacie 2.3 oraz
rownowazno$ci miedzy normami

lullsoy = | lufda (2.160)
1
2
h’ [l 20, = h? Z Ju(z) . (2.161)
CEEQi
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Rozdzial 3

Jednopoziomowa metoda
Dirichleta-Neumanna w trzech
wymiarach

W rozdziale tym uogélnimy metody z poprzedniego rozdziatu z dwoéch na
trzy wymiary. Metody Dirichleta-Neumanna opieraja sie w trzech wymia-
rach w przypadku obszaru i podobszaréw bedacych prostopadto$cianami na
podziale przypominajacym wizualnie dwukolorows kostke Rubika. Podobnie
jak to miato miejsce w dwoéch wymiarach, istnienie takiego podziatu moze by¢
ograniczeniem, rozwiazaniem ktérego zajmiemy sie w podsumowaniu tego
rozdziatu. Pozostata czes¢é rozdziatu poswiecona jest przede wszystkim opi-
sowi jednopoziomowego algorytmu Dirichleta-Neumanna réwnolegltego roz-
wiazywania dyskretyzacji zagadnien eliptycznych w trzech wymiarach oraz
przedstawieniu postaci macierzowej tego algorytmu wraz z wynikami eks-
perymentéw numerycznych. Podobszary typu Neumanna sasiaduja ze soba
w trzech wymiarach poprzez krawedzie wraz z ich wierzchotkami. Punkty
nodalne z nimi zwigzane odgrywaja podstawowa role w procesie wymiany
informacji pomiedzy podobszarami. Mozna je wyodrebni¢ w postaci jednej,
tak zwanej ,grubej” przestrzeni w celu wickszego zréwnoleglenia obliczeil.
Rozdziat ten zawiera takze opisy metod z takimi wtasnie ,grubymi” prze-
strzeniami. Konstrukcje i analiza teoretyczna zaréwno jednopoziomowych,
jak i dwupoziomowych metod oparte zostaly na przedstawionej w podroz-
dziale 1.4 abstrakcyjnej teorii addytywnych metod Schwarza.
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3.1 Konstrukcja i analiza zbiezno$ci metody

Zacznijmy od przypomnienia postaci zagadnienia z podrozdziatu 1.2 (porow-
naj tez podrozdziat 2.1):

Rysunek 3.1: Przyktadowy podzial obszaru w trzech wymiarach, ktory nie
stanowi triangulacji.

dla danego obszaru Q znalez¢ u* € Hj () takie, ze:
a(u*,v) =1(v) Vv € Hi (), (3.1)

gdzie

a(u,v) = /Q Z a;;(z)DyuDjv dx (3.2)

ij=1

jest symetryczna, H'(Q)-eliptyczng forma dwuliniowa okreslona nad
H(Q2) x H} (), prawa strona (3.1) jest funkcjonatem

l(v):/ﬂfvd:v, (3.3)

natomiast f € L*(Q). Zaktadamy ponadto, ze dla kazdego i, = 1,2, 3 oraz
kazdego x € (),
a;j(x) = a;i(x), (3.4)
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a funkcje a;; sa ciggle. Dla uproszczenia zapisu algorytmu ograniczymy sie
tylko do obszarow €2 bedacych wielo$cianami. Podkreslmy jednak, ze przefor-
mutowanie do postaci obejmujacej dowolne obszary o brzegu lipschitzowsko
ciagtym (zob. [1]) jest sprawa czysto mechaniczna, wymagajaca jednak uzy-
cia elementow krzywoliniowych przy dyskretyzacji metoda elementu skoriczo-
nego (zob. [9]). Wprowadzenie odpowiedniej dla takich triangulacji notacji,
wplynetoby z pewnoscig negatywnie na klarownosé opisu algorytmow, ktore
stanowia podstawowy cel tej pracy.

Zaktadamy, jak w podrozdziatach 1.2 i 2.1, ze na obszarze {2 mamy dana
rodzine triangulacji 7"(Q2) oraz podzial na N wielogciennych podobszarow
€); takich, ze dla i # j przeciecie Q; oraz ﬁj jest suma wierzchotkow, krawedzi
i Scian lub puste. Elementy tego podziatu musza by¢ jednocze$nie elementami
triangulacji konforemnej i regularnej (patrz rys. 1.1), ale niekoniecznie quasi-
jednostajnej (zob. podrozdzial 1.2). Przyklad podziatu, ktory nie spetnia po-
danych wyzej warunkéw podany jest na rysunku 3.1. Dodatkowo zaktadamy,
ze wierzchotki podobszaréow sa jednoczesnie wierzchotkami elementéw trian-
gulacji 7"(2), a kazdy podobszar jest suma quasi-jednostajnych elementéw
tej triangulacji. Wprowadzimy jeszcze jedno zalozenie, dotyczace istnienia ta-
kiego przyporzadkowania kazdemu z podobszaréw odpowiedniego typu albo
Dirichleta, albo Neumanna, aby zadne dwa podobszary tego samego rodzaju
nie mialy wspolnych $cian (patrz rys. 3.2). Przez Np i Ny bedziemy ozna-
czaé zbiory indeksow wszystkich podobszaréw odpowiednio typu Dirichleta
i Neumanna, za$

N = NpUNy. (3.5)

Dla poréwnania, w przypadku dwuwymiarowym (poréwnaj rys. 2.1) zada-
lismy, aby zadne dwa podobszary tego samego typu nie mialty wspolnych
krawedzi. Zwroémy uwage, ze dwa sasiadujace ze sobg podobszary typu Neu-
manna maja wspolna tylko i wytacznie jedng krawedz wraz z jej wierzchol-
kami. Fakt ten okaze sie kluczowy przy analizie zbieznosci przedstawionego
w tym podrozdziale algorytmu. Moze sie zdarzy¢, ze dla danego wieloscianu (2
podzial, spetniajacy wszystkie powyzsze zalozenia nie bedzie istnial. W pod-
sumowaniu rozdziatu oméwimy w jaki spos6b mozna poradzi¢ sobie z ograni-
czajacym zalozeniem, a mianowicie brakiem przyporzadkowania odpowied-
nich typéw do podobszarow.

Do dyskretyzacji zagadnienia rézniczkowego (3.1) wykorzystamy, jak
w (1.6), ciag skoniczenie wymiarowych podprzestrzeni V3, () C H}(Q) funk-
cji kawatkami liniowych i ciagltych na triangulacji 7"(Q2), zerujacych sie na
brzegu obszaru ). Analogicznie jak w przypadku dwoch wymiaréw (poréwnaj
tez opis dyskretyzacji z rozdzialu pierwszego) otrzymamy wowczas nastepu-
jaca postaé¢ zagadnienia dyskretnego:

121



Rysunek 3.2: Przykladowa triangulacja prostopadtosciennego obszaru
z uwzglednieniem podzialu na podobszary typu Neumanna (czarne) i Di-
richleta (biate).

znalez¢ uj € V,(12) takie, ze:
a(uy,vp) = l(vy) Yoy, € Vi (). (3.6)

Za baze przestrzeni V;,(§2) przyjmiemy funkcje nodalne, przyjmujace wartosé
réwna jeden w danym wierzchotku triangulacji 7"(Q) lezacym wewnatrz
obszaru (), zerujace sie w pozostalych wierzchotkach i liniowe na elemen-
tach triangulacji. Przedstawienie zagadnienia (3.6) w bazie n funkcji nodal-
nych {p;}i-, jest rownowazne znalezieniu wektora u}, bedacego rozwigzaniem
uktadu liniowych réwnan algebraicznych:

A’U,Z = _fh, (37)

gdzie

A =A{alpi, vt n,  Fu= @)} (3.8)
Zaleznosci miedzy wymiarem macierzy A, wymiarem przestrzeni V}(2)
i wielkoscig parametru triangulacji h sa takie same jak w przypadku dwoch
wymiaréw, to jest im mniejszy parametr, tym wickszy wymiar macierzy
(patrz podrozdziat 1.2). W praktyce mamy do czynienia z ukladami row-
nan (3.7) wymiaru milionéw czy nawet miliardow niewiadomych. Wskaznik
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ich uwarunkowania jest w dodatku bardzo duzy, co czyni je jeszcze trudniej-
szymi do rozwigzania.

Wprowadzimy teraz szereg oznaczen i definicji, ktore beda potrzebne przy
konstrukeji i analizie metod Dirichleta-Neumanna w trzech wymiarach. Duza
ich czedé jest uogdlnieniem poje¢ z rozdzialu 2. Szkielet

I = (U aQ,-) \ 90 (3.9)

i=1
sktada sie ze Scian, krawedzi i wierzchotkéw nie lezacych na brzegu obszaru
Q. Czesé szkieletu nalezaca do 0f); bedziemy natomiast zapisywaé jako

I, =T'Now,. (3.10)

W dwoéch wymiarach cze$ciami sktadowymi szkieletu byty tylko krawedzie
i wierzcholki. Jezeli przez N; oznaczmy zbior indekséw podobszarow maja-
cych wspélne punkty nodalne z podobszarem (;, a na oznaczenie konkretnej
$ciany podobszaru €;, taczacej go z podobszarem §2; przyjmiemy F;;, to zbior
wszystkich §cian F; danego podobszaru €); mozemy zdefiniowa¢ nastepujaco:

Fi={Fij: jeEN;}. (3.11)

Zauwazmy, ze geometrycznie Sciany F; i Fy; dla i, j € N sa sobie rowne.
Jak poprzednio (zob. podrozdzial 2.1) wyréznimy takze dla i € N zbiory
krawedzi &;:

€2, €2; sa tego samego typu},

oraz wierzchotkéw V;:
Vi={Veodf: £c&}. (3.13)

Zakladamy, ze zarowno Sciany, jak i krawedzie sa zbiorami otwartymi. Ana-
logicznie jak w przypadku dwoéch wymiaréw speliona jest zaleznosé:

I =FU&UV. (3.14)

Podstawowa réznice miedzy dwoma a trzema wymiarami stanowi przynalez-
nos¢ krawedzi szkieletu do wiecej niz jednego podobszaru typu Neumanna
(patrz rys. 3.2).

Przejdzmy teraz do wprowadzenia poje¢ zwigzanych z lokalnymi prze-
strzeniami

V() = Vi), (3.15)
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Niech jak poprzednio, poréwnaj (2.10),

a(u,v) = ZGZ u,v) Zam u,v) (3.16)

iEN ieEN

zas ‘;h(QZ) oznacza przestrzen funkcji nalezacych do V;,(§2;) 1 zerujacych sie
na 0€2;. Wowczas dyskretnie harmoniczne rozszerzenie H;uy, € Vj(€);) funkeji
na podobszar €; w sensie formy a;(+,-) z u; dana na 02; mozna zdefiniowac
(poréwnaj definicje (2.14) i (2.15)) nastepujaco:

ai(Hsun,vp) =0, vy € Vi($), (3.17)
Hiup(z) = up(z), x € 0Q;.

Przestrzeni funkcji dyskretnie harmonicznych na podobszarach €); oznaczaé
bedziemy symbolicznie przez

HVL(Q2) = {v: v={H, <uh\39i)}ieN} : (3.18)

Lemat 2.1 okreslajacy réwnowaznosé norm na podobszarach i §ladow funkcji
dyskretnie harmonicznych na brzegach podobszaréw, prawdziwy jest takze
w trzech wymiarach. Bedziemy z niego czesto korzysta¢ w analizie metody
Dirichleta-Neumanna.

Rzut ortogonalny P;u;, w sensie formy a,(-,-), jak w (2.17), jest taka

funkcja z przestrzeni V;,(§2;), ze

ai(Pawn, vn) = ai(un,vn)  Von € V(). (3.19)

Pozostalte oznaczenia zwiazane z przestrzeniami lokalnymi funkcji dyskretnie
harmonicznych H;V},(€;) oraz ich rzutow P;V,(€;), jak rowniez symboliczne
oznaczenie przestrzeni rzutoéw funkeji u, na wszystkie V3, (€2;):

Puy, = {Pi (Uh\aﬂi)}ie\/ (3'20)

nie réznig sie niczym od wprowadzonych w podrozdziale 2.1, poswieco-
nym dwuwymiarowej metodzie Dirichleta-Neumanna i tak jak tam dosta-
jemy wzajemna ortogonalnosé¢ przestrzeni H;V,(€2;) i P;V4 () dla kazdego
i=1,2,...,N,jak rowniez przestrzeni HV} () i PV,(Q2). Daje nam to mozli-
wos¢ dokonania dekompozycji przestrzeni V;,(§2) na cze$¢é harmoniczna i rzut
do niej ortogonalny, to jest:

Vi(Q) = HVA(Q) @D PVi(Q) (3.21)
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Dla uproszczenia zapisu wprowadzmy jeszcze oznaczenia na przestrzenie
funkcji dyskretnie harmonicznych okreslonych tylko na szkielecie:

VD) = HVu(Q)r  oraz  Vi([) = HVi(Q)r, dlai € N (3.22)

Standardowa procedurag w metodach dekompozycji obszaru jest elimi-
nacja niewiadomych z wnetrz podobszaréw. W ten sposob zagadnienie wyj-
Sciowe (3.1) zostaje sprowadzone do réwnowaznej postaci okreslonej na szkie-
lecie I, tak zwanej postaci Schura (poréwnaj 2.27):

znalez¢ u* € HV,(2) takie, ze:

s(u*,v) = g(v) Vo e HV,L(), (3.23)
gdzie
s(u,v) = ¢§/Si(u’ v) = %:vai (Hi(wogq,), Hi(viag,)) , (3.24)
g(v) = I(Ho).

7, wyprowadzenia w podrozdziale 2.1 wynika, iz zagadnienie to ma jedno-
znaczne rozwiazanie, a forma s(-,-) zachowuje miedzy innymi symetrycz-
nos¢ i eliptycznosé formy a(-,-). Zadanie to ma mniejszy wymiar, gdyz liczba
niewiadomych zamiast, jak w przypadku zadania (3.6), rownaé sie liczbie
wszystkich punktéw nodalnych lezacych wewnatrz obszaru €, jest rowna licz-
bie punktoéw nodalnych nalezacych tylko do szkieletu. Poprawito sie rowniez
uwarunkowanie zadania (patrz lemat 2.2) z O (;5) do O (7). Posta¢ ma-
cierzowa zagadnienia Schura (3.23), to w skrocie (poréwnaj wyprowadzenie
w podrozdziale 2.1) zastosowanie blokowej eliminacji Gaussa do uktadu li-
niowych rownan algebraicznych (3.7) z macierza A, ktéry po pogrupowaniu
niewiadomych na nalezace do szkieletu ur i do wnetrz podobszaréw wy mo-
zemy zapisaé jako:

<j§ ﬁiﬁ)(ﬁi)=(ﬁ) (3.25)

W wyniku uzyskujemy dwa uktady réwnan dla uy = ugl) + u?):

AII’U,(II) = .fI- (326)

o)) -(a) e
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gdzie

S = Arp— Apr A Apr, (3.28)
gr = fr— AriA7f1 (3.29)

Stanowia one macierzowy odpowiednik dekompozycji (3.21) przestrzeni
Vi (22) na czesé harmoniczna HV;,(§2) — rownanie (3.27) — i rzut do niej orto-
gonalny PV, () — réownanie (3.26). Warto podkresli¢, ze wszystkie podma-
cierze macierzy A maja strukture rozrzedzona. Dotyczy to macierzy Ajpr,
Ary oraz Arr, lecz przede wszystkim Ay, ktora w dodatku ma strukture
blokowo-diagonalna:

App = diag { Ay}} , (3.30)

ieN

przy czym kazdy z blokéw A?I) odpowiada niewiadomym z wnetrza jed-
nego podobszaru. Odwracalno$é tej macierzy wynika z zalozenia eliptycznosci
formy dwuliniowej a(-,-). W obliczeniach macierz odwrotna nie jest jednak
wyznaczana. Rozwiazywany jest zamiast tego uklad rownan algebraicznych
z macierza Ajgy. Szczegodlnie efektywny numerycznie sposéb rozwiazywania
oparty jest o rozklad Cholesky’ego-Banachiewicza LLT macierzy lokalnych

AgfI) (poréwnaj podrozdzial 2.2):
AW = L (L0)", (3.31)

Rozktad taki jest mozliwy ze wzgledu na symetrycznoéé i dodatnia okreslo-
noéc¢ faktoryzowanych macierzy. Czynniki tego rozktadu sa nastepnie zapa-
mietywane i wykorzystane wielokrotnie w procesie iteracyjnym w rozwiazy-
waniu uktadéw réwnan z dang macierza.

Pokazalismy zatem, ze rownanie (3.26) mozna rozwiaza¢ w sposob catko-
wicie rownolegly wzgledem podobszarow. Z uktadem rownan (3.27) sytuacja
jest znacznie trudniejsza. Wymaga on bowiem wyznaczenia rozwiazania ur
uktadu

S ur = gr (332)

z macierza Schura S, a nastepnie wyznaczenia niewiadomych z wnetrz pod-

(2)
I

obszaréw wy ’ 7z zaleznosci

AII'U,?) = _AII"U/I‘- (333)

Macierz Schura S, zob. (3.27), jest symetryczna i dodatnio okreslona oraz le-
piej uwarunkowana (patrz lematy 1.1 1 2.2) od macierzy wyj$ciowego uktadu
(3.7). Ma réwniez mniejszy od niej wymiar, ale nie jest niestety macierza roz-
rzedzong. Zaréwno macierz S, jak i wektor gr prawej strony (3.32) mozna
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uzyskaé¢ (poréwnaj macierz Schura w przypadku dwuwymiarowym w podroz-
dziale 2.1) w wyniku niezaleznych obliczeri na macierzach zwiazanych z pod-
obszarami ; (oznaczanych poprzez dodanie numeru podobszaru ¢ w gornym
indeksie)

. . . N —1 ,
SO = Al - AlAL Al (330
oraz prawych stron
i i i) ()L o4
a0 = 310~ A A O 339

w wyniku sumowania po poszczegélnych podobszarach:

N
S =Y R[SYR;,
= . (3.36)
gr =), ngél)Ri-
=1

Macierz zero-jedynkowa R; odpowiada operatorowi R; obciecia funkcji
z przestrzeni V(I') do przestrzeni V;(I';). Macierzy Schura w praktyce sie
nie wyznacza. Jest to bowiem kosztowne zaréwno pod wzgledem czasowym,
jak i pamieciowym, ze wzgledu na gesta strukture macierzy. Zamiast tego
w iteracyjnych metodach strukturalnych stosowana jest procedura mnozenia
przez podmacierze S wymagajaca wykonania mnozen przez rozrzedzone
macierze Aﬁz, Ag} i Affl)ﬂ oraz czynniki rozktadu L macierzy A(I? (zob.
(3.31)). Wyznaczenie niewiadomych ugz) w punktach nodalnych lezacych we-
wnatrz podobszaru (); na podstawie warto$ci ur z punktéw nodalnych Scian,
krawedzi i wierzchotkéw tego podobszaru, jest tozsame rozwiazaniu zagad-
nienia z warunkami brzegowymi Dirichleta na §2; i zostato doktadniej przed-
stawione w podrozdziale 2.1 zawierajacym opis konstrukcji dwuwymiarowej,
jednopoziomowej metody Dirichleta-Neumanna.

Przejdzmy zatem do przedstawienia jednopoziomowej metody Dirichleta-
Neumanna w trzech wymiarach dla zagadnienia (3.23). Poszczegolne etapy
konstrukcji sa podobne jak w przypadku algorytmu zaprojektowanego dla
obszaréw w dwoch wymiarach. Wykorzystamy przy tym abstrakcyjna teorie
addytywnych metod Schwarza z podrozdziatu 1.4 z forma dwuliniowa

s(): V() x V(I —R (3.37)
oraz prawg strong réwnania

g(): V(') — R. (3.38)
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II
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IV

Dekompozycja przestrzeni V(I'):

W metodzie w trzech wymiarach, tak jak dla dwoch wymiaréw, nie
ma potrzeby dokonywania dekompozycji przestrzeni, ani wprowadza-
nia operatoréw interpolacji. Bedziemy zatem operowac na jednej prze-
strzeni:

V() =W,

z operatorem R; rownym identycznosci.

Forma dwuliniowa:
Dla przestrzeni V(I') wprowadzamy forme dwuliniowa

b(-,): V(D) x V(I) - R

okreslona wzorem dla kazdych u,v € V(I'):
b(u,v) = D si(u,0) = > a; (Hi(wan,), Hi(vpa,)) (3.39)
1ENN 1ENN

gdzie H;v oznacza rozszerzenie dyskretnie harmoniczne funkcji w sen-
sie formy a;(+,+) z v dana na brzegu 9f); podobszaru €2; zdefiniowane
w (3.17).

Operator quasi-rzutowy:

T, =Ty: V(I) — V(D)
jest okreslony rownaniem
b(Tyu,v) = s(u,v), Vu,ve V(D). (3.40)
Rownanie operatorowe.

Rozwiazywa¢ bedziemy nastepujace zagadnienie:
znalez¢ u € V(I') takie, ze:

Tu =g, (3.41)
gdzie
g="Tu", (3.42)

a u* jest rozwiazaniem zagadnienia (3.23), zas addytywny operator
Schwarza, okreslony w (1.47), sktada sie tylko z jednego sktadnika:

T:lefl.

W rozdziale 1.4 opisany jest sposob obliczania prawej strony réwnania
operatorowego (3.41). W dalszej czesci tego podrozdziatu zostanie po-
kazane, ze operator T jest odwracalny, a tym samym, ze rozwiazanie
u = u* jest jednoznaczne.
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Analize algorytmu Dirichleta-Neumanna w trzech wymiarach sprowa-
dzimy do sprawdzenia zalozen twierdzenia 1.1. Skorzystamy przy tym z le-
matéw z podrozdziatu 3.5 oraz pojecia quasi-interpolantu I okreslonego
dla danego podobszaru €2; oraz funkcji v € V(I') nastepujaco (poréwnaj tez
podrozdziat 3.5):

My = max vj, (3.43)
JENINN N

gdzie
_ 1
U = ——
T 109 Joq,

jest srednig catkows z funkcji v po brzegu podobszaru Q;, a |09;| oznacza
miare brzegu 0f); podobszaru §2;. Oszacowania zwiazane z tak zdefiniowanym
quasi-interpolantem sformutujemy w postaci

Lemat 3.1

Rozpatrzmy zgodne, konforemne i reqularne triangulacje TH(Q) i T"(Q) wie-
loscianu Q C R3, gdzie h < H. Zatézmy istnienie takiego przyporzgdkowania
typow Dirichleta lub Neumanna podobszarom, aby zZadne dwa podobszary tego
sameqgo typu nie miaty wspdlnych Scian. Oznaczmy przez Ny zbior indekséw
podobszaréw typu Neumanna, za$ przez N zbidr indekséw podobszaréw ma-
jacych wspdlne punkty nodalne z podobszarem §; (w szczegdlnosci i € N;).

v(x)de, (3.44)

Niech I bedzie quasi-interpolantem zdefiniowanym w (3.170) dla podobszaru
Q; typu Dirichleta. Istnieje wowczas taka stata C', niezalezna od wielkosci
podobszarow, ze dla funkcji u € V(I)

2

H\* 2
<C|(1+log— E .
HY2(09;) — < ©8 h) AT, ‘u’H”Q(an)

)u _IHy

Dowad:
Na poczatek dokonajmy rozbicia:

~ 2 ~ 2
—I-H’ <C " ( iy )‘
’u it HY/2(0Q;) — ! (Z T H/2(09;)

FCF;
~ 2
"0 ( _IH )‘ 3.45
+ch8 R PAVIPOR (3.45)

- 2
h _JH
X[ (o= 7))
gdzie funkcje 07, 6 oraz 6y, zeruja sie we wszystkich punktach nodalnych

szkieletu poza tymi, ktore naleza do odpowiednio Sciany F, krawedzi &
i wierzchotka V| w ktoérych przyjmuja warto$é rowng jeden.
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Najpierw zajmijmy sie sktadnikami (3.45) zwiazanymi ze Scianami. Niech
JFi; oznacza Sciane laczaca ze sobg podobszar €2; typu Dirichleta z podob-
szarem §2; typu Neumanna. Oznaczmy przez k indeks podobszaru typu Neu-
manna sasiadujacego z podobszarem ();, dla ktérego spetniona jest rownosé

T, = IMu. (3.46)

Zdefiniujmy najkrotsza sciezke indeksow podobszaréow typu Neumanna pro-
wadzaca od podobszaru §2; do podobszaru 2. Sciezka taka zawsze istnieje,
gdyz oba podobszary sasiaduja z podobszarem ();. Najkrotsza ze Sciezek pro-
wadzi wlasnie poprzez podobszary sasiadujace z podobszarem §2;. Sciezke te
oznaczmy nastepujaco:

Path(j, k) = (lo, li,ls, ... ,lnjyk) : (3.47)
przy czym
lo =17, ln, ), = k. (3.48)
Dla tak zdefiniowanej $ciezki zdefiniujmy jeszcze ciag krawedzi
(Eo1, 12, - - ,5n]-,k—1,nj,k) ; (3.49)
taki, ze dla kazdego m € {1,2,...,n,:}
Em—1m C Oy, , NOY,,. (3.50)

W szczegolnosci &y jest krawedzig laczaca podobszary €2; i (), za$
En;n—1,n,,, krawedzig na brzegu podobszaréw anj 1 i Q. Mamy zatem

’Ihﬁfij <u — ZHU> ’

HY/2(99)
.k .k
h — — E = E — TH
m=1 m=1

<G (|Ih9ﬂj (u— ﬂj>‘ir1/2(aszi) + Uhefij (Ej - ﬂ&m) ’21/2(892-) (3.51)
njr—1

+ Z |[h9]-'ij (ﬂ&n,Lm - ﬂgm,m+1) ‘21/2(891‘)

m=1
2
HY/2(80;) )

+ ‘I "0, (ﬂg
Pierwszy ze sktadnikoéw powyzszej sumy mozna oszacowaé z lematu 3.3

"j,k717nj,k
— N2
{Ihg]:ij (u - uj) |H1/2(8Qi) (352)

2

H/2(0Q;)

_ ZHU>

— (12
< Glu- uj||Héé2(fij)
H. 2

130



Drugi sktadnik mozemy oszacowaé nastepujaco

2
a5 —Tes) - (353)

’Ihefz‘j (ﬂj - ﬂgo,l) ‘125{1/2(89 |Ih9fw

Z lematu 4.26 w [33]

za$ z nierownosci Cauchy-Schwarza, lematu 3.5 oraz faktu, ze wymiary pod-
obszaru €; sa poréwnywalne z H?:

U —Tg,,) = ! - x)dx 2
(% ~T,) = 09| </8m (=) () >

1 — 2
09 Joa (1 =T, )" () dm/an b (3.55)
J J j

1 _ 2 Cs H;
= _|an| Hu — U80,1||L2(39 y = F 1+ log — 3 |u|H1/2 09,) -

Sktadajac dwa powyzsze szacowania dostajemy:

< CyH (1 + log %) , (3.54)

IN

2
_ 2 H;
‘]hefij (@) — sy, ) ‘H1/2(8Qi) = G (1 + log #) |U|§{1/2(agj) : (3.56)

Czwarty sktadnik (3.51) szacujemy analogicznie, zas§ pozostate sktadniki
sumy dla m € {1,2,...,n,, — 1} szacujemy zauwazajac, ze w kazdym z na-
wiasow Srednie liczone sa po krawedziach nalezacych do brzegu tego samego
podobszaru i dla kazdej statej § mamy:

- ufm,m+1)2 = ((ﬂfm—l,m - 6) - <E5m7m+1 - ﬁ)>2 (3'57)
< C ((ﬂgm,lym —8)* + (g, — 5)2> .
Jesli [, € Path(j, k) jest indeksem podobszaru, do ktorego brzegu naleza obie

krawedzie &,,_1m 1 Emnmt1, to z lematow 4.30 i 4.19 w [33] jest to mniejsze
lub réwne

(a‘gm—l,m

Cr H,,
T <1+10g 3 )|U|H1/2 o,,) 0 (3.58)

lm
dla €, typu Neumanna. Pozostaje ztozy¢ to razem z oszacowaniem (3.54)
funkcji Oz, ;:

_ _ 2
‘Ihe}—z] (ugm—l,m - Ugm,m_‘_l) }Hl/Z 89) (359)
H
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Ostatecznie zatem dostajemy oszacowanie (3.51)

‘Ihéfij (u - ZHu>

2 H\? )
<Cy|1+log— E 1 . (3.60
mee) T ( Tloe h) e [ul /2(0u) (3.60)

Przejdzmy teraz do szacowania sktadnikow (3.45) zwiazanych z krawe-
dziami. Oznaczmy przez k jeden z indekséw podobszaréow typu Neumanna,
zawierajacy krawedz £. Oczywiscie k € N;. Z lematu 3.4 mamy

2 2

’Ihﬁg (u — ZHU)

H -
< (Yo <1 + log Tk) Hu - IiHu

(3.61)

H1/2(09;) HY2(0%)

Seminorme w miejsce normy uzyskujemy zauwazajac, ze dla dowolnej statej
« spelniona jest zalezno$é

u—I"u=(u—a)—I"(u—a). (3.62)
Stad

- 2
Hu — [flu’
H1/2(0%)

2
< |u’H1/2(an) : (3.63)

Pozostaly jeszcze tylko sktadniki (3.45) zwiazane z wierzchotkami. Analo-
gicznie jak w powyzej oznaczmy przez k jeden z indeksow podobszaréw typu
Neumanna, zawierajacy wierzchotek v. Stosujemy lemat 3.6 uzyskujac:

‘]hHV (u — ZHu> (3.64)

’ <oy (14108 ]’
H200) + 8 Hu— ‘ u‘ H/2(00,)

Dalsze szacowania sa takie same jak przeprowadzone powyzej dla wyrazow
zwiazanych z krawedziami podobszaru (poréwnaj (3.62)-(3.63)) i tak jak
tamze dostajemy:

‘]hHV (u — ]NZHu)

2 Hk, ,

Podstawiajac uzyskane gorne ograniczenia (3.60), (3.62)-(3.63) i (3.65)
na poszczegolne sktadniki wyrazenia (3.45) dostajemy teze lematu.

O

Zalozenie (A1) — stabilna dekompozycja. Sprawdzenie warunku

b(u,u) < Cas(u,u),

132



dla jedynego elementu dekompozycji u; = u € V(I') jest podobne jak w przy-
padku dwuwymiarowym (poréwnaj 2.1). Tak jak tam, z definicji (3.39) formy
dwuliniowej b(-, -), dostajemy

Z si(uy,uy) = s(u,u) — Z si(u,u) < s(u,u), (3.66)
1ENN i€ND

co implikuje wartos¢ statej Cy = 1.
Zalozenie (A2) — lokalna stabilno$é. Warunek

s(u,u) < wb(u,u)
dla u € V(I') z lematu 2.1 oraz definicji (3.24) i (3.39) form dwuliniowych
s(+, +) 1 b(+, -) sprowadza sie do sprawdzenia nieré6wnosci:
Z |u’§{1/2(8§2¢) Sw Z ’uﬁ{l/z(am)- (3.67)
i€ND 1ENN

Wystarczy zatem zajac sie tylko szacowaniem wyrazéw zwiazanych z podob-
szarami typu Dirichleta. Dla kazdego i € Np, ze wzgledu na niezmienniczo$¢
seminormy || /2(p0;) 1A dodawanie stalych, spelniona jest réwnosé

2

2 _ TH
[ul 1290, = ‘U — L' H2(60,) (3.68)
co z lematu 3.1 mozna oszacowacé:
_ 2 H 2
H 2
‘u T u‘Hl/Q(m) <0 (1 +log 3) S e, (3.69)
' JEN;NNN

Ze wzgledu na ograniczong liczbe sasiadujacych ze soba podobszaréw otrzy-
mujemy ostatecznie:

H 2
D ultn 0, < Co (l—l—log %> >l (3.70)
i€END JENN

a tym samym stata z warunku (A2):

7\ 2
w=C (1 + log E) : (3.71)

Zalozenie (A3) — wzmocniona nieré6wnos¢ Cauchy-Schwarza. Pro-
mieni spektralny o(FE) macierzy E z warunku (A3) jest rowny jeden, ze
wzgledu na tylko jedna przestrzenn wchodzacg w sktad dekompozycji prze-
strzeni V (I').

Udowodnilismy w ten sposéb:
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Twierdzenie 3.1
Operator T okreslony w (3.40) jest odwracalny oraz

7\ 2
cond(T) < C (1 + log ﬁ) ,

gdzie C' jest statq niezalezng od h © H.

Oszacowanie to jest optymalne z doktadnoscia do czynnika (1 + log %)2

3.2 Macierzowa posta¢ metody

Do pelnego opisu jednopoziomowej metody Dirichleta-Neumanna w trzech
wymiarach oprocz konstrukeji i analizy przedstawionych w poprzednim pod-
rozdziale, brakuje jeszcze wyprowadzenia macierzowej postaci algorytmu roz-
wiazywania zagadnienia dyskretnego (3.7) opartego na tej metodzie. Przy-
pomnijmy posta¢ macierzy Schura (zob. (3.34)):

S=> R]SYR; (3.72)
ieN
gdzie dlai € N
; i D) (@)L LG
S© = AR} - AR AR AR, (3.73)

R; jest macierza operatora R; obciecia funkcji z przestrzeni V(I') do prze-
strzeni V;(I';), za§ Arr, Arr, Arr i A sa podmacierzami macierzy A
uktadu (3.7). Dla powyzszej macierzy Schura wyprowadzimy macierzowa, po-
sta¢ preconditionera oparta na metodzie z podrozdziatu 3.1. Addytywny ope-
rator Schwarza 7' = T} = T} byl zdefiniowany w (3.40):

b(Tu,v) = s(u,v) Vu,ve V(D),
forma dwuliniowa b(+, ) natomiast w (3.39) jako:

b(Tu,v) = Z si(R;Tu, R;v). (3.74)
iENN

bLaczac powyzsze dwa réwnania dostajemy zaleznosé, ktora w postaci macie-
rzowej mozna zapisa¢ jako:

> (Rw)" SY(RTu) = v"Su. (3.75)
iENN
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Po przeksztalceniach dostajemy:
SN (Tu) = Su, (3.76)
gdzie preconditioner S dany jest wzorem:

Sn= Y R{SYR, (3.77)
iENN

Z (3.76) i twierdzenia 3.1 wida¢ (zob. tez (1.50) i teori¢ metod Schwarza
z podrozdziatu 1.4), ze zamiast zagadnienia macierzowego (3.25) wystarczy
zajacé sie rozwigzywaniem zagadnienia z macierza

T =Sy'S. (3.78)

Rozwiazanie wyznacza sie najczesciej za pomoca metody iteracyjnej. W prak-
tyce, ze wzgledu na symetrycznos$¢ i dodatnig okreslono$¢ macierzy Schura
S oraz szybko$¢ zbieznosci, wykorzystuje sie metode gradientéw sprzezonych
(patrz [31]) z SN jako macierza preconditionera. Wtasnie tej metody uzyto
w eksperymentach numerycznych, ktorych wyniki zostaly zebrane w podroz-
dziale 3.4. Dla czytelnosci opisu rozwiazanie uktadu (3.32), ktore sprowadza
sie do rozwiazania

SN Sur = Sy'gr (3.79)

przedstawimy jednak na podstawie metody iteracyjnej Richardsona (patrz
2 ).

) AInax

na przyklad [33, str. 399]) z parametrem relaksacji 7 € (0

uptt = uf — 7S (Sup —gr) . (3.80)

Znajac najmniejsza Api, 1 najwieksza Ay wartos¢ wlasna macierzy Sy lub
ich oszacowania mozemy dobra¢ (patrz |14, str. 63]) optymalny parametr

relaksacji:
2

Topt = v~ -
)\max + /\min

Z postaci (3.80) wida¢, ze kazda iteracja procesu iteracyjnego Richardsona
sprowadza sie to do dwoch zadan:

e mnozenia wektora przez macierz S,
e rozwiazania uktadu rownan algebraicznych z macierza Sp.
Kazdy inny proces iteracyjny, w szczegolnosci metode gradientéw sprzezo-

nych, mozna sprowadzi¢ do wymienionych powyzej operacji.
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Rysunek 3.3: Przyktadowy podzial obszaru €2 na prostopadtosciany, w kto-
rym podobszary typu Neumanna (szare) nie wspotdziela krawedzi.

Mnozenie przez macierz S moze by¢ wykonane jako suma niezaleznych
dziataii na podmacierzach S®. Wynika to z dekompozycji macierzy Schura
na lokalne podmacierze (3.72) i bylo juz opisywane w poprzednich podroz-
dziatach, na przyktad 2.1 czy 3.1.

Przejdzmy teraz do drugiego z zadan, to jest rozwigzywania uktadu row-
nan algebraicznych z macierza Sy. Zauwazmy najpierw, ze analogicznie jak
w przypadku dwuwymiarowym dla podobszaru bez punktéw krzyzowych, tak
i w trzech wymiarach dla takiego podziatlu na podobszary, w ktérym podob-
szary typu Neumanna nie maja zadnych wspoélnych krawedzi nalezacych do
szkieletu (zob. rys. 3.3), macierz S ma strukture blokowo-diagonalna, a jej
odwrotnos¢ mozna wowczas zapisa¢ w postaci:

Sx'= > RISOT'R;, (3.81)
iENN

przy czym kazda macierz S® odpowiada jednemu podobszarowi typu Neu-
manna. Rozwigzanie uktadu réwnan algebraicznych z macierza Sy i pewna
prawa strong br:

SN’U,F = br (382)

mozna w tym przypadku policzyé poprzez réwnoleglte rozwiazanie uktadow
rownan

Znacznie bardziej skomplikowany jest przypadek, gdy podobszary typu Neu-
manna sg ze soba powiazane poprzez krawedzie (zob. rys. 3.4). Przedstawimy
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teraz postepowanie prowadzace do wyznaczenia rozwigzania ukladu réwnan
(3.82), gdy macierz Sy nie ma roztacznych blokéw na diagonali. Uktad ten

Rysunek 3.4: Przykladowe podzialy obszaru €2 na podobszary, w ktoérym
podobszary typu Neumanna (szare) maja wspolna (pogrubiona) krawedz.

mozna zapisa¢ w postaci wykorzystujacej podmacierze macierzy A wyjscio-
wego uktadu (3.7) zwiazane z niewiadomymi szkieletu ur oraz niewiadomymi
uy nalezacymi wnetrz podobszaréow typu Neumanna:

U ) Cr) () o

Ograniczylismy sie przy tym tylko do elementéw zwiazanych z podobszarami
typu Neumanna — stad dodatkowy indeks N. Przypomnijmy, ze w przypadku
trojwymiarowym, jakim w tym rozdziale sie zajmujemy, na szkielet I' skta-
daja sie nie tylko wierzchotki i krawedzie — jak dla przypadku dwuwymia-
rowego — lecz réwniez Sciany. Niewiadome szkieletu mozemy zatem podzielié
na nalezace do Scian uz, krawedzi ug oraz wierzchotkéw podobszaréw wue:

ur = [ug, ug, uc|’ = [ug, ug]’. (3.85)

Ta sama operacje mozemy wykonaé¢ dla wektora prawej strony:

br = [br, be, be]" = [bxr, bg]". (3.86)
Uktlad (3.84) mozemy wowczas zapisaé w postaci:
Ann Any O 0 un 0
0 Az Az Ax ug be | ‘
0 0 Al Al Uc be
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Za pomoca blokowej eliminacji Gaussa (poréwnaj uzupetnienie Schura [33,
str. 5]) mozemy ten uklad sprowadzi¢ do réwnowaznego mu uktadu rownaii:

AnNn AnFr 0 un 0
0 0 SE Ug bg
gdzie:
SY =Y RISY'Rg, (3.89)
iENN
N, (i N, (i
g _ Af\fi.; A«;\;ZE.; (3.90)
£ Ace’ Ace
. . . —1
_ ( 0 AZY ) AQv  Alx ( 0 0 )
U APy Azy” Az 0 )
bg= Y RIDbLRg, (3.91)
ieENN
. N, (3) Q) @ \"'r o
0 0 Arny Agr b

R, jest macierzg operatora Rg obciecia niewiadomych szkieletu nalezacych
do podobszaru (2; do niewiadomych zwiazanych z wierzchotkami i krawe-
dziami tego podobszaru. Powyzsza operacja eliminacji Gaussa jest mozliwa
ze wzgledu na nieosobliwo$é blokow zwiazanych z podobszarami typu Neu-
manna, ktore leza na diagonali macierzy:

(%) (%)
( ‘:NN i%’ ) = diag Af(‘{)N A&% . (3.93)
FN S FF Arn Axr Ny

Implikuje to zarazem odwracalnosé¢ calej tej macierzy.
Rozwiazanie ukladu rownan (3.82) sprowadziliémy zatem do znalezienia
rozwiazania uktadu réwnan algebraicznych

Sg'u@ = Eg. (394)

Majac bowiem rozwiazanie ug na czesci szkieletu zwiazanej z krawedziami
i wierzchotkami podobszaréw, mozemy wyznaczy¢ pozostate niewiadome ux
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szkieletu rozwigzujac niezaleznie uktady réwnan zwigzane z podobszarami
typu Neumanna:

A (4)- ()
Arn Axr Ur br

0 0\ /[ uf
- i A 3.95
<Aﬁ;:” 0)(u2> (399

Macierz SJEV ma wymiar réwny sumie liczby punktéw nodalnych krawedzi
i wierzchotkow szkieletu. Jest to zdecydowanie mniej niz wynosi wymiar ma-
cierzy S, ktora to obejmuje jeszcze punkty nodalne $cian szkieletu, ale za-
razem znacznie wiecej w odniesieniu do zdefiniowanej w (2.79) przy opisie
algorytmu w dwoéch wymiarach macierzy Sé\’é. Tam bowiem uwzglednione
byty tylko punkty krzyzowe, a w trzech wymiarach réwniez punkty nodalne
krawedzi. Na szczescie macierz ta ma strukture rozrzedzona. Z definicji (3.89)
i (3.90) wynika bowiem, ze niezerowe elementy moga sie pojawi¢ tylko i wy-
tacznie na diagonali oraz dla par punktéw nodalnych krawedzi lub wierz-
chotkéw nalezacych do tego samego podobszaru. Uklad (3.94) z macierza
Sév dzieki temu, ze obejmuje niewiadome ze wszystkich podobszaréow typu
Neumanna, pelni role posrednika w rozsytaniu informacji pomiedzy podob-
szarami. W ten sposob szybkosé zbieznosci metody nie zalezy od liczby pod-
obszarow (poréwnaj twierdzenie 3.1). Warto dodaé, iz wyznaczenie macierzy
(3.90) oraz prawej strony (3.92) uktadu rownan (3.88) mozna sprowadzi¢
do niezaleznych operacji na podobszarach typu Neumanna, obejmujacych
mnozenie przez rozrzedzone podmacierze macierzy A oraz rozwigzywanie
uktadow réwnan z lokalnymi macierzami (3.93). Uktady te odpowiadaja za-
gadnieniom na podobszarach z warunkiem brzegowym Dirichleta w wierz-
chotkach i na krawedziach podobszaru, a warunkiem brzegowym Neumanna
w pozostalych punktach nodalnych brzegu I';. Do rozwigzania wyznaczonego
w rownolegly sposob uktadu rownan algebraicznych (3.94) mozna uzy¢ me-
tod bezposrednich, na przyktad eliminacji Gaussa (patrz [31]). Warto, aby
wybrana metoda w pelni wykorzystywala wtasnosci macierzy Sg , jak na
przyktad jej rozrzedzong strukture.

Lokalne macierze (3.93) sa symetryczne i dodatnio okreslone, a obli-
czenia z nimi w trakcie procesu iteracyjnego wykonywane sa wielokrotnie.
Lepszym, jezeli chodzi o czas obliczen, podejsciem jest wykonanie rozktadu
Cholesky’ego-Banachiewicza LLT (patrz [14, str. 50|, poréwnaj tez rozkltad
macierzy (2.84) w dwuwymiarowej metodzie Dirichleta-Neumanna) macierzy
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zwiazanych z konkretnym podobszarem
AD 40 T
A 4N | =L (L) (3.96)
FN S FF

1 zapamietanie czynnikéw rozktadu. W ten sposob rozwiazanie uktadu row-
nan z powyzsza macierza i prawg strona b;:

LN (LN)" v, = b; (3.97)

mozna sprowadzi¢ do nastepujacych operacji:
LN = (M, (3.98)

~ \T ~

vi= (LY) LMo (3.99)
Czynniki faktoryzacji mozna wykorzysta¢ takze (poréwnaj (2.85)) do szyb-
szego obliczenia macierzy S’g ** { wektora bg zdefiniowanych w (3.90) i (3.92).
Przedstawimy teraz kolejne kroki jednopoziomowego algorytmu

Dirichleta-Neumanna w trzech wymiarach:
PRECOMPUTING

1. dla kazdego i € N wykonaj faktoryzacje macierzy Ay]), oblicz prawa
strone zagadnienia Schura (3.32) oraz wyznacz lokalne macierze Schura:

(a) wykonaj rozkltad Cholesky’ego-Banachiewicza:
Af) = L,LT
(b) odwrdé macierz Ly: N
L;=L;"
() Xi=L;Ap)
@ & = 4~ XTLg1
(e) & =AY _ XTX,
2. dla kazdego i € Ny wykonaj faktoryzacje macierzy (3.96):
(a) wykonaj rozklad Cholesky’ego-Banachiewicza:

A e ) -y
Arn Agx o
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(b) odwroé macierz LY:

EN - (1)

- N, (9)
(c) oblicz XN = LN ( 0 Aex )
¢ '\ 0 0
| L AN 4N .
(d) oblicz Sg’ = <A}";f(i) A‘f\f(i) - (XzN) XN
ce cc

3. oblicz macierz SY i prawa strong gr:

(a) SN = > RLSY’

iENN
(b) gr = 3 R¥g{)
ieN
COMPUTING

W n-tej iteracji mamy dany wektor uf (za u mozna przyja¢ wektor zerowy):

1. oblicz prawa strone br = (Z RTSORun — gr) = [br, be, be]”
ieN

- , ~ 0
2. oblicz bg = > RY (b‘g’ - (XiN)TLf’[ (4) D
1ENN ‘ b}-

3. rozwiaz metoda eliminacji Gaussa uktad réwnan algebraicznych:
Szt = B
4. dla kazdego i € Ny oblicz:
() B2 = b2 ABufm

1), i), T T~ 0
(b) [u@ ™, @] = (LN) LY { ) }
_7:'

Aproksymacja rozwigzania w (n + 1)-szej iteracji jest rowna:

uptt = g = [ul gt wgt]’
POSTCOMPUTING

Dane mamy rozwiazanie ur na szkielecie I'. Dla kazdego ¢ € N:

1. oblicz ~I(i) = I(i) — Aﬁzug.)
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2. oblicz u{? = LTL; f

Rozwiazanie jest rowne:
T
u = [uy, ur| .

W praktyce niewiadome uy z wnetrz podobszaréw nie sa zapamietywane,
gdyz moga by¢ one zawsze wyznaczone na podstawie danych ze szkieletu ur
(zob. POSTCOMPUTING, punkt 2).

Wszystkie kroki algorytmu — poza ,,COMPUTING, punkt 37, czyli rozwia-
zaniem globalnego zadania z rozrzedzong macierza Sg — sprowadzajg sie do
niezaleznych obliczen na podobszarach. Przy szczegolnych podziatach (patrz
rys. 3.3) nawet ten krok moze by¢ wykonany w sposob catkowicie réwno-
legty. Wystarczy, ze podobszary typu Neumanna nie beda miaty wspoélnych
krawedzi. W podrozdziale 3.3 przedstawiona jest modyfikacja metody, w kto-
rej rezygnujemy z rozwiazywania globalnego zadania kosztem rozwiazywania
wiekszej liczby lokalnych podprobleméw. Kara za to udogodnienie, jest jed-
nak zaleznosé¢ szybkosci zbieznosci procesu iteracyjnego od liczby podobsza-
row.

3.3 Modyfikacje metody Dirichleta-Neumanna

Opisana w poprzednich podrozdziatach jednopoziomowa metoda Dirichleta-
Neumanna przy podziale wyjsciowego obszaru €2 na duzg liczbe podobszardw,
kiedy to podobszary typu Neumanna maja wspolne krawedzie (zob. rys. 3.4),
wymaga rozwiazania globalnego zagadnienia (3.94) z macierza Sg . Globalne
zagadnienie mozna rozbi¢ na niezalezne zagadnienia lokalne, jezeli — jak na
rysunku 3.3 — nie sg wspoldzielone zadne krawedzie podobszaréw typu Neu-
manna. W podrozdziale tym przedstawimy modyfikacje metody, ktora nawet
w przypadku duzej liczby podobszaréw, opiera sie tylko i wylacznie na nie-
zaleznych obliczeniach na poszczegolnych podobszarach. Kluczem do tego
bedzie rezygnacja z zalozenia ciaglosci na krawedziach podobszarow (zob.
rys. 3.5). Niestety wiaze sie to z pogorszeniem szybkosci zbieznosci procesu
iteracyjnego i pojawieniem sie zaleznosci od liczby podobszaréw, a wiec bra-
kiem optymalnosci metody (poréwnaj podrozdzial 1.3). Kolejne etapy kon-
strukcji preconditionera dla zagadnienia Schura (3.23) wzorowane beda na
abstrakcyjnej teorii addytywnych metod Schwarza z podrozdziatu 1.4.

I Dekompozycja przestrzeni V(I') = HV,(Q)r:

V()= > RIVi(Ty) (3.100)
iENN
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Rysunek 3.5: Poréwnanie metody Dirichleta-Neumanna z ciggtymi (z lewej)
i niecigglymi (z prawej) warto$ciami na krawedziach.

na podprzestrzenie lokalne

Przez R; oznaczyliSmy operator obciecia funkeji z przestrzeni V(I') do
Vi(T';). Mimo, ze w definicji (3.100) dekompozycji przestrzeni V(") su-
mowanie odbywa sie tylko po indeksach podobszaréw typu Neumanna,
to generuje to cata wyjsciowa przestrzen, gdyz nalezy do niej kazda kra-
wedz i wierzcholek szkieletu oraz $ciany podobszaréow typu Neumanna
nie lezace na brzegu obszaru. Sciany podobszaréw typu Dirichleta na-
lezace do szkieletu I' natomiast, sa zarazem $cianami sgsiadujgcych
podobszaréw typu Neumanna i jako takie rowniez zostaly uwzglednione
w dekompozycji. Na potrzeby dowodu, ze (3.100) faktycznie stanowi de-
kompozycje przestrzeni V (I'), wprowadzimy operator I, bedacy linio-
wym interpolantem okreslonym na wierzchotkach drobnej triangulacji
T"(Q) oraz funkcje u; kawatkami liniowa i ciagla na 9€); o wartosciach
w punktach nodalnych x € I'; danych wzorem:

wi(z) = [Ny NNyl . (3.101)

Dla kazdego x € T' U 02 spelniony jest warunek

> o) =1 (3.102)

IENNNNG
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11

okreslany popularnie dekompozycja jedynki (patrz funkcje liczace v;
z [19]). Dla dowolnej funkcji u € V(I') zdefiniujmy zatem elementy
dekompozycji jako:

wi = (K" (7 ")), € Vi(T) i € Ny, (3.103)

Dla punktéw nodalnych x nalezacych do Sciany F podobszaru €2; typu
Neumanna p;(z) = 1 i mamy wowczas

Dla pozostatych punktéw nodalnych x szkieletu natomiast, to jest dla
wierzchotkow 1 krawedzi, dla kazdego indeksu podobszaru typu Neu-
manna zawierajacego T

_ u(x)
ui(r) = N NNy

i stad

Rlu; | (z) = __ulz) = u(x).

(Z ) z‘e/\fzzm/\/zv [Ne O N

Dodajmy jeszcze tylko, ze wartosci na szkielecie sa jednocze$nie warto-
Sciami brzegowymi dla podobszaréw typu Dirichleta, jak i Neumanna.
Na kazdy podobszar mozna je zatem rozszerzy¢ dyskretnie harmonicz-
nie (patrz definicja (3.17)), uzyskujac w ten sposob rozwiagzanie we
wszystkich punktach nodalnych obszaru 2.

Formy dwuliniowe:

Wprowadzmy pojecie dyskretnie harmonicznego rozszerzenia ﬁiuh
funkcji na podobszar €2; w sensie formy dwuliniowej

~ 1

ai(uv U) = ai(“’? U) + m (’LL, U)LQ(Qi) (3104)
z up, dang na 0€2;, to jest

ai <ﬁiuh, ﬁluh> = rninai(vh, Uh), (3105)

gdzie minimum jest brane po wszystkich funkcjach vy, € V},(€);) takich,

ze R
(Uh)|aQi = <Hiuh)

100,
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II1

IV

Dla kazdego podobszaru §2; typu Neumanna wprowadzamy formy dwu-
liniowe

okreslone wzorami dla u,v € V;(I';)

b1, 0) = { @ (i) i (pv) QN Q=
o (L () M, () 0,10

Przez (-,-)2(q,) oznaczylismy iloczyn skalarny w przestrzeni L*(Q;)
(zob. dodatek A), za$ funkcje pu; zostaly zdefiniowane w (3.101). Do-
danie sktadnika z iloczynem skalarnym w L?(€2;) pozwala na pozbycie
sie osobliwosci dla podobszarow (ang. floating subdomain) nie maja-
cych czesci wspolnej z brzegiem obszaru €2 i uzyskanie jednoznacznego
rozwiagzania. W przeciwnym razie kazda funkcja stata bylaby rozwia-
zaniem. Wiecej informacji na ten temat mozna uzyska¢ na przyktad
w [33, str. 137] czy [32, str. 174].

0
- (3.106)

Operatory quasi-rzutowe T; = RZTT}
okreslone dla i € Ny, gdzie

T;: V(I') — V(1))

sa zdefiniowane jako
bi(Tiu,v;) = s(u, RTv;) Yo, € Vi(Iy). (3.107)

Ze wzgledu na sktadnik (3.106) zwiazany z iloczynem skalarnym prze-
strzeni L?(£2;) réwnanie to ma jednoznaczne rozwiazanie. Jest to jeden
ze sposobow radzenia sobie z niejednoznaczno$cia pojawiajacy sie cze-
sto w metodach operujacych na niecigglych na szkielecie podprzestrze-
niach, na przyktad metodach typu Neumanna-Neumanna oraz FETI

(zob. rozdziat 6 w [33]).

Rownanie operatorowe:

T =3, (3.108)
gdzie

g="Tu,
u* jest rozwiazaniem zagadnienia (3.23), zas u € V(I') szukanym roz-

wiazaniem (poréwnaj (3.41)-(3.42)). T jest addytywnym operatorem
Schwarza zdefiniowanym nastepujaco:

T=> T. (3.109)

1ENN

Pokazemy, ze operator T jest odwracalny, a tym samym, ze u = u*.
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7 abstrakcyjnej teorii addytywnych metod Schwarza opisanej w podrozdziale
1.4 wiemy, ze analize metody mozna sprowadzi¢ do sprawdzenia zaltozen
twierdzenia 1.1.

Zalozenie (A1) — stabilna dekompozycja. Dla elementéw dekompo-
zycji funkcji u € V(I') zdefiniowanych jak w (3.103) jako

wi = (Hil" (' Riw)) ., Vi€ Ny (3.110)
musimy sprawdzié¢ dla jakiej statej Cy zachodzi:
Z bi(us, u;) < Cas(u,u). (3.111)
iENN

Z definicji (3.106) form dwuliniowych b;(, -) oraz faktu, iz rozszerzenie dys-
kretnie harmoniczne ﬁl jest rozszerzeniem o najmniejszej energii mierzonej
forma @;(-, -) dla podobszarow ; typu Neumanna nie majacych czesci wspol-
nej z brzegiem obszaru {2 mamy:

~ ~

Podstawiajac u; dostajemy:

(2

@ (Mo, H) O
(e < Q
bz(umul) — { aZ(HZU,HZu> Q

i stad oraz z nier6wnosci Friedrichsa (lemat A.3)
1 2
D bilusu) < si(uu) + e > IHaullq,
i€ENN ieNN i€ENN

1 C
< s(u,u) + 72 ||Hu]|ig(g) < ﬁs(u, u). (3.113)

N
N

Podkreslmy, ze w przypadku gdy kazdy podobszar typu Neumanna przecina
si¢ niepusto z brzegiem obszaru (2, a co za tym idzie formy dwuliniowe b;(-, -)
nie zawieraja wyrazu H 2(-,-) 12(q), otrzymujemy znacznie lepsze oszacowanie
stalej z warunku (A2):

2 — { ¢ Vieny N0 #ED (3.114)
77 W przeciwnym razie

Zalozenie (A2) — lokalna stabilno$é. Dla kazdej przestrzeni V;(I;)
dla i € Ny musimy pokazaé, ze

Funkcja u; moze dawaé niezerowy wktad na:
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e czesci brzegu I'; podobszaru €,

e czedci brzegu I'; podobszaréw €2; typu Dirichleta sasiadujacych z pod-
obszarem (); poprzez Sciany F;; oraz brzegi tej Sciany,

e cze¢dci brzegu I'; podobszaréw (2; typu Neumanna majacych jedng
wspolng krawedz z podobszarem (2; oraz wierzchotki V € V;, NV tej
krawedzi,

e czedci brzegu I'; podobszaréow (); typu Dirichleta majacych jeden
wspolny wierzchotek z podobszarem ();.

Stosujac lemat 4.10 w [33] oraz elementarne nieréwnosci mozemy oszacowac
lewa strone (3.115):

2
s(RIw, RIw) < O (Juilipegny + D0 Bl liagpq,  (3116)
JEWNNN)\ {3}

T Z ‘R?“i’iﬂ/?(aﬂj))'

JENDNN;

Pierwszy skladnik prawej strony (3.116) mozna oszacowaé przez

|ui‘§{1/2(agi) <Gy (Z ‘Hie]-'ui‘illﬂ(agi) + Z |Hi9£uiﬁ—ll/2(aﬂi) (3-117)

FeF; £e&;

+ ’Hievuiﬁﬂﬂ(aﬂi)) ’

VeV,

gdzie funkcje O£, 0¢ 1 6, zostaly zdefiniowane w podrozdziale 3.5 jako zerujace
sie we wszystkich punktach nodalnych poza tymi nalezacych do odpowiednio
Sciany F, krawedzi £ lub réwnych wierzchotkowi V', w ktorych przyjmuja
wartos¢ jeden. Funkeja ; z definicji (3.101) przyjmuje state wartosci na $cia-
nach, krawedziach i w wierzchotkach, stad (3.117) mozemy oszacowaé z gory
przez:

Cs <Z | HibF (1" (Miui))ﬁ{lﬂ(aﬂi) + ) [Hibe(I" (:uiui))lillﬂ(agi) (3.118)

FeF; Ee&;

+ ) [Hb (1" (i) ‘21/2(3@))

Vev;
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i dalej wyrazy zwiazane ze $cianami z lematow A.4 i 3.3, wyrazy zwigzane
z krawedziami z lematu 3.4, a te zwiazane z wierzchotkami z lematu 3.6,
szacujemy otrzymujac:

H
|Uz‘|§11/2(agi) ( 1 + log —- h Z th (Miuiwi{l/?(agi)
FeF,;
- (1 +log — ) S i) 2 (3.119)
cee;
+ (1 + log — ) Z HIh ,uzuz HH1/2 9, ))
VeV,

Ze wzgledu na ograniczona z gory liczbe $cian, krawedzi i wierzchotkéw pod-
obszaru 2; dostajemy zwiezle oszacowanie pierwszego skladnika wyrazenia

(3.116)

H 2
il 31290, < Cs (Hlog ) |17 (piu; HHW o0, (3.120)

Do szacowania drugiego sktadnika natomiast skorzystamy z faktu, ze podob-
szary €); 1 §}; typu Neumanna sgsiaduja ze sobg tylko poprzez krawedz &;;
oraz jej wierzchotki V € 9&;;. Stad

T |2 2
Z ‘Rz’ “Z’|H1/2(aﬂj) < Cs Z (‘Hieﬁj“i‘m/?(am) (3.121)
JEWNNN)\ {3} FEWNNND\{i}

+ Z |Hj9Vui|fql/2(an) ) (3.122)

Vvey; ﬂVj

a z lematow 3.4 1 3.6 oraz ograniczonej z gory liczby sasiadujacych podob-
szarow (porownaj tez szacowania powyzej) dostajemy:

H
Z ‘RTW‘HI/?@Q) Cr (1+log ) [ 1" (i HH1/2 o)
JEWNNN)\ {3}

(3.123)
Pozostaje przejsé¢ do ostatniego, trzeciego sktadnika wyrazenia (3.116). Dwa
sgsiadujace podobszary: €2; typu Neumanna i €2; typu Dirichleta maja albo
wspolng Sciane F;; wraz z jej krawedziami £ € 0F;; N &; i wierzchotkami
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V € 0F;; NV, albo tylko wierzcholek. Zatem

}R’L’rui‘ill/Z(an) < Cy (}Hﬂﬂjui (3.124)

2
|H1/2(3Qj)

2 2
+ E |Hj9£ui|H1/2(an) + E |Hjevui|H1/2(8Qj)
Ee&NE; Vev,ny;

Szacujac analogicznie jak w przypadku dwoch poprzednich sktadnikéw otrzy-
mujemy:

H 2
Z ‘Rzrui|21/2(aﬂj) < CQ (1 + log ﬁ) HIh <’LL7'U7‘)H§-II/2(8QZ) : (3125)
JENDNN;

Z twierdzenia A.1 o $ladzie, definicji (A.9) normy HH?P(Q) oraz twierdzenia
o rozszerzaniu A.2 mamy:

" (:uiui)”i{l/Q(aQi) < Chobi(ug, ug).

Uwzgledniajac to w nieréwnosciach (3.120), (3.123) i (3.125) dostajemy osta-
teczne szacowanie rownania (3.116) oraz stala w z warunku (A2):

7\ 2
w=C (1 + log ﬁ> : (3.126)

Zalozenie (A3) — wzmocniona nieré6wnos¢ Cauchy-Schwarza. Pro-
mieni spektralny macierzy E = {¢;; }i jen, z warunku (A3), mozna oszacowac
przez jeden plus maksymalna liczbe sasiadujacych ze soba podobszaréow. Jest
to zatem stata zalezna od konkretnego podziatu obszaru (2 na podobszary
typu Neumanna i Dirichleta.

Udowodnili$my w ten sposob (poréwnaj tw. 3.1)

Twierdzenie 3.2

Operator T = > T; okreslony w (3.109) jest odwracalny oraz
’LENN

C (14 1log )* Vienw NQ#0
CH™2 (1 + log %)2 w przeciwnym razie

cond(T') < {

gdzie C' jest stalq niezalezng od h © H.

Podkreslmy jeszcze raz, ze dla podzialow, w ktoérych nie wystepuja krawe-
dzie szkieletu taczace podobszary typu Neumanna, rzad szybkosci zbieznosci
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metody jest taki sam jak metody opisanej w podrozdziale 3.1 i nie zalezy
od liczby podobszaréw. Przyktady takich podziatéw, to miedzy innymi po-
dzial z rysunku 3.3, podzial obszaru na osiem prostopadtoscianéow czy tez
dekompozycja na platy — odpowiednik paséw w dwoch wymiarach, przedsta-
wiona na rysunku 3.6.a. Zauwazmy jednak, iz nawet przy dekompozycji na
dwadziescia siedem prostopadtoscianéw i odpowiednim przyporzadkowaniu
typow podobszarom (zob. rys. 3.6.b) uzyskamy zbieznosé¢ optymalna z do-

ktadnoscia do czynnika (1 + log %)2 Niestety dla wiekszej liczby podobsza-

(a) podzial na platy (b) podzial na 27 podobszarow

Rysunek 3.6: Przyktadowe podzialy obszaru 2 na podobszary. Podobszary
typu Neumanna zaznaczone zostaty kolorem szarym.

row wskaznik uwarunkowania przedstawionej w tym podrozdziale metody
rézni sie czynnikiem H~2 od metody skonstruowanej w podrozdziale 3.1.
W metodach Dirichleta-Neumanna bowiem, w kazdej iteracji trzeba zapewnié
wymiane informacji pomiedzy podobszarami typu Neumanna. W wyjsciowej
metodzie zapewnialo ja globalne zagadnienie (3.94) z macierza Sg . Po usu-
nieciu powiazan miedzy podobszarami typu Neumanna natomiast w kazdej
iteracji wymiana informacji moze nastepowac tylko pomiedzy sasiadujacymi
ze sobg podobszarami. Stad dostajemy czynnik zwiazany z liczba podobsza-
row — informacja musi przechodzi¢ Sciezka ztozona z kolejnych, sasiadujacych
ze soba podobszaréw taczacych nawet skrajne podobszary. Zaleta tej mody-
fikacji metody typu Dirichleta-Neumanna jest catkowite zréwnoleglenie obli-
czen na poszczegdlne podobszary oraz minimalna ilos¢ danych potrzebnych
do przestania miedzy podobszarami na koncu kolejnych iteracji. W kazdym
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punkcie nodalnym liczona jest bowiem Srednia arytmetyczna z wartosci uzy-
skanych w tym punkcie w wyniku niezaleznych obliczen na podobszarach
typu Neumanna. Jest to sposéb na uciaglenie rozwigzania na szkielecie I
Gdy zatem potaczenie miedzy poszczegdlnymi jednostkami obliczeniowymi
ma niska przepustowos¢, jak na przyktad przy sieci komputeréw potaczo-
nych przez wolne tacze internetowe, warto jest rozwazy¢ wykorzystanie tak
wtasnie zmodyfikowanej metody Dirichleta-Neumanna do wyznaczania roz-
wigzan dyskretyzacji zagadnien eliptycznych.

Przedstawione do tej pory modyfikacje metody, ktorej konstrukcja przed-
stawiona zostala w podrozdziale 3.1, dawaly mozliwo$¢ pelnego zréwnole-
glenia obliczenn na poszczegdlne podobszary kosztem zaleznosci szybkosci
zbieznosci od liczby podobszarow. Wyjsciowa metoda nie miala tej wady, ale
w zamian wymagala rozwiazywania globalnego zagadnienia (3.94) z macierza
Sév . Alternatywnym podejsciem jest wyodrebnienie w dekompozycji dodat-
kowej przestrzeni zwiagzanej z punktami krawedzi i wierzchotkéw wspotdzielo-
nych przez podobszary typu Neumanna. Zwyczajowo przestrzen te oznacza
sie przez Vy (patrz podrozdzial 1.4), a metody ja wykorzystujace okresla
mianem metod dwupoziomowych, w odréznieniu od prezentowanych do tej
pory w trzech wymiarach metod jednopoziomowych. Jedli lokalne przestrze-
nie V;(T") dla ¢ € Ny zdefiniujemy nastepujaco:

w(r):{ueV(r): u(v)=0dlave (T\Tin) U af} (3.127)

FEF;

to nie beda one ze sobg powiazane w zaden sposoéb i w zwigzku z tym oblicze-
nia na nich mozna wykonywaé¢ réwnolegle. Pozostaje nam jeszcze zdefiniowaé
tak zwana gruba przestrzen (zob. podrozdziat 1.4):

Vo(I') = I*V(ID). (3.128)

Dobierajac rézne operatory I bedziemy dostawa¢ rozne przestrzenie cha-
rakteryzujace sie lepszymi badZz gorszymi wlasnosciami. Zwrdéémy jednak
uwage, iz pozadane jest, aby gruba przestrzen miata wymiar jak najmniejszy.
Przy takiej definicji przestrzeni lokalnych jak w (3.127) jednak, przestrzen
Vo(I") musiataby mie¢ wymiar réwny liczbie punktéw nodalnych nalezacych
do wszystkich krawedzi i wierzchotkoéw szkieletu. Lepszym zatem pomystem
jest zdefiniowaé elementy dekompozycji:

V(T) = Vo(T) + > Vi(I) (3.129)
ieNy

w nastepujacy sposob. Przestrzen Vj (poréwnaj paragraf 5.4.3 i algorytm
5.16 w [33]) niech bedzie, jak w (3.128), obrazem operatora interpolacji I,
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ktory dla w € V(') i © € T'), jest rowny

Mu(z) =Y u(V)by(x) (3.130)

ve U Vi
’iENN
+ Z ﬂg@g(l‘) + Z U]:Q]:(Z‘).
e U & Fe U Fi
i€ENN iEN N

Przez ug oraz ur oznaczyliSmy tutaj $rednie calkowe z wartosci funkcji u
na odpowiednio krawedzi € i $cianie F. Przestrzenie lokalne V;(I') natomiast
dla i € Ny zdefiniujmy jako przestrzenie funkcji majacych zerowe warto-
$ci w wierzchotkach podobszaru €2; oraz zerowe $rednie na jego krawedziach
i Scianach, to jest

Vi) ={ueVI): ulv)=0dlav e (I'y\I';n) UV, (3.131)
Ug =0 dla € €&, ur=0daFeF).

Uzycie Srednich ue i ur w definicji przestrzeni lokalnych pozwala na zasto-
sowanie nieréwnosci Poincaré (patrz lemat A.1) i uzyskanie lepszego oszaco-
wania statych z twierdzenia 1.1.

Formy dwuliniowe

dla i € Ny okreslamy wzorem:
bi(u,v) = s;(u,v) Vu,v e Vi(I), (3.132)
gdzie s;(-,-) jest dana wzorem (3.23). Forme dwuliniows
bol-,): Va(T) x Vi(T) = R
mozemy natomiast okresli¢ albo dokladnie (ang. ezact):
bo(u,v) = s(u,v) Vu,v e Vy(D), (3.133)
albo w sposob przyblizony (ang. inezact):

bo(u,v) = {h > (u(v) —aw,)* + H (T — y,)”

ieN VeV, EEE;

+ H (1 +log %) > (ur - Ewi)z} : (3.134)

FeF;
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gdzie Wy, oznacza Srednig catkowa funkcji u na

W= [J €& (3.135)

EEE;

Zdefiniujmy tez operatory
T V(D) — Vi(T)
dla i € Ny U {0} zaleznosciami dla u € V/(T'):
bi(Tyu,v) = s(u,v) Vo e V(D). (3.136)
Z lematow 3.3, 3.4 i 3.6 wynika (zob. tez podrozdziat 5.4 w [33])

Twierdzenie 3.3
Operator
T=Ty+ ) T,
ieNN

2 T; zdefiniowanymi w (3.136) jest odwracalny oraz

7\ 2
cond(T) < C (1 + log E) ,

gdzie C' jest stalq niezalezng od h © H.

Mozliwych dekompozycji wyjsciowej przestrzeni V(I') z uwzglednieniem
grubej przestrzeni oraz przestrzeni lokalnych zwiazanych ze Scianami, kra-
wedziami, wierzchotkami czy calymi podobszarami, w przeciggu ostatnich
kilkunastu lat zostato opisanych do$é¢ sporo. Bardzo duzy wybor metod za-
warty jest w publikacji [18]. Metody jednopoziomowe nie cieszyly sie taka
popularnoscia ze wzgledu na wystepujaca na ogol zaleznosé szybkosci zbiez-
nosci od liczby podobszarow. W rozdziale tym pokazalismy (zob. tw. 3.1),
ze istnieja metody jednopoziomowe o poréwnywalnej z metodami dwupozio-
mowymi wielkosci wskaznika uwarunkowania. Ostatnimi czasy duzy nacisk
badawczy w dziedzinie dekompozycji obszaru potozony zostal na nowsa klase
metod okreslang jako FETI-DP (ang. Dual-Primal Finite Element Tearing
and Interconnecting). Zostaly one pobieznie przedstawione w podrozdziale
2.3, a szerzej mozna sie z nimi zapozna¢ miedzy innymi w rozdziale sz6stym
ksiazki [33]. Idea tych metod podobna jest do pomystu, na ktérym oparta
byta pierwsza z modyfikacji opisanych w tym podrozdziale. Operuja one bo-
wiem na nieciagtych na szkielecie podprzestrzeniach, miedzy ktoérymi usta-
lane sa powiazania w postaci wiezow, takich jak réwnosé wartosci w punk-
tach nodalnych lub réwnosé wartosci srednich na Scianach czy krawedziach.
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W granicy procesu iteracyjnego dostajemy ciagte rozwigzanie. Odpowiednie
zbalansowanie pomiedzy jak najmniejsza liczba wiezéw a szybkoscig zbiez-
nosci procesu iteracyjnego, pozwala na przeprowadzanie obliczen niezaleznie
na poszczegdlnych podobszarach z zachowaniem braku zaleznosci od liczby
podobszarow.

Rysunek 3.7: Przykladowy podzial obszaru w trzech wymiarach na podob-
szary spetniajacy warunki z podrozdzialu 3.1, dla ktérego nie istnieje przy-
porzadkowanie typu Neumanna i Dirichleta.

W opisanych do tej pory w tym rozdziale jednopoziomowej metodzie
Dirichleta-Neumanna (zob. tw. 3.1) oraz jej modyfikacji (tw. 3.2) zakladali-
Smy istnienie takiego przyporzadkowania typéw Neumanna badz Dirichleta
elementom podziatu wyjsciowego obszaru, zeby zadne dwa podobszary tego
samego typu nie mialy wspolnej $ciany (poréwnaj podrozdzial 3.1). Zato-
zenie to jest dos¢ ograniczajace, gdyz nie dla wszystkich podziatow takie
przyporzadkowanie istnieje. Przyktadem niech bedzie podzial z rysunku 3.7.
Narzucajacym sie rozwiagzaniem jest dokonanie dalszego podziatu niektérych
podobszaréw (poréownaj przypadek dwuwymiarowy na rysunku 2.6a). Ta-
kie postepowanie moze jednak prowadzi¢ do sytuacji, gdy przestana by¢
spelnione warunki regularnosci lub quasi-jednostajnosci triangulacji 7 ().
W dodatku mozemy mie¢ do czynienia z zadaniem, w ktorych nie mozemy
zmieni¢ zadanego podziatu na podobszary. Alternatywnym podejsciem jest
wprowadzenie podobszaréw mieszanego typu (patrz rys. 3.8), ktore trakto-
wane beda jako typu Dirichleta przez sasiadéw typu Neumanna, zas typu
Neumanna przez sasiadujace z nimi podobszary typu Dirichleta. W przed-
stawionych metodach operowalismy do tej pory na przestrzeni V' (I") okreslo-
nej na szkielecie I' (poréwnaj zagadnienie Schura (3.23)), stad wprowadzenie
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Rysunek 3.8: Rozwiazanie problemu braku przyporzadkowania podobsza-
rom odpowiedniego typu Neumanna (kolor czarny) lub Dirichleta (kolor
biaty) poprzez wprowadzenie mieszanego elementu Neumanna-Dirichleta (ko-
lor szary).

podobszaru mieszanego typu Neumanna-Dirichleta bedzie oznaczato przypi-
sanie odpowiednich typow jego $cianom. Uwzglednienie elementoéw miesza-
nych w konstrukcji i analizie metody wymagaé¢ bedzie wprowadzenia kilku
definicji.

Wprowadzmy najpierw oznaczenie Nj; na zbior indeksow podobszarow
typu mieszanego, a kazdemu podobszarowi {2; o indeksie z tego zbioru przy-
piszmy czes¢ jego brzegu oznaczanego przez I'M | do ktérego zaliczymy $ciany,
krawedzie oraz wierzchotki, na ktoérych zadany bedzie warunek brzegowy
Neumanna. Przez 0/ bedziemy oznaczaé¢ kawatkami liniowa i ciagla na szkie-
lecie funkcje, ktora znika we wszystkich punktach nodalnych I', poza tymi,
ktore naleza do I'M. Dla kazdego podobszaru typu mieszanego €); ustalmy
jedna krawedZ kierujac sie zasada, ze nie nalezy ona do czesci brzegu T'M.
Jezeli taka krawedz nie istnieje, to wybieramy dowolna z krawedzi. Przez g,
bedziemy oznacza¢ srednig catkows z funkcji v po wybranej krawedzi.

W konstrukcji jednopoziomowej metody Dirichleta-Neumanna z miesza-
nymi elementami uzyjemy nastepujacej, nieco innej od (3.39), definicji formy
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dwuliniowej:

blu,v) = > si(u,v) (3.137)
ieN N
+ > s (10 (u—Tg,) 10} (v —Tg,)) .
iENM
dla wszystkich u,v € V(I).
Do przeprowadzenia analizy zbieznosci metody (zob. podrozdzial 3.1) wy-

starczy sprawdzi¢ zatozenia twierdzenia 1.1. Skorzystamy przy tym z lematow
zawartych w podrozdziale 3.5 oraz dodatku A, jak réwniez z lematu

Lemat 3.2
Rozpatrzmy zgodne, konforemne i reqularne triangulacje TH(Q) i T"(Q) wie-
loscianu Q C R3, gdzie h < H. Niech

I¢u = max T
EEE;

bedzie quasi-interpolantem zdefiniowanym dla podobszaru $;. Istnieje wow-

czas taka stata C', niezalezna od wielkoSci podobszarow, ze dla funkcji
ue V(D)

2
2 H 2
|u — I;:u|H1/2(8Qi) =C <1 +log ﬁ) Z [ulzgr) -

FeF;

Dowad:
Na poczatek dokonajmy rozbicia:

u— [fu|121[1/2(69i) =G <Z |1"07 (u— I} u) ﬁ{l/?(am)
FCF;

+ Z \Iheg (u—Ifu) ‘21/2(890 (3.138)
ECE;

+ Z |76y (u — I u) ’21/2(891-)) ’
vCV;

gdzie funkcje Oz, ¢ oraz 6, zeruja sie we wszystkich punktach nodalnych
szkieletu poza tymi, ktore naleza do odpowiednio Sciany F, krawedzi &
i wierzchotka V', w ktoérych przyjmuja warto$é rowng jeden.

Najpierw zajmijmy sie sktadnikami (3.138) zwiazanymi ze Scianami. Niech
&Y bedzie jedna z krawedzi Sciany F;; podobszaru ;. Wowczas

u — [Zgu = (u — ﬂgo) —+ (ﬂgo — ﬂgl) + ...+ (Egmfl - aé'm) ) (3139)
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gdzie Ugm 1= [fu, zad {5’“ }Z:O jest takim ciagiem krawedzi, ze dla kazdego
k =1,2,...,m krawedzie £¥1 i £F naleza do brzegu tej samej éciany Fi,
podobszaru €2;. Mozemy zatem dokonaé¢ szacowania

110z, (u—Ifu (3.140)

2
)‘Hl/Q(aQi)
— N2 U _ _ 2
< (Y (‘Ihe.ﬁj (u - u50)|H1/2([‘)Qi) + Z |‘[h9.7'—ij (U,gm—l - u5m>‘H1/2(aQi)> .
k=1

Pierwszy ze sktadnikow prawej strony powyzszego wyrazenia mozna oszaco-
wac z lematu 3 w [13]

< C3 Hu — ﬂgo”ilééz (3141)

2
)‘H1/2(am) =
H\*

Pozostate skladniki prawej strony (3.140) mozemy oszacowaé analogicznie
jak w dowodzie lematu 3.1

h _
|I 9]:”. (u — Ugo (Fis)

2

H1/2(aQi) (Hgmfl — ﬂgm)Q . (3142)

) S |Ih‘9fij

— _ 2
|10, (Wen—r — “5m)|H1/2(aQ,-

Z lematu 4.26 w [33] i nieréwnosci Cauchy-Schwarza szacuje sie to z gory
przez

H
Cs (1 +log ﬁ) (Il = Bllzqem-sy + llu = Blaem)) (3.143)
dla dowolnej statej 5. Do szacowania wyrazoéw okreslonych norma przestrzeni
L? wystarczy uzy¢ lematu 1 z [13| otrzymujac oszacowanie sktadnikow prawej
strony (3.140)

2
_ _ 2 H 9
‘[hefi]' (USm—l - ugm)|H1/2(6Qi) S 06 (1 + lOg %) ‘u’Hl/Q(]——zk) 5 (3144)
gdzie Fy, jest $ciang, do ktorej brzegu naleza krawedzie £™~1 i £€™. Pola-
czenie (3.141) z (3.144) koriczy szacowanie wyrazow (3.138) zwiazanych ze
Sciang F;;. Przejdzmy zatem do szacowania skladnikow (3.138) zwiazanych
z krawedziami. Z lematu 4.19 w [33] mamy

}Ihego (u—Ifu) ) < C7Hu—]fu||;(go). (3.145)

2
|H1/2(6Qi

Wykorzystujac, jak przy szacowaniu wyrazu zwigzanego ze Sciang Jjj;, cigg
krawedzi (3.139) oraz nieréwnosé Cauchy-Schwarza dostajemy

o= Ifu geoy < Cs D lu = Ter[Zageny (3.146)
k=0
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co z lematu 1 w [13| szacujemy przez

H m
Cy (1 +log ﬁ) > lulfei, - (3.147)

k=0

gdzie Fj;, jest éciang podobszaru €;, do ktorej brzegu nalezy krawedz £F.
Pozostaje tylko oszacowaé skladnik (3.138) zwiazany z wierzcholkiem. Niech
V bedzie wierzchotkiem krawedzi £°. Woéwezas jak przy szacowaniu krawedzi
dostajemy

|16y (u — [fu)@m(mi) < Cio|u— IquiQ(go) (3.148)
H
< Cu <1 + log ﬁ) Z |U|§11/2(I)'
FeF;

Potaczenie uzyskanych oszacowari dla $cian (3.141) i (3.144), krawedzi (3.147)
oraz wierzchotkow (3.148) koiczy szacowanie (3.138), a tym samym dowod
lematu.

OJ

PrzejdZzmy zatem do sprawdzenia zalozen twierdzenia 1.1.

Zalozenie (A1) — stabilna dekompozycja. Dla jedynego elementu
dekompozycji u € V(T') z definicji (3.137) formy dwuliniowej b(-, -) wystarczy
sprawdzi¢ dla kazdego podobszaru €2; typu mieszanego

si (10} (u—1g,), I"0M (u —1g,)) < Csi(u, u).

Dokonajmy rozbicia na sktadniki zwigzane ze Scianami, krawedziami i wierz-
chotkami nalezacymi do T'M:

‘IheiM (u - ﬂgi)

2 _
Hl/Q(agi) S Cl Z |H20.7: (U - u&;)

FcrM

o, (3149)

+ Z [Hibe (u— E&)ﬁil/?(aﬂi) + Z [Hibh (u — ﬂ&)\ip/z(am)

gcrM very

7 lematow 3.3, 3.4 i 3.6 mozna te sktadniki oszacowaé przez

H\2
C (1 + log E) llu — g,

12111/2(691') 3 (3150)
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a seminorme uzyskaé¢ stosujac nieréwnos¢ Poincaré (poréwnaj lemat A.1).
W ten sposob otrzymujemy stata z warunku (Al):

H 2
Co=C (1 + log E) : (3.151)

Przypomnijmy, ze w przypadku metody bez podobszaréw typu mieszanego
otrzymalis$my oszacowanie bez polilogarytmicznej zaleznosci od H/h.
Zalozenie (A2) — lokalna stabilnos$é. Z definicji (3.137) formy dwuli-
niowej b(+, -) wystarczy zaja¢ sie tylko oszacowaniem wyrazow s;(u, u) zwia-
zanych z podobszarami {2; typu Dirichleta i typu mieszanego. Ze wzgledu na
niezmienniczo$¢ seminormy || ;1 /2(00,) DA dodawanie statych mozemy zapisac¢

2 2
’u‘H1/2(8Qi) = ’U - [fu’Hlﬂ(aQi) ’ (3152)
gdzie
& —_
[iu = maxie (3.153)

jest quasi-interpolantem z lematu 3.2 (poréwnaj tez lemat 3.1), z ktorego
dostajemy oszacowanie:

> Ju- Ifu@l/z(am) (3.154)

1IENDUN s
H\? )
<Cp|1 +logﬁ E E |ulz/2(y -

1ENDUN ) FEF;

Kazda sciana podobszaru €2; typu Dirichleta lub mieszanego jest jednocze-
$nie Sciang podobszaru €2; typu Neumanna lub mieszanego (w szczegdlnosci
j =1). Stad:

Z Z |u|12ql/2(]:) (3.155)

iENDUNN FEF;

=D > b+ Y D uliegs -

JENN FEF; JENNM FcrM

Z twierdzenia o $ladzie A.1 dla kazdego podobszaru €2; typu Neumanna do-
stajemy

2 2
Z |u’H1/2(]-') S 02 ’u‘Hlﬂ(@Qj) . (3156)
.7'—6.7'—]'
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Dla podobszaru §2; typu mieszanego natomiast, pami¢tajac o ustalonej dla
niego krawedzi, z niezmienniczosci seminormy |-|§{1/2(f) na dodawanie sta-

tych, definicji funkcji @;‘/[ i twierdzenia o sladzie A.1 otrzymujemy

Z |u|§{1/2(]_-) - Z }[hej‘w (u _Egj)|2Hl/2(f) (3.157)
FecrM FecrM
_ 2
< (Cj Z ‘[hHJM (U—Ugj>|H1/2(an).
FecrM

Skladajac uzyskane oszacowania (3.155)-(3.157) dostajemy ostatecznie stala
z warunku (A2):

h

gdzie C nie zalezy od parametréow triangulacji h i H.

Zalozenie (A3) — wzmocniona nieréwnos$¢ Cauchy-Schwarza. Ze
wzgledu na dekompozycje sktadajaca sie tylko z jednej przestrzeni promiert
spektralny o( E) macierzy E z warunku (A3) jest rowny jeden.

Sprawdzenie zatozen twierdzenia 1.1 pozwala sformulowaé

Twierdzenie 3.4
Operator T okreslony w (3.40) jest odwracalny oraz

2
w=C (1 + log ﬁ) : (3.158)

7\
cond(T) < C (1 + log ﬁ) )

gdzie C' jest statq niezalezng od h © H.

Oszacowanie to jest gorsze o dwie potegi logarytmu od tego uzyskanego dla
jednopoziomowej metody bez mieszanych elementéw (zob. tw. 3.1). Dzieki
wprowadzeniu elementéw mieszanych w tej metodzie nie ma juz jednak
ograniczen zwigzanych z istnieniem przyporzadkowania typéw podobszarom.
Warto doda¢, ze oszacowanie z twierdzenia 3.4 mozna poprawic¢ o jedna po-
tege logarytmu, a mianowicie jezeli za definicje b(,-) przyjmiemy:

b(u,v) = Z si(u,v) + (1 + log %)_ Z b;(u,v), (3.159)

1ENN €Ny
gdzie:
bi(u,v) = Y s (I"0pu, I"05v) (3.160)
FcrM
+ Z S; (]thu, Ihﬁgv) + Z S; (]hevu,lhéyv).
gcrM ycrM

160



Nie jest to jednak korzystne z punktu widzenia szybkosci dziatania algo-
rytmu, bowiem zamiast jednego zadania z mieszanymi warunkami brzego-
wymi na kazdym podobszarze €); typu mieszanego, w kazdym kroku procesu
iteracyjnego musimy rozwiazac tyle zadan ile Scian, krawedzi i wierzchotkdw
nalezy do czedci neumannowskiej I'M brzegu podobszaru ;.

Wyjsciowa metoda, ktorej konstrukcja i analiza zostata opisana w pod-
rozdziale 3.1, opierata sie na rozwiazywaniu zagadnien z warunkiem brze-
gowym Dirichleta na podobszarach typu Dirichleta, a z warunkiem brzego-
wym Neumanna na podobszarach typu Neumanna. Tak samo jest w me-
todzie z mieszanymi elementami z tym, ze na podobszarach {2, mieszanego
typu rozwiazywaé bedziemy zagadnienia z mieszanym warunkiem brzegowym
Neumanna-Dirichleta, to znaczy (zob. takze informacje z podrozdziatu 2.3):

znalez¢ funkcje uf € Hy (Q, Ti\I'Y) taka, ze:

ap(uf,v) = /va dx + /FM gyvds. Yo € Hy(Q, TR\IY),  (3.161)
k

gdzie H}(Q, Tp\I'M) jest przestrzenia H'(€)) funkcji zerujacych sie na
Li\TY, ag (-, -) forma dwuliniowa (zob. 1.2) zwiazana z podobszarem , za$
g nalezy do przestrzeni dualnej do H}(Q, Tx\I'Y) (poréwnaj Remark A.37
w [33]). Warunek brzegowy Neumanna dla gy € H&)l/ (TN) jest okreslony

na 'Y nastepujaco:

Z a;; Diun; = gn, (3.162)
ij=1
gdzie n; oznacza i-ta sktadows wersora normalnego n.

Opis macierzowej postaci metody z podrozdziatu 3.2 wymaga niewiel-
kich zmian zwigzanych z wprowadzeniem podobszaréw mieszanego typu
Neumanna-Dirichleta. Przede wszystkim sumy przebiega¢ musza teraz po in-
deksach wszystkich podobszaréw typu Neumanna i typu mieszanego. Oprocz
tego trzeba dla kazdej ciany F okresli¢ jej przynaleznosé F C I'M do kon-
kretnego podobszaru €2;, w ramach ktérego beda wykonywane na niej ob-
liczenia. Nic nie stoi tez na przeszkodzie, by elementy mieszane wprowa-
dza¢ nawet w przypadku, gdy istnieje przyporzadkowanie podobszarom ty-
pow Neumanna i Dirichleta. Przyktady takich podziatéw przedstawione sg na
rysunku 3.9. Kazdy dodatkowy element mieszany zwicksza liczbe lokalnych
zagadnien, ktore musza by¢ rozwiazane. W praktyce nalezy oczywiscie dazy¢
do jak najmniejszej liczby podobszaréw z niepusta czescig neumannowsks,
gdyz potencjalnie kazdemu z nich przydzielony jest osobny procesor. Zasob
dostepnych procesoréw jest natomiast na ogét mocno ograniczony.
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QY QY

(a) cztery podobszary (b) osiem podobszarow

Rysunek 3.9: Podzial na podobszary typu Neumanna (z N w indeksie gor-
nym), Dirichleta (z D w indeksie gornym) i mieszane Neumanna-Dirichleta
(z M w indeksie gornym) z uwzglednieniem przyporzadkowania $cian — na-
lezace do neumannowskiej czesci brzegu danego podobszaru sg zaznaczone
kolorem szarym.

3.4 Eksperymenty numeryczne

W podrozdziatach 3.11 3.2 przedstawiona zostata miedzy innymi konstrukcja,
analiza i posta¢ macierzowa jednopoziomowej metody Dirichleta-Neumanna
rownoleglego rozwiazywania dyskretyzacji zagadnieni eliptycznych w trzech
wymiarach. W podrozdziale 3.3 natomiast opisane zostaly modyfikacje tej
metody, w tym algorytm dopuszczajacy nieciagtosci na brzegach podobsza-
row. W celu weryfikacji rezultatow teoretycznych zaimplementowane zostaty
algorytmy z cigglymi i nieciaglymi warto$ciami na brzegach podobszardw
typu Neumanna. Nastepnie przeprowadzone zostaly symulacje komputerowe
obliczenl réwnolegtych na maszynie jednoprocesorowej.

Wszystkie obliczenia wykonywane byly na domowym laptopie z proceso-
rem Intel Core2 T5500, 1.66Ghz z pamiecig RAM wielkosci 2GB i 32 bitowym
systemem Operacyjnym Windows Vista Home Premium Service Pack 1. Nad
szybkosé obliczen przedlozono tatwosé graficznej prezentacji wynikéw obli-
czeni. Stad zamiast na przyktad w jezyku C, implementacja algorytmoéw zo-
stata napisana w jezyku skryptowym programu Matlab ver. 7.0.4.365 (R14)
Service Pack 2. Ze wzgledu na stosunkowo staby procesor i niewielka pa-
mieé¢ ograniczona zostata liczba niewiadomych w rozpatrywanych dekompo-
zycjach. Przeprowadzone zostaly nastepujace serie eksperymentow:
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Bledy dla M=4, N=4, K=4, kM=9, kN=9, kK=9
3000 T T T T

N
o
o
o
T
I

2000 h

1500 B

1000 - B

residuum w normie indukowanej przez preconditioner

3]
o
o
T
I

!
0 2 4 6 8 10 12 14
liczba iteracji

Rysunek 3.10: Wykres bledu residualnego w normie indukowanej przez
preconditioner w kolejnych iteracjach obliczenn jednopoziomowa metoda
Dirichleta-Neumanna w 3D dla podziatu na 64 podobszary i 42875 niewia-
dome.

e przy ustalonym stosunku %,

e przy stalej liczbie podobszaréw (H=const) i malejacym kroku h drob-
nej triangulacji,

e przy stalym kroku h drobnej triangulacji i zmniejszajacej sie liczbie
podobszaréw (rosnacym H ).

W zestawieniu wynikéw uwzglednionych zostato szereg parametréow, w tym
doktadno$é, sekwencyjny i rownolegly czas obliczen, liczba wykonanych ite-
racji oraz wskaznik uwarunkowania zadania. Przyktadowy wykres bledu resi-
dualnego w normie indukowanej przez preconditioner w kolejnych iteracjach
obliczen jednopoziomowa metoda Dirichleta-Neumanna przy zatozeniu cia-
glodci na brzegach podobszaréow przedstawiony zostat na rysunku 3.10. Oba
algorytmy byly testowane dla podziatléow na mata (N < 27) i duza (N > 27)
liczbe podobszaréw ze szczegbdlnym uwzglednieniem podatnosci na zréwno-
leglenia. W tym celu mierzony byl czas obliczenn na jednym procesorze oraz
przewidywany czas obliczen na wiekszej liczbie procesoréw. Wykres zalezno-
Sci stosunku tych czaséw od liczby procesoréw, znany pod nazwa speed-up,
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przedstawiony zostal na rysunku 3.23. Aby osiagnaé lepszy efekt wizualny
uzyskane wartosci zostaly interpolowane funkcja liniows.

Eksperymenty w trzech wymiarach polegaly na znalezieniu przy-
blizonego rozwiazania zagadnienia (3.7) okreslonego na szescianie
(0,1) x (0,1) x (0,1). Doktadnym rozwiazaniem byta funkcja

w(w,y, 2) = 102 (2 — 1) (x—%)y(y—l) (y—%)z(z—l) (z—%).

Na rysunku 3.11 przedstawiona zostata wizualizacja wynikéw dziatania al-
gorytmu z ciaglymi warto$ciami na szkielecie. W eksperymentach uzywane
byty podziaty obszaru () na taka sama liczbe podobszaréw w kazdym z kie-
runkéw: poziomie, pionie i w gtab. Implementacja testowanych algorytmow
dziata rowniez dla nieréwnomiernych podziatéw. Parametry grubej H i drob-
nej h triangulacji zostaly graficznie zaprezentowane na rysunku 3.12.

wykres funkcji testowej

0.6
0.4 0.2

0 0 0.2 0.4

wynik dzialania algorytmu dla M=9, N=9, K=9, kM=9, kN=9, kK=9

0.6
0.4 0.2

) 0 0.2 0.4

X 10’7 roznica rozwiazania obliczonego i rzeczywistego dla M=9, N=9, K=9, kM=9, kN=9, kk=9

Rysunek 3.11: Wynik dzialania algorytmu z ciagltymi wartosciami na szkie-
lecie dla podziatu na 729 podobszarow i 512000 niewiadomych.

Do rozwiazania uktadu réwnan z macierza Schura S uzywaé¢ bedziemy
macierzy preconditioneréw opisanych w tym rozdziale (zob. podrozdzial 3.2).
Oznaczmy macierz takiego lepiej uwarunkowanego uktadu réwnan algebraicz-
nych przez T'. W opisie algorytmoéw uzyta byla metoda iteracyjna Richard-
sona (3.80) do uzyskania rozwigzania tego uktadu. Ze wzgledu jednak na
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H h
Rysunek 3.12: Graficzne przedstawienie parametrow grubej siatki (H) i drob-

nej siatki (h) w trzech wymiarach.

symetrycznosé i dodatnig okreslonos¢ macierzy powstalych z dyskretyzacji
metoda elementu skoriczonego oraz wigksza szybkos¢ zbieznosci (patrz [31])
w eksperymentach numerycznych zastosowana zostata metoda gradientéow
sprzezonych z preconditionerem (ang. Preconditioned Conjugate Gradient).
Za kryterium stopu przyjeto ograniczenie na maksymalng liczbe iteracji oraz
warunek:

Irilly < doki - ol (3.163)

gdzie [-||; oznacza norme indukowang przez macierz preconditionera, zas r;
wektor residualny w i-tej iteracji. W eksperymentach numerycznych przyjeto
dokt = 1075, Parametry krzywych teoretycznych wyznaczane byly liniows
metoda najmniejszych kwadratow na podstawie danych eksperymentalnych.
W przypadku trzech wymiaréw przez okreslenie matej liczby podobszarow
bedziemy rozumie¢ osiem lub dwadziescia siedem podobszaréw, czyli taki
podzial obszaru 2, w ktérym kazdy podobszar typu Neumanna ma niepusta
cze$¢ wspolng z brzegiem obszaru ).

Przedstawimy teraz oznaczenia uzyte przy prezentacji wynikéw ekspery-
mentow:

h — parametr drobnej triangulacji 7"(Q) (patrz rys. 3.12)

H - parametr grubej triangulacji 77 (2) (patrz rys. 3.12)

n — liczba niewiadomych, to jest liczba punktéw nodalnych
drobnej triangulacji 7"(£2) nie lezacych na brzegu obszaru Q

N — liczba podobszaréow na jakie podzielony zostal obszar €2
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iter
cond

avg
Er

€max
€2

tsek
tpar

Srnax

nieciagly
tpar
clagly
par

liczba iteracji metody PCG
wskaznik uwarunkowania macierzy T' rozwiazywanego
uktadu rownan algebraicznych (z preconditionerem)

srednia redukcja btedu residualnego na iteracje
)1/zter

ep? = (Irieerllz / lIrollz

btad miedzy znalezionym rozwigzaniem, a rozwiazaniem
doktadnym liczony w normie maksimum

btad miedzy znalezionym rozwiazaniem, a rozwigzaniem
dokladnym liczony w normie /2

sekwencyjny czas obliczeri (w sekundach)

rownolegly czas obliczen (w sekundach), przy zatozeniu uzycia
tylu procesoréw ile jest podobszaréw typu Neumanna
przewidywany speed-up przy uzyciu tylu procesoréw ile jest
podobszaréw typu Neumanna

stosunek réwnolegtych czaséw dziatania algorytmu

Dirichleta-Neumanna z nieciggltymi wartosciami na szkielecie
i z wartosciami ciagtymi przy takich samych wartosciach h i H.

{\

) >>SS

Rysunek 3.13: Graficzne przedstawienie idei testéw numerycznych w trzech
wymiarach dla statlego parametru H i malejacego parametru h.

Pierwsza seria eksperymentéw polegata na sprawdzeniu dziatania jedno-
poziomowych algorytméw Dirichleta-Neumanna przy stalym parametrze H
i malejacym parametrze h (patrz rys. 3.13). Wyniki testow numerycznych dla
algorytmu z ciagltymi warto$ciami na brzegach podobszaréow zebrane zostaty
w tabelach 3.1 i1 3.2, dla algorytmu dopuszczajacego nieciaglodci natomiast
w tabelach 3.3 i 3.4. Zgodnie z rezultatami teoretycznymi dla obu algoryt-
mow, zaréwno dla matej jak i dla duzej liczby podobszaréw, wskazniki uwa-
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runkowania zadan zalezg nastepujaco od parametru drobnej triangulacji h:

1 1
A+ Blog — + C'log?

— 164
. 3 (3.164)

gdzie state A, B, C nie zaleza od h. Wykresy prezentujace wyniki testow

7.5 T T T

== krzywe teoretyczne A + Blog(H/h) + CIogZ(H/h)
= ¥ = krzywe eksperymentalne

cond

3
0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

Rysunek 3.14: Poréwnanie teoretycznych i eksperymentalnych wartosci
wskaznika uwarunkowania zadania z ciaggtymi warto$ciami na szkielecie w za-
leznosci od parametru drobnej siatki h przy ustalonej wielkosci parametru
grubej siatki H.

znajduja sie na rysunkach 3.14 i 3.15. Sa tam réwniez zaznaczone krzywe

teoretyczne postaci (3.164) dopasowane liniowa metoda najmniejszych kwa-
dratow do danych eksperymentalnych.
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5 T T T T T

T T
— kizywa teoretyczna A + Blog(H/h) + Clog?(H/h)
= X = kizywa eksperymentalna

a5k

2 . . . . . .
002 004 0.06 0.08 01 012 0.14 0.16 018
h
1 T T T T T T T
krzywa teoretyczna A + Blog(H/h) + Clog?(Hih)
= X - kizywa eksperymentaina
1201 g
1001 R
80 g
°
2
8
60 R
a0 g
201 R
. . . . . . .
0.02 0.04 0.06 008 012 0.14 0.16

01
h

—1/2

T T
— kizywa teoretyczna A + Blog(H/h) + Clog?(H/h)
= X = krzywa eksperymentaina

L L L L L L L
0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045
h

(b) H=1/7

0.05

T
krzywa teoretyczna A + Blog(H/h) + Clog?(H/h)
= % - kizywa

L
0.05

(d) H=1/5

0.06

0.07

Rysunek 3.15: Poréwnanie teoretycznej i eksperymentalnej wartosci wskaz-
nika uwarunkowania zadania z ciagltymi — (a), (b) — i nieciagltymi — (¢), (d)
— wartosciami na szkielecie w zaleznosci od parametru drobnej siatki h przy
ustalonej wielkosci parametru grubej siatki H.
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Tablica 3.1: Wyniki dziatania jednopoziomowego algorytmu Dirichleta-Neumanna szukania przyblizenia doktadnego

rozwigzania u(z,y,z) = 10z (z = 1) (z — D) y(y—1) (y — 3) 2 (z —

z ciaglymi wartosciami na szkielecie i liczba podobszarow N € {8, 27}.

1) (z — 1) przy stalym parametrze H — wersja

’ h ‘ n ’ iter ’ cond 77 Emax ’ €2 tock tpar ‘ Smax ’
N=2°=8,H_1/2
1.67e-01 125 7 2.4437703e+00 | 1.4984112e-01 | 2.8334401e-10 | 7.3994333e-10 | 6.7833824¢e-01 3.4438916e-01 | 2.30
1.00e-01 729 7 2.8824338e+00 | 2.0993781e-01 | 3.9930379e-07 | 1.6769667¢-06 | 1.4836067¢+00 | 9.2090727e-01 1.83
7.14e-02 | 2197 8 3.2442046e+-00 | 2.1584724e-01 | 4.0519779e-07 | 1.6582346e-06 | 3.9723546e+00 | 2.3537626e+00 | 1.83
6.25e-02 | 3375 8 3.4025711e+00 | 2.2733375e-01 | 1.2041289¢-06 | 5.7561658e-06 | 7.2475317e+00 | 4.0083411e+00 | 1.93
5.56e-02 | 4913 9 3.5489957e+00 | 2.1578741e-01 | 1.3079315e-07 | 6.8628789¢-07 | 1.4114222e+01 | 6.9420005e+00 | 2.17
5.00e-02 | 6859 9 3.6852311e+00 | 2.2603715e-01 | 2.8057570e-07 | 1.7954502e-06 | 2.5675857¢+01 | 1.1664340e+01 | 2.33
4.55e-02 | 9261 9 3.8126881e+00 | 2.3395609e-01 | 5.2623201e-07 | 4.1560587¢-06 | 4.6699190e+01 | 1.9510257e+01 | 2.51
4.17e-02 | 12167 9 3.9325065e+00 | 2.4046021e-01 | 8.8928274e-07 | 8.6549351e-06 | 8.2402484e+01 | 3.2687138e+01 | 2.65
3.13e-02 | 29791 10 | 4.3518342¢+00 | 2.5858091e-01 | 5.6571550e-07 | 7.5371916e-06 | 6.7151082e+02 | 2.3122757e+02 | 3.10
2.78e-02 | 42875 | 10 | 4.5336399e-+00 | 2.6518694¢e-01 | 1.0210821e-06 | 1.9120332¢e-05 | 1.3874951e+03 | 4.6096860e+02 | 3.21
N=3=27,H=1/3
1.11e-01 512 8 2.8407618e+00 | 1.9531585e-01 | 5.1094576e-07 | 3.4205193e-06 | 2.2135205e+00 | 6.8824243e-01 4.22
6.67e-02 | 2744 9 3.5010198e+00 | 2.4069853e-01 | 1.4155302e-06 | 1.5086604e-05 | 4.9914348e+00 | 2.1984740e+00 | 2.77
4.76e-02 | 8000 10 | 4.0278777e+00 | 2.7337672e-01 | 8.9441640e-07 | 1.7922557e-05 | 1.6547308e+01 | 6.1764433e+00 | 3.09
4.17e-02 | 12167 | 10 | 4.2550166e+00 | 2.8674182e-01 | 1.8969834e-06 | 3.7878219¢-05 | 3.5516040e+01 | 1.2442304e+01 | 3.28
3.70e-02 | 17576 | 11 | 4.4635475e+00 | 2.9148018e-01 | 5.4042764e-07 | 1.2010998e-05 | 6.5239371e+01 | 1.6625942¢+01 | 4.51
3.33e-02 | 24389 | 11 | 4.6563960e-+00 | 3.0195165e-01 | 9.6236944e-07 | 2.1849546¢e-05 | 1.2131531e+02 | 2.6425370e+01 | 5.33
3.03e-02 | 32768 | 11 | 4.8359108e+00 | 3.1162484e-01 | 1.5568546e-06 | 3.8753052¢-05 | 2.1920273e+02 | 4.1608661e+01 | 6.21
2.78e-02 | 42875 | 11 | 5.0039354e+00 | 3.2080733e-01 | 2.3401706e-06 | 6.5580861e-05 | 4.0114874e+02 | 6.8931763e+01 | 7.00
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Tablica 3.2: Wyniki dziatania jednopoziomowego algorytmu Dirichleta-Neumanna szukania przyblizenia doktadnego
rozwigzania u(z,y, z) = 10z (x —1) (x — 3) y(y — 1) (y — 3) 2 ( — 1) (¢ — 1) przy stalym parametrze H — wersja
z ciaglymi wartosciami na szkielecie i liczba podobszaréw N > 27.

| h n | iter | cond 77 Emax | e took tpar | Smax |
N=5"=125 H=1/5
6.67e-02 2744 10 | 3.3916655e+00 | 2.6887240e-01 | 1.1379400e-06 | 1.1889596e-05 | 1.1307255e+01 | 2.4422510e+00 | 6.38
4.00e-02 | 13824 12 | 4.5321215e+00 | 3.2824863e-01 | 1.1310144e-06 | 2.7002894e-05 | 3.0595640e+01 | 9.8644782e+00 | 3.83
2.86e-02 | 39304 13 | 5.4673578e+00 | 3.5695085e-01 | 1.8632010e-06 | 6.0010630e-05 | 1.1561640e+02 | 2.7395060e+01 | 4.82
2.22e-02 | 85184 14 | 6.2575703e+00 | 3.7899316e-01 | 1.2200421e-06 | 6.0520104e-05 | 4.6654769e+02 | 6.3637090e+01 | 8.17
1.82e-02 | 157464 | 14 | 6.9408822e+00 | 4.0007845e-01 | 3.1872923e-06 | 1.8117983e-04 | 1.6497623e+03 | 1.3650440e+02 | 13.7
N=7=343 H-1/7
4.76e-02 8000 10 | 3.4377956e+00 | 2.7454697e-01 | 2.8968258e-06 | 2.8058197e-05 | 3.4192151e+01 | 7.9285655e+00 | 6.00
2.86e-02 | 39304 12 | 4.5803410e+00 | 3.4029353e-01 | 2.0902982e-06 | 6.1643008e-05 | 1.1575784e+02 | 3.6916123e+01 | 3.76
2.04e-02 | 110592 | 13 | 5.5149158e+00 | 3.7819166e-01 | 3.0511319e-06 | 1.9522704e-04 | 4.7056129e+02 | 1.0500799¢+02 | 4.94
1.59e-02 | 238328 | 15 | 6.3069276e+00 | 4.0237965e-01 | 1.2605045e-06 | 7.7503033e-05 | 1.8638610e+03 | 2.4027223e+02 | 8.36
1.30e-02 | 438976 | 16 | 6.9945471e+00 | 4.2202889¢-01 | 7.6506477e-07 | 6.8368703e-05 | 6.8147127e+03 | 4.7592878e+02 | 15.6
N=97=729, H=1/9
3.70e-02 | 17576 10 | 3.4585382e+00 | 2.8270320e-01 | 1.7037153e-06 | 3.0486360e-05 | 8.6749020e+01 | 2.3365045e+01 | 5.08
2.22e-02 | 85184 12 | 4.6027307e+00 | 3.3568882e-01 | 1.6433519e-06 | 8.5057256e-05 | 3.7564701e+02 | 1.2788382e¢+02 | 3.36
1.59e-02 | 238328 | 13 | 5.5349489e+00 | 3.7419685e-01 | 3.5566436e-06 | 2.1887354e-04 | 1.5567999e+03 | 3.5961221e+02 | 4.64
1.23e-02 | 512000 | 15 | 6.3282521e+00 | 4.0458775e-01 | 7.9790911e-07 | 7.4613235e-05 | 6.4694334e+03 | 8.1892481e+02 | 8.30
1.01e-02 | 941192 | 15 | 7.0021203e+00 | 4.2527314e-01 | 2.4887053e-06 | 2.9604632¢e-04 | 1.8808048e+04 | 1.4384731e+03 | 13.7
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Tablica 3.3: Wyniki dziatania jednopoziomowego algorytmu Dirichleta-Neumanna szukania przyblizenia doktadnego

rozwiazania u(z,y,z) = 10%z (z — 1) (

€T — =

1
2

stalym parametrze H — wersja z nieciagtymi wartosciami na szkielecie i liczba podobszarow N € {8, 27}.

) y(y—1) (y — %) z(z—1) (z — }1) dla matej liczby podobszaréow, przy

| h

n

| iter |

cond

avg
er

emax

€12

tsek

tpar

| Smax

N=22=8 H=1/2

1.67e-01
1.00e-01
8.33e-02
7.14e-02
6.25e-02
5.56e-02
5.00e-02
4.55e-02
4.17e-02
3.33e-02
3.13e-02
2.78e-02

125
729
1331
2197
3375
4913
6859
9261
12167
24389
29791
42875

16
23
26
28
30
31
33
34
35
40
41
43

1.2157589e+01
2.7361921e+01
3.5331122e+01
4.3368250e+-01
5.1486124e+-01
5.9578902¢+01
6.7856844e+-01
7.6051475e+-01
8.4233740e+01
1.0937543e+02
1.1763545e+02
1.3406945e+02

4.3206216e-01
5.6130259e-01
5.9157277e-01
6.1632812¢-01
6.3482565¢-01
6.4665567e-01
6.6003351e-01
6.7130571e-01
6.8528960e-01
7.0887457e-01
7.1637512e-01
7.2847420e-01

5.9498994e-06
1.2613322e-05
1.2720660e-05
1.9895639e-05
2.2611531e-05
4.2963160e-05
4.2368481e-05
5.2447545e-05
5.1935661e-05
3.7407467e-05
3.7818165e-05
3.4697972e-05

1.6379881e-05
8.2771268e-05
1.0265412e-04
1.7864581e-04
2.3978704e-04
4.9540991e-04
5.6700835e-04
8.6493838e-04
1.0781920e-03
1.0697872e-03
1.1879513e-03
1.3973789e-03

1.4274682e+00
2.1390339¢+00
4.8176044e+-00
6.8575179e+-00
1.3866678e+01
2.6431206e+01
5.2424449e+-01
1.1759296e+02
1.9040205e+02
1.1024649e+03
1.6671609e+03
3.9355660e+-03

9.3059711e-01

1.0438422e+00
2.6679321e+-00
3.0509623e+-00
5.6645160e+-00
9.9286277e+-00
1.8624872e-+01
3.9793814e+-01
6.1506394e+-01
3.3317267e+4-02
5.0324104e+-02
1.1662117e+03

2.16
2.25
2.19
2.40
2.60
2.81
3.00
3.16
3.33
3.61
3.58
3.67

N=3=27, H=1/3

1.11e-01
6.67e-02
5.56e-02
4.76e-02
4.17e-02
3.70e-02
3.33e-02
3.03e-02
2.78e-02
2.22e-02
2.08e-02

512
2744
4913
8000
12167
17576
24389
32768
42875
85184
103823

13
17
19
20
21
22
21
22
23
25
26

7.2277686e+00
1.3398522e+01
1.6646061e+01
1.8981462e+01
1.9457048e+01
1.7920983e+01
1.6769397e+01
1.8619707e+01
2.0473834e+01
2.6056467e-+01
2.7921751e+-01

3.7148764e-01
4.5080236e-01
4.8490430e-01
5.1014333e-01
5.2692555e-01
5.3631706e-01
5.2738234e-01
5.3984619e-01
5.5383511e-01
5.8472421e-01
5.9382221e-01

1.4851168e-05
1.4669863e-05
1.2270953e-05
1.3619669e-05
1.5581769e-05
2.1956113e-05
7.7883658e-05
7.0831291e-05
6.2573081e-05
5.2111451e-05
4.8024413e-05

9.4592912e-05
1.9072202e-04
1.7133923e-04
2.4090854e-04
4.2879762¢-04
7.4208518e-04
4.2668786e-03
4.6593838e-03
4.7578551e-03
95.4753400e-03
5.4563102e-03

2.2157949e+00
7.7278132e+00
1.2346471e+01
2.3982243e+-01
4.9252307e+-01
1.0550663e+02
1.5777565e+02
3.6297503e+-02
7.1489502e+02
3.3431286e+-03
4.8199819e+-03

5.4937101e-01

3.5291753e+-00
3.7637596e+-00
6.3205299e+-00
1.2438102e-+01
2.1065241e+-01
2.7819496e+01
5.8874941e+01
1.0706998e+02
4.1585507e+02
5.6631562e+-02

5.09
2.64
3.99
4.60
4.80
6.43
7.14
8.16
9.03
10.8
11.5
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Tablica 3.4: Wyniki dziatania jednopoziomowego algorytmu Dirichleta-Neumanna szukania przyblizenia doktadnego

rozwiazania u(z,y, z) = 10%z (z — 1) (

€T — =

1
2

stalym parametrze H — wersja z nieciaggltymi wartosciami na szkielecie i liczba podobszaréw N > 27.

) yy—1) (y — %) z(z—1) (z — }L) dla duzej liczby podobszaréw, przy

| h n | iter | cond er? Emax | e tsok tpar | Smax |
N=43=64 H=1/4
8.33e-02 1331 14 | 7.6017077e+00 | 3.9665026e-01 | 7.3865531e-06 | 7.8504211e-05 | 5.5291716e+-00 | 1.0445871e+00 | 7.11
5.00e-02 6859 17 | 1.2392453e+01 | 4.5248622¢-01 | 1.0575412e-05 | 2.6073533e-04 | 1.6086239¢+-01 | 4.4610858e+00 | 5.12
4.17e-02 | 12167 18 | 1.4665516e+01 | 4.7591146e-01 | 1.3844787¢-05 | 4.1907695e-04 | 3.5583145e+01 | 9.4475645e+00 | 5.02
3.57e-02 | 19683 19 | 1.6728253e+01 | 4.9654075e-01 | 1.7731093e-05 | 6.0674083e-04 | 6.3982105e+01 | 1.2710565e+01 | 6.12
2.78e-02 | 42875 | 21 | 2.0651412e+01 | 5.2811244e-01 | 2.0265493e-05 | 9.8490490e-04 | 2.9720183e+02 | 4.1470574e+01 | 9.34
2.50e-02 | 59319 | 22 | 2.2531541e+01 | 5.4079174e-01 | 2.0884670e-05 | 1.1847195e-03 | 5.3694942e+02 | 5.9014547e+01 | 11.7
2.08e-02 | 103823 | 24 | 2.5916991e+01 | 5.6441192e-01 | 1.9695820e-05 | 1.5001528e-03 | 1.8971957e+03 | 1.5033659e+02 | 16.5
1.67e-02 | 205379 | 25 | 2.1418250e+01 | 5.7837784e-01 | 4.1842647e-05 | 5.8294873e-03 | 7.8211210e+03 | 4.5802445e+02 | 22.8
N=5"=125 H—1/5
6.67e-02 | 2744 16 | 7.0090472e+-00 | 4.2411975e-01 | 1.2721880e-05 | 2.0916901e-04 | 1.2169947e+01 | 2.3990688e+00 | 7.60
4.00e-02 | 13824 17 | 8.8993481e+00 | 4.4986999e-01 | 3.3129557e-05 | 1.2400617e-03 | 2.9342274e+01 | 6.6314439e+00 | 5.70
3.33e-02 | 24389 18 | 1.0233051e+-01 | 4.6952540e-01 | 2.8322964e-05 | 1.3932132e-03 | 5.7583896e+01 | 1.1936170e+01 | 5.90
2.86e-02 | 39304 19 | 1.1608051e+01 | 4.8694085e-01 | 3.0303949e-05 | 1.5523393e-03 | 1.1656215e+02 | 1.8687345e+01 | 7.20
2.22e-02 | 85184 21 | 1.4426162e+01 | 5.2131539e-01 | 2.7707510e-05 | 1.8208245e-03 | 5.1014775e+02 | 4.8202095e+01 | 12.2
2.00e-02 | 117649 | 22 | 1.5848321e+01 | 5.3489885e-01 | 2.4257531e-05 | 1.8279594e-03 | 9.9202939e+02 | 7.2022430e+01 | 16.0
1.67e-02 | 205379 | 23 | 1.8695153e+01 | 5.5484863e-01 | 3.1526383e-05 | 2.9508975e-03 | 3.5648506e+-03 | 1.7603354e+02 | 25.4
1.33e-02 | 405224 | 25 | 2.2958633e+01 | 5.7743399¢e-01 | 2.9980424e-05 | 4.0623424e-03 | 1.6951005e+-04 | 5.4668286e+02 | 38.4
N=63=216,H=1/6
5.56e-02 | 4913 20 | 1.0417424e+01 | 5.0202974e-01 | 1.3437861e-05 | 3.4577775e-04 | 2.6556654e+01 | 4.3131158e+-00 | 10.7
4.17e-02 | 12167 | 20 | 1.1338704e+01 | 5.0815481e-01 | 2.3703137e-05 | 9.1710943e-04 | 3.7268492e-+01 | 7.3707057e+4-00 | 7.82
3.33e-02 | 24389 20 | 1.2459834e+01 | 5.0995407e-01 | 3.3259481e-05 | 1.7145380e-03 | 5.8276157e+01 | 1.2394230e+01 | 5.75
2.78e-02 | 42875 21 | 1.3728156e+01 | 5.2238159¢e-01 | 2.8185327e-05 | 1.7579697e-03 | 1.2671024e+02 | 2.2533640e+01 | 7.04
2.38e-02 | 68921 22 | 1.5074427e+01 | 5.4097231e-01 | 2.6628016e-05 | 1.8130079e-03 | 2.5426808e-+02 | 3.3446328e+01 | 9.00
1.85e-02 | 148877 | 24 | 1.7876283e+01 | 5.6661589%¢-01 | 2.4814709¢e-05 | 2.2061425e-03 | 1.0916090e+-03 | 7.8217624e+01 | 15.7
1.67e-02 | 205379 | 25 | 1.9306680e+01 | 5.8002740e-01 | 2.1843122e-05 | 2.3770700e-03 | 2.0812014e+03 | 1.1054953e+02 | 21.2




>2?s

Rysunek 3.16: Graficzne przedstawienie idei testéw numerycznych w trzech
wymiarach dla statego parametru h i rosngcego parametru H.

W drugiej serii testow ustalone bylo h, zas rost parametr H (patrz rys.
3.16). Wyniki eksperymentow numerycznych dla algorytmow z ciagltymi i nie-
ciggltymi warto$ciami na brzegach podobszaréw zostaly zebrane w tabelach
3.5 1 3.6. Wykresy dopasowanych do danych eksperymentalnych krzywych
teoretycznych znajduja sie na rysunkach 3.17 i 3.18. W przypadku algorytmu
z cigglymi wartos$ciami na brzegach podobszaréw dostajemy zaleznosé wskaz-
nika uwarunkowania od parametru grubej triangulacji H w postaci:

A+ Blog H + C'log® H, (3.165)

gdzie state A, B, C nie zaleza od H. Dla algorytmu z nieciagltymi wartosciami
przy podziale na wieksza od 27 liczbe podobszaréw otrzymujemy zalezno$c:

H?(A+BlogH + Clog’H) , (3.166)

gdzie, jak powyzej, statle A, B, C nie zaleza od parametru grubej siatki. Na
wykresie 3.18a dane eksperymentalne dla H = 1/3 1 H = 1/2 leza ponizej
krzywej teoretycznej okreslajacej zaleznosé od liczby podobszaréow, dopaso-
wanej dla N > 27. Oznacza to, ze szybkos¢ zbieznosci dla matej liczby pod-
obszaréw jest lepsza niz (1 + log %)2 dla algorytmu z ciagtymi wartosciami
na szkielecie, za§ H 2 (1 + log %)2 Dla N > 27 szybko$é¢ zbieznosci dana
jest juz zaleznoscia okreslona w (3.165), patrz rysunki 3.17 1 3.18.
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krzywe teoretyczne A + Blog(H/h) + CIogZ(H/h)
= ¥ = krzywe eksperymentalne

cond

~ h=0.041667

I I I I I I
0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2 0.22 0.24 0.26
H

Rysunek 3.17: Poréwnanie teoretycznych i eksperymentalnych wartosci
wskaznika uwarunkowania zadania z ciggltymi warto$ciami na szkielecie w za-
leznosci od parametru grubej siatki H przy ustalonej wielkosci parametru
drobnej siatki A.
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= krzywa teoretyczna A + Blog(H/h) + CIogZ(H/h)
7k L= ¥ = krzywa eksperymentalna
6.5
6l
55F
2
s 5-
o
45F
44+ ~ h=0.041667 %
35F 4
3r 4
25 1 1 1 1 1 1 1 1
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
H
(a) h=1/24
T T T T T T
krzywa teoretyczna (A + Blog(H/h) + Clog?(H/h))/H?
X krzywa eksperymentalna
=]
c -
Q
o
X
X X
0 1 1 1 1 1 1 1 1
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
H

Rysunek 3.18: Poréwnanie teoretycznej i eksperymentalnej wartosci wskaz-
nika uwarunkowania zadania z ciaglymi — (a) — i nieciagtymi — (b) — warto-
Sciami na szkielecie w zaleznosci od parametru grubej siatki H przy ustalonej
wielkosci parametru drobnej siatki h.
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Tablica 3.5: Wyniki dziatania jednopoziomowego algorytmu Dirichleta-Neumanna szukania przyblizenia doktadnego
rozwigzania u(z,y, z) = 10z (z — 1) (x — %) yy—1) (y — %) z(z—1) (z — %) przy stalym parametrze h — wersja
z ciaglymi wartosciami na szkielecie.

H

N

| iter |

cond

avg
T

| emax

€2

tsek

tpar

| Smax |

n = 12167, h = 4.1666667e-02

1/2
1/3
1/4
1/6
1/8
1/12

27
64
216
512
1728

9
10
12
11
10

9

3.9325065e+-00
4.2550166e-+00
5.0250815e+-00
4.0192960e+00
3.4495236e+-00
2.7985222e+-00

2.4046021e-01
2.8674182e-01
3.5200614e-01
3.1626328e-01
2.8026784e-01
2.2053656e-01

8.8928274e-07
1.8969834e-06
4.3969987e-06
2.6875438e-06
2.2553054e-06
5.1829209e-07

8.6549351e-06
3.7878219e-05
8.1269096e-05
4.5597858e-05
2.9600023e-05
8.1689097e-06

8.5579545e+01
3.5516040e+01
3.0997999e+-01
3.8625906e+-01
6.4822300e+-01
1.4785264e+02

3.5973317e+-01
1.2442304e+01
1.1314606e+01
1.2003313e+01
1.5366210e+01
2.3471193e+-01

2.51
3.28
3.31
4.19
5.86
9.10

n —

29791, h = 3.1250000e-02

1/2
1/4
1/8
1/16

64
512
4096

10
13
11
9

4.3518342e+00
5.8814930e+-00
4.0515357e+00
2.8018510e+-00

2.5858091e-01
3.7604060e-01
3.1421834e-01
2.1890332e-01

5.6571550e-07
4.3277043e-06
1.8279008e-06
4.7298705e-07

7.5371916e-06
1.2925727e-04
5.1627137e-05
9.2881538e-06

6.7151082e+-02
1.1065881e-+02
1.0164420e-+02
3.4927247e+4-02

2.3122757e+02
2.3755996e+-01
3.3004171e+-01
9.5781740e+01

3.10
5.41
3.89
4.91

n = 250047, h = 1.5625000e-02

1/4
1/8
1/16

64
512
4096

16
14
11

8.3646841e+-00
5.9360262e+-00
4.0877962e+00

4.2182691e-01
3.9087844e-01
3.0062495e-01

1.6525991e-06
1.8121849e-06
1.2799999e-06

1.0966901e-04
1.1704242¢-04
9.5865475e-05

1.1220599e+04
1.6849556e+03
3.3399089¢e+-03

6.8610898e+-02
2.9102454e+-02
1.7712667e+03

21.0
6.22
1.99
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Tablica 3.6: Wyniki dziatania jednopoziomowego algorytmu Dirichleta-Neumanna szukania przyblizenia doktadnego
rozwigzania u(z,y,z) = 10%z (z — 1) (r — )y (y —1) (y — 3) 2 (2 = 1) (= — 1) przy stalym parametrze h — wersja

z niecigglymi wartosciami na szkielecie.

| H | N | iter | cond | e;vg | €max | €2 | tsek | tpar | Smax |
n = 12167, h = 4.1666667e-02
1/2 8 35 | 8.4233740e+01 | 6.8528960e-01 | 5.1935661e-05 | 1.0781920e-03 | 1.9040205e¢+02 | 6.1506394e+01 | 3.33
1/3 27 21 | 1.9457048e+01 | 5.2692555e-01 | 1.5581769e-05 | 4.2879762e-04 | 4.9252307e-+01 | 1.2438102¢+01 | 4.80
1/4 64 18 | 1.4665516e+01 | 4.7591146e-01 | 1.3844787e-05 | 4.1907695e-04 | 3.5583145e+01 | 9.4475645e¢+00 | 5.02
1/6 216 20 | 1.1338704e+01 | 5.0815481e-01 | 2.3703137e-05 | 9.1710943e-04 | 3.7268492¢-+01 | 7.3707057e+00 | 7.82
1/8 512 28 | 2.1117332e+01 | 6.1118878e-01 | 6.4127751e-06 | 2.0221946e-04 | 7.8414121e+01 | 6.8355197e+00 | 16.5
1/12 | 1728 48 | 8.4047021e+01 | 7.5933457e-01 | 3.1769792e-06 | 9.2726175e-05 | 4.1940992e+02 | 1.9232978e+01 | 52.1
n = 42875, h = 2.7777778e-02
1/2 8 43 | 1.3406945e+02 | 7.2847420e-01 | 3.4697972¢-05 | 1.3973789¢-03 | 3.9355660e+03 | 1.1662117e+03 | 3.67
1/3 27 23 | 2.0473834e+01 | 5.5383511e-01 | 6.2573081e-05 | 4.7578551e-03 | 7.1489502e-+02 | 1.0706998e+02 | 9.03
1/4 64 21 | 2.0651412e+01 | 5.2811244e-01 | 2.0265493e-05 | 9.8490490e-04 | 2.9720183e+02 | 4.1470574e+01 | 9.34
1/9 729 32 | 2.8730355e+01 | 6.5114368e-01 | 6.9518694e-06 | 3.8507580e-04 | 1.8621556e+02 | 2.4698452¢+01 | 11.4
1/12 | 1728 48 | 6.7317158e+01 | 7.5504430e-01 | 4.4124889¢-06 | 2.5072704e-04 | 4.5693279¢+02 | 3.1930087e+01 | 25.5
1/18 | 42875 | 81 | 2.8429900e+02 | 8.4798349¢-01 | 3.8690581e-06 | 1.8595199¢-04 | 2.2045125e+03 | 5.1441070e+01 | 84.2




Rysunek 3.19: Graficzne przedstawienie idei testéw numerycznych w trzech
wymiarach dla stalego stosunku H/h.

W trzeciej serii eksperymentéw badane bylo dzialanie algorytméw przy
statym stosunku H/h parametrow triangulacji (patrz rys. 3.19). Rezultaty te-
stow dla algorytmoéw z cigglymi i niecigglymi warto$ciami na szkielecie znaj-
duja sie w tabelach 3.7 1 3.8. Wykresy dopasowanych do danych eksperymen-
talnych krzywych teoretycznych sa natomiast przedstawione na rysunkach
3.20 1 3.21. Dla algorytmu z ciagtymi wartosciami na brzegach podobszaréw
dla statego stosunku H/h wskaznik uwarunkowania jest staly. Dla algorytmu
z niecigglymi wartosciami otrzymujemy zaleznosé od liczby podobszaréw:

H™2C, (3.167)

gdzie stata C' nie zalezy od parametrow H i h. Stanowi to potwierdzenie
rezultatow teoretycznych. Zauwazmy, ze dla matej liczby podobszaréw (zob.
wykres 3.21a) mozemy spodziewaé sie lepszej szybkosci zbieznosci niz wynika
z dopasowania krzywej teoretycznej dla liczby podobszarow wiekszej od 27.
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pravanes = krzywe teoretyczne C=const
H/h :9 = ¥ = krzywe eksperymentalne
6 - -
55} )‘3“3‘-—)(--—_5_ =3 _
Hh=7
5 - -
o
c
o
© L]
45+ Hh=5 ~— ~ - =% .
4 - -
35} - B
H/h =3 TTTEs==- - X
3 1 1 1 1 1
0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

Rysunek 3.20: Poréwnanie teoretycznych i eksperymentalnych wartosci
wskaznika uwarunkowania zadania z ciagtymi wartosciami na szkielecie w za-
leznosci od parametru grubej siatki H przy ustalonym stosunku H/h.
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4.8

4.4

42r

cond

X----&“
—____*

Hh=5 -

krzywa teoretyczna C=const

3.4

= ¥ = krzywa eksperymentalna
| | |

0.01

250

0.02 0.03 0.04

0.05

0.06 0.07

200

150

cond

100

50

X

krzywa teoretyczna CIH?
X krzywa eksperymentalna

X

Il

0
0.01

| | | |
0.015 0.02 0.025 0.03

|
0.035 0.04

|
0.045 0.05

Rysunek 3.21: Poréwnanie teoretycznej i eksperymentalnej wartosci wskaz-
nika uwarunkowania zadania z ciagtymi (u gory) i nieciagltymi (na dole) war-

tosciami na szkielecie przy ustalonym stosunku H/h = 5.
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Tablica 3.7: Wyniki dziatania jednopoziomowego algorytmu Dirichleta-Neumanna szukania przyblizenia doktad-
nego rozwigzania u(z,y, z) = 10'z (z — 1) (z — )y (y — 1) (y — 1) 2 (2 — 1) (2 — 1) przy stalym stosunku 2 — wer-
sja z ciagtymi wartosciami na szkielecie.

| h

n

| iter |

cond

avg
er

emax

€2

tsek

tpar

| Smax

H/h =3

1.11e-01
6.67e-02
4.76e-02
4.17e-02
3.70e-02
3.33e-02
2.22e-02

512
2744
8000
12167
17576
24389
85184

8
10
10
10
10
10
10

2.8407618e+00
3.3916655e+-00
3.4377956e+-00
3.4495236e+-00
3.4585382e+-00
3.4653091e+-00
3.4816806e+-00

1.9531585e-01
2.6887240e-01
2.7454697e-01
2.8026784e-01
2.8270320e-01
2.8539759e-01
2.7898463e-01

5.1094576e-07
1.1379400e-06
2.8968258e-06
2.2553054e-06
1.7037153e-06
1.3532842e-06
1.7367442e-06

3.4205193e-06
1.1889596e-05
2.8058197e-05
2.9600023e-05
3.0486360e-05
3.3837673e-05
5.6742802e-05

2.2135205e+00
1.1307255e+01
3.4192151e+-01
6.4822300e+-01
8.6749020e-+01
1.1633546e-+02
7.4745019e+-02

6.8824243e-01

2.4422510e+-00
7.9285655e+00
1.5366210e+01
2.3365045e+-01
3.5648301e+-01
3.7704183e+-02

4.22
6.38
6.00
5.86
5.08
4.23
2.30

H/h =5

6.67e-02
4.00e-02
2.86e-02
2.50e-02
2.22e-02
2.00e-02
1.33e-02

2744
13824
39304
59319
85184
117649
405224

12
12
12
12
12
12

3.5010198e+-00
4.5321215e+-00
4.5803410e+-00
4.5927354e+-00
4.6027307e+-00
4.6100567e+-00
4.6271236e+-00

2.4069853e-01
3.2824863e-01
3.4029353e-01
3.3801612¢-01
3.3568882e-01
3.3375072e-01
3.3112477e-01

1.4155302e-06
1.1310144e-06
2.0902982¢-06
2.1776000e-06
1.6433519e-06
1.7856406e-06
1.4253964e-06

1.5086604e-05
2.7002894e-05
6.1643008e-05
8.2394061e-05
8.5057256e-05
8.3877860e-05
9.4831519e-05

4.9914348e+-00
3.0595640e+-01
1.1575784e+02
1.8956677e+02
3.7564701e+-02
5.4688192e+02
6.0480811e+-03

2.1984740e+-00
9.8644782e+-00
3.6916123e+01
6.0221379e+-01
1.2788382e+02
1.9344711e+02
2.7076441e+-03

2.77
3.83
3.76
3.66
3.36
3.13
2.31

H/L =7

4.76e-02
2.86e-02
2.04e-02
1.79e-02
1.59e-02
1.43e-02

8000
39304
110592
166375
238328
328509

10
13
13
14
13
14

4.0278777e+00
5.4673578e+00
5.5149158e+00
5.5282256e+00
5.5349489¢+00
5.5455106e+00

2.7337672e-01
3.5695085e-01
3.7819166e-01
3.7353771e-01
3.7419685e-01
3.7319490e-01

8.9441640e-07
1.8632010e-06
3.0511319e-06
1.1119864e-06
3.5566436e-06
8.9481406e-07

1.7922557e-05
6.0010630e-05
1.9522704e-04
5.0358146e-05
2.1887354e-04
4.9891936e-05

1.6547308e+01
1.1561640e+02
4.7056129e+-02
8.3388720e+-02
1.5567999e-+03
2.6042800e+03

6.1764433e+-00
2.7395060e+-01
1.0500799e+02
1.8523984e+02
3.5961221e+-02
6.3866459e+-02

3.09
4.82
4.94
4.88
4.64
4.29
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Tablica 3.8: Wyniki dziatania jednopoziomowego algorytmu Dirichleta-Neumanna szukania przyblizenia doktad-
nego rozwigzania u(z,y,z) = 10*z (z — 1) (x — 3)y (y — 1) (y — 3) 2 (2 — 1) (2 — 1) przy stalym stosunku 2 — wer-
sja z nieciagtymi wartosciami na szkielecie.

| h n | iter | cond eq? Emax e toek tpar | Smax |
H/h -5
6.67e-02 2744 17 | 1.3398522e+01 | 4.5080236e-01 | 1.4669863e-05 | 1.9072202¢-04 | 1.3461014e+01 | 9.3989750e+00 | 1.67
5.00e-02 6859 17 | 1.2392453e+01 | 4.5248622¢-01 | 1.0575412e-05 | 2.6073533e-04 | 1.6086239¢+01 | 4.4610858e+00 | 5.12
4.00e-02 | 13824 17 | 8.8993481e+00 | 4.4986999¢-01 | 3.3129557e-05 | 1.2400617e-03 | 2.9342274e+01 | 6.6314439e+00 | 5.70
3.33e-02 | 24389 20 | 1.2459834e+01 | 5.0995407e-01 | 3.3259481e-05 | 1.7145380e-03 | 5.8276157e+01 | 1.2394230e+01 | 5.75
2.86e-02 | 39304 23 | 1.6907815e+01 | 5.5983109e-01 | 1.8632323e-05 | 1.1630452e-03 | 1.1190038e+02 | 1.9051721e+01 | 7.59
2.50e-02 | 59319 28 | 2.2498008e+01 | 6.1088615e-01 | 1.1225109e-05 | 8.8303021e-04 | 2.0486936e+02 | 2.9921487e¢+01 | 8.73
2.22e-02 | 85184 31 | 2.9305679e+01 | 6.4524073e-01 | 9.2466991e-06 | 7.5691891e-04 | 3.2363361e+02 | 4.3194579e¢+01 | 9.54
2.00e-02 | 117649 | 36 | 3.7513513e+01 | 6.8228846e-01 | 7.2305537e¢-06 | 6.3741054e-04 | 4.7663176e+02 | 5.6184886e+01 | 10.6
1.67e-02 | 205379 | 45 | 5.8082218e+01 | 7.3651561e-01 | 5.3461545e-06 | 5.4431607e-04 | 1.0451549e+03 | 1.0791557e+02 | 12.1
1.00e-02 | 970299 | 86 | 2.1327135e+02 | 8.5428893e-01 | 3.9159205e-06 | 6.8224899e-04 | 8.6702898e+03 | 6.9131243e+02 | 15.3
H/h =7
4.76e-02 8000 20 | 1.8981462e+01 | 5.1014333e-01 | 1.3619669e-05 | 2.4090854e-04 | 2.3982243e+01 | 6.3205299e+00 | 4.60
3.57e-02 | 19683 19 | 1.6728253e+01 | 4.9654075e-01 | 1.7731093e-05 | 6.0674083e-04 | 6.3982105e+01 | 1.2710565e+01 | 6.12
2.86e-02 | 39304 19 | 1.1608051e+01 | 4.8694085e-01 | 3.0303949¢-05 | 1.5523393e-03 | 1.1656215e+02 | 1.8687345e+01 | 7.20
2.38e-02 | 68921 22 | 1.5074427e+01 | 5.4097231e-01 | 2.6628016e-05 | 1.8130079¢e-03 | 2.5426808e+02 | 3.3446328e+01 | 9.00
2.04e-02 | 110592 | 26 | 1.9515517e+01 | 5.8785894e-01 | 1.4133467e-05 | 1.0741887e-03 | 4.8828760e+02 | 5.4452259e+01 | 10.3
1.79e-02 | 166375 | 29 | 2.5018518e+01 | 6.2164071e-01 | 1.3945487e-05 | 1.3164245e-03 | 8.2532341e+02 | 8.1308446e+01 | 11.5
1.59e-02 | 238328 | 32 | 3.1609805e+01 | 6.5000006e-01 | 1.2137163e-05 | 1.6491050e-03 | 1.3253093e+03 | 1.1742243e+02 | 12.9
1.43e-02 | 328509 | 35 | 3.9323261e+01 | 6.7773893e-01 | 1.9191536e-05 | 2.5586936e-03 | 1.8490023e+03 | 1.4962188e+02 | 13.8
H/h—9
3.70e-02 | 17576 22 1.7920983e+01 | 5.3631706e-01 | 2.1956113e-05 | 7.4208518e-04 | 1.0550663e+02 | 2.1065241e+01 | 6.43
2.78e-02 | 42875 21 | 2.0651412e+01 | 5.2811244e-01 | 2.0265493e-05 | 9.8490490e-04 | 2.9720183e+02 | 4.1470574e+01 | 9.34
2.22e-02 | 85184 21 | 1.4426162e+01 | 5.2131539e-01 | 2.7707510e-05 | 1.8208245e-03 | 5.1014775e+02 | 4.8202095e+01 | 12.2
1.85e-02 | 148877 | 24 | 1.7876283e+01 | 5.6661589¢-01 | 2.4814709e-05 | 2.2061425e-03 | 1.0916090e+03 | 7.8217624e+01 | 15.7
1.59e-02 | 238328 | 27 | 2.2450683e+01 | 6.0482745e-01 | 1.9741868e-05 | 2.2036762¢e-03 | 1.9800615e+03 | 1.2157373e+02 | 17.9
1.39¢-02 | 357911 | 31 | 2.8170795e+01 | 6.4144970e-01 | 1.5106372e-05 | 2.2239157e-03 | 3.4305503e+03 | 1.7299385e+02 | 21.8
1.23e-02 | 512000 | 34 | 3.4862488e+01 | 6.7225950e-01 | 1.7775049¢-05 | 2.7985150e-03 | 5.4660067e+03 | 2.5063894e+02 | 23.5
1.11e-02 | 704969 | 38 | 4.2548300e+01 | 6.9830071e-01 | 1.3932790e-05 | 2.5970417e-03 | 8.0997612e+03 | 3.5187884e+02 | 24.6




Przejdzmy teraz do poréwnania czaséw dzialania analizowanych algoryt-
méw numerycznych. Oczywiscie w przypadku dopuszczenia nieciagtosci na
brzegach podobszaréow, sekwencyjny czas dziatania ¢, wydluzy sie. Jest to
bezposrednia konsekwencja wykonania znacznie wiekszej liczby iteracji po-
trzebnych do uzyskania zadanego przyblizenia. Duzo wazniejszy z punktu
widzenia metod opartych na dekompozycji obszaru jest jednak nie czas se-
kwencyjny, ale rownolegty ... W tabelach 3.9 i 3.10 poréwnane zostaly
czasy dziatania obu wersji algorytmow. Pierwsza z tabel zawiera dane ekspe-
rymentéw dla podzialéw na osiem i dwadzie$cia siedem podobszaréw, druga
natomiast dane dla podzialéw na wiekszg liczbe podobszaréw. Z wykresow

3.22a 1 3.22b mozna odczytaé, ze dla matej liczby podobszaréw czasy dzia-
tania obu algorytméw sa poréwnywalne. Dla wickszej liczby podobszaréow
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Rysunek 3.22: Poréwnanie réwnoleglych czaséw dziatania algorytmu z cia-

glymi i niecigglymi wartosciami na szkielecie dla matej — (a), (b) — i duzej —
(¢), (d) — liczby podobszarow.
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(zob. rys. 3.22¢ i 3.22d) szybszy okazuje sie algorytm z ciagglymi wartosciami
na szkielecie. Podkreslmy jednak, ze komputer, na ktorym wykonywane byty
eksperymenty byly tylko jeden, zatem wykresy te nie uwzgledniaja czasu po-
Swieconego na komunikacje miedzy procesorami. Jezeli procesory nie miatyby
pamieci wspotdzielonej, a tacze, przez ktore sie ze sobg komunikuja ma niska
przepustowosé, to algorytm z niecigglymi wartosciami na brzegach podob-
szarOw bedzie szybszy.

Na rysunku 3.23 przedstawione zostaly wykresy funkcji speed-up dla po-
dziatu na 64 podobszary. Przypomnijmy, iz speed-up, to zaleznosé¢ stosunku
czasu obliczenn na wielu procesorach do czasu obliczen na jednym procesorze
od liczby procesoréw. Przebieg funkcji na tych wykresach swiadczy o dobrych
wlasnosciach zréwnoleglenia, przy czym nalezy sadzié¢, ze w praktyce speed-
up jest wiekszy. Przemawia za tym fakt, iz obliczenia byly przeprowadzone
na procesorze dwurdzeniowym (Intel Core2 T5500, 1.66Ghz) i w zwiazku
z tym zostaly juz w pewnym stopniu zréwnoleglone.

Maksymalny speed-up dla danego podziatu, podawany w tabelach z wy-
nikami eksperymentow, uzyskiwany jest w przypadku, gdy liczba procesorow
jest rowna liczbie podobszaréw typu Neumanna. Na rysunku 3.24 przedsta-
wione zostaly wykresy zalezno$ci maksymalnego speed-up od parametru h
drobnej triangulacji przy ustalonym stosunku H/h (zob. rysunek 3.19). Dla
algorytmu z ciagltymi wartosciami na brzegach podobszaréw istnieje opty-
malny podzial, dla ktorego zréwnoleglenie jest najlepsze. Jest to zgodne
z przewidywaniami, bowiem wraz z rosnaca liczbg podobszaréw i maleja-
cym parametrem h, wiecej czasu zabiera rozwiagzanie globalnego problemu,
ktory nie jest tak podatny na zrownoleglenie. Dla algorytmu z niecigglymi
warto$ciami na szkielecie natomiast przyspieszenie obliczen zwiazane z ich
zrownolegleniem, jest tym wieksze im wieksza jest liczba podobszaréw, na
jakie podzielony zostal wyjsciowy obszar. W algorytmie tym nie trzeba roz-
wiazywac¢ globalnego problemu, a wszystkie obliczenia mozna wykonaé cal-
kowicie niezaleznie na poszczegblnych podobszarach.
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Tablica 3.9: Porownanie czaséw dziatania jednopoziomowych algorytméw Dirichleta-Neumanna szukania przyblize-

1

nia dokladnego rozwigzania u(z,y,z) =10%z (z —1) (z — 3)y(y— 1) (y — 3) 2 (z — 1) (z — 1) W wersji z cigglymi
i niecigglymi wartosciami na szkielecie dla liczby podobszarow N € {8,27}.

przypadek ciagly przypadek nieciagly
Tieciag!
h n iter cond tsek tpar iter cond tsek tpar %
N=2"=8 H=1/2
1.67e-01 125 7 | 2.4437703e+00 | 6.7833e-01 | 3.4438e-01 16 | 1.2157589e+01 | 1.4274e+00 | 9.3059e-01 2.7022
1.00e-01 729 7 | 2.8824338e+00 | 1.4836e+00 | 9.2090e-01 23 | 2.7361921e+01 | 2.1390e+00 | 1.0438e+-00 1.1335
8.33e-02 | 1331 9 | 6.8370033e+00 | 2.6491e+00 | 1.9215e+00 || 26 | 3.5331122e+-01 | 4.8176e+00 | 2.6679e-+00 1.3884
7.14e-02 | 2197 8 | 3.2442046e+00 | 3.9723e+-00 | 2.3537e+00 || 28 | 4.3368250e+01 | 6.8575e+00 | 3.0509e+-00 1.2962
6.25e-02 | 3375 8 | 3.4025711e+00 | 7.2475e+00 | 4.0083e+00 || 30 | 5.1486124e+01 | 1.3866e+01 | 5.6645e-+00 1.4132
5.56e-02 | 4913 9 | 3.5489957e+00 | 1.4114e+01 | 6.9420e+00 || 31 | 5.9578902e+01 | 2.6431e+01 | 9.9286e-+00 1.4302
5.00e-02 | 6859 9 | 3.6852311e+00 | 2.5675e+01 | 1.1664e+01 || 33 | 6.7856844e+01 | 5.2424e+01 | 1.8624e+01 1.5967
4.55e-02 | 9261 9 | 3.8126881e+00 | 4.6699e+01 | 1.9510e+01 || 34 | 7.6051475e+01 | 1.1759e+402 | 3.9793e+01 2.0396
4.17e-02 | 12167 9 | 3.9325065e+00 | 8.2402e+-01 | 3.2687e+01 || 35 | 8.4233740e+01 | 1.9040e+02 | 6.1506e+01 1.8817
3.33e-02 | 24389 12 | 1.1861225e+01 | 3.4674e+02 | 1.1724e+02 || 40 | 1.0937543e+02 | 1.1024e+03 | 3.3317e+02 || 2.8417
3.13e-02 | 29791 12 | 1.2272418e+01 | 5.4327e+02 | 1.7927e+02 || 41 | 1.1763545e+02 | 1.6671e+03 | 5.0324e+02 | 2.8070
N=3*=9 H=1/3

1.11e-01 512 8 | 2.8407618e+00 | 2.2135e+00 | 6.8824e-01 13 | 7.2277686e+00 | 2.2157e+00 | 5.4937e-01 0.7982
6.67e-02 | 2744 9 | 3.5010198e+00 | 4.9914e+00 | 2.1984e+00 || 17 | 1.3398522e+01 | 7.7278e+00 | 3.5291e-+00 1.6053
5.56e-02 | 4913 13 | 1.3192585e+01 | 8.7435e+00 | 3.3212e+00 || 19 | 1.6646061e+01 | 1.2346e+01 | 3.7637e-+00 1.1332
4.76e-02 | 8000 10 | 4.0278777e+00 | 1.6547e+01 | 6.1764e+00 || 20 | 1.8981462e+01 | 2.3982e+01 | 6.3205e+00 1.0233
4.17e-02 | 12167 10 | 4.2550166e+00 | 3.5516e+-01 | 1.2442e+01 || 21 | 1.9457048e+01 | 4.9252e+01 | 1.2438e+01 || 0.9997
3.70e-02 | 17576 11 | 4.4635475e+00 | 6.5239e+01 | 1.6625e+01 || 22 | 1.7920983e+01 | 1.0550e+02 | 2.1065e+01 1.2670
3.33e-02 | 24389 11 | 4.6563960e+00 | 1.2131e+02 | 2.6425e+01 || 21 | 1.6769397e+01 | 1.5777e+02 | 2.7819e+01 1.0528
3.03e-02 | 32768 11 | 4.8359108e+00 | 2.1920e+02 | 4.1608e+01 || 22 | 1.8619707e+01 | 3.6297e+02 | 5.8874e+01 1.4150
2.78e-02 | 42875 11 | 5.0039354e+00 | 4.0114e+02 | 6.8931e+01 || 23 | 2.0473834e+01 | 7.1489e+02 | 1.0706e-+02 1.5533
2.22e-02 | 85184 18 | 2.1522359e+01 | 2.2221e+03 | 2.8001e+02 || 25 | 2.6056467e+01 | 3.3431e+03 | 4.1585e+02 1.4851
2.08e-02 | 103823 || 17 | 2.2169019e+01 | 3.2261e+03 | 3.8874e+02 || 26 | 2.7921751e+01 | 4.8199e+03 | 5.6631e-+02 1.4568




981

Tablica 3.10: Poréwnanie czasoéw dziatania jednopoziomowych algorytméw Dirichleta-Neumanna szukania przybli-

zenia dokladnego rozwiazania u(z,y,2) = 10%z (z — 1) (x — %) yy—1) (y — %) z(z—1) (z —

1 niecigglymi wartosciami na szkielecie dla liczby podobszarow N > 27.

1
4

) w wersji z ciggltymi

przypadek ciagly

przypadek nieciagly

tmecm,gky
par

h n iter cond tsek tpar iter cond tsek tpar e
H/h=3
6.67e-02 | 2744 10 | 3.3916655e+00 | 1.1307e+01 | 2.4422e¢+00 || 16 | 7.0090472e¢+00 | 1.2169¢+01 | 2.3990e-+00 0.9823
4.76e-02 | 8000 10 | 3.4377956e+00 | 3.4192e+01 | 7.9285e+00 || 23 | 1.5083534e+01 | 4.4201e+01 | 4.5913e+00 0.5791
4.17e-02 | 12167 10 | 3.4495236e+00 | 6.4822¢+01 | 1.5366e+01 || 28 | 2.1117332e+01 | 7.8414e+01 | 6.8355e-+00 0.4448
3.70e-02 | 17576 10 | 3.4585382e+00 | 8.6749¢+01 | 2.3365e+01 || 32 | 2.8903428e+01 | 1.2554e+02 | 9.8579e-+00 0.4219
3.33e-02 | 24389 10 | 3.4653091e+00 | 1.1633e+02 | 3.5648e+01 || 38 | 3.9201514e+01 | 2.0580e-+02 | 1.4597e-+01 0.4095
H/h=5
4.00e-02 | 13824 12 | 4.5321215e+400 | 3.0595e+01 | 9.8644e+00 || 17 | 8.8993481e+00 | 2.9342e+01 | 6.6314e-+00 0.6723
2.86e-02 | 39304 12 | 4.5803410e+00 | 1.1575e+02 | 3.6916e+01 || 23 | 1.6907815e¢+01 | 1.1190e+02 | 1.9051e+01 0.5161
2.50e-02 | 59319 12 | 4.5927354e+00 | 1.8956e+02 | 6.0221e+01 || 28 | 2.2498008e+01 | 2.0486e+02 | 2.9921e+01 0.4969
2.22e-02 | 85184 12 | 4.6027307e+00 | 3.7564e+02 | 1.2788e+02 || 31 | 2.9305679¢+01 | 3.2363e+02 | 4.3194e+01 0.3378
2.00e-02 | 117649 || 12 | 4.6100567e¢+00 | 5.4688e+02 | 1.9344e+02 || 36 | 3.7513513e+01 | 4.7663e+02 | 5.6184e+01 0.2904
Hh="7
2.86e-02 | 39304 13 | 5.4673578¢+00 | 1.1561e+02 | 2.7395e+01 19 | 1.1608051e+01 | 1.1656e+02 | 1.8687e+01 0.6821
2.04e-02 | 110592 || 13 | 5.5149158e+00 | 4.7056e+02 | 1.0500e+02 || 26 | 1.9515517e+01 | 4.8828e+02 | 5.4452e+01 0.5186
1.79e-02 | 166375 | 14 | 5.5282256e+00 | 8.3388e+02 | 1.8523e¢+02 || 29 | 2.5018518e+01 | 8.2532¢+02 | 8.1308e-+01 0.4389
1.59e-02 | 238328 || 13 | 5.5349489¢+00 | 1.5567e+03 | 3.5961e+02 || 32 | 3.1609805e+01 | 1.3253e+03 | 1.1742¢+02 0.3265
1.43e-02 | 328509 || 14 | 5.5455106e+00 | 2.6042e+03 | 6.3866e+02 || 35 | 3.9323261e+01 | 1.8490e+03 | 1.4962e+02 0.2343
H/h=09
3.70e-02 | 17576 11 | 4.4635475e+00 | 6.5239e+01 | 1.6625e+01 || 22 | 1.7920983e-+01 | 1.0550e--02 | 2.1065e-+01 1.2670
2.22e-02 | 85184 14 | 6.2575703e¢+00 | 4.6654e+02 | 6.3637e+01 || 21 | 1.4426162e¢+01 | 5.1014e--02 | 4.8202e-+01 0.7575
1.59¢-02 | 238328 || 15 | 6.3069276e+00 | 1.8638¢+03 | 2.4027e¢+02 || 27 | 2.2450683e+01 | 1.9800e+03 | 1.2157e+02 0.5060
1.39e-02 | 357911 15 | 6.3187729¢+00 | 3.3458¢+03 | 4.3096e+02 || 31 | 2.8170795e¢+01 | 3.4305e¢+03 | 1.7299¢-+02 0.4014
1.23e-02 | 512000 || 15 | 6.3282521e+00 | 6.4694e+03 | 8.1892¢+02 || 34 | 3.4862488e+01 | 5.4660e+03 | 2.5063e+02 0.3061




Speed-up dla M=4, N=4, K=4, kM=9, kN=9, kk=9
35 T T T T

20 =

speed-up

15 =

0 I I I I I I
0 5 10 15 20 25 30 35

liczba procesoréw

(a) algorytm z ciagtymi wartosciami na szkielecie

Speed-up dla M=4, N=4, K=4, kM=9, kN=9, kk=9
35 T T T T

251 =

20 =

speed-up

10 b

0 I I I I I I
0 5 10 15 20 25 30 35

liczba procesoréw

(b) algorytm z nieciaglymi wartosciami na szkielecie

Rysunek 3.23: Speed-up jednopoziomowej metody Dirichleta-Neumanna
w 3D dla podziatlu na 64 podobszary i 42875 niewiadome.
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(b) algorytm z nieciagtymi wartosciami na szkielecie

Rysunek 3.24: Wykres zalezno$ci maksymalnego speed-up od parametru h
drobnej triangulacji dla jednopoziomowej metody Dirichleta-Neumanna w 3D
przy ustalonym stosunku H/h = 7.
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3.5 Lematy pomocnicze

W podrozdziale tym zostaly zebrane definicje i lematy, ktore zostaty wy-
korzystane do konstrukcji i analizy metod Dirichleta-Neumanna w trzech
wymiarach opisanych w tym rozdziale. Zaczniemy od przytoczenia lematow
zwigzanych ze $cianami, krawedziami i wierzchotkami podobszaréw. Pierwszy
lemat jest nieco mniej rozbudowana wersja lematu 4.26 z [33|. Przytoczymy
go tutaj bez dowodu.

Lemat 3.3
Rozpatrzmy konforemnaq i regqularng triangulacje T" () wieloscianu €; C R3
o Srednicy H;. Niech F bedzie jedng z jego Scian. Wowczas dla funkcji
v € Vh(QZ)

H\’
2 7 2
ol < © (14108 %) Tolnmn-

Przypomnijmy wprowadzone w podrozdziale 2.5 definicje kawatkami li-
niowych i cigglych na szkielecie funkcji ¢ i 6y, ktore zeruja sie we wszystkich
punktach nodalnych szkieletu poza tymi, ktére naleza odpowiednio do kra-
wedzi £ lub sa rowne wierzchotkowi V, w ktérych przyjmuja wartosé jeden.
Dla uproszczenia zapisu bedziemy uzywaé oznaczen H;0cu i ‘H;0yu na roz-
szerzenie dyskretnie harmoniczne funkcji zadanej na brzegu 0€2; podobszaru
Q; przez warto$ci funkcji v odpowiednio na krawedzi £ i w wierzchotku V
w miejsce H; (1" (6zu)) i H; (I" (6yu)). Okreslony na punktach nodalnych
drobnej siatki 7"(f2) interpolant I” jest kawaltkami liniowy i ciagly. Dodat-
kowo wprowadzimy definicje funkcji 7 € V,(I'), ktéra przyjmuje wartosé
jeden w wewnetrznych punktach nodalnych Sciany F, a znika we wszyst-
kich pozostatych punktach nodalnych szkieletu. Tak jak dla funkcji 6¢ i 6y
przyjmiemy oznaczenie:

Wprowadzone powyzej definicje i oznaczenia wykorzystamy w sformutowaniu
kolejnych lematow. Nastepny z nich podaje oszacowanie wyrazéw zwigza-
nych z krawedziami podobszaréw. Stanowi on potaczenie lematow 4.16 1 4.19
z ksiazki [33].

Lemat 3.4

Rozpatrzmy konforemnq i reqularng triangulacie T"(Q;) wieloscianu Q; C R3
o Srednicy H;. Niech £ bedzie jedng z jego krawedzi. Dla kazdej funkcji v
z przestrzeni Vi, (€;) przez Ug oznaczmy jej wartosé sredniq catkowq na kra-
wedzi €. Wowczas

H,
[Hbeolion < € (1410852 ) Wl
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oraz .
[Hibe (v — 58)|12ql/2(aﬂ,-) <C (1 +log TZ) |U|i]1/2(89i) :

Za |33, lemat 4.21]) podamy takze przydatna niestandardowa wersje nie-
rownosci typu Poincaré (patrz A.1 w dodatku A):

Lemat 3.5

Rozpatrzmy konforemnaq i reqularng triangulacie T"(Y;) wieloscianu €; C R3
o Srednicy H;. Niech £ bedzie jedng z jego krawedzi. Dla kazdej funkcji v
z przestrzeni V3, (§);) przez Ug oznaczmy jej wartosé sredniqg catkowq na kra-
wedzt €. Wowczas

H
— 2 ‘ 2
||'U — UE”L?(BQi) S CHZ (]- + log 7) |U|H1/2(8Qi) :

Nastepny lemat zawiera oszacowanie funkcji opartych na wartosci w wierz-

chotku:

Lemat 3.6

Rozpatrzmy konforemnaq i reqularng triangulacje T" (%) wieloscianu €; C R3
o Srednicy H;. Niech V bedzie wierzchotkiem podobszaru €);. Wowczas dla
funkcji v € Vi, ():

H;
’Hz’@vuﬁpﬂ(aﬂi) =0 (1 +log 7) ”“l\?{m(am :

Dowdd tego lematu jest podobny do dowodu lematu 3.4 i opiera sie na nier6w-
nosci odwrotnej oraz rownowaznosci miedzy normami ||u||iQ(Qi) ih ||u||2L2 o)
dla funkcji u nalezacych do przestrzeni elementu skoriczonego, gdzie

W= [J¢& (3.169)

EEE;

Przejdziemy teraz do podania oszacowan zwiazanych z kawatkami linio-
wym, ciagtym interpolantem okreslonym na wierzchotkach siatki 7 ():

" vhiQ) — vI(Q).
Lemat ten podajemy bez dowodu za [33, lemat 4.12].

Lemat 3.7

Rozpatrzmy zgodne, konforemne i reqularne triangulacje TH(Q) i T"(Q) wie-
loscianu Q C R®, gdzie h < H. Niech I bedzie kawatkami liniowym, cig-
gtym interpolantem opartym na podziale obszaru 2 na wieloSciany. Istnieje
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wowczas taka stata C, niezalezna od wielkosci podobszarow, ze dla funkcji
(S Vh(Qz)
H, |2 H
1 U|H1(QZ_) < Cﬁ V[0
oraz i
H, |2 212
H“ -1 U”Lz(Qi) = CEH |U|H1(Qz-)'

W dwoch wymiarach oszacowania dla interpolantu I nie zalezalty od sto-
sunku %, a tylko od logarytmu od tego stosunku (poréwnaj lemat 2.4).
W trzech wymiarach dostajemy liniowa zaleznosé od %, wiec uzycie w analizie
zbieznodci algorytmu tego operatora prowadziloby do uzyskania ograniczenia,
ktore nie bytoby optymalne. Przypomnijmy bowiem, ze w projektowanych
optymalnych algorytmach dopuszczamy co najwyzej polilogarytmiczng za-
leznosé od liczby podobszaréw (patrz podrozdzial 1.3). Znane sa operatory,
dla ktoérych mozna uzyskaé lepsze oszacowania niz w lemacie 3.7 (poréwnaj
na przyktad operatory Q¥ z lematu 4.14 czy I 7 podrozdziatu 3.5 w [33]).
Na potrzeby analizy algorytmu z podrozdziatu 3.1 zdefiniujmy wlasny quasi-
interpolant I! okredlony dla danego podobszaru 2; oraz funkcji v € V(I)
nastepujaco:

I'v= max v, (3.170)

FEN;NNN

gdzie
1

T =
710! Jon,
jest Srednig catkows z funkcji v po brzegu podobszaru Q;, a |09;| oznacza

miare zbioru 0€2;. W lemacie 3.1 podane zostaly oszacowania zwiazane z tak
zdefiniowanym quasi-interpolantem.

v(x)dx, (3.171)
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Dodatek A

Teoria przestrzeni Sobolewa

Czesto problemy opisywane przez eliptyczne réwnania rézniczkowe czastkowe
drugiego rzedu z zadanymi warunkami brzegowymi, mozna tatwiej rozwiazac
przeformutowujac je do postaci stabej i korzystajac z teorii przestrzeni So-
bolewa. Z ogoélna teoria tych przestrzeni mozna zapoznaé si¢ miedzy innymi
w [1]. Ograniczymy sie do przedstawienia definicji i twierdzen niezbednych
do konstrukcji i analizy algorytméw zawartych w tej pracy. Wiekszosé faktow
zostata przytoczona za 33, appendix A|.

Niech Q bedzie ograniczonym obszarem w R? lub R3. Zakladamy przy
tym, ze brzeg obszaru 2, oznaczany przez 02, jest lipschitzowsko ciagly (zob.
[33, str. 337|, [25, roz. 2|). W pracy tej potrzebne nam beda przestrzenie
Sobolewa skonstruowane na bazie przestrzeni L?*({2) zlozonej ze wszystkich
funkcji, ktore sa catkowalne z kwadratem na € (w sensie Lebesgue’a)!:

L3(Q) = {u: Q R, /Q|u|2dx < oo}. (A1)

Przestrzen ta jest przestrzenia Hilberta (zob. |27, str. 51|) z iloczynem ska-
larnym:

(u,v) 2(0) :/uvdaj (A.2)
Q

1 zwigzang z nim norma;
2
HUHL2(Q) = (u, u)r2(0) = /Q ul* da. (A.3)

Standardowo przestrzent Sobolewa H* () definiuje sie jako zbiér tych funkcji
u 7 przestrzeni L?(f2), ktore maja stabe pochodne D%u (zob. |20, str. 240])

10godlna definicje przestrzeni Sobolewa mozna znalezé m.in. w |20, str. 242].

192



dla wszystkich wielowskaznikow a = (aq, ag, ..., aq) o dtugosci
o =1 +as+...+aq <k, (A.4)

gdzie d oznacza wymiar przestrzeni, zas «; > 0 dla kazdego i = 1,2,...,d.
Tloczyn skalarny w przestrzeni H*(Q) jest zdefiniowany w nastepujacy spo-
sob:

() ey = Y (D*u, D*v)2(q), (A.5)
la|<k
a norma jako
2 a 2
HUHHk(Q) = (%U)Hk(ﬂ) = Z | D uHLQ(Q)‘ (A.6)
lo| <k

Odpowiadajaca jej seminorma to:

|u|§{k(ﬂ) = Z HDQUHiQ(Q)' (A7)

|lal=k

Dla przypadku k& = 1 dostajemy zatem:

sy = Tl + Nl 2oy = / Vul de + / WP d,  (AS)

gdzie Vu oznacza gradient funkcji u. Zakladamy tutaj, ze podanych powy-
zej definicji norm w przestrzeniach Sobolewa uzywamy tylko dla obszaréow
Q) o érednicy rzedu jeden. Dla obszaréw () o zadanej srednicy H bedziemy
stosowaé definicje przeskalowanego kwadratu normy przestrzeni Sobolewa,
ktory dla w przypadku normy ||~H12Y{1(Q) przyjmie postac:

1
||u||§11(m = [ |Vu|® dz + — lul? d. (A.9)
0 H? Jq

Wspomnijmy, iz takie normy i seminormy z dodanymi wagami sa konieczne
przy dowodach twierdzen, przyktadowo w [5] i [6] zostaly uzyte przy wypro-
wadzeniu dolnych oszacowan wskaznikow uwarunkowan dla kilku znanych
algorytmow opartych na dekompozycji obszaru.

Wprowadzmy jeszcze pare definicji. Przez C§°(Q2) oznaczmy przestrzen
funkeji nieskoriczenie wiele razy rézniczkowalnych C'*°(£2) o zwartym nosniku
w Q. H}(Q) definiujemy jako domkniecie przestrzeni C5°(§2) w normie H'(().
Przestrzei H'/2(0€)) natomiast sktada sie z wszystkich takich funkcji u okre-
§lonych na 99, gdzie ) jest obszarem w R? o érednicy réwnej jeden, ze

2 2 2
[ullzr1r200) = [ulE200) + 1ullz200) < o0 (A.10)
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gdzie |u| g2 (o0 Jest seminorma okre$long w nastepujacy sposob:

| 1/2
|l 17200 / / dxdy : (A.11)
a0 Joa |a: — y|

Dla obszaréw o srednicy H, analogicznie jak w (A.9), bedziemy stosowac
nieco inna, przeskalowana w stosunku (A.10) definicje:

2 2 1 2
1wl z200) = [ulir2@n) + 7 [ullz2(o0) - (A.12)

Z podanymi powyzej przestrzeniami wiaze sie kilka podstawowych le-
matéw i twierdzen, wykorzystywanych w teoretycznej analizie algorytmow
opartych na metodzie dekompozycji obszaru.

Twierdzenie A.1 (o $ladzie)
Niech Q bedzie ograniczonym obszarem z brzegiem lipschitzowsko ciggltym.
Wowczas operator

v C®(Q) — C=(09Q)

obcinajgcy funkcje do wartosci na brzegu obszaru, moze bycé rozszerzony
w sposob ciggty, do operatora

v: HYQ) — HY?(0Q).

Co wiecej dla funkcji u ciggtej na Q zachodzi yu = Upo oraz
||uHH1/2(8Q) <C ||u”H1(Q) 5

przy czym stata C zalezy tylko od ksztattu obszaru 2.

Dowdd tego twierdzenia mozna znalezé¢ w [10] (porownaj tez [33, str. 342]).

Twierdzenie A.2 (o rozszerzeniu)
Niech Q) bedzie ograniczonym obszarem z brzegiem lipschitzowsko ciggltym.
Wowczas istnieje ciggte, lintowe odwzorowanie

R: HY2(0Q) — H(Q)

takie, ze

7(Ru) =
dla w € HY?(0Q) i operatora «y z twierdzenia A.1. Dla w € HY?(0Q) zatem:

||RU||H1(Q) <C ||u||H1/2(8Q)’

gdzie stata C' zalezy tylko od ksztattu obszaru €.
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Nieréwnosci typu Poincaré i Friedrichsa beda réowniez wykorzystywane
w przedstawionej w tej pracy teorii zwiazanej z dekompozycja obszaru. Pod-
stawowe nieréwnosci i wnioski z nich podajemy za [33].

Lemat A.1 (nieré6wnosé¢ Poincaré)

Niech Q C R? bedzie ograniczonym obszarem z brzegiem lipschitzowsko cig-
gltym. Wowczas istniejg state Cy i Cy, ktore zalezg tylko od obszaru ) takie,
ze dla kazdej funkcyi v € H'(Q)

2
2 2
Q
Whiosek z nier6wnosci Poincaré stanowi ponizszy

Lemat A.2

Niech Q@ C R? bedzie obszarem z brzegiem lipschitzowsko cigglym,
M = fQ 1dz 1 niech dla funkcji u

oznacza warto$¢ Sredniq funkcji u na 2. Wowczas
lu =] 12 ) < Crlul g

oraz

[ =Tl /2 050) < C2 Ul /290 -

Lemat A.3 (nier6wnosé Friedrichsa)

Niech Q C R? bedzie obszarem z brzegiem lipschitzowsko ciggtym i niech
[ C 09 bedzie zbiorem o niezerowej (d — 1)-wymiarowej mierze. Wowczas
wstniejg state Cy @ Cy, ktore zalezq tylko od €2 i I takie, ze

2 2 2
||U||Lz(g) <C |U’|H1(Q) + Gy ||u||L2(F) :
W szczegolnosci jezeli w = 0 na I, to
2 2
||U||L2(Q) <C |U|H1(Q)

1 stgd
2 2 2
ulz ) < lullfm o) < (Cr+1) Julgg) -

195



Opierajac sie na twierdzeniu o $ladzie A.1 mozna analogicznie zdefiniowaé
ciagly operator z H'(Q) w H'/?(T"), gdzie I jest podzbiorem 9 o dodatniej

mierze. Zdefiniujmy jeszcze przestrzen HééQ(F) ztozong ze wszystkich funkcji
nalezacych do H'/?(T'), ktére po rozszerzeniu zerami na 02 \ I' naleza do
H'Y2(0). Warto dodaé, iz jest to istotna podprzestrzen H'/?(T'). Norme

W HS&Q(F) mozna okresli¢ nastepujaco:

u’(x)

2 2
HUHH30/2(F) — |U‘H1/2(F) + /I: dlst(xyar)‘ dx, (A13>

gdzie dist(z,dl") oznacza odlegtos¢ punktu z od OI' C 9NQ. Sformutujmy
w postaci lematu réwnowaznos¢ norm ||-|| g1z 1 [|-][ ;172 (zob. [33, lemat A8,
00

remark A.9]):

Lemat A .4
Niech Q C R? bedzie obszarem z brzegiem lipschitzowsko cigglym i niech

[' C 09 bedzie zbiorem o niezerowej (d — 1)-wymiarowej mierze. Wowczas

istniejg state ¢, C takie, ze dla kazdej funkcji u € Hééz(F) zachodzi

C||EU||H1/2(09) < ||U||H30/2(F) <C ||Eu||H1/2(8Q)7
gdzie Eu oznacza rozszerzenie zerem funkcji u na O0S).

7 lematu tego wynika, ze jezeli u € H'/?(9) znika prawie wszedzie na OQ\T,
to normy ||-|| 512 1 |||l ;172 sa rownowazne. Co wigeej, wtedy
00

[l vy < Null grrzgon) < Cllul gz - (A.14)
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