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Streszczenie

Niniejsza rozprawa poswigcona jest dynamice ukltadu czastek poruszajacych sie
zgodnie z zasadami dynamiki Newtona ze stochastycznym zaburzeniem polozen 1 pe-
déw, przy zatozeniu, ze czastki oddziatuja poprzez gladki potencjat odpychajacy, nie
dopuszczajacy do ich zderzen. Wykazane zostato istnienie potoku stochastycznego, czy-
li rozwigzania ukfadu réwnarn stochastycznych opisujacych ruch czastek w przestrzeni
fazowej oraz udowodniona ciggla zaleznos$¢ oraz rézniczkowalno$¢ rozwigzania wzgle-
dem danych poczatkowych. Ponadto wyprowadzony zostat stochastyczny odpowiednik
rownania Liouville’a oraz przy jego uzyciu wyprowadzono stochastyczng wersj¢ hie-
rarchii BBGKY dla analizowanego uktadu czastek. Omoéwiona zostata ponadto kwestia
istnienia miary niezmienniczej dla rozpatrywanego uktadu.

Stowa kluczowe: Stochastyczne ukfady czastek, potok stochastyczny, stochastyczne row-
nanie Liouville’a, stochastyczna hierarchia BBGKY.

2000 Mathematics Subject Classification: Primary: 70F10; Secondary: 60H15, 37C40.



Abstract

The thesis is devoted to dynamics of stochastic system of particles moving according
to Newton’s Laws of Motion, with additional stochastic perturbations of position and
momentum of each particle. We assume that particles are interacting through smooth
repulsive potential, not admitting any collisions between different particles. Existence
of the stochastic flow for the system mentioned above was proved, as well as continuity
and differentiability of solution with respect to initial datum. Stochastic Liouville equ-
ation and the stochastic BBGKY hierarchy were established. Moreover the problem of
existence of invariant measure for the system was discussed.

Keywords and phrases: Stochastic particles systems, stochastic flow, stochastic Lio-
uville equation, stochastic BBGKY hierarchy.
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Wstep

Juz ponad 150 lat temu, w drugiej potowie XVIIIw., rozpoczal si¢ dynamiczny
rozwdj kinetycznej teorii gazéw i mechaniki statystycznej. Przez dziesigciolecia wpro-
wadzano coraz bogatszy aparat pojeciowy, stuzacy do analizowania uktadow czastek
(omawiamy go pokrétce w podrozdziale 1.1). Jednym z kluczowych narzedzi zaréwno
mechaniki klasycznej, jak 1 statystycznej, jest tzw. rownanie Liouville’a, opisujace ewo-
lucje w czasie funkcji gestosci rozktadu potozenia uktadu czastek w przestrzeni fazowe;j
(czyli ewolucje funkcji opisujacej gestos¢ rozktadu prawdopodobieristwa, ze analizowany
uktad czastek bedzie znajdowat si¢ po pewnym czasie w zadanym obszarze 1 czastki beda
mialy predkosci z pewnego zakresu). Z rdwnania tego mozna wyprowadzi¢ zwiazki opi-
sujace dynamike funkcji gestoSci rozktadu potozenia w przestrzeni fazowej wybranego
poduktadu czastek — jest to tzw. hierarchia BBGKY (od nazwisk uczonych, zajmujacych
si¢ tym problemem: N. N. Bogolubowa, M. Borna, H. S. Greena, J. G. Kirkwooda oraz
J. Yvona).

Gléwnym celem niniejszej rozprawy jest podanie hierarchii BBGKY dla uktadu cza-
stek, oddzialujacych zgodnie z zasadami dynamiki Newtona poprzez gladki potencjat
odpychajacy (i nie dopuszczajacy do zderzen czastek), jednak ze stochastycznymi zabu-
rzeniami potozenia i pedu kazdej z czastek. W rozdziale pierwszym zawarty zostal krotki
opis historii mechaniki statystycznej oraz hierarchii BBGKY, zwi¢zte oméwienie otrzy-
manych w rozprawie wynikéw, a takze sformutowanie analizowanego problemu. Kolejny
rozdzial poSwigcony jest problemowi istnienia potoku stochastycznego (stochastic flow)
dla analizowanego uktadu czastek (czyli rozwigzania stochastycznego ukfadu réwnan
w odpowiedniej przestrzeni) — wykazane jest najpierw ogdlne twierdzenie dotyczace
istnienia potoku, a nast¢pnie pokazano, ze rozpatrywany uklad spetnia zatozenia tego
twierdzenia. Rozdzial trzeci zawiera omowienie dwoch wlasnosci rozwigzania zagadnie-
nia: ciaggta zalezno$¢ oraz rézniczkowalnosé wzgledem warunku poczatkowego. Rozdziat
kolejny wprowadza pojecie potgrupy operatoréw, stowarzyszonej z rozwigzaniem zagad-
nienia oraz zawiera wyprowadzenie stochastycznej wersji rownania Liouville’a dla anali-
zowanego uktadu. W rozdziale pigtym przy uzyciu réwnania Liouville’a wyprowadzamy
hierarchi¢ BBGKY dla stochastycznego uktadu czastek i zwracamy uwage na rdznice 1
podobienstwa wzgledem hierarchiit BBGKY w przypadku klasycznym. Ostatni rozdziat
zawiera dyskusje¢ kwestii istnienia miary niezmienniczej dla poigrupy operatoréw stowa-
rzyszonych z rozwigzaniem analizowanego zagadnienia — w wyprowadzeniu réwnania
Liouville’a oraz hierarchii BBGKY zalozyliSmy po prostu jej istnienie. Omawiamy znane
sytuacje, gdy miara ta istnieje (oraz posiada na ogdt gestoS¢ wzgledem miary Lebes-
gue’a, zadang w najprostszych przypadkach jawnym wzorem) oraz pokazujemy, ze dla
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analizowanego w niniejszej rozprawie uktadu czgstek mozna wykazac istnienie miary
niezmienniczej na pewnym obszarze, nie bedacym jednak calg przestrzenig fazowa.

Podziekowania Chciatbym w tym miejscu wyrazi¢ swoja wdzigczno$¢ Promotoro-
wi mojej pracy, prof. Andrzejowi Palczewskiemu. Przede wszystkim dziekuje za lata
sprawowanej nade mng opieki naukowej, za cierpliwos¢ 1 gotowo$¢ do dyskutowania
na temat licznych probleméw, zwiazanych z praca. Rozprawa niniejsza nie powstalaby
bez jego pomocy: profesor Palczewski zaproponowal przede wszystkim posta¢ modelu,
ktéry rozwazam w rozprawie, a nastgpnie przez kolejne lata pomagal w nadaniu ni-
niejszej pracy ostatecznego ksztaltu, udzielajac licznych wskazéwek i sugerujac sposoby
mozliwego podejScia do analizy probleméw, omawianych w rozprawie.



Oznaczenia

W rozprawie uzywane beda nastepujace oznaczenia:

R, N — zbi6r liczb rzeczywistych, naturalnych;

Card A — moc zbioru A;

N - liczba poruszajacych si¢ czastek;

a Ab=min{a,b};

q; — wektor z przestrzeni R3, opisujacy polozenie i—tej czastki, i € {1,..., N};

p; — wektor z przestrzeni R3, opisujacy ped i-tej czastki, i € {1,..., N};

m — masa kazdej z czastek (m > 0);

W — przestrzen ,,zabronionych” potozen uktadu N czgstek w przestrzeni R3:

Wy = {(ql, ...,qy) € R |g; — g;] = 0 dla co najmniej jednej pary (i, ) takich,

zei#£jorazi,j € {1,...,N}};

I' = (R x R3)Y — przestrzeri fazowa, w ktdrej porusza si¢ uktad N czastek;

[y = (R3N\Wy) x RN — przestrzen dopuszczalnych polozen poczatkowych uktadu
czastek w przestrzeni fazowej;

® — potencjat oddziatywania czastek (funkcja ®: R3 — R);

k; — sita dziafajaca na i-tg czastke, k; = — 32, V(g — q1);

x; — wektor polozenia i-tej czastki w przestrzeni R3 x R3, z; = (¢, pi);

X = (x1,...,xy) € I' — wektor polozenia uktadu czastek w przestrzeni fazowej;
X(t,z) — proces stochastyczny, bedacy rozwigzaniem calkowym rozpatrywanego
zagadnienia z warunkiem poczatkowym z € I';

bi = (B, k;) € R® x R® — wektor predkosci i-tej czastki oraz sily, dziafajacej na te
czastke;

b= (by,...,bx) € (R? x R*)"N — wektor predkosci oraz sit dziatajacych na kolejne
czastki;

v;, 2; — niezalezne standardowe procesy Wienera w R? (odpowiadajace za zaburzenia
polozenia oraz pedu i-tej czagstki);

w; = (v;,2;) — standardowy proces Wienera w RS, odpowiadajacy za zaburzenia
potozenia oraz pedu i-tej czastki;

ni, & — zmiennoSci odpowiadajace procesom v; oraz z; odpowiednio (s3 to macierze
diagonalne 3 x 3 o nieujemnych elementach);

© — macierz dyfuzji, odpowiadajaca za zaburzenia potozen i pedéw ukiadu czastek;
jest to macierz diagonalna, nieujemnie okreslona, na ktdérej przekatnej znajdujg si¢

kolejno klatki (6&)1<<N, gdzie 0; = (7(7)1 g>’
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Oznaczenia

W = (wy,...,wy) — 6 N-wymiarowy standardowy proces Wienera w przestrzeni
fazowej, zdefiniowany na przestrzeni probabilistycznej (€2, F,P) o wartoSciach w
R6N :

(Fi)i=0 — prawostronnie ciagla filtracja w przestrzeni (2, F,P) taka, ze F, zawiera
wszystkie zbiory o mierze P réwnej zero;

L*(Q, F,P;T") — przestrzen L* (ze standardowg normg) funkcji okreslonych na prze-
strzeni probabilistycznej (€2, F,P) i o warto$ciach w przestrzeni I';

Cw ([0, T); L? (Q, F,P;T) ) — przestrzen wszystkich cigglych przeksztatcen
F:[0,T] — L?(Q, F,P;T) adaptowanych do procesu Wienera W;

| - | — norma euklidesowa (zaréwno w R3, jak 1 w I'); norma p-ta;

|| - || — norma macierzowa (norma Frobeniusa);

1/2
| llew =1 - ”Cw([o,T];L?(Q,y:,P;F)) = (SUpte[O,T] E(| . |2)> — norma w przestrzeni

CW([O’T]5L2 (Q, 7, P; F));

@ o] .
D* = e —@egere £dzie a = (a1, aq), Jo| = T

Hf”m = SUPgzep ‘1f4£|m| + Zl<|a\<m SUP.ep |D f( )|
[ fllmas = [1f lm + 2Zjaj=m Sups, weD Anf DU
Y

lz—y[°
HmeK = SUPgzek ‘1f£|x| + Zl<|a\<m SUPzer ’D f( )|

Hme+6:K = HmeK + Z|a|: Supx,y;K W

—1 0%,

b

l9ll7 = Supxyemmr%w+21<\a|<mSUszeD|D Dyg(z,y)l;

gl = Supx,yeK%‘f'ZK\aKm SupxyEK|DaD g(z,y)l|s

N v +
91155 = Syt cK sl s)plaalLrala' ),

19115 +5.5 = 191155 + Xjat=m 1 D3 Dy gll5xc5
C — klasa ciaglych funkcji f: R? — R;

C(R? R%) — klasa ciagtych funkcji f: RY — RY;

C™ —klasa funkcji f: R? — R m-krotnie rézniczkowalnych z ciggtymi pochodnymi
czastkowymi rzedu m;

C™° — Klasa funkcji f: R? — R takich, ze f € C™ oraz pochodne czastkowe
D>f, |a| = m, sg 6—Holderowsko ciagte;

C™9 _ klasa funkcji f: R? x [0,T] — R takich, ze f(-,t) € C™° oraz dodatkowo
dla dowolnego zwartego podzbioru K C R¢ spetniony jest warunek:

S G e dt < oo

C — Klasa ciaglych funkcji g: R? x R? — R;

C™ — Klasa funkcji m-krotnie rozniczkowalnych wzgledem zmiennej x oraz y;
C™% — klasa funkcji g: R? x R? — R takich, ze ||g||3 5.5 jest skoriczona dla
dowolnego zwartego podzbioru K dziedziny;

C™9 — Kklasa funkcji g: R? x R? x [0,7] — R takich, ze g(-,-,t) € C™° oraz
dodatkowo dla dowolnego zwartego podzbioru K C R¢ spelniony jest warunek:
IOT ||g('7 '7t>”;@+6:K dt < 4-00;

klasa By' lokalnej charakterystyki (a(x,y,t), b(x,t)) semimartyngalow:
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— proces stochastyczny a(z,y,t) € By"', to znaczy a(x,y,t) jest procesem progno-
zowalnym (lub posiada taka modyfikacje) o wartoSciach w C°! oraz
Jo laC, - t)|I5.q dt < +oo dla prawie wszystkich w;

— proces stochastyczny b(z,t) € By, to znaczy b(x,t) jest procesem prognozo-
walnym (lub posiada takg modyfikacje) o wartoSciach w C%! oraz
JENB(-, 1) |lo41 dt < +o0 dla prawie wszystkich w;

klasa BY;' lokalnej charakterystyki (a(x,y,t), b(x,t)) semimartyngalow:

— proces stochastyczny a(z,y,t) € Bg’l oraz dodatkowo istnieje stala c taka, ze
dla dowolnego ¢ ||a(-, -, )|/}, < ¢ dla prawie wszystkich w;

— proces stochastyczny b(zx,t) € B,? ! oraz dodatkowo istnieje stata ¢ taka, ze dla
dowolnego t ||b(+,t)|lo+1 < ¢ dla prawie wszystkich w;

sl w), s,t €[0,T], € R? - ciagle pole losowe o warto$ciach w R?, zdefinio-

wane na przestrzeni probabilistycznej (2, F, P);

By(A) ={f: A— A tze f — borelowska i ograniczona};

Cy(A) — domknigta podprzestrzeni przestrzeni B,(A), zawierajagca wszystkie ograni-

czone i jednostajnie ciggle funkcje f: A — A;

CZ(A) —Klasa funkcji f: A — A dwukrotnie rézniczkowalnych z jednostajnie ciagta

i ograniczona druga pochodng D?f oraz z normga

1fll2: = sup,eq |f(2)] + supsea [Df(2)] + sup,eq [|D*f(2)]].






Rozdzial 1

Wprowadzenie

1.1. KrétKi rys historyczny

Za tworce kinetycznej teorii gazéw uwaza si¢ Daniela Bernoulli’ego, ktéry jako
pierwszy przeniést na Scisty grunt naukowy idee czasteczkowej budowy materii, wpro-
wadzajac w roku 1738 w dziele Hydrodynamica [3] model gazu ztozonego ze zderzaja-
cych sie sprezyscie czgstek, poruszajacych si¢ zgodnie z prawami mechaniki klasycznej
(co byto rozwinigciem idei siegajacej czasow starozytnej Grecji) oraz wyjasnit zjawisko
ciSnienia gazu. PéZniej przez okres ponad stu lat idea ta byla rozwijana przez kolejnych
uczonych (m.in. Johna Herapatha, Johna Jamesa Waterstone’a, Augusta Karla Kroniga
i Jamesa Joule’a). Kolejnym wktadem w rozwdj teorii kinetycznej byla praca Rudolfa
Clausiusa [16] z 1857 roku, w ktérej wprowadzit on ide¢ usrednienia predkosci wszyst-
kich czastek gazu. W kolejnej swej pracy z roku 1858 [17] wprowadzil on pojecie
Sredniej drogi swobodnej i 2 lata pdZniej James Clerk Maxwell [37], korzystajac z tego
pomystu, rozwingt podstawy teorii proceséw transportu. Wyprowadzit on tez, stosujac
rozumowanie heurystyczne, funkcje rozktadu predkosci, noszaca obecnie nazwe pocho-
dzaca od jego nazwiska. Maxwell byt tez bliski sformutowania réwnania ewolucji dla
rozktadu predkosci dla gazu w stanie rownowagi, jednak ten krok zostal wykonany w
1872 roku przez Ludwiga Boltzmanna [5], ktéry w korficowej czesci swej pracy wpro-
wadzit réwniez pomyslt rozpatrywania zamiast konkretnego ukfadu czastek tzw. zespot
kanoniczny (canonical ensemble), czyli zbiér bardzo wielu uktadéw (izolowanych, za-
mknietych badZ otwartych'), charakteryzujacych sie pewnymi statymi parametrami (np.
energia, temperaturg, liczba czastek). Idea uktadéw kanonicznych zostata jednak spopu-
laryzowana i usystematyzowana dopiero przez amerykariskiego fizyka — Josiaha Willarda
Gibbsa, w jego klasycznej ksigzce [27] z 1902 roku. Gibbs jest uwazany za tworce
pojecia termodynamiki statystycznej oraz za jednego z ojcéw mechaniki statystycznej.
Uwaza si¢ jednak [45], iz sita nowego spojrzenia Gibbsa na zagadnienie oddziatujacych
czastek nie lezy we wprowadzeniu idei zespoléw, lecz rozktadéw kanonicznych oraz
wielkich rozktadéw kanonicznych, u ktérych podloza lezy rozwazenie pojedynczego
uktadu oraz nadanie mu tych wlasciwosci, ktére sg spelnione w catym zespole uktadéw
z prawdopodobienistwem bliskim jednoSci. Rozwazania na gruncie mechaniki statystycz-
nej napotkaly jednak niebawem sporg przeszkode: dzigki swej teorii Boltzmann starat
si¢ wyjasni¢ nieodwracalno$¢ procesow w gazie, pokazujac, ze zderzenia czasteczek
powoduja wzrost entropii gazu. Teoria ta jednak zostala zaatakowana przez niektorych

! Uklad izolowany nie wymienia z otoczeniem ani ciepla, ani materii, uktad zamkniety nie wymienia
z otoczeniem materii, ale wymienia ciepto, za$§ ukfad otwarty wymienia z otoczeniem zaréwno cieplo,
jak 1 materig.
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fizykéw 1 matematykéw w latach 90-tych XIX w., poniewaz wydawata si¢ prowadzi¢ do
paradoksalnych wynikéw. M. in. Josef Loschmidt [36] zwrdcit w 1876 roku uwage na
fakt, iz ruch czastek z jednej strony jest procesem nieodwracalnym w czasie (powoduje
on wzrost entropii), ale z drugiej strony opisywany jest on przy pomocy dynamiki, ktéra
jest wzgledem czasu symetryczna — gdyby odwréci¢ kierunek ruchu czastek, to ukfad
powrdcitby do swego pierwotnego stanu (tzw. paradoks Loschmidta albo paradoks od-
wracalnosci). Podobny argument zostat uzyty przez Williama Thomsona (Lorda Kelvina)
dwa lata wczes$niej. Pézniej, w 1896 roku Ernst Zermelo opublikowat krytyke mecha-
nicznej teorii ciepta [51], odwotujac si¢ do twierdzenia Poincaré o powrocie, z ktérego
wynika iz uktad czastek powrdci dowolnie blisko swego wczesniejszego stanu (skad
niemozliwe jest wylaczne wzrastanie entropii). Uczeni ci odrzucili nowatorskie prace
Boltzmanna® i dopiero po jego samobdjczej $mierci w 1906 roku dzieki doswiadcze-
niom z ruchami Browna oraz opublikowanym pracom Alberta Einsteina [23], [24] oraz
Mariana Smoluchowskiego [48] ostatecznie potwierdzono czasteczkowg budowe materii.
Wsréd prac doswiadczalnych wykonanych po 1906 roku, decydujgce znaczenie miaty
prace Jean Baptiste Perrina [42], [43] ogloszone w roku 1908. Jego starannie wykonane
pomiary byly zgodne z wynikami otrzymanymi przez Einsteina i Smoluchowskiego.
Zgodnos¢ ta byta ostatecznym potwierdzeniem poprawnosci kinetycznego wyjasnienia
ruchéw Browna i zadecydowala o uznaniu w nauce realnego istnienia atoméw. Gtéwny
przeciwnik teorii atomistycznej, Wilhelm Friedrich Ostwald, uznat (dzigki wynikom
Perrina) w roku 1908 realne istnienie atoméw [39].

Tak wiec ostatecznie idee Boltzmanna zostaly w srodowisku uczonych powszechnie
zaakceptowane i1 rozwijane byly na przestrzeni kolejnego stulecia. Réwnanie Boltzman-
na stalo si¢ wygodnym narzedziem do badania wlaSciwoSci gazéw rozrzedzonych. W
1912 roku David Hilbert [31] wyprowadzit wzory na aproksymacj¢ rozwigzan réwnania
Boltzmanna przy pomocy rozwini¢cia w szereg zalezny od parametru odwrotnie propor-
cjonalnego do gestosci gazu. W latach 1916-1917 Sidney Chapman [15] 1 David Enskog
[25] niezaleznie otrzymali przyblizone rozwigzania réwnania Boltzmanna, poprawne dla
dostatecznie gestych gazow.

Na przestrzeni kolejnych lat ukazywaty sie prace, dajace coraz doktadniejsze rezultaty
w kwestii istnienia i jednoznacznoSci rozwigzan réwnania Boltzmanna: Torsten Carleman
(1933) [9], Dietrich Morgenstern (1954) [38], Aleksandr Yakovlevich Povzner (1962)
[46], Leif Arkeryd (1972) [1] [2], Ronald DiPerna & Pierre-Louis Lions (1989) [21].

Duzo wczesniej (bo juz w XIXw.) pojawilo si¢ natomiast elementarne pojecie (za-
rowno w klasycznej mechanice hamiltonowskiej, jak i mechanice statystycznej), mia-
nowicie tzw. réwnanie Liouville’a. Opisuje ono ewolucje w czasie funkcji rozktadu
polozenia czastek w przestrzeni fazowej (czyli ewolucje funkcji opisujacej prawdopodo-
biefistwo ze analizowany uktad czastek bedzie znajdowat si¢ po pewnym czasie w zada-
nym obszarze i czastki bedg mialy predkosci z pewnego zakresu). Dzigki niemu mozna
analizowa¢ nastgpnie wybrane poduktady czgstek, wprowadzajgc nowe funkcje rozktadu

2 Sam Boltzmann jednak nie zrazit si¢ tymi zarzutami, lecz uznal je tylko za wazny wklad we
wlasciwe zrozumienie problemu wzrastajacej entropii. Wyjasnit réwniez [6], ze zmniejszenie entropii jest
mozliwe, lecz jest niewyobrazalnie wrgcz nieprawdopodobne — pokazuje to dobrze choéby oszacowanie
$redniego czasu powrotu centymetra szesciennego gazu do stanu poczatkowego: jest to okoto 10'° sekund,
czyli w przyblizeniu 317 miliardéw lat.
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wybranych grup czastek. W latach 1946-1947 ukazaly si¢ prace Nikotaja Nikotajewi-
cza Bogolubowa [4], Maxa Borna & Herberta S. Greena [7], [8], Johna G. Kirkwooda
[33], a wczesniej rowniez J. Yvona [50], dotyczace rownafi dynamiki kul oddziatuja-
cych poprzez gtadki potencjal. Nieco pdZniej podobne prace, dotyczace jednak dynamiki
sztywnych kul doznajacych zderzeri sprezystych, opublikowat H. Grad [28], [29], a po
nim Carlo Cercignani [10], ktéry w 1972 roku nadat tzw. hierarchii BBGKY (od pierw-
szych liter nazwisk os6b, ktére opublikowaly na ten temat prace) jawna i precyzyjna
postac.

Od tego czasu zagadnieniem tym zajmowalo si¢ wielu uczonych i zostaly opracowane
liczne metody analizy réwnan tejze hierarchii. Wiadomo np., ze w ogdélnosci hierarchia
BBGKY jest uktadem nieskoniczenie wielu réwnan rézniczkowo-catkowych dla nieskon-
czonego ciagu funkcji rozktadu. Dla uktadéw o skoniczonej liczbie czastek hierarchia
ta skfada si¢ ze skonczonej liczby réwnan i jest w klasycznym przypadku réwnowazna
réwnaniu Liouville’a, natomiast w ujeciu kwantowym réwnowazna jest rownaniu von
Neumanna. W mechanice statystycznej wszystkie mozliwe stany uktadu czgstek opisane
sq przez rozwigzania hierarchii BBGKY. Dzigki niej mozna opisywaé zaréwno stany
rownowagi, jak 1 stany nierownowagowe. Korzystajac z hierarchiit BBGKY mozna tez
SciSle wyprowadzi¢ rozmaite rownania kinetyczne (m.in. réwnanie Boltzmanna). Jako
pierwszy zrobit to Bogolubow [4]. Chociazby tylko z powyzszych przyktadow widaé
juz, ze hierarchi¢ BBGKY mozna nazwaé podstawowym pojeciem statystycznej teorii
uktadow czastek.

W roku 1962 Ryogo Kubo [34] zaproponowatl inne podejScie do analizy zachowania
uktadéw czastek (rozumianych jako pewne uktady dynamiczne). Zalozyt on, iz dany jest
hamiltonian, sktadajacy si¢ ze sktadnika ,,standardowego” oraz pewnego stochastycznego
zaburzenia 1 podat posta¢ réwnania Liouville’a dla takiego uktadu. W ostatnich latach
prof. A. Palczewski zaproponowal uogdlnienie podejscia Kubo: potaczenie klasycznej
dynamiki newtonowskiej (bez zakladania istnienia hamiltonianu) ze stochastycznymi
zaburzeniami [41].

Pod kierunkiem prof. Palczewskiego zajmuj¢ si¢ obecnie analizg takiego uktadu
czastek, ktérych ruch opisany jest klasycznymi réwnaniami Newtona z dodatkowymi
cztonami stochastycznymi, przy zatozeniu, ze czastki oddziatujg ze soba poprzez odpo-
wiednio gtadki odpychajacy potencjat, nie dopuszczajacy do zderzer.

Warto w tym miejscu zaznaczyC, iz zaburzenia losowe uktadéw czastek sa bardzo
istotnym 1 wystepujacym w rzeczywistosci zjawiskiem. Spdjrzmy chociazby na uktady
laboratoryjne, ktére praktycznie nigdy nie sg calkowicie izolowane od wplywu otocze-
nia. Niemal zawsze wystepuja czy to resztkowe pola, czy np. drgania wywotane przez
ludzi lub pobliski ruch uliczny, itp. Réwniez komputerowe symulacje metoda dynamiki
molekularnej podlegaja zaburzeniom losowym, wynikajacym tym razem z bledow za-
okraglania w arytmetyce komputera. Wida¢ wigc, iz badanie wpltywu przypadkowych
zaburzen na zachowanie ukfadéw czastek jest istotne z praktycznego punktu widzenia.
Bardzo cenne wydaje si¢ wiec by¢ znalezienie odpowiedzi na pytanie, do jakiego stopnia
losowe zaburzenia mogg zmieni¢ przebieg rozumowan przeprowadzanych w przypadku
klasycznym.
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1.2. Wyniki zawarte w rozprawie

W niniejszej rozprawie sprobujemy wyprowadzi¢ zaleznoSci miedzy funkcjami ge-
stoSci rozktadéw prawdopodobienstwa potozenia uktadu s czastek w przestrzeni fazowe;j
dlas=1,2,..., N przy zalozeniu, iz czastki poruszajg si¢ w przestrzeni R? i oddziatujg
na siebie poprzez pewien gladki potencjat odpychajacy, nie dopuszczajacy do ich zderzen
oraz ponadto wptywajg na ich ped i potozenie dodatkowe losowe zaburzenia. Bedzie to
zatem uogoélnienie na przypadek stochastyczny hierarchii BBGKY dla uktadu czastek,
oddziatujacych poprzez gtadki potencjat. W tym celu wyprowadzimy stochastyczne row-
nanie Liouville’a (dla funkcji gestosci rozktadu potozenia uktadu czgstek w przestrzeni
fazowej), za pomocg ktérego nastgpnie (metoda analogiczng do przypadku klasycznego)
wyprowadzimy stochastyczng hierarchi¢ BBGKY. Najpierw jednak musimy wykazac, ze
istnieje potok stochastyczny (stochastic flow), zwigzany z analizowanym uktadem, czyli
prosciej méwiac, musimy wykazaé, ze dany uktad posiada w odpowiedniej przestrzeni
rozwigzanie. Na koficu przyjrzymy si¢ jeszcze kwestii istnienia miary niezmienniczej
dla analizowanego ukladu (jezeli nie zakladamy istnienia hamiltonianu, nie mozemy
twierdzié, ze niezmiennicza bedzie miara Lebesgue’a, jak to ma miejsce w przypadku
klasycznym).

Sprecyzujmy teraz zagadnienie, ktérym bedziemy si¢ dalej zajmowac.

1.3. Sformulowanie zagadnienia oraz podanie zalozen
o parametrach modelu

Rozwazaé bedziemy uktad N > 2 czastek, ktére uwazamy za punkty materialne
o masie m > 0, poruszajace sic w przestrzeni R3. Czastki te poruszaja sie zatem w
przestrzeni fazowej I' = (R? x R3)¥, gdzie pierwsza sktadowa kazdego z N czynnikéw
iloczynu kartezjaniskiego odpowiada za wektor polozenia czastki, za$ druga za wektor
jej pedu.
Jezeli czagstki mialyby dodatnie Srednice o, to nalezatoby wprowadzi¢ zbiér Wy zabro-
nionych polozen uktadu N czastek w przestrzeni R? (odpowiadajacych przenikaniu sie
czastek), tzn.

Wy = {((h, ...,qn) € R*:|g; — ¢j| < o dla co najmniej jednej pary (i, )
takich, ze ¢ # joraz i,j € {1,... 7N}}.

Wtedy
[y = (R*M\Wy) x R*Y (1.1)

bylaby przestrzenig dopuszczalnych potozeri poczatkowych uktadu czastek w przestrzeni
fazowe;j.

W dalszym ciggu, nawet dla ¢ = 0 (punkty materialne), bedziemy zaktadali, ze
poczatkowa konfiguracja czastek nie dopuszcza ich stykania si¢, tzn. punkty materialne
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si¢ nie pokrywaja. Oznacza to, ze takze w przypadku punktéw materialnych bedziemy
rozwazali przestrzen 'y z tym, ze w naszym przypadku

Wy = {(ql, ..., qn) € R*:|g; — ¢j| = 0 dla co najmniej jednej pary (i, j)
takich, ze i # j oraz i,j € {1,...7]\7}}.

WprowadZzmy przestrzeri probabilistyczng (€2, F,P) i zalézmy, ze jest ona wyposa-
zona w prawostronnie ciagly filtracje (F;);>o taka, ze F, zawiera wszystkie zbiory o
mierze P réwnej zero.

Stan naszego uktadu bedzie opisywany przez funkcje P(t,q1,p1,- .., qN,PN,w), gdzie
¢; oznacza potozenie, za$ p; ped i-tej czastki, zas w € (). Funkcji tej nadamy pdzZniej
(w rozdziale 4) sens gestosci losowej dla analizowanego uktadu czastek.

Zalézmy, ze uklad bez zaburzeni stochastycznych posiada hamiltonian, tzn. funkcje
H:T' — R, opisujacg energi¢ uktadu czastek. Hamiltonian jest dany w naszym przy-
padku wzorem

H(qlapla"'acZNapN Z b Z _q] (12)

:1 7,7=1
i#]
gdzie ®: R* — R, U {0} jest energig potencjalng® oddziatywania czastek, spetniajaca
nastepujace warunki:

i) ®(q) = m®(|q|), gdzie potencjat &: R, U {0} — R, U {0}
(potencjat sferycznie symetryczny),

i1) ® jest ograniczona na R, i jej pochodna tez jest na R, ograniczona,
€ C°(Ry), (1.3)

i
iv) O(
v) ‘&)

vi) D3

) ®
) ®(0) =0

(1) — él( )‘ < Lilgn — qof, dla ¢1, g2 € Ry,
i}

jest ograniczona na R?.

Rozpatrywana energia potencjalna opisuje zatem odpychanie czastek (nieujemnosc)
i moze by¢ ona traktowana jako modyfikacja klasy C® (taka, aby dostaé odpowiednio
duze maksimum lokalne dla pewnego q > 0 oraz spadek ®(¢q) do zera przy ¢ — 0%)
potencjaléw elektrostatycznych ®(|q|) = ‘ ‘ , badZ potencjaléw van der Waalsa postaci

d(|q|) = |12, A > 0, badZ potencjatéw postaci ®(|g|) = Ae Bld A B > 0.

Przykladem funkcji @, spetniajacej zatozenia (1.3), moze byé ®(|q|) = A|¢|2e~ B4 dla
dowolnych A, B > 0, czyli tzw. zmodyfikowany odpychajgcy potencjat gaussowski.
Zaktadamy tu, ze potencjat opisuje odpychanie na tyle silne, ze w przypadku determi-
nistycznym niemozliwe bylyby zderzenia poruszajacych si¢ czastek.

Zaktadamy réwniez, ze ruch wszystkich czastek opisany jest nastgpujagcym uktadem

3 Jezeli masa czastki jest jednostkowa, to energia potencjalna moze by¢ utozsamiona z potencjatem;
w ogdlnosci potencjat to energia potencjalna podzielona przez mase czastki.
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rownan (uogdélnieniem réwnann Hamiltona na przypadek czgstek, doznajacych losowych
brownowskich zaburzer)*:

{q op, @0 1 €V, (1.4)

dp; = =8 dt + ¢ dz,

gdzie, jak widzimy z postaci hamiltonianu (1.2),

OH _ pi
8pz~ S m
jest predkoscig i-tej czastki, za$
0OH
—a—==> V(s —a)
9q; 1£i

jest sita, dzialajacq na i-tg czastke.

v; oraz z; sa niezaleznymi standardowymi procesami Wienera w R3, za$ 1; oraz &; —
stalymi rzeczywistymi macierzami diagonalnymi wymiaru 3 (takimi samymi dla kazde;j
czastki, tzn. m; =mj oraz §; = ¢ dlad,j € {1,...,N}):

na 0 0 &1 0 0
n, = 0 Mio 0 ) 52 = 0 §i2 0 y
0 0 73 0 0 €i3

przy czym ;. > 0, & > 0dlac e {1,...,N}, ke {1,2,3}.

Zaktadamy zatem, ze w dowolnym momencie kazda ze wspoétrzednych zaréwno poto-
zenia, jak 1 pedu kazdej z czastek moze zosta¢ zaburzona w niezalezny od pozostatych
spos6b zgodnie z rozkladem gaussowskim (zadanym przez jednowymiarowe procesy
Wienera). Macierze 7); oraz &; mozemy uznaé¢ wiec za wspdlczynniki dyfuzji dla pedu i
polozenia kazdej z czastek.

Warto jeszcze zwroci¢ uwage na problem mozliwego zblizania si¢ czastek do siebie
(i w efekcie pokrywania si¢ punktow materialnych). Jakkolwiek dynamika stochastycz-
na, przyjeta w modelu, nie wyklucza takich zdarzen, to jednak tatwo jest pokazad, iz
prawdopodobienstwo takich zdarzen jest zerowe. Dla przypadku sztywnych kul (o > 0)
problem ten rozwigzat A. S. Sznitman [49]. W tym celu wprowadzamy (za Sznitmanem,
[49], str. 668) niemalejacy ciag F;-mierzalnych momentéw stopu 7y, 7o, ..., Ty, ... Oraz
niemalejacy cigg F,, -mierzalnych podzbioréw .Ji, ..., Jy zbioru {1,..., N} postaci

T = inf{s > 0: Jjzi |qi(s) — q;(s)] < ‘7}

Ji={ie{l,... N} Jpi las(r) — q5(m)| < o}

4 Dla uproszczenia zapisu pomijamy w notacji (tam gdzie to nie powoduje niejasnosci) zalezno$¢ p;,
qi, v; oraz z; od czasu.
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oraz dalej indukcyjnie

Tuer = inf {5 > 7, 3 ai(s) = g;(5)| < o

J#i
ie{1,..,N}N\Jn

Jn+1 = Jn ) {Z S {17 ceey N}\Jn 3 JFi |qi(Tn+1) - Qj<7—n+1>| < 0}7
je{1,...N}\Jn

przy czym przyjmuje si¢, ze jesli 7,1 = +00, to J,11 = Jy.
Woéwczas prawdziwy jest nastepujacy lemat ([49], Lemma 2.1, str. 668):

Lemat 1.1. Dla n > 1 prawdziwe sq inkluzje
{1 < 400} C {1 < Tua1},

{0 <7, < 40} C {CardJ, ., = CardJ, +2} P —pn.

Dowdd lematu jest prawdziwy takze w przypadku rozwazanego przez nas ukladu
czastek, poniewaz jedyna szczegdlng wlasnoscia, niezbedng do pokazania prawdziwosci
tezy, jest ciaglo$¢ trajektorii rozwazanego procesu (u nas ¢(-)). Poniewaz w rozdziale
drugim wykazemy, ze rozwigzanie zagadnienia (1.4) tworzy stochastyczny potok home-
omorfizméw, tym samym zapewnia to prawdziwo$¢ powyzszego lematu.

Natychmiastowym wnioskiem z lematu 1.1 jest fakt, ze cigg (7,,) musi by¢ Scisle
rosnacy, o ile 7,, sg skonczone. Ponadto jedynie skoriczona liczba wyrazéw tego ciagu
moze byC skoniczona. Pokazuje to, ze przy rozwazaniu prawdopodobiefistwa zaistnie-
nia danych konfiguracji czastek w przestrzeni fazowej mozemy zaniedba¢ nadmierne
zblizanie si¢ czastek i ich pokrywanie sig.

Podsumujmy teraz poczynione na temat naszego modelu zalozenia.

Zalozenia o rozpatrywanym modelu (H1):

1) Mamy dany uktad N > 2 poruszajacych sie w R?® czgstek o masie m > 0, trakto-
wanych jako punkty materialne.

2) Czastki te poruszajg sie w przestrzeni fazowej I' = (R? x R3)Y, gdzie pierwsza
sktadowa kazdego z N czynnikéw iloczynu kartezjanskiego odpowiada za wektor
potozenia czastki, za$ druga za wektor jej pedu.

3) Konfiguracja poczatkowa uktadu czastek nalezy do podzbioru I'y przestrzeni fazowej
I', zadanego réwnoscig (1.1).

4) Mamy dang przestrzeri probabilistyczng (2, F, P), wyposazong w prawostronnie cig-
gla filtracje (F;):>0 taka, ze Fy zawiera wszystkie zbiory o mierze P réwnej zero.

5) Stan uktadu jest opisywany przez funkcje P(¢, q1,p1,---,qn,PN,w), gdzie ¢; ozna-
cza polozenie, za$ p; ped i-tej czastki, w € §2; P jest zatem gestoscig losowa dla
analizowanego uktadu czastek.

Zalozenia o hamiltonianie (H2):
1) Dla rozpatrywanego uktadu istnieje (deterministyczny) hamiltonian H: ' — R,
opisujacy energi¢ ukfadu czastek, dany wzorem

N p2 N
H(Qlapla"'7QN7pN> = Z : + Z (I)(Ql _QJ>7 (15)

= 2m ij=1
i#£j
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gdzie ®: R®* — R, U{0} jest energig potencjalng oddziatywania czastek, spetniajaca
nastepujace warunki:

2) ®(q) = m®(|q|), gdzie potencjat ®: R, U {0} — R, U {0} (potencjat sferycznie
symetryczny),

3) & jest ograniczona na R, i jej pochodna tez jest na R, ograniczona,

4) € C3(R,),

5) ®(0) =0,

6) |@'(q1) — ¥'(g2)| < Ll — g2 dla 1, go € Ry,

7) D3® jest ograniczona na R3,

8) potencjat ® opisuje odpychanie na tyle silne, ze niemozliwe sa zderzenia poruszaja-
cych si¢ czastek.

Zalozenia o zaburzeniach stochastycznych (H3):

1) W dowolnym momencie kazda ze wspotrzednych zar6wno potozenia, jak 1 pedu
kazdej z czastek moze zosta¢ zaburzona w niezalezny od pozostatych sposéb zgodnie
z rozktadem gaussowskim, zadanym przez niezalezne standardowe procesy Wienera
v; oraz z; w R3,

2) procesy v1, 21, --..,UN, 2N tworzg 6/N-wymiarowy proces Wienera,

3) wspétczynnik dyfuzji w réwnaniu stochastycznym opisujgcym zmiang potozenia i-tej
czastki w czasie wynosi 7;, gdzie 7; to stala rzeczywista macierz diagonalna wymia-
ru 3 (taka sama dla kazdej czastki), postaci

na 0 0
N = 0 Niy 0 )
0 0 ms

gdzie ny, > 0dlaie {1,..., N}, ke{l,23},

4) wspolczynnik dyfuzji w réwnaniu stochastycznym opisujacym zmiane pedu i-tej
czastki w czasie wynosi &;, gdzie &; jest stalg rzeczywistg macierzg diagonalng wy-
miaru 3 (taka sama dla kazdej czastki), postaci

& 0 0
5@' =10 £i2 0,
0 0 &s
gdzie §, > 0dlat e {1,...,N}, ke€{1,2,3}.
WprowadZmy teraz nastepujace oznaczenia: X = (z1,...,2x) € I' bedzie oznaczad

wektor polozenia czastek w przestrzeni fazowej, tzn. kazde z; € R3 x R? jest para

(¢i,pi). Ponadto niech b = (by,...,by) € (R x R®)"N bedzie wektorem o wspot-
rzednych b; = (g—f,—g—i) € R* x R3 oraz W = (wy,...,wy) — 6N-wymiarowym

standardowym procesem Wienera w przestrzeni fazowej, zdefiniowanym na przestrzeni
probabilistycznej (2, F,P) i warto$ciach w RV, przy czym oczywiscie w; = (v;, 2;).

Przy powyzszych oznaczeniach uktad réwnan (1.4) mozna napisaé (przy uwzgled-
nieniu warunku poczatkowego = € I'y) w postaci

(1.6)

dX(t) = b(X(t)) dt + ©dW(t), t >0
X(0) ==.
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Poniewaz zakladamy, ze wszystkich 6N proceséw Wienera, skladajacych si¢ na 6/N-

-wymiarowy proces Wienera, jest niezaleznych, to wynika stad, iz © jest macierza

nieujemnie okreslong, w ktérej na przekatnej znajduja sie klatki 6;, 1 < i < N, gdzie
I 0

0 = (O 5)

WprowadZmy teraz przestrzen
Cw ([0 7% L2 (2, F, D) ),

ktdra jest przestrzenig cigglych przeksztatced F': [0,T7] — L*(Q, F,P;T') adaptowa-
nych do W, tzn. F(s) jest Fs—mierzalne dla dowolnego s € [0, 7.

Normg euklidesowg w ' oznaczamy symbolem | - |. To samo oznaczenie bedzie
réwniez uzywane dla normy euklidesowej w R? (to, ktéra norma jest aktualnie uzywana
bedzie wynikato z postaci elementu, ktérego norma bg¢dzie wyznaczana).

CW<[0, T); L* (Q, F,P; F)) Wyposazona w norme

= ( sup E(\F(tﬂz))lﬂ (1.7)

£ ey
Cw ([OvTLL (Q,f,]P’,F)) tG[O,T]

jest przestrzenig Banacha i nazywana jest przestrzenig proceséw adaptowanych na [0, 7]

o wartosciach w I, ciaglych w sensie Sredniokwadratowym.’
Woéwczas przez rozwigzanie catkowe (ang. mild solution) zagadnienia (1.6) bedziemy

rozumie¢ proces stochastyczny na Cyy <[O, T); L* (Q, F,P; F)> taki, ze

X (%) :x+/b(X(s))ds+/®dW(s), t>0. (1.8)

3 Dla skrécenia zapisu norme w tej przestrzeni bedziemy oznaczaé przez || - ||cy, -






Rozdzial 2

Istnienie potoku stochastycznego (stochastic

flow)

2.1. Definicje i podstawowe lematy

Wykazemy najpierw, ze uklad réwnan stochastycznych postaci (1.4), opisujacy ruch
uktadu N czastek w R? z gtadkim potencjalem oddziatywan ®, dla dowolnego wa-
runku poczatkowego posiada jednoznaczne rozwigzanie i ponadto rodzina rozwigzan
posiada modyfikacje, bedaca stochastycznym potokiem homeomorfizméw (odpowiednie
definicje zostang podane ponizej). Terminologia z tego rozdzialu oparta jest na ksigzce
[35].

Dla danego wielowskaznika o = (aq, ..., qy), 0 catkowitych nieujemnych wsp6t-
rzednych, definiujemy operator rézniczkowania D¢, albo krocej D w standardowy
sposob:

olel

D = ,
((9951)“1 c. (al’d)ad

gdzie o] = 3¢ | a;.
Przez C' bedziemy oznaczaé zbidr wszystkich funkcji o pewnej dziedzinie zawartej
w R? i warto$ciach rzeczywistych, rézniczkowalnych m-krotnie w sposéb ciagly.

Definicja 2.1. Niech D bedzie obszarem w RY f:D—R zas0<d6d<1, meN.
Powiemy, ze f € C™° wtedy i tylko wtedy, gdy f € C™ oraz wszystkie pochodne
D*f, |a| = m sq d—Hdlderowsko ciggle.

WprowadZzmy tez dwie normy, ktérych bedziemy dalej uzywac:

_ |f ()]
”f”m—i‘é£1+| ‘

+ Y. sup|Df(z)| 2.1)

1<]al<m *€D
oraz

D« — D~
| fllmas = 1 fllm + D sup | f(f;)_yp f(y)‘
el=m )

Dodatkowo przydadza nam si¢ seminormy (K oznacza dowolny zwarty podzbior
obszaru D):

(2.2)

||f!|m:z<=sg£ /()] + > sup|D*f(x)] (2.3)

1+ |z] 1<\a|<m‘”€K

oraz

||f||m+5:K - ||meK + Z sup ‘Daf<x) _ Daf(y)|

é
|a\:mm;6y;;< |z =y

(2.4)
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(sg to oczywiscie seminormy, gdyz bez trudu mozna wskazaé funkcje niezerowe, okre-
§lone na catym obszarze D, ktére dajg w || - ||lm.x oraz || - ||mis.x Wartosci zerowe).

Wprowadzona wczesniej definicja 2.1 rozszerza si¢ tez na funkcje zalezne dodatkowo
od parametru czasowego:

Definicja 2.2. Niech D bedzie obszarem w R%, f: D x [0,T] — R — funkcjq cigglg, zas
0<d<1l,meN

Powiemy, e f € C™° wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego t € [0, T) funkcja
f(t) = f(-,t) nalezy do C™° (w sensie definicji 2.1) oraz dodatkowo dla dowolnego
zwartego podzbioru K obszaru D spetniony jest warunek: [ || f(-,t)||lmas.xc dt < +00.

Potrzebujemy jeszcze analogicznych poje¢ dla funkcji zaleznych od dwéch zmien-
nych przestrzennych:

Definicja 2.3. Niech D bedzie obszarem w RY g:DxD—R, méeN.
Powiemy, ze g € C™ wtedy i tylko wtedy, gdy g jest m-krotnie rozniczkowalna
wzgledem kaidej zmiennej x oraz y.

Dla takich funkcji zdefiniowaé mozemy norme

l9(x,y)|
lgll7, = sup + sup | D3 Dyg(z,y)l. (2.5)
S T D+ ok 1Py

Dodatkowo uzyjemy jeszcze nast¢pujacej seminormy:

gl s = lglimer + Y 1DeDggl5k, (2.6)

|al=m

gdzie obie seminormy po prawej stronie powyzszej rownosci zdefiniowane sa naste-
pujaco:

- l9(z,y)|
19]l7m:x = sup + sup |DgDyg(z,y), (2.7)
K S AT R ) 2, S P

Zas
lolse =  sup l9(z,y) — 9(',y) — g(z,y') + 9(2', y/)] (2.8)
ok zy,z’ Yy eK |l’ - x/’é‘y - y/|6 ' ‘
x#x! y#y'

Uwaga. Jezeli w symbolach powyzszych trzech seminorm (2.6, 2.7 oraz 2.8) nie wy-
stepowalaby litera X' w dolnym indeksie, oznacza to, ze suprema brane sg po calym
obszarze D.

Mozemy teraz sformutowaé kolejng definicje:

Definicja 2.4. Niech D bedzie obszarem w RY, g:DxD—R zas0<d <1, meN.
Powiemy, ze g € C™° wtedy i tylko wtedy, gdy ||g|m+s:x jest skoriczona dla dowol-
nego zwartego podzbioru K obszaru D.

Podobnie jak dla funkcji zaleznych od jednej zmiennej przestrzennej, wprowadzimy
odpowiednie definicje dla funkcji dwoch zmiennych przestrzennych zaleznych dodatkowo
od parametru czasowego:
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Definicja 2.5. Niech D bedzie obszarem w RY, g: D x D x [0, T] — R — funkcjq cigglg,
z7as 0 <6 <1, meN.

Powiemy, ze g € Crm- wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego t € [0,T] funkcja
g(t) = g(-,-,t) nalezy do przestrzeni C™S (w sensie definicji 2.4) oraz dodatkowo
I lgC O 55 At < 400 dla dowolnego zwartego podzbioru K obszaru D.

Uzyjemy teraz wprowadzonego aparatu do analizy procesOw stochastycznych.
Przypomnijmy najpierw podstawowe definicje oraz nieréwnosci, ktore bedg pomocne
w dalszych rozwazaniach:

Definicja 2.6. Niech S bedzie przestrzeniq polskq, zas D — obszarem w RY. Zbior
zmiennych losowych X (z), * € D o wartosciach w S nazywamy polem losowym o
parametrze D. Niech T bedzie zbiorem chwil czasu, tzn. T = [t,t5] dla pewnych ty >
t1 >0, t1,ts € Rlub T = [t1,+00), t1 > 0, t; € R. Jezeli D = T, to pole losowe
nazywamy procesem Stochastycznym.

Definicja 2.7. Proces stochastyczny X; o wartoSciach rzeczywistych, adaptowany do
filtracji (F;) taki, zZe dla dowolnego t zmienna losowa X, jest catkowalna, nazywamy
— martyngatem, jezeli E[X;|F;| = X, p.n. dla dowolnych t > s;
— podmartyngatem, jezeli B[ X;|Fy] > X, p.n. dla dowolnych t > s.

Definicja 2.8. Ciggly proces stochastyczny X, o wartosciach rzeczywistych, adaptowany
do filtracji (Fy)icpo,r), nazwiemy martyngatem lokalnym, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
rosngcy ciqg (1,) momentoéw stopu takich, ze P(1, < T) — 0 gdy n — oo oraz kazdy
proces zastopowany X[ = Xy, jest martyngatem.

Lemat 2.9. (Nieréwnos¢ Dooba, [35], Theorem 1.2.7, str. 9) Niech X;, t € [0, T bedzie
nieujemnym podmartyngatem. Wowczas dla dowolnego p > 1 mamy

E

p
sup(Xs)p} < <p1> E[(Xt)p} dla wszystkich t € [0,T].

s<t P —

Definicja 2.10. Nawiasem skosnym (ang.: quadratic variation) cigglego martyngatu lo-
kalnego M, nazywamy taki ciggly niemalejgcy proces (M), ze M? — (M), jest martyn-
gatem lokalnym.

Definicja 2.11. Wzajemnym nawiasem skosnym (ang.: joint quadratic variation) ciggltych
martyngatow lokalnych M, i N, nazywamy taki ciggly niemalejgcy proces (M, N),, Ze
M;Ny — (M, N), jest martyngatem lokalnym.

Lemat 2.12. (Nierownosc¢ Burkholdera, [35], Theorem 2.3.12, str. 66) Niech p > 2
bedzie dowolng liczbq rzeczywistq, zas M, niech bedzie dowolnym cigglym martyngatem
takim, ze My = 0 oraz E[\MTH < 4o00. Wowczas istniejg state dodatnie Cy oraz Cy
(zalezne tylko od p) takie, ze dla dowolnego t € [0, T| zachodzq nieréwnosci

ClE[<M>§’/2] <E[|Mf] < C’QE[<M>f/2}
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Lemat 2.13. (Nierownos¢ Gronwalla, [40], twierdzenie 3.9, str. 83) Niech na przedziale
J C R bedzie dana nieujemna, catkowalna funkcja ciggla u(t) taka, Ze nieréwnos¢

u(t) < a—i—b/u(s) ds

zachodzi dla t > ty, to,t € J, gdzie a > 0, b > 0. Wowczas nierownos¢
u(t) < aebt=t)

zachodzi dla wszystkich t € J, t > 1.

Teraz przedstawimy rézniczkowg wersje nieréwnosci Gronwalla, ktéra réwniez be-
dzie przydatna przy dowodzie jednego z lematéw.

Lemat 2.14. (Nierownosc¢ Gronwalla (postac rozniczkowa), [26], str. 595) Niech na
przedziale [0,T) dana bedzie dana nieujemna, absolutnie ciggla funkcja n(-) taka, Ze
dla p.w. t € [0,T] spetniona jest nieréwnos¢ rézniczkowa

' (t) < o(t)n(t) + (1),

gdzie ¢ iV sq nieujemnymi funkcjami catkowalnymi na [0, T]. Wowczas dla t € [0,T]
spetniona jest nierownosc¢

t

n(t) < eJo #5)ds {n(O) + /w(s) ds}

0

Jezeli F(x,t,w) jest rodzing proceséw stochastycznych o wartoSciach rzeczywistych,
zaleznych od parametru x € I, gdzie D jest pewnych obszarem w R¢, to mozemy na te
rodzing patrzed, jak na pole losowe z dwoma parametrami: x oraz t. Jesli dla dowolnego ¢
F(z,t,w) jest ciagly funkcja zmiennej = dla prawie wszystkich w (czyli p.n.), to mozemy
patrzeé na F'(-,¢,w) jak na proces stochastyczny o wartosciach w C' — przestrzeni funkcji
ciggtych z D w R. Jesli F'(x,t,w) jest dla dowolnego ¢ m-krotnie r6zniczkowalng funkcja
zmiennej x p.n., to mozna na nig patrze¢, jak na proces stochastyczny o wartoSciach
w C™. Jezeli F(x,t,w) jest cigglym procesem o warto$ciach w C™, nazywa si¢ go
ciggtym C™-procesem. Jezeli F(w,t,w) nalezy dla dowolnego ¢ do przestrzeni C™?
p.n., to mozna na nig patrzeé, jak na proces stochastyczny o wartosciach w C™°, Jezeli
F(z,t,w) jest ciagtym procesem stochastycznym o wartosciach w C™9, to nazywamy
go ciggtym C™°-procesem.

Jezeli G(x,y,t,w) jest rodzing proceséw stochastycznych o wartosciach rzeczywi-
stych, zaleznych od parametréw z,y € D, gdzie D jest pewnych obszarem w RY, to
mozemy na te¢ rodzing patrze¢, jak na pole losowe z trzema parametrami: x, y oraz t. Jesli
G(z,y,t,w) dla dowolnego ¢ jest ciggla funkcjg zmiennych x oraz y p.n., to mozemy pa-
trzeé na G(-, -, t,w) jak na proces stochastyczny o wartosciach w C- przestrzeni funkcji
cigglych z D x D w R. Jesli G(z,y,t,w) dla dowolnego t jest m-krotnie r6zniczkowalng
funkcjg zmiennych x oraz y p.n., to mozna na nig patrzeé, jak na proces stochastyczny
o warto$ciach w C™. Jezeli G(z,y,t,w) jest ciaglym procesem o wartoSciach w cm,
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nazywa si¢ go ciaglym @m—procesem. Jezeli G(x,y,t,w) dla dowolnego t nalezy do
przestrzeni cmd p.n., to mozna na nig patrze¢, jak na proces stochastyczny o warto-
Sciach w C™9. Jezeli G (z,y,t,w) jest cigglym procesem stochastycznym o warto$ciach
w O™ to nazywamy go ciagtym C™-procesem.

Uwaga. W dalszych rozwazaniach dla uproszczenia zapisu pomijamy argument w pro-
cesOw stochastycznych.

Definicja 2.15. Niech {F(x,t), = € D} bedzie rodzing cigglych semimartyngatow, tzn.
procesow stochastycznych o rozktadzie F(x,t) = M (z,t) + B(x,t), gdzie M(x,t) jest
rodzing cigglych martyngatow lokalnych, zas B(x,t) — rodzing cigglych proceséw o
wahaniu skoriczonym (tzn. dajgcych sie np. zapisac w postaci roznicy dwoch procesow
rosngcych).

Zatozmy, ze B(x,t) mozna zapisaé w postaci

B(z,t) = /tb(:c,s) ds,

gdzie b(x,t) jest (dla dowolnego © € D) pewnym procesem prognozowalnym, zas wza-
Jemny nawias skosny martyngatow lokalnych M (z,t) oraz M (y,t) ma postac

(M), M(y,): = Ale,y.1) = [ ala.y,r)d.

gdzie a(x,y,t) jest (dla dowolnych x,y € D) pewnym procesem prognozowalnym.
Wowczas pare (a(m, y,t),b(z, t)) nazwiemy lokalng charakterystykq rodziny semi-
martyngatow {F(z,t), = € D}.

Jezeli F(x,t) = (Fl(x,t), e Fd(x,t)) jest cigglym semimartyngalem o warto-
Sciach w przestrzeni C(R? R?), to wéwczas oczywiscie mamy rozktad
F'(z,t) = M'(2,t) + B'(x,t), i€{l,...,d}

1 ponadto

t
<MZ(':C7 .)7M](y7 .>>t :Azj(x7y7t) = /a2j<:v7y7 /r‘) d/r’ Z?J G {17"'7d}
0
oraz
t
B'(z,t) = /bi(:v,s) ds, i1€{l,...,d}
0

zatem b jest procesem o warto$ciach wektorowych, za§ a — o warto$ciach macierzowych.
Warto jeszcze zauwazyC, ze z definicji procesu a(x,y,t) wynika, ze musi on by¢
symetryczny wzgledem zamiany zmiennych x oraz y (poniewaz wzajemny nawias sko$ny
jest symetryczny).
Ponizej przedstawiamy definicje, opisujace pewne klasy charakterystyk semimartyn-
galéw. Zaznaczmy jeszcze, ze wprowadza sie réwniez klasy ogélniejsze, np. By*, B™°
(patrz: [35], str. 79-101), nas jednak bedg interesowaly jedynie ich konkretne elementy.
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Definicja 2.16. Powiemy, Ze proces a(x,y,t) € Bg’l wiedy i tylko wtedy, gdy jest on
procesem prognozowalnym (lub posiada takq modyfikacje) o wartosciach w C%' oraz
Jo a5 dt < +oo pn.

Definicja 2.17. Powiemy, ze proces b(x,t) € Bg’l wtedy i tylko wtedy, gdy b(x,t) jest
procesem prognozowalnym (lub posiada takg modyfikacje) o wartosciach w C%' oraz
Jo 16(-,t)]lo41 dt < +o0 p.n.

Definicja 2.18. Powiemy ze lokalna charakterystyka (a(x,y,t), b(a:,t)) € B,?’l wtedy
i tylko wtedy, gdy a(x,y,t) € By'' oraz b(x,t) € B
Teraz analogiczne definicje, opisujace nieco wezszg niz Bl? -1 klase charakterystyk.

Definicja 2.19. Powiemy, Ze proces a(z,y,t) € ng,l wtedy i tylko wtedy, gdy jest on
procesem prognozowalnym (lub posiada takq modyfikacje) o wartosciach w C% oraz
Iy lla(, - t)l5.0 dt < +oo p.n., a ponadto istnieje nieujemna stata c taka, ze dla do-
wolnego t nieréwnos¢ ||a(-,-,t)||5,, < ¢ spetniona jest p.n.

Definicja 2.20. Powiemy, ze proces b(x,t) € BY' wtedy i tylko wtedy, gdy b(z,t) jest

procesem prognozowalnym o wartosciach w C%" oraz [} ||b(-,)||o41 dt < +o0 p.n., a
ponadto istnieje nieujemna stata c taka, Ze dla dowolnego t nierownosc ||b(-,t)|[ox1 < ¢
spetniona jest p.n.

Definicja 2.21. Powiemy Ze lokalna charakterystyka <a(x,y,t), b(x,t)) e B wredy

i tylko wtedy, gdy a(x,y,t) € By oraz b(x,t) € BY;.

Zat6zmy, ze rodzina semimartyngatéw {F'(z,t), x € D} posiada lokalng charakte-
rystyke (a(x,y,t),b(x,t)) oraz rozklad F'(z,t) = M(z,t) + B(z,t). Wéwczas catka
stochastyczna Itd z ciaglego procesu prognozowalnego f; o wartoSciach w D, o jadrze
F(z,dt), zdefiniowana jest wzorem

t t t
[ Ffods) = [ M(fods) + [ b(er5) ds
0 0 0
1 rozumiemy ja jako nastepujaca granice (wedtug prawdopodobienistwa):

-1

t
/F(f87 dS) = |i1|m0 Z {F(ftk/\t7tk+l A t) - F(ftk/\tatk’ A t)}?
0 TV k=0

gdzie A={0=ty<...<t;, =T}.

Rozwaza¢ bedziemy réwnania stochastyczne postaci:

t
O = T+ /F(gps, ds). (2.9)
to

Definicja 2.22. Niech t, € [0,T] i 2o € R Powiemy, ze ciggly proces o; o wartosciach
wRY ¢ty < t < T, adaptowany do F, nazwiemy rozwigzaniem stochastycznego réwnania
rézniczkowego Ito, o jgdrze F(x,t), startujgcego z xo w chwili to, jesli spetnia on
rownanie (2.9).
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2.2. Twierdzenie o istnieniu rozwigzania

Prawdziwe jest nastepujace

Twierdzenie 2.23. Niech F(x,t) bedzie cigglym semimartyngatem o wartosciach w
C(RY,RY) i lokalnej charakterystyce nalezqcej do ij;}. Wowczas dla dowolnych t i
xo rownanie (2.9) posiada jednoznaczne rozwiqzanie (w sensie definicji 2.22).

Prawdziwos$¢ powyzszego twierdzenia wynika z szeregu lematow, udowodnionych po-
nizej. Jest to adaptacja lematéw, pochodzacych z [35], na potrzeby zatozen istotnych
dla naszego uktadu czastek; przedstawiamy ponizej ich szczegétowe dowody (w [35]
dowody sa na og6t przedstawione w wersjach skréconych badZ sa pominigte).

Lemat 2.24. Jezeli lokalna charakterystyka (a(x,y, t), b(a;,t)) semimartyngatu nalezy

do klasy Bg;,l, to istnieje stata K taka, ze dla kazdego t i dowolnych x,y € R? spetnione
sq p.n. nierownosci

b(z,t)| < K - (1 ,
b, 0] < K - (1 ) 10
la(z,y, )| < K- (1+ |z[)(1+[y]),
||a(:1:,x,t) - 2&(1’,y7t) + a(yayat)H < K- |fL’ - y|2

Dowod. Jezeli lokalna charakterystyka (a(x, y,t), b(a:,t)) semimartyngatu nalezy do
klasy BY;', to w szczegdlnosci obie normy: ||a(-, -, t)||5,, oraz ||b(-,)]lo11, musza byé
ograniczone p.n. dla dowolnego ¢. Wyznaczmy te normy:

b(,t b(z,t) — by, t
15, 8)lors = sup 12O 1@ D) = by, D]
verd 1+ |2 wyeRd 7 — 9
xFy
la(z,y, 1)

Ha('v'?t)HN = sup
O yere (T4 ]z)(1 + )

+ sup ||G(I,y,t) — G(Jfl,y7t) — CL(I?y/?t) —|—CL(ZL’/,y/,t>H.
zy,2’ Y ER? |z — 2|y — v/
z#a! y#y'
Ich ograniczono$¢ oznacza, iz ich poszczegdlne sktadniki muszg by¢ ograniczone, zatem
muszg istnie¢ state Ky, Ko, Kj, K, takie, ze p.n. spetnione sg nieréwnosci

|b(z, 1) = bly, )] < K7 - |z =yl

/

b(z, )] < Ko - (1 + |z),
la(z,y, )| < Kz~ (1+[=])(1+ [y]),
HG(.T, y7t) - a(xla yvt) - CZ((E, y/at> + a(:l:’,y’,t)H < K4 : ’fE - x'Hy - y,|

dla wszystkich ¢ oraz dla wszystkich z,y, 2,1y’ € R%.
Przyjmujac w ostatniej nieréwnosci ' = y oraz ¢y’ = x dostajemy warunek

Ha(:c,y,t) - &<yay7t) - a(w,x,t) + a(y,x,t)H < K4 ’ ‘iL‘ - y‘Z
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1 korzystajac z symetrii a (patrz: uwaga na stronie 27) dostajemy ostatecznie nier6wnos¢
H?a(x,y,t) - a(y>yvt) - (I(Qj’,(lﬁ, t)” < K4 : |£L’ - y|2‘

Przyjmujac K = max (K, K», K3, K4) mozemy zapisaé powyzsze nieréwnosci w jed-
nolitej formie:

b(x,8)| < K- (14 |z]),
la(z,y, )| < K- (1+ |z[)(1+[y]),
Ha(.ﬁb’,x,t) - 2a(x,y,t) + a’(y7y7t)H < K- |'T - y|2

g

Lemat 2.25. Zatozmy, ze M(z,t), x € D oraz N(z,t), x € D bedg rodzinami mar-
tyngatéw catkowalnymi z kwadratem, o cigglych lokalnych charakterystykach o™ (x,t)
oraz a™ (z,t) odpowiednio, oraz o cigglej tqcznej lokalnej charakterystyce a™ (x,v,t)
(tzn. wzajemny nawias skosny (M (z,-), N(y,-)): rowny jest [3 a™™(z,y,t)dt). Niech
ponadto f oraz g bedq procesami prognozowalnymi, spetniajgcymi warunki catkowal-
nosci:

T
El/aM(fr,fr,r) dr < +oo. @.11)
0

T
< 00, E[/GN(gr,gr,r) dr
0

Wowczas wzajemny nawias skosny catek stochastycznych Ité z procesow f i g o jgdrach
M(x,dt) i N(y,dt) odpowiednio wynosi

'M(fs,ds), .N(gs,ds)> = [ d™N(f., gr ) dr. (2.12)
(fs-a0 [ Vo) =]

Dowéd. Udowodnimy ten wzor najpierw w przypadku, gdy procesy f i g sa procesami
elementarnymi. Mozemy bez straty ogélnosci zalozy¢, ze oba procesy f oraz g majg
wspolne momenty skokdw, tzn. ze istnieje cigg momentéw 0 =ty < ... < t; = T taki,
ze dla kazdego t € [ty,tr41) zachodzi f; = f;, oraz g; = gi,. Mozemy réwniez zatozy¢,
ze s = t; oraz t = t; dla pewnych liczb ¢ oraz j (dotaczajac je w razie potrzeby do
danego podziatu). Wéwczas mozemy napisac:

7—1

M(frdr) =3 [M(fi, te1) = M(fot)]

=0

i—1

M(frdr) =3 [M(fi, te1) = Mo t)]

k=0

—, O —

|
—

J

N(gr,dr) = {N(gtkatk-‘rl) — N(g4,, tk)

.
|

o
S, O —
bl
Dy

N(gy,dr) = 3 [N(guestrsr) = N9, 1)
0

£
Il



2.2. Twierdzenie o istnieniu rozwigzania 31

skad wynikajg kolejne zwiazki:

—

.

/M fr,dT Z[ (ftk7tk+1)_M(ftk7tk):| (2'13)
k=1
oraz
j—1
/N(9r> dr) = [N(gtk, thy1) — N(gtmtk)] (2.14)
k=i

Mozemy zatem napisac, korzystajac z réwnan (2.13) i (2.14) oraz dodajac w standardowy
sposob dodatkowg warunkowa warto$¢ oczekiwang 1 wyciagajac przed nig mierzalne
zmienne losowe:

4

M(f,, tesr) — M(ftkatk:): . :N(gtkytk-&-l) - N(gtkatk)} Fs

I
N
>
>
N
<
L
&=
— — — —

= ES (M (fi, tes1) — M(ftwtk)- : —N(ch,thﬂ) — N(ch,th)- 75}
i<h,k<j—1 T .
M(fey tis1) — M(ftmtk): ' :N(gthatthl) — N(gt, th): fs}
h<k
+ Z ES | M (fry,tosr) — M(ftkﬂfk)_ : _N(ththﬂ) — N(gthath)_ fs}
i<h,k<j—1 T .

= | E E[M(ftk,tk+l) — M(ftk,tk)’}—tk} : [N@th»thﬂ) - N<gth’th)]

]—"5}

;z<k
+ E [M(ftkatk—l-l) - M(ftk,tk)} 'E[N(gth,thﬂ) - N(gthath>‘ﬂh} fs}
i<h,k<j—1
h>k
+ E{E{[M(ftkatk-‘rl) - M(ftkatk)} ' {N(gtkatk-f-l) - N(gtka tk):| Ftk:| JTS}
i<k<j—1

Jednak z uwagi na martyngalowos¢ proceséw M i N wyrazenia:

E{M(ftk7tk+l> - M(ftk7tk>|ftki| oraz E[N(gth7th+1> - N(ch7th)|fth}

sq rowne zeru.
Mamy wiec zwigzek:

3, [t | Mg

fs]
j—1

ZE{ H (fres o) — (ftkatk)} : [N(gtkatk+1> — N(gtk,tk)}

(2.15)

]-"S}.

k=
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Przyjrzyjmy si¢ blizej wyrazeniu

]E[[M(ftk, ter1) — M(fy,, tlc)} : [N(gtkatk+1> - N(gtk,tk)] ’ﬂk]
Mozemy zapisaC je w postaci

EHM(Z’,thrl) — M(z, tk)} : [N(Z/;tkﬂ) - N(y,tk)} ‘ftk:|

x:ftk:y:gtk
Poniewaz jednak zachodzi tez zwigzek
tri1 tkt+1
E[ / N (f., gp,r) dr ftk] :]El / N (z,y,r)dr ftk‘| :
ty tr $=ftk,y=gtk

to jezeli zauwazymy, iz tozsamos¢

tr41
El / aMN (z,y,r) dr

ty

] = {0 t)= M) [N t) - V] )

jest natychmiastowg konsekwencja zwigzku wzajemnego nawiasu skoSnego z Igczna
lokalng charakterystyka i ze jest ona prawdziwa dla kazdego k € {i,...,j — 1}, to
otrzymamy stagd rownos¢

EHM(ft’“’ tier) = M(f, tk)} ' [N(gtk’ tir1) — N(ge tk:)} ‘ftlj

tht1 (2.16)
= E[ / aMN(fra 9rs T) dr E;;| .
tg
Y.aczac (2.15) oraz (2.16) dostajemy
t
[/ (fr. dr): /N gr.dr) ]
- tk+l (2.17)
:Z { l/ Nt gror)dr Ftk] .7-"8}.
tr

Jednak ostatnie wyrazenie jest oczywiscie (z uwagi na zawieranie si¢ o-cial) réwne

\)
7

1

ZEl 71 N(frygr,r)dr

k

co dalej jest réwne

t
[/aMN froGr,7) dr
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PokazaliSmy wiec, ze
t t
El/M(fr,dr)~/N(gT,dr) ]—“S],

o ile M oraz N sa martyngatami calkowalnymi z kwadratem oraz f i g sg procesami
elementarnymi. Pokazuje to, iz przy takich zatozeniach proces

t

.7:81 :E[/aMN(fr,gr,r)dr

S

/tM(fr,dr)-/tN(gr,dr) —/ltaMN(fr,gr,r)dr
0 0 0

jest martyngatem, co jest rownowazne warunkowi (2.12), ktéry mieliSmy pokazad.

Niech teraz f oraz g beda procesami prognozowalnymi, spetniajacymi warunki
(2.11), o wartoSciach w pewnym zwartym zbiorze K C . Wéwczas (dzigki zalozeniu
o catkowalnosci) istnieja ciagi (f™) oraz (¢") proceséw elementarnych, adaptowanych
do filtracji F;, o wartoSciach w K, takie, ze spelnione sq warunki

T

/{aM( o) = 2aM(f7 ) + M :”,r)] dr — 0 p.n. (2.18)
0
oraz

T
/ [ (gr, g, r —QaN(gf,g:”,r)+aN(g;”,g;”,r)} dr — 0 pn. (2.19)
0

gdy m,n — oo.
Zauwazmy jednak, ze zachodzi zwigzek

</M(f,dr /Mmdr>
/M"dr /Mmdr/ (f7, dr) /Mmdr>
0/M( :,dr> —2</M (/™. dr), mdr> < m,dr)>T

T
/[GM(Zla ;Lar)_2a’M(ZL7r7)+a ( ZYL,T)
0

dr

(tak samo dla martyngatu V), zatem warunki (2.18) 1 (2.19) pokazuja, ze

</M(f,dr /M mdr> — 0 pn.
</N(gf,dr)—/N(g;”,dr)> ~0 pn

oraz

T
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Zatem ciag ( fOT M(fr, dr)) zbiega jednostajnie wedtug prawdopodobienistwa do cig-
glego martyngatu lokalnego [ M(f,,dr). Tak samo ciag ( N (gﬁ,dr)) zbiega jed-
nostajnie wedtug prawdopodobienstwa do ciggtego martyngatu lokalnego fOT N(g,,dr).
Dzigki ciagtosci procesu a™ (z, 7, ) mamy oczywiscie zbieznosé [; aMN (fm, gn,r) dr
do fg aMN(fra grsr)dr.

Pozostaje jeszcze przypadek ogdlny: zatézmy, ze f i g sg (ustalonymi) procesami
prognozowalnymi, spetniajagcymi warunki (2.11). Niech wéwczas (K,) bedzie ciggiem
zwartych podzbioréw obszaru D takim, ze K, . Zdefiniujmy obciecia f™ i g"
proceséw f i g do zbioru K,, w nastepujacy sposob:

d K,
n_ Jeedy fi € 2.20)
zo gdy f; € D\K,
d K,
zo gdy g € D\K,

gdzie x( jest pewnym ustalonym punktem zbioru K,.
Woéwczas tak okreslone ciagi (f]*) oraz (g;') majg juz wartosci w zbiorze zwartym K,
zatem spetniajg znéw warunki (2.18) i (2.19). Zatem ciagi (fOT M(fr, dr)) i ( TN (g, dr))
zbiegaja jednostajnie wedlug prawdopodobienstwa do cigglych martyngatéw lokalnych
Jo M(fr.dr)i [ N(g,,dr) odpowiednio.

g

Stwierdzenie 2.26. Zatoimy, ze lokalna charakterystyka (a(x,y,t), b(x,t)) semimar-
tyngatu F(x,t) nalezy do klasy BY;'. Niech cigg (), cigglych, adaptowanych do

filtracji (F;) proceséw bedzie zdefiniowany w nastepujgcy sposob:
<P? = Zo,

t

2.22

cpf:xo—l—/F(gDZ_l,ds), n=12.... (2:22)
to

Wowczas cigg (p}')22, jest jednostajnie (wzgledem t) zbiezny w LP dla dowolnego p > 2.
Jego granica p; jest rozwigzaniem rownania (2.9).

Dowéd. Zapiszmy posta¢ réwnania rekurencyjnego, opisujacego n-ty wyraz konstru-
owanego ciaggu, w doktadniejszej postaci:

t t

ot = o+ [ M(ei 7 ds) + [b(en s d

to to

Mozemy wigc napisaé

= = [ M(ehds) — [M(erds) + [ {blehs) — ber ) ds
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Chcemy pokazac zbiezno$¢ ciagu () w LP. W tym celu oszacujemy najpierw wielkos¢
E{suptogu@ |ntt — @ZH dla ustalonego, dowolnego p > 2.

E{ sup [~ | =
to<u<t
t D (223)

sup /M oo ds) — /M ~1ds) + /{b(gp’;,s) - b(gog_l,s)}ds :

to<u<st i
Skorzystamy teraz z elementarnej nierownosci

|z +yl? < 2°(|2 + [y,

prawdziwej dla dowolnej normy | - |, dowolnego p > 0 oraz dowolnych z, y.

2PIE | sup

Prawg stron¢ réwnania (2.23) mozemy zatem oszacowac z giry przez wyrazenie
/M%,ds /M ~1 ds)
to<u<t

o
. |

sup | [{b(ers) = (@i 5)} ds
to<u<t
to
Zajmiemy si¢ najpierw pierwszym skladnikiem powyzszej sumy. Przede wszystkim za-
piszmy go ,,po wspoétrzednych” (opuszczajac na razie wspoétczynnik liczbowy). Mamy

I

(2.24)
12'E

E| sup / (o, ds)— /M ~1 ds)
to<u<t
to to
P
= sup /M’ o ds) — /]\4z ~1ds)
t0§u<tl 1

sup
to<u<t

d
<Y E

i=1

/Ml o, ds) /M’ )|

(2.25)
Zauwazmy, ze réznica calek stochastycznych, jako réznica dwdéch martyngatéw, jest
martyngatem, zatem jej modul, podniesiony do potegi p-tej jest nieujemnym podmar-
tyngatem (funkcja x — |z|? jest dla p > 1 wypukia, wigc wynika to tatwo z nieréwnosci

Jensena zastosowanej do procesu X, i funkcji f(z) = |z|P). Mozemy wiec (dla kazdej
wspotrzednej) skorzysta¢ z nieréwnosci Dooba (lemat 2.9), otrzymujac:
sup | [ M ds)— [ M, ds)

]
to<u<t
0IUS tO tO

<<pf1>p1@ /tM(%,ds /M’ 1ds)ﬂ.

to

u u

E

(2.26)
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Prawa stron¢ powyzszej nierdwnosci oszacujemy jeszcze przy pomocy nierdwnosci
Burkholdera (lemat 2.12)

< [ 3 ds) — [ i ds>>p/2].

to 13

M (", ds)— /MZ 1als

P

<<p> E
p—1

Zauwazmy, ze na mocy lematu 2.25 mamy zaleznoSci:

Mi(p, ds) — /MZ 1ds>
M (", ds) — /MZ ~1 ds) /Mzgos,ds /]\4Z 1ds>

Y
Y
:< Mgl ds), /Mlgps,ds>—2</MZ 1 ds) /MZ% > (2.28)
\
-/

Mz 1ds /]\4Z 1ds>

[ (o7, %, s —2aii(¢?,¢?‘178)+a”(90”‘17s02‘1,8)} ds

Dzieki lematowi 2.24 mozemy dalej szacowacé:

t t
[ |atengiis) = 20t s) + @l @r ) ds < K[l - o P ds.

to to

(2.29)
SkorzystaliSmy przy tym z oczywistej nieréwnosci

a” (o, s) — 20" (P2, 0 s) +a (@ el s)
n, n—1 n

<lla(el, @2, s) — 2a(lel ™ s) +a(e™ @l s).



37

2.2. Twierdzenie o istnieniu rozwiqzania

Z nieréwnosci Holdera (mozemy ja w ponizszej postaci zastosowac o ile p > 2, czyli

£ >1)! mamy dalej

t 2/p
=2 n n—1
— =l ( [l - o)

to
(2.30)

Zatem, uwzgledniajac (2.25), (2.26), (2.27), (2.28), (2.29) i (2.30), pierwszy sktadnik
sumy (2.24) mozemy dla p > 2 oszacowac¢ w nastepujacy sposob:

2PE| sup /Mgps,ds /M(p”lds ]
to<u<t
» . 2/p P/2
<W-(pl)-wEfvu—mww(/wz—wAww) ]
p_

t

ﬂ%—wﬂw%

to
(2.31)

2 )
_ ( \/_p) t—to|5 - E

p_

Zwréémy uwage, iz w przypadku p = 2 mamy szacowanie podobne (dzieki zwigzkom
(2.25), (2.26), (2.27), (2.28) 1 (2.29)):

sup
to<u<t

/Mgos,ds /M 1ds

(2.32)

t

/\s@? — o dé’] :

to

<16-K-d-E

Warto zauwazy¢, ze nieréwnos$¢ powyzsza mozna traktowac jako szczeg6lny przypadek

nieréwnosci (2.31) przy p = 2.

! Dla p = 2 nie musimy wykonywaé zadnego dodatkowego szacowania.
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Teraz zajmiemy si¢ oszacowaniem drugiego sktadnika sumy (2.24). Mamy

u

/ (e, s) — by )}ds
u p

sup ( / \b(so&s)—b(sozl,s)\ds)] (2.33)

to<u<t i

2PE| sup

to<u<t

< 2PE

Dzigki lematowi 2.24 mamy

2PE

t
VICERESI
to

N———
S

(2.34)

1 stosujgc nieréwnos$¢ Holdera dostajemy

t P
( 5 - ¢2‘1]d8> ]
to
t 1_% t 1/p]P
( / 1757 ds) < e ds> ] (2.35)
to
t
[l ]

?. K. E

<2P-KP-E

=2 . KP . |t —to|P'E

|

Zatem na mocy (2.33), (2.34) i (2.35) mamy:

U

sup /{6(90?,8)—5(90?’1,8)}%

to<u<t
to

2PE

. (2.36)
<P KP - |t —toPT'E n— w?_l‘p ds] :
to
Y.aczac wyniki (2.23), (2.24), (2.31) oraz (2.36) dostajemy ostatecznie
t
E| sup |oi - il < CiE| [ler - or [ ds) 237)
to<ust J

gdzie () jest pewng statg dodatnia, zalezng jedynie od K, p,d,t, oraz I' (wyrazenie
|t — to|, obecne dla p > 2, moze byé oszacowane przez wielko$¢ |T" — t|, niezalezna
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od t). Powyzsza nieréwnos¢ jest wigc prawdziwa dla wszystkich n oraz wszystkich

t € [to, T).
Jezeli wprowadzimy oznaczenie

o =E

e

to<u<t

to nieréwnos¢ (2.37) bedziemy mogli zapisaé w postaci

t
pgn) < Cl /pgn—l) ds
t

Iterujac te nieréwnos$¢ n-krotnie dostaniemy

t t1 tn—1
)<C{‘//.../p§2)dtn...dtl
to

to to

Zauwazmy, ze p§°) jest niemalejaca funkcja argumentu ¢, zatem mozemy szacowaé

th—1 t t1 th—1

C”// /pt n...dtlgC{’//.../pgo)dtn...dtl,
to

to to to to

za$ calka wielokrotna wystgepujgca powyzej jest rowna

[ =g

(jest to miara n-wymiarowego sympleksu), prawdziwe jest wigc szacowanie

W m (=)
o < oy Ut mO) . (2.38)

Zauwazmy, ze dzigki powyzszej nierdwnosci mamy

ZE

a szereg wystepujacy po prawej stronie jest oczywiscie zbiezny.
Wynika stad, ze

/p X t—to)" 1/p
sup |gnt! — @Z’p} <)Y [C{l : (n,o) o0

to<uxt n=0

o0

1/p
> sup |entt — @Z[p] < 00. (2.39)

n=0 to <ukt

E

Zatem ciag (¢}') jest jednostajnie zbiezny na przedziale [t, T| oraz w normie L? dla
p > 2. Oznaczmy jego granic¢ przez ;. Jest to zatem ciagly proces stochastyczny,
adaptowany do F;.

Pozostaje pokazad, ze tak otrzymany proces ¢, jest rzeczywiscie rozwigzaniem réw-
nania (2.9). W tym celu wystarczy pokazaé, ze ciag catek ftto F(¢?, ds) zbiega w LP
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przy p > 2 do catki ftz F(ps,ds).
Nalezy zatem zbada¢ zbiezno$S¢ w LP ciagu:

t t

| F(ehds)= [ Flp.ds)

to to

— [/tM(gof;,ds) —/tM(somdS)

to to

+

/tb(go?,s) ds — /tb(%,s) ds].

to

(2.40)

Dzieki nieréwnosci Minkowskiego wystarczy oczywiscie pokazac zbiezno$¢ w LP kazdej
z réznic po prawej stronie réwnosci (2.40) z osobna.
Rzeczywiscie, powtarzajac rozumowanie z nierownosci (2.28) i (2.29) dostajemy

S { [ et~ [ 3 (oas))

t

t
<K-d- / 0" — o2 ds 2.41)
to

i widzimy, ze prawa strona powyzszej nieréwnosci zbiega przy n — oo do zera w LP/?
(por. szacowanie (2.30)). Jednak dzieki nieréwnoSci Burkholdera (lemat 2.12) wynika

stad, ze cigg martyngalow < ftf) M (g, ds) — ftto M(ps, ds)) zbiega w LP.

Podobnie szacujemy z lematu 2.24, a nastepnie nierownosci Holdera:

t t t
/6(90?78) ds—/b(sos,S) ds| < /K|30? — sl ds
to to to
¢ 1/2 s ¢ 1/2 ¢ 1/2
< K(/Pds) (/|¢g—¢s|2ds) — K- [t —to]2 (/M—%!MS) ,
to to to
(2.42)
Dzigki szacowaniu (nieréwnos$¢ Holdera)
t 1/2 t /2 2/pyp ot 1-2\ 1/2
(/!@?—%WS) < [/ <|90? —m?) ds] [/h'ﬁ ds] )
o fo fo (2.43)

D=

t 1/p
1
- /W; - soslpdS] [t —to|2 77,
Lto

prawdziwemu dla dowolnego p > 2 widzimy, Ze ciag procesOw

(]’If;J (", s)ds — [} b(gs, s) ds) jest zbiezny w LP przy p > 2. Dla p = 2 zbieznos¢
w L? wynika juz bezposrednio z nieréwnosci (2.42). Zatem wykazaliSmy zbiezno§¢ do
zera w LP dla p > 2 ciggu (fti) F(gtds) — [} F(gps,ds)>, co oznacza, ze ; jest

rozwigzaniem réwnania (2.9).
Il
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Dzigki stwierdzeniu 2.26 wiemy, ze réwnanie (2.9) posiada rozwigzanie, bedace
granicg ciggu opisanego rekurencyjnie:

0 __
gpt_‘r();

¢
@?:xo—i-/F(gO"ldS) n=12....

to

To, co pozostaje do wykazania, to jedyno$¢ takiego rozwigzania. Najpierw musimy
wykazaé jeszcze jeden pomocniczy, techniczny lemat.

Lemat 2.27. Niech F oraz G bedqg ciggtymi semimartyngatami o lokalnych charaktery-
stykach nalezqcych do klasy Bg;}. Zatozmy, ze spetniona jest rownosé F(x,-) = G(z,-)
p.n. dla wszystkich x € U, gdzie U jest otwartym podzbiorem D. Niech f; oraz g; bedg
procesami prognozowalnymi o wartoSciach w R? takimi, ze dla dowolnego t < @ (T jest
tu ustalonym momentem stopu) zachodzi f; = gy oraz procesy te przyjmujg wartosci z
U. Wowczas zachodzq zwiqzki

tAo tNo t

[ F(fads) = /Ggs,ds /F (fords) = / (9. ds),
to

gdzie F(x,t) = F(z,t NT), G°(z,t) = G(x,t ND).

Dowdd. Udowodnimy ten wzor najpierw w przypadku, gdy procesy f; i g; sa procesami
elementarnymi. Mozemy bez straty ogélnosci zatozy¢, ze oba procesy maja wspolne
momenty skokéw, tzn. istnieje cigg momentéw 0 = 1o < ... < r; = T taki, ze dla
kazdego t € [ry,rry1) zachodzi f, = f,, oraz g; = g,,. Mozemy réwniez zalozyé, ze
to = r; oraz t = r; dla pewnych liczb 7 oraz j (dofaczajac je w razie potrzeby do danego
podziatu). Wéwczas mozemy napisac:

tho 1—1
/ F fs» dS :Z { (frk/\t/\Ea Trr1 AT A 5) - F(frkAt/\Eka A E)L
k=i
e . (2.44)
/ G(Q& dS) = Z {G(grk/\t/\57 Tey1 NTA 5) - G(Qm/\t/\?» e NEA 5)}7
k=1

natomiast z drugiej strony mamy

—~

1

t
[ Efonds) = 3 [F7rnts s At) = F7(frnio i A1),
i k=i

L -1 B
/G”(gs, ds) = [Gg(grk/\t,rk+1 At) = G (Gronts Tk N t)},
to i

ol
i
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co, korzystajac z postaci proceséw F7 i G°, dalej mozna przeksztatci¢ nastepujaco:

/F fs>d$ :Z[ (f?“k/\hrkJrl/\t/\o-) (ka/\hrk/\t/\E)}a
(2.45)

/Gﬁ(gs, ds) = 3 |G(grunes Tt NEAT) = Glgrne, re NEAT)].

Poniewaz jednak mamy ¢ < &, to widzimy, ze wyrazenia po prawych stronach réwnosci
(2.44) i (2.45) sa réwne. Poniewaz procesy f; i g; przyjmujg wartosci w U, za$§ na U
procesy F' i G sg rowne, widzimy, ze wszystkie wyrazenia stojace po prawych stronach
(2.44) 1 (2.45) sa réwne.

Jezeli teraz f; i g sa dowolnymi procesami prognozowalnymi, to istniejg ciagi proce-
sow elementarnych (f*) oraz (g;'), zbieznych w LP dla dowolnego p > 2 do f; i ¢;
odpowiednio. Poniewaz jednak F' jest cigglym semimartyngatem o lokalnej charaktery-
styce nalezacej do klasy Bg;}, to powtarzajac rozumowanie z dowodu stwierdzenia 2.26

otrzymujemy oszacowanie:
tNo
/U?—MW4,
to

/F " ds) —/UF(JCS7ds) '

z ktérego wynika jednostajna wzgledem ¢ zbiezno$¢ f* do f; w LP. Identyczny wynik
oczywiscie mamy dla semimartyngalu G. Oczywiscie analogiczny argument dziata dla
calek [} F7(f", ds) oraz [; G°(g7,ds). Stad dostajemy teze.

sup <

to<SutNnT

g

Do wykazania jednoznaczno$ci rozwigzania rownania (2.9) potrzebujemy jeszcze ostat-
niego lematu:

Lemat 2.28. Niech p; bedzie rozwigzaniem zagadnienia (2.9), skonstruowanym jako
granica ciggu (p}), bedgcego rozwigzaniem zagadnienia (2.22) ze stwierdzenia 2.26.
Niech ), bedzie rozwigzaniem rownania It6

bo=a0+ [ Gty ds)

o jgdrze bedgcym cigglym semimartyngatem G o wartosciach w C(R? R?) i lokalnej
charakterystyce klasy ij;. Zatoimy, ze rownosé G(x,-) = F(x,-) spetniona jest dla
wszystkich © € U, gdzie U jest otwartym podzbiorem RY. Wowczas o, = 1, dla wszyst-
kich t < 1, gdzie T = (inf{t > tg: Yy € Uc}) AT.

Dowéd. Rozwazmy procesy zastopowane: @] = @uar Oraz 1] = 4»,. Poniewaz na
mocy lematu 2.27 zachodzi

tAT tAT

ZG( T ds) = /F T ds),
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to mozemy napisac:

tAT tAT

ol v = [ Flel.ds)— [ F(u7,ds)
to to

Szacujac teraz identycznie, jak przy dowodzie stwierdzenia 2.26 (réwnania i nieréwnos$ci
2.23-2.37) otrzymujemy zwigzek

tAT

/w&wwwr (2.46)

to

E| sup lol—viP| < GiE

to<u<t

gdzie C jest stalg niezalezng od t. Jezeli oznaczymy lewa strone nieréwnosci (2.46)
przez p;, to poniewaz prawdziwe sg szacowania

tAT

t
[ e =l ds 7 — I ds| <E
to

to

E <E

t
[ sw !wl—-¢5Pds],

to<u<s
to
mozemy napisac:
t
Pt < /ps dS'
to

Dzigki nieréwnosci Gronwalla (lemat 2.13) dostajemy, ze p, = 0 dla kazdego
t € [to,T]. Zatem ] = 1], skad dostajemy, iz ¢; = ¢, dla t < 7, czyli tez¢ naszego
lematu.

g

Dzigki stwierdzeniu 2.26 oraz lematom 2.27 1 2.28 twierdzenie 2.23 zostalo ostatecznie
udowodnione.

Uwaga. Twierdzenie 2.23 prawdziwe jest tez przy nieco ogdlniejszych zalozeniach
(patrz: [35], str. 101-104), jednak podana i udowodniona powyzej wersja wystarcza w
zupelnosci do analizy rozwazanego przez nas modelu.

2.3. Potok stochastyczny—twierdzenie o istnieniu

Mozemy juz w tym miejscu przystapi¢ do zdefiniowania najistotniejszego pojecia w
niniejszym rozdziale — potoku stochastycznego (stochastic flow).

Definicja 2.29. Niech ¢, ,(x,w), s,t € [0,T], z € R? bedzie cigglym polem losowym o
wartosciach w R, zdefiniowanym na przestrzeni probabilistycznej (Q, F,P). Wowczas
dla p.w. w ps4(w) = ps4(+,w) definiuje ciggle przeksztatcenie R? — R? dla dowolnych
s i t. Nazywamy je stochastycznym potokiem homeomorfizméw, jesli istnieje zbior N
miary zero w Q taki, Ze dla dowolnego w € N° rodzina cigglych przeksztatceri
{pst(w): s,t €[0,T]} definiuje potok homeomorfizméw, tzn spetnia warunki:

Z) ‘:OS,U(W) - Spt,u(w) © @S,t(w) VS, tiue [O’ T]’

i) pss(w) =1Id(w) Vs € 0,77,
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iii) przeksztalcenie ¢, (w): RY — R? jest homeomorfizmem ,na” Vs, t € [0,T].

Niech G bedzie zbiorem wszystkich homeomorfizméw R¢. Zdefiniujmy iloczyn elemen-
tow o, ¥ € G jako zlozenie ¢ o 1. Wéwczas G staje sie grupa z dzialaniem ,,0”.
WprowadZmy w G metryke

d(e,¥) = plp,¥) + ple™" ¥,
gdzie
o) = B L _SPan o) —v(o)
’ 202N L4 suppen lo(z) — ¢(2)]
G z metryka d jest zupelng grupg topologiczna. Potok stochastyczny homeomorfizméw
mozna uwazaé za ciggle pole losowe o wartosciach w G, spelniajace warunki i) oraz
i1). Nazywamy go (ciaglym) potokiem stochastycznym o wartosciach w G.

Ciagte pole losowe p,:, 0 < s <t < T o wartoSciach w G, spelniajace i) oraz ii)
nazywamy potokiem stochastycznym forward (w odréznieniu od potoku stochastycznego
backward ¢, 0 <t <s<T).

Twierdzenie 2.23 dato wynik, méwiacy, ze jesli napiszemy réwnanie

t
%=x+/meW)

to (przy odpowiednich zalozeniach) posiada ono jednoznaczne rozwigzanie dla dowol-
nych s, z. Oznaczmy to rozwiazanie przez os,(x), t > s.

WprowadZzmy jeszcze dwie definicje, niezbedne do wlasciwego zrozumienia tresci ko-
lejnego twierdzenia:

Definicja 2.30. Rodzina cigglych semimartyngatow F(z,t), x € D o rozktadzie
F(z,t) = M(x,t) + B(x,t) nalezy do klasy C*° (jest rodzing C*°-semimartyngatow),
jesli M(x,t) jest ciggtym C*°-martyngatem lokalnym i B(x,t) jest cigglym C*?-pro-
cesem (patrz: str. 26) takim, ze DSB(x,t), x € D, |a| < k sq procesami o wahaniu
skoriczonym.

Definicja 2.31. Potok stochastyczny forward s, o wartoSciach w G nazwiemy potokiem
Ck9-semimartyngatow, jesli ¥s ¢o;, t € [s,T) jest ciggym C*2- semimartyngatem,
adaptowanym do (F;;)ic[s,r)-filtracji generowanej przez potok pg;.

Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie ([35], Theorem 4.5.1 (i), str. 155):

Twierdzenie 2.32. Zalézmy, ze lokalna charakterystyka cigglego semimartyngatu F(z,t)
nalezy do ngl. Wowczas istnieje modyfikacja rodziny rozwiqzan oznaczonych przez
0si(x), 0 < s <t < T taka, Ze jest to stochastyczny potok homeomorfizmow forward.
Ponadto dla dowolnego s rodzina o, t € [s,T| jest potokiem C°7- semimartyngatéw
dla dowolnego v < 1.

Uwaga. Powyzsze twierdzenie sformutowane jest w [35] dla lokalnej charakterystyki
nalezacej do klasy Bl? L poniewaz jednak BS;} C Bl? " wiec twierdzenie w powyzszym
sformutowaniu pozostaje prawdziwe. W rozwazanym przez nas przypadku, jak wykaze-
my, lokalna charakterystyka nalezy do klasy ij;}, zatem wystarczy nam takie wlasnie
zalozenie.
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2.4. Wyniki dla analizowanego ukladu czastek

Przejdziemy teraz do analizy powyzszych warunkéw dla przypadku oddziatujacych
poprzez gladki potencjat czastek.

Zaktadamy, ze ruch wszystkich czastek opisany jest nastepujacym uktadem réwnan
(1.4) z hamiltonianem (1.2), odpychanymi poprzez gtadki potencjat, spetniajacy warunki
(1.3).

W naszym przypadku uktad (1.6) (réwnowazny uktadowi (1.4)) przybiera postac

t t
0 = w0+ / b(p,) dr + / O dw,, (2.47)
0 0
czyli u nas
b(x,s) = b(x)
oraz

t t
/M(gpr,dr) = /@dWT,
0 0
co rownowaznie mozna zapisaé, jako
M(z,s) =0 - W
Obliczmy jeszcze:

Az, y,t) = (M(z,-), M(y,-)) = (OW.,©W.); = (z uwagi na stalo§¢ macierzy ©)

. , . .
- (O/@dWT,O/@dWTﬁ:O/@@*d<W,W_>T:0/€)€)*dr
Zatem u nas

a(x,y,t) = ©O" (jest to macierz o statych wspétczynnikach)

Czyli lokalna charakterystyka naszego procesu (pokazemy ponizej, ze jest on semi-
martyngatem) jest postaci (©0©*, b(x)), gdzie

'S

1

3|

- stﬁl Vo(q — Qj)
b@)=b((ap1, o an,pn)") = ; (2.48)
PN
~ Sjen V(g — )

Widzimy zatem (dzieki zalozeniom (1.3) o potencjale ®), ze b(-) jest funkcjg ciagla.
Pokazemy teraz, iz jest to funkcja lipschitzowska.

Zauwazmy na wstegpie, ze warunek (1.3) v) jest réwnowazny lipschitzowskosci ze
stala L, gradientu oryginalnego potencjatu .
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), to mamy zwigzek

Rzeczywiscie, jezeli ®(q) = ®(

0P 5!Q|
90 &(|q]) -

z ktérego wynika natychmiast, ze

V(g) = @ (lal) - 0 diag # [0,0,0]
Widaé stad, ze norma gradientu potencjatu ¢ jest rowna modutowi pochodnej poten-
cjatu ®, zatem lipschitzowskos$¢ jednego ze stala L; rownowazna jest lipschitzowskosci
drugiego z taka samg stala. Podobnie rzecz si¢ ma z ograniczonos$cig — ograniczonos¢
V® na RV réwnowazna jest ograniczonosci d’ na R, . Obserwacje te wykorzystamy
dalej przy dowodzie lematéw 2.33 i 3.2.

(|q]) - f’| dla ¢ # [0,0,0),

Lemat 2.33. Przy poczynionych wczesniej zatozeniach (1.3) o potencjale ® funkcja b(-),
zdefiniowana wzorem (2.48), jest lipschitzowska z pewnq statq dodatniq
L = L(m, N, Ly) (Ly to stata Lipschitza dla ', patrz: (1.3) v)).

Dowdd. Przypomnijmy, iz

p1
- Zj;él V(I)((h - Qj)
b(I) =b (((1172717 oo 7q1V7pN>T) =

oy
— 22NV %(QN - q;)
Zatem dla dowolnych z, 7 € R5Y mozemy napisac:
pL Py
— 241 V%((h —q;) — 241 Vﬁé(@ —q;)
b() — b(@)| = s - ;
PN PN
— D_j£N VT&)(QIN —q;) — 2N V%(QN - q;)

P1—P1
m

Zj;ﬂ [V@@1 ) Vd) Q1 - q]

PN—PN
m

D j£N [V‘I’@N —G;) — N — qJ

971/2

> [Ve@G -7, - V(g — ¢))]

J#

1 N ) N
= |5 _Ilpi = D" +
m%; >

=1

Bedziemy chcieli pokazad, ze powyzsze wyrazenie mozna oszacowaé z gory przez

N N 1/2
L [Z Ipi — @’2 + Z |7, — Qz‘|2]
i=1

i=1
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dla pewnej statej dodatniej L. W tym celu szacujemy

971/2
1 N N
ﬁ2|pz‘—@|2+z Z [VCI) q;) —V@(qz'—%‘)} <
i=1 =1 |j#1i
(nier(’)wnoéé tréjkqta)
971/2
N
e Z RS (Z\V@ — V(g; J)\) <
i=1 \ j#i
(hpschitzowskoéc’ V(I))
_ 27 1/2
1 N ) N
< @Zm—m +Z(ZL1’(QZ —(qi—qj)’)
i=1 i=1 \ j#i
11/2
1 N ) N
= |7z Xl =7 +Z(ZL1!<qz—qz>—<qj—qj>\) <
i=1 i=1 \j#i
< nieréwnosé |u — v| < |u| + |v|)
97 1/2
1 N ) ) N
< | Sl Bl LY (Z (17— @l +1g —qj\))
i—1 i=1 \j#i
_ 1 N N 2 1/2
= 72 —-pl* + L3 Z( — g, - Qi|+2|q]'_%'|> <
i=1 i=1 G

N

N

N

< nieréwnos¢ (D |a;|)?

1
72

[ 1
72

Ly
PR |p.
m? = '

1
— |pi

i

'1 N - N B N -
WZ‘]%—]%F*'?L%(N_ 1)221%—%’24‘2[@]\7(2‘% —
i=1 Jj=1

N

=1

—pil* + 2L3(N —

— 7% + 2L2(2N?

( nieréwnos¢ (a + b)* < 2+ (a* + b2))

N o\ 112
Bl 2Lty ((N—l) @ - al*+ (X, - ) )
i=1 j#i ]
N 9 71/2
—pl2Ld Y (V= 1) — (Z|q] i)
i=1
S o1)2

i=1

<N laf)

N 1/2
1)? Z @ — al* +2LIN? Y [g; - qj!2]

i=1 j=1

N 1/2
N+ 1Y g —qﬂ

i=1

47
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N N 1/2
1
<LI> I =ml + > 13— qﬂ dla L = max{m, L1y/2(2N? — 2N + 1)} :

i=1
U

Z lematu 2.33 wynika w szczeg6lnosci, ze funkcja b(-) ma wahanie skoriczone. Zatem
dzieki temu, iz proces O - W jest ciaglym martyngatem wynika, ze proces F'(x,t) jest
cigglym semimartyngatem.

Teraz pozostalo zatem sprawdzenie, ze lokalna charakterystyka tego semimartyngatu
nalezy do klasy BS;}. W ten sposéb pokazemy spelnienie zatozen twierdzen 2.23 oraz
2.32 1 dowiedziemy ostatecznie istnienia jednoznacznego rozwigzania zagadnienia (1.4)
oraz istnienia modyfikacji tego rozwigzania, bedacej stochastycznym potokiem home-
omorfizméw forward.

Twierdzenie 2.34. JeZeli spetnione sq zatoZenia (HI), (H2) oraz (H3), to uktad (1.6)
z hamiltonianem (1.2) posiada dla dowolnego warunku poczgtkowego x € 1’y jedno-
znaczne rozwigzanie.> Ponadto istnieje modyfikacja rodziny rozwiqzan tego ukfadu, be-
dqca stochastycznym potokiem homeomorfizmow forward.

Dowéd. Musimy najpierw pokazaé, ze a € ij;}, co réwnowazne jest temu, iz
a(x,y,t) jest procesem prognozowalnym o warto$ciach w C°' oraz spetniona jest nie-
ré6wnosé [ |la(-, -, t)|l5,1 dt < oo i dodatkowo istnieje stala c taka, ze dla dowolnego ¢
a(-, -, t)||5;1 < cjest spetniona p.n. W naszym przypadku a(z,y,t) = ©O*
1 jest to macierz o statych wspétczynnikach, jest to zatem proces prognozowalny. Row-
niez a(z,y,t) € C*', gdyz dla dowolnego t zachodzi a € C° (RGN X R6N> ia jest
lipschitzowski (co réwnowazne jest warunkowi z definicji 2.1 méwigcemu, iz pochodne
D%a, |a] = m sg 0—Holderowsko ciagle, gdzie w naszym przypadku m = 0, 6 = 1).
Dalej mamy (ze wzordéw (2.5) oraz (2.6))

OO*
lally = [l0&°; = sup —199°]

N 3
= @@* - 1 +§z
AT el gy 109 = 2 2+

1j=1

oraz i} . i} .
||a||5+1 - sup H@@ — OO* — OO* + 6006 H _
z,y,a y ERON |z —2'||ly — /|
vz y#y'
Ponadto

T
/HaHONHdt:/adt:aT< +00.
0 0

Widzimy wiec, ze a € BY;'.

Teraz nalezy jeszcze sprawdzié, czy b(x, t) jest procesem prognozowalnym o wartosciach
w COL i cay [T [[b(-,1)
Wiadomo, ze w ogdlnosci proces adaptowany, lewostronnie ciggly jest procesem progno-
zowalnym ([20], Proposition 3.6, str. 76). U nas proces b(x,t) = b(z) jest adaptowany

2 Oczywiscie jezeli chcemy nadaé rozwiazaniu sens fizyczny, to warunek poczatkowy z powinien
naleze¢ do I'y; jednak twierdzenie pozostaje prawdziwe, jesli zalozymy tylko, iz warunek poczatkowy z
nalezy do calej przestrzeni fazowej I'.
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1 nawet ciagly, zatem jest prognozowalny.

Teraz nalezy sprawdzi€ jeszcze, czy b(z,t) jest C%'-procesem (patrz: str. 26).

Wiemy, ze funkcja b(-) jest ciggta. Aby b(-) € C%! musi jeszcze byé to funkcja lipschit-
zowska, to jednak mamy zagwarantowane dzigki lematowi 2.33.

Ostatnim warunkiem, ktéry nalezy pokazad, jest

T
J 1Bl dt < +oc.
0

Z uwagi na niezalezno$¢ funkcji b od czasu powyzszy warunek bedzie spetniony, jezeli
||b(+,t)||o+1 bedzie skoficzona.
Mamy jednak

15 Dllos = sup LI g, 1@ =PI

RGN 1+ |:E| z,ycRON |£L‘ - y|

Poniewaz b(-) jest funkcjg lipschitzowska, to norma ta jest skoriczona, gdyz jej drugi
sktadnik jest ograniczony przez statg Lipschitza, za$ pierwszy mozna oszacowac tak:

Va,y  [b(z) = b(y)| < Ll —y| = [b(z) = b(0)] < Llz| = [b(x)[ — [b(0)| < Llz|

= |b(z)| < L|z| 4+ [6(0)| < K(1 + |z|), (2.49)

gdzie K = max(L, [b(0)]).
Zatem b(-) € BY;'. Spenione sa wigc zatozenia twierdzer 2.23 i 2.32.

3 W rzeczywisto$ci dzigki zatozeniu (1.3) iv) zachodzi b(0) = 0, zatem mozna przyjaé K = L.






Rozdziat 3

Niektore wlasnoSci rozwigzania zagadnienia

3.1. Ciagla zaleznosS¢ rozwigzania od warunku poczatkowego

Bedziemy zajmowaé si¢ w dalszym ciggu uktadem réwnan (1.4), opisujacym ruch
N > 2 czastek w R3, oddziatujacych poprzez gladki potencjat ®, speliajacy warunki
(1.3).
Wiemy juz z poprzedniego rozdziatu, ze uktad réwnan (1.6) posiada jednoznaczne roz-
wigzanie (ktérego modyfikacja tworzy stochastyczny potok homeomorfizméw forward).
Pokazemy teraz, ze rozwigzanie to zalezy w sposob ciggly od warunku poczatkowego.
Przez X (t,x) oznaczaé bedziemy rozwigzanie catkowe' zagadnienia (1.6) z warunkiem
poczatkowym X (0) = x, gdzie = € ['y.

Stwierdzenie 3.1. Jezeli funkcja wektorowa b, dana wzorem (2.48), jest lipschitzow-
ska ze stalq L > 0, to przyrost w przedziale czasu [0,T] wartosci procesu X(t,x),
spetniajgcego rownanie (1.8), wzgledem zmiennych 7 przestrzeni fazowej, szacuje si¢ w
nastepujgcy sposob:

1X(tx) — Xt y)|lew < V265 |z —y|, o,y € Ty, 3.1)

dzie || - = est normq w przestrzeni proceséow adaptowanych
gdzie || -||cy, "”cw(mamL%nJmmm)J q w przestrzeni p ptowany
do W, ciqglych w sensie Sredniokwadratowym (patrz (1.7)).

Dowéd. Dla ¢ € [0, 7] mamy, korzystajac z réwnania (1.8),

X(t,2) = X(ty) =z —y+ [ [H(X(5.2)) = b(X(s.1))] ds.

zatem mozemy szacowac:

2

z—y+ / [B(X (5,2)) — b(X (5,1))] ds

) (3.2)

<2z —y)* +2E

[ [px(s.2)) = b(X(5.9))] ds

! Czyli, przypomnijmy, proces stochastyczny, nalezacy do przestrzeni Cyy ([0, T]; L? (Q, F,P;T) ).
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Zauwazmy, ze jezeli mamy funkcje o wartoSciach wektorowych, to dla catki z niej
rowniez mamy szacowanie podobne, jak dla catki z funkcji rzeczywiste;j:

[ (o)
12(s) ds> ( O/t 12 ds)] " =Vt

1/2 :
f2(s) dS] = \/Z{/ |f(s)|2ds]

1/2

< (nieréwno$¢ Holdera z g = 1)

/tf(s) ds

P 1/2
> [ 26 ds]

N
™
—

1/2

Zapiszmy powyzsza nieréwnos¢ w dogodnej do zastosowan postaci:

t

2
< t/ | (s)[2 ds. (3.3)

0

/tf(s) ds

Wykorzystujac nieréwnos¢ (3.3) mozemy dalej szacowaé wyrazenie (3.2):

2
2|z — y|* + 2E

[ px(s.2)) = b(X (5. 9))] ds

‘ 2

<20z — y)? +2t-E/\b(X(s,x)) —b(X (s, )| ds

2
‘ ds.

t
<2l —yl* + 2tL2E/ ’X(s;c) — X(s,y)

0
Zatem pokazaliSmy nieréwno$¢ (po wejsciu z warto$ciag oczekiwang pod calke):

2
\ ds. (3.4)

t
EIX () = X(ty) < 2f -yl + 222 [ E[X(5,2) = X(s,9)
0
Stosujac teraz do (3.4) nieréwnos¢ Gronwalla (lemat 2.13), otrzymujemy:
E[X(t,2) — X(t,y)]” < 2z —y[e ™.
Poniewaz jednak
A\ 2
I(0.0) = X (el = ( sup B(X(.2) = X(e)))
te|0,

to mamy ostatecznie szacowanie

2712 1/2 22
X (t,2) — X (£, y)llcw < ( SE(J)PT 2|z — y|?e® " > = V2eE Tz — .
t€|0,

]
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3.2. Roézniczkowalnosé rozwigzania wzgledem warunku
poczatkowego

Okazuje sie, ze przy nieco mocniejszych zalozeniach o funkcji b(-) rozwigzanie
zagadnienia (1.6) posiada pochodna wzgledem warunku poczatkowego. Mianowicie
musimy wiedzieé, ze b(-) nalezy do przestrzeni CZ(T') funkcji f: ' — ' dwukrotnie
rézniczkowalnych z jednostajnie ciagla i ograniczong drugg pochodng D? f oraz z norma

1fll2: = sup|f(z)] + sup [Df(x)] + sup | D*f(z)].- (3.5)
zel zel zel

Okazuje sie, ze przy zalozeniach (1.3) poczynionych o potencjale ®, funkcja b(-) nalezy
do przestrzeni CZ(T'). Méwi o tym kolejny lemat.

Lemat 3.2. Jezeli potencjat ¢ spetnia zatozenia (1.3), to funkcja wektorowa b(-), zdefi-
niowana wzorem (2.48), nalezy do przestrzeni CZ(T').

Dowé6d. Przypomnijmy, iz zalozyliSmy ze d nalezy do przestrzeni funkcji klasy C?
na R,. Poniewaz réwniez mamy zatozona lipschitzowskos¢ P, to stad wynika oczy-
wiscie ograniczono$¢ drugiej pochodnej funkcji ®. Poniewaz mamy zalozong ograni-
czono$¢ trzeciej rozniczki ¢ (co rownowazne jest ograniczonosci trzeciej pochodnej @’
— rozumowanie podobne do ponizszych uzasadnien tej rownowaznosci dla pierwszej i
drugiej pochodnej), to wynika stad, ze druga pochodna P jest jednostajnie ciagla. Jak
juz wspomnieliSmy wcze$niej, ograniczonos¢ @' réwnowazna jest ograniczonosci VO.
Ograniczono$¢ d jest oczywiscie réwnowazna ograniczonoSci . Aby pokazaé takg
réwnowazno$¢ dla drugich pochodnych musimy uzalezni¢ drugie pochodne czastkowe
funkcji ¢ od drugiej pochodnej funkcji 3.
Wiemy, ze

0% — ¥ (la)-
0g; Iﬂ

Obliczmy zatem dalej

505 Y = aqj< a7, !) Plab -1 | -+ @ (lal) .

Zatem mozemy oszacowaé

0*® | q;4qi = ”‘q’ di lal
q +|2'(lq
@) < [ 2 8
Pierwszy skfadnik szacujemy fatwo tak:
G| |5 44 1
wao@,<@mwyﬁ;ﬁ 5 |2 (laD)|
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Drugi sktadnik za$ szacujemy w nastepujacy sposob:

qa; I~
F(lq) . 2l =0 || ab)| | a
lq? |l Y g
< ‘5’(|(J\)| <1+ qu-qj|> < 3|<T>’(\QD‘
lq] |q|? 2| lal
3 _
< §L1 (na mocy zalozen (1.3) iv) i (1.3) v) o funkcji <I>).

Zatem mamy juz wykazang ograniczono$¢ drugiej rézniczki ®. Stad juz wynika ogra-
niczono$¢ pierwszej rézniczki funkcji b (pochodne czastkowe wspétrzednych funkcji
odpowiadajace pedom sg state, wiec istotne sg tylko pochodne czastkowe funkcji za-
wierajacych gradienty @, a te sg drugimi pochodnymi czgstkowymi funkcji ®). Aby
wykaza¢ ograniczono$¢ drugiej rézniczki b trzeba jeszcze mie¢ ograniczono$¢ trzeciej
rézniczki @, ktérg zatozyliSmy. To koriczy dowdd.

U

Teraz mozemy juz sformutowaé twierdzenie o rdézniczkowalnoSci rozwigzania zagad-
nienia (1.6) wzgledem wartoSci poczatkowej. Najpierw przypomnimy jeszcze ogdélna
definicje rézniczkowalnos$ci w przestrzeniach Banacha:

Definicja 3.3. Niech f bedzie odwzorowaniem miedzy dwiema przestrzeniami Banacha
X oraz Y, okreslonym w otoczeniu punktu x € X. Powiemy, ze [ jest roiniczkowalne w
punkcie x wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje odwzorowanie liniowe ciggle D, f: X — Y
takie, Ze

flx+u) = f(x) = (Do f)(u) = o(u)  przy u— 0,

co oznacza, ze

o 1@ 0 = 7 (@) = (DoP) @y

u=0 ullx

0

Twierdzenie 3.4. Jezeli funkcja b(-) jest lipschitzowska ze stalq L > 0 i ponadto nale-
2y do przestrzeni CZ(T), to rozwigzanie X (t,x) zagadnienia (1.6) jest rézniczkowalne

wzgledem x w przestrzeni Banacha Cyy ([O, T); L? (Q, F,B;T) ) i dla dowolnego wektora
h € I' zachodzi wzor
DX(t,z)-h=7n"(t,z) pn.,> (3.6)

gdzie "' (t,z) jest (jedynym) rozwigzaniem réwnania catkowego

t
n'(t,r) = h + /Db(X(s,x)) -n"(s,x)ds, t >0 p.n. 3.7
0
Ponadto -
" (t, )|y < V26X T |h|, z €T, (3.8)

2 nh(t, ) jest p.n. pochodna kierunkowa w chwili ¢ w punkcie x rozwigzania X w kierunku wektora
h.
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Dowéd. W dowodzie bedziemy nas§ladowaé rozumowanie z [18] — Theorem 3.6, str. 65.
Jesli n"(t, z) jest rozwigzaniem réwnania catkowego (3.7), to mozemy je oszacowad
w analogiczny sposob, jak przy dowodzie stwierdzenia 3.1:

Eh%mwf:@h+/pmxgxnwgwﬁw

2

t

/Db(X(s7 z))-n"(s,z)ds

2
< 2/h* + 2E

t

< 2|h|2+2tEl/ ‘Db(X(s,x)) : nh(s,x)‘st]

t
< (nieréwnosé dla normy macierzy Db) 2|h|* + QtE[/ HDb(X(s, x))HQ’nh(s, x)‘2 ds]
0

i dzigki lipschitzowskoSci b ze stala L jej r6zniczka ma norme nie przekraczajaca L,
skad mamy dalsze szacowanie

2|h|* + QtE[/ HDb(X(s, :E))HQ‘nh(s, :B)’Q ds]

t
< 2| + 2tL2]E[/ ‘77}1(3,:6)‘2 ds].
0

PokazaliSmy wigc nieréwnos¢ (po wejsciu z wartoscig oczekiwang pod calke):

t
<2mﬁ+%ﬂﬂ/EMW&@f@L
0

Bl (¢, z)|

zatem z nieréwnoSci Gronwalla (lemat 2.13) dostajemy:

2
Efn"(t, z)| < 2" (3.9)
Stad mamy oszacowanie
1/2
7" (t, )0y < <t§BpT}2|h|262L2t2> — V2P|, (3.10)

co daje nam (3.8).

Teraz pokazemy, ze proces 7" (t, z), bedacy rozwigzaniem réwnania (3.7), spetnia réw-
nanie (3.6).

Ustalmy 7' > 0, x € " oraz wektor h € T taki, ze |h| < 1. Pokazemy, ze istnieje stata
Cr > 0 taka, ze

| X (t, 2+ h) — X(t,2) — n"(t,2)|lc,, < Crlh|? (3.11)
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(ktéra to nieréwnos$¢ w mysl definicji 3.3 pocigga za sobg warunek (3.6)).
Wprowadzajac oznaczenie

rh(t, o) = X(t,x + h) — X(t,z) —n"(t, 2) (3.12)

widzimy, ze " (t,z) spetnia réwnanie (po uwzglednieniu zwiazku (1.8)):

rh(t,x) =z +h+ /b(X(s,x +h))ds —x — /b(X(s,x)) ds —n"(t, )
° (3.13)

t

:/[b(X(s,Hh))—b(X(s,m))} ds—/Db(X(s,:c))-nh(s,x) ds.

Mozemy dalej przeksztalci¢ pierwszg catke w nastepujacy sposéb (zmieniajac po drodze
zmienne):

X(s,z+h)—X (s,x)

o\ﬁ
L |
S
—~

X(s, +h)) = b(X(s,2))| ds = /

0

Db(y + X (s,x)) dy] ds

( podstawiamy y = & - (X(s, x4+ h) — X(s, 95)))

(3.14)

Funkcja r" zatem (dzieki zwiazkom (3.12), (3.13), (3.14)) daje sie¢ zapisaé w postaci

t

rh(t,z) = /[/Db (€,5)) de

0

edzie p(¢,s) = EX (s, + ) + (1— &)X (s, 2).
Przepiszemy te rowno$¢ w jeszcze innej postaci, dogodnej do dalszych rozwazan:

r(t2) = /t[/Db (&5 )d£] Ms, ) ds
*j{/[Db@( 5)) — Db(X (s, ))}dﬁ} "(s,x) ds.

Bedziemy chcieli oszacowaé normg ||-||¢,,, powyzszego wyrazenia. W tym celu obliczmy
warto$¢ oczekiwang kwadratu jego normy (w I'). Podobnie, jak przy kilku wcze$niej-

t

(r (s,x)+nh(s,x))ds—/Db(X(s,g;)) (s, x) ds,

0
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szych rachunkach najpierw oszacujemy kwadrat normy sumy dwoch wyrazen przez sume
podwojonych kwadratéw ich norm. Mamy zatem

/ >d§] (s.) ds

2
E|rh(t, z)|* < 2E

[|
!

) ) (3.15)
12K {/ [Db(p(¢. 5)) — Db(X (s,))] dg} h(s,z)ds| .
0
Korzystajac dwukrotnie z nieréwnosci (3.3) otrzymujemy:
t 1 2
E|rh(t, 2)|? < ZtE/ /D (p(g, ))df} (s, )| ds
\ ) ) (3.16)
+2tE/ {/ — Db(X(s,))] dg} (s, )| ds.
0 0
Dzigki nieréwnosci dla norm macierzy mamy dale;j:
t 1 2 )
E|r"(t, x)| QtE/ /D (p(&,s))dE ’ (s, x)’ ds
) ) (3.17)
2
/ [Db(p(€, ) — Db(X (s, )] de| [ (s,)| ds.
0
Oszacujemy jeszcze wyrazenia podcatkowe. Najpierw z pierwszej calki:
1 2 1 )
[ Dvtote s dg| < [ pvite, o) de < 2 (3.18)
0

Dla drugiej calki za$ korzystajac z tw. Lagrange’a o wartoSci Sredniej mamy:

/[Db(p(g,s)) — Db(X(s,z /HDb ) — Db(X (s,2)|| de

< / [D2] - [¢ - (X (s, + 1) — (X (s,2))[ aé

| /15%15

2
= HD2()H2 . ‘X(s,:r +h)— X(s,x ‘2

_ ;HD%HQ X (5,24 h) — X(s,2)|

(3.19)
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Teraz mozemy szacowac dalej prawa stron¢ nieréwnoSci (3.17) (korzystajac z oszacowan
(3.18) 1 (3.19)):

ds

t
E|r"(t, 2)|* < 2tL2E/‘rh(s,a:)‘2
° (3.20)

ds.

’ 2

t
2
+ StIDBIPE [ [X(s,0 4 h) = X(s,0)| [n"(5,2)
0

Poniewaz jednak (patrz (3.12)) X (s, + h) — X(s,x) = r"(s,z) + n"(s, z), mozemy
powyzsza nieréwnos¢ zapisa¢ w postaci

t
E|r"(t,z)* < 2tL2E/‘rh(s,x)’2 ds

° (3.21)
ds.

t
2 2 2
+ SHIDBIPE [[|r(s,2) + (s, )| ol (5, 2)]
0

Raz jeszcze szacujac kwadrat normy sumy elementéw przez sum¢ podwojonych kwa-
dratéw norm tych elementéw dostajemy:

¢
E|rh(t, x)|? < 2tL2]E/ ‘rh(s,x)‘2ds
0

. (3.22)
4 22 h 2 h 2\ h 2
+ StDIPE [ (|5 ot (s, ) o (s ) s
0
Mamy jednak nieréwnos$¢ (3.9), po uwzglednieniu ktorej mozemy napisaé
/ 2
E|rh(t, z)|? < 2tL2E/‘rh(s,x)‘ ds

‘ (3.23)

t
4 2
+ ot DR | (\rh(s,x)\ 4 2\h\262ﬂ252>21h1262L282 ds.
0
Poniewaz s < T, to dzigki monotonicznos$ci funkcji exp mozemy ostatecznie oszacowac:

t
E|rh(t, x)|? < 2tL2]E/ ‘Th(s,x)rds
° (3.24)
4 2
+ §t||Dzb||2E/ (\rh(s,x)\ + 2|h|262L2T2>2|h|262L2T2 ds,
0
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CO po uproszczeniu oraz oszacowaniu t przez 1" przybiera postaé
; 2
Elrh(t, 2)|? < 2TL2E/‘rh(s,x)‘ ds
0

t

16 8

+ 5 TP DA |l et T + §T||D?b||2|h|2@2L2T2E/ [r (s, )| ds.
0

(3.25)

Po uporzagdkowaniu oraz oszacowaniu normy || D?b|| przez ||b]| (patrz: (3.5)), a takze
oszacowaniu normy jednego z wektorow h przez 1 (zalozenie na str. 55) dostajemy:

t
8 22 16 22
Elr'(t,a)|* < (2T L3+ S Tb|3e T )/E\rh(s,x)fds+§T2|\b\|ge4L IRt (3.26)

0

Kladac vr := 4Te22°T* | nieréwnos$é (3.26) mozna zapisaé w nieco bardziej przejrzystej
formie:

t
2 2 1
Elr'(t,2)? < (2717 + Sorlbll3) [ B (s, o] ds + S bladAl. 327)
0

Z nieréwnosci Gronwalla (lemat 2.13) dostajemy wiec oszacowanie

2TL2+%7T||b‘|%)t

1
Elr"(t, z)[* < 9!|b\\%v%\h\4e( (3.28)

Biorac teraz supremum obu stron po ¢ € [0, T'] oraz pierwiastkujac dostajemy ostateczny
wynik:

1 1
||Th(t7$)||CW < 3||b||2’7T|h|2@(TL2+97Tbng)T. (3.29)

Przyjmujac wiec
1 2,1 2
Cr= 3||bH27Te(TL +97T”bH2)T
otrzymujemy teze.
Pozostato jeszcze do wykazania istnienie 1 jednoznacznoS$¢ rozwigzania. W tym celu
wprowadzmy przeksztatcenie ((X)(t) zdefiniowane w nastgpujacy sposob:

C(X)(t) = / Db(X(s,2)) - if"(s,2)ds  dla X € Oy, t € [0, 7). (3.30)

Widzimy, ze jest to przeksztafcenie przestrzeni Banacha CW<[O, T); L* (Q, F,P; F)) w
nig samg (wynika to z lipschitzowskosci funkcji b oraz oszacowania (3.9)). Réwnanie
(3.7) mozna zapisac teraz w postaci

n"(t,x) = h+ ((X)(1). (3.31)
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Prawdziwe sa nastepujace nieréwnosci (korzystamy z nieréwnosci (3.3), (3.9), faktu ze
|h| < 1 i lipschitzowskosci Db, ktéra jest konsekwencjg faktu, iz b € C? — patrz lemat
3.2 1 jego dowdd):

2

E[¢(X) - ¢(Y)*=E

/ [Db(X(s)) = Db(Y (5))] - 0" (s, ) ds

~+

< tE/\Db(X(s)) — DY ()] - (s, ) ds (3.32)

t
<262L2t2]|b||§tE/ X(s) = Y(s)| ds.
0

zatem biorac supremum po ¢ € [0, 7] oraz pierwiastkujac obie strony dostajemy:
I6(X) = ¢Vl < " BllaVRTIX = Yl (3.33)

Jezeli teraz wybierzemy T € (0, 7] takie, ze

eV T ||b]|oy/2Th < 1, (3.34)

to ((X)(t) bedzie kontrakcja na CW([O,Tl];L2 (Q, F,P; F)) A zatem istnieje do-
ktadnie jeden (P-p.n.) proces 7" spetniajacy warunek (3.30). Wobec tego réwnanie
(3.31) (a zatem 1 réwnanie (3.7)) posiada jednoznacznie wyznaczone rozwigzanie na
CW<[0,T s L2 (Q, F,P; F)) Dodatkowego warunku (3.34) mozna si¢ pozby¢, jezeli
bedziemy rozwazali réwnanie (3.7) na przedziatach [0, 73], [11,27}] itd., gdzie T} jest
wybrane tak, by spetniato warunek (3.34) (wéwczas dtugosci tych przedziatéw, wyno-
szace T, spetniaja nieréwnos¢ (3.34), zatem ( jest na tych przedziatach kontrakcja). To

pokazuje istnienie i jednoznaczno$¢ rozwigzania na calym przedziale [0, 7).
4



Rozdzial 4

Stochastyczne réwnanie Liouville’a

W rozdziale tym zajmiemy si¢ wyprowadzenia réwnania, ktére spetnia¢ musi funkcja

gestosci losowej rozktadu potozenia uktadu N czgstek w przestrzeni fazowej. Rowna-
nie opisujace ewolucje gestoSci rozktadu potozenia uktadu oddziatujacych czastek jest
podstawowym narz¢dziem przy wyprowadzaniu réwnan opisujacych ewolucje w czasie
funkcji gestosci dla wybranych poduktadéw czastek (tzw. hierarchii BBGKY).
Warto przypomniec, iz w najprostszym przypadku, dla uktadu N identycznych czastek o
masie m > 0 kazda (poruszajacych si¢ zgodnie z zasadami dynamiki Newtona), ktérych
ruch opisany jest (w ujeciu hamiltonowskim) uktadem réwnan (p; to ped i-tej czastki,
¢; to jej potozenie, g—g to predkos¢ i-tej czastki, zas —g—i to dzialajaca na nig sita):

4.1
dp; = _gg dt 1)

{dqi = 2 gt

réwnanie Liouville’a dla funkcji P = P(t, X), bedacej (deterministyczng) ggstoscia
rozkladu potozenia czastek w przestrzeni fazowej przybiera posta¢ (por. [11], str. 11):

N N
%f—i—;;pi-g(];—iﬂgg-giz (4.2)
i po wprowadzeniu oznaczef z; = (q;, pi), b; = (g—g, _%)’ r=(T1,...,TN)s
b(x) = (by,...,by) moze zosta¢ zapisane w symbolicznej postaci
3f+§£;i(b¢.p):o, 43)
albo w skrocie:
08]; + 8i(b .P)=0. (4.4)

W pracy [34] R. Kubo podatl postaé stochastycznego réwnania Liouville’a dla uktadu
czastek, jednak przy zalozeniu istnienia hamiltonianu. Z zatozenia tego wynika fakt, iz
dla takiego uktadu istnieje miara niezmiennicza i jest to miara Lebesgue’a.

W rozdziale tym wyprowadzimy réwnanie Liouville’a dla uktadu (1.6), ktéry w ogol-
nosci nie musi by¢ uktadem hamiltonowskim. W zwigzku z tym miara niezmiennicza
(ktérej istnienie zatozymy) nie musi by¢ miarg Lebesgue’a (komentarz odnoS$nie tej
kwestii zamieszczony jest w rozdziale 6).
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4.1. Pélgrupa operatorow stowarzyszonych z rozwigzaniem
zagadnienia

Po wykazaniu istnienia potoku stochastycznego rozwigzan zagadnienia (1.6) (i udo-

wodnieniu jego ciggloSci oraz rézniczkowalno$ci wzgledem warunku poczatkowego)
1

mozemy wprowadzi¢ rodzing {FP;}i>o operatoréw P,: B,(I') — B,(I'),! zwiazang z
rozwigzaniem catkowym X (¢, z) zagadnienia (1.6):

Fip(x) = E[p(X(t,2))], ¢ € By(I'), t >0, x €T, (4.5)
gdzie By(T') = {f: ' — T t.ze f — borelowska i ograniczona}.
Niech || - ||o oznacza norm¢ supremum na I'. Dla dowolnego ¢ > 0 zachodzi oczywiscie

nieréwnos¢

1Pllo < lIllos 6 € By(I).
Wiadomo, ze operatory P, tworza péigrupe na By (I"). Przypomnijmy, Ze oznacza to, iz
spetniajg one nastepujace warunki:
i) Pso(r) = P(Psp(x)), ¢ € Bp(I'), z €T, s, >0,
i) Pod(a) = ¢(x), & € By(T), v €T
Jest to nawet polgrupa fellerowska, tzn. jesli ¢ € Cy(I'), to P,¢ tez do tej przestrzeni
nalezy, przy czym Cy(I") jest domknieta podprzestrzenig przestrzeni By (I"), zawierajaca
wszystkie ograniczone i jednostajnie ciggle funkcje f: I' — T
Zauwazmy jeszcze, ze dla dowolnego borelowskiego podzbioru A zbioru I' borelowska
funkcja ¢(x) = 14(x) daje zwigzek

Po(x) = Pla(z) = E[14(X(t,2))] = P(X(t,x) € A). (4.6)
Okazuje sie, ze mozna podaé¢ réwnanie, jakie musi spetnia¢ funkcja P;p(-), stowarzy-

szona z rozwigzaniem catkowym zagadnienia (1.6). Jest to tzw. réwnanie Kotmogorowa.
Mowi o tym nastepujace twierdzenie (Theorem 5.4.2, str. 71, [19]):

Twierdzenie 4.1. Niech b(-) oraz © bedq lipschitzowskie oraz niech istniejq state do-
datnie Cs i Cy takie, Ze

b(x)] < Cs(1 + |z|) dla z € T 4.7)
orazg
8] < C4(1 + |z|) dla z €T, (4.8)

a takze dodatkowo pierwsze i drugie rdzZniczki b(-) oraz © niech bedq ciggle i ograni-
czone. Ponadto ¢ niech bedzie funkcjq z CE(T). Przy tych zatoZeniach réwnanie Kot-
mogorowa backward dla zagadnienia (1.6) ma postac

Sou(t,z) = %tr[@*vm(t,x)G} + <b(x),vx(t,x)>, t>0, el
t 4.9)
v(0,2) = pla), €T
i posiada doktadnie jedno mocne rozwiqzanie, bedqgce funkcjq postaci
v(t,x) = Elp(X(t,2))] = Pp(x), t >0, x €T, (4.10)

! Przypomnijmy, ze I to przestrzefi fazowa, w ktérej porusza sie rozpatrywany ukfad czastek;
[ = (R® x R3)¥,
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Zauwazmy, ze macierz O jest stala, wigc spetnia oczywiscie wszystkie zalozenia.
Ponadto zauwazmy, ze na mocy nieréwnosci (2.49) b(-) speinia warunek (4.7). Przy
dowodzie lematu 3.2 uzasadniliSmy (na mocy zatozen o potencjale ®) cigglos¢ i ograni-
czono$¢ pierwszej i drugiej rézniczki b(-), co oznacza, iz wszystkie zalozenia twierdzenia
sa spetnione.

Podstawiajac w powyzszym zagadnieniu ¢(x) = 14(x) dla dowolnego A € T" otrzyma-
libySmy (por. (4.6)) rozwigzanie postaci v(t,x) = P(X (¢t,z) € A).

Niestety w przypadku bardziej skomplikowanych funkcji b (réwniez i w przypadku anali-
zowanego w tej pracy uktadu) nie jest znana posta¢ rozwigzania réwnania (4.9), nie daje
wigc ono praktycznej metody szukania rozktadu rozwigzan zagadnienia poczatkowego.

4.2. Stochastyczne réwnanie Liouville’a

Mozemy teraz juz przejs¢ do wyprowadzenia stochastycznej wersji rownania Lio-
uville’a, ktére spetnia funkcja gestoSci losowej rozktadu potozenia uktadu N czgstek w
przestrzeni fazowej I' = (R? x R*)Y. W tym celu musimy zatozy¢, iz pétgrupa operato-
réow P, danych wzorem (4.5), stowarzyszona z rozwigzaniem zagadnienia (1.6), posiada
miar¢ niezmienniczg u (okreslong na sigma-ciele borelowskich podzbioréw zbioru I),
tzn. ze dla dowolnego zbioru borelowskiego A C I' oraz dowolnego ¢ > 0 zachodzi
zwiazek

n(P7H(A)) = u(A). (4.11)

Uwaga. W niektoérych Zrédtach podawana jest inna wersja definicji niezmienniczoSci

miary f, mianowicie:
/ Ppdp = / @dp
r r

dla dowolnej ciaglej, ograniczonej funkcji p: I' — R.

Zauwazmy jednak, iz przyjmujac w tej definicji p(z) = 14(x) dla dowolnego borelow-
skiego A C I" otrzymujemy warunek

/]P’(X(t,x) € A)dy = /1A di = p(A),

czyli warunek poprzedni.

Zalozenie (M) o mierze niezmienniczej ::

— u jest absolutnie ciggta wzgledem miary Lebesgue’a’ i jej gestosé g: ' — R, U{0}
jest funkcja niezmiennicza wzgledem permutacji swoich zmiennych z; € R? x R3,
i €{1,...,N}, tzn. spetiony jest warunek du(X) = ¢g(X)dX dla pewnej funkcji
g: I' = R, U{0}.

Uwaga. Zauwazmy, iz g musi by¢ funkcjg symetryczng wzgledem permutacji zmien-

nych z;, i € {1,..., N}, opisujacych potozenie oraz ped kazdej z N czastek, gdyz

dzieki faktowi, iz potencjat @ jest symetryczny (zadna czastka nie jest wyrézniona) oraz

2 Szerszy komentarz odnosnie istnienia takiej miary oraz jej absolutnej ciaglosci wzgledem miary
Lebesgue’a znajduje si¢ w rozdziale 6.
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wspolczynniki dyfuzji sg takie same dla kazdej czgstki (patrz: str. 18), mamy symetri¢
rownan, opisujacych stan uktadu.

Przez ¢(t, Xo,w), gdzie p: Ry x ' x Q — T" oznaczaé bedziemy stochastyczny potok
homeomorfizméw, bedacy rozwigzaniem zagadnienia (1.6) z warunkiem poczatkowym
Xp eI

Przez P(t,-,w) oznaczaé bedziemy gestos¢ losowa, opisujaca gestos¢ rozktadu praw-
dopodobieristwa znalezienia si¢ rozpatrywanego uktadu czastek w zadanym obszarze
przestrzeni fazowej; Scisle rzecz ujmujac

P(X(t, X,) € A) = //P(t,X, w)dX dw dla A €.
QA

Zaktadamy, ze warunek poczatkowy nie jest zadany z absolutng doktadnoscia, lecz opi-
sany jest on przez gestos¢ poczatkowa Py(-,w) = P(0, -, w).

Po tych wprowadzajacych uwagach mozemy sformutowac twierdzenie opisujace ewolu-
cje w czasie (réwnanie typu Liouville’a) gestosci losowej P rozktadu potozenia uktadu
czastek w przestrzeni fazowe;j.

Twierdzenie 4.2. Niech X bedzie procesem stochastycznym, naleigcym do przestrzeni
Cw ([0, T); L? (9, F,P;T) ) (patrz: str.21), bedgcym rozwigzaniem catkowym zagadnie-
nia

{dX(t) = (X (1)) dt + ©dW (1), t >0 4.12)

X(0) = Xo,
gdzie Xy € T'o. Niech P(t,-,w) bedzie gestoscig losowq o gestosci poczqtkowej Py(-, w) =
P(0,+,w). Zatoimy, ze pdtgrupa operatoréw, danych wzorem (4.5), stowarzyszona z roz-
wiqzaniem zagadnienia (4.12), posiada miare niezmienniczq [, speiniajgcq warunek
(M). Wowczas gestos¢ P spetnia nastepujqgce stochastyczne rownanie Ito (zwane stocha-
stycznym rownaniem Liouville’a):

P(t, X, w)g(X) = Py(X) — / ai(b(s, X)P(s, X, w)g(X)) ds
+; 0] @*@(gjz (P(S,X, w)g(X)) ds—j@(g((P(s,X,w)g(X)> AW (s).

(4.13)

Dowéd. Niech A bedzie dowolnym podzbiorem przestrzeni fazowej I'. Prawdopodo-
biefistwo zdarzenia, ze X (¢, x) nalezy do zbioru A musi by¢ réwne prawdopodobieristwu
zdarzenia, ze X (t, X,) znajdowato si¢ w chwili 0 w obszarze A, sktadajacym si¢ z punk-
tow X, nalezacych do przeciwobrazu X (t, Xy), czyli takich X, ze o(t, Xo,w) € A.
Woéwczas na mocy niezmienniczos$ci miary ;4 mamy réwnanie:

/ P(t, X,w) du(X) = / Po(Xo) dXo. (4.14)
A {Xo: (p(t,Xo,UJ)EA}
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Przepiszmy teraz to rownanie korzystajac z indykatora zbioru:

/ 1A(X)P(t, X,w) du(X) = / La(p(t, Xo, ) Po(Xo) dXo. (4.15)

Pamigtajac jednak, ze o(t, Xo,w) jest rozwigzaniem zagadnienia (1.6), czyli procesem
X (t), widzimy, ze wyrazenia bedace argumentami indykatoréw po obu stronach powyz-
szej réwnosci sg tozsamosciowo réwne.

Na mocy addytywnosci catki otrzymujemy analogiczne réwnanie dla dowolnej funkcji
schodkowej ¢:

[ OPHX,0) du(X) = [ (et Xo.w) Po(Xo) dXo.  (416)

za$ po przejsciu granicznym otrzymujemy prawdziwos¢ tej réwnosci dla dowolnej funk-
cji probnej ¢ € Cg° (I).

Ustalmy teraz dowolng taka funkcje. Bedziemy ja dalej oznaczaé réwniez przez 1.
Ustalmy tez warunek poczatkowy X,. Poniewaz 1 jest klasy C*°, za§ X (t) jest semi-
martyngatem, to mozemy teraz zastosowaé¢ wzor Itd do (X (¢)) i otrzymad:

1
(X (2)) = (wa(X(t)) + 2@*1/1XX(X(t))@) dt + Oy (X(1)dW (D).  (4.17)
Przepisujac powyzsze réwnanie w terminach potoku ¢(t, Xo,w) = X (t) uzyskujemy:
1 *
dip (ip(t, Xo,w)) = (box ((t, Xo,w)) + 5O Uxx (io(t, Xo,w))©) dt
+ Oy (90(75, Xo, w)) AW (2).
Zapiszemy teraz powyzsze rownanie w postaci catkowej:

! 8¢(¢(3,X0,w))

¢(¢(t;Xo,w)) = w(Xo) + /b(S,XO) X ds

(4.18)

0
P 0 , Xo, N, , Xo,
+;0/@*@ ¢(‘p§;2 ) ds+0/6 Wp(;{,” <) AV (s).

(4.19)

Pomn6zmy obie strony tego réwnania przez Py(Xj) i scatkujmy po I' wzgledem X:

[ (ot Xo,w)) PolXo) dXo = [ 0(Xo) Po(Xo) 4o

t 8 7X7
+//b(s,X0) w(w(;X 0.2)) ds Po(Xo) dXo
t (4.20)

t
+; /] @*@a%(wéi’(fo’w)) ds Py(Xo) dXo
I

+//@aw(¢(;§0’w>) AW () Po(Xo) dXo.
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Zauwazmy, ze zachodzi oczywista réwnos¢:

T

JeX)R0) dX = [ 6(X0)R(Xo) dXo @21)

Jezeli teraz zastosujemy réwnanie (4.16) kolejno do funkcji prébnych:

5(X) = v(X),
6(x) = b(s, ) 0.

¢(X)=1@*@ (;/,)((;2()’ (4.22)
o(x) =020

JUXIPE X w) du(X) = [ 0ot Xo,w)) Pol(Xo) dXo,

/ b(s,X)aﬁg)P(s,X, D) du(X) = [ b(s,Xo)aw(‘p(;}?(‘)’”))zao(xo) iXo,
' . ' o X (4.23)
F/;@*@ag@(jj)}’(s,){, D an(x) = [ Lo T by ax,

F/ @agg)zﬂ(s,x,w) dp(X) = F/ @W(@(;,;(o,w))]jo()(o) dX,.

Zapiszemy teraz réwnanie (4.20) w réwnowaznej postaci, korzystajac z réwnan (4.23)
oraz réwnosci (4.21):

/w P(t, X, w) dp(X) = [ 0(X)Ro(X)dX

oo (X)
+I/0/2@@ 9x? P(s, X,w)dsdu(X)

+F/O/ &g(X)P(s,X,w)dW(s) dp(X).

(4.24)
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Jezeli skorzystamy teraz z zatozenia o istnieniu gestoSci g miary p wzgledem miary
Lebesgue’a, to dostaniemy rownowazne rownanie:

[ eOP(H X w)g(X) dX = [$(X)R(X) dX

+//b(s7X)8w(X)P(s,X,w)g(X) ds dX

r o
(4.25)

+//;@*@a2w(X)P(S,X,w)g(X) dsdX
ro

+//®a¢(X)P(5>X7W)9(X)dW(s)dX_

Zapiszmy teraz precyzyjniej iloczyny skalarne w wyrazeniach podcatkowych powyzsze-
go réwnania w postaci sum:

JeOPH X w)g(X) dX = [G(X)R(X) dX

+ i / / bia¢(xX)P(s, X, w)g(X) dsdX

=1 a ?
P
N ¢ 2 (4.26)
1 X
+Z//9;*9ia YK p(s, X,w)g(X) ds dX
= 2 Ox;
T o
N t
X
+ Z//@O‘g( ) P(s, X, w)g(X) AW (s) dX,
=11 D i
pamietajac, ze kazde x; € RS jest wektorem (g;, p;), b; € R jest wektorem (g—g, —gZ ),

n; 0O
0 &

za$ #; to macierz diagonalna ( ), gdzie 7, oraz &; sa stalymi macierzami diago-

nalnymi wymiaru 3.

Skorzystamy teraz ze wzoru na catkowanie przez czesci, mowigcego iz dla dowolnego
ograniczonego podzbioru otwartego U przestrzeni R™ z brzegiem OU klasy C' zachodzi
zwiazek

Ou ~vda::—/u‘avdx+/u~vl/id5, ie{l,2,...,n}
ou

o0x; Z;
U ¢ U ’

gdzie v oznacza i—ta wspSlrzedna jednostkowego zewnetrznego wektora normalnego
do powierzchni OU, za$ dS — miar¢ powierzchniowa na OU.

Przeksztatlcimy sktadniki wystepujace w rownaniu (4.26) korzystajac z faktu, iz funkcja
Y jest klasy Cg°, gdyz dzigki temu bedziemy w rzeczywistosci catkowaé po obszarze
ograniczonym i calki powierzchniowe po brzegu tego obszaru znikng.
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Podstawiajgc zamiast a“ - funkcje ( )| za$ zamiast v funkcje b; P(s, X, w)g(X) otrzy-
mujemy:

t

//tbia@ggi()]) X, w)g(X)dsdX = — //w

0

<b P(s, X,w)g (X)) dsdX.

(4.27)
Podstawiajac zamiast g—; funkcje 2 g;;(), za$ zamiast v funkcje 070;P(s, X,w)g(X)
otrzymujemy: l

//(9 0; 82w 2 )P(S,X,w)g(X)dst

l

. (4.28)
_/0/ - 8% (GiQiP(S,X,w)g(XD ds dX,
za$ po ponownym podstawieniu we wzorze na calkowanie przez czeSci zamiast g“‘
funkcji 2 ( )| za$ zamiast v funkCJl <9*9 P(s, X,w)g(X )) dostajemy
t
// oz, 6% <9i9iP(s,X,w)g(X)> dsdX
0 . (4.29)
_ —//zp (e*e P(s, X,w)g (X)) ds dX,
0
skad wynika zwigzek
[ e, P0(X)
//9;‘@ 92 P(s, X,w)g(X)dsdX
L
b . (4.30)
://¢ (9*0 P(s, X,w)g (X)) ds dX.
ro
Podstawiajac wreszcie zamiast g—; funkcje %f), za$ zamiast v funkcje
0;P(s, X,w)g(X), otrzymamy
t
oY (X
/ / 0, g( ) P(s, X, w0)g(X) dW (s) dX
. €y
b t (4.31)

-~ [

(0 P(s, X,w)g (X)) AW (s) dX.
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Ostatecznie wigc (przy zalozeniu, ze P jest dostatecznie gtadka, by méc catkowaé przez
czedci oraz zmienia¢ kolejno$¢ catkowania, a takze uwzgledniajac stalo$¢ macierzy 6,)
otrzymujemy réwnanie:

[ $OP(E X, w)g(X) dX = / V(X)Po(X) dX
—fj//t¢ o (bP(s X, w)g (X))dst

=17

(4.32)

N

+Z//t;¢(x)9;k9i§;(P(s,X,w)g(X)) dsdX

i=1

N t
Z//¢ (P(s X, w)g(X )) AW () dX.
=i 'O

Zapiszmy jeszcze powyzsze rOwnanie w uproszczonej, symbolicznej formie:

[ eOPH X w)g(X) dX = [$(X)R(X) dX
| o0 2 (6
] [

( s, X)P(s, X, w)g(X)) ds dX

(4.33)

[\D\»—t

0X
/t O <P(3>Xaw)9(X)> dsdX

_//t¢ ( (s, X, w)g <X)) dW (s)dX.

Poniewaz powyzsza réwno$¢ musi by¢ spetniona dla kazdej funkcji prébnej ¢, to oczy-
wiscie bedzie tez spetniona po opuszczeniu calek po obszarze I' oraz funkcji prébnej.
Otrzymujemy stad réwnanie

0X

t

-, /@ @ax2< o X w)g(X)> ds—/@a(z( (P(s X, w)g (X)) AW (s),

P(t, X, w)g(X) = Py(X) — / 8(19(3, X)P(s, X, w)g(X)) ds
0 (4.34)

ktére jest rownaniem Liouville’a dla stochastycznego uktadu oddziatujacych czastek.
W wersji r6zniczkowej réwnanie to ma postaé

(‘W(téj(vw)g(x) + ;X (b(t X)P(t,X,W)g(X)» dt

(4.35)

(@ @63;( P(t, X,w)g(X))) dt — @5{( (t, X,w)g(X)> AW (t).






Rozdziat 5

Hierarchia BBGKY dla stochastycznego
ukladu czastek

Korzystajac z wyprowadzonego w poprzednim rozdziale stochastycznego réwnania
Liouville’a (4.35) wyprowadzimy teraz uktad réwnan, zwany (w przypadku determi-
nistycznym) hierarchia BBGKY (od pierwszych liter nazwisk uczonych, ktorzy jako
pierwsi si¢ nig zajmowali: Bogolubov, Born, Green, Kirkwood, Yvon, patrz: str.15), opi-
sujacy dynamike gestosci potozenia w przestrzeni fazowej uktadu dowolnie wybranych s
czastek, gdzie s € {1,2,..., N}. Zgodnie z intuicjg, dla s = N réwnaniem tym bedzie
po prostu rownanie (4.35) (gdyz réwnanie Liouville’a opisuje dynamike gestosci catego
uktadu N czgstek).

Warto przypomnied, ze w przypadku klasycznym, to znaczy dla uktadu N identycz-
nych czastek o masie m > 0 kazda, poruszajgcych si¢ zgodnie z zasadami dynamiki
Newtona, ktérych ruch moze by¢ opisany (w ujeciu hamiltonowskim) uktadem réwnar’,

{m:%&

5.1
dp; = =G dt, G-

hierarchia BBGKY réwnan rézniczkowo-catkowych, opisujacych ewolucje w czasie funk-
cji

N
P(S) = P(S)<Q1aplaq27p27"'7QS>psat) = / P(qlap1>"'7QNapN7t) H dQJ dpj7
R6(N—s) Jj=s+1

bedacej (deterministyczng) gestoscig rozktadu potozenia dowolnego uktadu s czastek w
przestrzeni fazowej przybiera posta¢ (por. [11], str. 58):

aﬂs opP®
el ; _ V(g —

Zp 0% 2; Z 2 Ip;

l;éz
P+
- - Z//V(D — Qst1) “on dgs1 dpsyr = 0.
i=1 Di

R3 R3

(5.2)

Wyprowadzimy teraz uklad stochastycznych réwnan rézniczkowo-catkowych, opisuja-
cych ewolucje w czasie funkcji gestosci potozenia w przestrzeni fazowej ukladu s czastek
(s €{1,2,...,N}), poruszajacych si¢ zgodnie z dynamika (1.4).

I gdzie p; to ped i-tej czastki, g; to jej polozenie, g—f to predkos¢ i-tej czastki, zas —g—f to dzialajaca

na nig sita, zadana wzorem g—g =—24 V(@ —a)
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5.1. Stochastyczna hierarchia BBGKY

WprowadZmy rodzing gestosci losowych

P(S) (q17p17q27p27 -vyQs, Ps, t)

N (5.3)
== / P(f117p17~~-;QN,pN7t>g<Q1>p1>---7QN7PN> H d‘rjdwﬁ
AN—s ]:S+1

odpowiadajacych gestosci rozktadu potozenia uktadu dowolnych s czastek w przestrzeni
fazowej (s € {1,2,...,N}), gdzie AN=* = ROWV=9) x ON=s przy czym QN jest
dziedzing, na ktérej okreslonych jest 6(N — s) jednowymiarowych proceséw Wienera.
Prawdziwe jest wowczas

Twierdzenie 5.1. Niech X bedzie procesem stochastycznym, naleigcym do przestrzeni
CW<[O7T]; L? (Q,]—" ,P; RSN )) (patrz: str.21), bedgcym rozwiqzaniem catkowym za-

gadnienia
{dX(t) =b(X(t))dt+O0dW(t), t >0 5
X(0) = X,

gdzie Xy € 'y, za$ b oraz © spetniajq zatoZenia podane w podrozdziale 1.3.

Niech P(t,-,w) bedzie gestoscig losowq o gestosci poczqtkowej Py(-,w) = P(0,-,w).
Zatozmy, ze potgrupa operatorow, danych wzorem (4.5), stowarzyszona z rozwigzaniem
zagadnienia (5.4), posiada miare niezmienniczq |, absolutnie ciqglq wzgledem miary
Lebesgue’a, o gestosci g: T' — R, U {0}, bedqgcej funkcjg niezmienniczg wzgledem
permutacji swoich zmiennych v; € R3 x R3, ¢ € {1,..., N}. Wowczas gestos¢ p)
spetnia nastepujqce stochastyczne rownanie Ito:

aP 1 & 0Pt & oP®)
_ ®(q; —
i B (L)
s aP(S+1)
—(N —s) Z / V(g — qSH)Tp- A1 dwgyq | dt (5.5)
i=lRe 501 ‘

W(t).

dt —
i=1

Dowdd. Scatkujemy réwnanie (4.35) wzgledem miary produktowej, odpowiadajace;j
zmiennym opisujagcym czastki o numerach s + 1,5 4+ 2,..., N. Miar¢ t¢ oznaczymy
w skrdcie przez

N

j=s+1
i bedziemy rozumieé, jako

N
H dqj dp] d’lUj.

Jj=s+1
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Dla uproszczenia zapisu wprowadZmy oznaczenie:
P(t, X, w) = P(t, X,w)g(X).

Uwaga. Zauwazmy, ze funkcja P jest réwniez, jak i1 funkcja P, symetryczna wzgle-
dem permutacji zmiennych, odpowiadajgcym ré6znym czgstkom. Wynika to z faktu, iz g
posiada tez taka symetri¢ (patrz: uwaga na str. 64).

Teraz, aby otrzymaé réwnanie ewolucji dla P®) (czyli stochastyczny odpowiednik hie-
rarchii BBGKY), nalezy scatkowa¢ réwnanie Liouville’a (4.35) wzgledem zmiennych
xj, wj, czyli wzgledem g, p;, w; (s +1 < j < N) po AV~

(/ ap(téj(’w)g(X) ﬂ dxj dw;

AN*S .7:3+1

+ / (,g((b(t,X)P(t,X,w)g(X)) I dxjdwj) di

( / @®8X2( (t, X,w)g(X)) ﬁ dxjdwj>dt

Jj=s+1

_< / @(9(}( (t, X,w)g(X)> ﬁ da:jdwj>dW(t).

AN—s ]:S+1

(5.7

Przepiszmy réwnanie (5.7) w bardziej precyzyjnej postaci. Wygodnie tez bedzie trzymacd
sktadniki sumy w tym réwnaniu oddzielnie dla ¢ < s oraz ¢ > s a takze nazwaé wskaznik
sumowania w sumach od s + 1 do N literg k, a nie ¢:

OP(t, X,w N
AN-—s ]:S+1

S

> ai(bi(t,X)P(t,X,w)g(X)) I de; dw,

i:lAN,s j=s+1

v Z / i (bk(t X)P(t, X, w)gl )) fv[ da:jdwj> dt

k= s+1 Jj=s+1

( (t, X,w)g( )> H dxj dw, (5.8)

Jj=s+1

=3(% [ 70

82 N
Ly / QZQkaQ<P(t,X,w)g(X)> II dxjdwj>dt
k=s+1, N5 Tk j=s+1
s 8 N
—<Z / Qi(P(t,X,w)g(X)) 11 dxjdwj>dW(t)
i 1AN . Ox; j=s+1

j=s+1

( / O ( tX,w)g(X)) ﬁ dxjdwj>dW(t).
k= 8+1A ]
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Aby uzyskaé réwnanie opisujace zmiany funkcji P®), musimy przeksztalcié powyzsze
rownanie, korzystajac z zaleznosci (5.3). W pierwszym sktadniku

OP(t, X,w N
/<at)g(X II dz;dw;

AN*S ]:S+1

mozemy zamieni¢ kolejno$¢ catkowania i rézniczkowania (jedyng funkcjg podcatkowa
zalezaca od czasu jest P), uzyskujac wynik:

0
e / (t, X,w)g H dx; dw;.
AN—s ] 8+1

Dzigki tej obserwacji réwnanie (5.8) mozemy zapisa¢ w postaci réwnania, kt6re musi
spetnia¢ funkcja P(t, X, w):

OP(t, X, w) &
</ T ] day du

AN—s j=s+1
N
+Z/ ( )P(t,X,w)> Il dz;duw;
AN s Jj=s+1
N
+ Z / (bﬂX)P(t,X,@) II dxjdwj> dt
k= s+1 Jj=s+1

s 2
:i(Z / 6’*9862 (t, X,w) H dxj dw,

=1\ Vs j=s+1

N 82 N
+ Y[ 80P Xw) T] dejduw )i
Or3,

k:s+1AN s j=s+1

_<i /Qia(if’(t,X,w) ﬂ d:z:jdwj>dW(t)

=1\ N—s i j=s+1

_< % / Hkaikﬁ(t,X,w) ﬁ dxjdwj>dW(t).

k:5+1AN_S j=s+1
(5.9)
Sktadnik réwnania (5.9) postaci

Z / &cl( P“’X’@) I de; o,

AN s J:3+1

rozumiemy nastepujaco:

> a aH ~ a aH " N
Pt X — (L, X)P(t, X dw ).
; (AN/—S Jg; ((9]97; (t ,w)) + Op; ( 0q; (& X)P(t, ’W)> j:111 dz; dw])
(5.10)
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Caftka pierwszego sktadnika powyzszej sumy wynosi
N
—Z / <pz tXw) H dx; dw;
AN s i Jj=s+1
i mozemy przeksztalci¢ jg nastepujaco:

R 0 = N
Z(pi / aq P(t,X,w) H dxjdwj>

AN-—s j:S+1

s N
:1Z<pi88q- / Pt X,w) I] d:z:jdwj> (5.11)

i=1 AN j=s+1
1 Z aP (s)
361@
Cafka drugiego sktadnika sumy (5.10) wynosi

= OH 0 & N

AN s Jj=s+1

Najpierw przeksztalcimy wyrazenie

Z / (9p2< a%)P(t,X,w) fv[ dz; dw;.

AN s ]:S+1

Wykorzystujac postac¢ (1.2) hamiltonianu A otrzymujemy wyrazenie:

S

N
(ZV(I) —ql>15(t,X,w) 1 dz;dw; (5.13)

i \iZ j=st1

=1, 8

1 widzimy, ze jest ono réwne zeru.
Teraz przeksztalcimy drugi sktadnik sumy (5.12), czyli wyrazenie

OH 0 - N
—Z/ 50 o 0 X0) 1 day

AN s ]:S+1
Po wstawieniu postaci sit —%= przyblera ono postaé
o -~ N
—Z / > V(g —q) 5. t. X,w) [] dzjdw;
=1, i Di j=s+1

i podobnie jak wcze$niej mozemy roztozy¢ je na dwa sktadniki:

£ (Eownw) s i

zzlAN_S j:s+1

I
_i / ( i Vq)(%—%)>£%.ﬁ(t,)(,w) ﬁ dx; dw;.

ZZlAN—S l=s+1 J=s+1

(5.14)
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Pierwszy z tych sktadnikéw réwny jest

o N N
_Z<qu) —ql>a / P(t,X,W) H dQ?jd’LUj,
=1 Pi 5 j=s+1
czyli
s AP
o> (ZV‘P g — @ ) o (5.15)

1#1

Drugi sktadnik réwnania (5.14), na mocy niezmienniczoSci funkcji P ze wzgledu na
permutacje jej argumentéw odpowiadajgcym poszczegdlnym czastkom (patrz: uwaga na
stronie 73), mozemy zapisa¢ w postaci

_i / < Z VCI) 4 —q >aiiﬁ<t7X7w) H dxjdwj

i=1 N5 \l=s+1 Jj=s+1
s 8 N N
_ Z / ( Z Vo(q; — q > P(t, X, w)dxs, 1 dwgyq H dx; dw;
=1 \f—s \l=stl op; j=s+2
) 5 N (5.16)
——(N—5Y / V(g — o) - Pt X w) dagy dwg ] day du
=1, 5, Di j=s+2
s 8P(s+1)
= _(N - 3) Z / VCI)(%‘ - q3+1)67 dxsi1 dwgyy.
=lgoy 1 Pi
Podsumowujac, sktadnik réwnania (5.9) postaci
s a . N
3 / am(bi(t,X)P(t,X, w)) I ds;dw,
=1, 5, i j=s+1
moze by¢, dzieki wzorom (5.11), (5.15) i (5.16), zapisany w postaci
3P< s opP®
il ; V(g —
Z (p dq; ) 2 (Z ! > Ip;
7 (5.17)
s aP(s—H) )
- (N - 3) Z / V‘I)(Qi - qSH)Tp- drsi1 dwgyy.

i=lpes ot

Zajmiemy si¢ teraz kolejnym skfadnikiem réwnania (5.9), mianowicie sktadnikiem po-
staci

N
Z / (bk(t X)P(t, X, w ) II dz;dw;
k=s+1, Oy, j=s+1
Rozumiemy go nastepujgco:
N

3 ( / a(MP(tXw))+a( aHP(tXw) I dxjdwj) (5.18)
v

k=s+1 an 8pk apk 8Qk j=s+1



5.1. Stochastyczna hierarchia BBGKY 77

Na mocy twierdzenia Gaussa-Greena wynosi on zero, gdyz dla kazdego k = s+1,..., N
sama catka

H¥£f<bk(t’X>ﬁ(t’X’ w)) d

réwna jest
/ bi(t, X)P(t, X, w)* ds,
ORO
zatem jeSli zatozymy, ze funkcja podcatkowa znika na brzegu rozpatrywanego obszaru,
czyli w nieskoniczonoSci, otrzymamy wartos$¢ zero.

Teraz pozostaly do analizy sktadniki wystepujace po prawej stronie réwnania (5.9).
Pierwszy z nich to

s 2 N
>/ 9*0882 (. X,w) [[ d;duw;.

:lAN s Jj=s+1

Poniewaz 6; sa macierzami o stalych wspéiczynnikach, mozemy natychmiast powyzsze
wyrazenie przeksztatci¢ do postaci

32 N
Ze* / Pt X,w) ] dojduy,

AN-—s ¢ ]:S+1

a nastgpnie zamieniajac kolejnoS¢ catkowania i1 rézniczkowania, otrzymac

s 82 _ N
> 00 / P(t,X,w) [[ du;dwy,
=1 2 AN—s Jj=s+1
czyli
., OPPC)
0:0;———. 5.19
> 065 (5.19)
Kolejny sktadnik réwnania (5.9) to
N 82 N
> / Hkéka P(t, X, w) I dz;dw;.
k:S+1AN s k ]:5+1

Mozemy go przeksztalci¢ do postaci

ZO*@k/aQ (t, X,w) dejdw]

k=s+1 AN-—s Jj=s+1

Zauwazmy teraz (podobnie, jak przy analizie sktadnika (5.18)), ze dla dowolnego
k=s+1,..., N sama catka
32
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wynosi na mocy twierdzenia Gaussa-Greena
t X, w)*ds,
ARG

zatem jest zerowa (przy zalozeniu, iz funkcja podcatkowa znika w nieskonczonosci).
Nastepny sktadnik, ktéry nalezy przeksztalcié, to

s a _ N
2:/@%£@x@ I dz; duw;.
=1, %, i j=s+1

Wynosi on

s a N

202 / t X,w) H dxj dw;
J_, 0z j=st1

1 po zamianie kolejnoSci catkowania i rézniczkowania dostajemy

N
ZemZ/PtXw I de; du;,

AN-—s J:S+1
czyli
s Ps)
Z 9107. (5.20)
= O

Ostatni skfadnik réwnania (5.9), ktéry nalezy przeksztalcic, to

N a » N
> O=—P(t, X, w) [] dz;dw;.
k=s+1, §—s Oy, j=s+1

Jest on réwny

o N
Z Oy, / —P(t X,w) [ dzjdw;
k=s+1 = AN-s j=s+1
i w tym wypadku réwniez wystarczy zauwazy¢, ze catka

jest dla dowolnego £ = s+ 1,..., N na mocy twierdzenia Gaussa-Greena zerowa.
Rzeczywiscie, wynosi ona

/ P(t, X, w)/* ds,

OR6

wiec jest rowna zero przy zalozeniu, iz funkcja P znika w nieskoficzonoSci.
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Ostatecznie, taczac wyniki uzyskane w (5.17), (5.19) oraz (5.20) otrzymujemy na-
stepujaca posta¢ rownania (5.9):

orPts 1 & ( aP<s>> s ( u >8P(S)
+— pi(t, X - V&(g —q
8t mizl ( ) 8(]2 12:21 lz:; ( l) 8]91
I£i
s 8P(8+1)
—(N—=s)>" / V(g — qSH)T dxsiy dws+1] dt (5.21)
i=lpey 01 pi
i1[e  o2p . opw)
— 2[;@.0@- e dt — [;(%&m dW (t).
O

Otrzymana ,hierarchia BBGKY” dla stochastycznego uktadu czastek rézni si¢ od hie-
rarchii klasycznej (dla czastek poruszajacych sie zgodnie z zasadami dynamiki Newtona
bez dodatkowych stochastycznych zaburzen) cztonami stojgcymi po prawej stronie znaku
rownosci, ktére stanowig wktad losowych zaburzen (por. (5.2)). Warto zauwazyc, iz tak
samo jak w przypadku klasycznym, ostatnie, /NV-te rownanie tej hierarchii (dla s = V)
jest po prostu réwnaniem Liouville’a (4.35).






Rozdzial 6

Dodatek — problem istnienia miary
niezmienniczej dla péigrupy operatorow

W podrozdziale 4.1 wprowadziliSmy rodzing operatoréw { P, },~o zwiazanych z roz-
wigzaniem calkowym X (¢, x) zagadnienia (1.6). Operatory P, tworza péigrupe felle-
rowskg na By(T).

W twierdzeniach 4.2 1 5.1 zatozyliSmy istnienie miary niezmienniczej dla polgrupy F;.
Sprébujemy odpowiedzie¢ teraz na pytanie o istnienie tej miary. Okazuje si¢, ze w
og6lnosci pokazanie jej istnienia moze by¢ zadaniem bardzo trudnym. Mozliwe jest to
tylko w pewnych szczegdlnych przypadkach.

Przede wszystkim ([19], str. 96) dla liniowych uktadéw stochastycznych postaci

dX(t) = AX(t)dt + BdW(t), t >0
X(0) ==,

gdzie A jest generatorem infinitezymalnym mocno ciagtej pétgrupy operatoréw {S(t)},
B jest przeksztalceniem liniowym, za$ dla dowolnych ¢ > 0 operator liniowy Q);, zdefi-
niowany wzorem

Qi = / S(s)BB*S*(s) ds
0

jest operatorem $ladowym (trace class)', istnieje miara niezmiennicza i co wiecej jest
ona splotem miary niezmienniczej dla uktadu deterministycznego

dZ(t) = AZ(t) dt

oraz pewnej miary gaussowskie;j.
Istnieje réwniez charakteryzacja miary niezmienniczej dla tzw. ukfadow gradientowych.
Méwi o tym nastepujace twierdzenie ([44], Twierdzenie 4.2, str. 49)%:

Twierdzenie 6.1. Niech proces stochastyczny X (t) spetnia réwnanie
1
dX(t) = SVU(X(1))dt + QY2 dw (t), 6.1)

I W skoriczenie wymiarowej przestrzeni Hilberta kazdy liniowy operator jest §ladowy.
2 Tresci twierdzen 6.1 oraz 6.2 zostaly przeformulowane w réwnowazny sposéb, aby zachowaé zgod-
no$¢ z oznaczeniami niniejszej rozprawy.
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gdzie U jest funkcjq rzeczywistq klasy C? z ograniczonymi pochodnymi, zas Q'/? to

pewna macierz.> Wowczas istnieje probabilistyczna miara niezmiennicza o absolutnie

ciqgta wzgledem miary Lebesgue’a i jej gestoS¢ moze by¢ wyraZona jawnym wzorem
V@)

A

p(dz) = dz,

gdzie 7 jest staltq normujgcq.*

Zauwazmy, ze rozpatrywany przez nas uklad (1.6) moze zosta¢ zapisany w postaci (6.1),
o ile funkcja U: I' — R bedzie spelniala nastgpujace warunki:

19U _ oH

201 ~ 9p1’

190U _ _ 0H

2 Op1 oq1’

: (6.2)
10U _ OH

29qn ~ OpN’

10U _ _ oH

2 OpNn dqn*

zas Q=0 > 0.
Zauwazmy, ze taka funkcja U (klasy C?) musi w zwigzku z tym spetnia¢ warunki

10°U  0°H 10°U 0*H

20¢2  Oqop.’ 20p2  Opdy;

i poniewaz hamiltonian H jest klasy C?, to jako wniosek z twierdzenia Schwarza do-
stajemy zwigzek
0*U  0*U
22 T o T
dq; op;

czyli po zsumowaniu wzgledem i € {1,..., N}:

0,

AU = 0.

U musi by¢ wiec funkcja harmoniczna, spetniajaca warunki (6.2). Autor nie widzi jednak
sposobu znalezienia funkcji harmonicznej, ktora spetnialaby zalozenia (6.2), dlatego
twierdzenie 6.1 nie gwarantuje w naszym przypadku istnienia miary niezmienniczej.

Uktady gradientowe sg szczeglélnym przypadkiem tzw. uktadow dyssypatywnych,
opisanych réwnaniami postaci

dX(t) = (AX(t) + F(X(t))) dt + Q"2 dW (t), (6.3)

gdzie A jest odwzorowaniem liniowym, @'/ — dowolna macierza, zas
G(z) = Ax+ F(x) jest tzw. przeksztatceniem dyssypatywnym, czyli spetnia na pewnym
obszarze warunek

(G(xr) — G(7),z —T) < 0.

3 Jezeli zdefiniujemy nowy proces Wienera W := Q'/2W, to COV(W(S), W(t)) = @t A\ s, zatem na
Q'/? mozna patrze¢ jak na pierwiastek z macierzy kowariancji pewnego nowego procesu Wienera.
4 Fakt ten zostal zauwazony juz przez Kolmogorowa.
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Okazuje sie, ze przy pewnych zatozeniach o odwzorowaniach A i F' istnieje rowniez
doktadnie jedna miara niezmiennicza dla réwnania (6.3). Mdéwi o tym nastg¢pujace twier-
dzenie ([44], Twierdzenie 4.3, str. 51):

Twierdzenie 6.2. Zafoimy, ze spetnione sq nastepujgce warunki:
1. Odwzorowania A + w1 i F + wol sq dyssypatywne i wi + wy = w > 0,
2. sup; E[|Y ()] + [F (Y (2))|] < +oo, gdzie Y(t) jest rozwigzaniem zagadnienia
(z dowolng macierzq B)

dY (t) = AY (t)dt + BdW(t), Y (0)=0.
Wtedy dla rownania
dX(t) = (AX(t) + F(X(t)))dt + BdW(t)

istnieje doktadnie jedna miara niezmiennicza ji. Ponadto istnieje stata C' > 0 taka, Ze
dowolnej ograniczonej i lipschitzowskiej funkcji ¢ zachodzi oszacowanie:

Po(@) = [ 6(w) ulda)] < COL+ lal)e™ 3] i,

gdzie ||| Lip jest statq Lipschitza funkcji ¢.

Sprébujemy teraz pokazac, jak mozna podej$¢ do kwestii istnienia miary niezmien-
niczej dla analizowanego w tej pracy ukladu przy uzyciu technik dla uktadéw dyssy-
patywnych (inaczej, niz w dowodzie twierdzenia 6.2 przedstawionym w [44]). Niestety
tutaj tez niemozliwe jest uzyskanie w petni satysfakcjonujacego wyniku, gdyz uktad
(1.6) nie jest dyssypatywny na catym I'.

Prawdziwe jest nastepujace

Twierdzenie 6.3. Zafoimy, iz funkcja b: RN — RN, dana wzorem (2.48), jest lipschit-
zowska® oraz spetnia w pewnym zbiorze D C T' warunek

K= sup {<b($) — @),z — x>} <0. (6.4)

27D |z — 7|2

Wowczas potgrupa operatorow, danych wzorem (4.5), stowarzyszona z rozwigzaniem
zagadnienia (5.4), posiada doktadnie jedng miare niezmienniczq [.

Uwaga. Funkcja b nie spelnia niestety tego warunku na calym I' i z tej przyczyny
ponizszy dowdd nie jest pelny i nie gwarantuje istnienia niezmienniczej miary dla ana-
lizowanego uktadu na calej przestrzeni fazowej I'.

Pozostata czes$¢ niniejszego rozdziatu sktada si¢ na dowdd twierdzenia 6.3. Wzorowany

jest on na rozumowaniach przedstawionych w podrozdziale 3.4 w [18].
Na mocy lipschitzowskosci b zachodzi oczywiscie nieréwnos¢ || < L oraz oszacowanie

(b(x) = b(T),x —7) < klr —7|* dla 2,7 € D. (6.5)

> Dzieki lematowi 2.33 wiemy, ze zalozenia (1.3) o potencjale gwarantuja lipschitzowskos$¢ b.
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Zauwazmy, ze warunek (b(z) — b(T),x —Z) < 0 mozemy zapisa¢ w postaci

b &L q1 [}
- Z];él (I)(Ch - q]) - Zj;él V(I)(@ - q]’) Y4 Dy
( ; - : Lil-]e]) =0
by By gn qn
— D2 j£N Vo (qy — g5) — 2N Vo(gy — Gj) PN Pn
i dalej r6wnowaznie
L;fl G — G
— 241 Vo(q —q;) + D41 V(g — q]') D1 — Py
< : A <0.
PN—PN qn — Qy

—2i2n VO(ay — q5) + Xun V(G — 7)) PN — PN
Po skalarnym pomnozeniu powyzszych wektorow dostajemy zwigzek
1 N
72 —Disqi — ¢ i Z<ZV¢ i _QJ ZVCD pz> 07
m = J#i J#i
ktéry mozna zapisa¢ w uproszczonej postaci:
Y 4 —g;
i=1 j#i

Dla dowodu twierdzenia 6.3 (istnienia miary niezmienniczej) wygodnie bedzie roz-
wazy¢ nasze zagadnienie z ujemng chwilg poczatkowg —s, tzn.

{dX(t) = b(X(t))dt + O dW(t), t > —s
(6.6)
X(—s)==zx
gdzie
- Jw@e dat>0
Wit = {Wl(—t) dla t <0, (6.7)

gdzie Wi (t) jest 6 N-wymiarowym procesem Wienera, niezaleznym od W (t), a F; jest
o-ciatem generowanym przez W (s) dla s < t, gdzie t € R.

Oznaczmy przez X (t, —s, x) jednoznaczne rozwigzanie catkowe zagadnienia (6.6), tzn.
rozwigzanie rownania

X(t,—s,x) =z + /b(X(u, —s,x))du—f—/@dW(u). (6.8)

6 I widzimy, Ze warunek ten nie na szans byé spetniony na calym T.
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Rozktad X (0, —t, ) jest taki sam, jak rozktad X (¢, x).

Pokazemy, ze rozktad £(X (¢, x)) zbiega przy ¢ — oo do jedynej miary niezmienniczej
dla F,.

Moéwiac precyzyjniej, pokazemy ze istnieje granica limg ., X (0, —s,x) :=1n

w L*(Q, F,P; D). Rozktad 7 bedzie szukang miarg niezmienniczg dla P;.

Stwierdzenie 6.4. Zatoimy, Ze b (oprocz lipschitzowskosci ze stalq L) spetnia warunek
(6.4). Istnieje wowczas zmienna losowa n € L*(Q), F,P; D) t. Ze

Veep lim X (0, —s,2) =nw L*(Q,F,P; D). (6.9)

Dowdd. Ustalmy warunek poczatkowy z € D i wprowadZmy dla dowolnych ¢ > s
oznaczenie X(t) = X (t, —s, x). Mamy wowczas

X,(t) = x+/b(Xs(u))du—|—/@dW(u).

WprowadZzmy jeszcze proces

t
Yi(t) = X,(t) — / O dWW (u). (6.10)
Zatem spetnia on réwnanie
t u
Yi(t) = + /b(Ys(u) + /@dW(r)> du, 6.11)

wiec Y(t) jest rozwigzaniem calkowym zagadnienia poczgtkowego

d _ t W _
Y(-s)==x
Krok 1.
Pokazemy najpierw, ze istnieje stata C'; > 0 taka, ze
E (|X(t, —s, :1:)|2) <0y (1 +t+s+ e”(t+s)|m|2) , t>—s (6.13)

Mnozac skalarnie pierwsze réwnanie uktadu (6.12) przez Y;(t) oraz dodajac i odejmujac
ten sam czton mamy

SO <b(Ys(t) +_/:®dW(u)> = b(_/:(%dW(U)>>5@(t)> +

<b(_/:@dW(u)),Ys(t)>.

(6.14)
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Poniewaz na mocy zatozenia (6.5) zachodzi nieréwnos¢

<b(y+/t@dW(u)> _ b(/t@dW(u)),y> <Ky, yeD, (615

to réwnanie (6.14) mozemy zmieni¢ na nieréwnos¢

;anf<mn@W+<%Z@mwm)n®>. (6.16)

Korzystajac teraz z nieréwnosci Cauchy’ego (wersji z ¢ = =%, patrz: [26], str. 593)
dostajemy szacowanie

2

t t
___ — 1 __
<b(/@dW(u)),Ys(t)> < OF+— b(/@dW(u)) L (6.17)
—2K
skad mozemy przepisa¢ nieréwnos¢ (6.16) w postaci
1d 1 / i
K .
“ Yy < S b</ d ) 1
3 OF < 0P+ ol [edm)) . (6.18)
a po pomnozeniu przez 2
d 1|/ i
SIVOF <s@F+ — bl [0dT(w) (6.19)
—K
Skorzystamy teraz z nastepujacego szacowania’:
[b(x) = b(0)| < Llz| = |b(x)| < Llz| = |b(x)[* < L?|f?, (6.20)
zatem nierownosc¢ (6.19) przybierze postaé
d I i
VP <slYs)P + —L? UGdW(U)
dt —K
Przyktadajac teraz do obu stron warto$¢ oczekiwang dostajemy:
d 2 2 Ly / *
ZEY (0] < )E|Y.(6) + —L /tr(@@ ) du. 6.21)
—K

—S

Stosujac teraz nieréwno$¢ Gronwalla w wersji rézniczkowej (lemat 2.14) otrzymujemy
oszacowanie

t u
E|Y,(t)]* < ML <E|Y;(—s)|2 + / 1L2/tr(@@*)drdu>, (6.22)
—K

—S

7 prawdziwego na mocy lipschitzowskosci b oraz faktu, ze b(0) = 0.
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a po przeksztatceniu

2
ie”“*s)ﬁmu(@@*). (6.23)
—K

E‘Yg(t)lQ < em(t+s)‘x|2 + 5

Teraz mozemy szacowaé dalej X (), czyli X (¢, —s,z):

2 2

E|X(t,—s,2)]* =E

Yi(t) + / O diW (u)

t
<2E|Y,(1) + 2]E’ / O dIW (u)

2

2
< 2en(t+s)|x|2 + T prltts) 12 (t + S)
—K

2

tr(©0%) + 2(t + s)tr(0O*).

Poniewaz dla k < 0 wyrazenie e®(**)(t 4 s)? jest ograniczone (i dazy przy t — +o0
do zera), to mamy ostatecznie oszacowanie

E|X (t, —s,2)|* < 2" |22 + C + 2(t + 5)tr(00%),
zatem oszacowanie (6.13) jest prawdziwe.

Krok 2.

Teraz pokazemy istnienie 7, € L*(2, F,P; D) takiej, ze lim, .o X (0, —s,2) = 1,

w L?(Q, F,P; D) (to jeszcze troche mniej, niz chcemy ostatecznie udowodni¢). Niech
s > sp ipolézmy Z(t) = X (t) — X, (t). Wowcezas Z(t) jest rozwigzaniem zagadnienia:

LZ(t) = b(X,(t) — b(X,, (1)), t > s
{Z(—sl) — X,(—s1) — (6.24)

Mnozac skalarnie obie strony pierwszego rownania powyzszego zagadnienia przez
Z(t) = X,(t) — X, (t) dostajemy

;jt| Z(0) = (H(XL(1)) = b(Xer(£)), X, (8) = Xoy () (6.25)

i na mocy (6.5) otrzymujemy

1d
——|ZWP < KIZ@)], t >0, (6.26)
2dt
wynika stad wiec dzieki lematowi 2.14, iz
X, ()= X5, ()2 = | Z(1)]? < 2| X (—s51) —x|> < 9| X (—s1) —z]2 (6.27)
Ktadac ¢ = 0 dostajemy
[X:(0) = X, () < | X (=s1) — 2, (6.28)

czyli mozemy dalej szacowaé (korzystajac z nier6wnosci (6.13)):

E|X,(0) — X, (0)]* < 2¢*E(|X,(=s1)* + [«[?)
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< 267 (C’l (1 —s1+s+ e"‘(s_sl)|x|2) + |$|2>

Z powyzszej nieréwnosci widaé zatem, ze jezeli bedziemy zbiegac z s oraz s; do +o0
(pamigtajac o zalozeniu s > s;), to wyrazenie E|X,(0) — X, (0)|? bedzie zbiega¢ do
zera, gdyz szacuje sie z gory przez funkcje Coe?*®, ktéra jest funkcjg wykladniczg z
ujemnym wykladnikiem 2+, mnozona przez czynnik co najwyzej liniowo dazacy do
+00.

Zatem {X,(0)} jest ciggiem Cauchy’ego w L?(Q, F,P; D), wiec stad wynika istnienie
postulowanej granicy 7),, réwnej lim, o, X (0, —s, z).

Krok 3.

Pozostato juz tylko pokazaé, ze 7, nie zalezy od wyboru punktu poczatkowego x w
przestrzeni fazowej.

Niech x,y € D i polézmy ps(t) = X (t, —s,x) — X(t, —s,y).

Mamy wowczas

(6.29)

{ips(t) = b(X(t, —S, l’)) - b<X(t7 —S, y))
ps(_s) =r—-y

Mnozac pierwsze réwnanie skalarnie przez p,(t) i argumentujgc identycznie, jak w
przypadku analizy zagadnienia (6.24), otrzymujemy, ze

E|ps(t)] < 29|z —y)?, t > —s. (6.30)

Zatem biorac s — +o0o otrzymujemy, ze 1), = 1, = 7 tak, jak chcieliSmy.

O
Teraz pokazemy, iz zdefiniowana powyzej zmienna losowa 7, bedaca granica
w L*(Q, F,P; D) ciagu X (0, —s, z) posiada rozktad, bedacy wlasnie poszukiwang miarg
niezmiennicza dla potgrupy F,.
Stwierdzenie 6.5. Zatoimy, Ze b spetnia te same zatoZenia, co w stwierdzeniu 6.4 i

niech | bedzie rozktadem zmiennej losowej 1), zdefiniowanej wzorem (6.9). Wowczas
prawdziwe sq nastepujgce warunki:

i) lim; oo Pop(x) = [pp(y)u(dy),® v € D,p € Cy(D),

i) | jest jedyng miarq niezmienniczq dla P,

iti) Dla dowolnej borelowskiej miary probabilistycznej A na D zachodzi
lim; . [p Pro(x)A(dx) = [5 @(x)p(dx).

Dowdd.
i) Jesli ¢ € Cy(D), to mamy

Bip(r) = Elp(X(t, )] = E[p(X (0, —t, ))].

Przechodzac z ¢t do +oo dostajemy

lim_Pip(e) = Jim Elp(X(0,~t,2)) =Elp(n)] = [ o)u(dy), 63D

t—4o0 t——+o0

8 Uwaga: z powyzszego zapisu nie wynika oczywiscie, Ze y musi posiada¢ gestosé wzgledem miary
Lebesgue’a!



89

poniewaz rozktadem 7 jest u. WejScie z granicg pod znak wartosSci oczekiwanej oraz
wewnatrz funkcji ¢ jest dozwolone, gdyz ¢ jest funkcja ciagla oraz ograniczong na
D, zatem dla dowolnego ¢t > 0 ¢(X(0,t, —x)) szacuje si¢ przez funkcje calkowalng
wzgledem miary probabilistyczne;.

i1) Dla dowolnych ¢, s > 0 oraz dowolnej ¢ € C,(D) mamy

[ Pasp@ntdn) = [ PiPsp(@)u(dz). (6.32)

Przechodzgc z t do +oo dostajemy, dzigki 7)

/ / cWnldy)u(dz) = [ [ Puply)u(dy)u(da) 633)

D

[ ewntay) = [ Peow)nay), (6:34)

a zatem p jest miarg niezmienniczg dla F;.
Teraz pozostaje jeszcze wykazac jedynos¢ p. Niech A bedzie inng miarg niezmiennicza
dla P, tzn.

]

czyli rbwnowaznie

[ Ppl)A(dz) /w ), ¢ € Cy(D). (6.35)
D
Woéwczas, przechodzac z t do +oo mamy dzieki 7):

/ u(da) /go , € Cy(D), (6.36)

skad wynika juz, ze A\ = pu.
Prawdziwos§¢ warunku #i7) natychmiast wynika z podpunktu ).
Koriczy to dowdd stwierdzenia 6.5 a tym samym twierdzenia 6.3.
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catka stochastyczna Itd, 28 stochastyczny, 25-27
o zastopowany, 42
hamiltonian, 17, 19 .
przeksztalcenie
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