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Streszczenie

Motywacj ↪e dla rozprawy stanowi pytanie czy, jeśli na algebr ↪e A nad cia lem k dzia la
skończenie wymiarowa algebra Hopfa H, to z faktu iż podalgebra niezmienników AH

spe lnia tożsamość wielomianow ↪a (lub krócej, AH jest PI-algebr ↪a) wynika, że również
algebra A spe lnia pewn ↪a tożsamość wielomianow ↪a. W wielu konkretnych przypadkach
odpowiedź na to pytanie jest pozytywna. Do klasyki należ ↪a już Twierdzenia Khar-
chenki o dzia laniu skończonych grup rz ↪edu niepodzielnego przez chark oraz o dzia laniu
dowolnych skończonych grup na algebry zredukowane. Z kolei dla grup skończonych,
których rz ↪ad dzieli si ↪e przez chark wiadomo, że odpowiedź może być negatywna.

Celem rozprawy jest wyodr ↪ebnienie warunków gwarantuj ↪acych zachowanie w lasności
bycia PI-algebr ↪a przy przej́sciu od podalgebry niezmienników AH do algebry A na
któr ↪a dzia la dana algebra Hopfa H. W naszych rozważaniach ograniczamy si ↪e do
dzia lania punktowych algebr Hopfa na algebry pó lpierwsze, gdy wymiar tego dzia lania
jest skończony.

G lówny rezultat pierwszej cz ↪eści rozprawy dotyczy sytuacji, gdy H jest generowana
przez skończon ↪a grup ↪e G elementów grupopodobnych oraz koidea l A rozpi ↪ety nad
cia lem k na skośnie prymitywnych elementach i normalizowany przez algebr ↪e gru-
pow ↪a kG. Dowodzimy, że jeśli A dzia la nilpotentnie na A z pó lpierwsz ↪a podalgebr ↪a
niezmienników AA, to A jest PI-algebr ↪a wtedy i tylko wtedy, gdy AA jest PI-algebr ↪a.
Jeśli dodatkowo chark - |G| lub A jest algebr ↪a zredukowan ↪a, to A jest PI-algebr ↪a
wtedy i tylko wtedy, gdy AH jest PI-algebr ↪a. Pierwsz ↪a cz ↪eść rozprawy kończymy
przyk ladami zastosowań powyższego rezultatu do dzia lań konkretnych algebr Hopfa,
takich jak modularne algebry grupowe oraz (po pewnej redukcji) uniwersalne algebry
obwiednie nilpotentnych kolorowych algebr Liego.

W drugiej cz ↪eści rozprawy zak ladamy, że każdy niezerowy H-niezmienniczy lewo-
stronny idea l algebry A zawiera niezerowe niezmienniki. Dowodzimy, że w lasność bycia
PI-algebr ↪a jest zachowana przy przej́sciu od podalgebry niezmienników AH do algebry
A, jeśli podalgebra AH jest prawie centralna w A lub A jest algebr ↪a zredukowan ↪a.

S lowa kluczowe pó lpierwsze PI-algebry, algebry Hopfa, dzia lania algebr Hopfa na
algebry  l ↪aczne, niezmienniki dzia lań algebr Hopfa, pierścienie u lamków Martindale’a
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Abstract

This dissertation is motivated by the following general question: if H is a finite di-
mensional Hopf algebra over a field k, and A is an H-module algebra such that the
subalgebra of invariants AH satisfies a polynomial identity (shortly PI), must A also
satisfy a PI? The answer to this question is positive in many concrete situations.
A classical result is Kharchenko’s Theorem on finite group actions, when either the
order of a group is relatively prime to chark or a group acts on a reduced algebra.
However for actions of finite groups of the order divided by chark, it is known that
the answer can be negative.

The aim of this dissertation is to present conditions, which allow us to extend the
property of being a PI-algebra from the subalgebra of invariants AH to an algebra
A acted on by a Hopf algebra H. We restrict considerations to the case when H is
a pointed Hopf algebra, and acts finitely on a semiprime algebra A.

The main result of the first part of the work concerns the situation whenH is generated
by the finite group G of group-like elements of H and by a coideal A, which is spanned
over k by skew primitive elements, and satisfies the normalizing condition AkG =
kGA. We prove that if A acts on A nilpotently with the semiprime subalgebra of
invariants AA, then A satisfies a PI if and only if AA satisfies a PI. Furthermore, if
either the order of G is invertible or A is reduced, then A satisfies a PI if and only
if AH satisfies a PI. We conclude the first part of the work with applications of the
above result to actions of concrete Hopf algebras e.g. modular group algebras and
(after certain reduction) universal enveloping algebras of nilpotent Lie color algebras.

In the second part of the work, we assume that every nonzero H-stable left ideal of A
contains nontrivial invariants. We prove that PI property extends from the subalgebra
of invariants AH to the algebra A, if either AH is almost central in A or A is reduced.

Keywords semiprime PI-algebras, Hopf algebras, actions of Hopf algebras on asso-
ciative algebras, invariants of Hopf algebra actions, Martindale rings of quotients

2000 Mathematics Subject Classification 16R20, 16W22, 16W25, 16W30,
16W50, 16W55
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Wst ↪ep

Rozprawa ta dotyczy g lównie teorii niezmienników dzia lań algebr Hopfa na algebry
 l ↪aczne. Rozważamy w niej szereg zagadnień zwi ↪azanych z nast ↪epuj ↪acym ogólnym py-
taniem:

Czy, jeśli na algebr ↪e A dzia la skończenie wymiarowa algebra Hopfa H, to z faktu iż
podalgebra niezmienników AH spe lnia tożsamość wielomianow ↪a wynika, że również
algebra A spe lnia pewn ↪a tożsamość wielomianow ↪a ?

Pytanie to jest naturalnym uogólnieniem postawionego w roku 1971 przez J.E. Björka
pytania, czy algebra na któr ↪a dzia la skończona grupa automorfizmów musi spe lniać
tożsamość wielomianow ↪a, jeśli podalgebra punktów sta lych spe lnia tak ↪a tożsamość.
W roku 1973 ukaza la si ↪e praca G.M. Bergmana i M. Isaacsa [BI73] w której autorzy
podali przyk lad algebry A, na któr ↪a dzia la skończona grupa G automorfizmów bez
nietrywialnych punktów sta lych, a która nie spe lnia żadnej tożsamości wielomiano-
wej. W przyk ladzie tym charakterystyka cia la k dzieli rz ↪ad grupy G, ponadto A jest
algebr ↪a nienilpotentn ↪a, ale posiada niezerowe nilpotentne idea ly. Warunki dostateczne
pozytywnego rozwi ↪azania problemu Björka badali m.in. V.E. Barbaumov [Ba73], S.
Montgomery [Mo74], V.K. Kharchenko [Kh74], [Kh75].

Twierdzenie ([Kh74]) Niech G b ↪edzie skończon ↪a grup ↪a automorfizmów algebry A.
Za lóżmy, że chark - |G|. Jeśli podalgebra punktów sta lych AG spe lnia tożsamość wie-
lomianow ↪a, to również algebra A spe lnia pewn ↪a tożsamość wielomianow ↪a.

Jeśli dodatkowo A jest pó lpierwsza i AG spe lnia tożsamość wielomianow ↪a stopnia d,
to A spe lnia standardow ↪a tożsamość wielomianow ↪a stopnia d · |G|.

Barbaumov oraz Montgomery niezależnie od siebie udowodnili powyższe twierdzenie
przy dodatkowym za lożeniu o rozwi ↪azalności grupy G. W ten sposób zosta l rozstrzy-
gni ↪ety przypadek chark - |G|. Z kolei, jeśli chark | |G|, to przyk lad dzia lania grupy
Gp rz ↪edu p2 na algebr ↪e macierzy A = M2(k〈x, y〉) nad woln ↪a nieprzemienn ↪a algebr ↪a
k〈x, y〉 charakterystyki p z przemienn ↪a podalgebr ↪a punktów sta lych:

AGp =

{(
α ω(x, y)
0 α

)
| α ∈ k, ω(x, y) ∈ k〈x, y〉

}
podany przez G.M. Bergmana [B76] (por. [Mo80, Przyk lad 1.1]) pokazuje, że pro-
blem Björka ma negatywne rozwi ↪azanie nawet dla algebr pierwszych. Zauważmy, że
w powyższym przyk ladzie podalgebra AGp posiada niezerowe elementy nilpotentne.
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Wystarczy jednak zaż ↪adać by algebra A by la zredukowana, a w lasność bycia PI-
algebr ↪a zostanie zachowana przy przej́sciu od podalgebry punktów sta lych AG do
algebry A bez żadnych dodatkowych za lożeń o rz ↪edzie grupy G.

Twierdzenie ([Kh75]) Niech G b ↪edzie skończon ↪a grup ↪a automorfizmów zredukowanej
algebry A. Jeśli podalgebra AG spe lnia tożsamość wielomianow ↪a stopnia d, to A spe lnia
standardow ↪a tożsamość wielomianow ↪a stopnia d · |G|.

Okazuje si ↪e jednak, że również w przypadku dzia lania skończonej p-grupy na al-
gebr ↪e pó lpierwsz ↪a charakterystyki p można otrzymać pozytywne rozwi ↪azanie pro-
blemu Björka, jeśli zostanie przyj ↪ete dodatkowe za lożenie o pó lpierwszości podalgebry
punktów sta lych (por. Wniosek 3.5.1).

W roku 1986 pojawi la si ↪e praca J. Bergena i M. Cohen [BeC86] poświ ↪econa m.in. za-
chowaniu si ↪e tożsamości wielomianowych w algebrach zgradowanych przez skończon ↪a
grup ↪e G. Jest to przypadek dzia lania pó lprostej przemiennej algebry Hopfa kG? =
Homk(kG,k).

Twierdzenie ([BeC86]) Niech A =
⊕

g∈GAg b ↪edzie algebr ↪a zgradowan ↪a przez
skończon ↪a grup ↪e G. Jeśli jednostkowa sk ladowa gradacji A1 spe lnia tożsamość wie-
lomianow ↪a, to również algebra A spe lnia pewn ↪a tożsamość wielomianow ↪a.

Jeśli dodatkowo A jest gradacyjnie pó lpierwsza i A1 spe lnia tożsamość wielomianow ↪a
stopnia d, to A spe lnia standardow ↪a tożsamość wielomianow ↪a stopnia d · |G|.

Autorzy udowodnili ponadto, że (po ewentualnym rozszerzeniu cia la skalarów)
dzia lanie dowolnej skończenie wymiarowej pó lprostej przemiennej algebry Hopfa jest
w istocie gradacj ↪a przez pewn ↪a skończon ↪a grup ↪e. Odnotujmy, że ani Kharchenko ani
Bergen i Cohen nie podaj ↪a w swoich pracach ograniczenia na minimalny stopień
tożsamości wielomianowej spe lnianej przez algebr ↪e A z wyj ↪atkiem przypadku gdy
A jest pó lpierwsza (odpowiednio gradacyjnie pó lpierwsza). Ograniczenie takie po-
jawi lo si ↪e dopiero u Y.A. Bahturina, A. Giambruno i D.M. Riley’a [BGR98]. W roku
1992 W. Chin [Ch92] udowodni l z kolei, że jeśli na algebr ↪e A dzia la skończenie wy-
miarowa pó lprosta koprzemienna algebra Hopfa H z podalgebr ↪a niezmienników AH

spe lniaj ↪ac ↪a tożsamość wielomianow ↪a, to również algebra A spe lnia pewn ↪a tożsamość
wielomianow ↪a. Wiadomo, że dla skończenie wymiarowej algebry Hopfa H pó lprostota
jest równoważna istnieniu lewostronnej ca lki t dla której ε(t) 6= 0. Wtedy dla dowolnej
H-modu lowej algebry A z jedynk ↪a zachodzi t · ε(t)−11A = 1A. Wynik China uogólnili
K.I. Beidar i B. Torrecillas [BT01].

Twierdzenie ([BT01]) Niech H b ↪edzie skończenie wymiarow ↪a algebr ↪a Hopfa z lewo-
stronn ↪a ca lk ↪a t i A - H-modu low ↪a algebr ↪a z jedynk ↪a, zawieraj ↪ac ↪a element a taki, że
t · a = 1A. Za lóżmy, że koradyka l algebry H jest koprzemienny. Jeśli podalgebra nie-
zmienników AH spe lnia tożsamość wielomianow ↪a, to również algebra A spe lnia pewn ↪a
tożsamość wielomianow ↪a.

Przypomnijmy, że koprzemienny koradyka l posiadaj ↪a m.in. punktowe alegebry Hopfa.
Interesuj ↪acy rezultat o charakterze ogólnym dotycz ↪acy dzia lania skończenie wymiaro-
wych pó lprostych algebr Hopfa uzyskali Y.A. Bahturin i V. Linchenko [BL98].
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Twierdzenie ([BL98]) Niech H b ↪edzie skończenie wymiarow ↪a algebr ↪a Hopfa.
Wówczas nast ↪epuj ↪ace warunki s ↪a równoważne:

1. Dla dowolnej H-modu lowej algebry A, jeśli podalgebra niezmienników AH spe lnia
tożsamość wielomianow ↪a, to również algebra A spe lnia tożsamość wielomianow ↪a.

2. Dla dowolnej H-modu lowej algebry A, jeśli podalgebra niezmienników AH jest
nilpotentna, to również algebra A jest nilpotentna.

Ponadto, każdy z tych warunków poci ↪aga za sob ↪a pó lprostot ↪e algebry H.

Kolejnym przyk ladem algebry Hopfa jest uniwersalna algebra obwiednia dowolnej al-
gebry Liego. W latach 70-tych Kharchenko wprowadzi l poj ↪ecie ∂-algebry Liego na
określenie algebry Liego A-ci ↪ag lych różniczkowań pó lpierwszej algebry A, b ↪ed ↪acej jed-
nocześnie prawostronnym modu lem nad rozszerzonym centroidem C algebry A (por.
[KKR96]).

Twierdzenie Niech A b ↪edzie pierwsz ↪a H-modu low ↪a algebr ↪a, gdzie H jest jedn ↪a
z nast ↪epuj ↪acych algebr Hopfa:

1. ([Mo78]) algebr ↪a grupow ↪a kG skończonej grupy G X-zewn ↪etrznych automor-
fizmów algebry A.

2. ([Kh81], [BeM86]) ograniczon ↪a uniwersaln ↪a algebr ↪a obwiedni ↪a u(L) ograniczonej
∂-algebry Liego X-zewn ↪etrznych A-ci ↪ag lych różniczkowań algebry A dodatniej
charakterystyki, skończenie generowanej jako prawostronny C-modu l.

3. ([KKR96]) ograniczon ↪a uniwersaln ↪a algebr ↪a obwiedni ↪a u(L) ograniczonej ∂-
algebry Liego A-ci ↪ag lych różniczkowań algebry A dodatniej charakterystyki,
skończenie generowanej jako prawostronny C-modu l. Przyjmijmy, że algebra
 l ↪aczna, generowana przez elementy indukuj ↪ace (należ ↪ace do algebry L) X-
wewn ↪etrzne różniczkowania, jest quasi-Frobeniusa. Za lóżmy wreszcie, że podal-
gebra niezmienników AH jest pó lpierwsza.

Jeśli podalgebra AH spe lnia tożsamość wielomianow ↪a, to również algebra A spe lnia
pewn ↪a tożsamość wielomianow ↪a.

W istocie, dla X-zewn ↪etrznego dzia lania algebry H (podpunkty 1 i 2) pokazano nawet,
że algebry: AH oraz A spe lniaj ↪a te same tożsamości wielomianowe. W roku 1995
A. Milinski [Mi95] rozszerzy l definicj ↪e X-zewn ↪etrznego dzia lania grup oraz ∂-algebr
Liego na punktowe algebry Hopfa. Zgodnie z ni ↪a dzia lanie punktowej algebry Hopfa
H na algebr ↪e pierwsz ↪a A jest X-zewn ↪etrzne, jeśli centralizator CQ#H(A) pokrywa
si ↪e z rozszerzonym centroidem C, gdzie Q oznacza pierścień u lamków symetrycznych
algebry A.

Twierdzenie ([Mi95]) Niech H b ↪edzie skończenie wymiarow ↪a punktow ↪a algebr ↪a Hopfa
i A - pierwsz ↪a H-modu low ↪a algebr ↪a. Za lóżmy, że dzia lanie H na A jest X-zewn ↪etrzne.
Wówczas algebry: AH oraz A spe lniaj ↪a te same tożsamości wielomianowe.

Przyk lad X-zewn ↪etrznego dzia lania grup, ograniczonych ∂-algebr Liego i ogólniej -
punktowych algebr Hopfa jest ilustracj ↪a ogólniejszego twierdzenia.
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Twierdzenie ([BeM86]) Niech H b ↪edzie skończenie wymiarow ↪a algebr ↪a Hopfa i A
- H-modu low ↪a algebr ↪a. Za lóżmy, że A#H jest algebr ↪a pierwsz ↪a, w której każdy
niezerowy idea l ma niezerowe przeci ↪ecie z A. Jeśli podalgebra AH spe lnia tożsamość
wielomianow ↪a stopnia d, to A spe lnia standardow ↪a tożsamość wielomianow ↪a stopnia
d · dimkH.

W rozprawie kontynuujemy badanie zachowania si ↪e tożsamości wielomianowych przy
dzia laniu punktowych algebr Hopfa. Wymaga to dodatkowych za lożeń o algebrze
A. Nasze rozważania zaw ↪eżamy do - naturalnej dla tego problemu - klasy algebr
pó lpierwszych. Zauważmy, że znaczna cz ↪eść z omówionych powyżej wyników odnosi
si ↪e do dzia lania pó lprostych algebr Hopfa. G lówny rezultat Rozdzia lu 3 dotyczy sytu-
acji przeciwnej - w której algebra H zawiera ,,duży” podzbiór dzia laj ↪acy nilpotentnie
na algebr ↪e A. Niech H b ↪edzie punktow ↪a algebr ↪a Hopfa generowan ↪a jako algebra przez
skończon ↪a grup ↪e G elementów grupopodobnych oraz koidea l A rozpi ↪ety nad cia lem
k na skośnie prymitywnych elementach i normalizowany przez algebr ↪e grupow ↪a kG.
Dla dowolnej pó lpierwszej H-modu lowej algebry A dowodzimy, że jeśli A dzia la nilpo-
tentnie na A z pó lpierwsz ↪a podalgebr ↪a niezmienników AA oraz wymiar tego dzia lania
jest skończony, to A jest PI-algebr ↪a wtedy i tylko wtedy, gdy AA jest PI-algebr ↪a (por.
Twierdzenie 3.1.2). Jeśli dodatkowo chark - |G| lub A jest algebr ↪a zredukowan ↪a, to
A jest PI-algebr ↪a wtedy i tylko wtedy, gdy AH jest PI-algebr ↪a (por. Wniosek 3.1.3).
Podkreślmy, że powyższe warunki w sposób naturalny spe lniaj ↪a takie algebry Hopfa
jak modularne algebry grupowe oraz (po pewnej redukcji) uniwersalne algebry ob-
wiednie nilpotentnych algebr Liego i ich uogólnień (superalgebr Liego i kolorowych
algebr Liego), por. Podrozdzia l 3.5.

W Rozdziale 4 badamy zachowanie si ↪e tożsamości wielomianowych dla dzia lań punkto-
wych algebr Hopfa na algebry pó lpierwsze ze zredukowan ↪a podalgebr ↪a niezmienników.
Odnotujmy, że pewne wyniki dotycz ↪ace zachowania si ↪e tożsamości wielomianowych
w kontekście dzia lania p-nilpotentnych grup, nilpotentnych algebr Liego oraz nilpo-
tentnych superalgebr Liego na algebry pierwsze z centraln ↪a podalgebr ↪a niezmienników
uzyskali już J. Bergen, M. Cohen i D. Fischman [BCF90] oraz J. Bergen i P. Grzesz-
czuk [BeG96]. We wszystkich trzech przypadkach dowodzi si ↪e, że każdy niezerowy H-
niezmienniczy lewostronny idea l algebry A zawiera niezerowe niezmienniki. Z drugiej
strony przyk lad Bergmana pokazuje, że za lożenie o istnieniu niezerowych niezmien-
ników w każdym niezerowym H-niezmienniczym lewostronnym ideale algebry A nie
gwarantuje jeszcze zachowania w lasności bycia PI-algebr ↪a przy przej́sciu od podal-
gebry AH do algebry A. W tej cz ↪eści rozprawy dowodzimy w szczególności, że jeśli
na pó lpierwsz ↪a algebr ↪e A dzia la skończenie wymiarowa punktowa algebra Hopfa H
w taki sposób, że każdy niezerowy H-niezmienniczy lewostronny idea l algebry A za-
wiera niezerowe niezmienniki oraz podalgebra niezmienników AH spe lnia tożsamość
wielomianow ↪a stopnia d, to algebra A spe lnia standardow ↪a tożsamość wielomianow ↪a
stopnia d · dimkH, jeśli zachodzi jeden z nast ↪epuj ↪acych warunków:

1. AH jest prawie centralna w A (por. Twierdzenie 4.1.1).

2. A jest zredukowana (por. Twierdzenie 4.1.2).
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Twierdzenie 4.1.2 jest uogólnieniem Twierdzenia Kharchenki o dzia laniu skończonych
grup na algebry zredukowane.

W pracy prezentujemy jeszcze jeden nowy wynik, który stanowi cz ↪eściow ↪a odpowiedź
na pytanie Bergena, Cohen i Fischman [BCF90] czy, jeśli na algebr ↪e A z jedynk ↪a dzia la
skończenie wymiarowa algebra Hopfa H w taki sposób, że A nie posiada w laściwych
H-niezmienniczych lewostronnych idea lów, to wymiar algebry A traktowanej jako
prawostronna przestrzeń liniowa nad pierścieniem z dzieleniem AH jest skończony.
Dowodzimy, że jest to prawd ↪a dla punktowych algebr Hopfa (por. Wniosek 1.3.6).

Podstawowe narz ↪edzia badawcze rozprawy stanowi ↪a u lamki symetryczne pierścieni
pó lpierwszych i ich centralne lokalizacje, por. Rozdzia l 2. Pozwalaj ↪a one na redukcj ↪e
rozważanych w pracy problemów do dzia lań algebr Hopfa na algebry skończenie wy-
miarowe.

Cz ↪eść z przedstawionych wyników zosta la zawarta w publikacjach [GH04] oraz [GH07].

Korzystaj ↪ac ze sposobności, pragn ↪e w szczególny sposób podzi ↪ekować promotorowi
rozprawy Panu Profesorowi Piotrowi Grzeszczukowi za opiek ↪e naukow ↪a oraz wyrozu-
mia lość i życzliwość okazywan ↪a mi w trakcie przygotowywania niniejszej rozprawy.
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Rozdzia l 1

Algebry Hopfa

Wszystkie rozważane w pracy pierścienie - o ile nie b ↪edzie powiedziane inaczej - s ↪a
 l ↪aczne.

Dla dowolnego pierścienia R przez R-modu l b ↪edziemy rozumieć zawsze lewostronny
R-modu l. Jeśli R jest pierścieniem z jedynk ↪a, to dodatkowo przyjmujemy, że R-
modu l jest unitarny. Homomorfizm R-modu lów b ↪edziemy nazywać zamiennie R-
homomorfizmem. Dla R-modu lów M i N grup ↪e wszystkich R-homomorfizmów z M
w N b ↪edziemy oznaczać przez HomR(M,N). Dla pierścienia endomorfizmów R-
modu lu M przyjmujemy oznaczenie EndR(M).

Ustalmy teraz dowolne niepuste podzbiory X, Y ⊆ R. Przez CX(Y ) b ↪edziemy ozna-
czać centralizator Y w X. Przypomnijmy, że zgodnie z definicj ↪a jest to zbiór:

{x ∈ X | xy = yx dla wszystkich y ∈ Y }.

Lewostronny anihilator Y w X, tj. zbiór:

{x ∈ X | xy = 0 dla wszystkich y ∈ Y },

b ↪edziemy oznaczać przez l.annX(Y ). Przez analogi ↪e, dla prawostronnego anihilatora
Y w X przyjmujemy oznaczenie r.annX(Y ). Wreszcie, anihilator Y w X b ↪edziemy
oznaczać przez annX(Y ).

Dla centrum pierścienia R rezerwujemy oznaczenie Z(R).

1.1 Koalgebry i algebry Hopfa

Niech k b ↪edzie dowolnym cia lem. O k-algebrze z jedynk ↪a wygodnie jest myśleć jako
o przestrzeni liniowej A nad cia lem k wraz z odwzorowaniami liniowymi: mnożeniem
m : A ⊗ A → A (przyporz ↪adkowuj ↪acym a ⊗ b 7→ ab) oraz jedynk ↪a u : k → A (przy-
porz ↪adkowuj ↪ac ↪a 1k 7→ 1A) spe lniaj ↪acymi pewne warunki, które można przedstawić
w postaci przemiennych diagramów:
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 l ↪aczność: jedynka:

A⊗ A⊗ A A⊗ A

A⊗ A A
?

id⊗m

?

m

-m⊗id

-m

A⊗ A

k⊗ A A⊗ k

A
?

m
�

�
���

u⊗id
@

@
@@I

id⊗u

@
@

@
@@R

∼=

�
�

�
��	

∼=

Dla dowolnych przestrzeni liniowych V i W przez τ : V ⊗ W → W ⊗ V oznaczmy
skr ↪ecenie: τ(v ⊗w) = w⊗ v, gdzie v ∈ V , w ∈ W . Wtedy A jest algebr ↪a przemienn ↪a,
jeśli m ◦ τ = m na A⊗ A.

Przypomnijmy, że jeśli A i B s ↪a k-algebrami z jedynk ↪a, to przekszta lcenie f : A→ B
nazywamy homomorfizmem k-algebr z jedynk ↪a, jeżeli f jest homomorfizmem k-algebr
oraz obrazem jedynki algebry A jest jedynka algebry B.

Poj ↪eciem dualnym do poj ↪ecia algebry z jedynk ↪a jest poj ↪ecie koalgebry z kojedynk ↪a.
Teorii koalgebr i algebr Hopfa zosta lo poświ ↪econych wiele monografii, m.in. M.E.
Sweedler [Sw69], E. Abe [Ab80], S. Montgomery [Mo93b], Ch. Kassel [Ka95]. Poniżej
przedstawimy tylko niezb ↪edne nam fakty, przy czym b ↪edziemy opierać si ↪e na ksi ↪ażce
[Mo93b].

Definicja 1.1.1.

1. k-Koalgebr ↪a z kojedynk ↪a nazywamy przestrzeń liniow ↪a C nad cia lem k wraz
z odwzorowaniami liniowymi: komnożeniem ∆: C → C ⊗ C oraz kojedynk ↪a
ε : C → k dla których nast ↪epuj ↪ace diagramy s ↪a przemienne:

ko l ↪aczność: kojedynka:

C C ⊗ C

C ⊗ C C ⊗ C ⊗ C
?

∆

?

∆⊗id

-∆

-
id⊗∆

C

k⊗ C C ⊗ k

C ⊗ C
?

∆

�
�

�
��	

1k⊗

@
@

@
@@R

⊗1k

@
@

@@I
ε⊗id

�
�

���
id⊗ε

O koalgebrze C powiemy, że jest koprzemienna, jeśli τ ◦∆ = ∆.

2. Niech (C,∆, ε) b ↪edzie koalgebr ↪a z kojedynk ↪a. Podprzestrzeń A ⊆ C nazywamy
koidea lem, jeśli ∆(A) ⊆ A⊗ C + C ⊗ A oraz ε(A) = 0.

W dalszej cz ↪eści b ↪edziemy używać notacji wprowadzonej przez R.G. Heynemana
i M.E. Sweedlera [HS69]. Dla koalgebry C z komnożeniem ∆ i kojedynk ↪a ε, koilo-
czyn ∆(c) elementu c ∈ C b ↪edziemy oznaczać przez

∑
c1 ⊗ c2. Przedstawienie to
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nie jest jednoznaczne. Indeksy (1) i (2) s ↪a symboliczne i bardziej określaj ↪a pozycj ↪e
elementu w iloczynie tensorowym niż reprezentuj ↪a konkretne elementy. W tej notacji
warunek ko l ↪aczności ma postać:∑

∆(c1)⊗ c2 =
∑
c1 ⊗∆(c2).

Element ten b ↪edziemy utożsamiać z elementem
∑
c1 ⊗ c2 ⊗ c3. Warunek kojedynki

wyraża si ↪e wzorem: ∑
ε(c1)c2 =

∑
c1ε(c2) = c.

Wreszcie warunek koprzemienności ma postać:∑
c1 ⊗ c2 =

∑
c2 ⊗ c1.

Definicja 1.1.2. k-Algebr ↪e H z jedynk ↪a wraz z odwzorowaniami liniowymi: ∆: H →
H ⊗ H, ε : H → k i S : H → H nazywamy algebr ↪a Hopfa, jeśli spe lnia nast ↪epuj ↪ace
warunki:

1. (H,∆, ε) jest koalgebr ↪a z kojedynk ↪a.

2. ∆, ε s ↪a homomorfizmami algebr z jedynk ↪a.

3. dla każdego h ∈ H zachodzi równość:∑
S(h1)h2 =

∑
h1S(h2) = ε(h)1H ,

gdzie ∆(h) =
∑
h1 ⊗ h2.

Przekszta lcenie S nazywamy antypod ↪a. Antypoda jest anty-endomorfizmem algebry
z jedynk ↪a.

Przyk lad 1.1.3. Dla dowolnej grupy G algebra grupowa kG jest algebr ↪a Hopfa
z komnożeniem ∆(g) = g ⊗ g, kojedynk ↪a ε(g) = 1 oraz antypod ↪a S(g) = g−1, gdzie
g ∈ G.

Przyk lad 1.1.4. Niech G b ↪edzie grup ↪a skończon ↪a. Przez {pg | g ∈ G} oznaczmy
baz ↪e przestrzeni dualnej kG? dualn ↪a do bazy algebry kG utworzonej przez ele-
menty grupy G. Wtedy kG? jest algebr ↪a Hopfa z mnożeniem pgph = δghpg, jedynk ↪a∑

g∈G pg, komnożeniem ∆(pg) =
∑

hk=g ph⊗ pk, kojedynk ↪a ε(pg) = δg1 oraz antypod ↪a
S(pg) = pg−1 , gdzie δgh oznacza delt ↪e Kroneckera.

Przyk lad 1.1.5. Niech H b ↪edzie uniwersaln ↪a algebr ↪a obwiedni ↪a U(L) algebry Liego
L lub - w przypadku, gdy chark 6= 0 - ograniczon ↪a uniwersaln ↪a algebr ↪a obwiedni ↪a u(L)
ograniczonej algebry Liego L. Wtedy H jest algebr ↪a Hopfa z komnożeniem ∆(x) =
x⊗1+1⊗x, kojedyk ↪a ε(x) = 0 oraz antypod ↪a S(x) = −x, gdzie x ∈ L.  Latwo widać,
że L jest koidea lem w H.
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W koalgebrze elementy, na których komnożenie dzia la w taki sposób w jaki dzia la na
elementach grupy w Przyk ladzie 1.1.3 lub na elementach algebry Liego w Przyk ladzie
1.1.5, odgrywaj ↪a ważn ↪a rol ↪e i dlatego maj ↪a swoje nazwy.

Definicja 1.1.6. Niech (C,∆, ε) b ↪edzie koalgebr ↪a z kojedynk ↪a, c ∈ C.

1. Element c nazywamy grupopodobnym, jeśli ∆(c) = c ⊗ c oraz ε(c) = 1. Zbiór
wszystkich elementów grupopodobnych koalgebry C b ↪edziemy oznaczać przez
G(C).

2. Niech g, h ∈ G(C). Element c nazywamy (g, h)-prymitywnym, jeśli ∆(c) = c ⊗
g+h⊗c. Zbiór wszystkich elementów (g, h)-prymitywnych koalgebry C b ↪edziemy
oznaczać przez Pg,h(C).

3. Element c nazywamy skośnie prymitywnym, jeśli c jest elementem (g, h)-
prymitywnym dla pewnych g, h ∈ G(C).

4. Niech C = H b ↪edzie algebr ↪a Hopfa. Element c nazywamy prymitywnym, jeśli
∆(c) = c ⊗ 1 + 1 ⊗ c. Zbiór wszystkich elementów prymitywnych algebry H
b ↪edziemy oznaczać przez P (H).

W algebrze Hopfa elementy grupopodobne tworz ↪a grup ↪e, zaś elementy prymitywne
algebr ↪e Liego lub - w przypadku, gdy chark 6= 0 - ograniczon ↪a algebr ↪e Liego.

W nast ↪epnych rozdzia lach nasze rozważania ograniczymy do pewnej szczególnej klasy
algebr Hopfa - punktowych algebr Hopfa (por. [Mo93b, Roz. 5]). Przypomnijmy, że
koalgebra jest prosta, jeśli nie zawiera żadnych w laściwych podkoalgebr. Sum ↪e alge-
braiczn ↪a wszystkich podkoalgebr prostych koalgebry C nazywamy koradyka lem i ozna-
czamy przez C0. O koalgebrze mówimy, że jest punktowa, jeśli każda jej podkoalgebra
prosta jest jednowymiarowa. Jak nietrudno przekonać si ↪e, warunkiem koniecznym
i wystarczaj ↪acym na to, aby koalgebra C by la punktowa jest równość C0 = kG(C).
W szczególności, koradyka l punktowej algebry Hopfa jest koprzemienn ↪a podalgebr ↪a
Hopfa. To oznacza, że antypoda punktowej algebry Hopfa jest bijekcj ↪a (por. [Mo93b,
Wn. 5.2.11]). Poniżej przedstawiamy wynik E.J. Tafta i R.L. Wilsona (por. [Mo93b,
Tw. 5.4.1]) opisuj ↪acy struktur ↪e koalgebr punktowych.

Twierdzenie 1.1.7. ([TW74]) Niech (C,∆, ε) b ↪edzie punktow ↪a koalgebr ↪a z kojedynk ↪a.
Oznaczmy G = G(C). Wtedy istnieje rodzina podprzestrzeni {Cn}n≥0 taka, że:

1. C0 ⊆ C1 ⊆ C2 ⊆ . . . ⊆
⋃
n≥0Cn = C.

2. C0 jest koradyka lem w C.

3. C1 = C0 +
∑

g,h∈G Pg,h(C).

4. dla każdego n ≥ 1 zachodzi równość Cn =
∑

g,h∈GCn(g, h), gdzie

Cn(g, h) = {c ∈ C | ∆(c)− c⊗ g − h⊗ c ∈ Cn−1 ⊗ Cn−1}.
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Zauważmy, że obie algebry: algebra grupowa oraz uniwersalna algebra obwiednia alge-
bry Liego s ↪a koprzemiennymi punktowymi algebrami Hopfa. W istocie, każda koprze-
mienna algebra Hopfa (po ewentualnym rozszerzeniu cia la skalarów) jest punktow ↪a
algebr ↪a Hopfa (por. [Mo93b, Podroz. 5.6]).

Przyk lad 1.1.8. Niech ω ∈ k b ↪edzie pierwiastkiem prymitywnym stopnia n (n ≥ 2)
z jedynki. Przez Tn2(ω) oznaczmy algebr ↪e k〈g, x | gn = 1, xn = 0, xg = ωgx〉. Wtedy
Tn2(ω) jest n2-wymiarow ↪a algebr ↪a Hopfa z komnożeniem ∆(g) = g ⊗ g, ∆(x) =
x⊗1+g⊗x, kojedynk ↪a ε(g) = 1, ε(x) = 0 oraz antypod ↪a S(g) = g−1 i S(x) = −g−1x.
W literaturze nosi ona nazw ↪e algebry Tafta. Jak nietrudno przekonać si ↪e, algebra
Tafta jest nieprzemienn ↪a i niekoprzemienn ↪a punktow ↪a algebr ↪a Hopfa. Szczególnym
przypadkiem algebry Tafta jest algebra Sweedlera (k ladziemy n = 2, ω = −1).

Inny przyk lad nieprzemiennej i niekoprzemiennej punktowej algebry Hopfa zostanie
przedstawiony w Podrozdziale 1.4.

1.2 Dzia lanie algebr Hopfa na algebry  l ↪aczne

Definicja 1.2.1. Niech H b ↪edzie algebr ↪a Hopfa i A - k-algebr ↪a. Powiemy, że H dzia la
na A lub, że A jest H-modu low ↪a algebr ↪a, jeśli:

1. A jest H-modu lem z dzia laniem, które oznaczamy kropk ↪a.

2. dla dowolnych elementów h ∈ H, a, b ∈ A zachodzi równość:

h · ab =
∑

(h1 · a)(h2 · b),

gdzie ∆(h) =
∑
h1 ⊗ h2.

Lemat 1.2.2. ([Co86]) Niech H b ↪edzie algebr ↪a Hopfa i A - H-modu low ↪a algebr ↪a.
Wówczas dla dowolnych elementów h ∈ H, a, b ∈ A zachodzi równość:

(h · a)b =
∑
h1 · [a(S(h2) · b)].

Jeśli dodatkowo antypoda algebry H jest bijekcj ↪a, to:

a(h · b) =
∑
h2 · [(S−1(h1) · a)b].

Dowód otrzymujemy natychmiast po rozpisaniu prawych stron obu równości.

Bezpośrednio z Definicji 1.2.1 widać, że jeśli H jest algebr ↪a Hopfa i A - H-modu low ↪a
algebr ↪a z jedynk ↪a, to dla każdego h ∈ H zachodzi:

h · 1A = (h · 1A)1A =
∑
h1 · [1A(S(h2) · 1A)] =

∑
h1S(h2) · 1A = ε(h)1A.

Rozważane w pracy algebry na ogó l nie musz ↪a posiadać jedynki.
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Definicja 1.2.3. Niech H b ↪edzie algebr ↪a Hopfa, A - podalgebr ↪a Hopfa lub koidea lem
w H i A - H-modu low ↪a algebr ↪a.

1. Niepusty podzbiór T ⊆ A nazywamy A-niezmienniczym, jeśli dla dowolnych
h ∈ A, t ∈ T spe lniony jest warunek h · t ∈ T .

2. Mówimy, że A jest A-prost ↪a algebr ↪a, jeśli nie posiada w laściwych A-niezmienni-
czych idea lów.

3. Niezmiennikami dzia lania A na A nazywamy zbiór:

AA = {a ∈ A | h · a = ε(h)a dla wszystkich h ∈ A}.

Jak nietrudno zauważyć, dzia lanie algebry Hopfa H na algebr ↪e A indukuje homomor-
fizm:

π : H → Endk(A)

algebr z jedynk ↪a zgodnie ze wzorem π(h)(a) = h · a, gdzie h ∈ H, a ∈ A. Dla
podprzestrzeni A ⊆ H przez E(A) oznaczmy podalgebr ↪e algebry Endk(A) generowan ↪a
przez π(A). Powiemy, że wymiar dzia lania A na A jest skończony i wynosi N , jeśli
dimkE(A) = N <∞.

Przyk lad 1.2.4. Niech kG b ↪edzie algebr ↪a grupow ↪a. Korzystaj ↪ac z Przyk ladu 1.1.3
można pokazać, że dla dowolnej algebry A dzia lanie algebry Hopfa kG na algebr ↪e A
jest dok ladnie dzia laniem grupy G na A poprzez automorfizmy algebry. Niezmienniki
dzia lania algebry Hopfa kG pokrywaj ↪a si ↪e z punktami sta lymi dzia lania grupy G:
AkG = AG. Dla skończonej grupy G jasnym jest, że każde dzia lanie algebry Hopfa kG
ma skończony wymiar. Z kolei dla grup nieskończonych sytuacja nie jest już tak jed-
noznaczna. Na przyk lad naturalne dzia lanie algebry Hopfa kG na algebr ↪e kG poprzez
automorfizmy wewn ↪etrzne ma wymiar skończony wtedy i tylko wtedy, gdy centrum
Z(G) grupy G ma skończony indeks w G.

W tym miejscu warto przypomnieć dwa ogólnie znane fakty dotycz ↪ace dzia lania
skończonych grup na algebry bez nietrywialnych punktów sta lych, z których b ↪edziemy
korzystać w dalszej cz ↪eści pracy.

Twierdzenie 1.2.5.

1. (V.K. Kharchenko, [Kh75]; por. [Mo80, Tw. 4.5]) Algebra na któr ↪a dzia la
skończona grupa automorfizmów bez nietrywialnych punktów sta lych posiada nie-
zerowe elementy nilpotentne.

2. (G.M. Bergman, M. Isaacs, [BI73]; por. [Mo80, Tw. 1.4]) Jeśli dodatkowo cha-
rakterystyka cia la nie dzieli rz ↪edu grupy, to algebra jest nilpotentna.
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Przyk lad 1.2.6. Niech G b ↪edzie grup ↪a skończon ↪a. Z Przyk ladu 1.1.4 pami ↪etamy, że
przestrzeń dualna H = kG? jest algebr ↪a Hopfa. Wówczas algebra A jest H-modu low ↪a
algebr ↪a wtedy i tylko wtedy, gdy A jest algebr ↪a zgradowan ↪a przez grup ↪e G. Niezmien-
niki dzia lania H na A pokrywaj ↪a si ↪e z jednostkow ↪a sk ladow ↪a gradacji.

Definicja 1.2.7. Niech A b ↪edzie dowoln ↪a algebr ↪a.

1. Odwzorowanie liniowe δ : A → A nazywamy różniczkowaniem, jeśli dla dowol-
nych elementów x, y ∈ A zachodzi równość δ(xy) = δ(x)y + xδ(y).

2. Niech σ b ↪edzie automorfizmem algebry A. Odwzorowanie liniowe δ : A → A
nazywamy σ-różniczkowaniem, jeśli dla dowolnych elementów x, y ∈ A zachodzi
równość δ(xy) = δ(x)y + σ(x)δ(y). O σ-różniczkowaniu δ algebry A mówimy,
że jest wewn ↪etrzne, jeśli istnieje element a ∈ A taki, że dla każdego x ∈ A
zachodzi równość δ(x) = ax − σ(x)a. Wewn ↪etrzne σ-różniczkowanie algebry A
indukowane przez element a ∈ A b ↪edziemy oznaczać przez ada.

3. Odwzorowanie liniowe δ : A → A nazywamy skośnym różniczkowaniem, jeśli
δ jest σ-różniczkowaniem dla pewnego automorfizmu σ algebry A. O skośnym
różniczkowaniu δ algebry A mówimy, że jest k-algebraiczne, jeśli istnieje liczba
naturalna n oraz elementy α0, α1, . . . , αn−1 ∈ k takie, że dla każdego x ∈ A
zachodzi równość:

δn(x) + αn−1δ
n−1(x) + . . .+ α1δ(x) + α0x = 0.

4. Niech A b ↪edzie algebr ↪a z jedynk ↪a. Skośne różniczkowanie δ algebry A nazywamy
A-algebraicznym, jeśli istnieje liczba naturalna n, elementy a0, a1, . . . , an−1 ∈ A
oraz element odwracalny an ∈ A taki, że dla każdego x ∈ A zachodzi równość:

anδ
n(x) + an−1δ

n−1(x) + . . .+ a1δ(x) + a0x = 0.

Przyk lad 1.2.8. Oznaczmy przez H uniwersaln ↪a algebr ↪e obwiedni ↪a U(L) algebry
Liego L (ograniczon ↪a uniwersaln ↪a algebr ↪e obwiedni ↪a u(L) ograniczonej algebry Liego
L, gdy chark 6= 0). Dla dowolnej algebry A możemy udowodnić, że dzia lanie algebry
Hopfa H na algebr ↪e A jest niczym innym jak dzia laniem algebry Liego L na A poprzez
różniczkowania algebry. Niezmienniki dzia lania algebry Hopfa H i algebry Liego L
pokrywaj ↪a si ↪e: AH = AL. Ponadto, jeśli L jest skończenie wymiarow ↪a algebr ↪a Liego,
to skończony wymiar dzia lania L na A jest równoważny temu, że L dzia la na A
poprzez k-algebraiczne różniczkowania. Zgodnie z analogiem Twierdzenia Poincaré-
Birkhoffa-Witta dla ograniczonych algebr Liego udowodnionym przez N. Jacobsona
[Ja41], warunek ten spe lniaj ↪a wszystkie skończenie wymiarowe ograniczone algebry
Liego.

Wynik analogiczny do Twierdzenia Kharchenki 1.2.5 o istnieniu nietrywialnych nie-
zmienników dla dzia lań algebr Liego udowodnili K.I. Beidar i P. Grzeszczuk.
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Twierdzenie 1.2.9. ([BG95, Tw. 3.5]) Niech k b ↪edzie cia lem charakterystyki różnej
od 2. Za lóżmy, że na zredukowan ↪a algebr ↪e A dzia la skończenie wymiarowa algebra
Liego L (ograniczona algebra Liego L, gdy chark > 2) i wymiar tego dzia lania jest
skończony. Wtedy AL 6= 0.

1.3 Iloczyn skrzyżowany

Istotn ↪a rol ↪e w badaniu dzia lania skończonych grup na algebry  l ↪aczne odgrywa skośny
pierścień grupowy. W kontekście dzia lania dowolnej skończenie wymiarowej algebry
Hopfa wygodnie jest natomiast rozważyć iloczyn skrzyżowany. W j ↪ezyku angielskim
powszechny w użyciu jest termin smash product.

Definicja 1.3.1. Niech H b ↪edzie algebr ↪a Hopfa i A - H-modu low ↪a algebr ↪a z je-
dynk ↪a. Iloczynem skrzyżowanym nazywamy k-algebr ↪e A#H zdefiniowan ↪a w sposób
nast ↪epuj ↪acy:

1. A#H, jako przestrzeń liniowa, jest izomorficzna z A⊗H.

Obraz elementu a⊗ h b ↪edziemy oznaczać przez a#h.

2. Mnożenie w A#H zadane jest wzorem:

(a#g)(b#h) =
∑
a(g1 · b)#g2h,

gdzie a, b ∈ A, g, h ∈ H.

Zauważmy, że każd ↪a z algebr: A i H możemy w naturalny sposób zanurzyć w iloczyn
skrzyżowany A#H przyporz ↪adkowuj ↪ac a 7→ a#1H i h 7→ 1A#h, odpowiednio. Pozwoli
nam to w dalszej cz ↪eści rozprawy stosować oznaczenie ah = a#h. W tej notacji
mnożenie wyraża si ↪e wzorem:

(ag)(bh) =
∑
a(g1 · b)g2h.

Przyk lad 1.3.2. Niech H = kG b ↪edzie algebr ↪a grupow ↪a i A - H-modu low ↪a algebr ↪a
z jedynk ↪a. Jak wspomnielísmy w Przyk ladzie 1.2.4, grupa G dzia la na algebr ↪e A
poprzez automorfizmy algebry. Możemy wi ↪ec rozważyć skośny pierścień grupowy A?G.
 Latwe obliczenia pokazuj ↪a, że A#H = A?G. Mnożenie w A#H określone jest wzorem:

(ag)(bh) = a(g · b)gh,

gdzie a, b ∈ A, g, h ∈ G.

Jak nietrudno zauważyć, dzia lanie algebry Hopfa H na algebr ↪e A z jedynk ↪a wyznacza
na A struktur ↪e A#H-modu lu zgodnie ze wzorem:

ah.b = a(h · b),
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gdzie a, b ∈ A, h ∈ H. Oznaczmy przez EndA#H(A) algebr ↪e endomorfizmów algebry
A traktowanej jako modu l nad A#H. Wtedy:

1. A#H-podmodu ly A s ↪a dok ladnie H-niezmienniczymi lewostronnymi idea lami
A.

2. Algebra EndA#H(A) jest izomorficzna z podalgebr ↪a niezmienników AH ⊆ A.

Dla dowolnego elementu a ∈ AH oznaczmy przez ra prawostronne mnożenie x 7→ xa,
gdzie x ∈ A. Można pokazać, że odwzorowanie a 7→ ra zanurza algebr ↪e A

H w algebr ↪e
EndA#H(A). Dla pe lności dowodu podpunktu drugiego pozostaje zauważyć, że dla
każdego ϕ ∈ EndA#H(A) mamy ϕ(1) ∈ AH oraz ϕ = rϕ(1).

Definicja 1.3.3. Niech R b ↪edzie pierścieniem z jedynk ↪a i M - niezerowym R-modu-
 lem.

1. Mówimy, że M jest nieprzywiedlnym R-modu lem, jeśli M nie posiada w laściwych
R-podmodu lów.

2. Mówimy, że M jest jednolitym R-modu lem, jeśli każde dwa niezerowe R-podmo-
du ly M maj ↪a niezerow ↪a cz ↪eść wspóln ↪a.

3. Mówimy, że M ma skończony wymiar Goldiego równy n, jeśli istnieje rodzina
jednolitych R-podmodu lów {Mi}1≤i≤n w M taka, że M1 + M2 + . . . + Mn jest
sum ↪a prost ↪a i istotnym R-podmodu lem M .

4. Mówimy, że pierścień R ma skończony lewostronny wymiar Goldiego, jeśli R
traktowany jako regularny R-modu l ma skończony wymiar Goldiego.

Korzystaj ↪ac z wcześniejszych spostrzeżeń  latwo dowodzimy w oparciu o Lemat Schura
pierwsz ↪a cz ↪eść Twierdzenia J. Bergena, M. Cohen i D. Fishman.

Twierdzenie 1.3.4. ([BCF90, Tw. 2.2]) Niech H b ↪edzie algebr ↪a Hopfa i A - H-
modu low ↪a algebr ↪a z jedynk ↪a, nieprzywiedln ↪a jako A#H-modu l. Wtedy:

1. AH jest pierścieniem z dzieleniem.

2. Jeśli dodatkowo wymiar dzia lania H na A jest skończony i wynosi N oraz A ma
skończony lewostronny wymiar Goldiego, to wymiar algebry A traktowanej jako
prawostronna przestrzeń liniowa nad AH jest skończony nie wi ↪ekszy niż N .

W [BCF90, Pyt. 2.7] autorzy postawili ponadto pytanie, czy Twierdzenie 1.3.4 b ↪edzie
nadal prawdziwe, jeśli pominiemy za lożenie o skończonym lewostronnym wymiarze
Goldiego algebry A. Pokażemy teraz, że tak jest dla punktowych algebr Hopfa.

Lemat 1.3.5. ([GH07]) Niech H b ↪edzie punktow ↪a algebr ↪a Hopfa i A - H-modu low ↪a
algebr ↪a z jedynk ↪a. Niech ponadto M b ↪edzie nieprzywiedlnym (jednolitym) A#H-
modu lem. Jeśli wymiar dzia lania H na M jest skończony i wynosi N , to M traktowany
jako modu l nad A ma skończon ↪a d lugość (odpowiednio skończony wymiar Goldiego).
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Dowód. Niech M b ↪edzie dowolnym niezerowym A#H-modu lem. Rozważmy homo-
morfizm:

π : H → Endk(M)

algebr z jedynk ↪a indukowany przez dzia lanie H na M : π(h)(m) = hm, gdzie
h ∈ H, m ∈ M . Z Twierdzenia Tafta-Wilsona 1.1.7 wynika, że istniej ↪a elementy
c1, c2, . . . , cN ∈ H, c1 = 1, oraz rodzina podprzestrzeni {Hn}0≤n≤N taka, że:

1. 0 = H0 ⊆ H1 ⊆ H2 ⊆ . . . ⊆ HN = H.

2. π(Hn) = π(Hn−1) + kπ(cn) dla każdego 1 ≤ n ≤ N .

3. ∆(cn) ∈ cn⊗g+h⊗cn+Hn−1⊗Hn−1 dla każdego 2 ≤ n ≤ N , gdzie g, h ∈ G(H)
i g ∈ Hn−1.

Zauważmy, że dla dowolnych elementów a ∈ A, m ∈ M i dowolnego elementu cn
spe lniaj ↪acego warunek 3 zachodzi równość:

cn(am) = (cna)m = (cn · a)gm+ (h · a)cnm+
∑

(cn1 · a)cn2m,

gdzie cn1 , cn2 ∈ Hn−1. Niech K b ↪edzie dowolnym A-podmodu lem M . Oznaczmy K(0) =
M . Korzystaj ↪ac z powyższej równości  latwo dowodzimy za pomoc ↪a indukcji wzgl ↪edem
n = 1, 2, . . . , N , że

K(n) =
{
x ∈ K(n−1) | cnx ∈ K

}
= {x ∈M | Hnx ⊆ K}

jest A-podmodu lem M zawartym w K. Wynika st ↪ad, że K(N) = {x ∈M | Hx ⊆ K}
jest A#H-podmodu lem M zawartym w K.  Latwe obliczenia pokazuj ↪a, że K(N) jest
najwi ↪ekszym A#H-podmodu lem M zawartym w K.

Pokażemy teraz, że istnieje A-podmodu l K̂ modu lu M maksymalny ze wzgl ↪edu na
warunek: K̂ nie zawiera niezerowych A#H-podmodu lów M . Weźmy dowolny li-
niowo uporz ↪adkowany zbiór {Kα}α A-podmodu lów M nie zawieraj ↪acych niezero-
wych A#H-podmodu lów M . Twierdzimy, że również

⋃
αKα nie zawiera niezerowych

A#H-podmodu lów M . Przypuśćmy, że tak nie jest. Wtedy istnieje niezerowy A#H-
podmodu l L modu lu M zawarty w

⋃
αKα. Weźmy dowolny niezerowy element x ∈ L.

Mamy c1x, c2x, . . . , cNx ∈ Kα0 dla pewnego α0. Wynika z tego, że (A#H)x ⊆ Kα0 .
Otrzymujemy w ten sposób niezerowy A#H-podmodu l modu lu M zawarty w Kα0 .
Sprzeczność. Teza wynika teraz bezpośrednio z Lematu Zorna. Mamy wi ↪ec  lańcuch
A-podmodu lów M :

M = K̂(0) ⊇ K̂ = K̂(1) ⊇ K̂(2) ⊇ . . . ⊇ K̂(N−1) ⊇ K̂(N) = 0.

Za lóżmy teraz, że M jest nieprzywiedlnym (jednolitym) A#H-modu lem. Ponieważ dla

każdego A-podmodu lu L modu lu M zawieraj ↪acego K̂ i różnego od K̂ mamy L(N) 6= 0,

wi ↪ec M/K̂ jest nieprzywiedlnym (odpowiednio jednolitym) A-modu lem. Dla każdego
1 ≤ n ≤ N − 1 rozważmy odwzorowanie:
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ϕn : K̂(n) →M/K̂

określone wzorem ϕn(x) = cn+1x + K̂, gdzie x ∈ K̂(n). Z warunku 3 wynika, że dla

dowolnych elementów a ∈ A, x ∈ K̂(n) zachodzi:

ϕn(ax) = cn+1(ax) + K̂ =

= (cn+1 · a)gx+ (h · a)cn+1x+
∑

(cn+11
· a)cn+12

x+ K̂ =

= (h · a)cn+1x+ K̂ = (h · a)ϕn(x).

Zauważmy poza tym, że kerϕn = K̂(n+1). Z powyższego  latwo widać już, że każde

ϕn wyznacza zanurzenie kraty A-podmodu lów modu lu K̂(n)/K̂(n+1) w krat ↪e A-

podmodu lów modu lu M/K̂. Jak pami ↪etamy, M/K̂ jest nieprzywiedlnym (jednolitym)

A-modu lem. Wynika z tego, że K̂(n)/K̂(n+1) jest albo zerowym albo nieprzywiedlnym
(odpowiednio jednolitym) A-podmodu lem. Oznacza to, że M traktowany jako lewo-
stronny A-modu l ma skończon ↪a d lugość (odpowiednio skończony wymiar Goldiego)
nie wi ↪eksz ↪a niż N .

Wniosek 1.3.6. ([GH07]) Niech H b ↪edzie punktow ↪a algebr ↪a Hopfa i A - H-modu low ↪a
algebr ↪a z jedynk ↪a, nieprzywiedln ↪a jako A#H-modu l. Jeśli wymiar dzia lania H na A
jest skończony i wynosi N , to wymiar algebry A traktowanej jako prawostronna prze-
strzeń liniowa nad pierścieniem z dzieleniem AH jest skończony nie wi ↪ekszy niż N .

1.4 Kolorowe algebry Liego

W tym podrozdziale przedstawimy przyk lad nieprzemiennej i niekoprzemiennej punk-
towej algebry Hopfa.

Od tego miejsca do końca Rozdzia lu 1 b ↪edziemy zak ladać, że k jest cia lem charak-
terystyki różnej od 2 i G - dowoln ↪a skończon ↪a grup ↪a abelow ↪a. Przez k? oznaczamy
grup ↪e multiplikatywn ↪a cia la k.

Niech V =
⊕

g∈G Vg b ↪edzie przestrzeni ↪a liniow ↪a nad cia lem k zgradowan ↪a przez grup ↪e
G. Element v ∈ V nazywamy jednorodnym stopnia g, gdzie g ∈ G, jeżeli v ∈ Vg.
Jasnym jest, że każdy element v ∈ V można przedstawić w postaci sumy

∑
g∈G vg

jednorodnych elementów vg ∈ Vg oraz, że przedstawienie to jest jednoznaczne. Ele-
menty vg nazywamy jednorodnymi sk ladowymi elementu v. Mówimy, że podprzestrzeń
U ⊆ V jest jednorodna, jeśli dla każdego elementu z U wszystkie jego jednorodne
sk ladowe należ ↪a do U . Jak  latwo zauważyć, aby podprzestrzeń U ⊆ V by la jedno-
rodna konieczne i wystarczaj ↪ace jest, aby U =

⊕
g∈G(U ∩ Vg). Oznaczamy wówczas

Ug = U∩Vg dla g ∈ G. Jeśli V =
⊕

g∈G Vg oraz W =
⊕

g∈GWg s ↪a przestrzeniami linio-
wymi nad cia lem k zgradowanymi przez grup ↪e G, to odwzorowanie liniowe f : V → W
nazywamy jednorodnym, jeśli dla każdego g ∈ G zachodzi f(Vg) ⊆ Wg.
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Definicja 1.4.1. Przekszta lcenie ε : G× G → k? nazywamy bicharakterem, jeśli jest
ono:

1. multiplikatywne na każdej ze wspó lrz ↪ednych:

ε(gh, k) = ε(g, k)ε(h, k)

ε(g, hk) = ε(g, h)ε(g, k).

2. antysymetryczne:

ε(g, h)ε(h, g) = 1,

gdzie g, h, k ∈ G.

Jest oczywiste, że dla każdego g ∈ G zachodzi ε(g, g) = 1 lub ε(g, g) = −1. W dalszej
cz ↪eści pracy zastosujemy nast ↪epuj ↪ace oznaczenia:

G+ = {g ∈ G | ε(g, g) = 1}

G− = {g ∈ G | ε(g, g) = −1} .

Zauważmy, że G+ jest podgrup ↪a grupy G indeksu nie wi ↪ekszego niż 2.

Definicja 1.4.2. Niech ε : G × G → k? b ↪edzie bicharakterem. Przestrzeń liniow ↪a
L =

⊕
g∈G Lg nad cia lem k zgradowan ↪a przez grup ↪e G wraz z odwzorowaniem dwu-

liniowym [·, ·] : L× L→ L spe lniaj ↪acym warunek [Lg, Lh] ⊆ Lgh nazywamy kolorow ↪a
ε-algebr ↪a Liego, jeśli:

1. [x, y] = −ε(g, h)[y, x].

2. [[x, y], z] = [x, [y, z]]− ε(g, h)[y, [x, z]],

gdzie g, h ∈ G, x ∈ Lg, y ∈ Lh, z ∈ L. Jeśli chark = 3, to dodatkowo zak ladamy, że
dla każdego x ∈

⋃
g∈G−

Lg zachodzi [[x, x], x] = 0.

Zauważmy, że dla grupy trywialnej otrzymujemy zwyk l ↪a algebr ↪e Liego. Z kolei dla
grupy Z2 i bicharakteru ε : Z2 × Z2 → k? określonego wzorem ε(i, j) = (−1)ij otrzy-
mujemy superalgebr ↪e Liego.

Dla cia la k dodatniej charakterystyki definiujemy na L dodatkow ↪a struktur ↪e.

Definicja 1.4.3. Niech k b ↪edzie cia lem charakterystyki p > 2. O kolorowej alge-
brze Liego L =

⊕
g∈G Lg powiemy, że jest ograniczona, jeśli istnieje odwzorowanie

·[p] :
⋃
g∈G+

Lg →
⋃
g∈G+

Lg takie, że:

1. (αx)[p] = αpx[p], dla dowolnych α ∈ k, x ∈
⋃
g∈G+

Lg.
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2. [x[p], y] = (adx)
p(y), dla dowolnych x ∈

⋃
g∈G+

Lg, y ∈ L.

3. (x+ y)[p] = x[p] + y[p] +
∑p−1

i=1 si(x, y), dla dowolnych g ∈ G+, x, y ∈ Lg,

gdzie adx(y) = [x, y], zaś isi(x, y) jest wspó lczynnikiem wielomianu (adtx+y)
p−1(x)

stoj ↪acym przy ti−1.

Definicja 1.4.4. Niech L =
⊕

g∈G Lg i M =
⊕

g∈GMg b ↪ed ↪a kolorowymi algebrami
Liego. Odwzorowanie ϕ : L→M nazywamy homomorfizmem kolorowych algebr Liego,
jeśli ϕ jest jednorodnym odwzorowaniem liniowym oraz dla dowolnych elemenów
x, y ∈ L zachodzi równość ϕ([x, y]) = [ϕ(x), ϕ(y)]. Jeśli dodatkowo chark = p > 2 oraz
L i M s ↪a ograniczonymi kolorowymi algebrami Liego, to odwzorowanie ϕ : L → M
nazywamy homomorfizmem ograniczonych kolorowych algebr Liego, jeżeli ϕ jest ho-
momorfizmem kolorowych algebr Liego oraz dla każdego x ∈

⋃
g∈G+

Lg zachodzi

ϕ(x[p]) = ϕ(x)[p].

Przyk lad 1.4.5. Niech ε : G × G → k? b ↪edzie bicharakterem. Na dowolnej algebrze
 l ↪acznej A =

⊕
g∈GAg zgradowanej przez grup ↪e G możemy określić struktur ↪e kolorowej

ε-algebry Liego przyjmuj ↪ac:

[a, b] = ab− ε(g, h)ba,

gdzie g, h ∈ G, a ∈ Ag, b ∈ Ah. Jeśli chark = p > 2, to dodatkowo k ladziemy a[p] = ap

dla każdego a ∈
⋃
g∈G+

Ag. Wtedy A jest ograniczon ↪a kolorow ↪a ε-algebr ↪a Liego.

Przyk lad 1.4.6. Niech V =
⊕

g∈G Vg b ↪edzie przestrzeni ↪a liniow ↪a zgradowan ↪a przez
grup ↪e G. Mówimy, że endomorfizm f przestrzeni V ma stopień g, gdzie g ∈ G, jeśli dla
każdego h ∈ G zachodzi f(Vh) ⊆ Vgh. Oznaczmy przez Eg zbiór wszystkich endomor-
fizmów przestrzeni V stopnia g. Bezpośrednio sprawdza si ↪e, że Endk,G(V ) =

⊕
g∈GEg

ma naturaln ↪a struktur ↪e algebry  l ↪acznej z G-gradacj ↪a. Z Przyk ladu 1.4.5 wynika te-
raz, że dla dowolnego bicharakteru ε : G × G → k? możemy określić na Endk,G(V )
struktur ↪e kolorowej ε-algebry Liego (ograniczonej kolorowej ε-algebry Liego).

Przyk lad 1.4.7. Niech ε : G × G → k? b ↪edzie bicharakterem. Dla dowolnej alge-
bry  l ↪acznej A =

⊕
g∈GAg zgradowanej przez grup ↪e G zauważmy, że bicharakter ε

wyznacza dzia lanie:

φ : G→ Aut(A)

grupy G na algebr ↪e A poprzez automorfizmy algebry zgodnie ze wzorem:

φ(g)(a) = ε(g, h)a,
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gdzie g, h ∈ G, a ∈ Ah. Oznaczmy przez Dg zbiór wszystkich φ(g)-różniczkowań
algebry A stopnia g.  Latwe obliczenia pokazuj ↪a, że Der(A, ε) =

⊕
g∈G Dg jest kolorow ↪a

podalgebr ↪a Liego Endk,G(A). Jeśli chark > 2, to Der(A, ε) jest ograniczon ↪a kolorow ↪a
algebr ↪a Liego.

Definicja 1.4.8. Niech A =
⊕

g∈GAg b ↪edzie algebr ↪a  l ↪aczn ↪a zgradowan ↪a przez grup ↪e
G i L =

⊕
g∈G Lg - kolorow ↪a ε-algebr ↪a Liego. Jeśli chark > 2, to dodatkowo zak ladamy,

że L jest ograniczona. Powiemy, że L dzia la na A, jeśli istnieje homomorfizm:

ψ : L→ Der(A, ε)

kolorowych algebr Liego (ograniczonych kolorowych algebr Liego). Niezmiennikami
dzia lania L na A nazywamy zbiór:

AL = {a ∈ A | ψ(x)(a) = 0 dla wszystkich x ∈ L}.

Wiele poj ↪eć i w lasności znanych z teorii algebr Liego przenosi si ↪e na kolorowe algebry
Liego (por. [BMPZ92]). W szczególności z każd ↪a kolorow ↪a algebr ↪a Liego możemy
zwi ↪azać uniwersaln ↪a algebr ↪e obwiedni ↪a.

Definicja 1.4.9. Niech L =
⊕

g∈G Lg b ↪edzie kolorow ↪a algebr ↪a Liego. Algebr ↪e  l ↪aczn ↪a
U(L) =

⊕
g∈G Ug z jedynk ↪a zgradowan ↪a przez grup ↪e G wraz z homomorfizmem

ι : L→ U(L) kolorowych algebr Liego nazywamy uniwersaln ↪a algebr ↪a obwiedni ↪a, jeśli
dla dowolnej algebry  l ↪acznej A =

⊕
g∈GAg z jedynk ↪a zgradowanej przez grup ↪e G i do-

wolnego homomorfizmu ϕ : L → A kolorowych algebr Liego istnieje dok ladnie jeden
jednorodny homomorfizm f : U(L) → A algebr z jedynk ↪a taki, że f ◦ ι = ϕ, czyli
nast ↪epuj ↪acy diagram jest przemienny:

L U(L)

A

-ι

@
@

@
@

@
@R

ϕ

?

f

Uniwersalna algebra obwiedna dowolnej kolorowej algebry Liego zawsze istnieje i jest
wyznaczona z dok ladności ↪a do izomorfizmu.

Twierdzenie 1.4.10. (Poincaré, Birkhoff, Witt) Niech L =
⊕

g∈G Lg b ↪edzie kolorow ↪a
algebr ↪a Liego z baz ↪a z lożon ↪a z jednorodnych elementów {xj | j ∈ J}, gdzie J jest li-
niowo uporz ↪adkowanym zbiorem indeksów. Wtedy uniwersalna algebra obwiednia U(L)
posiada baz ↪e z lożon ↪a z 1 oraz wszystkich elementów postaci ι(xj1)ι(xj2) . . . ι(xjn), gdzie
n ≥ 1, ji ≤ ji+1, przy czym ji 6= ji+1 dla xji ∈

⋃
g∈G−

Lg.

W szczególności ι jest monomorfizmem kolorowych algebr Liego.
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W dalszej cz ↪eści b ↪edziemy milcz ↪aco zak ladać, że L ⊆ U(L) utożsamiaj ↪ac elementy z L
z ich obrazami przy odwzorowaniu ι.

Niech L =
⊕

g∈G Lg b ↪edzie kolorow ↪a ε-algebr ↪a Liego. Jak zauważylísmy w Przyk ladzie
1.4.7, na uniwersaln ↪a algebr ↪e obwiedni ↪a U(L) dzia la grupa G poprzez automorfizmy
algebry. Możemy zatem rozważyć skośny pierścień grupowy U(L) ? G. Oznaczmy go
przez H. Ustalmy dalej baz ↪e {1} ∪ {xj1xj2 . . . xjn | n ≥ 1} algebry U(L) zdefiniowan ↪a
w Twierdzeniu Poincaré-Birkhoffa-Witta 1.4.10. Jasnym jest, że elementy postaci ug,
gdzie u ∈ {1} ∪ {xj1xj2 . . . xjn | n ≥ 1} i g ∈ G, tworz ↪a baz ↪e nad k pierścienia H
traktowanego jako k-algebra. Mnożenie w H zadane jest wzorem:

gx = ε(g, h)xg,

gdzie g, h ∈ G, x ∈ Lh. Możemy wreszcie udowodnić, że H jest algebr ↪a Hopfa
z komnożeniem ∆, kojedynk ↪a ε oraz antypod ↪a S zdefiniowanymi jak nast ↪epuje:

∆(g) = g ⊗ g ε(g) = 1 S(g) = g−1

∆(x) = x⊗ 1 + h⊗ x ε(x) = 0 S(x) = −h−1x,

gdzie g, h ∈ G, x ∈ Lh. Bezpośrednio z określenia widać, że H jest nieprzemienn ↪a
i niekoprzemienn ↪a punktow ↪a algebr ↪a Hopfa, zaś L - koidea lem w H.

W przypadku chark > 2, z każd ↪a ograniczon ↪a kolorow ↪a algebr ↪a Liego możemy zwi ↪azać
ograniczon ↪a uniwersaln ↪a algebr ↪e obwiedni ↪a.

Definicja 1.4.11. Niech k b ↪edzie cia lem dodatniej charakterystyki i L =
⊕

g∈G Lg
- ograniczon ↪a kolorow ↪a algebr ↪a Liego. Algebr ↪e  l ↪aczn ↪a u(L) =

⊕
g∈G Ug z jedynk ↪a

zgradowan ↪a przez grup ↪e G wraz z homomorfizmem ι : L→ U(L) ograniczonych kolo-
rowych algebr Liego nazywamy ograniczon ↪a uniwersaln ↪a algebr ↪a obwiedni ↪a, jeśli dla
dowolnej algebry  l ↪acznej A =

⊕
g∈GAg z jedynk ↪a zgradowanej przez grup ↪e G i do-

wolnego homomorfizmu ϕ : L → A ograniczonych kolorowych algebr Liego istnieje
dok ladnie jeden jednorodny homomorfizm f : u(L) → A algebr z jedynk ↪a taki, że
f ◦ ι = ϕ, czyli nast ↪epuj ↪acy diagram jest przemienny:

L u(L)

A

-ι

@
@

@
@

@
@R

ϕ

?

f

Twierdzenie 1.4.12. Niech k b ↪edzie cia lem charakterystyki p > 2 i L =
⊕

g∈G Lg
- ograniczon ↪a kolorow ↪a algebr ↪a Liego z baz ↪a z lożon ↪a z jednorodnych elementów
{xj | j ∈ J}, gdzie J jest liniowo uporz ↪adkowanym zbiorem indeksów. Wtedy ogra-
niczona uniwersalna algebra obwiednia u(L) posiada baz ↪e z lożon ↪a z 1 oraz wszyst-
kich elementów postaci ι(xj1)

µ1ι(xj2)
µ2 . . . ι(xjn)µn, gdzie n ≥ 1, ji < ji+1, przy czym

1 ≤ µi ≤ p− 1 dla xji ∈
⋃
g∈G+

Lg oraz µi = 1 dla xji ∈
⋃
g∈G−

Lg.

W szczególności ι jest monomorfizmem ograniczonych kolorowych algebr Liego.
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Z wcześniejszych rozważań wynika, że jeśli L =
⊕

g∈G Lg jest skończenie wymiarow ↪a
ograniczon ↪a kolorow ↪a algebr ↪a Liego nad cia lem k charakterystyki p > 2, to skośny
pierścień grupowy u(L) ? G jest algebr ↪a Hopfa wymiaru 2m · pn · |G|, gdzie m =
dimk

⊕
g∈G−

Lg i n = dimk

⊕
g∈G+

Lg.

Za lóżmy teraz, że na algebr ↪e  l ↪aczn ↪a A =
⊕

g∈GAg zgradowan ↪a przez grup ↪e G dzia la
kolorowa ε-algebra Liego L =

⊕
g∈G Lg (ograniczona kolorowa ε-algebra Liego L, gdy

chark > 2). Oznaczmy przez H skośny pierścień grupowy U(L)?G lub - w przypadku,
gdy chark > 2 - u(L) ? G.  Latwe obliczenia pokazuj ↪a, że A jest H-modu low ↪a algebr ↪a
z dzia laniem określonym wzorem:

g · a = ε(g, h)a

x · a = ψ(x)(a),

gdzie g, h ∈ G, a ∈ Ah, x ∈ L oraz ψ : L → Der(A, ε) jest homomorfizmem kolo-
rowych algebr Liego (odpowiednio, ograniczonych kolorowych algebr Liego) induko-
wanym przez dzia lanie L na A. Ponadto, niezmienniki dzia lania algebry Hopfa H na
algebr ↪e A pokrywaj ↪a si ↪e z punktami sta lymi dzia lania grupy G na podalgebr ↪e A

L:
AH = (AL)G. Przypomnijmy dalej, że wymiar dzia lania L na A jest skończony i wy-

nosi N , jeśli obraz podalgebry L̂ ⊆ H, generowanej przez L, w algebrze Endk(A)
ma skończony wymiar równy N . Dla skończenie wymiarowej kolorowej algebry Liego
L ma to miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy jednorodne elementy algebry L dzia laj ↪a
na A poprzez k-algebraiczne skośne różniczkowania. Warunek ten spe lniaj ↪a wszystkie
skończenie wymiarowe ograniczone kolorowe algebry Liego.

Uwaga 1.4.13. Badaj ↪ac dzia lanie kolorowej ε-algebry Liego L =
⊕

g∈G Lg na al-
gebr ↪e A =

⊕
g∈GAg możemy bez straty ogólności ograniczyć nasze rozważania do

przypadku, gdy podgrupa G⊥ = {g ∈ G | ε(g,G) = 1} jest trywialna. Możemy tak
zrobić, ponieważ gradacja każdej z algebr: L i A przez grup ↪e G w sposób naturalny
poci ↪aga za sob ↪a gradacj ↪e przez grup ↪e ilorazow ↪a G/G⊥ i interesuj ↪ace nas w lasności
algebr: L i Der(A, ε) zostaj ↪a zachowane. Wówczas:

1. Charakterystyka cia la k nie dzieli rz ↪edu grupy G.

2. Dla każdego g ∈ G zachodzi równość:

Ag = {a ∈ A | φ(h)(a) = ε(h, g)a dla wszystkich h ∈ G},

gdzie φ jest zdefiniowanym w Przyk ladzie 1.4.7 homomorfizmem grup.

3. Dla każdego g ∈ G zachodzi równość:

Dg = {δ ∈ Endk(A) |δ(ab) = δ(a)b+ φ(g)(a)δ(b),

δ ◦ φ(h) = ε(g, h)φ(h) ◦ δ dla wszystkich a, b ∈ A, h ∈ G},

gdzie Dg jest zdefiniowanym w Przyk ladzie 1.4.7 zbiorem φ(g)-różniczkowań
algebry A stopnia g.
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Rozdzia l 2

Pierścienie u lamków Martindale’a

W rozprawie badamy dzia lanie punktowych algebr Hopfa na algebry  l ↪aczne. Nasze
podstawowe narz ↪edzia badawcze stanowi ↪a u lamki symetryczne i ich centralne loka-
lizacje. W rozdziale tym przypominamy najważniejsze dla nas rezultaty dotycz ↪ace
pierścienia u lamków symetrycznych oraz prezentujemy nowe w lasności tego pierścienia
w kontekście dzia lania algebr Hopfa. Wyniki w lasne Rozdzia lów 2 oraz 3 pochodz ↪a
z pracy [GH04].

2.1 Uwagi o modu lach

Definicja 2.1.1. Niech R b ↪edzie pierścieniem z jedynk ↪a.

1. R-modu l M nazywamy injektywnym, jeśli dla dowolnego monomorfizmu
ϕ : N ↪→ K R-modu lów i dowolnego R-homomorfizmu ψ : N → M istnieje
R-homomorfizm ψ′ : K → M dla którego zachodzi równość ψ′ ◦ ϕ = ψ, czyli
nast ↪epuj ↪acy diagram jest przemienny:

M

0 -N

6

ψ

-ϕ @
@

@
@

@
@I

ψ′

K

2. Pierścień R nazywamy samoinjektywnym, jeśli R jest injektywny jako regularny
R-modu l.

Twierdzenie 2.1.2. (por. [La99, Podroz. 3A]) Niech R b ↪edzie pierścieniem z jedynk ↪a.
Dla R-modu lu M nast ↪epuj ↪ace warunki s ↪a równoważne:

1. M jest injektywnym R-modu lem.
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2. Dla każdego R-modu lu N i każdego R-monomorfizmu ϕ : M ↪→ N , R-modu l
ϕ(M) wydziela si ↪e jako sk ladnik prosty w N .

3. (Kryterium Baer’a) Dla każdego istotnego lewostronnego idea lu J pierścienia
R i każdego R-homomorfizmu ψ : J → M istnieje element m ∈ M taki, że
ψ(x) = xm, gdzie x ∈ J .

Uwaga 2.1.3. Z Kryterium Baer’a  latwo widać, że jeśli N jest R-podmodu lem injek-
tywnego R-modu lu M , to dla każdego istotnego lewostronnego idea lu J pierścienia R
i każdego R-homomorfizmu ψ : J → N istnieje element m ∈M taki, że ψ(x) = xm ∈
N dla wszystkich x ∈ J .

Definicja 2.1.4. Niech R b ↪edzie pierścieniem z jedynk ↪a i M - R-modu lem. Element
m ∈ M nazywamy singularnym, jeśli anihilator annR(m) jest istotnym lewostron-
nym idea lem pierścienia R. Zbiór wszystkich elementów singularnych R-modu lu M
nazywamy singularnym R-podmodu lem i oznaczamy przez S(RM). Mówimy, że M
jest niesingularnym R-modu lem, jeśli S(RM) = 0. Wreszcie o pierścieniu R powiemy,
że jest lewostronnie niesingularny, jeśli R traktowany jako regularny R-modu l jest
niesingularny.

Udowodnimy teraz lemat, z którego skorzystamy w nast ↪epnych rozdzia lach.

Lemat 2.1.5. Niech R b ↪edzie pierścieniem z jedynk ↪a.

1. Jeśli ϕ : M → N jest homomorfizmem injektywnego R-modu lu M na niesingu-
larny R-modu l N , to N jest injektywny.

2. Jeśli M1 i M2 s ↪a R-podmodu lami niesingularnego R-modu lu M injektywnymi
jako R-modu ly, to R-modu l M1 ∩M2 jest injektywny.

Dowód. 1. Zauważmy, że jeśli ϕ nie jest monomorfizmem, to kerϕ jest injektyw-
nym R-modu lem. Aby to udowodnić, weźmy dowolny istotny lewostronny idea l J
pierścienia R oraz dowolny R-homomorfizm ψ : J → kerϕ. Na mocy Uwagi 2.1.3,
istnieje element m ∈M dla którego zachodzi równość:

Jϕ(m) = ϕ(Jm) = ϕ(ψ(J)) = 0.

Wynika z niej, że annR(ϕ(m)) jest istotnym lewostronnym idea lem pierścienia R,
zatem ϕ(m) ∈ S(RN) = 0. Tak wi ↪ec m ∈ kerϕ i na mocy Kryterium Baer’a, kerϕ
jest injektywnym R-modu lem. kerϕ wydziela si ↪e wi ↪ec jako sk ladnik prosty w M .
Dowodzi to, że również N jest injektywnym R-modu lem.

2. Niech J b ↪edzie istotnym lewostronnym idea lem pierścienia R i ψ : J → M1 ∩M2

- R-homomorfizmem. Wtedy, zgodnie z Uwag ↪a 2.1.3, istniej ↪a elementy m1 ∈ M1,
m2 ∈ M2 takie, że xm1 = xm2 dla wszystkich x ∈ J . Mamy zatem J(m1 −m2) = 0
z czego wynika, że annR(m1 −m2) jest istotnym lewostronnym idea lem pierścienia R
i tym samym m1 − m2 ∈ S(RM) = 0. Tak wi ↪ec m1 = m2 ∈ M1 ∩M2 i ostatecznie
M1 ∩M2 jest injektywnym R-modu lem.
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2.2 Konstrukcja pierścieni u lamków Martindale’a

Przypomnijmy, że niezerowy pierścień R nazywamy pó lpierwszym, jeśli spe lnia
nast ↪epuj ↪ace równoważne warunki:

1. R nie posiada niezerowych nilpotentnych idea lów.

2. R nie posiada niezerowych nilpotentnych idea lów lewostronnych.

3. R nie posiada niezerowych nilpotentnych idea lów prawostronnych.

4. dla każdego r ∈ R prawdziwa jest implikacja: rRr = 0 ⇒ r = 0.

Istotne dla nas w lasności idea lów pierścieni pó lpierwszych przedstawia nast ↪epuj ↪ace
stwierdzenie (por. [La99, Podroz. 11D]).

Stwierdzenie 2.2.1. Niech I b ↪edzie idea lem pó lpierwszego pierścienia R. Wówczas:

1. annR(I) = l.annR(I) = r.annR(I).

2. I ∩ annR(I) = 0.

3. annR(I) = 0 ⇔ I jest istotnym idea lem R ⇔ I jest istotny jako jednostronny
idea l R.

4. I ⊕ annR(I) jest istotnym idea lem pierścienia R.

Dla danego pó lpierwszego pierścienia R zbiór wszystkich idea lów spe lniaj ↪acych
(równoważne) warunki z podpunktu trzeciego Stwierdzenia 2.2.1 b ↪edziemy oznaczać
przez F. Zauważmy, że zbiór F jest zamkni ↪ety ze wzgl ↪edu na skończone mnożenie,
skończone przeci ↪ecie oraz inkluzj ↪e.

Przypomnijmy dalej, że R jest pierścieniem pierwszym, jeśli R 6= 0 oraz dla dowolnych
niezerowych idea lów I, J pierścienia R zachodzi IJ 6= 0.

Niezerowy pierścień, który nie posiada niezerowych elementów nilpotentnych nazy-
wamy zredukowanym.

Niech teraz R b ↪edzie dowolnym pierścieniem. Idea l P pierścienia R nazywamy pierw-
szym, jeśli P 6= R oraz R/P jest pierścieniem pierwszym. Mówimy, że idea l pierw-
szy P jest minimalny, jeśli jest minimalny w zbiorze wszystkich idea lów pierwszych
pierścienia R. W pierścieniu pó lpierwszym przeci ↪ecie wszystkich minimalnych idea lów
pierwszych jest trywialne.

Zajmiemy si ↪e teraz pewnym szczególnym rodzajem pierścieni u lamków - tak zwanymi
pierścieniami u lamków Martindale’a. Po raz pierwszy skonstruowa l je W.S. Martin-
dale [Ma69] dla pierścieni pierwszych. Z kolei S.A. Amitsur [Am72] rozszerzy l je na
dowolne pierścienie. My jednakże ograniczymy si ↪e do u lamków Martindale’a pierścieni
pó lpierwszych. Konstrukcja któr ↪a podamy pochodzi od Amitsura.
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Przyjmijmy X =
⋃
I∈F HomR(I, R). Dla podkreślenia o jaki idea l chodzi, elementy

zbioru X b ↪edziemy zapisywać w postaci (I, ϕ), gdzie I ∈ F i ϕ ∈ HomR(I, R). W zbio-
rze X wprowadzamy relacj ↪e. Dwie pary (I, ϕ), (J, ψ) s ↪a ze sob ↪a w relacji wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje K ∈ F taki, że K ⊆ I∩J oraz dla każdego x ∈ K zachodzi równość
ϕ(x) = ψ(x). Relacja ta jest w oczywisty sposób relacj ↪a równoważności. Oznaczmy
przez Ql(R) zbiór wszystkich klas abstrakcji. Klas ↪e abstrakcji wyznaczon ↪a przez par ↪e
(I, ϕ) b ↪edziemy oznaczać przez [I, ϕ]. W zbiorze Ql(R) definiujemy dzia lania doda-
wania oraz mnożenia:

[I, ϕ] + [J, ψ] = [I ∩ J, ϕ+ ψ]

[I, ϕ] · [J, ψ] = [JI, ψ ◦ ϕ].

Jak nietrudno przekonać si ↪e, tak zdefiniowane dzia lania zadaj ↪a na Ql(R) struktur ↪e
pierścienia z jedynk ↪a. Nazywamy go pierścieniem lewostronnych u lamków Martin-
dale’a pierścienia R. Dla dowolnego elementu a ∈ R oznaczmy teraz przez ra prawo-
stronne mnożenie x 7→ xa, gdzie x ∈ R. Można pokazać, że odwzorowanie a 7→ [R, ra]
wyznacza w lożenie R ↪→ Ql(R). Pozwala nam to utożsamić R z pewnym pod-
pierścieniem pierścienia Ql(R). Zauważmy też, że dla dowolnego q = [I, ϕ] ∈ Ql(R)
oraz dowolnego a ∈ I zachodzi równość aq = ϕ(a). Mamy wi ↪ec inkluzj ↪e Iq ⊆ R.

Może tak zdarzyć si ↪e, że pierścień lewostronnych u lamków Martindale’a jest zbyt
duży i nie wszystkie w lasności pierścienia R przenios ↪a si ↪e na pierścień Ql(R). Tak jest
na przyk lad z w lasności ↪a bycia pierścieniem zredukowanym. Wygodne rozwi ↪azanie
tego problemu zaproponowa l V.K. Kharchenko [Kh77]. Zdefiniowa l on mianowicie
w pierścieniu Ql(R) nast ↪epuj ↪acy podzbiór:

Qs(R) =
{
q ∈ Ql(R) | qJ ⊆ R dla pewnego J ∈ F

}
.

Bezpośrednio sprawdza si ↪e, że Qs(R) jest podpierścieniem pierścienia Ql(R) z t ↪a sam ↪a
jedynk ↪a. Nazywamy go pierścieniem u lamków symetrycznych.

Istnieje także inna, aksjomatyczna, charakteryzacja pierścienia u lamków symetrycz-
nych inspirowana prac ↪a D.S. Passmana [Pa87] (por. [BMM96, Stw. 2.2.3], [La99, Stw.
14.25]).

Twierdzenie 2.2.2. Niech R b ↪edzie pierścieniem pó lpierwszym. Dodatkowo oznacz-
my Q = Qs(R). Wówczas Q spe lnia nast ↪epuj ↪ace warunki:

1. Q jest pierścieniem z jedynk ↪a.

2. R jest podpierścieniem Q. Jeśli dodatkowo R jest pierścieniem z jedynk ↪a, to R
jest podpierścieniem Q z t ↪a sam ↪a jedynk ↪a.

3. Dla każdego q ∈ Q istniej ↪a I, J ∈ F takie, że Iq ⊆ R i qJ ⊆ R.

4. Dla każdego q ∈ Q i każdego I ∈ F, jeśli qI = 0 lub Iq = 0, to q = 0.
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5. Niech I, J ∈ F. Niech ponadto ϕ : I → R i ψ : J → R b ↪ed ↪a homomorfizmami R-
modu lów lewo- i prawostronnych, odpowiednio, takimi że dla dowolnych x ∈ I,
y ∈ J zachodzi równość ϕ(x)y = xψ(y). Wtedy istnieje q ∈ Q taki, że ϕ(x) = xq
i ψ(y) = qy dla wszystkich x ∈ I, y ∈ J .

Odwrotnie, jeśli dowolny pierścień Q spe lnia warunki 1-5, to istnieje izomorfizm
σ : Q → Qs(R) pierścieni z jedynk ↪a przekszta lcaj ↪acy identycznościowo podpierścień
R.

Uwaga 2.2.3. Pierścień lewostronnych u lamków Martindale’a Ql(R) ma oczywíscie
swój prawostronny odpowiednik Qr(R).

Uwaga 2.2.4. Jeszcze inna definicja pierścienia prawostronnych u lamków Mar-
tindale’a, jako pewnego podpierścienia maksymalnego pierścienia prawostronnych
u lamków, zosta la przedstawiona w [La99, Podroz. 14B].

2.3 Znane w lasności pierścienia u lamków syme-

trycznych

Definicja 2.3.1. Rozszerzonym centroidem C pó lpierwszego pierścienia R nazywamy
centrum pierścienia Ql(R).

Przypomnijmy, że dla dowolnych niepustych podzbiorów X,Y ⊆ R przyj ↪elísmy ozna-
czenie CX(Y ) na określenie centralizatora Y w X.

Stwierdzenie 2.3.2. Przy powyższych oznaczeniach,

1. Przyjmijmy q = [I, ϕ], gdzie I ∈ F i ϕ : I → R jest homomorfizmem lewostron-
nych R-modu lów. Wówczas q ∈ C wtedy i tylko wtedy, gdy ϕ jest homomorfi-
zmem (R,R)-bimodu lów.

2. C = CQl(R)(R) = CQs(R)(R) = Z(Qs(R)).

Definicja 2.3.3. Dowolny pierścień R nazywamy regularnym w sensie von Neu-
manna, jeśli dla każdego a ∈ R spe lniony jest warunek: a ∈ aRa.

Poniżej przedstawione s ↪a najistotniejsze dla nas w lasności pierścienia u lamków sy-
metrycznych. Ich uzasadnienie można znaleźć m.in. w monografiach S. Montgomery
[Mo80], K.I. Beidara, W.S. Martindale’a i A.V. Mikhaleva, [BMM96], T.Y. Lama
[La99].

Stwierdzenie 2.3.4. Niech R b ↪edzie pierścieniem pó lpierwszym. Dodatkowo
oznaczmy Q = Qs(R). Wtedy:
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1. Q jest pierścieniem pó lpierwszym. Jeśli dodatkowo za lożymy, że R jest pierście-
niem pierwszym (zredukowanym, dziedzin ↪a), to Q również.

2. R jest pierścieniem pierwszym wtedy i tylko wtedy, gdy C jest cia lem.

3. Dla dowolnego niepustego podzbioru X ⊆ Q istnieje idempotent eX ∈ C, wyzna-
czony w sposób jednoznaczny, taki że:

annC(X) = C(1− eX)

annQ(QXQ) = Q(1− eX).

4. C jest regularnym w sensie von Neumanna i samoinjektywnym pierścieniem.

5. Q jest niesingularnym i injektywnym C-modu lem.

6. Dla dowolnego injektywnego C-modu lu M ⊆ Q istnieje element m ∈M taki, że
annC(M) = annC(m).

Znana w lasność pierścieni u lamków Martindale’a mówi, że każde różniczkowanie pó l-
pierwszej algebry A jednoznacznie przed luża si ↪e do różniczkowania algebry Qs(A)
(por. [BMM96, Stw. 2.5.1]). Za lóżmy, że chark = 0. Z Twierdzenia V.K. Kharchenki
[Kh78] uogólnionego przez A. Leroy’a i J. Matczuka [LM85] (por. [BMM96, Tw.
7.9.7]) wynika, że jeśli A jest algebr ↪a pierwsz ↪a z jedynk ↪a, to każde A-algebraiczne
różniczkowanie algebry A po przed lużeniu do różniczkowania algebry Qs(A) staje si ↪e
wewn ↪etrzne i wobec tego dzia la trywialnie na centrum Z(A). Korzystaj ↪ac z Lematu
J. Dixmiera uogólnimy teraz powyższe spostrzeżenie na algebry pó lpierwsze.

Lemat 2.3.5. ([Di74, Lemat 3.3.2]) Niech A b ↪edzie dowoln ↪a algebr ↪a charakterystyki
0 i δ - różniczkowaniem algebry A. Wtedy każdy minimalny idea l pierwszy algebry A
jest δ-niezmienniczy.

Wniosek 2.3.6. Niech A b ↪edzie pó lpierwsz ↪a algebr ↪a z jedynk ↪a charakterystyki 0.
Wtedy każde A-algebraiczne różniczkowanie algebry A dzia la trywialnie na centrum
Z(A).

Dowód. Niech δ b ↪edzie A-algebraicznym różniczkowaniem algebry A. Zgodnie z Le-
matem 2.3.5, dla każdego minimalnego idea lu pierwszego P algebry A zachodzi
δ(P ) ⊆ P . Wynika z tego, że odwzorowanie δ : A/P → A/P zadane wzorem
δ(a+P ) = δ(a) +P jest dobrze zdefiniowanym A/P -algebraicznym różniczkowaniem
algebry pierwszej A/P , tak wi ↪ec δ(Z(A/P )) = 0 i wobec tego δ(Z(A)) ⊆ P . Teza
wniosku  latwo wynika teraz z pó lpierwszości algebry A.
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2.4 Nowe w lasności pierścienia u lamków syme-

trycznych w kontekście dzia lań algebr Hopfa

Ustalmy algebr ↪e Hopfa H. Od tej pory do końca rozdzia lu A zawsze b ↪edzie pó lpierwsz ↪a
H-modu low ↪a algebr ↪a. Oznaczmy przez Q pierścień u lamków symetrycznych algebry
A z rozszerzonym centroidem C. Dodatkowo za lóżmy, że dzia lanie H na A przed luża
si ↪e do dzia lania H na Q. Oznaczmy wreszcie CH = C ∩QH .

Lemat 2.4.1. Przy powyższych oznaczeniach, CH jest pierścieniem regularnym w sen-
sie von Neumanna.

Dowód. Niech a ∈ CH . Na mocy Stwierdzenia 2.3.4, a można zapisać w postaci
a = a2c, gdzie c ∈ C. Oznaczmy e = ca. Wtedy dla każdego h ∈ H zachodzi równość:

h · e = h · ca = (h · c)a = (h · c)a2c = (h · ca2)c = (h · a)c = ε(h)ac = ε(h)e.

Wynika z niej, że e ∈ CH . Mamy:

h · ce = (h · c)e = (h · c)ac = (h · ca)c = (h · e)c = ε(h)ec = ε(h)ce.

Tak wi ↪ec ce ∈ CH co w po l ↪aczeniu z równości ↪a a
2ce = ae = a daje tez ↪e.

Lemat 2.4.2. Dla dowolnego niepustego H-niezmienniczego podzbioru T ⊆ Q istnieje
idempotent eT ∈ CH , wyznaczony w sposób jednoznaczny, taki że:

annCH (T ) = CH(1− eT )

annQ(QTQ) = Q(1− eT ).

Dowód. Oznaczmy I = QTQ. Wówczas I jest H-niezmienniczym idea lem Q i na
mocy Lematu 1.2.2, również annQ(I) jest H-niezmienniczym idea lem Q.

Ze Stwierdzenia 2.3.4 wynika, że istnieje idempotent eT ∈ C, wyznaczony w sposób
jednoznaczny, taki że annQ(I) = Q(1 − eT ). Pozostaje udowodnić, że eT ∈ QH .
Ponieważ I oraz annQ(I) s ↪a H-niezmiennicze, wi ↪ec dla dowolnych h ∈ H, i ∈ I,
a ∈ annQ(I) zachodz ↪a nast ↪epuj ↪ace równości:

(1− eT )i = 0 (1− eT )(h · i) = 0

eTa = 0 eT (h · a) = 0

Z równości tych wynika, że:

eT (h · (i+ a)) = eT (h · i) = h · i = h · eT i = h · eT (i+ a).

Mamy wi ↪ec eT (h · x) = h · eTx dla wszystkich elementów h ∈ H, x ∈ I ⊕ annQ(I).
Zauważmy dalej, że:

(h · eT )x =
∑
h1 · eT (S(h2) · x) =

∑
h1S(h2) · eTx = ε(h)eTx.
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Wynika z tego, że h · eT − ε(h)eT ∈ annQ(I ⊕ annQ(I)) = 0. Tak wi ↪ec eT ∈ QH .

Równość annCH (T ) = CH(1 − eT ) wynika w prosty sposób z równości q = q(1 − eT )
prawdziwej dla wszystkich q ∈ annQ(I).

Niech X b ↪edzie niepustym podzbiorem Q.  Latwe obliczenia pokazuj ↪a, że:

H ·X = {h · x | h ∈ H, x ∈ X}

jestH-niezmienniczym podzbioremQ oraz annCH (H ·X) = annCH (X). Stosuj ↪ac teraz
Lemat 2.4.2 dostajemy nast ↪epuj ↪acy wniosek.

Wniosek 2.4.3. Dla dowolnego niepustego podzbioru X ⊆ Q istnieje idempotent
eX ∈ CH , wyznaczony w sposób jednoznaczny, taki że annCH (X) = CH(1− eX).

Stwierdzenie 2.4.4. Niech H b ↪edzie algebr ↪a Hopfa i A - pó lpierwsz ↪a H-modu low ↪a
algebr ↪a tak ↪a, że dzia lanie H na A przed luża si ↪e do dzia lania H na Q. Niech ponadto
A b ↪edzie podalgebr ↪a Hopfa lub koidea lem H. Wtedy:

1. CH jest regularnym w sensie von Neumanna i samoinjektywnym pierścieniem.

2. Każdy injektywny C-modu l M ⊆ Q jest injektywny jako CH-modu l.

W szczególności C i Q s ↪a injektywnymi CH-modu lami.

3. Jeśli B jest A-niezmiennicz ↪a podalgebr ↪a Q injektywn ↪a jako CH-modu l, to
również BA oraz Z(BA) s ↪a injektywnymi CH-modu lami.

Dowód. Przed dowodem podpunktów 1 i 2 rozważmy nast ↪epuj ↪ac ↪a, wspóln ↪a dla obu
przypadków, sytuacj ↪e. Niech M b ↪edzie injektywnym C-modu lem zawartym w Q i N
- jego CH-podmodu lem. Niech ponadto J b ↪edzie istotnym idea lem CH i ψ : J → N
- CH-homomorfizmem. Jasnym jest, że każdy niezerowy idea l pierścienia regularnego
w sensie von Neumanna zawiera niezerowe idempotenty. W szczególności J zawiera
niezerowe idempotenty. Weźmy maksymalny zbiór T ⊆ J niezerowych parami or-
togonalnych idempotentów. Twierdzimy, że annCH (T ) = 0. Przypuśćmy, że tak nie
jest. Z Wniosku 2.4.3 wynika natychmiast, że istnieje niezerowy idempotent e ∈ CH

taki, że annCH (T ) = CHe. Równocześnie, ponieważ J jest istotnym idea lem CH , wi ↪ec
istnieje element j ∈ J dla którego je 6= 0. Weźmy wreszcie element c ∈ CH taki,
że je = jecje. Otrzymujemy w ten sposób niezerowy idempotent cje ∈ J anihi-
luj ↪acy zbiór T . Z maksymalności T wynika, że cje ∈ T co prowadzi do sprzeczności:
cje = (cje)2 ∈ cjeT = 0. Dowiedlísmy tym samym, że annCH (T ) = 0 z czego wy-
nika w prosty sposób, że annQ(T ) = 0. Jest teraz oczywiste, że CT =

∑
t∈T Ct jest

istotnym idea lem C. Zauważmy przy tym, że CT jest w istocie sum ↪a prost ↪a. Wynika
z tego, że odwzorowanie ψ : CT →M zadane wzorem ψ(

∑
t∈T ctt) =

∑
t∈T ctψ(t) jest

dobrze zdefiniowanym C-homomorfizmem i ponieważ z za lożenia M jest injektyw-
nym C-modu lem, wi ↪ec na mocy Kryterium Baer’a, istnieje element m ∈ M taki, że
ψ(x) = xm dla wszystkich x ∈ CT . W szczególności dla każdego y ∈ CHT zachodzi
ψ(y) = ψ(y) = ym. Niech a ∈ J . Z ostatniej równości wynika, że:
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yψ(a) = aψ(y) = aym = yam,

czyli ψ(a) − am ∈ annQ(CHT ) = 0. Pokazalísmy tym samym, że istnieje element
m ∈M taki, że ψ(a) = am ∈ N dla wszystkich a ∈ J .

Zastosujemy teraz powyższe spostrzeżenie do udowodnienia podpunktów 1 i 2.

1. Przyjmijmy N = CH , M = C. Dla dowodu wystarczy pokazać, że jeśli element
m ∈ C spe lnia Jm ⊆ CH , to m ∈ CH . Niech a ∈ J . Wtedy dla każdego h ∈ H
zachodzi równość:

a(h ·m) = h · am = ε(h)am.

Wynika z niej, że h ·m− ε(h)m ∈ annQ(J) = 0 i wobec tego m ∈ CH .

Podpunkt 2 wynika bezpośrednio ze spostrzeżenia na pocz ↪atku dowodu zastosowanego
do przypadku N = M .

Do udowodnienia podpunktu 3 skorzystamy z Uwagi 2.1.3. Przypadek N = BA, M =
B  latwo dowodzi si ↪e w oparciu o argument analogiczny jak w dowodzie podpunktu
pierwszego. Z kolei dla N = Z(BA), M = B wystarczy pokazać, że jeśli element
m ∈ BA spe lnia Jm ⊆ Z(BA), to m ∈ Z(BA). Niech a ∈ J i q ∈ BA. Wówczas:

a(mq − qm) = (am)q − (aq)m = q(am)− (qa)m = 0.

Z równości tej wynika, że mq − qm ∈ annQ(J) = 0 i wobec tego m ∈ Z(BA). Dowód
stwierdzenia zosta l tym samym zakończony.

Lemat 2.4.5.

1. Q jest niesingularnym CH-modu lem.

2. Każdy lewostronny idea l Q skończenie generowany jako Q-modu l jest injektyw-
nym CH-modu lem.

Dowód. 1. Przypuśćmy, że S(CHQ) 6= 0. Ustalmy niezerowy element x ∈ S(CHQ).
Z Wniosku 2.4.3 wynika, że istnieje niezerowy idempotent ex ∈ CH dla którego
annCH (x) = CH(1 − ex) jest istotnym idea lem CH . Prowadzi to do sprzeczności:
CH(1− ex) ∩ CHex 6= 0. Udowodnilísmy tym samym, że S(CHQ) = 0.

2. Zauważmy, że dla każdego elementu q ∈ Q, lewostronny idea l Qq traktowany jako
CH-modu l jest niesingularnym obrazem injektywnego CH-modu lu Q (por. Stwierdze-
nie 2.4.4) przy CH-homomorfizmie Q → Qq zadanym wzorem x 7→ xq. Na mocy
Lematu 2.1.5, Qq jest injektywnym CH-modu lem. Jasnym jest teraz, że iloczyn pro-
sty skończonej liczby lewostronnych idea lów Qq1 ×Qq2 × . . .×Qqn jest injektywnym
CH-modu lem.  Latwo st ↪ad widać już, że również Qq1+Qq2+. . .+Qqn jest injektywnym
CH-modu lem.
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Lemat 2.4.6. Dla dowolnego injektywnego CH-modu lu M ⊆ Q istnieje element m ∈
M taki, że annCH (M) = annCH (m).

Dowód. Rozważmy zbiór M wszystkich uporz ↪adkowanych par (m, em), gdzie m ∈M
i em jest zdefiniowanym we Wniosku 2.4.3 idempotentem. W zbiorze M definiujemy
relacj ↪e � w sposób nast ↪epuj ↪acy:

(m, em) � (n, en) ⇔ m = emn.

Zauważmy najpierw, że z równości m = emn wynika em = emen i tym samym CHem ⊆
CHen. Rzeczywíscie, jeśli m = emn, to otrzymujemy:

(1− en)m = (1− en)emn = em(1− en)n = 0.

Tak wi ↪ec 1− en ∈ annCH (m) = CH(1− em). Jasnym jest teraz, że (1− en)em = 0.

Bezpośrednio sprawdza si ↪e, że (M,�) jest zbiorem uporz ↪adkowanym. Pokażemy teraz,
że każdy liniowo uporz ↪adkowany podzbiór M posiada ograniczenie górne. Weźmy
dowolny liniowo uporz ↪adkowany podzbiór {(mα, emα)}α zbioru M. Oznaczmy I =⋃
αC

Hemα . Z wcześniejszego spostrzeżenia wynika, że I jest idea lem CH . Rozważmy
nast ↪epnie odwzorowanie ψ : I⊕annCH (I) →M określone wzorem ψ(aemα +x) = amα,
gdzie a ∈ CH , x ∈ annCH (I). Zauważmy, że jeśli aemα = bemβ

dla (mα, emα) �
(mβ, emβ

) i a, b ∈ CH , to:

amα = a(emαmβ) = (aemα)mβ = (bemβ
)mβ = b(emβ

mβ) = bmβ.

Wynika z tego, że ψ jest dobrze zdefiniowanym CH-homomorfizmem i ponieważ
z za lożenia M jest injektywnym CH-modu lem, wi ↪ec na mocy Kryterium Baer’a istnieje
element m ∈M taki, że dla każdego α zachodzi:

mα = ψ(emα) = emαm.

To oznacza, że (mα, emα) � (m, em) i para (m, em) jest ograniczeniem górnym  lańcucha
{(mα, emα)}α.

Na mocy Lematu Zorna, uporz ↪adkowany zbiór (M,�) posiada element maksymalny.
Oznaczmy go przez (m0, em0). Pokażemy na koniec, że annCH (M) = annCH (m0).
Przypuśćmy, że tak nie jest. Wówczas istnieje element m ∈ M dla którego (1 −
em0)m 6= 0. Przyjmijmy n = (1 − em0)m. Wtedy em0n = 0 i ostatecznie m0 =
em0(m0 + n) co dowodzi sprzeczności: (m0, em0) � (m0 + n, em0+n) oraz (m0, em0) 6=
(m0 + n, em0+n).

2.5 Centralne lokalizacje pierścienia u lamków sy-

metrycznych w kontekście dzia lań algebr Hop-

fa

Przypomnijmy, że podzbiór S pierścienia R z jedynk ↪a jest multiplikatywnie domkni ↪ety,
jeśli 0 /∈ S, 1 ∈ S oraz dla dowolnych s1, s2 ∈ S zachodzi s1s2 ∈ S.
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Definicja 2.5.1. Niech R b ↪edzie pierścieniem z jedynk ↪a. Multiplikatywnie domkni ↪ety
podzbiór S ⊆ R nazywamy zbiorem lewostronnych mianowników, jeżeli spe lnia
nast ↪epuj ↪ace warunki:

1. dla dowolnego elementu r ∈ R prawdziwa jest implikacja:

S ∩ r.annR(r) 6= ∅ ⇒ S ∩ l.annR(r) 6= ∅.

2. S jest lewostronnym zbiorem Orego, tj. dla dowolnych elementów s ∈ S, r ∈ R
zachodzi:

Rs ∩ Sr 6= ∅.

Definicja 2.5.2. Niech R b ↪edzie pierścieniem z jedynk ↪a i S ⊆ R - multiplikatyw-
nie domkni ↪etym podzbiorem. Pierścień S−1R nazywamy pierścieniem lewostronnych
u lamków wzgl ↪edem podzbioru S, jeżeli istnieje homomorfizm ηS : R→ S−1R pierścieni
z jedynk ↪a taki, że:

1. dla każdego s ∈ S element ηS(s) jest odwracalny w S−1R.

2. każdy element z S−1R można przedstawić w postaci ηS(s)−1ηS(r), gdzie s ∈ S
i r ∈ R.

3. ker ηS = {r ∈ R | sr = 0 dla pewnego s ∈ S}.

Twierdzenie 2.5.3. (por. [La99, Tw. 4.10.6]) Niech R b ↪edzie pierścieniem z jedynk ↪a
i S ⊆ R - multiplikatywnie domkni ↪etym podzbiorem. Wówczas nast ↪epuj ↪ace warunki s ↪a
równoważne:

1. S jest zbiorem lewostronnych mianowników.

2. Istnieje pierścień lewostronnych u lamków S−1R wzgl ↪edem podzbioru S.

Można pokazać, że jeśli S ⊆ R jest zbiorem lewostronnych mianowników, to od-
wzorowanie ηS : R → S−1R posiada nast ↪epuj ↪ac ↪a w lasność. Niech µ : R → R′ b ↪edzie
homomorfizmem pierścieni z jedynk ↪a takim, że dla każdego s ∈ S element µ(s) jest od-
wracalny wR′. Wtedy istnieje dok ladnie jeden homomorfizm µ′ : S−1R→ R′ pierścieni
z jedynk ↪a dla którego zachodzi równość µ′ ◦ ηS = µ, czyli poniższy diagram jest prze-
mienny:

R S−1R

R′

-ηS

@
@

@
@

@
@R

µ

?

µ′
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 Latwo widać teraz, że jeśli pierścień lewostronnych u lamków S−1R istnieje, to jest on
wyznaczony z dok ladności ↪a do izomorfizmu.

Jest rzecz ↪a oczywist ↪a, że każdy multiplikatywnie domkni ↪ety podzbiór S ⊆ Z(R) jest
zbiorem lewostronnych mianowników. W takim przypadku pierścień lewostronnych
u lamków S−1R nazywamy centraln ↪a lokalizacj ↪a i oznaczamy symbolem RS.

Ważn ↪a rol ↪e w dalszej cz ↪eści pracy odegraj ↪a centralne lokalizacje QS algebry Q
wzgl ↪edem maksymalnych idea lów podalgebry CH . Dla dowolnie wybranego maksy-
malnego idea lu P algebry CH oznaczmy przez S multiplikatywnie domkni ↪ety podzbiór
CH \ P . Zauważmy, że wtedy:⋂ {

ker ηS | P jest maksymalnym idea lem CH
}

= 0.

Rzeczywíscie, dla każdego niezerowego elementu q ∈ Q zachodzi annCH (q) 6= CH .
Możemy zatem rozważyć maksymalny idea l P algebry CH zawieraj ↪acy annCH (q). Dla
tak wyznaczonego P mamy ηS(q) 6= 0.

Stwierdzenie 2.5.4. Niech H b ↪edzie algebr ↪a Hopfa i A - pó lpierwsz ↪a H-modu low ↪a
algebr ↪a tak ↪a, że dzia lanie H na A przed luża si ↪e do dzia lania H na Q. Niech ponadto
B b ↪edzie podalgebr ↪a Q zawieraj ↪ac ↪a CH i injektywn ↪a jako CH-modu l. Wreszcie niech
A b ↪edzie podalgebr ↪a Hopfa lub koidea lem H. Wtedy dla każdego multiplikatywnie do-
mkni ↪etego podzbioru S ⊆ CH mamy:

1. Jeśli B jest pó lpierwsza, to BS również.

2. Z(BS) = (Z(B))S.

3. Jeśli B jest A-niezmiennicza i wymiar dzia lania A na B jest skończony,
to dzia lanie A na B przed luża si ↪e do dzia lania A na BS, (BS)A = (BA)S
i Z((BS)A) = (Z(BA))S.

4. Jeśli wymiar dzia lania H na Q jest skończony i S = CH \ P , gdzie P jest
maksymalnym idea lem CH , to (CH)S = (CS)H = CS ∩ (QS)H jest centralnym
podcia lem algebry QS zawartym w centrum podalgebry (QS)A.

Dowód. Przyjmijmy oznaczenie q = ηS(q).

Aby udowodnić podpunkt 1 stwierdzenia wystarczy pokazać, że dla każdego elementu
b ∈ B z równości bBb = 0 wynika b = 0. Za lóżmy, że bBb = 0. Ponieważ bBb
jest niesingularnym obrazem injektywnego CH-modu lu B przy CH-homomorfizmie
B → bBb zadanym wzorem x 7→ bxb, wi ↪ec na mocy Lematów 2.1.5 i 2.4.6, bBb
jest injektywnym CH-modu lem i istnieje element b0 ∈ B taki, że annCH (bBb) =
annCH (bb0b). Równocześnie ponieważ bb0b = 0, wi ↪ec istnieje element s ∈ S dla którego
sbb0b = 0. Mamy zatem:

s ∈ annCH (bb0b) = annCH (bBb) = annCH (b),
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przy czym ostatnia równość wynika z pó lpierwszości B. To oznacza, że sb = 0 i tym
samym b = 0.

2. Bezpośrednio widać, że (Z(B))S ⊆ Z(BS). Pozosta lo do udowodnienia zawiera-
nie przeciwne: Z(BS) ⊆ (Z(B))S. Weźmy dowolny element b ∈ Z(BS). Wtedy dla
każdego x ∈ B zachodzi równość bx− xb = 0. Oznaczmy M = {bx− xb | x ∈ B}.
Z rozważań analogicznych jak w dowodzie poprzedniego podpunktu wynika, że M
jest injektywnym CH-modu lem (jako niesingularny obraz injektywnego CH-modu lu
B przy CH-homomorfizmie B → M zadanym wzorem x 7→ bx − xb) i istnieje ele-
ment s ∈ S taki, że sM = 0. Mamy sbx − xsb = 0 dla wszystkich x ∈ B. Tak wi ↪ec
sb ∈ Z(B) i ostatecznie b = s−1sb ∈ (Z(B))S.

3. Bezpośrednio sprawdza si ↪e, że wzór h · s−1b = s−1h · b, gdzie h ∈ A, s ∈ S, b ∈ B,
definiuje dzia lanie A na BS.

 Latwo też widać, że (BA)S ⊆ (BS)A. Dla dowodu inkluzji przeciwnej: (BS)A ⊆ (BA)S
weźmy dowolny element b ∈ (BS)A. Wtedy dla każdego h ∈ A zachodzi równość
h · b = h · b = ε(h)b. Wynika z niej, że:

h · shb = sh(h · b) = ε(h)shb,

dla pewnego sh ∈ S. Przypomnijmy, że dzia lanie algebry Hopfa H na algebr ↪e Q indu-
kuje homomorfizm π : H → Endk(Q) algebr z jedynk ↪a. Oznaczmy przez T skończony
podzbiór A taki, że π(T ) jest zbiorem generatorów algebry E(A) ⊆ Endk(B) ge-
nerowanej przez π(A). Przyjmijmy też s =

∏
h∈T sh. Wówczas dla każdego h ∈ T

zachodzi h · sb = ε(h)sb. Z równości tej wynika natychmiast, że sb ∈ BA i wobec tego
b = s−1sb ∈ (BA)S.

Dla dowodu równości Z((BS)A) = (Z(BA))S zauważmy, że zgodnie ze Stwierdzeniem
2.4.4, BA jest injektywnym CH-modu lem. Stosuj ↪ac podpunkt 2 do algebry BA otrzy-
mujemy Z((BS)A) = Z((BA)S) = (Z(BA))S.

4. Z podpunktów 2 i 3 stwierdzenia mamy nast ↪epuj ↪ace równości: CS = (Z(Q))S =
Z(QS) oraz (QS)H = (QH)S. Z równości tych wynika, że:

(CH)S = (C ∩QH)S ⊆ CS ∩ (QH)S = Z(QS) ∩ (QS)H = (Z(QS))H = (CS)H .

Pozosta lo do udowodnienia zawieranie przeciwne: (CS)H ⊆ (CH)S. Weźmy dowolny
element c ∈ (CS)H . Ponieważ (CS)H = CS ∩ (QH)S, wi ↪ec dla pewnych elementów
s ∈ S, q ∈ QH zachodzi równość c = s−1q. Wynika z niej, że istnieje s1 ∈ S taki, że
s1sc = s1q ∈ C ∩QH = CH . Tak wi ↪ec c = s1s

−1s1sc ∈ (CH)S.

Niech teraz P b ↪edzie maksymalnym idea lem CH . Oznaczmy S = CH\P . Jak wiadomo,
lokalizacja pierścienia przemiennego i regularnego w sensie von Neumanna wzgl ↪edem
idea lu maksymalnego jest cia lem (por. [La99, Tw. 3.71]). W szczególności (CH)S jest
cia lem.
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Rozdzia l 3

Prawie nilpotentne dzia lanie
punktowych algebr Hopfa na
algebry pó lpierwsze

Ustalmy przeliczalny nieskończony zbiór X = {x1, x2, . . . }. Przez k〈X〉 oznaczmy
algebr ↪e wielomianów nieprzemiennych zmiennych o wspó lczynnikach z cia la k. Jak
wiadomo, 1 wraz ze wszystkimi jednomianami xi1xi2 . . . xid , gdzie d ≥ 1, tworz ↪a
baz ↪e k〈X〉. Stopniem jednomianu xi1xi2 . . . xid nazywamy liczb ↪e d. Elementowi 1
przyporz ↪adkowujemy stopień 0. Stopniem wielomianu nazywamy najwi ↪ekszy spośród
stopni wszystkich jednomianów wyst ↪epuj ↪acych z niezerowymi wspó lczynnikami
w przedstawieniu danego wielomianu.

Przez Sd b ↪edziemy oznaczać grup ↪e symetryczn ↪a stopnia d.

Definicja 3.0.1.

1. Wielomianem wieloliniowym nazywamy wielomian postaci:∑
σ∈Sd

ασxσ(1)xσ(2) . . . xσ(d),

gdzie d ≥ 1, ασ ∈ k.

2. Wielomianem standardowym nazywamy wielomian postaci:

sd(x1, x2, . . . , xd) =
∑

σ∈Sd
(sgnσ)xσ(1)xσ(2) . . . xσ(d),

gdzie sgnσ oznacza znak permutacji σ.

Definicja 3.0.2. Niech ω(x1, x2, . . . , xd) ∈ k〈X〉. Powiemy, że algebra A spe lnia
tożsamość wielomianow ↪a ω(x1, x2, . . . , xd) = 0, jeśli dla dowolnych elementów
a1, a2, . . . , ad ∈ A zachodzi równość ω(a1, a2, . . . , ad) = 0.

Algebr ↪e spe lniaj ↪ac ↪a nietrywialn ↪a tożsamość wielomianow ↪a nazywamy PI-algebr ↪a.
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3.1 Sformu lowanie g lównego rezultatu

G lównym celem tego i nast ↪epnego rozdzia lu jest wyodr ↪ebnienie w klasie punktowych
algebr Hopfa warunków gwarantuj ↪acych zachowanie w lasności bycia PI-algebr ↪a przy
przej́sciu od podalgebry niezmienników AH do algebry A na któr ↪a dzia la dana al-
gebra Hopfa H. Przypomnijmy najpierw znane Twierdzenie Kharchenki o dzia laniu
skończonych grup na algebry pó lpierwsze (por. [Mo80, Tw. 6.5 i 6.8]).

Twierdzenie 3.1.1. Niech G b ↪edzie skończon ↪a grup ↪a automorfizmów pó lpierwszej al-
gebry A. Za lóżmy, że podalgebra punktów sta lych AG spe lnia tożsamość wielomianow ↪a
stopnia d. Wówczas algebra A spe lnia standardow ↪a tożsamość wielomianow ↪a stopnia
d · |G|, jeśli zachodzi jeden z nast ↪epuj ↪acych warunków:

1. ([Kh74]) charakterystyka cia la k nie dzieli rz ↪edu grupy G.

2. ([Kh75]) A jest algebr ↪a zredukowan ↪a.

Przyk lad G.M. Bergmana, do którego nawi ↪azalísmy we Wst ↪epie, dotyczy natomiast
dzia lania skończonej p-grupy Gp na algebr ↪e pierwsz ↪a charakterystyki p, w którym
podalgebra punktów sta lych zawiera niezerowe idea ly nilpotentne. Przez ω(kGp)
oznaczmy idea l augmentacji modularnej algebry grupowej kGp. Jak wiadomo, ω(kGp)
jest idea lem nilpotentnym (por. [Pa77, Lemat 3.1.6]). Równocześnie, ω(kGp) jest ko-
idea lem punktowej algebry Hopfa kGp kowymiaru 1 rozpi ↪etym nad cia lem k na skośnie
prymitywnych elementach postaci 1 − g, gdzie g ∈ Gp, i normalizowanym przez

grup ↪e Gp:
[∑

g∈Gp
αg(1− g)

]
h = h

[∑
g∈Gp

αg(1− h−1gh)
]
, gdzie h ∈ Gp, αg ∈ k.

Nawi ↪azuj ↪ac do tytu lu rozdzia lu, przez prawie nilpotentne dzia lanie algebry Hopfa kGp

b ↪edziemy rozumieć nilpotentne dzia lanie koidea lu ω(kGp).

W tym rozdziale udowodnimy nast ↪epuj ↪ace twierdzenie.

Twierdzenie 3.1.2. Niech H b ↪edzie punktow ↪a algebr ↪a Hopfa generowan ↪a jako al-
gebra przez skończon ↪a grup ↪e G = G(H) elementów grupopodobnych oraz koidea l A

rozpi ↪ety nad cia lem k na skośnie prymitywnych elementach i normalizowany przez al-
gebr ↪e grupow ↪a kG, tj. AkG = kGA. Niech ponadto A b ↪edzie pó lpierwsz ↪a H-modu low ↪a
algebr ↪a tak ↪a, że:

1. A dzia la nilpotentnie na A, tj. An · A = 0 dla pewnego n ≥ 1.

2. podalgebra niezmienników AA jest pó lpierwsza.

3. wymiar dzia lania A na A jest skończony i wynosi N .

Wówczas A jest PI-algebr ↪a wtedy i tylko wtedy, gdy AA jest PI-algebr ↪a.

Przyk lad Bergmana pokazuje, że za lożenie o pó lpierwszości podalgebry AA jest istotne.
Zauważmy, że warunek o normalizowaniu koidea lu A przez algebr ↪e grupow ↪a kG
poci ↪aga za sob ↪a G-niezmienniczość podalgebry AA. Punkty sta le dzia lania grupy G na
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podalgebr ↪e A
A pokrywaj ↪a si ↪e z niezmiennikami dzia lania algebry Hopfa H na algebr ↪e

A: (AA)G = AH . Jako bezpośredni ↪a konsekwencj ↪e Twierdzenia Kharchenki 3.1.1, za-
stosowanego do pó lpierwszej algebry AA, otrzymujemy teraz nast ↪epuj ↪acy wniosek.

Wniosek 3.1.3. Przy za lożeniach Twierdzenia 3.1.2, jeśli dodatkowo chark - |G| lub
A jest algebr ↪a zredukowan ↪a, to A jest PI-algebr ↪a wtedy i tylko wtedy, gdy AH jest
PI-algebr ↪a.

3.2 Znane fakty o PI-algebrach

Zanim przyst ↪apimy do dowodu Twierdzenia 3.1.2 podamy najpierw te w lasności PI-
algebr, z których b ↪edziemy korzystali. Ich uzasadnienie można znaleźć w prawie każdej
monografii poświ ↪econej teorii PI-algebr, m.in. D.S. Passmana [Pa77, Roz. 5].

Lemat 3.2.1. o linearyzacji (I. Kaplansky, [K48]; por. [Pa77, Lemat 5.1.1]) Jeśli
algebra A spe lnia tożsamość wielomianow ↪a stopnia d, to A spe lnia tożsamość wieloli-
niow ↪a stopnia d.

Twierdzenie 3.2.2. (S.A. Amitsur, J. Levitzki, [AL50]; por. [Pa77, Lemat 5.1.9])
Algebra macierzy Md(k) spe lnia standardow ↪a tożsamość wielomianow ↪a stopnia 2d.

Można pokazać, że 2d jest najmniejszym stopniem spośród stopni wszystkich nietry-
wialnych tożsamości wielomianowych spe lnianych przez algebr ↪e macierzy Md(k).

Dla dowolnego niezerowego pierścienia R i dowolnego R-modu lu M przez EndR(M)
oznaczylísmy pierścień wszystkich R-endomorfizmów M . Przypomnijmy, że R-modu l
M nazywamy nieprzywiedlnym, jeśli RM 6= 0 oraz M nie zawiera w laściwych
R-podmodu lów. Zgodnie z Lematem Schura, dla nieprzywiedlnego R-modu lu M ,
EndR(M) jest pierścieniem z dzieleniem. Przypomnijmy dalej, że R-modu l M na-
zywamy wiernym, jeśli annR(M) = 0. Wreszcie, lewostronny idea l J pierścienia R
nazywamy regularnym, jeśli istnieje element a ∈ R taki, że r − ra ∈ J dla wszystkich
r ∈ R. Mówimy, że niezerowy pierścień R jest lewostronnie prymitywny, jeśli spe lnia
nast ↪epuj ↪ace równoważne warunki:

1. istnieje wierny i nieprzywiedlny R-modu l.

2. istnieje regularny i maksymalny idea l lewostronny pierścienia R nie zawieraj ↪acy
niezerowych idea lów pierścienia R.

 Latwo widać, że każdy prosty pierścień z jedynk ↪a jest lewostronnie prymitywny.

Twierdzenie 3.2.3. (I. Kaplansky, [K48]; por. [Pa77, Tw. 5.3.4]) Niech A b ↪edzie lewo-
stronnie prymitywn ↪a algebr ↪a spe lniaj ↪ac ↪a tożsamość wielomianow ↪a stopnia d. Ustalmy
wierny i nieprzywiedlny A-modu l M . Dodatkowo oznaczmy algebr ↪e z dzieleniem D =
EndA(M). Wtedy:
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1. Dla pewnej liczby naturalnej t ≤ d
2
, algebry A i Mt(D) s ↪a izomorficzne.

2. Niech F = Z(D). Wówczas Z(A) ∼= F jest cia lem oraz wymiar algebry A nad
cia lem F jest skończony i wynosi dimFA = m2 dla pewnego m ≤ d

2
.

3. F-algebra A wk lada si ↪e w algebr ↪e macierzy Mm(E), gdzie E ⊇ F jest maksymal-
nym podcia lem D.

Bezpośrednio z Twierdzeń Amitsura-Levitzkiego 3.2.2 i Kaplansky’ego 3.2.3 wynika,
że każda skończenie wymiarowa prosta k-algebra A z jedynk ↪a spe lnia standardow ↪a
tożsamość wielomianow ↪a stopnia nie wi ↪ekszego niż 2

√
dimkA. Stosuj ↪ac teraz Twier-

dzenie Wedderburna otrzymujemy nast ↪epuj ↪acy wniosek.

Wniosek 3.2.4. Każda skończenie wymiarowa pó lpierwsza k-algebra A spe lnia stan-
dardow ↪a tożsamość wielomianow ↪a stopnia nie wi ↪ekszego niż 2

√
dimkA.

Wniosek 3.2.5. Za lóżmy, że algebra A z jedynk ↪a zawiera jako podalgebr ↪e algebr ↪e
z dzieleniem D z t ↪a sam ↪a jedynk ↪a oraz wymiar algebry A traktowanej jako prawo-
stronna przestrzeń liniowa nad D jest skończony i wynosi dimD A = t. Jeśli D spe lnia
tożsamość wielomianow ↪a stopnia d, to A spe lnia standardow ↪a tożsamość wielomia-
now ↪a stopnia dt.

Dowód. Dla dowolnego elementu a ∈ A przez la : A→ A oznaczmy mnożenie z lewej
strony przez a. Możemy  latwo pokazać, że odwzorowanie a 7→ la zanurza algebr ↪e A
w algebr ↪e endomorfizmów algebry A traktowanej jako prawostronny D-modu l. Po-
zwala nam to utożsamić A z pewn ↪a podalgebr ↪a algebry macierzy Mt(D). Dla dowodu
wniosku wystarczy zatem pokazać, że algebra Mt(D) spe lnia standardow ↪a tożsamość
wielomianow ↪a stopnia dt. Oznaczmy F = Z(D). Ustalmy maksymalne podcia lo E ⊇ F
algebry z dzieleniem D i rozważmy F-algebr ↪e D⊗F E. Zgodnie z [Pa77, Lemat 5.3.3],
istnieje wierny i nieprzywiedlny D⊗F E-modu l M taki, że EndD⊗FEM ∼= E. Ponieważ
równocześnie D⊗FE spe lnia tożsamość wielomianow ↪a stopnia d, wi ↪ec na mocy Twier-
dzenia Kaplansky’ego 3.2.3, dla pewnej liczby naturalnej t′ ≤ d

2
, F-algebry D ⊗F E

i Mt′(E) s ↪a izomorficzne. Korzystaj ↪ac teraz z [Pa77, Lemat 5.3.2] otrzymujemy:

Mt(D) ⊆Mt(D)⊗F E ∼= Mt(D ⊗F E) ∼= Mt(Mt′(E)) ∼= Mtt′(E).

Teza wniosku wynika teraz bezpośrednio z Twierdzenia Amitsura-Levitzkiego 3.2.2.

Twierdzenie 3.2.6. Niech I 6= 0 b ↪edzie idea lem pó lpierwszej algebry A. Wówczas:

1. Z(I) = Z(A) ∩ I.

2. (L.H. Rowen, [Ro73]; por. [Pa77, Lemat 5.4.9]) Jeśli dodatkowo A jest PI-
algebr ↪a, to Z(A) ∩ I 6= 0.
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Dla dowodu podpunktu pierwszego wystarczy pokazać zawieranie Z(I) ⊆ Z(A). Niech
z ∈ Z(I), x ∈ A. Wtedy dla dowolnych i ∈ I, a ∈ annA(I) zachodzi równość:

(zx− xz)(i+ a) = (zx− xz)i = z(xi)− x(zi) = (xi)z − x(iz) = 0.

Z równości tej wynika już teza: zx− xz ∈ annA(I ⊕ annA(I)) = 0.

Uwaga 3.2.7. Dla zredukowanej PI-algebry A, Twierdzenie 3.2.6 można rozszerzyć
na niezerowe jednostronne idea ly algebry A.

3.3 Lematy pomocnicze

Dowód Twierdzenia 3.1.2 rozpoczynamy od pomocniczych lematów.

Lemat 3.3.1. Niech E b ↪edzie niezerow ↪a skończenie wymiarow ↪a nilpotentn ↪a podal-
gebr ↪a algebry Endk(V ) endomorfizmów przestrzeni liniowej V nad cia lem k. Dodat-
kowo oznaczmy V E = {v ∈ V | e(v) = 0 dla wszystkich e ∈ E}. Wtedy istnieje liczba
naturalna m ≤ dimkE oraz elementy e1, e2, . . . , em ∈ E takie, że:

1. ker e1 ∩ ker e2 ∩ . . . ∩ ker em = V E 6= 0.

2.  lańcuch podprzestrzeni:

V = V0 ⊇ V1 ⊇ V2 ⊇ . . . ⊇ Vm = V E

zadanych wzorem Vi = Vi−1 ∩ ker ei spe lnia warunek ei(Vi−1) ⊆ Vi dla każdego
1 ≤ i ≤ m.

Dowód. Przeprowadzimy dowód indukcyjny ze wzgl ↪edu na dimkE. Jeśli dimkE = 1,
to dla każdego niezerowego elementu e ∈ E mamy E = ke oraz e2 = 0.  Latwo widać,
że e spe lnia warunki wymienione w tezie lematu.

Przypuśćmy teraz, że dimkE > 1. Niech n (n ≥ 2) b ↪edzie najmniejsz ↪a liczb ↪a na-
turaln ↪a dla której En = 0. Ustalmy niezerowy element e1 ∈ En−1 i oznaczmy
V1 = ker e1. Wówczas V1 jest niezerow ↪a podprzestrzeni ↪a V niezmiennicz ↪a ze wzgl ↪edu
na dzia lanie algebry E. Mamy wi ↪ec naturalny homomorfizm θ : E → Endk(V1) algebr
przyporz ↪adkowuj ↪acy endomorfizmowi e ∈ E przestrzeni V jego obci ↪ecie do podprze-
strzeni V1. Jasnym jest, że jeśli θ(E) = 0, to e1 spe lnia warunki podane w tezie lematu.
Za lóżmy teraz, że θ(E) 6= 0. Oczywíscie θ(E) jest nilpotentn ↪a podalgebr ↪a algebry
Endk(V1). Równocześnie, ponieważ e1 ∈ ker θ, wi ↪ec dimk θ(E) < dimkE. Możemy
zatem stosować za lożenie indukcyjne. Wynika z niego, że istnieje liczba naturalna
m− 1 ≤ dimk θ(E) oraz elementy e2, e3, . . . , em ∈ E takie, że:

1. ker θ(e2) ∩ ker θ(e3) ∩ . . . ∩ ker θ(em) = V1
θ(E) 6= 0.

2.  lańcuch podprzestrzeni:
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V1 ⊇ V2 ⊇ V3 ⊇ . . . ⊇ Vm = V1
θ(E)

określonych wzorem Vi = Vi−1 ∩ ker θ(ei) spe lnia warunek θ(ei)(Vi−1) ⊆ Vi dla
każdego 2 ≤ i ≤ m.

Pozostaje na koniec zauważyć jeszcze, że V1
θ(E) = V E oraz dla każdego 1 ≤ i ≤ m

zachodzi: Vi = Vi−1 ∩ ker ei, ei(Vi−1) ⊆ Vi.

Lemat 3.3.1 zastosujemy w nast ↪epuj ↪acym kontekście. Niech H b ↪edzie algebr ↪a Hopfa,
A - koidea lem w H i A - niezerow ↪a H-modu low ↪a algebr ↪a tak ↪a, że:

1. A dzia la nilpotentnie na A.

2. wymiar dzia lania A na A jest skończony i wynosi N ≥ 1.

Rozważmy homomorfizm π : H → Endk(A) algebr z jedynk ↪a indukowany przez
dzia lanie H na A. Przypomnijmy, że w Podrozdziale 1.2 przez E(A) oznaczylísmy pod-
algebr ↪e algebry Endk(A) generowan ↪a przez π(A). Algebra E(A) w oczywisty sposób
spe lnia za lożenia Lematu 3.3.1. Wynika z niego, że istnieje liczba naturalna m ≤ N
oraz elementy h1, h2, . . . , hm ∈ H takie, że:

1. π(h1), π(h2), . . . , π(hm) ∈ E(A).

2. kerπ(h1) ∩ kerπ(h2) ∩ . . . ∩ kerπ(hm) = AA 6= 0.

3.  lańcuch podprzestrzeni:

A = A0 ⊇ A1 ⊇ A2 ⊇ . . . ⊇ Am = AA

zdefiniowanych dla każdego 1 ≤ i ≤ m jako Ai = Ai−1 ∩ kerπ(hi) spe lnia
warunek π(hi)(Ai−1) ⊆ Ai.

 Latwe obliczenia pokazuj ↪a, że dla każdego h ∈ H odwzorowanie liniowe π(h) : A→ A
jest w istocie endomorfizmem AH-bimodu lu A. Mamy wi ↪ec ci ↪ag homomorfizmów:

A = A0
π(h1)−−−→ A1

π(h2)−−−→ A2 → . . .→ Am−1
π(hm)−−−→ Am = AA

AH-bimodu lów spe lniaj ↪acy warunek Ai = Ai−1 ∩ kerπ(hi) dla każdego 1 ≤ i ≤ m.
Z ostatniej równości wynika natychmiast zanurzenie Ai−1/Ai ↪→ Ai. Za lóżmy teraz
dodatkowo, że A jest algebr ↪a z jedynk ↪a i zawiera jako podalgebr ↪e algebr ↪e z dzieleniem
D ⊆ AH z t ↪a sam ↪a jedynk ↪a. Wtedy Ai−1/Ai zanurza si ↪e w Ai również jako prawo-
stronna przestrzeń liniowa nad D. Zauważmy dalej, że jeśli wymiar przestrzeni liniowej
Ai traktowanej jako prawostronna przestrzeń liniowa nad D jest skończony, to również
wymiar przestrzeni liniowej Ai−1 traktowanej jako prawostronna przestrzeń liniowa
nad D jest skończony i wynosi dimD Ai−1 = dimD Ai−1/Ai + dimD Ai ≤ 2 · dimD Ai.
Korzystaj ↪ac z powyższej nierówności  latwo dowodzimy teraz za pomoc ↪a indukcji drug ↪a
cz ↪eść nast ↪epuj ↪acego wniosku. Pierwsza cz ↪eść wniosku jest bezpośredni ↪a konsekwencj ↪a
Lematu 3.3.1.
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Wniosek 3.3.2. Niech H b ↪edzie algebr ↪a Hopfa, A - koidea lem w H i A - niezerow ↪a
H-modu low ↪a algebr ↪a tak ↪a, że:

1. A dzia la nilpotentnie na A.

2. wymiar dzia lania A na A jest skończony i wynosi N .

Wtedy:

1. Każda niezerowa A-niezmiennicza podprzestrzeń V algebry A zawiera niezerowe
niezmienniki, tj. V A 6= 0.

2. Za lóżmy dodatkowo, że A jest algebr ↪a z jedynk ↪a i zawiera jako podalgebr ↪e algebr ↪e
z dzieleniem D ⊆ AH z t ↪a sam ↪a jedynk ↪a. Jeśli wymiar podalgebry niezmienników
AA traktowanej jako prawostronna przestrzeń liniowa nad D jest skończony, to
również wymiar algebry A traktowanej jako prawostronna przestrzeń liniowa nad
D jest skończony i wynosi dimD A ≤ 2N · dimD A

A.

Lemat 3.3.3. Niech H b ↪edzie punktow ↪a algebr ↪a Hopfa i A - pó lpierwsz ↪a H-modu low ↪a
algebr ↪a tak ↪a, że wymiar dzia lania H na A jest skończony. Wtedy każdy istotny idea l
algebry A zawiera H-niezmienniczy istotny idea l algebry A.

Dowód. Przyjmijmy oznaczenie G = G(H). Ustalmy homomorfizm π : H → Endk(A)
algebr z jedynk ↪a indukowany przez dzia lanie H na A.

Rozważymy najpierw przypadek, gdy π(H) 6= π(kG). Z Twierdzenia Tafta-Wilsona
1.1.7 wynika, że istnieje liczba naturalna m, elementy c1, c2, . . . , cm ∈ H oraz rodzina
podprzestrzeni {Hi}0≤i≤m taka, że:

1. kG ⊆ H0 ⊆ H1 ⊆ H2 ⊆ . . . ⊆ Hm = H.

2. π(G) jest skończon ↪a grup ↪a automorfizmów algebry A i π(H0) = π(kG) = kπ(G).

3. π(Hi) = π(Hi−1) + kπ(ci) dla każdego 1 ≤ i ≤ m.

4. ∆(ci) ∈ ci ⊗ g + h⊗ ci +Hi−1 ⊗Hi−1 dla każdego 1 ≤ i ≤ m, gdzie g, h ∈ G.

Dla dowolnej podprzestrzeni Hi oraz dowolnego idea lu I algebry A oznaczmy przez
Hi · I przestrzeń liniow ↪a generowan ↪a przez wszystkie elementy postaci hi · a, gdzie
hi ∈ Hi, a ∈ I.

Niech teraz I b ↪edzie istotnym idea lem algebry A. Z warunku drugiego  latwo widać,
że

⋂
g∈G g · I jest H0-niezmienniczym istotnym idea lem A zawartym w I. Bez straty

ogólności możemy zatem przyj ↪ać, że I jest H0-niezmienniczym istotnym idea lem A.
Zauważmy dalej, że dla każdego elementu ci ∈ H spe lniaj ↪acego warunek czwarty
zachodzi ci · I2 ⊆ I + (Hi−1 · I)2. Stosuj ↪ac teraz indukcj ↪e wzgl ↪edem i = 1, 2, . . . ,m
 latwo dowodzimy, że Hi · I2i ⊆ I2i−1

. W szczególności:

H · I2m
= Hm · I2m ⊆ I2m−1 ⊆ I.
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Równocześnie z Lematu 1.2.2 wynika, że H · I2m
jest H-niezmienniczym idea lem al-

gebry A zawieraj ↪acym istotny idea l I2m
algebry A. H · I2m

jest zatem szukanym
H-niezmienniczym istotnym idea lem A zawartym w I.

Przypadek, gdy π(H) = π(kG) jest oczywisty.

3.4 Dowód g lównego rezultatu

Jesteśmy już przygotowani do dowodu Twierdzenia 3.1.2.

Jak wiadomo, dzia lanie punktowej algebry Hopfa H na pó lpierwsz ↪a algebr ↪e A jedno-
znacznie przed luża si ↪e do dzia lania algebry H na pierścień u lamków symetrycznych
Q = Qs(A) (S. Montgomery, [Mo93a]; por. [Mo93b, Stw. 6.4.5, Tw. 6.4.6]). Na
pocz ↪atek pokażemy, że algebra Q spe lnia wszystkie za lożenia dowodzonego twier-
dzenia. To pozwoli nam przenieść ci ↪eżar dowodu na algebr ↪e Q. Dowód twierdzenia
przeprowadzimy w kilku krokach.

Krok 1. Jeśli I jest H-niezmienniczym istotnym idea lem algebry A, to:

1. IA jest G-niezmienniczym istotnym idea lem algebry AA.

2. l.annQ((Z(IA))G) = r.annQ((Z(IA))G) = 0.

Dowód. Bezpośrednio z Wniosku 3.3.2 oraz rozważań poprzedzaj ↪acych Wniosek
3.1.3 widać, że IA jest niezerowym G-niezmienniczym idea lem algebry AA. Oznaczmy
J = l.annA(IA). Dla dowodu podpunktu 1 wystarczy pokazać, że J = 0. Przypuśćmy,
że jest inaczej. Wtedy J oraz IJ s ↪a niezerowymi A-niezmienniczymi lewostronnymi
idea lami algebry A. Z Wniosku 3.3.2 wynika teraz, że (IJ)A jest niezerowym le-
wostronnym idea lem algebry AA. Równocześnie (IJ)A(IJ)A ⊆ JIA = 0 co pro-
wadzi do sprzeczności z pó lpierwszości ↪a algebry AA. Pokazalísmy tym samym, że
l.annA(IA) = 0. W szczególności annAA(IA) = 0 z czego wynika już teza.

2. Z Twierdzenia Rowena 3.2.6 zastosowanego do pó lpierwszej PI-algebry AA wynika,
że:

Z(IA) = Z(AA) ∩ IA 6= 0.

Otrzymujemy algebr ↪e zredukowan ↪a Z(IA), na któr ↪a dzia la skończona grupa G poprzez
automorfizmy algebry. Z Twierdzenia Kharchenki 1.2.5 o istnieniu nietrywialnych
punktów sta lych  latwo widać, że (Z(IA))G 6= 0. Oznaczmy K = annAA((Z(IA))G).
Twierdzimy, że K = 0. Za lóżmy, że jest to nieprawda. Wtedy K ∩ IA jest niezerowym
G-niezmienniczym idea lem algebry AA. Stosuj ↪ac ponownie Twierdzenia Rowena 3.2.6
i Kharchenki 1.2.5 otrzymujemy niezerowy G-niezmienniczy idea l:

Z(K ∩ IA) = Z(AA) ∩K ∩ IA = K ∩ Z(IA)

w Z(AA) i (Z(K ∩ IA))G 6= 0. Prowadzi to do sprzeczności:
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(Z(K ∩ IA))G(Z(K ∩ IA))G ⊆ K(Z(IA))G = 0

z tym, że centrum Z(AA) jest zredukowane. Mamy wi ↪ec:

AA ∩ l.annA((Z(IA))G) = AA ∩ r.annA((Z(IA))G) = 0.

Korzystaj ↪ac z Wniosku 3.3.2 oraz ogólnych w lasności pierścienia u lamków symetrycz-
nych otrzymujemy ostatecznie:

l.annQ((Z(IA))G) = r.annQ((Z(IA))G) = 0.

Krok 2.

1. A dzia la nilpotentnie na Q.

2. Podalgebra niezmienników QA jest pó lpierwsza.

3. Wymiar dzia lania A na Q jest skończony i wynosi N .

4. Istnieje naturalne w lożenie algebry QA w pierścień u lamków symetrycznych
Qs(AA) algebry AA. W szczególności algebry AA i QA spe lniaj ↪a te same
tożsamości wieloliniowe.

Dowód. Oznaczmy przez Â podalgebr ↪e H generowan ↪a przez A. Aby udowodnić pod-
punkty 1 i 3 wystarczy pokazać, że dla każdego elementu h ∈ Â z równości h ·A = 0
wynika h · Q = 0. Niech q ∈ Q. Rozważmy H-niezmienniczy istotny idea l I algebry
A taki, że Iq ⊆ A i qI ⊆ A. Idea l taki istnieje na mocy Lematu 3.3.3. Wtedy dla
każdego a ∈ (Z(IA))G zachodzi równość:

(h · q)a = h · qa ∈ h · qI ⊆ h · A = 0.

Wynika z niej, że h · q ∈ l.annQ((Z(IA))G) = 0, przy czym ostatnia równość wynika
z Kroku 1. Tak wi ↪ec h ·Q = 0.

2. Rozważmy dowolny element q ∈ QA dla którego zachodzi qQAq = 0. Wybierzmy
H-niezmienniczy istotny idea l I algebry A taki, że Iq ⊆ A i qI ⊆ A. Wówczas IAq jest
lewostronnym idea lem algebry AA. Ponieważ równocześnie (IAq)2 ⊆ IA(qIAq) = 0,
wi ↪ec z pó lpierwszości AA otrzymujemy IAq = 0. Tak wi ↪ec q ∈ r.annQ(IA) = 0 co
dowodzi ostatecznie pó lpierwszości QA.

4. Bezpośrednio z Kroku 1 wynika, że dla każdego elementu q ∈ QA istnieje istotny
idea l IA algebry AA taki, że IAq ⊆ AA i qIA ⊆ AA. Rozważmy teraz dowolny
istotny idea l J algebry AA taki, że qJ = 0. Ponieważ (IAq)J = IA(qJ) = 0, wi ↪ec
IAq ⊆ annAA(J) = 0 i wobec tego q ∈ r.annQ(IA) = 0. Analogicznie dowodzimy
implikacj ↪e: Jq = 0 ⇒ q = 0. Powyższe spostrzeżenia pozwalaj ↪a nam zanurzyć al-
gebr ↪e Q

A w algebr ↪e Q
s(AA). Dowód drugiej cz ↪eści podpunktu 4 wynika natychmiast

z ogólnie znanej w lasności pierścieni u lamków Martindale’a: jeśli R jest pó lpierwsz ↪a
PI-algebr ↪a, to pierścień u lamków symetrycznych Qs(R) spe lnia te same tożsamości
wieloliniowe co algebra R.
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Przypomnijmy, że w Podrozdziale 2.4 przez C oznaczylísmy rozszerzony centroid al-
gebry A. Kolejnym celem jest wskazanie zwi ↪azku mi ↪edzy algebr ↪a (Z(QA))G i jej pod-
algebr ↪a C

H .

Krok 3. Dla dowolnego elementu a ∈ (Z(QA))G wewn ↪etrzne różniczkowanie ada jest
nilpotentne.

Dowód. Rozważmy homomorfizm π : H → Endk(Q) algebr z jedynk ↪a indukowany
przez dzia lanie H na Q. Jak wcześniej zauważylísmy, dla każdego elementu h ∈ H
odwzorowanie liniowe π(h) jest w istocie endomorfizmem QH-bimodu lu Q z czego
 latwo wynika, że π(h)◦ada = ada◦π(h). Ponadto z rozważań poprzedzaj ↪acych Wniosek
3.3.2 wynika, że istnieje liczba naturalna m ≤ N , elementy h1, h2, . . . , hm ∈ H oraz
rodzina {Qi}0≤i≤m QH-podbimodu lów Q taka, że:

1. Q = Q0 ⊇ Q1 ⊇ Q2 ⊇ . . . ⊇ Qm = QA.

2. Qi = Qi−1 ∩ kerπ(hi) dla każdego 1 ≤ i ≤ m.

3. π(hi)(Qi−1) ⊆ Qi dla każdego 1 ≤ i ≤ m.

Pokażemy teraz w oparciu o indukcj ↪e wzgl ↪edem i = 0, 1, . . . ,m, że:

(ada)
2i

(Qm−i) = 0.

Dla i = 0 teza wynika natychmiast z za lożenia, że a ∈ Z(QA). Przypuśćmy, że równość
zachodzi dla 0 ≤ i < m. Wtedy:

(π(hm−i) ◦ (ada)
2i

)(Qm−(i+1)) = ((ada)
2i ◦ π(hm−i))(Qm−(i+1)) ⊆ (ada)

2i
(Qm−i) = 0.

Tak wi ↪ec mamy:

(ada)
2i

(Qm−(i+1)) ⊆ Qm−(i+1) ∩ kerπ(hm−i) = Qm−i

z czego wynika w prosty sposób teza:

(ada)
2i+1

(Qm−(i+1)) = ((ada)
2i ◦ (ada)

2i
)(Qm−(i+1)) ⊆ (ada)

2i
(Qm−i) = 0.

W szczególności (ada)
2m

(Q) = 0.

Jeśli chark = p 6= 0, to dla każdego a ∈ (Z(QA))G zachodzi równość adapN (Q) =

(ada)
pN

(Q) = 0. Wynika z niej, że ap
N ∈ C ∩ QH = CH . Pozosta l do rozważenia

przypadek, gdy chark = 0.

Krok 4. Jeśli chark = 0, to koidea l A dzia la trywialnie na CG, tj. zachodzi równość
CH = CG.
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Dowód. Z za lożenia wiemy, że algebra H generowana jest przez elementy: grupopo-
dobne oraz skośnie prymitywne. Aby zatem udowodnić równość CH = CG musimy
pokazać, że wszystkie elementy skośnie prymitywne algebry H dzia laj ↪a trywialnie
na CG. Zauważmy dalej, że dla dowolnych elementów grupopodobnych g, h algebry
H, element k ∈ Pg,h(H) dzia la trywialnie na CG wtedy i tylko wtedy, gdy element
kg−1 ∈ P1,hg−1(H) dzia la trywialnie na CG. Możemy zatem ograniczyć si ↪e do ele-
mentów (1, g)-prymitywnych, gdzie g ∈ G. Zauważmy wreszcie, że wymiar dzia lania
H na Q jest skończony. Wynika z tego, że H dzia la na Q poprzez k-algebraiczne
odwzorowania liniowe.

Dla dowodu Kroku 4 wystarczy zatem pokazać, że dla dowolnego automorfizmu σ
algebry Q skończonego rz ↪edu, k-algebraiczne σ-różniczkowanie δ algebry Q dzia la try-
wialnie na Cσ. Przypadek σ = idQ wynika bezpośrednio z Wniosku 2.3.6. Przypuśćmy,
że teza jest fa lszywa dla pewnego automorfizmu σ 6= idQ. Ustalmy element c ∈ Cσ

taki, że δ(c) 6= 0 i oznaczmy q = δ(c). Wówczas dla każdego x ∈ Q zachodzi:

qx = δ(c)x = δ(cx)− cδ(x) = δ(xc)− δ(x)c = σ(x)δ(c) = σ(x)q.

Z równości tej wynika, że:

1. q nie jest elementem nilpotentnym. W przeciwnym razie otrzymalibyśmy
sprzeczność z pó lpierwszości ↪a Q.

2. qrx = σr(x)qr dla każdej liczby naturalnej r.

W szczególności jeśli rz ↪ad automorfizmu σ jest równy r (r ≥ 2), to qr ∈ C.

3. σ(q)x = σ(qσ−1(x)) = σ(xq).

K lad ↪ac teraz x = qr−1 oraz x = q w równościach qx = σ(x)q oraz σ(q)x = σ(xq),
odpowiednio, otrzymujemy:

qr = qqr−1 = σ(qr−1)q = σ(qr−2)σ(q)q = σ(qr−2)σ(q2) = σ(qr).

Tak wi ↪ec mamy 0 6= qr ∈ C ∩Qσ = Cσ. Znana w lasność pierścieni u lamków Martin-
dale’a mówi, że rozszerzony centroid pierścienia u lamków symetrycznych pokrywa si ↪e
z jego centrum (por. [BMM96, Stw. 2.1.10]). Wynika z niej i ze Stwierdzenia 2.4.4,
że Cσ jest pierścieniem regularnym w sensie von Neumanna. Możemy zatem znaleźć
element a ∈ Cσ dla którego zachodzi qr = aq2r. Przyjmijmy e = aqr. Bezpośrednio
sprawdza si ↪e, że e ∈ Cσ jest niezerowym idempotentem i δ(e) = 0.

Rozważmy dalej odwzorowanie d = lqr−1 ◦ δ, gdzie lx oznacza mnożenie z lewej strony
przez x. Zauważmy, że d jest różniczkowaniem algebry Q. Istotnie dla dowolnych
x, y ∈ Q mamy:

d(xy) = qr−1δ(xy) = qr−1δ(x)y + qr−1σ(x)δ(y) =

= qr−1δ(x)y + xqr−1δ(y) = d(x)y + xd(y).

Ponadto:

48



leaq ◦ d = leaq ◦ lqr−1 ◦ δ = le ◦ δ.

Przypomnijmy, że zgodnie z za lożeniem, δ jest k-algebraicznym σ-różniczkowaniem
algebry Q. Ustalmy unormowany wielomian ω(t) ∈ k[t] taki, że ω(δ)(x) = 0 dla
wszystkich x ∈ Q. Oznaczmy m = st(ω). Ponieważ δ ◦ le = le ◦ δ, wi ↪ec:

ω(leaq ◦ d)(ex) = ω(le ◦ δ)(ex) = eω(δ)(x) = 0

dla każdego x ∈ Q. Pokażemy teraz, że różniczkowanie d algebry Q obci ↪ete do idea lu
eQ jest eQ-algebraicznym różniczkowaniem algebry eQ. W tym celu zauważmy naj-
pierw, że dla dowolnego x ∈ Q zachodzi równość d ◦ lx = lx ◦ d + ld(x). Stosuj ↪ac
teraz indukcj ↪e  latwo dowodzimy, że dla każdej liczby naturalnej j ≤ m można znaleźć
elementy a0, a1, . . . , aj−1 ∈ eQ, a0 = 0, takie że:

(leaq ◦ d)j = l(eaq)j ◦ dj +
∑j−1

i=0 lai
◦ di.

Z powyższych rozważań widać już, że istniej ↪a elementy b0, b1, . . . , bm−1 ∈ eQ takie, że:

(eaq)mdm(x) + bm−1d
m−1(x) + . . .+ b1d(x) + b0x = 0

dla wszystkich x ∈ eQ. Pozostaje nam na koniec zauważyć, że eaq jest elementem od-
wracalnym w eQ. Dowiedlísmy tym samym, że różniczkowanie d algebry Q obci ↪ete do
idea lu eQ jest eQ-algebraicznym różniczkowaniem pó lpierwszej algebry eQ. Z Wnio-
sku 2.3.6 wynika teraz, że d dzia la trywialnie na Z(eQ) co prowadzi ostatecznie do
sprzeczności:

qr = eqr = (lqr−1 ◦ δ)(ec) = d(ec) ∈ d(eC) ⊆ d(Z(eQ)) = 0.

Dowód Kroku 4 zosta l tym samym zakończony.

Krok 5. Jeśli chark = 0, to CH = (Z(QA))G.

Dowód. Dowodu wymaga tylko inkluzja (Z(QA))G ⊆ CH . Niech wi ↪ec a ∈ (Z(QA))G.
Wtedy, na mocy Kroku 3, wewn ↪etrzne różniczkowanie ada algebry Q jest nilpotentne.
Z [Gr92, Wn. 8] wynika teraz, że istnieje liczba naturalna m oraz element c ∈ C taki,
że (a−c)m = 0. Ponieważ a jest punktem sta lym dzia lania grupy G na algebr ↪e Q, wi ↪ec
dla każdego g ∈ G zachodzi (a − g · c)m = 0. Zauważmy dalej, że {a− g · c | g ∈ G}
jest skończonym zbiorem parami przemiennych elementów.  Latwo st ↪ad widać już, że:

(|G| · a− tr(c))|G|·m = (
∑

g∈G(a− g · c))|G|·m = 0,

gdzie tr(c) =
∑

g∈G g · c oznacza ślad elementu c. Równocześnie, na mocy Kroku 4,

tr(c) ∈ CG = CH . Tak wi ↪ec:

|G| · a− tr(c) ∈ (Z(QA))G.
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Z pó lpierwszości algebry QA  latwo wynika teraz, że |G| · a − tr(c) = 0. Tym samym
a ∈ CH .

Ustalmy dowolnie wybrany maksymalny idea l P algebry CH i oznaczmy S = CH \P .
Zastosujemy teraz Stwierdzenia 2.4.4 i 2.5.4 wraz z Krokiem 2, z których wynika, że:

1. QS jest pó lpierwsz ↪a H-modu low ↪a algebr ↪a.

2. A dzia la nilpotentnie na QS z pó lpierwsz ↪a podalgebr ↪a niezmienników (QS)A

spe lniaj ↪ac ↪a nietrywialn ↪a tożsamość wielomianow ↪a oraz wymiar dzia lania A na
QS jest skończony nie wi ↪ekszy niż N .

3. Podalgebra (QS)A jest niezmiennicza ze wzgl ↪edu na dzia lanie grupy G.

4. (Z((QS)A))G = ((Z(QA))G)S.

5. Z(QS) ∩ (QS)H = (CH)S jest cia lem zawartym w centrum algebry (QS)A.

Krok 6.

1. (Z((QS)A))G jest cia lem.

2. Algebra (QS)A jest sum ↪a prost ↪a co najwyżej |G| prostych algebr z jedynk ↪a.

Dowód. Podpunkt 1 wynika natychmiast z uwagi poprzedzaj ↪acej Krok 4 oraz Kroku
5.

2. Bezpośrednio z Twierdzeń Rowena 3.2.6 i Kharchenki 1.2.5 zastosowanych do
pó lpierwszej PI-algebry (QS)A wynika, że każdy niezerowy G-niezmienniczy idea l alge-
bry (QS)A przecina nietrywialnie (Z((QS)A))G i tym samym zawiera elementy odwra-
calne. Tak wi ↪ec (QS)A jest pó lpierwsz ↪a G-prost ↪a algebr ↪a. Korzystaj ↪ac teraz z [Fi79]
(por. [Mo80, Wn. 5.16]) otrzymujemy tez ↪e.

Dowód Twierdzenia 3.1.2. Przyjmijmy, że podalgebra niezmienników AA spe lnia
tożsamość wielomianow ↪a stopnia d.

Zgodnie z Krokiem 6, algebra (QS)A jest sum ↪a prost ↪a co najwyżej |G| prostych algebr
z jedynk ↪a:

(QS)A = A1 ⊕ A2 ⊕ . . .⊕ Am.

Z Twierdzenia Rowena 3.2.6  latwo widać, że:

Z((QS)A) = Z(A1)⊕Z(A2)⊕ . . .⊕Z(Am).

Jak wynika z Twierdzenia Kaplansky’ego 3.2.3 zastosowanego do algebry Ai,

dimZ(Ai)Ai ≤ (d
2
)2

dla każdego 1 ≤ i ≤ m. Równocześnie, na mocy Wniosku 1.3.6,
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dim(Z((QS)A))G Z((QS)A) ≤ |G|.

Tak wi ↪ec mamy:

dim(Z((QS)A))G(QS)A ≤ (d
2
)2 · |G|2.

Z Wniosku 3.3.2  latwo widać teraz, że wymiar algebry QS traktowanej jako prawo-
stronna przestrzeń liniowa nad (Z((QS)A))G jest skończony i wynosi:

dim(Z((QS)A))G QS ≤ 2N · (d
2
)2 · |G|2.

Możemy zatem stosować Wniosek 3.2.5. Wynika z niego, że algebra QS spe lnia stan-
dardow ↪a tożsamość wielomianow ↪a stopnia nie wi ↪ekszego niż 2N+1·(d

2
)2·|G|2. Zauważmy

dalej, że stopień tożsamości wielomianowej spe lnianej przez algebr ↪e QS nie zależy od
wyboru idea lu P . Dowodzi to, że również algebra Q spe lnia standardow ↪a tożsamość
wielomianow ↪a stopnia nie wi ↪ekszego niż 2N+1 · (d

2
)2 · |G|2.

Zauważmy na koniec, że jeśli chark = 0, to możemy znacznie ograniczyć stopień
tożsamości wielomianowej spe lnianej przez algebr ↪e Q. Zgodnie z Krokiem 5, wymiar
algebry QS nad centralnym podcia lem (CH)S jest skończony nie wi ↪ekszy niż 2N · (d

2
)2 ·

|G|2. Z Wniosku 3.2.4 wynika teraz, że algebra QS spe lnia standardow ↪a tożsamość
wielomianow ↪a stopnia nie wi ↪ekszego niż d · |G| ·

√
2N . Tym samym również algebra Q

spe lnia standardow ↪a tożsamość wielomianow ↪a stopnia nie wi ↪ekszego niż d · |G| ·
√

2N .

3.5 Zastosowania do dzia lań konkretnych algebr

Hopfa

1. Modularna algebra grupowa.

Wniosek 3.5.1. Niech k b ↪edzie cia lem charakterystyki p > 0, G - skończon ↪a grup ↪a
rz ↪edu podzielnego przez p i A - algebr ↪a pó lpierwsz ↪a na któr ↪a grupa G dzia la poprzez
automorfizmy algebry. Za lóżmy, że grupa G posiada normaln ↪a p-podgrup ↪e Sylowa Gp

oraz, że podalgebra punktów sta lych AGp jest pó lpierwsza. Wówczas A jest PI-algebr ↪a
wtedy i tylko wtedy, gdy AG jest PI-algebr ↪a.

Dowód. Z rozważań poprzedzaj ↪acych Twierdzenie 3.1.2 oraz samego Twierdzenia
3.1.2  latwo widać, że A jest PI-algebr ↪a wtedy i tylko wtedy, gdy AGp jest PI-algebr ↪a.
Zgodnie z Twierdzeniem Kharchenki 3.1.1, zastosowanym do grupy ilorazowej G/Gp

dzia laj ↪acej na algebr ↪e pó lpierwsz ↪a AGp , ma to miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy
(AGp)G/Gp = AG jest PI-algebr ↪a.

2. Uniwersalna algebra obwiednia kolorowej algebry Liego. Ustalmy cia lo k
charakterystyki różnej od 2. Niech A = A0 ⊕ A1 b ↪edzie algebr ↪a pó lpierwsz ↪a zgrado-
wan ↪a przez grup ↪e Z2 i L = L0⊕L1 - skończenie wymiarow ↪a nilpotentn ↪a superalgebr ↪a
Liego. Jeśli chark > 2, to dodatkowo przyjmujemy, że L jest ograniczona. Za lóżmy
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również, że L dzia la na A i wymiar tego dzia lania jest skończony, wreszcie podalge-
bra niezmienników AL jest pó lpierwsz ↪a PI-algebr ↪a. Naszym celem b ↪edzie pokazanie
w oparciu o Twierdzenie 3.1.2, że również A jest PI-algebr ↪a. Zauważmy na pocz ↪atek,
że dla dowolnego rozszerzenia K cia la k, skalarne rozszerzenie A ⊗K algebry A jest
K-algebr ↪a zgradowan ↪a przez grup ↪e Z2, na któr ↪a dzia la skończenie wymiarowa nilpo-
tentna superalgebra Liego L ⊗ K (ograniczona superalgebra Liego, gdy chark > 2)
z podalgebr ↪a niezmienników (A ⊗K)L⊗K = AL ⊗K spe lniaj ↪ac ↪a te same tożsamości
wieloliniowe co podalgebra AL oraz wymiar tego dzia lania jest skończony. Przypo-
mnijmy dalej, że skończone rozszerzenie K cia la k nazywamy rozdzielczym, jeśli dla
każdego elementu cia la K jego wielomian minimalny nad k posiada tylko jednokrotne
pierwiastki. Znana w lasność algebr pó lpierwszych mówi, że dla dowolnej pó lpierwszej
k-algebry R i dowolnego skończonego rozdzielczego rozszerzenia K cia la k, K-algebra
R ⊗ K jest pó lpierwsza (por. [MS75, Stw. 2], [BeC86, Lemat 3]). Pokażemy teraz,
że istnieje skończone rozdzielcze rozszerzenie K cia la k oraz podalgebra B algebry A
taka, że:

1. B ⊗K jest jednorodn ↪a L⊗K-niezmiennicz ↪a podalgebr ↪a algebry A⊗K zawie-
raj ↪ac ↪a (A⊗K)L⊗K.

2. jednorodne elementy L⊗K dzia laj ↪a na B ⊗K jak nilpotentne różniczkowania
i nilpotentne superróżniczkowania.

3. dla pewnej grupy Γ można określić na A ⊗ K struktur ↪e algebry zgradowanej
przez grup ↪e Γ ze skończonym nośnikiem, z podalgebr ↪a B⊗K jako jednostkow ↪a
sk ladow ↪a Γ -gradacji.

Powyższe stwierdzenie zosta lo w laściwie wcześniej udowodnione przez J. Bergena i P.
Grzeszczuka [BeG96, Lemat 3.2]. Przedstawimy teraz pokrótce ten dowód.

Rozpatrzymy oddzielnie dwa przypadki, w zależności od charakterystyki cia la k.
Za lóżmy najpierw, że chark = p > 2. Dla dowolnej liczby ca lkowitej i ≥ 0 oraz
dowolnego elementu x ∈ L0 przyjmijmy: x[p0] = x, x[pi+1] = (x[pi])[p]. Dla dowolnej
liczby i ≥ 0 oznaczmy dodatkowo przez Z(i) przestrzeń liniow ↪a rozpi ↪et ↪a nad cia lem k

na wszystkich elementach postaci x[pi], gdzie x ∈ L0 i [x, L] = 0. Mamy nierosn ↪acy
ci ↪ag podprzestrzeni L0:

Z(0) ⊇ Z(1) ⊇ Z(2) ⊇ . . . ⊇ Z(i) ⊇ Z(i+1) ⊇ . . .

Zauważmy, że dla dowolnych elementów x, y ∈ Z(0), α ∈ k zachodz ↪a nast ↪epuj ↪ace
równości: (x+ y)[p] = x[p] + y[p], (αx)[p] = αpx[p]. Z równości tych wynika, że:

Z(i+1) = Link{z[p] | z ∈ Z(i)}

dla każdego i ≥ 0. Nietrudne obliczenia pokazuj ↪a, że jeśli elementy z1, z2, . . . , zs roz-
pinaj ↪a przestrzeń liniow ↪a Z(i), to elementy z1

[p], z2
[p], . . . , zs

[p] rozpinaj ↪a przestrzeń
liniow ↪a Z(i+1). Przypomnijmy, że zgodnie z za lożeniem, L jest skończenie wymiarow ↪a
superalgebr ↪a Liego, tak wi ↪ec dla pewnego m ≥ 0 mamy Z(m) = Z(m+1). Oznaczmy
I = Z(m). Z wcześniejszych spostrzeżeń wynika, że I jest abelowym ograniczonym
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idea lem algebry L zawartym w L0, oraz jeśli {z1, z2, . . . , zs} jest baz ↪a nad k idea lu I,
to {z1

[p], z2
[p], . . . , zs

[p]} również. Twierdzenie G. Hochschilda [Ho54] (por. [Mo93b, Tw.
2.3.3]) mówi, że dla skończenie wymiarowej ograniczonej algebry Liego g nad cia lem k
charakterystyki p 6= 0, ograniczona uniwersalna algebra obwiednia u(g) jest pó lprosta
wtedy i tylko wtedy, gdy g jest abelowa i g = kg[p]. Zgodnie z nim, algebra u(I)
jest pó lprosta. Z [BeC86, Lemat 4] (por. [Mo93b, Wn. 2.3.5]) wynika teraz, że istnieje
skończone rozdzielcze rozszerzenie K cia la k takie, że u(I) ⊗ K ∼= KΓ ? dla pewnej
skończonej grupy Γ i dalej, z Przyk ladu 1.2.6 wynika, że A⊗K jest algebr ↪a zgradowan ↪a
przez grup ↪e Γ , z jednostkow ↪a sk ladow ↪a Γ -gradacji (A⊗K)1 = (A⊗K)u(I)⊗K = AI⊗K.
Jest rzecz ↪a oczywist ↪a, że AI jest jednorodn ↪a L-niezmiennicz ↪a podalgebr ↪a algebry A.
Korzystaj ↪ac z nilpotentności L można pokazać, że jednorodne elementy L dzia laj ↪a
na AI jak nilpotentne różniczkowania i nilpotentne superróżniczkowania. Wystar-
czy w tym celu wybrać n ≥ 0 tak by [x[pn], L] = 0 dla każdego x ∈ L0. Wtedy
x[pn+m] = (x[pn])[pm] ∈ I dla każdego x ∈ L0, z czego wynika w prosty sposób teza.

Niech teraz chark = 0. Oznaczmy przez AL0 zbiór wszystkich elementów a ∈ A
spe lniaj ↪acych warunek: ψ(x)n(a) = 0 dla każdego elementu x ∈ L0 oraz pewnej liczby
naturalnej n = n(x, a), gdzie ψ : L → D0 ⊕ D1 jest homomorfizmem superalgebr
Liego indukowanym przez dzia lanie L na A. Przypomnijmy, że zgodnie z za lożeniem,
wymiar dzia lania L na A jest skończony i wynosi, powiedzmy, N . Wynika z tego, że:

AL0 = {a ∈ A | ψ(x)N+1(a) = 0 dla wszystkich x ∈ L0}.

Nietrudne obliczenia pokazuj ↪a, że AL0 jest jednorodn ↪a podalgebr ↪a algebry A zawie-
raj ↪ac ↪a AL. Twierdzimy, że AL0 jest L-niezmiennicza. Stosuj ↪ac indukcj ↪e wzgl ↪edem
j ≥ 1  latwo dowodzimy, że dla dowolnych elementów x ∈ L0, y ∈ L zachodzi równość:

ψ(x)j ◦ ψ(y) =
∑j

i=0

(
j
i

)
ψ((adx)

i(y)) ◦ ψ(x)j−i.

Z za lożenia pami ↪etamy, że L jest nilpotentn ↪a superalgebr ↪a Liego. Zatem istnieje liczba
naturalna m taka, że (adx)

m(y) = 0. Ponieważ równocześnie dla każdego i ≤ m−1 za-
chodzi ψ(x)N+m−i(AL0) = 0, wi ↪ec (ψ(x)N+m ◦ψ(y))(AL0) = 0. To oznacza, że AL0 jest
L-niezmiennicz ↪a podalgebr ↪a algebry A, tak jak twierdzilísmy. Jest rzecz ↪a oczywist ↪a,
że jednorodne elementy algebry L dzia laj ↪a na AL0 jak nilpotentne różniczkowania i nil-
potentne superróżniczkowania. Niech teraz {x1, x2, . . . , xs} b ↪edzie baz ↪a nad k algebry
Liego L0. Przez K oznaczmy skończone rozszerzenie cia la k zawieraj ↪ace wszystkie
wartości w lasne każdego z różniczkowań: ψ(x1), ψ(x2), . . . , ψ(xs). Jak wiadomo, każde
skończone rozszerzenie cia la charakterystyki 0 jest rozdzielcze. W szczególności K jest
skończonym rozdzielczym rozszerzeniem cia la k. Oznaczmy dalej przez Γ K-liniow ↪a
przestrzeń dualn ↪a (L0 ⊗K)?. Z nilpotentności L0 ⊗K wynika, że A⊗K jest algebr ↪a
zgradowan ↪a przez grup ↪e Γ ze skończonym nośnikiem, z podalgebr ↪a AL0 ⊗ K jako
jednostkow ↪a sk ladow ↪a Γ -gradacji.

Podsumujmy dotychczasowe spostrzeżenia.

1. B ⊗K jako jednostkowa sk ladowa Γ -gradacji pó lpierwszej algebry A ⊗K jest
algebr ↪a pó lpierwsz ↪a (por. [CR83, Stw. 1.2]).
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2. L⊗K dzia la nilpotentnie na B ⊗K (por. [BeG94, Tw. 2]).

3. Podalgebra niezmienników (B ⊗K)L⊗K = AL ⊗K jest pó lpierwsz ↪a PI-algebr ↪a.

4. A ⊗ K jest PI-algebr ↪a wtedy i tylko wtedy, gdy B ⊗ K jest PI-algebr ↪a (por.
[BeC86, Wn. 9]).

Bezpośrednio z Twierdzenia 3.1.2 wynika teraz, że B⊗K jest PI-algebr ↪a i tym samym
również A⊗K jest PI-algebr ↪a. Otrzymujemy w ten sposób.

Wniosek 3.5.2. Niech k b ↪edzie cia lem charakterystyki różnej od 2 i G - skończon ↪a
grup ↪a abelow ↪a której rz ↪ad nie dzieli si ↪e przez chark. Za lóżmy, że na pó lpierwsz ↪a algebr ↪e
A =

⊕
g∈GAg zgradowan ↪a przez grup ↪e G dzia la skończenie wymiarowa nilpotentna

kolorowa algebra Liego L =
⊕

g∈G Lg (ograniczona kolorowa algebra Liego L, gdy
chark > 2) w taki sposób, że:

1. podalgebra niezmienników AL jest pó lpierwsza.

2. wymiar dzia lania L na A jest skończony.

Oznaczmy wreszcie przez H skośny pierścień grupowy U(L) ? G lub - w przypadku,
gdy chark > 2 - u(L)?G. Wówczas A jest PI-algebr ↪a wtedy i tylko wtedy, gdy AH jest
PI-algebr ↪a.

Dowód. Jak wiadomo, podalgebra niezmienników AL jest niezmiennicza ze wzgl ↪edu
na dzia lanie grupy G oraz punkty sta le dzia lania grupy G na podalgebr ↪e A

L pokry-
waj ↪a si ↪e z niezmiennikami dzia lania algebry Hopfa H na algebr ↪e A: (AL)G = AH .
Z Twierdzenia Kharchenki 3.1.1  latwo widać teraz, że jeśli podalgebra AH spe lnia
nietrywialn ↪a tożsamość wielomianow ↪a, to również podalgebra AL spe lnia pewn ↪a nie-
trywialn ↪a tożsamość wielomianow ↪a. Dla dowodu wniosku wystarczy zatem pokazać,
że A jest PI-algebr ↪a wtedy i tylko wtedy, gdy AL jest PI-algebr ↪a.

Przyjmijmy, że L jest kolorow ↪a ε-algebr ↪a Liego. Zgodnie z Twierdzeniem M. Scheu-
nerta [Sc79], istnieje 2-kocykl η : G × G → k? taki, że dla dowolnych elementów

g, h ∈ G zachodzi równość: η(g,h)
η(h,g)

ε(g, h) = −1 gdy ε(g, g) = ε(h, h) = −1 oraz
η(g,h)
η(h,g)

ε(g, h) = 1 w pozosta lych przypadkach. Po lóżmy L̃0 =
⊕

g∈G+
Lg oraz L̃1 =⊕

g∈G−
Lg. W przestrzeni liniowej L̃ = L̃0⊕ L̃1 definiujemy odwzorowanie dwuliniowe

[·, ·]? : L̃×L̃→ L̃ przyjmuj ↪ac [x, y]? = η(g, h)[x, y], gdzie g, h ∈ G, x ∈ Lg, y ∈ Lh. Jeśli

chark = p > 2, to dodatkowo definiujemy odwzorowanie ·[p]? : L̃0 → L̃0 przyjmuj ↪ac

x[p]? =
(∏p−1

j=1 η(g, gj)
)
x[p] dla każdego g ∈ G+ i x ∈ Lg. Jak wiadomo, tak określone

dzia lania zadaj ↪a na L̃ struktur ↪e superalgebry Liego (ograniczonej superalgebry Liego,

gdy chark > 2). Rozważmy dalej algebr ↪e Ã, która jako przestrzeń liniowa pokrywa si ↪e
z algebr ↪a A, ale w której mnożenie wyraża si ↪e wzorem a?b = η(g, h)ab, gdzie g, h ∈ G,
a ∈ Ag, b ∈ Ah. J. Bergen i P. Grzeszczuk [BeG00, Wn. 4 i 12] udowodnili, że k lad ↪ac

Ã0 =
⊕

g∈G+
Ag, Ã1 =

⊕
g∈G−

Ag otrzymujemy algebr ↪e pó lpierwsz ↪a Ã = Ã0 ⊕ Ã1

zgradowan ↪a przez grup ↪e Z2. Ponadto, L̃ dzia la na Ã z podalgebr ↪a niezmienników
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ÃL̃, któr ↪a można otrzymać z algebry AL przy użyciu 2-kocyklu η, oraz wymiar tego
dzia lania jest skończony. Wreszcie, jednostkowe sk ladowe G-gradacji algebr: A i Ã
(odpowiednio, AL i ÃL̃) s ↪a izomorficzne, wobec czego algebra A spe lnia nietrywialn ↪a

tożsamość wielomianow ↪a wtedy i tylko wtedy, gdy algebra Ã spe lnia tak ↪a tożsamość
(odpowiednio, podalgebra AL spe lnia nietrywialn ↪a tożsamość wielomianow ↪a wtedy

i tylko wtedy, gdy podalgebra ÃL̃ spe lnia tak ↪a tożsamość). Powyższe spostrzeżenia
pozwalaj ↪a ograniczyć rozważania do dzia lań superalgebr Liego.

Teza wynika teraz bezpośrednio z rozważań poprzedzaj ↪acych Wniosek 3.5.2.
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Rozdzia l 4

Dzia lanie punktowych algebr
Hopfa na algebry pó lpierwsze
ze zredukowan ↪a podalgebr ↪a
niezmienników

W tym rozdziale kontynuujemy badanie zachowania si ↪e tożsamości wielomianowych
przy dzia laniu punktowych algebr Hopfa na algebry pó lpierwsze. Wyniki Podroz-
dzia lów 4.1 oraz 4.2 zosta ly opublikowane w pracy [GH07].

4.1 Sformu lowanie g lównych rezultatów

Rozdzia l 4 jest poświ ↪econy dowodom dwóch twierdzeń.

Twierdzenie 4.1.1. Niech H b ↪edzie punktow ↪a algebr ↪a Hopfa i A - pó lpierwsz ↪a
H-modu low ↪a algebr ↪a tak ↪a, że wymiar dzia lania H na A jest skończony i wynosi
N . Za lóżmy, że każdy niezerowy H-niezmienniczy lewostronny idea l algebry A za-
wiera niezerowe centralne niezmienniki. Jeśli podalgebra niezmienników AH spe lnia
tożsamość wielomianow ↪a stopnia d, to algebra A spe lnia standardow ↪a tożsamość wie-
lomianow ↪a stopnia dN .

Jeśli dodatkowo AH ⊆ Z(A), to A spe lnia standardow ↪a tożsamość wielomianow ↪a stop-
nia nie wi ↪ekszego niż 2

√
N .

Twierdzenie 4.1.2. Niech H b ↪edzie punktow ↪a algebr ↪a Hopfa i A - zredukowan ↪a H-
modu low ↪a algebr ↪a tak ↪a, że wymiar dzia lania H na A jest skończony i wynosi N .
Za lóżmy, że każdy niezerowy H-niezmienniczy lewostronny idea l algebry A zawiera
niezerowe niezmienniki. Jeśli podalgebra niezmienników AH spe lnia tożsamość wielo-
mianow ↪a stopnia d, to algebra A spe lnia standardow ↪a tożsamość wielomianow ↪a stopnia
dN .
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Zauważmy, że Twierdzenie Kharchenki 3.1.1 o dzia laniu skończonych grup na algebry
zredukowane jest bezpośredni ↪a konsekwencj ↪a Twierdzenia Kharchenki 1.2.5 o istnie-
niu nietrywialnych punktów sta lych oraz Twierdzenia 4.1.2. Kolejny wniosek wynika
natychmiast z Twierdzeń: Beidara-Grzeszczuka 1.2.9 oraz 4.1.2.

Wniosek 4.1.3. Niech k b ↪edzie cia lem charakterystyki różnej od 2. Za lóżmy, że na
zredukowan ↪a algebr ↪e A dzia la skończenie wymiarowa algebra Liego L (ograniczona
algebra Liego L, gdy chark > 2) oraz wymiar tego dzia lania jest skończony i wynosi
N . Jeśli podalgebra niezmienników AL spe lnia tożsamość wielomianow ↪a stopnia d, to
algebra A spe lnia standardow ↪a tożsamość wielomianow ↪a stopnia dN .

4.2 Dowody g lównych rezultatów

Definicja 4.2.1. Niech H b ↪edzie algebr ↪a Hopfa i A - H-modu low ↪a algebr ↪a. Podal-
gebr ↪e niezmienników AH nazywamy prawie centraln ↪a w A, jeśli każdy niezerowy H-
niezmienniczy lewostronny idea l algebry A zawiera niezerowe centralne niezmienniki,
tj. ma niezerowe przeci ↪ecie z Z(A) ∩ AH .

Zauważmy, że jeśli algebra Hopfa H dzia la na pó lpierwsz ↪a algebr ↪e A z prawie cen-
traln ↪a podalgebr ↪a niezmienników AH , to AH jest algebr ↪a zredukowan ↪a. Przypuśćmy,
że jest inaczej. Wtedy istnieje niezerowy element a ∈ AH taki, że a2 = 0. Rozważmy
niezerowy H-niezmienniczy lewostronny idea l Aa algebry A. Zgodnie z za lożeniem
Z(A) ∩ (Aa)H 6= 0. Równocześnie:

(Z(A) ∩ (Aa)H)(Z(A) ∩ (Aa)H) ⊆ Aa2 = 0

co prowadzi do sprzeczności z tym, że centrum Z(A) jest zredukowane.

Stwierdzenie 4.2.2. Niech H b ↪edzie punktow ↪a algebr ↪a Hopfa i A - pó lpierwsz ↪a H-
modu low ↪a algebr ↪a tak ↪a, że wymiar dzia lania H na A jest skończony i wynosi N .
Za lóżmy, że każdy niezerowy H-niezmienniczy lewostronny idea l algebry A zawiera
niezerowe niezmienniki. Przyjmijmy również, że podalgebra niezmienników AH jest
zredukowan ↪a PI-algebr ↪a. Dodatkowo oznaczmy Q = Qs(R). Wtedy:

1. Jeśli I jest H-niezmienniczym istotnym idea lem A, to l.annQ(Z(IH)) = 0.

2. Z(AH) ⊆ Z(QH).

3. Wymiar dzia lania H na Q jest skończony i wynosi N .

4. Każdy niezerowy H-niezmienniczy lewostronny idea l algebry Q zawiera nieze-
rowe niezmienniki.

Jeśli dodatkowo podalgebra AH jest prawie centralna w A, to również podalgebra
QH jest prawie centralna w Q.

5. QH jest algebr ↪a zredukowan ↪a spe lniaj ↪ac ↪a te same tożsamości wieloliniowe co
podalgebra AH .
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6. Jeśli AH jest dziedzin ↪a, to QH również.

7. Niech A b ↪edzie podalgebr ↪a Hopfa lub koidea lem H. Jeśli AA ⊆ Z(A), to QA ⊆ C.

Dowód. 1. Niech I b ↪edzie H-niezmienniczym istotnym idea lem algebry A. Wtedy,
zgodnie z za lożeniem, IH jest niezerowym idea lem algebry AH . Z Twierdzenia Rowena
3.2.6 zastosowanego do zredukowanej PI-algebry AH wynika, że:

Z(IH) = Z(AH) ∩ IH 6= 0.

Oznaczmy J = l.annA(Z(IH)). Dla dowodu podpunktu pierwszego wystarczy po-
kazać, że J = 0. Przypuśćmy, że jest inaczej. Wtedy J oraz I ∩ J s ↪a niezerowymi
H-niezmienniczymi lewostronnymi idea lami algebry A. Z za lożenia wynika teraz, że:

(I ∩ J)H = IH ∩ annAH (Z(IH))

jest niezerowym idea lem algebry AH . Korzystaj ↪ac ponownie z Twiedzenia Rowena
3.2.6 otrzymujemy:

0 6= Z((I ∩ J)H) = Z(AH) ∩ (I ∩ J)H = Z(IH) ∩ annAH (Z(IH)).

Prowadzi to do sprzeczności:

(Z((I ∩ J)H))2 ⊆ Z(IH)annAH (Z(IH)) = 0

z za lożeniem, że algebra AH jest zredukowana. Pokazalísmy tym samym, że
l.annA(Z(IH)) = 0 z czego wynika już teza.

2. Niech z ∈ Z(AH), q ∈ QH . Rozważmy H-niezmienniczy istotny idea l I algebry A
taki, że qIH ⊆ AH . Idea l taki istnieje zgodnie z Lematem 3.3.3. Wtedy dla każdego
i ∈ IH zachodzi równość:

(zq − qz)i = z(qi)− q(zi) = (qi)z − q(iz) = 0.

Wynika z niej, że zq − qz ∈ l.annQ(IH) = 0 i wobec tego z ∈ Z(QH).

Aby udowodnić podpunkt 3 stwierdzenia wystarczy pokazać, że dla każdego elementu
h ∈ H z równości h·A = 0 wynika h·Q = 0. Niech q ∈ Q. Rozważmy H-niezmienniczy
istotny idea l I algebry A taki, że qI ⊆ A. Wtedy dla każdego i ∈ IH zachodzi:

(h · q)i = h · qi ∈ h · A = 0.

Z równości tej wynika, że h · q ∈ l.annQ(IH) = 0. Tak wi ↪ec h ·Q = 0.

4. Jeśli J jest niezerowym H-niezmienniczym lewostronnym idea lem algebry Q, to J∩
A jest niezerowym H-niezmienniczym lewostronnym idea lem algebry A. Bezpośrednio
z za lożenia widać teraz, że (J ∩ A)H 6= 0. Zatem JH 6= 0. Druga cz ↪eść podpunktu
czwartego wynika natychmiast z inkluzji Z(A) ⊆ C.

5. Pokażemy na pocz ↪atek, że QH jest algebr ↪a zredukowan ↪a. Rozważmy dowolny ele-
ment q ∈ QH dla którego zachodzi równość q2 = 0 oraz H-niezmienniczy istotny idea l
I algebry A taki, że qI ⊆ A. Z podpunktu drugiego  latwo widać, że:
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Z(IH) = Z(AH) ∩ IH ⊆ Z(QH).

Mamy zatem:

(qZ(IH))2 ⊆ q2Z(IH) = 0.

Ponieważ równocześnie qZ(IH) ⊆ AH i AH jest algebr ↪a zredukowan ↪a, wi ↪ec qZ(IH) =
0. Tym samym q ∈ l.annQ(Z(IH)) = 0.

Za lóżmy teraz, że algebra AH spe lnia tożsamość wieloliniow ↪a ω(x1, x2, . . . , xd) = 0.
Rozważmy dowolne elementy q1, q2, . . . , qd ∈ QH . Wybierzmy H-niezmienniczy istotny
idea l I algebry A spe lniaj ↪acy warunek qjI

H ⊆ AH dla każdego 1 ≤ j ≤ d. Wtedy dla
dowolnych elementów z1, z2, . . . , zd ∈ Z(IH) ⊆ Z(QH) zachodzi równość:

0 = ω(q1z1, q2z2, . . . , qdzd) = ω(q1, q2, . . . , qd)z1z2 . . . zd.

Wynika z niej, że ω(q1, q2, . . . , qd) ∈ l.annQ((Z(IH))d) = 0.

Podpunkt 6 dowodzi si ↪e podobnie jak pierwsz ↪a cz ↪eść podpunktu pi ↪atego.

7. Za lóżmy, że AA ⊆ Z(A). Dla dowodu podpunktu siódmego wystarczy pokazać
zawieranie QA ⊆ CQ(A). Niech q ∈ QA. Rozważmy H-niezmienniczy istotny idea l I
algebry A taki, że qIH ⊆ AH . Wtedy dla dowolnych i ∈ IH , a ∈ A zachodzi:

(qa− aq)i = q(ai)− a(qi) = q(ia)− (qi)a = 0.

Z równości tej wynika, że qa− aq ∈ l.annQ(IH) = 0 i wobec tego q ∈ CQ(A).

Dowód Twierdzenia 4.1.1. Ze Stwierdzenia 4.2.2 wynika, że pierścień u lamków
symetrycznych Q = Qs(A) spe lnia wszystkie za lożenia dowodzonego twierdzenia.
Ustalmy dowolnie wybrany maksymalny idea l P podalgebry CH i przyjmijmy S =
CH\P . Oznaczmy przez ηS : Q→ QS homomorfizm kanoniczny algebry Q w centraln ↪a
lokalizacj ↪e QS. Zgodnie ze Stwierdzeniem 2.5.4:

1. QS jest pó lpierwsz ↪a H-modu low ↪a algebr ↪a z centrum Z(QS) = CS.

2. Wymiar dzia lania H na QS jest skończony nie wi ↪ekszy niż N .

3. Podalgebra niezmienników (QS)H = (QH)S spe lnia te same tożsamości wieloli-
niowe co podalgebra QH .

Twierdzimy teraz, że podalgebra (QS)H jest prawie centralna w QS. Niech K
b ↪edzie niezerowym H-niezmienniczym lewostronnym idea lem algebry QS. Rozważmy
dowolny element q ∈ Q taki, że 0 6= ηS(q) ∈ K. Przypomnijmy, że przez
π : H → Endk(Q) oznaczylísmy homomorfizm algebr z jedynk ↪a indukowany przez
dzia lanie H na Q. Wybierzmy dowolny podzbiór {h1, h2, . . . , hN} ⊆ H dla którego
{π(h1), π(h2), . . . , π(hN)} jest baz ↪a nad k podalgebry π(H) ⊆ Endk(Q). Oznaczmy
J =

∑N
i=1Q(hi · q). Bezpośrednio sprawdza si ↪e, że J jest H-niezmienniczym lewo-

stronnym idea lem Q skończenie generowanym jako lewostronny Q-modu l, takim że:
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0 6= ηS(J) ⊆ K.

Na mocy Lematu 2.4.5, J jest injektywnym CH-modu lem. Z Lematu 2.1.5 oraz Stwier-
dzenia 2.4.4 wynika dalej, że również JH i C ∩ JH s ↪a injektywnymi CH-modu lami.
Z Wniosku 2.4.3 oraz Lematu 2.4.6  latwo widać teraz, że istnieje element a ∈ C ∩ JH
oraz idempotent ea ∈ CH taki, że:

annCH (C ∩ JH) = annCH (a) = CH(1− ea).

Pokażemy, że (1 − ea)J = 0. Przypuśćmy, że tak nie jest. Wtedy (1 − ea)J jest nie-
zerowym H-niezmienniczym lewostronnym idea lem algebry Q. Ze Stwierdzenia 4.2.2
wynika, że:

0 6= C ∩ ((1− ea)J)H = C ∩ JH ∩ CH(1− ea) = C ∩ JH ∩ annCH (C ∩ JH).

Prowadzi to do sprzeczności:

(C ∩ ((1− ea)J)H)2 ⊆ (C ∩ JH)annCH (C ∩ JH) = 0

z tym, że rozszerzony centroid C jest zredukowany. Pokazalísmy tym samym, że (1−
ea)J = 0. Ponieważ równocześnie ηS(J) 6= 0, wi ↪ec 1 − ea ∈ P . Wynika z tego, że
annCH (a) ⊆ P i ostatecznie:

0 6= ηS(a) ∈ ηS(C ∩ JH) ⊆ CS ∩KH .

Podalgebra (QS)H jest wi ↪ec prawie centralna w QS, tak jak twierdzilísmy. Zgodnie
ze Stwierdzeniem 2.5.4, CS ∩ (QS)H jest centralnym podcia lem algebry QS. Oznacza
to, że algebra QS nie posiada w laściwych H-niezmienniczych lewostronnych idea lów
i tym samym QS jest nieprzywiedlnym QS#H-modu lem. Tak wi ↪ec wszystkie za lożenia
Wniosku 1.3.6 s ↪a spe lnione, wobec czego wymiar algebry QS traktowanej jako pra-
wostronna przestrzeń liniowa nad pierścieniem z dzieleniem (QS)H jest skończony nie
wi ↪ekszy niż N . Możemy teraz stosować Wniosek 3.2.5. Wynika z niego, że algebra QS

spe lnia standardow ↪a tożsamość wielomianow ↪a stopnia dN . Zauważmy przy tym, że
stopień tożsamości wielomianowej spe lnianej przez algebr ↪e QS nie zależy od wyboru
idea lu P . Wobec tego również algebraQ spe lnia standardow ↪a tożsamość wielomianow ↪a
stopnia dN .

Za lóżmy teraz dodatkowo, że AH ⊆ Z(A). Wtedy zgodnie ze Stwierdzeniem 4.2.2,
QH ⊆ C. Z wcześniejszych rozważań  latwo widać teraz, że wymiar algebry QS nad
centralnym podcia lem (QS)H = (CS)H jest skończony nie wi ↪ekszy niż N , co wobec
Wniosku 3.2.4 oznacza, że algebra QS spe lnia standardow ↪a tożsamość wielomianow ↪a
stopnia nie wi ↪ekszego niż 2

√
N . Tym samym również algebra Q spe lnia standardow ↪a

tożsamość wielomianow ↪a stopnia nie wi ↪ekszego niż 2
√
N .

Dowód Twierdzenia 4.1.2. Rozpatrzymy najpierw przypadek, gdy AH jest dzie-
dzin ↪a. Wtedy zgodnie ze Stwierdzeniem 4.2.2 również QH jest dziedzin ↪a. Oznaczmy
multiplikatywnie domkni ↪ety podzbiór S = Z(QH) \ {0} i rozważmy centraln ↪a lokali-
zacj ↪e S

−1QH . Z Definicji 2.5.2 wynika, że:
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1. QH ⊆ S−1QH .

2. Algebra S−1QH spe lnia te same tożsamości wieloliniowe co algebra QH .

3. Centrum Z(S−1QH) = S−1Z(QH) jest cia lem.

4. S−1QH jest algebr ↪a z dzieleniem.

5. Wymiar algebry S−1QH nad S−1Z(QH) jest skończony nie wi ↪ekszy niż (d
2
)2.

Uzasadnimy dwie ostatnie w lasności.  Latwo widać, że S−1QH jest dziedzin ↪a. Zatem na
mocy Uwagi 3.2.7 do Twierdzenia Rowena każdy niezerowy jednostronny idea l alge-
bry S−1QH przecina nietrywialnie S−1Z(QH) i tym samym zawiera elementy odwra-
calne. S−1QH jest wi ↪ec algebr ↪a z dzieleniem. Równocześnie S−1QH spe lnia tożsamość
wielomianow ↪a stopnia d. Korzystaj ↪ac teraz z Twierdzenia Kaplansky’ego 3.2.3 otrzy-
mujemy w lasność pi ↪at ↪a.

Naszym celem b ↪edzie pokazanie teraz, że istnieje pierścień lewostronnych u lamków
S−1Q. Dok ladniej pokażemy, że:

1. Każdy element s ∈ S jest regularny w Q, tj. l.annQ(s) = r.annQ(s) = 0.

2. S jest lewostronnym zbiorem Orego, tj. Qs ∩ Sq 6= ∅ dla wszystkich s ∈ S,
q ∈ Q.

1. Niech s ∈ S. Ponieważ Q jest algebr ↪a zredukowan ↪a, wi ↪ec l.annQ(s) = r.annQ(s) =
annQ(s) jest H-niezmienniczym idea lem Q. Gdyby annQ(s) 6= 0, to zgodnie ze Stwier-
dzeniem 4.2.2 mielibyśmy QH∩annQ(s) 6= 0 wbrew temu, że QH jest dziedzin ↪a. Zatem
annQ(s) = 0.

2. Na pocz ↪atek b ↪edziemy chcieli skorzystać z Lematu 1.3.5 aby udowodnić, że alge-
bra Q ma skończony lewostronny wymiar Goldiego. W tym celu dowiedziemy, że Q
jest jednolitym Q#H-modu lem. Rozważmy dowolne niezerowe H-niezmiennicze le-
wostronne idea ly I i J algebry Q. Ze Stwierdzenia 4.2.2 oraz Uwagi 3.2.7 wynika, że
Z(IH), Z(JH) s ↪a niezerowymi idea lami centrum Z(QH). Mamy zatem:

0 6= Z(IH)Z(JH) ⊆ Z(IH) ∩ Z(JH) ⊆ I ∩ J .

Q jest wi ↪ec jednolitym Q#H-modu lem, tak jak twierdzilísmy. Z Lematu 1.3.5 wynika
teraz, że algebra Q ma skończony lewostronny wymiar Goldiego. Zauważmy dalej, że Q
jako algebra zredukowana jest lewostronnie niesingularna. Rzeczywíscie, dla każdego
q ∈ Q zachodzi l.annQ(q)∩Qq = 0. Bezpośrednio z Twierdzenia Goldiego (por. [La99,
Tw. 4.11.13]) wynika teraz równoważność dwóch pierwszych warunków:

Dla dowolnego lewostronnego idea lu I algebry Q nast ↪epuj ↪ace warunki s ↪a
równoważne:

2.1. I jest istotnym lewostronnym idea lem Q.

2.2. I zawiera elementy regularne w Q.

2.3. I ma niezerowe przeci ↪ecie z S.
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Implikacja 2.3 ⇒ 2.2 wynika bezpośrednio z punktu pierwszego.

Do udowodnienia implikacji 2.1 ⇒ 2.3 pokażemy najpierw, że każdy istotny lewo-
stronny idea l algebry Q zawiera H-niezmienniczy istotny lewostronny idea l algebry
Q. Podobnie jak w dowodzie Lematu 3.3.3 nie zmniejszaj ↪ac ogólności możemy ogra-
niczyć nasze rozważania do G(H)-niezmienniczych istotnych lewostronnych idea lów
algebry Q. Oznaczmy przez π : H → Endk(Q) homomorfizm algebr z jedynk ↪a induko-
wany przez dzia lanie H na Q. Z Twierdzenia Tafta-Wilsona 1.1.7 wynika, że istniej ↪a
elementy c1, c2, . . . , cN ∈ H, c1 = 1H , oraz rodzina podprzestrzeni {Hn}0≤n≤N taka,
że:

a. 0 = H0 ⊆ H1 ⊆ H2 ⊆ . . . ⊆ HN = H.

b. π(Hn) = π(Hn−1) + kπ(cn) dla każdego 1 ≤ n ≤ N .

c. ∆(cn) ∈ cn⊗g+h⊗cn+Hn−1⊗Hn−1 dla każdego 2 ≤ n ≤ N , gdzie g, h ∈ G(H).

Niech teraz I b ↪edzie G(H)-niezmienniczym istotnym lewostronnym idea lem algebry
Q. Po lóżmy I(0) = Q oraz dla każdego 1 ≤ n ≤ N :

I(n) =
{
x ∈ I(n−1) | cn · x ∈ I

}
= {x ∈ Q | Hn · x ⊆ I}.

Pokażemy w oparciu o indukcj ↪e wzgl ↪edem n = 1, 2, . . . , N , że I(n) jest istotnym lewo-
stronnym idea lem Q zawartym w I. Jest to oczywiste dla n = 1. Przypuśćmy, że teza
jest prawdziwa dla n−1.  Latwo widać, że I(n) jest lewostronnym idea lem Q zawartym
w I. Rozważmy dowolny niezerowy lewostronny idea l J algebry Q. Na mocy za lożenia
indukcyjnego I(n−1) ∩ J 6= 0. Wybierzmy zatem niezerowy element a ∈ I(n−1) ∩ J
i oznaczmy:

K(n) = {x ∈ Q | x(cn · a) ∈ I}.

Bezpośrednio sprawdza si ↪e, że K(n) jest istotnym lewostronnym idea lem Q. To z kolei
oznacza, że

⋂
g∈G(H) g·K(n) jestG(H)-niezmienniczym istotnym lewostronnym idea lem

Q. Ponieważ równocześnie Q jest algebr ↪a lewostronnie niesingularn ↪a, wi ↪ec (
⋂
g∈G(H) g ·

K(n))a 6= 0. Wybierzmy teraz element q ∈
⋂
g∈G(H) g ·K(n) taki, że qa 6= 0. Zauważmy,

że dla każdego h ∈ G(H) zachodzi (h · q)(cn · a) ∈ I. Mamy zatem:

cn · qa = (cn · q)(g · a) + (h · q)(cn · a) +
∑

(cn1 · q)(cn2 · a) ∈ I,

dla pewnych cn1 , cn2 ∈ Hn−1. Otrzymalísmy w ten sposób niezerowy element qa
należ ↪acy do I(n) ∩ J . I(n) jest wi ↪ec istotnym lewostronnym idea lem Q. Oznacza to
w szczególności, że I(N) jest H-niezmienniczym istotnym lewostronnym idea lem Q.
Pokazalísmy, że każdy istotny lewostronny idea l I algebry Q zawiera H-niezmienniczy
istotny lewostronny idea l Î algebry Q. Ze Stwierdzenia 4.2.2 oraz Uwagi 3.2.7 wynika
teraz, że Z(QH)∩ ÎH 6= 0. Tak wi ↪ec I ∩S 6= ∅. To kończy dowód implikacji 2.1 ⇒ 2.3.

Dokończymy teraz dowód punktu drugiego. Weźmy dowolne elementy s ∈ S, q ∈ Q.
Jak wynika z Twierdzenia Goldiego, Qs jest istotnym lewostronnym idea lem Q. Jest
wi ↪ec rzecz ↪a oczywist ↪a, że również:
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K = {x ∈ Q | xq ∈ Qs}

jest istotnym lewostronnym idea lem Q. Z podpunktu 2.3  latwo widać teraz, że K∩S 6=
∅. Tym samym Qs ∩ Sq 6= ∅ co kończy ostatecznie dowód punktu drugiego.

Rozważmy na koniec pierścień lewostronnych u lamków S−1Q ⊇ Q. Nietrudne obli-
czenia pokazuj ↪a, że dla dowolnych elementów s1, s2 ∈ S oraz q1, q2 ∈ Q, równość
s1
−1q1 = s2

−1q2 zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy s2q1 = s1q2. Wynika z tego, że:

1. Dzia lanie H na Q przed luża si ↪e do dzia lania H na S−1Q zgodnie ze wzorem
h · s−1q = s−1(h · q), gdzie h ∈ H, s ∈ S, q ∈ Q.

2. Wymiar dzia lania H na S−1Q jest skończony i wynosi N .

3. Podalgebra niezmienników (S−1Q)H = S−1QH jest algebr ↪a z dzieleniem
spe lniaj ↪ac ↪a tożsamość wielomianow ↪a stopnia d.

4. S−1Q nie posiada w laściwych H-niezmienniczych lewostronnych idea lów.

Dla dowodu podpunktu 4 weźmy dowolny niezerowy H-niezmienniczy lewostronny
idea l I algebry S−1Q. Wtedy I ∩Q jest niezerowym H-niezmienniczym lewostronnym
idea lem algebry Q. Ze Stwierdzenia 4.2.2 otrzymujemy:

0 6= (I ∩Q)H ⊆ I ∩ S−1QH

z czego wynika, że I = S−1Q. S−1Q jest wi ↪ec nieprzywiedlnym S−1Q#H-modu lem.
Możemy teraz stosować Wniosek 1.3.6. Wynika z niego, że wymiar algebry S−1Q trak-
towanej jako prawostronna przestrzeń linowa nad pierścieniem z dzieleniem S−1QH

jest skończony nie wi ↪ekszy niż N . Wreszcie na mocy Wniosku 3.2.5, algebra S−1Q
spe lnia standardow ↪a tożsamość wielomianow ↪a stopnia dN .

Rozpatrzymy na koniec przypadek ogólny. Dla dowolnie wybranego maksymalnego
idea lu P podalgebry CH oznaczmy przez ηS : Q→ QS homomorfizm kanoniczny alge-
bry Q w centraln ↪a lokalizacj ↪e QS wzgl ↪edem S = CH \ P . Jak wynika ze Stwierdzenia
2.5.4:

1. Dzia lanie H na Q przed luża si ↪e do dzia lania H na QS.

2. Wymiar dzia lania H na QS jest skończony nie wi ↪ekszy niż N .

3. Podalgebra niezmienników (QS)H = (QH)S spe lnia tożsamość wielomianow ↪a
stopnia d.

Aby móc skorzystać z wyników pierwszej cz ↪eści dowodu twierdzenia musimy pokazać,
że:

1. QS jest algebr ↪a zredukowan ↪a.

2. Każdy niezerowy H-niezmienniczy lewostronny idea l algebry QS zawiera nieze-
rowe niezmieniki.
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3. Podalgebra niezmienników (QS)H jest dziedzin ↪a.

Do dowodu w lasności 1 weźmy dowolny element q ∈ Q dla którego zachodzi ηS(q)2 =
0. Wtedy istnieje element s ∈ S taki, że sq2 = 0, czyli (sq)2 = 0. Ale Q jest algebr ↪a
zredukowan ↪a. Zatem sq = 0 i tym samym ηS(q) = 0.

Analogicznie jak w dowodzie Twierdzenia 4.1.1 pokazujemy w lasność 2.

3. Rozważmy dowolne elementy a, b ∈ QH dla których ηS(ab) = 0. Wybierzmy element
s ∈ S taki, że sab = 0. Ponieważ Q jest algebr ↪a zredukowan ↪a, wi ↪ec:

l.annQ(b) = r.annQ(b) = annQ(QbQ).

Równocześnie, zgodnie z Lematem 2.4.2, zachodzi równość:

annQ(QbQ) = Q(1− eb),

gdzie eb ∈ CH jest idempotentem. Mamy zatem:

sa ∈ l.annQ(b) = Q(1− eb),

czyli saeb = 0. Podobnie dowodzimy, że istnieje idempotent ea ∈ CH taki, że seaeb = 0.
Z ostatniej równości wynika, że ea /∈ S lub eb /∈ S. To oznacza, że 1 − ea ∈ S lub
1− eb ∈ S i ostatecznie ηS(a) = 0 lub ηS(b) = 0.

Z pierwszej cz ↪eści dowodu twierdzenia wynika teraz, że algebra QS spe lnia standar-
dow ↪a tożsamość wielomianow ↪a stopnia dN . Tym samym również algebra Q spe lnia
standardow ↪a tożsamość wielomianow ↪a stopnia dN . Dowód Twierdzenia 4.1.2 zosta l
zakończony.

4.3 Dzia lanie superalgebr Liego na algebry pó l-

pierwsze z centraln ↪a podalgebr ↪a niezmienni-

ków

O cia lach rozważanych w Podrozdziale 4.3 zak ladamy, że s ↪a charakterystyki 0.

Podrozdzia l ten rozpoczynamy od przypomnienia nast ↪epuj ↪acego wyniku J. Bergena
i P. Grzeszczuka.

Twierdzenie 4.3.1. ([BeG96, Tw. 4.9]) Za lóżmy, że na pó lpierwsz ↪a algebr ↪e A chara-
kterystyki 0 dzia la skończenie wymiarowa nilpotentna algebra Liego L w taki sposób,
że:

1. podalgebra niezmienników AL jest zawarta w centrum Z(A).

2. wymiar dzia lania L na A jest skończony.

Wtedy A jest algebr ↪a przemienn ↪a i L dzia la trywialnie na A.
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W kontekście Wniosku 3.5.2 naturalnie pojawia si ↪e pytanie czy rezultat Bergena
i Grzeszczuka można rozszerzyć na wi ↪eksz ↪a klas ↪e kolorowych algebr Liego. Przyk lad
nietrywialnego dzia lania 2-wymiarowej abelowej superalgebry Liego L = L1 na algebr ↪e
macierzy A = M2(k) z centraln ↪a podalgebr ↪a niezmienników AL podany przez Bergena
i Grzeszczuka [BeG96, Przyk lad 5.7] pokazuje, że odpowiedź jest negatywna już dla su-
peralgebr Liego. Zauważmy, że w powyższym przyk ladzie [L1, L1] = 0. Naszym celem
b ↪edzie wskazanie przyk ladów w których skończenie wymiarowa nilpotentna superal-
gebra Liego L = L0 ⊕ L1, gdzie L0 = [L1, L1], dzia la na algebr ↪e macierzy A = Mn(k)
w sposób nast ↪epuj ↪acy:

1. algebra Liego L0 dzia la nietrywialnie na A.

2. podalgebra niezmienników AL jest zawarta w centrum Z(A).

Dla dowolnej algebry A oraz dowolnego automorfizmu σ algebry A spe lniaj ↪acego wa-
runek σ2 = idA zauważmy, że chark = 0 pozwala wprowadzić w A struktur ↪e algebry
zgradowanej przez grup ↪e Z2. Wystarczy jeżeli przyjmiemy A0 = {a ∈ A | σ(a) = a}
i A1 = {a ∈ A | σ(a) = −a}. W dalszym ci ↪agu b ↪edziemy stosować oznaczenia z Pod-
rozdzia lu 1.4:

D0 = {δ ∈ Endk(A) |δ(ab) = δ(a)b+ aδ(b),

(δ ◦ σ)(a) = (σ ◦ δ)(a) dla wszystkich a, b ∈ A}

oraz

D1 = {δ ∈ Endk(A) |δ(ab) = δ(a)b+ σ(a)δ(b),

(δ ◦ σ)(a) = −(σ ◦ δ)(a) dla wszystkich a, b ∈ A}.

Przypomnijmy, że D0 ⊕D1 jest superalgebr ↪a Liego z supernawiasem Liego zadanym
wzorem [δ, ∂] = δ ◦ ∂ − (−1)ij∂ ◦ δ, gdzie i, j ∈ {0, 1}, δ ∈ Di, ∂ ∈ Dj. Rozpa-
truj ↪ac dzia lanie dowolnej superalgebry Liego L = L0 ⊕ L1 na algebr ↪e A b ↪edziemy dla
u latwienia rozważań zak ladać, że L ⊆ D0 ⊕D1.

Przyk lad 4.3.2. Niech A b ↪edzie algebr ↪a macierzy M8(k). Przez σ oznaczmy au-
tomorfizm wewn ↪etrzny algebry A wyznaczony przez macierz diagonaln ↪a

∑4
i=1 eii −∑8

i=5 eii. Rozważmy wewn ↪etrzne różniczkowania ada1 , ada2 , ada3 oraz wewn ↪etrzne σ-
różniczkowania adb1 , adb2 , adb3 , adc1 , adc2 , adc3 algebry A indukowane przez macierze:

a1 = e21 + e65 a2 = e23 + e85 a3 = e24 − e75

b1 = e17 + e46 + e53 + e82 b2 = e18 − e36 + e54 − e72

b3 = e15 + e25 + e26 + e37 + e48 − e51 − e62 − e73 − e84

c1 = e27 − e45 + e63 − e81 c2 = e28 + e35 + e64 + e71 c3 = e15 + e26 − e73 − e84
odpowiednio. Zauważmy, że dla dowolnego i ∈ {1, 2, 3} zachodz ↪a nast ↪epuj ↪ace rów-
ności: σ(ai) = ai, σ(bi) = −bi, σ(ci) = −ci. Z równości tych wynika, że:

(adai
◦ σ)(x) = aiσ(x)− σ(x)ai = σ(aix− xai) = (σ ◦ adai

)(x),

(adbi ◦ σ)(x) = biσ(x)− xbi = −σ(bix− σ(x)bi) = −(σ ◦ adbi)(x)
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i analogicznie (adci ◦ σ)(x) = −(σ ◦ adci)(x), gdzie x ∈ A. Można teraz pokazać, że
powyżej zdefiniowane skośne różniczkowania rozpinaj ↪a nilpotentn ↪a superalgebr ↪e Liego
L = [L1, L1]⊕L1 ⊆ D0⊕D1 stopnia nilpotentności 4. Tabelka dzia lania superalgebry
Liego L ma postać:

[·, ·] ada1 ada2 ada3 adb1 adb2 adb3 adc1 adc2 adc3
ada1 0 0 0 adc1 adc2 0 0 0 0
ada2 0 0 0 0 −adc3 adc1 0 0 0
ada3 0 0 0 adc3 0 adc2 0 0 0
adb1 −adc1 0 −adc3 0 0 ada2 0 0 0
adb2 −adc2 adc3 0 0 0 ada3 0 0 0
adb3 0 −adc1 −adc2 ada2 ada3 −2ada1 0 0 0
adc1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
adc2 0 0 0 0 0 0 0 0 0
adc3 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Wreszcie, elementarne rachunki pokazuj ↪a, że:

AL = ker adb1 ∩ ker adb2 ∩ ker adb3
∼= k.

Przyk lad 4.3.3. Za lóżmy teraz, że A jest algebr ↪a macierzy M16(k). Przez σ oznaczmy
automorfizm wewn ↪etrzny algebry A wyznaczony przez macierz diagonaln ↪a

∑8
i=1Eii−∑16

i=9Eii. Rozważmy wewn ↪etrzne różniczkowania ada1 , ada2 , . . . , ada5 oraz wewn ↪etrzne
σ-różniczkowania adb1 , adb2 , . . . , adb5 , adc1 , adc2 , adc3 algebry A indukowane przez ma-
cierze:

a1 = e21 + e65 + e10,9 + e14,13

a2 = e23 + e85 + e10,11 + e16,13

a3 = e24 − e75 + e10,12 − e15,13

a4 = e27 − e45 − e63 + e81 + e10,15 − e12,13 − e14,11 + e16,9

a5 = e28 + e35 − e64 − e71 + e10,16 + e11,13 − e14,12 − e15,9

b1 = e1,15 + e4,14 + e5,11 + e8,10 + e97 + e12,6 + e13,3 + e16,2

b2 = e1,16 − e3,14 + e5,12 − e7,10 + e98 − e11,6 + e13,4 − e15,2

b3 = e1,13 + e2,13 + e2,14 + e3,15 + e4,16 − e59 − e6,10 − e7,11 − e8,12 + e95 + e10,5+

+e10,6 + e11,7 + e12,8 − e13,1 − e14,2 − e15,3 − e16,4

b4 = e19 + e29 + e2,10 + e3,11 + e4,12 + e5,13 − e6,13 + e6,14 + e7,15 + e8,16 − e91+

+e10,1 − e10,2 − e11,3 − e12,4 − e13,5 − e14,5 − e14,6 − e15,7 − e16,8

b5 = e19 + e2,10 + e3,11 + e4,12 − e5,13 − e6,14 − e7,15 − e8,16 + e91 + e10,2 + e11,3+

+e12,4 − e13,5 − e14,6 − e15,7 − e16,8

c1 = e2,15 − e4,13 + e6,11 − e89 + e10,7 − e12,5 + e14,3 − e16,1

c2 = e2,16 + e3,13 + e6,12 + e79 + e10,8 + e11,5 + e14,4 + e15,1

c3 = e1,13 + e2,14 − e7,11 − e8,12 + e95 + e10,6 − e15,3 − e16,4
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odpowiednio. Możemy udowodnić, że tak zdefiniowane skośne różniczkowania rozpi-
naj ↪a nilpotentn ↪a superalgebr ↪e Liego L = [L1, L1] ⊕ L1 ⊆ D0 ⊕ D1 stopnia nilpo-
tentności 6. Tabelka dzia lania w L ma postać:

[·, ·] ada1 ada2 ada3 ada4 ada5 adb1 adb2 adb3 adb4 adb5 adci
ada1 0 0 0 0 0 adc1 adc2 0 0 0 0
ada2 0 0 0 0 0 0 −adc3 adc1 0 0 0
ada3 0 0 0 0 0 adc3 0 adc2 0 0 0
ada4 0 0 0 0 −2ada1 0 −adb5 0 0 −2adc1 0
ada5 0 0 0 2ada1 0 adb5 0 0 0 −2adc2 0
adb1 −adc1 0 −adc3 0 −adb5 0 0 ada2 ada4 0 0
adb2 −adc2 adc3 0 adb5 0 0 0 ada3 ada5 0 0
adb3 0 −adc1 −adc2 0 0 ada2 ada3 −2ada1 0 0 0
adb4 0 0 0 0 0 ada4 ada5 0 0 2ada1 0
adb5 0 0 0 2adc1 2adc2 0 0 0 2ada1 0 0
adcj 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

gdzie i, j ∈ {1, 2, 3}. Elementarne rachunki pokazuj ↪a, że:

AL = ker adb1 ∩ ker adb2 ∩ ker adb3 ∩ ker adb4
∼= k.

W podanym przez nas Przyk ladzie 4.3.2 superalgebra Liego L jest nilpotentna stop-
nia 4. Nie istnieje natomiast nilpotentna superalgebra Liego L = [L1, L1]⊕L1 stopnia
nilpotentności 3, która dzia la laby na algebr ↪e macierzy A = Mn(k) z centraln ↪a podal-
gebr ↪a niezmienników AL (por. Stwierdzenie 4.3.6).

Udowodnimy teraz nast ↪epuj ↪ace uogólnienie Twierdzenia Bergena-Grzeszczuka 4.3.1.

Twierdzenie 4.3.4. Niech A b ↪edzie algebr ↪a pó lpierwsz ↪a charakterystyki 0 i L =
L0 ⊕ L1 - skończenie wymiarow ↪a nilpotentn ↪a superalgebr ↪a Liego spe lniaj ↪ac ↪a warunek
[L0, L1] = 0. Za lóżmy, że L dzia la na A w taki sposób, że:

1. podalgebra niezmienników AL jest zawarta w centrum Z(A).

2. wymiar dzia lania L na A jest skończony.

Wówczas A spe lnia standardow ↪a tożsamość wielomianow ↪a stopnia nie wi ↪ekszego niż
2 ·
√

2dimk L1.

Kluczow ↪a rol ↪e w dowodzie odegra prosta obserwacja.

Lemat 4.3.5. Niech A b ↪edzie skończenie wymiarow ↪a centraln ↪a prost ↪a F-algebr ↪a i L ⊆
Der(A) - nilpotentn ↪a F-algebr ↪a Liego. Za lóżmy, że również podalgebra niezmienników
AL jest centraln ↪a prost ↪a F-algebr ↪a. Wtedy L dzia la trywialnie na A.

Dowód. Możemy nie zmniejszaj ↪ac ogólności za lożyć, że F jest cia lem algebraicznie
domkni ↪etym i ograniczyć rozważania do algebry macierzy A = Mn(F). Przypuśćmy,
że L dzia la nietrywialnie na A. Bezpośrednio z [Pi80, Roz. 12] wynika, że:
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A ∼= AL ⊗F CA(AL) ∼= AL · CA(AL).

Jak wiadomo, każde różniczkowanie algebry A jest wewn ↪etrzne (por. [He68, Roz. 4.3]).
Wybierzmy element a ∈ A dla którego różniczkowanie ada ∈ Z(L) dzia la nietrywialnie
na A. Wówczas dla każdego różniczkowania adb ∈ L zachodzi ad[b,a] = [adb, ada] = 0
i wobec tego [b, a] ∈ Z(A). Ponieważ ślad komutatora macierzy jest równy 0 i jedyn ↪a
centraln ↪a macierz ↪a o zerowym śladzie nad cia lem charakterystyki 0 jest macierz ze-
rowa, wi ↪ec [b, a] = 0. Wynika z tego, że a ∈ AL. W szczególności różniczkowanie
ada dzia la trywialnie na centralizator CA(AL) i tym samym dzia la trywialnie na
AL · CA(AL) = A. Sprzeczność.

Niech teraz A b ↪edzie algebr ↪a pó lpierwsz ↪a, σ - automorfizmem algebry A spe lniaj ↪acym
warunek σ2 = idA i L = L0 ⊕ L1 - skończenie wymiarow ↪a nilpotentn ↪a superalgebr ↪a
Liego. Za lóżmy, że L dzia la na A oraz wymiar tego dzia lania jest skończony. Na σ
możemy patrzeć jak na automorfizm uniwersalnej algebry obwiedniej U(L). K ladziemy
mianowicie σ(x) = x gdy x ∈ L0 oraz σ(x) = −x gdy x ∈ L1. Takie spojrzenie na
automorfizm σ determinuje algebr ↪e Hopfa H = U(L) ? G, gdzie G jest grup ↪a gene-
rowan ↪a przez σ. Wtedy A jest H-modu low ↪a algebr ↪a. W dalszej cz ↪eści zastosujemy
oznaczenia i wyniki z Podrozdzia lu 3.5. Przypomnijmy, że przez AL0 oznaczylísmy
zbiór wszystkich elementów algebry A na które algebra Liego L0 dzia la poprzez nil-
potentne różniczkowania. Pokazalísmy, że AL0 jest H-niezmiennicz ↪a podalgebr ↪a alge-
bry A na któr ↪a jednorodne elementy superalgebry Liego L dzia laj ↪a jak nilpotentne
różniczkowania i nilpotentne σ-różniczkowania. Zatem, zgodnie z analogiem Twierdze-
nia Engela dla kolorowych algebr Liego udowodnionym przez J. Bergena i P. Grzesz-
czuka [BeG94, Tw. 2], L dzia la nilpotentnie na AL0 . B ↪edziemy bez straty ogólności
zak ladać, że AL0 jest algebr ↪a pó lpierwsz ↪a.

Stwierdzenie 4.3.6. Niech A b ↪edzie skończenie wymiarow ↪a algebr ↪a z jedynk ↪a i σ
- automorfizmem algebry A spe lniaj ↪acym warunek σ2 = idA. Przyjmijmy, że A jest
σ-prosta. Niech ponadto L = L0 ⊕ L1 b ↪edzie nilpotentn ↪a superalgebr ↪a Liego tak ↪a,
że [L0, L1] = 0. Za lóżmy również, że L dzia la na A w taki sposób, że AL ⊆ Z(A).
Wówczas L0 = 0.

Dowód. Korzystaj ↪ac z σ-prostoty algebry A  latwo dowodzimy, że A jest algebr ↪a
pó lpierwsz ↪a.

Rozpatrzymy najpierw przypadek, gdy superalgebra Liego L dzia la na pó lpierwsz ↪a al-
gebr ↪e A poprzez nilpotentne różniczkowania i nilpotentne σ-różniczkowania, tj. zacho-
dzi równość: AL0 = A. Przypuśćmy, że L0 dzia la nietrywialnie na A. Wybierzmy nie-
zerowe różniczkowanie δ ∈ Z(L0). Z równości [L0, L1] = 0 wynika, że δ ∈ Z(L). Niech
n (n ≥ 2) b ↪edzie najmniejsz ↪a liczb ↪a naturaln ↪a dla której zachodzi δn(A) = 0. Po lóżmy
V = δn−1(A). Bezpośrednio sprawdza si ↪e, że V jest niezerow ↪a H-niezmiennicz ↪a pod-
przestrzeni ↪a algebry A. Z Wniosku 3.3.2 wynika zatem, że:

0 6= V L = V ∩ AL ⊆ V ∩ Z(A).

Równocześnie dla dowolnych elementów a, b ∈ A ze wzoru Leibniza mamy:
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0 = δn(δn−2(a)b) =
∑n

i=0

(
n
i

)
δn+i−2(a)δn−i(b) = nδn−1(a)δn−1(b),

czyli V 2 = 0. Tym samym centrum Z(A) zawiera niezerowe elementy nilpotentne, co
wobec pó lpierwszości algebry A jest niemożliwe.

Przejdziemy teraz do przypadku ogólnego. Z powyższych rozważań wynika, że alge-
bra Liego L0 dzia la trywialnie na podalgebr ↪e AL0 : A

L0 = AL0 . Podalgebra niezmien-
ników AL0 jest zatem algebr ↪a pó lprost ↪a i wobec tego każdy idea l I algebry AL0 jest
idempotentny, tj. zachodzi równość I2 = I. Twierdzimy, że AL0 jest σ-prosta. Niech
ICAL0 b ↪edzie dowolnym niezerowym σ-niezmienniczym idea lem. Oczywíscie I jest H-
niezmienniczy. Stosuj ↪ac ponownie Wniosek 3.3.2 otrzymujemy 0 6= IL ⊆ AL ⊆ Z(A).
W rezultacie I przecina nietrywialnie centralne podcia lo Z(A)σ i tym samym zawiera
elementy odwracalne. AL0 jest wi ↪ec algebr ↪a σ-prost ↪a, tak jak twierdzilísmy.

Rozważymy dalej oddzielnie dwa przypadki, w zależności od σ. Za lóżmy najpierw, że
σ jest automorfizmem wewn ↪etrznym algebry A wyznaczonym przez pewien element
q ∈ A. Wówczas dowolny idea l algebry A jest σ-niezmienniczy i A jest algebr ↪a prost ↪a.
Przypomnijmy, że każde k-algebraiczne różniczkowanie algebry prostej nad cia lem
charakterystyki 0 jest wewn ↪etrzne. W szczególności jest to prawd ↪a dla wszystkich
różniczkowań algebry A. Pokażemy teraz, że również wszystkie σ-różniczkowania al-
gebry A antyprzemienne z automorfizmem σ s ↪a wewn ↪etrzne. Niech ∂ ∈ L1. Zauważmy,
że dla dowolnego elementu x ∈ A zachodzi:

q−1∂(x)q = (σ ◦ ∂)(q) = −(∂ ◦ σ)(q) = −∂(q−1xq) =

= −∂(q−1)xq − q−1∂(x)q − q−1σ(x)∂(q).

Z równości q∂(q−1) = −∂(q)q−1 wynika teraz, że:

∂(x) = −1
2
q∂(q−1)x− 1

2
σ(x)∂(q)q−1 = 1

2
∂(q)q−1x− σ(x)1

2
∂(q)q−1.

Zatem rzeczywíscie ∂ jest wewn ↪etrznym σ-różniczkowaniem algebry A indukowanym
przez element 1

2
∂(q)q−1. Odnotujmy przy okazji, że superalgebra Liego L dzia la na al-

gebr ↪e A poprzez Z(A)-liniowe odwzorowania. Aby móc skorzystać z Lematu 4.3.5 mu-
simy jeszcze udowodnić, że podalgebra niezmienników AL0 jest algebr ↪a prost ↪a z cen-
trum Z(AL0) = Z(A). Przypomnijmy, że zgodnie z za lożeniem, σ2 = idA i tym samym
q2 ∈ Z(A). Dla dowolnego różniczkowania δ = ada ∈ L0 mamy zatem:

δ(q) = (δ ◦ σ)(q) = (σ ◦ δ)(q) = q−1(aq − qa)q = qa− aq = −δ(q),
czyli δ(q) = 0. Tak wi ↪ec:

q ∈ AL0 . (4.1)

To oznacza, że automorfizm σ algebry A obci ↪ety do podalgebry AL0 jest autmorfi-
zmem wewn ↪etrznym algebry AL0 i w rezultacie AL0 jest algebr ↪a prost ↪a. Pozosta la
jeszcze do udowodnienia równość: Z(AL0) = Z(A). Mamy oczywíscie zawieranie:
Z(A) = Z(A) ∩ AL0 ⊆ Z(AL0). Dla dowodu inkluzji przeciwnej Z(AL0) ⊆ Z(A)
zauważmy, że wobec za lożenia AL ⊆ Z(A) wystarczy pokazać Z(AL0) ⊆ AL1 . Weźmy
dowolny element z ∈ Z(AL0) oraz dowolne σ-różniczkowanie ∂ = adb ∈ L1, gdzie
b = 1

2
∂(q)q−1. Zauważmy, że b ∈ AL0 . Tak jest, ponieważ zgodnie z za lożeniem, dla

każdego różniczkowania δ ∈ L0 zachodzi δ ◦∂−∂ ◦δ = [δ, ∂] = 0. Z (4.1) wynika teraz,
że:
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δ(b) = 1
2
δ(∂(q)q−1) = 1

2
(δ ◦ ∂)(q)q−1 + 1

2
∂(q)δ(q−1) = 1

2
(∂ ◦ δ)(q)q−1 = 0

i wobec tego b ∈ AL0 . Korzystaj ↪ac ponownie z (4.1) otrzymujemy wreszcie:

∂(z) = bz − σ(z)b = bz − zb = 0,

czyli z ∈ AL1 . Udowodnilísmy w ten sposób równość: Z(AL0) = Z(A). Podsu-
mujmy dotychczasowe spostrzeżenia. Po lóżmy F = Z(A). Mamy skończenie wymia-
row ↪a centraln ↪a prost ↪a F-algebr ↪e A na któr ↪a dzia la nilpotentna F-algebra Liego L0.
Równocześnie podalgebra niezmienników AL0 jest centraln ↪a prost ↪a F-algebr ↪a. Wszyst-
kie za lożenia Lematu 4.3.5 s ↪a tym samym spe lnione, wobec czego L0 dzia la trywialnie
na A.

Za lóżmy na koniec, że σ : A→ A jest automorfizmem zewn ↪etrznym. Ponieważ A jest
algebr ↪a σ-prost ↪a, wi ↪ec albo A jest algebr ↪a prost ↪a albo A = I ⊕ σ(I) dla pewnego
minimalnego idea lu I algebry A. Jeśli A jest algebr ↪a prost ↪a, to automorfizm σ dzia la
nieidentycznościowo na centrum Z(A), na mocy Twierdzenia Skolema-Noether (por.
[He68, Roz. 4.3]). W drugim przypadku zachodzi Z(A) = Z(I)⊕σ(Z(I)). Równość ta
oznacza, że również wtedy σ dzia la nieidentycznościowo na Z(A). W obu przypadkach
możemy zatem wybrać element c ∈ Z(A) dla którego σ(c) 6= c. Z pó lpierwszości A
wynika, że (c − σ(c))2 jest niezerowym elementem cia la Z(A)σ, tak wi ↪ec c − σ(c) ∈
Z(A) jest elementem odwracalnym. Weźmy teraz dowolne σ-różniczkowanie ∂ ∈ L1.
Zauważmy, że dla każdego x ∈ A zachodzi:

∂(x)c+ σ(x)∂(c) = ∂(xc) = ∂(cx) = ∂(c)x+ σ(c)∂(x).

Z równości tej wynika, że:

∂(x) = (c− σ(c))−1∂(c)x− σ(x)(c− σ(c))−1∂(c)

co oznacza, że ∂ jest wewn ↪etrznym σ-różniczkowaniem algebry A indukowanym przez
element (c − σ(c))−1∂(c) i wobec tego ∂ dzia la trywialnie na Z(A)σ. Równocześnie,
zgodnie z Wnioskiem 2.3.6, każde różniczkowanie algebry A dzia la trywialnie na
centrum Z(A). Pokazalísmy tym samym, że superalgebra Liego L dzia la na al-
gebr ↪e A poprzez Z(A)σ-liniowe odwzorowania. Zauważmy przy okazji, że z inklu-
zji Z(A) ⊆ Z(AL0) wynika iż automorfizm σ algebry A obci ↪ety do podalgebry
AL0 jest automorfizmem zewn ↪etrznym algebry AL0 . Udowodnimy teraz równość
Z(AL0)σ = Z(A)σ. Podobnie jak poprzednio wystarczy jeżeli pokażemy zawieranie
Z(AL0)σ ⊆ AL1 . Tak jest, ponieważ dla każdego σ-różniczkowania ∂ = adb ∈ L1,
gdzie b = (c−σ(c))−1∂(c), z faktu iż L0 dzia la trywialnie na Z(A) wynika, że b ∈ AL0 .
Podsumowuj ↪ac, oznaczmy centralne podcia lo F = Z(A)σ. Mamy σ-prost ↪a F-algebr ↪e
A z jedynk ↪a, gdzie σ : A → A jest automorfizmem zewn ↪etrznym, na któr ↪a dzia la
nilpotentna F-algebra Liego L0. Ponadto, automorfizm σ algebry A obci ↪ety do podal-
gebry niezmienników AL0 jest automorfizmem zewn ↪etrznym F-algebry AL0 , wreszcie
AL0 jest σ-prosta. Pokażemy teraz, że skośny pierścień grupowy A ? G jest centraln ↪a
prost ↪a F-algebr ↪a. Niech I b ↪edzie dowolnym niezerowym idea lem algebry A ? G. Jeśli
I∩A 6= 0, to I∩A = A jako σ-niezmienniczy idea l A i wobec tego I = A?G. Za lóżmy
wi ↪ec teraz, że I ∩ A = 0. Oznaczmy przez J zbiór wszystkich elementów a ∈ A dla

70



których istnieje element b ∈ A taki, że a + bσ ∈ I. Nietrudne obliczenia pokazuj ↪a,
że J C A jest niezerowym σ-niezmienniczym idea lem. Mamy zatem J = A i możemy
wybrać niezerowy element b ∈ A dla którego:

1 + bσ ∈ I.

Nie zmniejszaj ↪ac ogólności możemy przyj ↪ać, że b ∈ Aσ. Zauważmy dalej, że dla do-
wolnego x ∈ A zachodzi:

xb− bσ(x) = x(1 + bσ)σ − (1 + bσ)xσ ∈ I ∩ A = 0.

Wynika z tego, że Ab = bA jest niezerowym σ-niezmienniczym idea lem A i st ↪ad b jest
elementem odwracalnym. Otrzymujemy sprzeczność z za lożeniem, że σ : A → A jest
automorfizmem zewn ↪etrznym. W rezultacie A ? G jest prost ↪a F-algebr ↪a. Dla dowodu
równości Z(A?G) = Z(A)σ wystarczy zauważyć, że element a+bσ należy do centrum
Z(A ? G) wtedy i tylko wtedy, gdy a ∈ Z(A)σ, b ∈ Aσ oraz dla każdego x ∈ A
zachodzi xb − bσ(x) = 0. Podobnie jak wyżej, dwa ostatnie warunki oznaczaj ↪a, że
b = 0. Analogicznie dowodzmy, że AL0 ? G jest centraln ↪a prost ↪a F-algebr ↪a. Pozostaje
jeszcze na koniec zauważyć, że dzia lanie F-algebry Liego L0 na F-algebr ↪e A przed luża
si ↪e do dzia lania L0 na skośny pierścień grupowy A ? G w nast ↪epuj ↪acy sposób. Dla
dowolnych δ ∈ L0 i a + bσ ∈ A ? G k ladziemy δ(a + bσ) = δ(a) + δ(b)σ. Wtedy
(A?G)L0 = AL0 ?G. Stosuj ↪ac ponownie Lemat 4.3.5 otrzymujemy trywialne dzia lanie
L0 na A ? G.

Dowód Stwierdzenia 4.3.6 zosta l tym samym zakończony.

Wniosek 4.3.7. Niech A b ↪edzie skończenie wymiarow ↪a algebr ↪a z jedynk ↪a i σ - auto-
morfizmem algebry A spe lniaj ↪acym warunek σ2 = idA. Przyjmijmy, że A jest σ-prosta.
Niech ponadto L = L0⊕L1 b ↪edzie nilpotentn ↪a superalgebr ↪a Liego tak ↪a, że [L0, L1] = 0.
Za lóżmy również, że L dzia la na A w taki sposób, że AL ⊆ Z(A). Wówczas wymiar al-
gebry A nad centralnym podcia lem Z(A)σ jest nie wi ↪ekszy niż 2dimk L1 ·dimZ(A)σ Z(A).

Wynika st ↪ad w szczególności, że algebra A spe lnia standardow ↪a tożsamość wielomia-
now ↪a stopnia nie wi ↪ekszego niż 2 ·

√
2dimk L1.

Dowód. Bezpośrednio ze Stwierdzenia 4.3.6 wynika, że L0 dzia la trywialnie na A.

Oznaczmy F = Z(A)σ. Nie zmniejszaj ↪ac ogólności możemy w sformu lowaniu Wniosku
4.3.7 zast ↪apić cia lo k centralnym podcia lem F. Przyjmijmy, że dimF L = m. Ustalmy
baz ↪e {∂1, ∂2, . . . , ∂m} nad F superalgebry Liego L. Mamy oczywíscie: ∂i

2 = 0 oraz
∂i ◦ ∂j + ∂j ◦ ∂i = 0 dla wszystkich i, j ∈ {1, 2, . . . ,m}. Rozważmy dalej  lańcuch
podprzestrzeni:

A = A0 ⊇ A1 ⊇ A2 ⊇ . . . ⊇ Am = AL

algebry A zdefiniowanych dla każdego 1 ≤ i ≤ m jako Ai = Ai−1∩ker ∂i. Bezpośrednio
sprawdza si ↪e, że dla dowolnego 1 ≤ i ≤ m zachodzi ∂i(Ai−1) ⊆ Ai, tak wi ↪ec Ai−1/Ai ↪→
Ai i wobec tego:
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dimFAi−1 = dimFAi−1/Ai + dimFAi ≤ 2 · dimFAi.

W rezultacie otrzymujemy:

dimFA ≤ 2m · dimFA
L ≤ 2m · dimFZ(A).

Przejdziemy teraz do dowodu drugiej cz ↪eści wniosku. Ponieważ A jest algebr ↪a σ-
prost ↪a, wi ↪ec albo A jest algebr ↪a prost ↪a albo A = I ⊕ σ(I) dla pewnego minimalnego
idea lu I algebry A. W przypadku gdy A jest algebr ↪a prost ↪a, to centrum Z(A) jest
cia lem oraz:

dimZ(A)A = dimF A
dimF Z(A)

≤ 2m.

Z kolei w drugim przypadku zachodzi Z(A) = Z(I)⊕ σ(Z(I)). Mamy wtedy:

dimZ(I) I = dimF I
dimF Z(I)

= dimF A
dimF Z(A)

≤ 2m.

W obu przypadkach algebra A spe lnia standardow ↪a tożsamość wielomianow ↪a stopnia
nie wi ↪ekszego niż 2 ·

√
2m, na mocy Twierdzenia Amitsura-Levitzkiego 3.2.2.

Dowód Twierdzenia 4.3.4. Zauważmy na pocz ↪atek, że zgodnie z [Be88, Tw. 1.8]
oraz [BeG00, Wn. 6], każda H-niezmiennicza nienilpotentna podalgebra algebry A
zawiera niezerowe niezmienniki.

W dalszym ci ↪agu przez Q b ↪edziemy oznaczać pierścień u lamków symetrycznych Qs(A)
algebry A z rozszerzonym centroidem C. Ustalmy dowolnie wybrany maksymalny idea l
P algebry CH i po lóżmy S = CH \ P . Wtedy:

1. QS jest pó lpierwsz ↪a H-modu low ↪a algebr ↪a z centrum Z(QS) = CS.

2. Podalgebra niezmienników (QS)L = (QL)S ⊆ CS.

3. (CS)H = CS ∩ (QS)H jest centralnym podcia lem algebry QS.

Oznaczmy K = (CS)H .

4. Wymiar algebry QS nad cia lem K jest skończony.

5. H dzia la na QS poprzez K-liniowe odwzorowania.

6. QS jest σ-prost ↪a K-algebr ↪a.

W lasności 1-3 wynikaj ↪a bezpośrednio ze Stwierdzeń 2.5.4 oraz 4.2.2. W lasność 4
zosta la pokazana przy okazji dowodu Twierdzenia 4.1.1. Uzasadnimy teraz ostatni ↪a
w lasność. Z pó lprostoty K-algebry QS wynika, że każdy jej idea l jest idempotentny.
W rezultacie każdy σ-niezmienniczy idea l K-algebry QS staje si ↪e automatycznie H-
niezmienniczy. Fakt ten w po l ↪aczeniu z H-prostot ↪a QS (por. dowód Twierdzenia 4.1.1)
daje w lasność 6.

Stosuj ↪ac teraz Wniosek 4.3.7 do K-algebry QS otrzymujemy tez ↪e Twierdzenia 4.3.4
dla QS. Z dowolności wyboru idea lu P wynika teza Twierdzenia 4.3.4 dla Q.
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