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Streszczenie

Motywacje dla rozprawy stanowi pytanie czy, jesli na algebre A nad cialem k dziata
skoriczenie wymiarowa algebra Hopfa H, to z faktu iz podalgebra niezmiennikéw AX
spelia tozsamo$é¢ wielomianowa (lub krécej, A¥ jest Pl-algebra) wynika, ze réwniez
algebra A spelia pewna tozsamos¢é wielomianowa. W wielu konkretnych przypadkach
odpowiedz na to pytanie jest pozytywna. Do klasyki naleza juz Twierdzenia Khar-
chenki o dziataniu skonczonych grup rzedu niepodzielnego przez chark oraz o dziataniu
dowolnych skonczonych grup na algebry zredukowane. Z kolei dla grup skonczonych,
ktorych rzad dzieli sie przez chark wiadomo, ze odpowiedZ moze by¢ negatywna.

Celem rozprawy jest wyodrebnienie warunkéw gwarantujacych zachowanie wiasnosci
bycia Pl-algebra przy przejéciu od podalgebry niezmiennikéw AY do algebry A na
ktora dziala dana algebra Hopfa H. W naszych rozwazaniach ograniczamy sie do
dziatania punktowych algebr Hopfa na algebry pélpierwsze, gdy wymiar tego dziatania
jest skoriczony.

Gléwny rezultat pierwszej czesci rozprawy dotyczy sytuacji, gdy H jest generowana
przez skonczona grupe G elementéw grupopodobnych oraz koideal 2 rozpiety nad
cialem k na skosnie prymitywnych elementach i normalizowany przez algebre gru-
powa kG. Dowodzimy, ze jesli A dziala nilpotentnie na A z pétpierwsza podalgebra
niezmiennikéw A%, to A jest Pl-algebra wtedy i tylko wtedy, gdy A% jest Pl-algebra.
Jedli dodatkowo chark t |G| lub A jest algebra zredukowana, to A jest Pl-algebra
wtedy i tylko wtedy, gdy A jest Pl-algebra. Pierwsza cze$é rozprawy konczymy
przykladami zastosowan powyzszego rezultatu do dziatan konkretnych algebr Hopfa,
takich jak modularne algebry grupowe oraz (po pewnej redukcji) uniwersalne algebry
obwiednie nilpotentnych kolorowych algebr Liego.

W drugiej czesci rozprawy zakladamy, ze kazdy niezerowy H-niezmienniczy lewo-
stronny ideat algebry A zawiera niezerowe niezmienniki. Dowodzimy, ze wlasnos¢ bycia
Pl-algebra jest zachowana przy przejéciu od podalgebry niezmiennikéw A do algebry
A, jesli podalgebra A jest prawie centralna w A lub A jest algebra zredukowana.

Stowa kluczowe polpierwsze Pl-algebry, algebry Hopfa, dzialania algebr Hopfa na
algebry taczne, niezmienniki dzialan algebr Hopfa, pierécienie utamkéw Martindale’a
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Abstract

This dissertation is motivated by the following general question: if H is a finite di-
mensional Hopf algebra over a field k, and A is an H-module algebra such that the
subalgebra of invariants A satisfies a polynomial identity (shortly PI), must A also
satisfy a PI? The answer to this question is positive in many concrete situations.
A classical result is Kharchenko’s Theorem on finite group actions, when either the
order of a group is relatively prime to chark or a group acts on a reduced algebra.
However for actions of finite groups of the order divided by chark, it is known that
the answer can be negative.

The aim of this dissertation is to present conditions, which allow us to extend the
property of being a Pl-algebra from the subalgebra of invariants A” to an algebra
A acted on by a Hopf algebra H. We restrict considerations to the case when H is
a pointed Hopf algebra, and acts finitely on a semiprime algebra A.

The main result of the first part of the work concerns the situation when H is generated
by the finite group G of group-like elements of H and by a coideal 2, which is spanned
over k by skew primitive elements, and satisfies the normalizing condition AkG =
kG2(. We prove that if 2 acts on A nilpotently with the semiprime subalgebra of
invariants A%, then A satisfies a PI if and only if A% satisfies a PI. Furthermore, if
either the order of G is invertible or A is reduced, then A satisfies a PI if and only
if A" satisfies a PI. We conclude the first part of the work with applications of the
above result to actions of concrete Hopf algebras e.g. modular group algebras and
(after certain reduction) universal enveloping algebras of nilpotent Lie color algebras.

In the second part of the work, we assume that every nonzero H-stable left ideal of A
contains nontrivial invariants. We prove that PI property extends from the subalgebra
of invariants A to the algebra A, if either A is almost central in A or A is reduced.

Keywords semiprime Pl-algebras, Hopf algebras, actions of Hopf algebras on asso-
ciative algebras, invariants of Hopf algebra actions, Martindale rings of quotients
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Wstep

Rozprawa ta dotyczy gléwnie teorii niezmiennikow dziatan algebr Hopfa na algebry
laczne. Rozwazamy w niej szereg zagadnien zwiazanych z nastepujacym ogdélnym py-
taniem:

Czy, jesli na algebre A dziata skonczenie wymiarowa algebra Hopfa H, to z faktu iz
podalgebra niezmiennikéw AP spelnia tozsamosé wielomianowq wynika, e réwniez
algebra A spelnia pewnaq tozsamosé wielomianowq ¢

Pytanie to jest naturalnym uogdlnieniem postawionego w roku 1971 przez J.E. Bjorka
pytania, czy algebra na ktéra dziala skoniczona grupa automorfizmow musi speliac
tozsamos¢ wielomianowa, jesli podalgebra punktow stalych spelnia taka tozsamosé.
W roku 1973 ukazala si¢ praca G.M. Bergmana i M. Isaacsa [BI73] w ktérej autorzy
podali przyktad algebry A, na ktéra dziala skonczona grupa G automorfizméw bez
nietrywialnych punktéw stalych, a ktora nie spelia zadnej tozsamosci wielomiano-
wej. W przykladzie tym charakterystyka ciata k dzieli rzad grupy G, ponadto A jest
algebra nienilpotentna, ale posiada niezerowe nilpotentne ideaty. Warunki dostateczne
pozytywnego rozwiazania problemu Bjorka badali m.in. V.E. Barbaumov [BaT73], S.
Montgomery [Mo74], V.K. Kharchenko [Kh74], [Kh75].

Twierdzenie ([Kh74]) Niech G bedzie skoriczona grupa automorfizméw algebry A.
Zatéimy, ze chark t|G|. Jesli podalgebra punktéw stalych A spetnia tozsamosé wie-
lomianowa, to réwniez algebra A spelnia pewnqg tozsamo$é wielomianowaq.

Jesli dodatkowo A jest pélpierwsza i AC spetnia toisamosé wielomianowq stopnia d,
to A spelnia standardowaq toZsamosé wielomianowq stopnia d - |G]|.

Barbaumov oraz Montgomery niezaleznie od siebie udowodnili powyzsze twierdzenie
przy dodatkowym zalozeniu o rozwiazalnosci grupy G. W ten sposéb zostal rozstrzy-
gniety przypadek chark t |G|. Z kolei, jesli chark | |G|, to przyklad dzialania grupy
G, rzedu p* na algebre macierzy A = My(k(z,y)) nad wolna nieprzemienna algebra
k(x,y) charakterystyki p z przemienna podalgebra punktéw statych:

ACr — {(g w(:gy) ) | €k, w(z,y) Gk(-%y)}

podany przez G.M. Bergmana [B76] (por. [Mo80, Przyktad 1.1]) pokazuje, ze pro-
blem Bjorka ma negatywne rozwiazanie nawet dla algebr pierwszych. Zauwazmy, ze
w powyzszym przykladzie podalgebra A% posiada niezerowe elementy nilpotentne.



Wystarczy jednak zazadaé¢ by algebra A byla zredukowana, a wtasno$¢ bycia PI-
algebra zostanie zachowana przy przejéciu od podalgebry punktéw stalych A do
algebry A bez zadnych dodatkowych zalozen o rzedzie grupy G.

Twierdzenie ([Kh75]) Niech G bedzie skoriczona grupa automorfizméw zredukowanej
algebry A. Jesli podalgebra A spetnia tozsamosé wielomianowaq stopnia d, to A spetnia
standardowq tozsamosé wielomianowq stopnia d - |G|.

Okazuje sie jednak, ze rowniez w przypadku dziatania skonczonej p-grupy na al-
gebre poélpierwsza charakterystyki p mozna otrzymaé¢ pozytywne rozwiazanie pro-
blemu Bjorka, jesli zostanie przyjete dodatkowe zalozenie o polpierwszosci podalgebry
punktéw statych (por. Wniosek 3.5.1).

W roku 1986 pojawita sie praca J. Bergena i M. Cohen [BeC86] poswiecona m.in. za-
chowaniu sie tozsamosci wielomianowych w algebrach zgradowanych przez skonczona
grupe G. Jest to przypadek dzialania poélprostej przemiennej algebry Hopfa kG* =
Homy (kG k).

Twierdzenie ([BeC86]) Niech A = D,o A,y bedzie algebrq zgradowana przez
skoriczong grupe G. Jesli jednostkowa sktadowa gradacji Ay spetnia toZsamosé wie-
lomianowa, to réwniez algebra A spetnia pewnq tozsamo$é wielomianowaq.

Jesli dodatkowo A jest gradacyjnie polpierwsza 1 Ay spetnia tozsamo$é wielomianowq
stopnia d, to A spetnia standardowa tozsamosé wielomianowa stopnia d - |G|.

Autorzy udowodnili ponadto, ze (po ewentualnym rozszerzeniu ciala skalaréw)
dziatanie dowolnej skonczenie wymiarowej potprostej przemiennej algebry Hopfa jest
w istocie gradacja przez pewna skonczona grupe. Odnotujmy, ze ani Kharchenko ani
Bergen i Cohen nie podaja w swoich pracach ograniczenia na minimalny stopien
tozsamosci wielomianowej spelnianej przez algebre A z wyjatkiem przypadku gdy
A jest pélpierwsza (odpowiednio gradacyjnie pétpierwsza). Ograniczenie takie po-
jawilo sie dopiero u Y.A. Bahturina, A. Giambruno i D.M. Riley’a [BGR98]. W roku
1992 W. Chin [Ch92] udowodnit z kolei, ze jedli na algebre A dziala skonczenie wy-
miarowa pélprosta koprzemienna algebra Hopfa H z podalgebra niezmiennikéw AX
speliajaca tozsamos$é¢ wielomianowa, to réwniez algebra A spelnia pewna tozsamosé
wielomianowa. Wiadomo, ze dla skonczenie wymiarowej algebry Hopfa H potprostota
jest rbwnowazna istnieniu lewostronnej catki t dla ktérej e(t) # 0. Wtedy dla dowolnej
H-modutowej algebry A z jedynka zachodzi ¢ - €(t) 114 = 14. Wynik China uogdlnili
K.I. Beidar i B. Torrecillas [BTO01].

Twierdzenie ([BT01]) Niech H bedzie skoriczenie wymiarowa algebra Hopfa z lewo-
stronng catkq t 1 A - H-modutowq algebra z jedynkaq, zawierajaca element a taki, Ze
t-a=14. Zalozimy, ze koradykal algebry H jest koprzemienny. Jesli podalgebra nie-
miennikow AT spetnia tozsamosé wielomianowa, to réwniez algebra A spelnia pewna
tozsamoscé wielomianowaq.

Przypomnijmy, ze koprzemienny koradykal posiadaja m.in. punktowe alegebry Hopfa.
Interesujacy rezultat o charakterze ogélnym dotyczacy dzialania skonczenie wymiaro-
wych pélprostych algebr Hopfa uzyskali Y.A. Bahturin i V. Linchenko [BL9S].



Twierdzenie ([BLI8|) Niech H bedzie skonczenie wymiarowq algebra Hopfa.
Wowczas nastepujace warunki sq rownowazne:

1. Dla dowolnej H-modutowej algebry A, jesli podalgebra niezmiennikéw A spetnia
tozsamos¢ wielomianowaq, to rowniez algebra A spelnia tozsamosé wielomianowaq.

2. Dla dowolnej H-modutowej algebry A, jesli podalgebra niezmiennikéw A jest
nilpotentna, to rowniez algebra A jest nilpotentna.

Ponadto, kazdy z tych warunkow pociaga za soba polprostote algebry H.

Kolejnym przykladem algebry Hopfa jest uniwersalna algebra obwiednia dowolnej al-
gebry Liego. W latach 70-tych Kharchenko wprowadzil pojecie d-algebry Liego na
okreslenie algebry Liego A-ciaglych rézniczkowan polpierwszej algebry A, bedacej jed-
noczesnie prawostronnym modulem nad rozszerzonym centroidem C' algebry A (por.
[KKR96]).

Twierdzenie Niech A bedzie pierwszq H-modutowq algebra, gdzie H jest jednaq
z nastepujacych algebr Hopfa:

1. ([Mo78]) algebra grupowq KG skoriczonej grupy G X-zewnetrznych automor-
fizmow algebry A.

2. ([Kh81], [BeM86]) ograniczona uniwersalna algebra obwiedniq u(L) ograniczonej
0-algebry Liego X-zewnetrznych A-ciaglych rozniczkowan algebry A dodatniej
charakterystyki, skonczenie generowanej jako prawostronny C-modut.

3. ([KKR96]) ograniczona uniwersalna algebra obwiedniaq u(L) ograniczonej O-
algebry Liego A-ciqgltych réziniczkowan algebry A dodatniej charakterystyki,
skonczenie generowanej jako prawostronny C-modul. Przyjmijmy, Ze algebra
laczna, generowana przez elementy indukujace (naleZace do algebry L) X-
wewnetrzne rozniczkowania, jest quasi-Frobeniusa. Zatozmy wreszcie, Ze podal-
gebra niezmiennikow AY jest pélpierwsza.

Jesli podalgebra A spetnia tozsamodé wielomianow to rowniez algebra A spetnia
’
pewnag tozsamosé wielommnowq.

W istocie, dla X-zewnetrznego dzialania algebry H (podpunkty 1 i 2) pokazano nawet,
ze algebry: A oraz A speliaja te same tozsamogci wielomianowe. W roku 1995
A. Milinski [Mi95] rozszerzyl definicje X-zewnetrznego dzialania grup oraz 0-algebr
Liego na punktowe algebry Hopfa. Zgodnie z nia dzialanie punktowej algebry Hopfa
H na algebre pierwsza A jest X-zewnetrzne, jesli centralizator Cgup(A) pokrywa
sie z rozszerzonym centroidem C', gdzie () oznacza pierscien utamkow symetrycznych
algebry A.

Twierdzenie ([Mi95]) Niech H bedzie skoriczenie wymiarowq punktowq algebrq Hopfa
1 A - pierwszqa H-modutowq algebra. Zalozmy, zZe dziatanie H na A jest X-zewnetrzne.
Wéwezas algebry: A" oraz A spetniaja te same tozsamosci wielomianowe.

Przyklad X-zewnetrznego dziatania grup, ograniczonych d-algebr Liego i ogdlniej -
punktowych algebr Hopfa jest ilustracja ogdlniejszego twierdzenia.



Twierdzenie ([BeM86]) Niech H bedzie skoriczenie wymiarowa algebra Hopfa i A
- H-modulowa algebrq. Zatozmy, ze A#H jest algebrq pierwsza, w ktorej kazdy
niezerowy ideat ma niezerowe przeciecie z A. Jesli podalgebra AM spelnia toisamosé
wielomianowq stopnia d, to A spelnia standardowaq tozsamosé wielomianowq stopnia

W rozprawie kontynuujemy badanie zachowania sie tozsamosci wielomianowych przy
dziataniu punktowych algebr Hopfa. Wymaga to dodatkowych zalozen o algebrze
A. Nasze rozwazania zawezamy do - naturalnej dla tego problemu - klasy algebr
potpierwszych. Zauwazmy, ze znaczna czes¢ z omowionych powyzej wynikéw odnosi
sie do dziatania pélprostych algebr Hopfa. Gléwny rezultat Rozdzialu 3 dotyczy sytu-
acji przeciwnej - w ktorej algebra H zawiera ,,duzy” podzbidr dziatajacy nilpotentnie
na algebre A. Niech H bedzie punktowa algebra Hopfa generowana jako algebra przez
skorniczona grupe G elementéw grupopodobnych oraz koideal 2 rozpiety nad cialem
k na skosnie prymitywnych elementach i normalizowany przez algebre grupowa kG.
Dla dowolnej pélpierwszej H-modulowej algebry A dowodzimy, ze jesli 2 dziala nilpo-
tentnie na A z pélpierwsza podalgebra niezmiennikéw A% oraz wymiar tego dzialania
jest skoriczony, to A jest Pl-algebra wtedy i tylko wtedy, gdy A* jest Pl-algebra (por.
Twierdzenie 3.1.2). Jesli dodatkowo chark { |G| lub A jest algebra zredukowana, to
A jest Pl-algebra wtedy i tylko wtedy, gdy A¥ jest Pl-algebra (por. Wniosek 3.1.3).
Podkreslmy, ze powyzsze warunki w sposob naturalny spetniaja takie algebry Hopfa
jak modularne algebry grupowe oraz (po pewnej redukcji) uniwersalne algebry ob-
wiednie nilpotentnych algebr Liego i ich uogdlnien (superalgebr Liego i kolorowych
algebr Liego), por. Podrozdzial 3.5.

W Rozdziale 4 badamy zachowanie sie tozsamosci wielomianowych dla dzialan punkto-
wych algebr Hopfa na algebry potpierwsze ze zredukowana podalgebra niezmiennikéw.
Odnotujmy, ze pewne wyniki dotyczace zachowania sie tozsamosci wielomianowych
w kontekscie dzialania p-nilpotentnych grup, nilpotentnych algebr Liego oraz nilpo-
tentnych superalgebr Liego na algebry pierwsze z centralna podalgebra niezmiennikow
uzyskali juz J. Bergen, M. Cohen i D. Fischman [BCF90| oraz J. Bergen i P. Grzesz-
czuk [BeG96]. We wszystkich trzech przypadkach dowodzi sie, ze kazdy niezerowy H-
niezmienniczy lewostronny ideal algebry A zawiera niezerowe niezmienniki. Z drugiej
strony przyklad Bergmana pokazuje, ze zalozenie o istnieniu niezerowych niezmien-
nikéw w kazdym niezerowym H-niezmienniczym lewostronnym ideale algebry A nie
gwarantuje jeszcze zachowania wtasnosci bycia Pl-algebra przy przejsciu od podal-
gebry AH do algebry A. W tej czeéci rozprawy dowodzimy w szczegdlnodei, ze jesli
na poétpierwsza algebre A dziata skonczenie wymiarowa punktowa algebra Hopfa H
w taki sposob, ze kazdy niezerowy H-niezmienniczy lewostronny ideal algebry A za-
wiera niezerowe niezmienniki oraz podalgebra niezmiennikéw A spelnia tozsamogé
wielomianowa stopnia d, to algebra A spelnia standardowa tozsamos¢ wielomianowa
stopnia d - dimy H, jesli zachodzi jeden z nastepujacych warunkow:

1. AM jest prawie centralna w A (por. Twierdzenie 4.1.1).

2. A jest zredukowana (por. Twierdzenie 4.1.2).



Twierdzenie 4.1.2 jest uogélnieniem Twierdzenia Kharchenki o dzialaniu skonczonych
grup na algebry zredukowane.

W pracy prezentujemy jeszcze jeden nowy wynik, ktory stanowi czesciowa odpowiedz
na pytanie Bergena, Cohen i Fischman [BCF90] czy, jesli na algebre A z jedynka dziala
skoniczenie wymiarowa algebra Hopfa H w taki sposéb, ze A nie posiada wlasciwych
H-niezmienniczych lewostronnych ideatéw, to wymiar algebry A traktowanej jako
prawostronna przestrzen liniowa nad pierécieniem z dzieleniem A jest skoriczony.
Dowodzimy, ze jest to prawda dla punktowych algebr Hopfa (por. Wniosek 1.3.6).

Podstawowe narzedzia badawcze rozprawy stanowia ulamki symetryczne pierscieni
polpierwszych i ich centralne lokalizacje, por. Rozdzial 2. Pozwalaja one na redukcje
rozwazanych w pracy problemoéw do dzialan algebr Hopfa na algebry skonczenie wy-
miarowe.

Czes¢ z przedstawionych wynikéw zostala zawarta w publikacjach [GHO4] oraz [GHO7].
Korzystajac ze sposobnosci, pragne w szczegdlny sposéb podziekowaé promotorowi

rozprawy Panu Profesorowi Piotrowi Grzeszczukowi za opieke naukowa oraz wyrozu-
mialo$¢ i zyczliwos¢ okazywana mi w trakcie przygotowywania niniejszej rozprawy.



Rozdzial 1

Algebry Hopfa

Wszystkie rozwazane w pracy pierscienie - o ile nie bedzie powiedziane inaczej - sa
taczne.

Dla dowolnego pierscienia R przez R-modul bedziemy rozumie¢ zawsze lewostronny
R-modul. Jedli R jest pierscieniem z jedynka, to dodatkowo przyjmujemy, ze R-
modul jest unitarny. Homomorfizm R-moduléw bedziemy nazywaé zamiennie R-
homomorfizmem. Dla R-moduléw M i N grupe wszystkich R-homomorfizméw z M
w N bedziemy oznaczaé¢ przez Hompg(M, N). Dla pierScienia endomorfizméw R-
modutu M przyjmujemy oznaczenie Endg(M).

Ustalmy teraz dowolne niepuste podzbiory X,Y C R. Przez Cx(Y') bedziemy ozna-
czac centralizator Y w X. Przypomnijmy, ze zgodnie z definicja jest to zbior:

{z € X | zy = yz dla wszystkich y € Y'}.
Lewostronny anihilator Y w X, tj. zbiér:
{z € X | xzy = 0 dla wszystkich y € Y},

bedziemy oznaczaé przez l.anny(Y'). Przez analogie, dla prawostronnego anihilatora
Y w X przyjmujemy oznaczenie r.anny(Y'). Wreszcie, anihilator Y w X bedziemy
oznaczaé przez anny(Y).

Dla centrum pierscienia R rezerwujemy oznaczenie Z(R).

1.1 Koalgebry i algebry Hopfa

Niech k bedzie dowolnym ciatem. O k-algebrze z jedynka wygodnie jest mysle¢ jako
o przestrzeni liniowej A nad cialem k wraz z odwzorowaniami liniowymi: mnozeniem
m: A® A — A (przyporzadkowujacym a ® b — ab) oraz jedynka u: k — A (przy-
porzadkowujaca 1y — 1,4) speliajacymi pewne warunki, ktére mozna przedstawié
w postaci przemiennych diagramow:



lacznosc¢: jedynka:

®id A ® A
AR A® A o ~A® A
u®id 1dRu
o " k® A m A®k
AR A n - A :
A

Dla dowolnych przestrzeni liniowych V i W przez 7: V@ W — W ® V oznaczmy
skrecenie: T(v @ w) = w @ v, gdzie v € V, w € W. Wtedy A jest algebra przemienna,
jesimorT =mna A® A.

Przypomnijmy, ze jesli A i B sa k-algebrami z jedynka, to przeksztalcenie f: A — B
nazywamy homomorfizmem k-algebr z jedynka, jezeli f jest homomorfizmem k-algebr
oraz obrazem jedynki algebry A jest jedynka algebry B.

Pojeciem dualnym do pojecia algebry z jedynka jest pojecie koalgebry z kojedynka.
Teorii koalgebr i algebr Hopfa zostalo poswieconych wiele monografii, m.in. M.E.
Sweedler [Sw69], E. Abe [Ab80], S. Montgomery [Mo93b], Ch. Kassel [Ka95]. Ponizej
przedstawimy tylko niezbedne nam fakty, przy czym bedziemy opieraé sie na ksiazce

[Mo93b].

Definicja 1.1.1.

1. k-Koalgebrq z kojedynka nazywamy przestrzen liniowa C' nad cialem k wraz
z odwzorowaniami liniowymi: komnozeniem A: C' — C ® C oraz kojedynkaq
e: C' — k dla ktorych nastepujace diagramy sa przemienne:

kotacznosé: kojedynka:
C
C = - CeC
1k® ®1k
A A®id k®C A C ok
e®id 1d®e
ceC dBA ~-CRCeC

CeC
O koalgebrze C' powiemy, ze jest koprzemienna, jesli 7o A = A.

2. Niech (C, A, ¢) bedzie koalgebra z kojedynka. Podprzestrzenn 2 C C' nazywamy
koideatem, jesli A(A) CA® C + C @ A oraz e(A) = 0.

W dalszej czesci bedziemy uzywaé notacji wprowadzonej przez R.G. Heynemana
i M.E. Sweedlera [HS69]. Dla koalgebry C' z komnozeniem A i kojedynka e, koilo-
czyn A(c) elementu ¢ € C bedziemy oznaczaé przez » | c¢; ® co. Przedstawienie to
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nie jest jednoznaczne. Indeksy (1) i (2) sa symboliczne i bardziej okreslaja pozycje
elementu w iloczynie tensorowym niz reprezentuja konkretne elementy. W tej notacji
warunek kolacznosci ma postac:

Z A(Cl) ® Co = 201 ® A(CQ).

Element ten bedziemy utozsamia¢ z elementem ) ¢; ® ¢y ® c3. Warunek kojedynki
wyraza sie wzorem:

doeler)ea = cre(er) = e

Wreszcie warunek koprzemiennosci ma postac:

Yo ®cag =Y c® c.

Definicja 1.1.2. k-Algebre H z jedynka wraz z odwzorowaniami liniowymi: A: H —
H®H,e: H— kiS: H— H nazywamy algebrq Hopfa, jesli spelnia nastepujace
warunki:

1. (H,A,¢) jest koalgebra z kojedynka.
2. A, € sa homomorfizmami algebr z jedynka.

3. dla kazdego h € H zachodzi réwnosc¢:
> S(h)he =3 1S(he) = e(h)1y,

gdzie A(h) = Z h1 & hg.

Przeksztalcenie S nazywamy antypodq. Antypoda jest anty-endomorfizmem algebry
z jedynka.

Przyklad 1.1.3. Dla dowolnej grupy G algebra grupowa kG jest algebra Hopfa
z komnozeniem A(g) = g ® g, kojedynka £(g) = 1 oraz antypoda S(g) = ¢!, gdzie
g €G.

Przyklad 1.1.4. Niech G bedzie grupa skonczona. Przez {p,|g € G} oznaczmy
baze przestrzeni dualnej kG* dualna do bazy algebry kG utworzonej przez ele-
menty grupy G. Wtedy kG* jest algebra Hopfa z mnozeniem pgpy, = dgnpy, jedynka
deG Py, komnozeniem A(p,) = th:g Pr @ pi, kojedynka e(p,) = 0,41 oraz antypoda
S(pg) = py-1, gdzie 6,4, oznacza delte Kroneckera.

Przyklad 1.1.5. Niech H bedzie uniwersalna algebra obwiednia U(L) algebry Liego
L lub - w przypadku, gdy chark # 0 - ograniczona uniwersalna algebra obwiednia u(L)
ograniczonej algebry Liego L. Wtedy H jest algebra Hopfa z komnozeniem A(z) =
r®1+1®z, kojedyka e(x) = 0 oraz antypoda S(x) = —z, gdzie x € L. Latwo widaé,
ze L jest koidealem w H.
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W koalgebrze elementy, na ktérych komnozenie dziala w taki sposéb w jaki dziala na
elementach grupy w Przykladzie 1.1.3 lub na elementach algebry Liego w Przykladzie
1.1.5, odgrywaja wazna role i dlatego maja swoje nazwy.

Definicja 1.1.6. Niech (C, A, ) bedzie koalgebra z kojedynka, ¢ € C.

1. Element ¢ nazywamy grupopodobnym, jesli A(c) = ¢ ® ¢ oraz e(c) = 1. Zbiér
wszystkich elementéw grupopodobnych koalgebry C' bedziemy oznaczaé¢ przez

G(C).

2. Niech g,h € G(C). Element ¢ nazywamy (g, h)-prymitywnym, jesli A(c) = ¢ ®
g+h®c. Zbiér wszystkich elementéw (g, h)-prymitywnych koalgebry C' bedziemy
oznaczaé przez P, ,(C).

3. Element c¢ nazywamy skosnie prymitywnym, jesli ¢ jest elementem (g,h)-
prymitywnym dla pewnych g, h € G(C).

4. Niech C = H bedzie algebra Hopfa. Element ¢ nazywamy prymitywnym, jesli
Alc) = c® 1+ 1 ® c. Zbidr wszystkich elementéw prymitywnych algebry H
bedziemy oznaczaé przez P(H).

W algebrze Hopfa elementy grupopodobne tworza grupe, zas elementy prymitywne
algebre Liego lub - w przypadku, gdy chark # 0 - ograniczona algebre Liego.

W nastepnych rozdzialach nasze rozwazania ograniczymy do pewnej szczegélnej klasy
algebr Hopfa - punktowych algebr Hopfa (por. [Mo93b, Roz. 5]). Przypomnijmy, ze
koalgebra jest prosta, jesli nie zawiera zadnych wiasciwych podkoalgebr. Sume alge-
braiczna wszystkich podkoalgebr prostych koalgebry C' nazywamy koradykatem i ozna-
czamy przez Cy. O koalgebrze méwimy, ze jest punktowa, jesli kazda jej podkoalgebra
prosta jest jednowymiarowa. Jak nietrudno przekonac sie, warunkiem koniecznym
i wystarczajacym na to, aby koalgebra C' byla punktowa jest réwnosé Cy = kG(C).
W szczegdlnosci, koradykat punktowej algebry Hopfa jest koprzemienna podalgebra
Hopfa. To oznacza, ze antypoda punktowej algebry Hopfa jest bijekcja (por. [Mo93b,
Wn. 5.2.11]). Ponizej przedstawiamy wynik E.J. Tafta i R.L. Wilsona (por. [Mo93b,
Tw. 5.4.1]) opisujacy strukture koalgebr punktowych.

Twierdzenie 1.1.7. ([TW74]) Niech (C, A, ¢) bedzie punktowa koalgebra z kojedynkq.
Oznaczmy G = G(C). Wtedy istnieje rodzina podprzestrzeni {Cy}, -, taka, Ze:

1. COQClgogg...QUnZOCn:C.
2. Cy jest koradykatem w C'.
3. Cl = C() + Zg,hEG Pg,h(C)'

4. dla kazdego n > 1 zachodzi réwnosé C, =3 .o Cn(g, h), gdzie

Cu(g,h)={ceC|Alc)—c®g—h®ce Ch1®C,_1}.
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Zauwazmy, ze obie algebry: algebra grupowa oraz uniwersalna algebra obwiednia alge-
bry Liego sa koprzemiennymi punktowymi algebrami Hopfa. W istocie, kazda koprze-
mienna algebra Hopfa (po ewentualnym rozszerzeniu ciata skalaréw) jest punktowa
algebra Hopfa (por. [Mo93b, Podroz. 5.6]).

Przyklad 1.1.8. Niech w € k bedzie pierwiastkiem prymitywnym stopnia n (n > 2)
z jedynki. Przez T,2(w) oznaczmy algebre k(g,z | ¢" = 1,2" = 0,29 = wgx). Wtedy
Tp2(w) jest m?-wymiarowa algebra Hopfa z komnozeniem A(g) = g ® g, A(z) =
r®1+g®x, kojedynka e(g) = 1, e(z) = 0 oraz antypoda S(g) = g 11 S(z) = —g~'x.
W literaturze nosi ona nazwe algebry Tafta. Jak nietrudno przekonaé sie, algebra
Tafta jest nieprzemienna i niekoprzemienna punktowa algebra Hopfa. Szczegdlnym
przypadkiem algebry Tafta jest algebra Sweedlera (ktadziemy n = 2, w = —1).

Inny przyktad nieprzemiennej i niekoprzemiennej punktowej algebry Hopfa zostanie
przedstawiony w Podrozdziale 1.4.

1.2 Dzialanie algebr Hopfa na algebry laczne

Definicja 1.2.1. Niech H bedzie algebra Hopfa i A - k-algebra. Powiemy, ze H dziata
na A lub, ze A jest H-modutowq algebra, jesli:

1. A jest H-modulem z dzialaniem, ktore oznaczamy kropka.

2. dla dowolnych elementéw h € H, a,b € A zachodzi réwnos¢:
h-ab= Z(hl . a)(h2 : b),
gdzie A(h) = Z hl X hQ.

Lemat 1.2.2. ([Co86]) Niech H bedzie algebra Hopfa i A - H-modutowa algebra.
Wowczas dla dowolnych elementow h € H, a,b € A zachodzi rownosé:

(h-a)b=3"hy - [a(S(hs) - b)].
Jesli dodatkowo antypoda algebry H jest bijekcja, to:
a(h-b) =3 ha - [(S71 (1) - a)b].

Dowéd otrzymujemy natychmiast po rozpisaniu prawych stron obu réwnosci.

Bezposrednio z Definicji 1.2.1 widaé, ze jesli H jest algebra Hopfa i A - H-modutowa
algebra z jedynka, to dla kazdego h € H zachodzi:

hola=(h-10)1a =S by [14(S(hs) - 14)] = S IS (hs) - 14 = e(h)1a4.

Rozwazane w pracy algebry na ogél nie musza posiadac¢ jedynki.
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Definicja 1.2.3. Niech H bedzie algebra Hopfa, 2 - podalgebra Hopfa lub koidealem
w H i A - H-modulowa algebra.

1. Niepusty podzbiér T C A nazywamy 2A-niezmienniczym, jesli dla dowolnych
h e, t €T spelniony jest warunek h-t € T.

2. Mowimy, ze A jest A-prosta algebrq, jesli nie posiada wlasciwych 2A-niezmienni-
czych idealéw.

3. Niezmiennikami dziatania A na A nazywamy zbior:

A*={a € A|h-a=c¢e(h)a dla wszystkich h € 2A}.

Jak nietrudno zauwazy¢, dzialanie algebry Hopfa H na algebre A indukuje homomor-
fizm:

m: H — Endy(A)

algebr z jedynka zgodnie ze wzorem w(h)(a) = h - a, gdzie h € H, a € A. Dla
podprzestrzeni 2 C H przez E (L) oznaczmy podalgebre algebry Endy (A) generowana
przez w(2). Powiemy, ze wymiar dziatania A na A jest skoriczony i wynosi N, jesli

Przykiad 1.2.4. Niech kG bedzie algebra grupowa. Korzystajac z Przyktadu 1.1.3
mozna pokazaé, ze dla dowolnej algebry A dzialanie algebry Hopfa kG na algebre A
jest doktadnie dzialaniem grupy G na A poprzez automorfizmy algebry. Niezmienniki
dziatania algebry Hopfa kG pokrywaja sie z punktami stalymi dzialania grupy G:
AKG = AY Dla skonczonej grupy G jasnym jest, ze kazde dzialanie algebry Hopfa kG
ma skonczony wymiar. Z kolei dla grup nieskonczonych sytuacja nie jest juz tak jed-
noznaczna. Na przyklad naturalne dzialanie algebry Hopfa kG na algebre kG poprzez
automorfizmy wewnetrzne ma wymiar skonczony wtedy i tylko wtedy, gdy centrum
Z(@G) grupy G ma skonczony indeks w G.

W tym miejscu warto przypomnie¢ dwa ogolnie znane fakty dotyczace dzialania
skoniczonych grup na algebry bez nietrywialnych punktéw statych, z ktérych bedziemy
korzysta¢ w dalszej czesci pracy.

Twierdzenie 1.2.5.

1. (V.K. Kharchenko, [Kh75]; por. [Mo80, Tw. 4.5]) Algebra na ktdéra dziata
skonczona grupa automorfizmow bez nietrywialnych punktow statych posiada nie-
zerowe elementy nilpotentne.

2. (G.M. Bergman, M. Isaacs, [BI73]; por. [Mo80, Tw. 1.4]) Jesli dodatkowo cha-
rakterystyka ciata nie dzieli rzedu grupy, to algebra jest nilpotentna.

14



Przyklad 1.2.6. Niech G bedzie grupa skonczona. Z Przyktadu 1.1.4 pamietamy, ze
przestrzen dualna H = kG™* jest algebra Hopfa. Wéwczas algebra A jest H-modutowa
algebra wtedy i tylko wtedy, gdy A jest algebra zgradowana przez grupe G. Niezmien-
niki dzialania H na A pokrywaja sie z jednostkowa sktadowa gradacji.

Definicja 1.2.7. Niech A bedzie dowolna algebra.

1. Odwzorowanie liniowe §: A — A nazywamy rozniczkowaniem, jesli dla dowol-
nych elementéw z,y € A zachodzi réwnosé 0(zy) = 6(x)y + x6(y).

2. Niech ¢ bedzie automorfizmem algebry A. Odwzorowanie liniowe : A — A
nazywamy o-rézniczkowaniem, jesli dla dowolnych elementéw x,y € A zachodzi
réwnosé 6(xy) = 0(z)y + o(x)d(y). O o-rézniczkowaniu § algebry A méwimy,
ze jest wewnetrzne, jesli istnieje element a € A taki, ze dla kazdego x € A
zachodzi réwnosé 6(x) = ax — o(x)a. Wewnetrzne o-rézniczkowanie algebry A
indukowane przez element a € A bedziemy oznacza¢ przez ad,.

3. Odwzorowanie liniowe d: A — A nazywamy skosnym rozniczkowaniem, jesli
0 jest o-rézniczkowaniem dla pewnego automorfizmu o algebry A. O skosnym
rozniczkowaniu o algebry A méwimy, ze jest k-algebraiczne, jesli istnieje liczba
naturalna n oraz elementy «q,aq,...,a,_1 € k takie, ze dla kazdego z € A
zachodzi réwnosé:

() + ap10" ) + ...+ ad(x) + apr = 0.

4. Niech A bedzie algebra z jedynka. Skosne rézniczkowanie ¢ algebry A nazywamy
A-algebraicznym, jedli istnieje liczba naturalna n, elementy ag, aq,...,a,_ 1 € A
oraz element odwracalny a, € A taki, ze dla kazdego © € A zachodzi réwnosé:

a4, 0" () + ap_10" () + ... + a16(x) + apx = 0.

Przyklad 1.2.8. Oznaczmy przez H uniwersalna algebre obwiednia U(L) algebry
Liego L (ograniczona uniwersalna algebre obwiednia u(L) ograniczonej algebry Liego
L, gdy chark # 0). Dla dowolnej algebry A mozemy udowodnié, ze dzialanie algebry
Hopfa H na algebre A jest niczym innym jak dzialaniem algebry Liego L na A poprzez
rozniczkowania algebry. Niezmienniki dzialania algebry Hopfa H i algebry Liego L
pokrywaja sie: A? = A, Ponadto, jesli L jest skoniczenie wymiarowa algebra Liego,
to skonczony wymiar dzialania L na A jest rownowazny temu, ze L dziala na A
poprzez k-algebraiczne rozniczkowania. Zgodnie z analogiem Twierdzenia Poincaré-
Birkhoffa-Witta dla ograniczonych algebr Liego udowodnionym przez N. Jacobsona
[Jad1], warunek ten speliaja wszystkie skonczenie wymiarowe ograniczone algebry
Liego.

Wynik analogiczny do Twierdzenia Kharchenki 1.2.5 o istnieniu nietrywialnych nie-
zmiennikow dla dzialan algebr Liego udowodnili K.I. Beidar i P. Grzeszczuk.
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Twierdzenie 1.2.9. ([BG95, Tw. 3.5]) Niech k bedzie ciatem charakterystyki roznej
od 2. Zalozmy, zZe na zredukowanaq algebre A dziala skoniczenie wymiarowa algebra
Liego L (ograniczona algebra Liego L, gdy chark > 2) i wymiar tego dziatania jest
skoriczony. Wtedy A* # 0.

1.3 Iloczyn skrzyzowany

Istotna role w badaniu dzialania skonczonych grup na algebry taczne odgrywa skosny
pierscien grupowy. W kontekscie dzialania dowolnej skonczenie wymiarowej algebry
Hopfa wygodnie jest natomiast rozwazy¢ iloczyn skrzyzowany. W jezyku angielskim
powszechny w uzyciu jest termin smash product.

Definicja 1.3.1. Niech H bedzie algebra Hopfa i A - H-modulowa algebra z je-
dynka. Iloczynem skrzyzowanym nazywamy k-algebre A#H zdefiniowana w sposéb

nastepujacy:
1. A#H, jako przestrzen liniowa, jest izomorficzna z A ® H.

Obraz elementu a ® h bedziemy oznaczaé przez a#th.

2. Mnozenie w A# H zadane jest wzorem:

(a#tg)(b#th) = >_ algr - b)#g2h,
gdzie a,b € A, g,h € H.

Zauwazmy, ze kazda z algebr: A i H mozemy w naturalny sposéb zanurzy¢ w iloczyn
skrzyzowany A# H przyporzadkowujac a — a#1yg i h — 1,#h, odpowiednio. Pozwoli
nam to w dalszej czedci rozprawy stosowaé¢ oznaczenie ah = a#h. W tej notacji
mnozenie wyraza si¢ wzorem:

(ag)(bh) =3 a(g1 - b)gah.

Przyklad 1.3.2. Niech H = kG bedzie algebra grupowa i A - H-modutowa algebra
z jedynka. Jak wspomnieliSmy w Przykladzie 1.2.4, grupa G dziala na algebre A
poprzez automorfizmy algebry. Mozemy wiec rozwazy¢ skosny pierscien grupowy AxG.
Latwe obliczenia pokazuja, ze A#H = AxG. Mnozenie w A# H okreslone jest wzorem:

(ag)(bh) = a(g - b)gh,
gdzie a,b € A, g,h € G.

Jak nietrudno zauwazy¢, dziatanie algebry Hopfa H na algebre A z jedynka wyznacza
na A strukture A# H-modutlu zgodnie ze wzorem:

ah.b=a(h-b),
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gdzie a,b € A, h € H. Oznaczmy przez Endazpy(A) algebre endomorfizméw algebry
A traktowanej jako modut nad A#H. Wtedy:

1. A#H-podmoduly A sa dokladnie H-niezmienniczymi lewostronnymi ideatami

A.

2. Algebra End sy (A) jest izomorficzna z podalgebra niezmiennikéw A¥ C A.

Dla dowolnego elementu a € A* oznaczmy przez r, prawostronne mnozenie x — xa,
gdzie x € A. Mozna pokazaé, ze odwzorowanie a — r, zanurza algebre A¥ w algebre
End4xp(A). Dla pelnosci dowodu podpunktu drugiego pozostaje zauwazy¢, ze dla
kazdego ¢ € Endayp(A) mamy (1) € A7 oraz p = rya).

Definicja 1.3.3. Niech R bedzie pierscieniem z jedynka i M - niezerowym R-modu-
tem.

1. Méwimy, ze M jest nieprzywiedinym R-modutem, jesli M nie posiada wiasciwych
R-podmodutéw.

2. Méwimy, ze M jest jednolitym R-modutem, jesli kazde dwa niezerowe R-podmo-
duty M maja niezerowa cze$¢ wspdlna.

3. Méwimy, ze M ma skonczony wymiar Goldiego réwny n, jesli istnieje rodzina
jednolitych R-podmodutéw {M;}, ., w M taka, ze My + My + ...+ M, jest
suma prosta i istotnym R-podmodutem M.

4. Méwimy, ze pierécien R ma skonczony lewostronny wymiar Goldiego, jesli R
traktowany jako regularny R-modut ma skonczony wymiar Goldiego.

Korzystajac z wczesniejszych spostrzezen tatwo dowodzimy w oparciu o Lemat Schura
pierwsza cze$¢ Twierdzenia J. Bergena, M. Cohen i D. Fishman.

Twierdzenie 1.3.4. ([BCF90, Tw. 2.2]) Niech H bedzie algebrq Hopfa i A - H-
modutowa algebra z jedynka, nieprzywieding jako A# H-modut. Wtedy:

1. AM jest pierscieniem z dzieleniem.

2. Jesli dodatkowo wymiar dziatania H na A jest skoniczony i wynosi N oraz A ma
skonczony lewostronny wymiar Goldiego, to wymiar algebry A traktowanej jako
prawostronna przestrzen liniowa nad AP jest skoriczony nie wiekszy niz N.

W [BCF90, Pyt. 2.7] autorzy postawili ponadto pytanie, czy Twierdzenie 1.3.4 bedzie
nadal prawdziwe, jesli pominiemy zalozenie o skonczonym lewostronnym wymiarze
Goldiego algebry A. Pokazemy teraz, ze tak jest dla punktowych algebr Hopfa.

Lemat 1.3.5. (|[GHO7]) Niech H bedzie punktowa algebra Hopfa i A - H-modutowq
algebra z jedynka. Niech ponadto M bedzie nieprzywiedlnym (jednolitym) A#H -
modutem. Jesli wymiar dziatania H na M jest skoniczony i wynost N, to M traktowany
jako modul nad A ma skoriczona dlugosé (odpowiednio skoriczony wymiar Goldiego).
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Dowdéd. Niech M bedzie dowolnym niezerowym A# H-modulem. Rozwazmy homo-
morfizm:

m: H — Endg (M)

algebr z jedynka indukowany przez dzialanie H na M: w(h)(m) = hm, gdzie
h € H, m € M. 7 Twierdzenia Tafta-Wilsona 1.1.7 wynika, ze istnieja elementy
c1,Ca, ..., cN € H, ¢y = 1, oraz rodzina podprzestrzeni {H,, }o., <y taka, ze:

1.0=HyCH, CH,C...CHy=H.
2. n(H,) =n(H, 1)+ kn(c,) dla kazdego 1 < n < N.

3. Alep) € ®@g+h®c,+H,_1®H,_; dla kazdego 2 <n < N, gdzie g,h € G(H)
1 g c Hn—l‘

Zauwazmy, ze dla dowolnych elementéw a € A, m € M i dowolnego elementu ¢,
spetniajacego warunek 3 zachodzi réwnos¢:

co(am) = (cpa)m = (¢, - a)gm + (h - a)c,m + Y (¢, - a)cp,m,

gdzie ¢, , ¢, € H,_;. Niech K bedzie dowolnym A-podmodutem M. Oznaczmy Ky =
M. Korzystajac z powyzszej réwnosci fatwo dowodzimy za pomoca indukcji wzgledem
n=12,...,N, ze

Kpy={r€Kn_1)|car €K} ={zeM|HzCK}

jest A-podmodulem M zawartym w K. Wynika stad, ze K(yy = {z € M | Hv C K}
jest A#H-podmodulem M zawartym w K. Latwe obliczenia pokazuja, ze Ky jest
najwiekszym A# H-podmodutem M zawartym w K.

Pokazemy teraz, ze istnieje A-podmodul K modutu M maksymalny ze wzgledu na
warunek: K nie zawiera niezerowych A# H-podmodutéw M. Wezmy dowolny li-
niowo uporzadkowany zbiér {K,}, A-podmoduléw M nie zawierajacych niezero-
wych A#H-podmodutéw M. Twierdzimy, ze réwniez |, K, nie zawiera niezerowych
A# H-podmodutéw M. Przypusémy, ze tak nie jest. Wtedy istnieje niezerowy A4 H-
podmodut L modutu M zawarty w |, K,. Wezmy dowolny niezerowy element x € L.
Mamy ciz, coz, . ..,cyx € K, dla pewnego «y. Wynika z tego, ze (A#H)x C K,,.
Otrzymujemy w ten sposob niezerowy A# H-podmodul modulu M zawarty w K,,.
Sprzecznosé. Teza wynika teraz bezposrednio z Lematu Zorna. Mamy wiec tancuch
A-podmodutéw M:

~

M:f(m) 2 f?:f?u) ) fA{(g) DR QfA((N_U 2 Ky =0.

Zalézmy teraz, ze M jest nieprzywiedlnym (Jednohtym) A# H-modutem. Poniewaz dla
kazdego A-podmodutu L modulu M zawierajacego Ki réznego od K mamy Ly # 0,

wiec M/ K jest nieprzywiedlnym (odpowiednio jednolitym) A-modulem. Dla kazdego
1 <n < N —1 rozwazmy odwzorowanie:
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®n - f?(n) — M/f?

okreglone wzorem ¢, (z) = ¢, 12 + K, gdzie z € K, (n)- £ warunku 3 wynika, ze dla
dowolnych elementéw a € A, x € K, zachodzi:

onlax) = cpy1(ax) + K =
= (Cng1 - )9z + (h - @)cpr + D (Cosr,  @)Cnpr, @ + K =
= (h-a)cppr + K = (h - a)pn(z).

Zauwazmy poza tym, ze ker p, = IA((HH) 7 powyzszego tatwo widaé juz, ze kazde
Y, Wyznacza zanurzenie kraty A- podmodulow modulu K /IA( (nt1) W krate A-
podmodutéw modutu M/ K. Jak _pamigtamy, M / K jest nieprzywiedlnym (jednolitym)
A-modutem. Wynika z tego, ze K )/ K (n+1) jest albo zerowym albo nieprzywiedlnym
(odpowiednio jednolitym) A- podmodu}em Oznacza to, ze M traktowany jako lewo-
stronny A-modul ma skoriczona diugosé (odpowiednio skoniczony wymiar Goldiego)
nie wieksza niz N.

m

Whiosek 1.3.6. (|[GHOT7]) Niech H bedzie punktowa algebra Hopfa i A - H-modutowa
algebrq z jedynka, nieprzywieding jako A#H-modut. Jesli wymiar dziatania H na A
jest skoriczony 1 wynosi N, to wymiar algebry A traktowanej jako prawostronna prze-
strzen liniowa nad pierscieniem z dzieleniem AY jest skoriczony nie wiekszy niz N.

1.4 Kolorowe algebry Liego

W tym podrozdziale przedstawimy przykiad nieprzemiennej i niekoprzemiennej punk-
towej algebry Hopfa.

Od tego miejsca do konica Rozdzialu 1 bedziemy zaktadac, ze k jest cialem charak-
terystyki roznej od 2 i G - dowolna skonczona grupa abelowa. Przez k* oznaczamy
grupe multiplikatywna ciala k.

Niech V = e V, bedzie przestrzenia liniowa nad cialem k zgradowana przez grupe
G. Element v € V nazywamy jednorodnym stopnia g, gdzie g € G, jezeli v € V.
Jasnym jest, ze kazdy element v € V mozna przedstawi¢ w postaci sumy deG Vg
jednorodnych elementéw v, € V, oraz, ze przedstawienie to jest jednoznaczne. Ele-
menty v, nazywamy jednorodnymi sktadowyms elementu v. Méwimy, ze podprzestrzen
U C V jest jednorodna, jesli dla kazdego elementu z U wszystkie jego jednorodne
skladowe naleza do U. Jak latwo zauwazy¢, aby podprzestrzen U C V' byta jedno-
rodna konieczne i wystarczajace jest, aby U = @ ,;(U N V). Oznaczamy wéwezas
Uy =UnVydlag € G. JesliV = D, V, oraz W = @ o W, sa przestrzeniami linio-
wymi nad ciatem k zgradowanymi przez grupe G, to odwzorowanie liniowe f: V — W
nazywamy jednorodnym, jesli dla kazdego g € G zachodzi f(V,) C W,,.
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Definicja 1.4.1. Przeksztalcenie e: G x G — k* nazywamy bicharakterem, jesli jest
ono:

1. multiplikatywne na kazdej ze wspétrzednych:
e(gh, k) = €(g, k)e(h, k)
€(g,hk) = (g, h)e(g, k).

2. antysymetryczne:
€(g,h)e(h,g) =1,
gdzie g, h, k € G.

Jest oczywiste, ze dla kazdego g € G zachodzi €(g, g) = 1 lub €(g,g) = —1. W dalszej
czesci pracy zastosujemy nastepujace oznaczenia:

G, ={g9€G|eg,9) =1}
G_={geGlelg,9)=—1}.

Zauwazmy, ze G jest podgrupa grupy G indeksu nie wigkszego niz 2.

Definicja 1.4.2. Niech ¢: G x G — k* bedzie bicharakterem. Przestrzen liniowa
L=6& gec Lg nad cialem k zgradowana przez grupe G wraz z odwzorowaniem dwu-
linfowym [-,-]: L x L — L speliajacym warunek [L,, L] C Ly, nazywamy kolorowq
e-algebrq Liego, jesli:

L. [CE,y] = _E(gv h)[y,l’]
2. [[ZB,y],Z] = [ZE, [?J?Z]] - E(ga h)[ya [QE, ZH’

gdzie g,h € G, v € Ly, y € Ly, z € L. Jesli chark = 3, to dodatkowo zakltadamy, ze
dla kazdego © € U, Ly zachodzi [[z, z], 2] = 0.

Zauwazmy, ze dla grupy trywialnej otrzymujemy zwykla algebre Liego. Z kolei dla
grupy Zs i bicharakteru e: Zy x Zy — k* okreslonego wzorem €(i, j) = (—1)% otrzy-
mujemy superalgebre Liego.

Dla ciata k dodatniej charakterystyki definiujemy na L dodatkowa strukture.

Definicja 1.4.3. Niech k bedzie cialem charakterystyki p > 2. O kolorowej alge-
brze Liego L = @ gec Lg powiemy, ze jest ograniczona, jesli istnieje odwzorowanie

1l Usea, Lo = Ugeq, Ly takie, ze:

1. (ax)lPl = P2 dla dowolnych a € k, z € Ugea, Lo-
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2. [z, y] = (ad,)?(y), dla dowolnych = € J, ., Ly, y € L.

9€G 4

3. (x4 y)P = gl 4 gl 1 2?71 si(x,y), dla dowolnych g € G4, z,y € Ly,

1=

gdzie ad,(y) = [z,y], za$ is;(x,y) jest wspdlezynnikiem wielomianu (ad, )P~ (z)

stojacym przy ¢!

Definicja 1.4.4. Niech L = @, Ly i M = @D, M, beda kolorowymi algebrami
Liego. Odwzorowanie ¢: L — M nazywamy homomorfizmem kolorowych algebr Liego,
jesli ¢ jest jednorodnym odwzorowaniem liniowym oraz dla dowolnych elemendéw
z,y € L zachodzi réwnosé¢ o([x,y]) = [p(z), ¢(y)]. Jesli dodatkowo chark = p > 2 oraz
L i M sa ograniczonymi kolorowymi algebrami Liego, to odwzorowanie ¢: L — M
nazywamy homomorfizmem ograniczonych kolorowych algebr Liego, jezeli ¢ jest ho-
momorfizmem kolorowych algebr Liego oraz dla kazdego x € J L, zachodzi

plal) = ()

9€Gy

Przyklad 1.4.5. Niech €: G x G — k* bedzie bicharakterem. Na dowolnej algebrze
lacznej A = P gec Ag zgradowanej przez grupe G mozemy okresli¢ strukture kolorowej
e-algebry Liego przyjmujac:

[a7 b] = ab — E(ga h)ba)

gdzie g,h € G, a € Ay, b € Ay. Jesli chark = p > 2, to dodatkowo kladziemy al?l = P

dla kazdego a € A,. Wtedy A jest ograniczona kolorowa e-algebra Liego.
geGy “79

Przyklad 1.4.6. Niech V = e V, bedzie przestrzenia liniowa zgradowana przez
grupe G. Méwimy, ze endomorfizm f przestrzeni V ma stopien g, gdzie g € G, jesli dla
kazdego h € G zachodzi f(V}) C V. Oznaczmy przez E, zbiér wszystkich endomor-
fizméw przestrzeni V' stopnia g. Bezposrednio sprawdza sie, ze Endy (V') = gec By
ma naturalna strukture algebry lacznej z G-gradacja. Z Przykladu 1.4.5 wynika te-
raz, ze dla dowolnego bicharakteru e: G x G — k* mozemy okresli¢ na Endy (V)
strukture kolorowej e-algebry Liego (ograniczonej kolorowej e-algebry Liego).

Przyklad 1.4.7. Niech ¢: G x G — k* bedzie bicharakterem. Dla dowolnej alge-
bry lacznej A = @, ., A, zgradowanej przez grupe G zauwazmy, ze bicharakter e
wyznacza dziatanie:

geG

¢: G — Aut(A)
grupy G na algebre A poprzez automorfizmy algebry zgodnie ze wzorem:

¢(g)(a) = €(g, h)a,
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gdzie g,h € G, a € Aj. Oznaczmy przez ®, zbidr wszystkich ¢(g)-rézniczkowar
algebry A stopnia g. Latwe obliczenia pokazuja, ze Det(A, €) = P, D, jest kolorowa
podalgebra Liego Endy (A). Jesli chark > 2, to Der(A, €) jest ograniczona kolorowa
algebra Liego.

Definicja 1.4.8. Niech A = P e A, bedzie algebra taczng zgradowana przez grupe
GiL=6& gec Lg - kolorowa e-algebra Liego. J esli chark > 2, to dodatkowo zakladamy,
ze L jest ograniczona. Powiemy, ze L dziata na A, jesli istnieje homomorfizm:

: L — Der(A,e)

kolorowych algebr Liego (ograniczonych kolorowych algebr Liego). Niezmiennikami
dziatania L na A nazywamy zbior:

AF ={a e A | ¥(z)(a) = 0 dla wszystkich x € L}.

Wiele pojec¢ i wlasnosci znanych z teorii algebr Liego przenosi si¢ na kolorowe algebry
Liego (por. [BMPZ92]). W szczegélnoscei z kazda kolorowa algebra Liego mozemy
zwiazaé uniwersalng algebre obwiednia.

Definicja 1.4.9. Niech L = P 9eG L, bedzie kolorows algebra Liego. Algebre laczna
U(L) = @D,cq Uy z jedynka zgradowana przez grupe G wraz z homomorfizmem
t: L — U(L) kolorowych algebr Liego nazywamy uniwersalng algebrq obwiednia, jesli
dla dowolnej algebry tacznej A = € e Ay z jedynka zgradowanej przez grupe G i do-
wolnego homomorfizmu ¢: L — A kolorowych algebr Liego istnieje doktadnie jeden
jednorodny homomorfizm f: U(L) — A algebr z jedynka taki, ze fo. = ¢, czyli
nastepujacy diagram jest przemienny:

L - U(L)

A

Uniwersalna algebra obwiedna dowolnej kolorowej algebry Liego zawsze istnieje i jest
wyznaczona z doktadnoscia do izomorfizmu.

Twierdzenie 1.4.10. (Poincaré, Birkhoff, Witt) Niech L = P Ly bedzie kolorowa
algebra Liego z bazq ztoZona z jednorodnych elementow {x; | j € J}, gdzie J jest li-
niowo uporzadkowanym zbiorem indeksow. Wtedy uniwersalna algebra obwiednia U (L)
posiada baze ztozong z 1 oraz wszystkich elementow postaci o(x;,)u(z;,) . .. t(x;,), gdzie

n>1, ji < jivr, pray czym ji # jivr dla x5, € Uyeq Ly

W szczegdolnosci v jest monomorfizmem kolorowych algebr Liego.
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W dalszej czesci bedziemy milczaco zaktadaé, ze L C U(L) utozsamiajac elementy z L
z ich obrazami przy odwzorowaniu ¢.

Niech L = € gec Lg bedzie kolorows e-algebra Liego. Jak zauwazylismy w Przykladzie
1.4.7, na uniwersalna algebre obwiednia U(L) dziala grupa G poprzez automorfizmy
algebry. Mozemy zatem rozwazy¢ skosny pierscien grupowy U(L) x G. Oznaczmy go
przez H. Ustalmy dalej baze {1} U {zj,xj,...x;, | n > 1} algebry U(L) zdefiniowana
w Twierdzeniu Poincaré-Birkhoffa-Witta 1.4.10. Jasnym jest, ze elementy postaci ug,
gdzie v € {1} U {zjzj,...x;, |[n>1} 1 g € G, tworza baze nad k pierscienia H
traktowanego jako k-algebra. Mnozenie w H zadane jest wzorem:

gr = €(g, h)zg,

gdzie g,h € G, © € Lj. Mozemy wreszcie udowodni¢, ze H jest algebra Hopfa
z komnozeniem A, kojedynka e oraz antypoda S zdefiniowanymi jak nastepuje:

Alg)=9g®yg e(g) =1 S(g) =g~
Alz)=z®@1+h®z e(x) =0 S(z) = —h"1a,

gdzie g,h € G, x € Lj. Bezposrednio z okreslenia wida¢, ze H jest nieprzemienna
i niekoprzemienna punktowa algebra Hopfa, za$ L - koidealem w H.

W przypadku chark > 2, z kazda ograniczona kolorowa algebra Liego mozemy zwiazaé
ograniczona uniwersalna algebre obwiednia.

Definicja 1.4.11. Niech k bedzie cialem dodatniej charakterystyki i L = € gec Lg

- ograniczona kolorowa algebra Liego. Algebre ltaczna w(L) = @ gec Ug 2 jedynka
zgradowana przez grupe G wraz z homomorfizmem ¢: L — U(L) ograniczonych kolo-
rowych algebr Liego nazywamy ograniczona uniwersalna algebra obwiedniqg, jesli dla
dowolnej algebry tacznej A = P e A, z jedynka zgradowanej przez grupe G i do-
wolnego homomorfizmu ¢: L. — A ograniczonych kolorowych algebr Liego istnieje
dokladnie jeden jednorodny homomorfizm f: u(L) — A algebr z jedynka taki, ze

f ot=, czyli nastepujacy diagram jest przemienny:

L

u(L)

A

Twierdzenie 1.4.12. Niech k bedzie ciatem charakterystyki p > 2 i L = @QEG L,
- ograniczong kolorowa algebra Liego z baza ztoZonag z jednorodnych elementow
{z; | j € J}, gdzie J jest liniowo uporzadkowanym zbiorem indeksow. Wtedy ogra-
niczona uniwersalna algebra obwiednia u(L) posiada baze ztoZona z 1 oraz wszyst-
kich elementow postact v(xj, ) e(xjy)H2 ..oz, ), gdzie n > 1, j; < jit1, przy czym
1<p,<p-1ldlax; el Ly oraz pi; = 1 dla x5, € Uyeq_ Ly

W szczegolnosci v jest monomorfizmem ograniczonych kolorowych algebr Liego.

9eG+
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7 wczesniejszych rozwazan wynika, ze jesli L = @ gec Lg jest skoriczenie wymiarowa
ograniczona kolorowa algebra Liego nad cialem k charakterystyki p > 2, to skosny
pierdcien grupowy u(L) = G jest algebra Hopfa wymiaru 2™ - p™ - |G|, gdzie m =
dimy @geG, L, in=dimg @geG+ L,.

Zalézmy teraz, ze na algebre taczna A = P gec Ag zgradowana przez grupe G dziala
kolorowa e-algebra Liego L = €p gec Lg (ograniczona kolorowa e-algebra Liego L, gdy
chark > 2). Oznaczmy przez H skosny pierscien grupowy U(L)+G lub - w przypadku,
gdy chark > 2 - u(L) x G. Latwe obliczenia pokazuja, ze A jest H-modulowa algebra
z dziataniem okreslonym wzorem:

g-a=c¢€(g,h)a
x-a=(r)(a),

gdzie g,h € G, a € Ay, x € L oraz 1p: L — Der(A,¢€) jest homomorfizmem kolo-
rowych algebr Liego (odpowiednio, ograniczonych kolorowych algebr Liego) induko-
wanym przez dzialanie L na A. Ponadto, niezmienniki dziatania algebry Hopfa H na
algebre A pokrywaja sie z punktami stalymi dzialania grupy G na podalgebre Al:
AH = (AL, Przypomnijmy dalej, ze wymiar dziatania L na A jest skoriczony i wy-
nosi N, jesli obraz podalgebry LCH , generowanej przez L, w algebrze Endy(A)
ma skonczony wymiar réwny N. Dla skonczenie wymiarowej kolorowej algebry Liego
L ma to miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy jednorodne elementy algebry L dzialaja
na A poprzez k-algebraiczne skosne rézniczkowania. Warunek ten spelniaja wszystkie
skoniczenie wymiarowe ograniczone kolorowe algebry Liego.

Uwaga 1.4.13. Badajac dzialanie kolorowej e-algebry Liego L = ®g€G Ly na al-
gebre A = P gec Ag mozemy bez straty ogélnosci ograniczy¢ nasze rozwazania do
przypadku, gdy podgrupa G+ = {g € G | e(g,G) = 1} jest trywialna. Mozemy tak
zrobié¢, poniewaz gradacja kazdej z algebr: L i A przez grupe G w sposdb naturalny
pociaga za soba gradacje przez grupe ilorazowa G/ G* i interesujace nas wlasnosci
algebr: L i Det(A, €) zostaja zachowane. Wowczas:

1. Charakterystyka ciata k nie dzieli rzedu grupy G.

2. Dla kazdego g € G zachodzi réwnos¢:
A, ={a € A ¢(h)(a) = €(h,g)a dla wszystkich h € G},
gdzie ¢ jest zdefiniowanym w Przykladzie 1.4.7 homomorfizmem grup.

3. Dla kazdego g € G zachodzi réwnos¢:

D, = {6 € Endk(A) |d(ab) = 6(a)b+ ¢(g)(a)d(b),
do¢(h)=e(g,h)p(h) od dla wszystkich a,b € A, h € G},

gdzie ©, jest zdefiniowanym w Przykladzie 1.4.7 zbiorem ¢(g)-rézniczkowan
algebry A stopnia g.
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Rozdzial 2

Pierscienie ulamkow Martindale’a

W rozprawie badamy dzialanie punktowych algebr Hopfa na algebry taczne. Nasze
podstawowe narzedzia badawcze stanowia utamki symetryczne i ich centralne loka-
lizacje. W rozdziale tym przypominamy najwazniejsze dla nas rezultaty dotyczace
pierécienia utamkéw symetrycznych oraz prezentujemy nowe wiasnosci tego pierscienia
w kontekscie dziatania algebr Hopfa. Wyniki wiasne Rozdzialéw 2 oraz 3 pochodza
z pracy [GHO4].

2.1 Uwagi o modulach
Definicja 2.1.1. Niech R bedzie pierscieniem z jedynka.

1. R-modul M nazywamy injektywnym, jesli dla dowolnego monomorfizmu
p: N — K R-moduléw i dowolnego R-homomorfizmu ¢: N — M istnieje
R-homomorfizm ¢': K — M dla ktorego zachodzi réwnosé ¢’ o ¢ = 1, czyli
nastepujacy diagram jest przemienny:

M

2. Pierscien R nazywamy samoinjektywnym, jesli R jest injektywny jako regularny
R-modut.

Twierdzenie 2.1.2. (por. [La99, Podroz. 3A]) Niech R bedzie pierscieniem z jedynka.
Dla R-modutu M nastepujace warunki sq rownowazne:

1. M jest injektywnym R-modutem.
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2. Dla kazdego R-modutu N i kaidego R-monomorfizmu p: M — N, R-modut
©(M) wydziela sie jako sktadnik prosty w N.

3. (Kryterium Baer’a) Dla kaZdego istotnego lewostronnego ideatu J pierscienia
R 1 kazdego R-homomorfizmu ¢: J — M 1istnieje element m € M taki, ze
Y(x) = xm, gdzie x € J.

Uwaga 2.1.3. Z Kryterium Baer’a tatwo widac¢, ze jesli N jest R-podmodutem injek-
tywnego R-modulu M, to dla kazdego istotnego lewostronnego ideatu J pierscienia R
i kazdego R-homomorfizmu ¢: J — N istnieje element m € M taki, ze ¢)(x) = zm €
N dla wszystkich x € J.

Definicja 2.1.4. Niech R bedzie pierscieniem z jedynka i M - R-modutem. Element
m € M nazywamy singularnym, jesli anihilator anng(m) jest istotnym lewostron-
nym idealem pierscienia R. Zbiér wszystkich elementow singularnych R-modulu M
nazywamy singularnym R-podmodutem i oznaczamy przez S(gM). Méwimy, ze M
jest niesingularnym R-modulem, jesli S(rgM) = 0. Wreszcie o pierscieniu R powiemy,
ze jest lewostronnie niesingularny, jesli R traktowany jako regularny R-modut jest
niesingularny.

Udowodnimy teraz lemat, z ktérego skorzystamy w nastepnych rozdziatach.

Lemat 2.1.5. Niech R bedzie pierscieniem z jedynka.

1. Jesli o: M — N jest homomorfizmem injektywnego R-modutu M na niesingu-
larny R-modut N, to N jest injektywny.

2. Jesli My i My sq R-podmodutami niesingularnego R-modutu M injektywnymi
jako R-moduty, to R-modut My, N My jest injektywny.

Dowéd. 1. Zauwazmy, ze jesli ¢ nie jest monomorfizmem, to ker ¢ jest injektyw-
nym R-modutem. Aby to udowodni¢, wezmy dowolny istotny lewostronny ideat J
pierscienia R oraz dowolny R-homomorfizm : J — kerp. Na mocy Uwagi 2.1.3,
istnieje element m € M dla ktorego zachodzi rownos¢:

Jo(m) = e(Jm) = o(P(J)) = 0.
Wynika z niej, ze anng(p(m)) jest istotnym lewostronnym ideatem pierscienia R,
zatem p(m) € S(gN) = 0. Tak wiec m € ker ¢ i na mocy Kryterium Baer’a, ker ¢
jest injektywnym R-modulem. ker ¢ wydziela sie wigec jako sktadnik prosty w M.
Dowodzi to, ze réwniez N jest injektywnym R-modulem.

2. Niech J bedzie istotnym lewostronnym ideatem pierscienia R i ¢: J — M; N My
- R-homomorfizmem. Wtedy, zgodnie z Uwaga 2.1.3, istnieja elementy m; € Mj,
mo € My takie, ze xm; = xmy dla wszystkich z € J. Mamy zatem J(m; — mgy) = 0
z czego wynika, ze anng(m; — my) jest istotnym lewostronnym idealem pierécienia R
i tym samym m; —mo € S(gM) = 0. Tak wiec m; = my € M; N M, i ostatecznie
My N My jest injektywnym R-modutem.

O
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2.2 Konstrukcja pierscieni utamkéw Martindale’a

Przypomnijmy, ze niezerowy pierscien R nazywamy pdtpierwszym, jesli spehia
nastepujace rownowazne warunki:

1. R nie posiada niezerowych nilpotentnych ideatow.

2. R nie posiada niezerowych nilpotentnych ideatow lewostronnych.
3. R nie posiada niezerowych nilpotentnych ideatow prawostronnych.
4. dla kazdego r € R prawdziwa jest implikacja: rRr =0 = r = 0.

Istotne dla nas wlasnosci ideatow pierscieni pélpierwszych przedstawia nastepujace
stwierdzenie (por. [La99, Podroz. 11D]).

Stwierdzenie 2.2.1. Niech I bedzie ideatem potpierwszego piersScienia R. Wowczas:
1. anng(/) = Lanng(I) = r.anng(/).
2. I'Nanng(l) =0.

3. anng(l) = 0 & [ jest istotnym idealem R < I jest istotny jako jednostronny
ideat R.

4. 1 @ anng(I) jest istotnym ideatem pierscienia R.

Dla danego poélpierwszego pierscienia R zbiér wszystkich idealéw spelniajacych
(réwnowazne) warunki z podpunktu trzeciego Stwierdzenia 2.2.1 bedziemy oznaczaé
przez §. Zauwazmy, ze zbiér § jest zamkniety ze wzgledu na skonczone mnozenie,
skoniczone przeciecie oraz inkluzje.

Przypomnijmy dalej, ze R jest pierscieniem pierwszym, jesli R # 0 oraz dla dowolnych
niezerowych ideatow I, J pierscienia R zachodzi I.J # 0.

Niezerowy pierécien, ktéry nie posiada niezerowych elementow nilpotentnych nazy-
wamy zredukowanym.

Niech teraz R bedzie dowolnym pierécieniem. Ideal P pierscienia R nazywamy pierw-
szym, jeSli P # R oraz R/P jest pierScieniem pierwszym. Méwimy, ze ideal pierw-
szy P jest minimalny, jesli jest minimalny w zbiorze wszystkich idealow pierwszych
pierécienia R. W pierscieniu pélpierwszym przeciecie wszystkich minimalnych ideatéw
pierwszych jest trywialne.

Zajmiemy sie teraz pewnym szczegélnym rodzajem pierscieni utamkéw - tak zwanymi
pierécieniami utamkéw Martindale’a. Po raz pierwszy skonstruowat je W.S. Martin-
dale [Ma69] dla pierscieni pierwszych. Z kolei S.A. Amitsur [Am72] rozszerzyt je na
dowolne pierscienie. My jednakze ograniczymy sie do utamkéw Martindale’a pierscieni
pétpierwszych. Konstrukcja ktora podamy pochodzi od Amitsura.

27



Przyjmijmy X = (J;.z Homg(/, R). Dla podkreslenia o jaki ideal chodzi, elementy
zbioru X bedziemy zapisywaé w postaci (I, @), gdzie I € Fi ¢ € Homg(I, R). W zbio-
rze X wprowadzamy relacje. Dwie pary (I, ), (J,1) sa ze soba w relacji wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje K € § taki, ze K C INJ oraz dla kazdego x € K zachodzi réwnosé
o(x) = Y(z). Relacja ta jest w oczywisty sposéb relacja rownowaznosci. Oznaczmy
przez Q'(R) zbiér wszystkich klas abstrakcji. Klase abstrakcji wyznaczona przez pare
(I, ) bedziemy oznaczaé przez [I,¢]. W zbiorze Q'(R) definiujemy dzialania doda-
wania oraz mnozenia:

Lol + [ ] =[N J ¢+ ]
[[790]'[‘]71“ = [ledjogp]'

Jak nietrudno przekonaé sie, tak zdefiniowane dzialania zadaja na Q'(R) strukture
pierscienia z jedynka. Nazywamy go pierscieniem lewostronnych utamkow Martin-
dale’a pierécienia R. Dla dowolnego elementu a € R oznaczmy teraz przez r, prawo-
stronne mnozenie = — za, gdzie x € R. Mozna pokazaé, ze odwzorowanie a — [R,r,]
wyznacza wlozenie R — Q'(R). Pozwala nam to utozsami¢ R z pewnym pod-
pierécieniem pierécienia Q'(R). Zauwazmy tez, ze dla dowolnego ¢ = [I,¢] € Q'(R)
oraz dowolnego a € I zachodzi réwnosé¢ aq = ¢(a). Mamy wiec inkluzje Iq C R.

Moze tak zdarzy¢ sie, ze pierscien lewostronnych utamkow Martindale’a jest zbyt
duzy i nie wszystkie wlasnosci pierscienia R przeniosa sie na pierscieni Q'(R). Tak jest
na przyklad z wlasnoscia bycia pierécieniem zredukowanym. Wygodne rozwiazanie
tego problemu zaproponowal V.K. Kharchenko [Kh77]. Zdefiniowal on mianowicie
w pierécieniu Q'(R) nastepujacy podzbidr:

Q*(R) = {q € Q'(R) | ¢J C R dla pewnego J € §}.

Bezposrednio sprawdza sie, ze Q*(R) jest podpierscieniem pierécienia Q'(R) z ta sama
jedynka. Nazywamy go pierscieniem utamkow symetrycznych.

Istnieje takze inna, aksjomatyczna, charakteryzacja pierscienia utamkow symetrycz-
nych inspirowana praca D.S. Passmana [Pa87] (por. [BMMO96, Stw. 2.2.3], [La99, Stw.
14.25)).

Twierdzenie 2.2.2. Niech R bedzie pierscieniem potpierwszym. Dodatkowo oznacz-
my Q = Q°(R). Wéwczas QQ spelnia nastepujace warunki:

1. Q jest pierscieniem z jedynkaq.

2. R jest podpierscieniem Q). Jesli dodatkowo R jest pierscieniem z jedynka, to R
jest podpierscieniem Q) z tq sama jedynka.

3. Dla kazdego q € Q) istniejq I, J € § takie, z2e I¢ C R i qJ C R.

4. Dla kazdego q € Q i kazdego I € §, jesli qI =0 lub Iq =0, to ¢ =0.
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5. Niech I, J € §. Niech ponadto ¢: I — R iv: J — R bedqg homomorfizmami R-
modutow lewo- 1 prawostronnych, odpowiednio, takimi zZe dla dowolnych x € I,
y € J zachodzi rownosé p(x)y = x(y). Wtedy istnieje q € Q taki, Ze p(x) = xq
i Y(y) = qy dla wszystkich x € I, y € J.

Odwrotnie, jesli dowolny pierscien Q) spetnia warunki 1-5, to istnieje izomorfizm
o: Q — Q°(R) pierscieni z jedynka przeksztalcajacy identycznosciowo podpierscien

R.

Uwaga 2.2.3. Pierscient lewostronnych utamkéw Martindale’a Q'(R) ma oczywiscie
swéj prawostronny odpowiednik Q"(R).

Uwaga 2.2.4. Jeszcze inna definicja pierscienia prawostronnych utamkéw Mar-
tindale’a, jako pewnego podpierscienia maksymalnego pierécienia prawostronnych
utamkéw, zostata przedstawiona w [La99, Podroz. 14B].

2.3 Znane wlasnosci pierscienia ulamkow syme-
trycznych

Definicja 2.3.1. Rozszerzonym centroidem C polpierwszego pierécienia R nazywamy
centrum pierécienia Q'(R).

Przypomnijmy, ze dla dowolnych niepustych podzbioréw X,Y C R przyjeliSmy ozna-
czenie Cx (Y') na okreslenie centralizatora Y w X.

Stwierdzenie 2.3.2. Przy powyzszych oznaczeniach,

1. Przyymiygmy q = [1,¢], gdzie I € § 1 ¢: I — R jest homomorfizmem lewostron-
nych R-modutow. Wowczas q € C wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ jest homomorfi-
zmem (R, R)-bimodutow.

Definicja 2.3.3. Dowolny pierécien R nazywamy reqularnym w sensie von Neu-
manna, jesli dla kazdego a € R speliony jest warunek: a € aRa.

Ponizej przedstawione sa najistotniejsze dla nas wlasnosci pierscienia utamkow sy-
metrycznych. Ich uzasadnienie mozna znalez¢ m.in. w monografiach S. Montgomery
[Mo80], K.I. Beidara, W.S. Martindale’a i A.V. Mikhaleva, [BMM96], T.Y. Lama
[La99].

Stwierdzenie 2.3.4. Niech R bedzie pierscieniem polpierwszym. Dodatkowo
oznaczmy Q = Q°(R). Wtedy:
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1. Q jest pierscieniem potpierwszym. Jesl dodatkowo zatoZymy, Ze R jest pierscie-
niem pierwszym (zredukowanym, dziedzing), to Q) réwniez.

2. R jest pierscieniem pierwszym wtedy i tylko wtedy, gdy C' jest ciatem.

3. Dla dowolnego niepustego podzbioru X C Q) istnieje idempotent ex € C, wyzna-
czony w sposob jednoznaczny, taki Ze:

anng(X) = C(1 —ex)
anng(QXQ) = Q(1 —ex).

4. C jest reqularnym w sensie von Neumanna i samoinjektywnym pierscieniem.
5. Q) jest miesingularnym i injektywnym C-modutem.

6. Dla dowolnego injektywnego C'-modutu M C () istnieje element m € M taki, Ze
anng (M) = anng(m).

Znana wtasnos¢ pierscieni utamkow Martindale’a mowi, ze kazde rézniczkowanie pol-
pierwszej algebry A jednoznacznie przedtuza sie do rézniczkowania algebry Q°(A)
(por. [BMMO96, Stw. 2.5.1]). Zalézmy, ze chark = 0. Z Twierdzenia V.K. Kharchenki
[Kh78] uogélnionego przez A. Leroy’a i J. Matczuka [LM85] (por. [BMM96, Tw.
7.9.7]) wynika, ze jesli A jest algebra pierwsza z jedynka, to kazde A-algebraiczne
rézniczkowanie algebry A po przedtuzeniu do rézniczkowania algebry Q°(A) staje sie
wewnetrzne i wobec tego dziata trywialnie na centrum Z(A). Korzystajac z Lematu
J. Dixmiera uogélnimy teraz powyzsze spostrzezenie na algebry pélpierwsze.

Lemat 2.3.5. ([Di74, Lemat 3.3.2]) Niech A bedzie dowolna algebraq charakterystyki
010 - rézniczkowaniem algebry A. Wtedy kazdy minimalny ideat pierwszy algebry A
jest 0-niezmienniczy.

Whniosek 2.3.6. Niech A bedzie polpierwsza algebrq z jedynkq charakterystyki 0.
Wtedy kazde A-algebraiczne rozniczkowanie algebry A dziata trywialnie na centrum
Z(A).

Dowdéd. Niech 0 bedzie A-algebraicznym rozniczkowaniem algebry A. Zgodnie z Le-
matem 2.3.5, dla kazdego minimalnego ideatu pierwszego P algebry A zachodzi
§(P) € P. Wynika z tego, ze odwzorowanie 6: A/P — A/P zadane wzorem
0(a+ P) = 6(a) + P jest dobrze zdefiniowanym A/P-algebraicznym rézniczkowaniem
algebry pierwszej A/P, tak wiec 6(Z(A/P)) = 0 i wobec tego §(Z(A)) C P. Teza
wniosku tatwo wynika teraz z polpierwszosci algebry A.

]
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2.4 Nowe wlasnosSci piersScienia ulamkoéow syme-

trycznych w kontekscie dzialan algebr Hopfa
Ustalmy algebre Hopfa H. Od tej pory do korica rozdziatu A zawsze bedzie polpierwsza
H-modulowa algebra. Oznaczmy przez () pierécien utamkdéw symetrycznych algebry

A z rozszerzonym centroidem C. Dodatkowo zalézmy, ze dziatanie H na A przediuza
sie do dzialania H na Q. Oznaczmy wreszcie C = C' N Q*.

Lemat 2.4.1. Przy powyzszych oznaczeniach, C* jest pierscieniem reqularnym w sen-
sie von Neumanna.

Dowéd. Niech a € CH. Na mocy Stwierdzenia 2.3.4, a mozna zapisa¢ w postaci
a = a’c, gdzie ¢ € C. Oznaczmy e = ca. Wtedy dla kazdego h € H zachodzi réwnosé:

h-e=h-ca=(h-c)a= (h-c)a’c = (h-ca*)c= (h-a)c=e(h)ac = e(h)e.
Wiynika z niej, ze e € CH. Mamy:
h-ce=(h-c)e=(h-clac= (h-ca)c= (h-e)c=c¢e(h)ec =e(h)ce.
Tak wiec ce € CH co w polaczeniu z réwnoscia a’ce = ae = a daje teze.

O

Lemat 2.4.2. Dla dowolnego niepusteqgo H-niezmienniczego podzbioru T C Q) istnieje
idempotent er € C* | wyznaczony w sposéb jednoznaczny, taki ze:

anngn (T) = CH(1 — er)
anng (QTQ) = Q(1 — er).
Dowéd. Oznaczmy I = QT'Q). Wéwezas [ jest H-niezmienniczym idealem () i na

mocy Lematu 1.2.2, réwniez anng(/) jest H-niezmienniczym ideatem Q).

Ze Stwierdzenia 2.3.4 wynika, ze istnieje idempotent er € C', wyznaczony w sposob
jednoznaczny, taki ze anng(l) = Q(1 — er). Pozostaje udowodni¢, ze er € QY.
Poniewaz I oraz anng(/) sa H-niezmiennicze, wiec dla dowolnych h € H, i € I,
a € anng (/) zachodza nastepujace réwnosci:

(1—er)i=0 (1—ep)(h-i) =

0
era =0 er(h-a)=0

7 réwnosci tych wynika, ze:
er(h-(i+a))=ep(h-i)=h-i=h-epi="h-ep(i+a).

Mamy wiec er(h - ) = h - epx dla wszystkich elementéw h € H, v € I @ anng(]).
Zauwazmy dalej, ze:

(h-er)r=> hy-ep(S(he)-x) => h1S(hy) - erx = e(h)erz.
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Wynika z tego, ze h - er — e(h)er € anng(I @ anng(I)) = 0. Tak wiec er € QF.

Réwnosé¢ anngu (T) = CH(1 — er) wynika w prosty sposéb z réwnosci ¢ = q(1 — er)
prawdziwej dla wszystkich ¢ € anng([).
0

Niech X bedzie niepustym podzbiorem (). Latwe obliczenia pokazuja, ze:
H-X={h-z|heHuzeX}

jest H-niezmienniczym podzbiorem @) oraz anngu (H - X) = anngn (X). Stosujac teraz
Lemat 2.4.2 dostajemy nastepujacy wniosek.

Whniosek 2.4.3. Dla dowolnego niepustego podzbioru X C @ istnieje idempotent
ex € C | wyznaczony w sposdb jednoznaczny, taki Ze anngn (X) = CH(1 — ex).

Stwierdzenie 2.4.4. Niech H bedzie algebra Hopfa i A - potpierwszq H-modutowq
algebrq taka, Ze dziatanie H na A przedluza sie do dziatania H na (). Niech ponadto
A bedzie podalgebrq Hopfa lub koideatem H. Wtedy:

1. CH jest reqularnym w sensie von Neumanna i samoinjektywnym pierscieniem.

2. Kazdy injektywny C-modut M C Q jest injektywny jako CH-modut.

W szczegdlnosci C i Q sq injektywnymi CH -modutami.

3. Jesli B jest U-niezmiennicza podalgebra Q injektywng jako CH-modul, to
réwniez B¥ oraz Z(B%) sq injektywnymi CH-modutami.

Dowdéd. Przed dowodem podpunktéw 11 2 rozwazmy nastepujaca, wspélna dla obu
przypadkéw, sytuacje. Niech M bedzie injektywnym C-modulem zawartym w ) i N
- jego CH-podmodutem. Niech ponadto J bedzie istotnym idealem C¥ i ¢: J — N
- CH_homomorfizmem. Jasnym jest, ze kazdy niezerowy ideal pierécienia regularnego
w sensie von Neumanna zawiera niezerowe idempotenty. W szczegélnosci J zawiera
niezerowe idempotenty. Wezmy maksymalny zbiér 7' C J niezerowych parami or-
togonalnych idempotentéw. Twierdzimy, ze annga(T) = 0. Przypu$émy, ze tak nie
jest. Z Wniosku 2.4.3 wynika natychmiast, ze istnieje niezerowy idempotent e € C
taki, ze anncn (T) = CHe. Réwnoczednie, poniewaz J jest istotnym idealem CH | wiec
istnieje element j € J dla ktérego je # 0. Wezmy wreszcie element ¢ € CH taki,
ze je = jecje. Otrzymujemy w ten sposéb niezerowy idempotent cje € J anihi-
lujacy zbiér T'. Z maksymalnosci 1" wynika, ze cje € T' co prowadzi do sprzecznosci:
cje = (cje)? € cjeT = 0. Dowiedlismy tym samym, ze anncu (T) = 0 z czego wy-
nika w prosty sposéb, ze anng(7) = 0. Jest teraz oczywiste, ze CT' = ., Ct jest
istotnym idealem C'. Zauwazmy przy tym, ze CT jest w istocie suma prosta. Wynika
z tego, ze odwzorowanie 1): CT — M zadane wzorem (3, op cit) = Y ,ep cith(t) jest
dobrze zdefiniowanym C-homomorfizmem i poniewaz z zalozenia M jest injektyw-
nym C-modutem, wiec na mocy Kryterium Baer’a, istnieje element m € M taki, ze
P(x) = zm dla wszystkich z € CT. W szezegélnosci dla kazdego y € CHT zachodzi
Y(y) = 1(y) = ym. Niech a € J. Z ostatniej réwnoéci wynika, ze:
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y(a) = ap(y) = aym = yam,

czyli ¥(a) — am € anng(CHT) = 0. Pokazaliémy tym samym, ze istnieje element
m € M taki, ze ¢¥(a) = am € N dla wszystkich a € J.

Zastosujemy teraz powyzsze spostrzezenie do udowodnienia podpunktéw 1 i 2.

1. Przyjmijmy N = CH M = C. Dla dowodu wystarczy pokazaé¢, ze jeli element
m € C spelmia Jm C CH, to m € CH. Niech a € J. Wtedy dla kazdego h € H
zachodzi réwnosc¢:

a(h-m) = h-am = e(h)am.

Wynika z niej, ze h - m — e(h)m € anng(.J) = 0 i wobec tego m € CH.

Podpunkt 2 wynika bezposrednio ze spostrzezenia na poczatku dowodu zastosowanego
do przypadku N = M.

Do udowodnienia podpunktu 3 skorzystamy z Uwagi 2.1.3. Przypadek N = B* M =
B tatwo dowodzi sie w oparciu o argument analogiczny jak w dowodzie podpunktu
pierwszego. Z kolei dla N = Z(B%), M = B wystarczy pokazaé, ze jedli element
m € B¥ spelnia Jm C Z(B%), to m € Z(B*). Niech a € J i ¢ € B¥. Wéwczas:

a(mq — gm) = (am)q — (ag)m = q(am) — (ga)m = 0.

Z réwnosci tej wynika, ze mq — gm € anng(J) = 0 i wobec tego m € Z(B*). Dowéd
stwierdzenia zostal tym samym zakonczony.
O

Lemat 2.4.5.

1. Q jest niesingularnym CH -modutem.

2. Kazdy lewostronny ideal ) skoriczenie generowany jako QQ-modut jest injektyw-
nym CH-modutem.

Dowdd. 1. Przypus$émy, ze S(cx @) # 0. Ustalmy niezerowy element x € S(ou(@).
Z Wniosku 2.4.3 wynika, ze istnieje niezerowy idempotent e, € CH dla ktérego
anngu () = CH(1 — e,) jest istotnym idealem C¥. Prowadzi to do sprzecznosci:
CH(1 —e,)NCHe, # 0. Udowodnilidmy tym samym, ze S(cuQ) = 0.

2. Zauwazmy, ze dla kazdego elementu g € (), lewostronny ideal Qg traktowany jako
C*H"-modut jest niesingularnym obrazem injektywnego C-modutu Q (por. Stwierdze-
nie 2.4.4) przy Cf-homomorfizmie Q — Qg zadanym wzorem z +— zq. Na mocy
Lematu 2.1.5, Qq jest injektywnym C*-modulem. Jasnym jest teraz, ze iloczyn pro-
sty skonczonej liczby lewostronnych idealow Qg x Qg X ... X Qq, jest injektywnym
CH-modulem. Latwo stad wida¢ juz, ze réwniez Qq; + Qg+ . . .+Qg, jest injektywnym
CH-modulem.

[]
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Lemat 2.4.6. Dla dowolnego injektywnego CH -modutu M C Q istnieje element m €
M taki, ze anngu (M) = anngwe (m).
Dowéd. Rozwazmy zbiér M wszystkich uporzadkowanych par (m, e, ), gdzie m € M

i e, jest zdefiniowanym we Wniosku 2.4.3 idempotentem. W zbiorze M definiujemy
relacje = w sposéb nastepujacy:

(m,en) 2 (n,e,) < m=ey,n.
Zauwazmy najpierw, ze z réownosci m = e,,n wynika e,, = emne, i tym samym Ce,, C
CHe, . Rzeczywiscie, jedli m = e,,n, to otrzymujemy:
(I—e,)m=(1—ey)emn =en(l —e,)n =0.
Tak wiec 1 — e, € anngu(m) = C7(1 —e,,). Jasnym jest teraz, ze (1 —e,)e,, = 0.
Bezposrednio sprawdza sie, ze (M, <) jest zbiorem uporzadkowanym. Pokazemy teraz,
ze kazdy liniowo uporzadkowany podzbiér M posiada ograniczenie gérne. Wezmy
dowolny liniowo uporzadkowany podzbiér {(ma,em, )}, zbioru M. Oznaczmy I =
U, C*em,. Z wezesniejszego spostrzezenia wynika, ze I jest idealem CH. Rozwazmy
nastepnie odwzorowanie ¢ : [ @anngu (1) — M okreslone wzorem ¢ (ae,,, +x) = am,,
gdzie a € CY, x € anngn(I). Zauwazmy, ze jeSli aen, = bey, dla (ma,en,) =
(Mg, €m,) 1 a,b e CH, to:
ameg = a(em,mg) = (aem,)mg = (bem,;)mp = b(em,mg) = bmg.

Wiynika z tego, ze 1 jest dobrze zdefiniowanym C#-homomorfizmem i poniewaz
z zalozenia M jest injektywnym C*-modulem, wiec na mocy Kryterium Baer’a istnieje
element m € M taki, ze dla kazdego o zachodzi:

Me = V(em, ) = €m,m.
To oznacza, ze (Mg, €1, ) = (M, €,,) i para (m, e,,) jest ograniczeniem gérnym lancucha

{(ma, ema)}a'

Na mocy Lematu Zorna, uporzadkowany zbiér (M, <) posiada element maksymalny.

Oznaczmy go przez (mo,en,). Pokazemy na koniec, ze anngu (M) = anngu(my).
Przypusémy, ze tak nie jest. Wéwczas istnieje element m € M dla ktérego (1 —
eme)m # 0. Przyjmijmy n = (1 — e,,,)m. Wtedy en,n = 0 i ostatecznie my =

eme (Mo + n) co dowodzi sprzecznosci: (Mo, €m,) = (Mo + Ny Emgin) Oraz (Mo, €my) #
(mo + 1,y €mgin)-

]

2.5 Centralne lokalizacje pierScienia ulamkow sy-

metrycznych w kontekscie dzialan algebr Hop-
fa

Przypomnijmy, ze podzbidér S pierscienia R z jedynka jest multiplikatywnie domkniety,
jesli0 ¢ S, 1 € S oraz dla dowolnych s1, so € S zachodzi s1s9 € S.
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Definicja 2.5.1. Niech R bedzie pierécieniem z jedynka. Multiplikatywnie domkniety
podzbior S C R nazywamy zbiorem lewostronnych mianownikow, jezeli spelia
nastepujace warunki:

1. dla dowolnego elementu r € R prawdziwa jest implikacja:
S Nr.anng(r) # 0 = SNlanng(r) # 0.

2. S jest lewostronnym zbiorem Orego, tj. dla dowolnych elementéw s € S, r € R
zachodzi:

RsN Sr # 0.

Definicja 2.5.2. Niech R bedzie pierécieniem z jedynka i S C R - multiplikatyw-
nie domknietym podzbiorem. Pierécieri S~'R nazywamy pierscieniem lewostronnych
utamkow wzgledem podzbioru S, jezeli istnieje homomorfizm ng: R — S~ R pierscieni
z jedynka taki, ze:

1. dla kazdego s € S element ng(s) jest odwracalny w S™'R.

2. kazdy element z S~'R mozna przedstawi¢ w postaci ng(s) 'ns(r), gdzie s € S
ireR.

3. kerng = {r € R| sr =0 dla pewnego s € S}.

Twierdzenie 2.5.3. (por. [La99, Tw. 4.10.6]) Niech R bedzie pierscieniem z jedynka
1S C R - multiplikatywnie domknietym podzbiorem. Wowczas nastepujace warunki sq
rownowazne:

1. S jest zbiorem lewostronnych mianownikow.

2. Istnieje pierscieni lewostronnych utamkéw S~ R wzgledem podzbioru S.

Mozna pokazaé, ze jesli S C R jest zbiorem lewostronnych mianownikéw, to od-
wzorowanie 1g: R — S™!R posiada nastepujaca wlasnosé. Niech u: R — R’ bedzie
homomorfizmem pierscieni z jedynka takim, ze dla kazdego s € S element u(s) jest od-
wracalny w R'. Wtedy istnieje doktadnie jeden homomorfizm p’: SR — R’ pierscieni
z jedynka dla ktérego zachodzi rownosé p' o ng = p, czyli ponizszy diagram jest prze-
mienny:

ns

R SR
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Latwo wida¢ teraz, ze jesli pierscien lewostronnych utamkéw S~!R istnieje, to jest on
wyznaczony z doktadnoscia do izomorfizmu.

Jest rzecza oczywista, ze kazdy multiplikatywnie domkniety podzbiér S C Z(R) jest
zbiorem lewostronnych mianownikéw. W takim przypadku pierscien lewostronnych
ulamkéw STLR nazywamy centralng lokalizacjq i oznaczamy symbolem Rg.

Wazna role w dalszej czesci pracy odegraja centralne lokalizacje Qs algebry @
wzgledem maksymalnych idealéw podalgebry CH. Dla dowolnie wybranego maksy-
malnego ideatu P algebry C** oznaczmy przez S multiplikatywnie domkniety podzbiér
CH\ P. Zauwazmy, ze wtedy:

M {kerns | P jest maksymalnym idealem C*} = 0.

Rzeczywiscie, dla kazdego niezerowego elementu ¢ € Q zachodzi anngu(q) # C*H.
Mozemy zatem rozwazy¢ maksymalny ideat P algebry C zawierajacy anngu(q). Dla
tak wyznaczonego P mamy ng(q) # 0.

Stwierdzenie 2.5.4. Niech H bedzie algebra Hopfa i A - potpierwszq H-modutowq
algebra taka, zZe dziatanie H na A przedluza sie do dziatania H na Q). Niech ponadto
B bedzie podalgebrq Q zawierajgca CH i injektywna jako CH-modutl. Wreszcie niech
A bedzie podalgebra Hopfa lub koideatem H. Wtedy dla kazdego multiplikatywnie do-
mknietego podzbioru S C CH mamy:

1. Jesli B jest polpierwsza, to Bs rowniez.
2. Z(Bs) - (Z(B))s.

3. Jesli B jest UA-niezmiennicza i wymiar dziatania A na B jest skonczony,
to dziatanie A na B przedluza sie do dziatania A na Bs, (Bg)* = (B¥)g
i 2((Bs)") = (2(B%))s-

4. Jesli wymiar dziatania H na Q jest skoriczony i S = CH \ P, gdzie P jest
maksymalnym ideatem C*, to (CH)g = (Cs) = Cs N (Qs) jest centralnym
podciatem algebry Qs zawartym w centrum podalgebry (Qs)*.

Dowdéd. Przyjmijmy oznaczenie § = ng(q).

Aby udowodni¢ podpunkt 1 stwierdzenia wystarczy pokazaé, ze dla kazdego elementu
b € B z réwnoéci bBb = 0 wynika b = 0. Zalézmy, ze bBb = 0. Poniewaz bBb
jest niesingularnym obrazem injektywnego C*-modutu B przy C*-homomorfizmie
B — bBb zadanym wzorem x ~— bxb, wiec na mocy Lematow 2.1.5 i 2.4.6, bBb
jest injektywnym C*-modulem i istnieje element by € B taki, ze anngcu(bBb) =
annc# (bbob). Réwnoczednie poniewaz bbyb = 0, wiec istnieje element s € S dla ktérego
sbbpb = 0. Mamy zatem:

s € anngn (bbpb) = anngw (bBb) = anngn (b),
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przy czym ostatnia réwnos¢ wynika z pélpierwszosci B. To oznacza, ze sb = 0 i tym
samym b = 0.

2. Bezposrednio wida¢, ze (Z(B))s C Z(Bg). Pozostalo do udowodnienia zawiera-
nie przeciwne: Z(Bs) C (Z(B))s. Wezmy dowolny element b € Z(Bg). Wtedy dla
kazdego = € B zachodzi rownos$¢ bx —xb = 0. Oznaczmy M = {bx — b | x € B}.
Z rozwazan analogicznych jak w dowodzie poprzedniego podpunktu wynika, ze M
jest injektywnym C*-modulem (jako niesingularny obraz injektywnego CH-modutu
B przy CH-homomorfizmie B — M zadanym wzorem x +— bx — xb) i istnieje ele-
ment s € S taki, ze sM = 0. Mamy sbx — xsb = 0 dla wszystkich x € B. Tak wiec
sb € Z(B) i ostatecznie b = 5 'sb € (Z(B))s.

3. Bezposrednio sprawdza sie, ze wzér h-5 b =35 'h-b, gdzie h e A, s € S, b € B,
definiuje dziatanie 2 na Bg.

Latwo tez widaé, ze (B*)s C (Bg)™. Dla dowodu inkluzji przeciwnej: (Bg)* C (B*)g
wezmy dowolny element b € (Bs)*. Wtedy dla kazdego h € 2 zachodzi réwnosé
h-b=h-b=e(h)b. Wynika z niej, ze:

h - spb = sp(h-b) = e(h)spb,

dla pewnego s, € S. Przypomnijmy, ze dzialanie algebry Hopfa H na algebre () indu-
kuje homomorfizm 7: H — Endy(Q) algebr z jedynka. Oznaczmy przez T' skoriczony
podzbiér A taki, ze m(T") jest zbiorem generatoréw algebry E() C Endg(B) ge-
nerowanej przez 7(21). Przyjmijmy tez s = [[,op sn. Wowczas dla kazdego h € T
zachodzi h - sb = e(h)sb. Z réwnosci tej wynika natychmiast, ze sb € B* i wobec tego
b=35"'sbe (BQL)S

Dla dowodu réwnosci Z((Bg)?) = (Z(B%))s zauwazmy, ze zgodnie ze Stwierdzeniem
2.4.4, B jest injektywnym CH-modulem. Stosujac podpunkt 2 do algebry B* otrzy-
mujemy Z((Bs)*) = Z((B%)s) = (2(B%))s.

4. 7 podpunktéw 2 i 3 stwierdzenia mamy nastepujace réwnosci: Cs = (Z(Q))s =
Z(Qs) oraz (Qs)" = (Q")s. Z réwnosci tych wynika, ze:

(CM)s=(CNQRM)s CCsN(QM)s = 2(Qs) N (Qs)" = (2(Qs))" = (Cs)™.

Pozostalo do udowodnienia zawieranie przeciwne: (Cs)¥ C (CH)g. Wezmy dowolny
element ¢ € (Cg)”. Poniewaz (Cs)? = Cs N (Q")s, wiec dla pewnych elementéw
s €8, q € Q" zachodzi réwnosé¢ ¢ = 57'g. Wynika z niej, ze istnieje s; € S taki, ze
sisc=s1g € CNQH = CH. Tak wiec ¢ = 575 1515¢ € (CH)g.

Niech teraz P bedzie maksymalnym ideatem C. Oznaczmy S = C*\ P. Jak wiadomo,
lokalizacja pierscienia przemiennego i regularnego w sensie von Neumanna wzgledem
idealu maksymalnego jest cialem (por. [La99, Tw. 3.71]). W szczegélnosci (CH)g jest
cialem.

O
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Rozdziatl 3

Prawie nilpotentne dzialanie
punktowych algebr Hopfa na
algebry podlpierwsze

Ustalmy przeliczalny nieskoniczony zbiér X = {xy,zs,...}. Przez k(X) oznaczmy
algebre wielomiandéw nieprzemiennych zmiennych o wspélczynnikach z ciata k. Jak
wiadomo, 1 wraz ze wszystkimi jednomianami z; x;, ...x;,, gdzie d > 1, tworza
baze k(X). Stopniem jednomianu wx; x;, ...x;, nazywamy liczbe d. Elementowi 1
przyporzadkowujemy stopien 0. Stopniem wielomianu nazywamy najwiekszy sposrod
stopni wszystkich jednomianéw wystepujacych z niezerowymi wspolczynnikami
w przedstawieniu danego wielomianu.

Przez S; bedziemy oznaczaé grupe symetryczna stopnia d.

Definicja 3.0.1.

1. Wielomianem wieloliniowym nazywamy wielomian postaci:

20e8, WoTo(1)To(2) - - To(d);
gdzie d > 1, a, € k.
2. Wielomianem standardowym nazywamy wielomian postaci:
Sa(T1, 9, ..., xq) = desd (SgNT)To(1)To(2) - - - To(d),
gdzie sgno oznacza znak permutacji o.
Definicja 3.0.2. Niech w(zy,,...,24) € k(X). Powiemy, ze algebra A spelnia

tozsamo$é wielomianowq w(xi,xs,...,xy) = 0, jesli dla dowolnych elementéw
ap, as,...,aq € A zachodzi réwnos¢ w(ay, as, .. .,aq) = 0.

Algebre speliajaca nietrywialna tozsamosé wielomianowa nazywamy Pl-algebrq.
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3.1 Sformulowanie gléwnego rezultatu

Gléwnym celem tego i nastepnego rozdziatu jest wyodrebnienie w klasie punktowych
algebr Hopfa warunkéw gwarantujacych zachowanie wlasnosci bycia Pl-algebra przy
przejéciu od podalgebry niezmiennikéw A do algebry A na ktéra dziala dana al-
gebra Hopfa H. Przypomnijmy najpierw znane Twierdzenie Kharchenki o dziataniu
skoriczonych grup na algebry pétpierwsze (por. [Mo80, Tw. 6.5 1 6.8]).

Twierdzenie 3.1.1. Niech G bedzie skonczona grupa automorfizmow potpierwszej al-
gebry A. Zatdimy, Ze podalgebra punktow statych AS spetnia tozsamosé wielomianowq
stopnia d. Wowczas algebra A spetnia standardowa tozsamos$é wielomianowq stopnia
d - |G|, jesli zachodzi jeden z nastepujacych warunkow:

1. ([Kh74]) charakterystyka ciala k nie dzieli rzedu grupy G.
2. ([Kh75]) A jest algebrq zredukowang.

Przyklad G.M. Bergmana, do ktérego nawiazaliSmy we Wstepie, dotyczy natomiast
dzialania skonczonej p-grupy G, na algebre pierwsza charakterystyki p, w ktérym
podalgebra punktéw stalych zawiera niezerowe idealy nilpotentne. Przez w(kG))
oznaczmy ideal augmentacji modularnej algebry grupowej kG,,. Jak wiadomo, w(kG))
jest ideatem nilpotentnym (por. [Pa77, Lemat 3.1.6]). Rownoczesnie, w(kG,) jest ko-
idealem punktowej algebry Hopfa kG, kowymiaru 1 rozpietym nad cialem k na sko$nie
prymitywnych elementach postaci 1 — g, gdzie ¢ € G, 1 normalizowanym przez

grupe G): [deGp ay(1— g)} h=h [deGp ay(1— hilgh)], gdzie h € G, oy € k.
Nawiazujac do tytutu rozdziatu, przez prawie nilpotentne dziatanie algebry Hopfa kG,
bedziemy rozumie¢ nilpotentne dzialanie koideatu w(kG,).

W tym rozdziale udowodnimy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.1.2. Niech H bedzie punktowa algebrq Hopfa generowanag jako al-
gebra przez skoniczona grupe G = G(H) elementéw grupopodobnych oraz koideal A
rozpiety nad ciatem k na skosnie prymitywnych elementach i normalizowany przez al-
gebre grupowq kG, tj. AkG = kG. Niech ponadto A bedzie potpierwszq H-modutowq
algebra taka, Ze:

1. A dziala nilpotentnie na A, tj. A" - A =0 dla pewnego n > 1.
2. podalgebra niezmiennikéw A* jest potpierwsza.

3. wymiar dziatania A na A jest skonczony i wynosi N.

Wowczas A jest Pl-algebrq wtedy i tylko wtedy, gdy A* jest Pl-algebra.
Przyktad Bergmana pokazuje, ze zalozenie o pélpierwszosci podalgebry A jest istotne.

Zauwazmy, ze warunek o normalizowaniu koidealu 2 przez algebre grupowa kG
pociaga za soba G-niezmienniczoéé podalgebry A%. Punkty stale dzialania grupy G na
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podalgebre A% pokrywaja sie z niezmiennikami dzialania algebry Hopfa H na algebre
A: (AN = A, Jako bezposrednia konsekwencje Twierdzenia Kharchenki 3.1.1, za-
stosowanego do pélpierwszej algebry A%, otrzymujemy teraz nastepujacy wniosek.

Wnhiosek 3.1.3. Przy zalozeniach Twierdzenia 3.1.2, jesli dodatkowo chark 1 |G| lub
A jest algebrq zredukowana, to A jest Pl-algebra wtedy i tylko wtedy, gdy A jest
Pl-algebrq.

3.2 Znane fakty o Pl-algebrach

Zanim przystapimy do dowodu Twierdzenia 3.1.2 podamy najpierw te wiasnosci PI-
algebr, z ktorych bedziemy korzystali. Ich uzasadnienie mozna znalez¢ w prawie kazdej
monografii poswieconej teorii Pl-algebr, m.in. D.S. Passmana [Pa77, Roz. 5.

Lemat 3.2.1. o linearyzacji (I. Kaplansky, [K48]; por. [Pa77, Lemat 5.1.1]) Jesli
algebra A spetnia tozsamoscé wielomianowq stopnia d, to A spelnia tozsamosé wieloli-
niowq stopnia d.

Twierdzenie 3.2.2. (S.A. Amitsur, J. Levitzki, [AL50]; por. [Pa77, Lemat 5.1.9])
Algebra macierzy My(k) spetnia standardowq tozsamo$é wielomianowaq stopnia 2d.

Mozna pokazad, ze 2d jest najmniejszym stopniem sposrod stopni wszystkich nietry-
wialnych tozsamosci wielomianowych spelianych przez algebre macierzy My(k).

Dla dowolnego niezerowego pierscienia R i dowolnego R-modutu M przez Endg(M)
oznaczyliSmy pierécien wszystkich R-endomorfizméw M. Przypomnijmy, ze R-modutl
M nazywamy nieprzywiedinym, jesli RM +# 0 oraz M nie zawiera wilasciwych
R-podmodutéw. Zgodnie z Lematem Schura, dla nieprzywiedlnego R-modulu M,
Endg(M) jest pierScieniem z dzieleniem. Przypomnijmy dalej, ze R-modul M na-
zywamy wiernym, jesli anng(M) = 0. Wreszcie, lewostronny ideat J pierdcienia R
nazywamy regularnym, jesli istnieje element a € R taki, ze r — ra € J dla wszystkich
r € R. Méwimy, ze niezerowy pierscien R jest lewostronnie prymitywny, jesli spenia
nastepujace rownowazne warunki:

1. istnieje wierny i nieprzywiedlny R-modut.

2. istnieje regularny i maksymalny ideal lewostronny pierscienia R nie zawierajacy
niezerowych idealéw pierécienia R.

Latwo wida¢, ze kazdy prosty pierscien z jedynka jest lewostronnie prymitywny.

Twierdzenie 3.2.3. (I. Kaplansky, [K48]; por. [Pa77, Tw. 5.3.4]) Niech A bedzie lewo-
stronnie prymitywnag algebrq spetniajacq tozsamosé wielomianowa stopnia d. Ustalmy
wierny 1 nieprzywiedlny A-modut M. Dodatkowo oznaczmy algebre z dzieleniem D =
Enda(M). Wtedy:
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1. Dla pewnej liczby naturalnej t < §, algebry A i M,(D) sq izomorficzne.

2. Niech F = Z(D). Wowczas Z(A) = F jest ciatem oraz wymiar algebry A nad
ciatem F jest skoniczony i wynosi dimg A = m? dla pewnego m < %l.

3. F-algebra A wktada sie w algebre macierzy M,,(E), gdzie E O F jest maksymal-
nym podciatem D.

Bezposrednio z Twierdzen Amitsura-Levitzkiego 3.2.2 i Kaplansky’ego 3.2.3 wynika,
ze kazda skoriczenie wymiarowa prosta k-algebra A z jedynka spemia standardowa
tozsamos¢ wielomianowa stopnia nie wigkszego niz 24/dimy A. Stosujac teraz Twier-
dzenie Wedderburna otrzymujemy nastepujacy wniosek.

Whiosek 3.2.4. Kazda skonczenie wymiarowa potpierwsza k-algebra A spetnia stan-
dardowq tozsamosé wielomianowa stopnia nie wiekszego niz 2+/dimy A.

Whniosek 3.2.5. Zatoimy, Ze algebra A z jedynkq zawiera jako podalgebre algebre
z dzieleniem D z tq sama jedynka oraz wymiar algebry A traktowanej jako prawo-
stronna przestrzen lintowa nad D jest skonczony i wynosi dimp A = t. Jesli D spetnia
tozsamos$cé wielomianowq stopnia d, to A spetnia standardowa toisamosé wielomia-
nowaq stopnia dt.

Dowdd. Dla dowolnego elementu a € A przez l,: A — A oznaczmy mnozenie z lewej
strony przez a. Mozemy latwo pokazaé¢, ze odwzorowanie a +— [, zanurza algebre A
w algebre endomorfizméw algebry A traktowanej jako prawostronny D-modut. Po-
zwala nam to utozsami¢ A z pewna podalgebra algebry macierzy M;(D). Dla dowodu
wniosku wystarczy zatem pokazaé, ze algebra M;(D) spehia standardowa tozsamosé
wielomianowa stopnia dt. Oznaczmy F = Z(D). Ustalmy maksymalne podcialo E D F
algebry z dzieleniem D i rozwazmy F-algebre D ®@p E. Zgodnie z [Pa77, Lemat 5.3.3],
istnieje wierny i nieprzywiedlny D ®p E-modul M taki, ze Endpg g M = E. Poniewaz
rownoczesnie D ®p E spelnia tozsamos$¢ wielomianowa stopnia d, wiec na mocy Twier-
dzenia Kaplansky’ego 3.2.3, dla pewnej liczby naturalnej ¢ < g, F-algebry D ®@p E
i My (E) sa izomorficzne. Korzystajac teraz z [Pa77, Lemat 5.3.2] otrzymujemy:

M,(D) € M,(D) ®¢ E = M,(D ®p E) = M,(My(E)) 2 My (E).

Teza wniosku wynika teraz bezposrednio z Twierdzenia Amitsura-Levitzkiego 3.2.2.
m

Twierdzenie 3.2.6. Niech I # 0 bedzie ideatem pdlpierwszej algebry A. Wowczas:
1. Z(I)=Z(A) N 1.

2. (L.H. Rowen, [Ro73|; por. [Pa77, Lemat 5.4.9]) Jesli dodatkowo A jest PI-
algebra, to Z(A) NI #0.
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Dla dowodu podpunktu pierwszego wystarczy pokaza¢ zawieranie Z (1) C Z(A). Niech
z€ Z(I), x € A. Wtedy dla dowolnych ¢ € I, a € anns (/) zachodzi réwnos¢:

(zx —zz)(i + a) = (zax — x2)i = z(xi) — x(zi) = (vi)z — z(iz) = 0.

Z réwnosci tej wynika juz teza: zx — xz € anna( @ anny (1)) = 0.

Uwaga 3.2.7. Dla zredukowanej Pl-algebry A, Twierdzenie 3.2.6 mozna rozszerzy¢
na niezerowe jednostronne ideaty algebry A.

3.3 Lematy pomocnicze

Dowdd Twierdzenia 3.1.2 rozpoczynamy od pomocniczych lematdw.

Lemat 3.3.1. Niech E bedzie niezerowq skonczenie wymiarowq nilpotentnag podal-
gebra algebry Endy (V') endomorfizmow przestrzeni liniowej V' nad ciatem k. Dodat-
kowo oznaczmy VE = {v € V | e(v) =0 dla wszystkich e € E}. Wtedy istnieje liczba
naturalna m < dimy E oraz elementy eq, es, ..., e, € E takie, ze:

1. kere; NkeresN...Nkere, = VF #£0.

2. tancuch podprzestrzeni:
V=1,2Vi2V2...0V,=VF

zadanych wzorem V; = V;_y Nkere; spelnia warunek e;(V;—1) C V; dla kazdego
1< <m.

Dowéd. Przeprowadzimy dowdd indukeyjny ze wzgledu na dimy E. Jedli dimy F = 1,
to dla kazdego niezerowego elementu e € F mamy E = ke oraz e = 0. Latwo widad,
ze e spelnia warunki wymienione w tezie lematu.

Przypusémy teraz, ze dimy £ > 1. Niech n (n > 2) bedzie najmniejsza liczba na-
turalna dla ktérej E® = 0. Ustalmy niezerowy element e; € E" ! i oznaczmy
Vi = kere;. Wowezas V) jest niezerowa podprzestrzenia V' niezmiennicza ze wzgledu
na dzialanie algebry E. Mamy wiec naturalny homomorfizm 6: £ — Endy(V]) algebr
przyporzadkowujacy endomorfizmowi e € E przestrzeni V' jego obciecie do podprze-
strzeni V;. Jasnym jest, ze jesli 0(E) = 0, to e; spelnia warunki podane w tezie lematu.
Zalézmy teraz, ze O(E) # 0. Oczywiscie §(F) jest nilpotentna podalgebra algebry
Endg (V7). Réwnoczesnie, poniewaz e; € kerd, wiec dimy 0(E) < dimy F. Mozemy
zatem stosowaé zalozenie indukcyjne. Wynika z niego, ze istnieje liczba naturalna
m — 1 < dimy 0(E) oraz elementy eg, €3, ..., e, € E takie, ze:

1. kerf(es) Nkerf(es) N ... Nkerf(ey,) = V%) £ 0.

2. tancuch podprzestrzeni:
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VidVeDd V3D ...DV, =P

okreslonych wzorem V; = V;_; Nker#(e;) spemia warunek 6(e;)(V;_1) C V; dla
kazdego 2 < i < m.

Pozostaje na koniec zauwazy¢ jeszcze, ze V,%F) = VE oraz dla kazdego 1 < i < m
zachodzi: V; = V;_y Nkere;, ;(Vi_1) C V.
m

Lemat 3.3.1 zastosujemy w nastepujacym kontekscie. Niech H bedzie algebra Hopfa,
2 - koidealem w H i A - niezerowa H-modulows algebra taka, ze:

1. 24 dziata nilpotentnie na A.
2. wymiar dzialania 2 na A jest skonczony i wynosi N > 1.

Rozwazmy homomorfizm n: H — Endg(A) algebr z jedynka indukowany przez
dziatlanie H na A. Przypomnijmy, ze w Podrozdziale 1.2 przez E(2() oznaczylismy pod-
algebre algebry Endy(A) generowana przez w(2). Algebra F(2() w oczywisty sposéb
spelia zalozenia Lematu 3.3.1. Wynika z niego, ze istnieje liczba naturalna m < N
oraz elementy hq, ho, ..., h,, € H takie, ze:

1. W(hl), W(hg), Ce 77'('(hm) S E(Q[)
2. kerm(hy) Nkerw(hy) N ... Nker w(h,,) = A% #£ 0.

3. tancuch podprzestrzeni:
A=A DA DA D...D A, =A*

zdefiniowanych dla kazdego 1 < i < m jako A; = A;_; N kerm(h;) spelia
warunek w(h;)(A;_1) C A;.

Latwe obliczenia pokazuja, ze dla kazdego h € H odwzorowanie liniowe w(h): A — A
jest w istocie endomorfizmem Af-bimodutu A. Mamy wiec ciag homomorfizméw:

) (h2) 7 (hm)

Ay — .. = Ay —= A, = A%

A=Ay M, 4,

A" _bimoduléw spelniajacy warunek A; = A; 1 Nkern(h;) dla kazdego 1 < i < m.
Z ostatniej réwnosci wynika natychmiast zanurzenie A; 1/A; — A;. Zalézmy teraz
dodatkowo, ze A jest algebra z jedynka i zawiera jako podalgebre algebre z dzieleniem
D C Af 7 ta sama jedynka. Wtedy A;_1/A; zanurza sie w A; réwniez jako prawo-
stronna przestrzen liniowa nad D. Zauwazmy dalej, ze jesli wymiar przestrzeni liniowej
A; traktowanej jako prawostronna przestrzen liniowa nad D jest skoniczony, to réwniez
wymiar przestrzeni liniowej A; ; traktowanej jako prawostronna przestrzen liniowa
nad D jest skoficzony i wynosi dimp A;_; = dimp A;_1/A; + dimp A; < 2 - dimp A;.
Korzystajac z powyzszej nieréwnosci tatwo dowodzimy teraz za pomoca indukcji druga
czesé nastepujacego wniosku. Pierwsza czesé wniosku jest bezposrednia konsekwencja
Lematu 3.3.1.
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Whniosek 3.3.2. Niech H bedzie algebrq Hopfa, A - koideatem w H 1 A - niezerowa
H-modutowa algebrq takaq, ze:

1. A dziala nilpotentnie na A.
2. wymiar dziatania A na A jest skonczony i wynosi N.
Wtedy:

1. Kazda niezerowa A-niezmiennicza podprzestrzen V' algebry A zawiera niezerowe
niezmienniki, tj. V= #£ 0.

2. Zatozmy dodatkowo, ze A jest algebrq z jedynka i zawiera jako podalgebre algebre
z dzieleniem D C A™ 2z tq sama jedynkq. Jesli wymiar podalgebry niezmiennikéw
A traktowanej jako prawostronna przestrzen liniowa nad D jest skoriczony, to
rowniez wymiar algebry A traktowanej jako prawostronna przestrzen liniowa nad
D jest skoriczony i wynosi dimp A < 2V - dimp A%,

Lemat 3.3.3. Niech H bedzie punktowa algebrq Hopfa i A - potpierwsza H-modutowq
algebra takaq, ze wymiar dziatania H na A jest skonczony. Wtedy kazdy istotny ideat
algebry A zawiera H-niezmienniczy istotny ideat algebry A.

Dowéd. Przyjmijmy oznaczenie G = G(H). Ustalmy homomorfizm 7: H — Endy(A)
algebr z jedynka indukowany przez dzialanie H na A.

Rozwazymy najpierw przypadek, gdy n(H) # 7(kG). Z Twierdzenia Tafta-Wilsona
1.1.7 wynika, ze istnieje liczba naturalna m, elementy cy, cs, ..., ¢, € H oraz rodzina
podprzestrzeni {H, },, ., taka, ze:

1. kxGCHy,CH, CH,C...CH,,=H.

2. 7(G) jest skoriczona grupa automorfizméw algebry Ain(Hy) = 7(kG) = kn(G).
3. m(H;) = m(H;i—1) + kn(c;) dla kazdego 1 <i < m.

4. Alg) € ®g+h®c; + Hi 1 ® H; 1 dla kazdego 1 < i < m, gdzie g, h € G.

Dla dowolnej podprzestrzeni H; oraz dowolnego ideatlu I algebry A oznaczmy przez

H; - I przestrzen liniowa generowana przez wszystkie elementy postaci h; - a, gdzie
h;, € H;, a € 1.

Niech teraz I bedzie istotnym idealem algebry A. 7Z warunku drugiego tatwo widac,
ze gec 9 - 1 jest Ho-niezmienniczym istotnym idealem A zawartym w [. Bez straty
ogélnosci mozemy zatem przyjac, ze I jest Hp-niezmienniczym istotnym ideatem A.
Zauwazmy dalej, ze dla kazdego elementu ¢; € H speliajacego warunek czwarty
zachodzi ¢; - I? C I + (Hi—y - ])27 Stosujac teraz indukcje wzgledem ¢ = 1,2,...,m
tatwo dowodzimy, ze H; - [*° C I 2 W szczegolnosci:

H-1*=H, -I?"CI? " ClI.
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Réwnoczeénie z Lematu 1.2.2 wynika, ze H - I?" jest H-niezmienniczym idealem al-
gebry A zawierajacym istotny ideat I?" algebry A. H - I?*" jest zatem szukanym
H-niezmienniczym istotnym ideatem A zawartym w [.

Przypadek, gdy n(H) = n(kG) jest oczywisty.

3.4 Dowdd gléwnego rezultatu

Jestedmy juz przygotowani do dowodu Twierdzenia 3.1.2.

Jak wiadomo, dzialanie punktowej algebry Hopfa H na pdlpierwsza algebre A jedno-
znacznie przedhuza sie do dziatania algebry H na pierscien ulamkéw symetrycznych
Q = @Q°(A) (S. Montgomery, [Mo93a]; por. [Mo93b, Stw. 6.4.5, Tw. 6.4.6]). Na
poczatek pokazemy, ze algebra () spelnia wszystkie zalozenia dowodzonego twier-
dzenia. To pozwoli nam przenie$¢ ciezar dowodu na algebre (). Dowdd twierdzenia
przeprowadzimy w kilku krokach.

Krok 1. Jesli I jest H-niezmienniczym istotnym ideatem algebry A, to:
1. I* jest G-niezmienniczym istotnym ideatem algebry A*.
2. Lanng((Z(I1™))%) = r.anng((Z(I*))%) = 0.

Dowdd. Bezposrednio z Wniosku 3.3.2 oraz rozwazan poprzedzajacych Wniosek
3.1.3 wida¢, ze I* jest niezerowym G-niezmienniczym idealem algebry A*. Oznaczmy
J = Lanny, (I*). Dla dowodu podpunktu 1 wystarczy pokazaé, ze J = 0. Przypusémy,
ze jest inaczej. Wtedy J oraz IJ sa niezerowymi 2-niezmienniczymi lewostronnymi
idealami algebry A. Z Wniosku 3.3.2 wynika teraz, ze (IJ)* jest niezerowym le-
wostronnym ideatem algebry A%. Réwnoczesnie (IJ)*(IJ)* C JI* = 0 co pro-
wadzi do sprzecznosci z poélpierwszoscia algebry A*. Pokazaliémy tym samym, ze
Lann (%) = 0. W szczegdlnodei ann 4o (1) = 0 z czego wynika juz teza.

2. Z Twierdzenia Rowena 3.2.6 zastosowanego do pélpierwszej Pl-algebry A% wynika,
ze:

Z(I%) = Z(AM NI £0.

Otrzymujemy algebre zredukowana Z (1), na ktéra dziata skoficzona grupa G poprzez
automorfizmy algebry. Z Twierdzenia Kharchenki 1.2.5 o istnieniu nietrywialnych
punktéw statych tatwo widaé, ze (Z(I*)¢ # 0. Oznaczmy K = annya ((Z(1%))%).
Twierdzimy, ze K = 0. Zalézmy, ze jest to nieprawda. Wtedy K NI jest niezerowym
G-niezmienniczym ideatem algebry A%. Stosujac ponownie Twierdzenia Rowena 3.2.6
i Kharchenki 1.2.5 otrzymujemy niezerowy (G-niezmienniczy ideal:

ZIKNIMN =ZAY)NKNI*=KnZ(I%

w Z(A*) i (Z(K N I*)% # 0. Prowadzi to do sprzecznosci:

45



(Z(KNI)YZ(KNT)S C K(Z(I%)" =0
z tym, ze centrum Z(A%) jest zredukowane. Mamy wiec:
A% N Lanny ((Z(1M)%) = A% Nr.anna((Z(1%)9) = 0.

Korzystajac z Wniosku 3.3.2 oraz ogdlnych wlasnosci pierscienia utamkow symetrycz-
nych otrzymujemy ostatecznie:

Lanng ((Z(1?%))%) = r.anng((Z(1*))%) = 0.

Krok 2.
1. A dziata nilpotentnie na Q).

2. Podalgebra niezmiennikéw Q* jest pétpierwsza.
3. Wymaar dziatania 2 na Q jest skonczony i wynosi N.

4. Istnieje naturalne wlozenie algebry Q% w pierscier utamkoéw symetrycznych
Q*(A%) algebry A*. W szczegdlnosci algebry A* i Q% spelniaja te same
tozsamosct wieloliniowe.

Dowéd. Oznaczmy przez 2A podalgebre H generowana przez 2l. Aby udowodni¢ pod-
punkty 1 i 3 wystarczy pokazaé, ze dla kazdego elementu h € 2 z réwnosci h- A =0
wynika A - Q) = 0. Niech ¢ € Q). Rozwazmy H-niezmienniczy istotny ideat I algebry
A taki, ze Iq C Aiql C A. Ideal taki istnieje na mocy Lematu 3.3.3. Wtedy dla
kazdego a € (Z(I*))¢ zachodzi réwnosé:

(h-qa=h-qa€h-qgl Ch-A=0.

Wynika z niej, ze h - ¢ € Lanng((Z(I*))¥) = 0, przy czym ostatnia réwno$¢ wynika
z Kroku 1. Tak wiec h - Q) = 0.

2. Rozwazmy dowolny element ¢ € Q* dla ktérego zachodzi ¢@Q%q = 0. Wybierzmy
H-niezmienniczy istotny ideal I algebry A taki, ze I¢ C Aiql C A. Wéwcezas [?q jest
lewostronnym ideatem algebry A*. Poniewaz réwnoczesnie (I%q)? C I*(qI%q) = 0,
wiec z pélpierwszosci A% otrzymujemy [%g = 0. Tak wiec ¢ € r.anng(/*) = 0 co
dowodzi ostatecznie pétpierwszosci Q2.

4. Bezposrednio z Kroku 1 wynika, ze dla kazdego elementu ¢ € Q% istnieje istotny
ideal I* algebry A* taki, ze [%q C A% i qI* C A* Rozwazmy teraz dowolny
istotny ideat J algebry A* taki, ze ¢J = 0. Poniewaz (I%q)J = I*(qJ) = 0, wiec
I"q C annya(J) = 0 i wobec tego ¢ € r.anng(I®) = 0. Analogicznie dowodzimy
implikacje: J¢g = 0 = q = 0. Powyzsze spostrzezenia pozwalaja nam zanurzy¢ al-
gebre Q% w algebre Q*(A%). Dowdd drugiej czesci podpunktu 4 wynika natychmiast
z ogdlnie znanej wlasnosci pierscieni utamkéw Martindale’a: jesli R jest pélpierwsza
Pl-algebra, to pierscien utamkéw symetrycznych Q°(R) spelnia te same tozsamosci
wieloliniowe co algebra R. [
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Przypomnijmy, ze w Podrozdziale 2.4 przez C' oznaczyliSmy rozszerzony centroid al-
gebry A. Kolejnym celem jest wskazanie zwiazku miedzy algebra (Z(Q%))% i jej pod-
algebra CH.

Krok 3. Dia dowolnego elementu a € (Z(Q%))¢ wewnetrzne réiniczkowanie ad, jest
nilpotentne.

Dowéd. Rozwazmy homomorfizm 7: H — Endy,(Q) algebr z jedynka indukowany
przez dzialanie H na (). Jak wczesniej zauwazylismy, dla kazdego elementu h € H
odwzorowanie liniowe 7(h) jest w istocie endomorfizmem Qf-bimodutu @Q z czego
latwo wynika, ze w(h)oad, = ad,om(h). Ponadto z rozwazan poprzedzajacych Wniosek
3.3.2 wynika, ze istnieje liczba naturalna m < N, elementy hq, hs, ..., h,, € H oraz
rodzina {Q;}y<;<,, @7-podbimoduléw @ taka, ze:

LQ=Q20Q12@22...2Q,=0Q%
2. Q; = Qi1 Nkerm(h;) dla kazdego 1 <i < m.
3. w(hi)(Qi—1) C Q; dla kazdego 1 < i < m.
Pokazemy teraz w oparciu o indukcje wzgledem ¢ = 0,1,...,m, ze:
(8d0)? (Qu-s) = 0.

Dla i = 0 teza wynika natychmiast z zalozenia, ze a € Z(Q%). Przypuéémy, ze réwnosé
zachodzi dla 0 <7 < m. Wtedy:

((ans) © (ada)* ) Qmi+1) = ((ada)* © 7 (hn-i))(@Qm—i+1)) € (ada)* (Quu—s) = 0.

Tak wiec mamy:

(ada)? (Qum—(i+1)) € Qum—ivrn) Nker T(hp—i) = Qi

z czego wynika w prosty sposob teza:

(ade)”" (Qu—i+1) = ((ada)* © (ada)” ) (Qm-i+1) € (ada)* (Qu—i) = 0.

W szcezegdlnosci (ad,)?” (Q) = 0.

[
Jedli chark = p # 0, to dla kazdego a € (Z(Q™))“ zachodzi réwnosé¢ ad .~ (Q) =
(ad,)?" (Q) = 0. Wynika z niej, ze a?" € C N QY = CH. Pozostal do rozwazenia
przypadek, gdy chark = 0.

Krok 4. Jesli chark = 0, to koideal 2 dziata trywialnie na C%, tj. zachodzi réwnosé
cH = (¢,
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Dowéd. 7Z zalozenia wiemy, ze algebra H generowana jest przez elementy: grupopo-
dobne oraz skoénie prymitywne. Aby zatem udowodnié¢ réwnosé¢ CH = C% musimy
pokazaé, ze wszystkie elementy skosnie prymitywne algebry H dzialaja trywialnie
na C%. Zauwazmy dalej, ze dla dowolnych elementéw grupopodobnych g, h algebry
H, element k € P,,(H) dziala trywialnie na C¢ wtedy i tylko wtedy, gdy element
kg' € Pyp,-1(H) dziala trywialnie na C¢. Mozemy zatem ograniczy¢ sie do ele-
mentéw (1, g)-prymitywnych, gdzie g € G. Zauwazmy wreszcie, ze wymiar dzialania
H na @ jest skonczony. Wynika z tego, ze H dziala na () poprzez k-algebraiczne
odwzorowania liniowe.

Dla dowodu Kroku 4 wystarczy zatem pokazaé, ze dla dowolnego automorfizmu o
algebry @ skonczonego rzedu, k-algebraiczne o-rézniczkowanie o algebry () dziala try-
wialnie na C'. Przypadek o = idg wynika bezposrednio z Wniosku 2.3.6. Przypusémy,
ze teza jest falszywa dla pewnego automorfizmu o # idg. Ustalmy element ¢ € C7
taki, ze 0(c) # 0 i oznaczmy ¢ = §(c). Wowcezas dla kazdego = € @) zachodzi:

qr = 0(c)x = d(cx) — cd(x) = 0(xc) — §(x)e = o(x)d(c) = o(x)q.
7 réwnosci tej wynika, ze:

1. ¢ nie jest elementem nilpotentnym. W przeciwnym razie otrzymalibysSmy
sprzecznos¢ z potpierwszoscia ).
2. ¢"r = o"(z)q" dla kazdej liczby naturalnej r.

W szcezegdlnosei jesli rzad automorfizmu o jest réwny r (r > 2), to ¢" € C.

3. o(q)x = o(qo!(x)) = o(xq).
Ktadac teraz x = ¢"! oraz v = ¢ w réwnosciach qr = o(x)q oraz o(q)z = o(zq),

odpowiednio, otrzymujemy:

¢ =q¢ " =0(@ "g=0(g?)o(q)g=0o(q¢"?)o(¢®) = a(q").

Tak wiec mamy 0 # ¢" € C' N Q7 = C?. Znana wtasno$¢ pierscieni utamkow Martin-
dale’a méwi, ze rozszerzony centroid pierscienia utamkow symetrycznych pokrywa sie
z jego centrum (por. [BMM96, Stw. 2.1.10]). Wynika z niej i ze Stwierdzenia 2.4.4,
ze C'7 jest pierscieniem regularnym w sensie von Neumanna. Mozemy zatem znalezé
element a € C° dla ktérego zachodzi ¢" = ag* . Przyjmijmy e = aq". Bezposrednio
sprawdza sie, ze e € C7 jest niezerowym idempotentem i d(e) = 0.

Rozwazmy dalej odwzorowanie d = l,~—1 0 9, gdzie [, oznacza mnozenie z lewej strony
przez x. Zauwazmy, ze d jest rézniczkowaniem algebry @). Istotnie dla dowolnych
x,y € () mamy:

d(zy) = ¢ 6(xy) = ¢ 0(x)y + ¢ o(x)o(y) =
= ¢ '5(x)y + 2" (y) = d(x)y + zd(y).

Ponadto:
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leag 0 d =leqg0lyr-10d =1.009.

Przypomnijmy, ze zgodnie z zalozeniem, ¢ jest k-algebraicznym o-rézniczkowaniem
algebry @. Ustalmy unormowany wielomian w(t) € k[t] taki, ze w(d)(z) = 0 dla
wszystkich z € Q. Oznaczmy m = st(w). Poniewaz 6 o [, = [, o §, wiec:

W(leag © d)(ex) = w(le 0 d)(ex) = ew(d)(x) =0

dla kazdego = € (). Pokazemy teraz, ze rézniczkowanie d algebry () obciete do idealu
e@ jest eQ)-algebraicznym rézniczkowaniem algebry e). W tym celu zauwazmy naj-
pierw, ze dla dowolnego z € @ zachodzi réwnos¢ d o l, = [, o d + lge). Stosujac
teraz indukcje tatwo dowodzimy, ze dla kazdej liczby naturalnej j < m mozna znalezé
elementy ag, a1, ...,a;-1 € eQ), ag = 0, takie ze:

(e 0P =gy o + 31 o
7 powyzszych rozwazan widac juz, ze istnieja elementy bg, by, ..., b,_1 € eQ takie, ze:
(eaq)™d™(x) + bp_1d™ H(x) + ... + byd(z) + box = 0

dla wszystkich x € e@). Pozostaje nam na koniec zauwazy¢, ze eaq jest elementem od-
wracalnym w e(). Dowiedlismy tym samym, ze rézniczkowanie d algebry () obciete do
ideatu e() jest eQ)-algebraicznym rézniczkowaniem péipierwszej algebry e@). Z Wnio-
sku 2.3.6 wynika teraz, ze d dziala trywialnie na Z(e() co prowadzi ostatecznie do
Sprzecznosci:

q¢" =eq" = (lpp-100)(ec) =d(ec) € d(eC) C d(Z(eQ)) = 0.

Dowdéd Kroku 4 zostal tym samym zakonczony.

Krok 5. Jesli chark = 0, to C1 = (Z(Q%))“.

Dowdd. Dowodu wymaga tylko inkluzja (Z(Q%))¢ C C*H. Niech wiec a € (Z(Q%))°.
Wtedy, na mocy Kroku 3, wewnetrzne rézniczkowanie ad, algebry @ jest nilpotentne.
Z [Gr92, Wn. 8] wynika teraz, ze istnieje liczba naturalna m oraz element ¢ € C' taki,
ze (a—c)™ = 0. Poniewaz a jest punktem statym dziatania grupy G na algebre @, wiec
dla kazdego g € G zachodzi (a — g - ¢)™ = 0. Zauwazmy dalej, ze {a —g-c| g € G}
jest skonczonym zbiorem parami przemiennych elementéw. Latwo stad widaé juz, ze:

(1G] - a —tr(e)"™ = (3 eqla—g - )™ =0,

gdzie tr(c) = > .o g - ¢ oznacza slad elementu c. Réwnoczesnie, na mocy Kroku 4,
tr(c) € C¢ = CH. Tak wiec:

|G| - a—tr(c) € (2(QM))°.
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7 péipierwszodci algebry Q% tatwo wynika teraz, ze |G| - a — tr(c) = 0. Tym samym
aeCH,
[

Ustalmy dowolnie wybrany maksymalny ideal P algebry C* i oznaczmy S = CH \ P.
Zastosujemy teraz Stwierdzenia 2.4.4 i 2.5.4 wraz z Krokiem 2, z ktérych wynika, ze:

1. Qg jest polpierwsza H-modulowa algebra.

2. 2 dziala nilpotentnie na Qg z pdlpierwsza podalgebra niezmiennikéw (Qg)*
speliajaca nietrywialna tozsamos¢ wielomianowa oraz wymiar dziatania 2 na
Qs jest skonczony nie wiekszy niz N.

3. Podalgebra (Qg)* jest niezmiennicza ze wzgledu na dziatanie grupy G.
4. (Z2((@s)M)F = ((2(@%)%)s.

5. Z(Qs) N (Qs)" = (CH)g jest ciatem zawartym w centrum algebry (Qg)>.

Krok 6.
1. (Z((Qg)™)Y jest ciatem.

2. Algebra (Qs)* jest sumaq prostq co najwyzej |G| prostych algebr z jedynkaq.

Dowdéd. Podpunkt 1 wynika natychmiast z uwagi poprzedzajacej Krok 4 oraz Kroku
5.

2. Bezposrednio z Twierdzen Rowena 3.2.6 i Kharchenki 1.2.5 zastosowanych do
péipierwszej Pl-algebry (Qs)* wynika, 7ze kazdy niezerowy G-niezmienniczy ideat alge-
bry (Qg)* przecina nietrywialnie (Z((Qs)%))¢ i tym samym zawiera elementy odwra-
calne. Tak wiec (Qg)* jest polpierwsza G-prosta algebra. Korzystajac teraz z [Fi79)
(por. [Mo80, Wn. 5.16]) otrzymujemy teze.

O

Dowéd Twierdzenia 3.1.2. Przyjmijmy, ze podalgebra niezmiennikéw A% speia
tozsamos¢ wielomianowa stopnia d.

Zgodnie z Krokiem 6, algebra (Qs)* jest suma prosta co najwyzej |G| prostych algebr
z jedynka:

(Qs)*=A10Ad...0 A,.
Z Twierdzenia Rowena 3.2.6 latwo widac, ze:
Z(Q9)*) = Z(A) @ Z(A) @ ... D Z(An).
Jak wynika z Twierdzenia Kaplansky’ego 3.2.3 zastosowanego do algebry A;,
dimza,) A; < (;—1)2

dla kazdego 1 < ¢ < m. Rownoczesnie, na mocy Wniosku 1.3.6,
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dimz((gq)2)e Z2((Qs)*) < |GI.

Tak wiec mamy:
dimz((@g)e (Qs)™ < () - |G

Z Wniosku 3.3.2 latwo widaé teraz, ze wymiar algebry Qs traktowanej jako prawo-
stronna przestrzen liniowa nad (Z((Qs)*))“ jest skonczony i wynosi:

dimz(ggyaye Qs < 2V - (3)* - |G,

Mozemy zatem stosowaé¢ Wniosek 3.2.5. Wynika z niego, ze algebra Qs spelia stan-
dardowa tozsamo$¢ wielomianowa stopnia nie wiekszego niz 2V (4)2.|G|?. Zauwazmy
dalej, ze stopien tozsamosci wielomianowej spelnianej przez algebre Qg nie zalezy od
wyboru idealu P. Dowodzi to, ze rowniez algebra () spelia standardowa tozsamosé
wielomianowa stopnia nie wiekszego niz 2V - (£)? . |G|

Zauwazmy na koniec, ze jesli chark = 0, to mozemy znacznie ograniczy¢ stopien
tozsamosci wielomianowej spelnianej przez algebre (). Zgodnie z Krokiem 5, wymiar
algebry Qs nad centralnym podciatem (C¥)g jest skofczony nie wiekszy niz 2V - (£)2-
|G|%. Z Wniosku 3.2.4 wynika teraz, ze algebra Qg spemia standardowa tozsamosé
wielomianowa stopnia nie wiekszego niz d - |G| - v2V. Tym samym réwniez algebra Q
spehia standardowa tozsamos$é wielomianowa stopnia nie wiekszego niz d - |G| - V2N,

[]

3.5 Zastosowania do dzialan konkretnych algebr
Hopfa

1. Modularna algebra grupowa.

Whniosek 3.5.1. Niech k bedzie ciatem charakterystyki p > 0, G - skonczonag grupa
rzedu podzielnego przez p 1 A - algebrq potpierwsza na ktora grupa G dziala poprzez
automorfizmy algebry. Zatoimy, ze grupa G posiada normalng p-podgrupe Sylowa G,
oraz, ze podalgebra punktéw stakych A% jest pélpierwsza. Wowczas A jest Pl-algebra
wtedy i tylko wtedy, gdy A® jest Pl-algebra.

Dowéd. 7Z rozwazan poprzedzajacych Twierdzenie 3.1.2 oraz samego Twierdzenia
3.1.2 latwo widaé, ze A jest Pl-algebra wtedy i tylko wtedy, gdy A% jest Pl-algebra.
Zgodnie z Twierdzeniem Kharchenki 3.1.1, zastosowanym do grupy ilorazowej G/G,
dzialajacej na algebre polpierwsza A®?, ma to miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy
(AG»)G/Gr = AC jest Pl-algebra.

O

2. Uniwersalna algebra obwiednia kolorowej algebry Liego. Ustalmy cialo k
charakterystyki réznej od 2. Niech A = Ay @ A; bedzie algebra pdtpierwsza zgrado-
wana przez grupe Zs i L = Lo ® Ly - skoniczenie wymiarowa nilpotentna superalgebra
Liego. Jesli chark > 2, to dodatkowo przyjmujemy, ze L jest ograniczona. Zalézmy
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rowniez, ze L dziala na A i wymiar tego dziatania jest skonczony, wreszcie podalge-
bra niezmiennikéw A% jest pélpierwsza Pl-algebra. Naszym celem bedzie pokazanie
w oparciu o Twierdzenie 3.1.2, ze réwniez A jest Pl-algebra. Zauwazmy na poczatek,
ze dla dowolnego rozszerzenia K ciala k, skalarne rozszerzenie A ® K algebry A jest
K-algebra zgradowana przez grupe Zs, na ktora dziala skonczenie wymiarowa nilpo-
tentna superalgebra Liego L ® K (ograniczona superalgebra Liego, gdy chark > 2)
z podalgebra niezmiennikéw (A @ K)F®K = AL @ K spehiajaca te same tozsamodci
wieloliniowe co podalgebra A% oraz wymiar tego dzialania jest skonczony. Przypo-
mnijmy dalej, ze skoriczone rozszerzenie K ciata k nazywamy rozdzielczym, jesli dla
kazdego elementu ciala K jego wielomian minimalny nad k posiada tylko jednokrotne
pierwiastki. Znana witasnos¢ algebr poétpierwszych méowi, ze dla dowolnej pétpierwszej
k-algebry R i dowolnego skonczonego rozdzielczego rozszerzenia K ciala k, K-algebra
R ® K jest pélpierwsza (por. [MS75, Stw. 2|, [BeC86, Lemat 3]). Pokazemy teraz,
ze istnieje skonczone rozdzielcze rozszerzenie K ciata k oraz podalgebra B algebry A
taka, ze:

1. B® K jest jednorodna L ® K-niezmiennicza podalgebra algebry A @ K zawie-
rajaca (A ® K)L®K,

2. jednorodne elementy L ® K dzialaja na B ® K jak nilpotentne rézniczkowania
i nilpotentne superrozniczkowania.

3. dla pewnej grupy I' mozna okresli¢ na A ® K strukture algebry zgradowanej
przez grupe I’ ze skoniczonym nosnikiem, z podalgebra B ® K jako jednostkowa
sktadowa [I'-gradacji.

Powyzsze stwierdzenie zostalo wlasciwie wczesniej udowodnione przez J. Bergena i P.
Grzeszezuka [BeG96, Lemat 3.2]. Przedstawimy teraz pokrétce ten dowdd.

Rozpatrzymy oddzielnie dwa przypadki, w zalezno$ci od charakterystyki ciala k.
Zalézmy najpierw, ze chark = p > 2. Dla dowolnej liczby catkowitej ¢ > 0 oraz
dowolnego elementu = € Ly przyjmijmy: z’) = z, 2"l = (zP1)P). Dla dowolnej
liczby 7 > 0 oznaczmy dodatkowo przez Z;) przestrzen liniowa rozpieta nad ciatem k
na wszystkich elementach postaci 2, gdzie z € Ly i [z, L] = 0. Mamy nierosnacy

ciag podprzestrzeni Lg:
Zoy2Z0) 222 2226 2 Z641) 2 -

Zauwazmy, ze dla dowolnych elementéw z,y € Z), a € k zachodza nastepujace
réwnosci: (x4 )P = 2Pl + ol (ax)lPl = aP2lPl Z réwnodci tych wynika, ze:

Z(i+1) = Link{z[p} | A Z(i)}

dla kazdego ¢ > 0. Nietrudne obliczenia pokazuja, ze jesli elementy 21, 2o, ..., 25 T0Z-
pinaja przestrzen liniowa Z(;), to elementy 7P 2Pl 2Pl rozpinaja przestrzen
liniowa Z(;11). Przypomnijmy, ze zgodnie z zatozeniem, L jest skoriczenie wymiarowa
superalgebra Liego, tak wiec dla pewnego m > 0 mamy Z(,) = Z(41). Oznaczmy
I = Z,). Z wczesniejszych spostrzezen wynika, ze I jest abelowym ograniczonym
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idealem algebry L zawartym w Ly, oraz jesli {z1, 2o, ..., 25} jest baza nad k ideatu I,
to {z1P 2P .. 2, P)} réwniez. Twierdzenie G. Hochschilda [Ho54] (por. [Mo93b, Tw.
2.3.3]) méwi, ze dla skoriczenie wymiarowej ograniczonej algebry Liego g nad ciatem k
charakterystyki p # 0, ograniczona uniwersalna algebra obwiednia u(g) jest pétprosta
wtedy i tylko wtedy, gdy g jest abelowa i g = kglPl. Zgodnie z nim, algebra u([)
jest pélprosta. Z [BeC86, Lemat 4] (por. [Mo93b, Wn. 2.3.5]) wynika teraz, ze istnieje
skoriczone rozdzielcze rozszerzenie K ciata k takie, ze u(/) ® K = KI™ dla pewnej
skoniczonej grupy I i dalej, z Przyktadu 1.2.6 wynika, ze AQK jest algebra zgradowana
przez grupe I, z jednostkowa skladowa I'-gradacji (AQK), = (AQK)"W®K = AIgK.
Jest rzecza oczywista, ze Al jest jednorodna L-niezmiennicza podalgebra algebry A.
Korzystajac z nilpotentnosci L mozna pokazaé, ze jednorodne elementy L dzialaja
na A’ jak nilpotentne rézniczkowania i nilpotentne superrézniczkowania. Wystar-
czy w tym celu wybra¢ n > 0 tak by [2P"] L] = 0 dla kazdego x € Ly. Wtedy
2 = (zP"HP™] € T dla kazdego x € Ly, z czego wynika w prosty sposéb teza.

Niech teraz chark = 0. Oznaczmy przez A, zbiér wszystkich elementéow a € A
spetniajacych warunek: 1(z)"(a) = 0 dla kazdego elementu x € Ly oraz pewnej liczby
naturalnej n = n(x,a), gdzie ¥: L — Do & D; jest homomorfizmem superalgebr
Liego indukowanym przez dzialanie L na A. Przypomnijmy, ze zgodnie z zalozeniem,
wymiar dziatania L na A jest skonczony i wynosi, powiedzmy, N. Wynika z tego, ze:

A, ={a € A|Y(x)"*(a) = 0 dla wszystkich = € Lg}.

Nietrudne obliczenia pokazuja, ze Ay, jest jednorodna podalgebra algebry A zawie-
rajaca AL. Twierdzimy, ze Ap, jest L-niezmiennicza. Stosujac indukcje wzgledem
j > 1 tatwo dowodzimy, ze dla dowolnych elementéw x € Ly, y € L zachodzi rownos¢:

V() o v(y) = Xise (¥ ((ads)'(y)) o ().

7 zalozenia pamietamy, ze L jest nilpotentna superalgebra Liego. Zatem istnieje liczba
naturalna m taka, ze (ad,)™(y) = 0. Poniewaz réwnoczesnie dla kazdego i < m—1 za-
chodzi ¢(x)N+m=1(AL,) = 0, wiec (¢ (x)N ™o (y))(AL,) = 0. To oznacza, ze Ar, jest
L-niezmiennicza podalgebra algebry A, tak jak twierdziliSmy. Jest rzecza oczywista,
ze jednorodne elementy algebry L dzialaja na Ay, jak nilpotentne rézniczkowania i nil-

potentne superrézniczkowania. Niech teraz {x1, zs, ..., zs} bedzie baza nad k algebry
Liego Ly. Przez K oznaczmy skonczone rozszerzenie ciala k zawierajace wszystkie
wartosci whasne kazdego z rézniczkowan: ¢ (xq), ¥ (xs), . .., ¥(xs). Jak wiadomo, kazde

skoniczone rozszerzenie ciata charakterystyki 0 jest rozdzielcze. W szczegdlnosci K jest
skoniczonym rozdzielczym rozszerzeniem ciala k. Oznaczmy dalej przez I’ K-liniowa
przestrzen dualna (Lo ® K)*. Z nilpotentnosci Ly ® K wynika, ze A ® K jest algebra
zgradowana przez grupe I’ ze skonczonym nosnikiem, z podalgebra Ay, ® K jako
jednostkowa sktadowa ['-gradacji.

Podsumujmy dotychczasowe spostrzezenia.

1. B ® K jako jednostkowa skladowa I'-gradacji polpierwszej algebry A ® K jest
algebra pélpierwsza (por. [CR83, Stw. 1.2]).
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2. L ® K dziala nilpotentnie na B ® K (por. [BeG94, Tw. 2]).
3. Podalgebra niezmiennikéw (B @ K)I®K = AL @ K jest pélpierwsza Pl-algebra.

4. A ® K jest Pl-algebra wtedy i tylko wtedy, gdy B ® K jest Pl-algebra (por.
[BeC86, Wn. 9]).

Bezposrednio z Twierdzenia 3.1.2 wynika teraz, ze BQK jest Pl-algebra i tym samym
rowniez A ® K jest Pl-algebra. Otrzymujemy w ten sposob.

Whniosek 3.5.2. Niech k bedzie cialem charakterystyki roznej od 2 @ G - skonczonag
grupq abelowq ktorej rzad nie dzieli sie przez chark. Zatozmy, Ze na potpierwsza algebre
A= e Ay zgradowang przez grupe G dziata skoriczenie wymiarowa nilpotentna
kolorowa algebra Liego L = @geG L, (ograniczona kolorowa algebra Liego L, gdy
chark > 2) w taki sposdb, ze:

1. podalgebra niezmiennikéw A jest pétpierwsza.
2. wymiar dziatania L na A jest skonczony.

Oznaczmy wreszcie przez H skosny pierscien grupowy U(L) x G lub - w przypadku,
gdy chark > 2 - u(L)*G. Wéwczas A jest Pl-algebrq wtedy i tylko wtedy, gdy A™ jest
Pl-algebrq.

Dowdéd. Jak wiadomo, podalgebra niezmiennikéw A’ jest niezmiennicza ze wzgledu
na dzialanie grupy G oraz punkty stale dzialania grupy G na podalgebre A* pokry-
waja sie z niezmiennikami dzialania algebry Hopfa H na algebre A: (AL)¢ = AH.
7 Twierdzenia Kharchenki 3.1.1 latwo widaé¢ teraz, ze jesli podalgebra A spehia
nietrywialna tozsamosé¢ wielomianowa, to réwniez podalgebra A” spelnia pewna nie-
trywialna tozsamo$é¢ wielomianowa. Dla dowodu wniosku wystarczy zatem pokazac,
ze A jest Pl-algebra wtedy i tylko wtedy, gdy A” jest Pl-algebra.

Przyjmijmy, ze L jest kolorowa e-algebra Liego. Zgodnie z Twierdzeniem M. Scheu-
nerta [Sc79], istnieje 2-kocykl n: G x G — k* taki, ze dla dowolnych elementéw

g,h € G zachodzi réwnosé: Zgigl’f;ge(g, h) = —1 gdy €e(g,9) = €e(h,h) = —1 oraz
n(g;h)

ihg) € €(g,h) = 1 w pozostatych przypadkach. Polézmy Ly = D,ec, Ly oraz L, =

) gec. Lg- W przestrzeni liniowej L= LO oL, definiujemy odwzorowanie dwuliniowe

[ e Lx L — L przyjmujac [z,y]s = (g, h)[x,y], gdzie g,h € G,z € Ly, y € Ly. Jesli
chark = p > 2, to dodatkowo definiujemy odwzorowanie -P: Ly — L przyjmujac
gl = (H] 1 n(g,gj)> 2Pl dla kazdego g € G, i x € L,. Jak wiadomo, tak okreslone

dziatania zadaja na L strukture superalgebry Liego (ograniczonej superalgebry Liego,
gdy chark > 2). Rozwazmy dalej algebre Z, ktora jako przestrzen liniowa pokrywa sie
z algebra A, ale w ktérej mnozenie wyraza sie wzorem axb = n(g, h)ab, gdzie g, h € G,
a € Ag, b € Ap. J. Bergen i P. Grzeszczuk [BeG00, Wn. 4 i 12] udowodnili, ze kladac

Ay = @geG Ay, A = @geG A, otrzymujemy algebre péipierwsza A=Ay o A

zgradowana przez grupe Zs. Ponadto, L dziala na A z podalgebra niezmiennikéw
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AL , ktéra mozna otrzymaé z algebry A% przy uzyciu 2-kocyklu 7, oraz wymiar tego
dziatania jest skoniczony. Wreszcie, jednostkowe skladowe G-gradacji algebr: A i A
(odpowiednio, AL i AY) sa izomorficzne, wobec czego algebra A spehia nietrywialna
tozsamos¢ wielomianowa wtedy i tylko wtedy, gdy algebra A spemia taka tozsamosé
(odpowiednio, podalgebra Al spemia nietrywialna tozsamosé wielomianowa wtedy

i tylko wtedy, gdy podalgebra Al spehia taka tozsamo$¢). Powyzsze spostrzezenia
pozwalaja ograniczy¢ rozwazania do dziatan superalgebr Liego.

Teza wynika teraz bezposrednio z rozwazan poprzedzajacych Wniosek 3.5.2.
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Rozdzial 4

Dzialanie punktowych algebr
Hopfa na algebry pélpierwsze
ze zredukowana podalgebra
niezmiennikow

W tym rozdziale kontynuujemy badanie zachowania sie tozsamosci wielomianowych
przy dzialaniu punktowych algebr Hopfa na algebry poélpierwsze. Wyniki Podroz-
dzialéw 4.1 oraz 4.2 zostalty opublikowane w pracy [GHO7].

4.1 Sformulowanie gléwnych rezultatow

Rozdziat 4 jest poswiecony dowodom dwoch twierdzen.

Twierdzenie 4.1.1. Niech H bedzie punktowq algebra Hopfa i A - pdlpierwsza
H-modutowa algebra takq, zZe wymiar dziatania H na A jest skoriczony i wynosi
N. Zatozimy, zZe kazdy niezerowy H-niezmienniczy lewostronny ideal algebry A za-
wiera niezerowe centralne niezmienniki. Jesli podalgebra niezmiennikéw A™ spetnia
tozsamosé wielomianowq stopnia d, to algebra A spetnia standardowa tozsamosé wie-
lomianowq stopnia dN .

Jesli dodatkowo A" C Z(A), to A spetnia standardowa tozsamosé wielomianowa stop-
nia nie wiekszeqo niz 2/ N.

Twierdzenie 4.1.2. Niech H bedzie punktowq algebra Hopfa i A - zredukowang H -
modutowq algebrq taka, ze wymiar dziatania H na A jest skoriczony i wynosi N.
Zatozmy, ze kazdy niezerowy H-niezmienniczy lewostronny ideat algebry A zawiera
niezerowe niezmienniki. Jesli podalgebra niezmiennikéw A spetnia toisamosé wielo-
mianowq stopnia d, to algebra A spetnia standardowq tozsamosé wielomianowq stopnia

dN.
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Zauwazmy, ze Twierdzenie Kharchenki 3.1.1 o dzialaniu skoniczonych grup na algebry
zredukowane jest bezposrednia konsekwencja Twierdzenia Kharchenki 1.2.5 o istnie-
niu nietrywialnych punktéw statych oraz Twierdzenia 4.1.2. Kolejny wniosek wynika
natychmiast z Twierdzen: Beidara-Grzeszczuka 1.2.9 oraz 4.1.2.

Whniosek 4.1.3. Niech k bedzie ciatem charakterystyki roznej od 2. Zatozimy, ze na
zredukowanq algebre A dziala skorczenie wymiarowa algebra Liego L (ograniczona
algebra Liego L, gdy chark > 2) oraz wymiar tego dziatania jest skoriczony i wynosi
N. Jesli podalgebra niezmiennikéw ALY spelnia toisamosé wielomianowaq stopnia d, to
algebra A spetnia standardowq tozsamo$c wielomianowq stopnia dN .

4.2 Dowody gléwnych rezultatéow

Definicja 4.2.1. Niech H bedzie algebra Hopfa i A - H-modulowa algebra. Podal-
gebre niezmiennikéw A nazywamy prawie centralng w A, jedli kazdy niezerowy H-
niezmienniczy lewostronny ideal algebry A zawiera niezerowe centralne niezmienniki,
tj. ma niezerowe przeciecie z Z(A) N A,

Zauwazmy, ze jesli algebra Hopfa H dziala na polpierwsza algebre A z prawie cen-
tralng podalgebra niezmiennikéw A7, to A” jest algebra zredukowana. Przypuéémy,
ze jest inaczej. Wtedy istnieje niezerowy element a € A taki, ze a®> = 0. Rozwazmy
niezerowy H-niezmienniczy lewostronny ideal Aa algebry A. Zgodnie z zalozeniem
Z(A) N (Aa)® # 0. Réwnoczesnie:

(Z(A) N (Aa)T)(Z(A) N (Aa)t) C Aa® =0

co prowadzi do sprzecznosci z tym, ze centrum Z(A) jest zredukowane.

Stwierdzenie 4.2.2. Niech H bedzie punktowq algebrq Hopfa 1 A - potpierwsza H -
modutowa algebrq taka, Ze wymiar dziatania H na A jest skoniczony i wynosi N.
Zatozmy, ze kazdy niezerowy H-niezmienniczy lewostronny ideat algebry A zawiera

niezerowe niezmienniki. Przyjmijmy réwniez, ze podalgebra niezmiennikow AY jest
zredukowana Pl-algebrq. Dodatkowo oznaczmy QQ = Q*(R). Wtedy:

1. Jesli I jest H-niezmienniczym istotnym ideatem A, to lanng(Z(I)) = 0.
Z(A™) C Z(Q").

Wymiar dziatania H na Q) jest skoriczony i wynosi N.

Kazdy niezerowy H-niezmienniczy lewostronny ideat algebry Q) zawiera nieze-
rowe niezmienniki.

Jesli dodatkowo podalgebra A jest prawie centralna w A, to réwniez podalgebra
QY jest prawie centralna w Q.

5. QY jest algebrq zredukowana spelniajacq te same toisamosci wieloliniowe co
podalgebra A
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6. Jesli AH jest dziedzing, to QY réwniez.
7. Niech 2 bedzie podalgebra Hopfa lub koideatem H. Jesli A* C Z(A), to Q* C C.

Dowdd. 1. Niech I bedzie H-niezmienniczym istotnym idealem algebry A. Wtedy,
zgodnie z zalozeniem, I jest niezerowym ideatem algebry A, Z Twierdzenia Rowena
3.2.6 zastosowanego do zredukowanej Pl-algebry A” wynika, ze:

Z(I") = Z(ATY (I £ 0.

Oznaczmy J = lanny(Z(I*%)). Dla dowodu podpunktu pierwszego wystarczy po-
kazac, ze J = 0. Przypusémy, ze jest inaczej. Wtedy J oraz I N J sa niezerowymi
H-niezmienniczymi lewostronnymi idealami algebry A. Z zalozenia wynika teraz, ze:

(IN) =T1" nannyu (Z(17))

jest niezerowym idealem algebry A¥. Korzystajac ponownie z Twiedzenia Rowena
3.2.6 otrzymujemy:

0#£Z(INJNH)H)=Z(AM NI N = Z(I") nannu(Z(1H)).
Prowadzi to do sprzecznosci:
(Z((1 N Y1) € Z(I)anm4u (Z(17)) = 0
z zalozeniem, ze algebra AY jest zredukowana. Pokazaliémy tym samym, ze
Lanny (Z(I7)) = 0 z czego wynika juz teza.
2. Niech z € Z(Af), ¢ € Q. Rozwazmy H-niezmienniczy istotny ideal I algebry A
taki, ze I C Af. Ideal taki istnieje zgodnie z Lematem 3.3.3. Wtedy dla kazdego
i € I zachodzi réwnodé:
(2q — qz)i = z(qi) — q(zi) = (qi)z — q(iz) = 0.
Wynika z niej, ze zq — qz € Lanng(I*) = 0 i wobec tego z € Z(Q").
Aby udowodnié¢ podpunkt 3 stwierdzenia wystarczy pokazac, ze dla kazdego elementu

h € H zréwnosci h-A = 0 wynika h-Q = 0. Niech ¢ € Q). Rozwazmy H-niezmienniczy
istotny ideat I algebry A taki, ze ¢I C A. Wtedy dla kazdego i € I zachodzi:

(h-q)i=h-qieh-A=0.

Z réwnosci tej wynika, ze h - g € Lanng (/) = 0. Tak wiec h - Q = 0.

4. Jesli J jest niezerowym H-niezmienniczym lewostronnym ideatem algebry @), to JN
A jest niezerowym H-niezmienniczym lewostronnym idealem algebry A. Bezposrednio
z zalozenia widaé teraz, ze (J N A)H # 0. Zatem J* # 0. Druga cze$¢ podpunktu
czwartego wynika natychmiast z inkluzji Z(A) C C.

5. Pokazemy na poczatek, ze Q jest algebra zredukowana. Rozwazmy dowolny ele-
ment ¢ € QY dla ktérego zachodzi réwnoéé ¢®> = 0 oraz H-niezmienniczy istotny ideat
I algebry A taki, ze qI C A. Z podpunktu drugiego tatwo widaé, ze:
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Z(I) = Z(AT)n 17 C Z(QM).
Mamy zatem:
(qZ(I'")* C ¢?z(I") = 0.

Poniewaz réwnoczesnie ¢Z (1) C A7 i AM jest algebra zredukowana, wiec ¢Z(I%) =
0. Tym samym ¢ € lLanng(Z(I7)) = 0.

Zatézmy teraz, ze algebra A spehia tozsamo$é wieloliniowa w(x1, o, ..., 24) = 0.
Rozwazmy dowolne elementy g1, g, . . . , g4 € Q. Wybierzmy H-niezmienniczy istotny
ideat I algebry A spehiajacy warunek ¢; 1% C A# dla kazdego 1 < j < d. Wtedy dla
dowolnych elementéw 21, 2y, . .., 24 € Z(I1) C Z(Q) zachodzi réwnosé:

0=w(q121, G222, - - - qaza) = W(q1, G2, - - -+ qa) 2122 - - - Za-
Wynika z niej, ze w(qi, gz, - - .,qq) € Lanng((Z(1%))%) = 0.
Podpunkt 6 dowodzi sie podobnie jak pierwsza czes¢ podpunktu piatego.

7. Zatézmy, ze A* C Z(A). Dla dowodu podpunktu siédmego wystarczy pokazaé
zawieranie Q* C Cg(A). Niech ¢ € Q*. Rozwazmy H-niezmienniczy istotny ideat I
algebry A taki, ze I C A”. Wtedy dla dowolnych i € I, a € A zachodzi:

(ga — aq)i = q(ai) — a(qi) = q(ia) — (gi)a = 0.

Z réwnosci tej wynika, ze ga — ag € Lanng(I7) = 0 i wobec tego ¢ € Cg(A).
O

Dowdéd Twierdzenia 4.1.1. Ze Stwierdzenia 4.2.2 wynika, ze pierécien utamkéw
symetrycznych @@ = Q°(A) spelnia wszystkie zalozenia dowodzonego twierdzenia.
Ustalmy dowolnie wybrany maksymalny ideat P podalgebry C¥ i przyjmijmy S =
CH\ P. Oznaczmy przez ng: Q — Qs homomorfizm kanoniczny algebry @ w centralna
lokalizacje Qs. Zgodnie ze Stwierdzeniem 2.5.4:

1. Qg jest polpierwsza H-modulowa algebra z centrum Z(Qg) = Cs.
2. Wymiar dziatania H na (g jest skoniczony nie wiekszy niz V.

3. Podalgebra niezmiennikéw (Qg)" = (Q¥)s spemia te same tozsamosci wieloli-
niowe co podalgebra Q.

Twierdzimy teraz, ze podalgebra (Qs)? jest prawie centralna w Qg. Niech K
bedzie niezerowym H-niezmienniczym lewostronnym ideatem algebry @)s. Rozwazmy
dowolny element ¢ € @ taki, ze 0 # ng(q) € K. Przypomnijmy, ze przez
m: H — Endg(Q) oznaczyliSmy homomorfizm algebr z jedynka indukowany przez
dzialanie H na Q). Wybierzmy dowolny podzbiér {hq, hs,...,hx} C H dla ktérego
{m(h1),m(hs),...,m(hx)} jest baza nad k podalgebry 7n(H) C Endy(Q). Oznaczmy
J = le\il Q(h; - q). Bezposrednio sprawdza sie, ze J jest H-niezmienniczym lewo-
stronnym idealem () skonczenie generowanym jako lewostronny @-modul, takim ze:
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0#ns(J) € K.

Na mocy Lematu 2.4.5, J jest injektywnym C#-modulem. Z Lematu 2.1.5 oraz Stwier-
dzenia 2.4.4 wynika dalej, ze réwniez J¥ i C' N JH s injektywnymi C*-modutami.
Z Whiosku 2.4.3 oraz Lematu 2.4.6 latwo widaé teraz, ze istnieje element a € C' N JH
oraz idempotent e, € C* taki, ze:

anngn (C' N JH) = anngn (a) = CH(1 —¢,).

Pokazemy, ze (1 — e,)J = 0. Przypusémy, ze tak nie jest. Wtedy (1 — e,)J jest nie-
zerowym H-niezmienniczym lewostronnym idealem algebry (). Ze Stwierdzenia 4.2.2
wynika, ze:

0£CN((1—e) )T =CNJENCH(1 —¢,) =CnNJHENanngs(C N J7).
Prowadzi to do sprzecznosci:
(CN((1—=eu)))2C(CnJManneu (C N JH) =0

z tym, ze rozszerzony centroid C' jest zredukowany. PokazaliSmy tym samym, ze (1 —
e,)J = 0. Poniewaz réwnoczesnie ng(J) # 0, wiec 1 — e, € P. Wynika z tego, ze
anncn (a) C P 1 ostatecznie:

0 7é 7]5(&) € 775(00 JH) Q CsﬂKH‘

Podalgebra (Qg)" jest wiec prawie centralna w Qg, tak jak twierdziliémy. Zgodnie
ze Stwierdzeniem 2.5.4, Cs N (Qg)* jest centralnym podciatem algebry Qg. Oznacza
to, ze algebra Qg nie posiada wlasciwych H-niezmienniczych lewostronnych idealow
i tym samym Qg jest nieprzywiedlnym @) s# H-modulem. Tak wiec wszystkie zalozenia
Whniosku 1.3.6 sa spelione, wobec czego wymiar algebry Qg traktowanej jako pra-
wostronna przestrzen liniowa nad pierécieniem z dzieleniem (Qg)* jest skoriczony nie
wiekszy niz N. Mozemy teraz stosowa¢ Wniosek 3.2.5. Wynika z niego, ze algebra Qg
spelia standardowa tozsamo$¢ wielomianowa stopnia dN. Zauwazmy przy tym, ze
stopien tozsamosci wielomianowej spelnianej przez algebre Qg nie zalezy od wyboru
idealu P. Wobec tego rowniez algebra () spetnia standardowa tozsamos¢ wielomianowa
stopnia dN.

Zatézmy teraz dodatkowo, ze A C Z(A). Wtedy zgodnie ze Stwierdzeniem 4.2.2,
Q" C C. 7 wczeéniejszych rozwazan tatwo widaé teraz, ze wymiar algebry Qg nad
centralnym podciatlem (Qg)" = (Cs)¥ jest skoriczony nie wiekszy niz N, co wobec
Whniosku 3.2.4 oznacza, ze algebra Qg spelia standardowa tozsamo$é¢ wielomianowa
stopnia nie wiekszego niz 2v/N. Tym samym réwniez algebra @ spehia standardowa
tozsamos$¢ wielomianowa stopnia nie wiekszego niz 2v/N.

O

Dowéd Twierdzenia 4.1.2. Rozpatrzymy najpierw przypadek, gdy AX jest dzie-
dzina. Wtedy zgodnie ze Stwierdzeniem 4.2.2 réwniez QF jest dziedzing. Oznaczmy
multiplikatywnie domkniety podzbiér S = Z(Q)\ {0} i rozwazmy centralna lokali-
zacje STQY . Z Definicji 2.5.2 wynika, ze:
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1. Q¥ C S,

2. Algebra S~'QY spehia te same tozsamosci wieloliniowe co algebra Q.

3. Centrum Z(S7'Q) = S71Z(Q") jest ciatem.

4. S71QM jest algebra z dzieleniem.

5. Wymiar algebry S7'Q nad S~ Z(Q™) jest skoriczony nie wiekszy niz ().

Uzasadnimy dwie ostatnie wlasnosci. Latwo widaé, ze S71Q* jest dziedzing. Zatem na
mocy Uwagi 3.2.7 do Twierdzenia Rowena kazdy niezerowy jednostronny ideal alge-
bry ST1QH przecina nietrywialnie S~1Z(Q*) i tym samym zawiera elementy odwra-
calne. ST1QH jest wiec algebra z dzieleniem. Réwnoczesnie S~1Q speia tozsamosé
wielomianowa stopnia d. Korzystajac teraz z Twierdzenia Kaplansky’ego 3.2.3 otrzy-
mujemy wiasno$¢ piata.

Naszym celem bedzie pokazanie teraz, ze istnieje pierscien lewostronnych utamkéw
S71Q. Dokladniej pokazemy, ze:

1. Kazdy element s € S jest regularny w @, tj. Lanng(s) = r.anng(s) = 0.

2. S jest lewostronnym zbiorem Orego, tj. Qs N Sq # 0 dla wszystkich s € S,
q€Q.

1. Niech s € S. Poniewaz @) jest algebra zredukowana, wiec Lanng(s) = r.anng(s) =
anng(s) jest H-niezmienniczym ideatem (). Gdyby anng(s) # 0, to zgodnie ze Stwier-
dzeniem 4.2.2 mieliby$my Q¥ Nanng(s) # 0 wbhrew temu, ze Q" jest dziedzina. Zatem
anng(s) = 0.

2. Na poczatek bedziemy chcieli skorzysta¢ z Lematu 1.3.5 aby udowodni¢, ze alge-
bra ) ma skoniczony lewostronny wymiar Goldiego. W tym celu dowiedziemy, ze ()
jest jednolitym Q# H-modulem. Rozwazmy dowolne niezerowe H-niezmiennicze le-
wostronne ideaty I i J algebry (). Ze Stwierdzenia 4.2.2 oraz Uwagi 3.2.7 wynika, ze
Z(I), Z(J7) sa niezerowymi ideatami centrum Z(Q¥). Mamy zatem:

04 Z(IMZ(JH) C ZUNYNZ(JH) CINnJ.

Q@ jest wiec jednolitym QQ# H-modutem, tak jak twierdziliémy. Z Lematu 1.3.5 wynika
teraz, ze algebra () ma skonczony lewostronny wymiar Goldiego. Zauwazmy dalej, ze )
jako algebra zredukowana jest lewostronnie niesingularna. Rzeczywiscie, dla kazdego
q € @ zachodzi L.anng(q) NQgq = 0. Bezposrednio z Twierdzenia Goldiego (por. [La99,
Tw. 4.11.13]) wynika teraz réwnowaznosé¢ dwéch pierwszych warunkéw:

Dla dowolnego lewostronnego ideatu I algebry () nastepujace warunki sa
rownowazne:

2.1. 1 jest istotnym lewostronnym ideatem Q).

2.2. I zawiera elementy regularne w Q).

2.3. I ma niezerowe przeciecie z S.
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Implikacja 2.3 = 2.2 wynika bezposrednio z punktu pierwszego.

Do udowodnienia implikacji 2.1 = 2.3 pokazemy najpierw, ze kazdy istotny lewo-
stronny ideat algebry () zawiera H-niezmienniczy istotny lewostronny ideal algebry
(. Podobnie jak w dowodzie Lematu 3.3.3 nie zmniejszajac ogélnosci mozemy ogra-
niczy¢ nasze rozwazania do G(H)-niezmienniczych istotnych lewostronnych idealtéw
algebry Q. Oznaczmy przez m: H — Endy (@) homomorfizm algebr z jedynka induko-
wany przez dzialanie H na (). Z Twierdzenia Tafta-Wilsona 1.1.7 wynika, ze istnieja
elementy ¢y, ¢s,...,cn € H, ¢1 = 1y, oraz rodzina podprzestrzeni {H,},., . taka,
ze:

b. n(H,) = m(H,_1) + km(c,) dla kazdego 1 <n < N.
c. Aley) € ,®@9+h®c,+H, 1®H,_; dlakazdego 2 <n < N, gdzie g,h € G(H).

Niech teraz I bedzie G(H )-niezmienniczym istotnym lewostronnym idealem algebry
Q. Polézmy I o) = Q) oraz dla kazdego 1 <n < N:

[(n):{l’E[(n_l)‘Cn-,]jE[}:{er‘Hn.ng}_

Pokazemy w oparciu o indukcje wzgledem n =1,2,..., N, ze I, jest istotnym lewo-
stronnym idealem ) zawartym w I. Jest to oczywiste dla n = 1. Przypusémy, ze teza
jest prawdziwa dla n — 1. Latwo wida¢, ze I(,,) jest lewostronnym ideatem () zawartym
w 1. Rozwazmy dowolny niezerowy lewostronny ideal J algebry (). Na mocy zalozenia
indukcyjnego I,—1y N'J # 0. Wybierzmy zatem niezerowy element a € I,—yy N J
i oznaczmy:

Koy ={re€Q|xz(c,-a) €I}

Bezposrednio sprawdza sie, ze K, jest istotnym lewostronnym ideatem ). To z kolei
oznacza, ze [ gean 9K @) jest G(H)-niezmienniczym istotnym lewostronnym ideatem
(. Poniewaz réwnoczesnie () jest algebra lewostronnie niesingularna, wiec (ﬂgec( mY-
Kny)a # 0. Wybierzmy teraz element ¢ € ﬂgeg(H) g- K taki, ze qa # 0. Zauwazmy,
ze dla kazdego h € G(H) zachodzi (h - q)(c, - a) € I. Mamy zatem:

Cn - qa = (ca-q)(g-a) +(h-q)(cn-a) + 2 (cn - q)(cn, - @) €1,

dla pewnych ¢,,,c,, € H,_;. OtrzymaliSmy w ten sposéb niezerowy element ga
nalezacy do I,y N J. I, jest wiec istotnym lewostronnym idealem (). Oznacza to
w szczegolnosci, ze () jest H-niezmienniczym istotnym lewostronnym ideatem Q.
Pokazalismy, ze kazdy istotny lewostronny ideat I algebry @) zawiera H-niezmienniczy
istotny lewostronny ideat I algebry Q. Ze Stwierdzenia 4.2.2 oraz Uwagi 3.2.7 wynika
teraz, ze Z(QM)YNIH # 0. Tak wiec 1N S # 0. To konczy dowdd implikacji 2.1 = 2.3.

Dokoniczymy teraz dowdd punktu drugiego. Wezmy dowolne elementy s € S, ¢ € Q.
Jak wynika z Twierdzenia Goldiego, Qs jest istotnym lewostronnym idealem ). Jest
wiec rzecza oczywista, ze rowniez:
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K={rcQ|zqecQs}

jest istotnym lewostronnym ideatem (). Z podpunktu 2.3 tatwo widac teraz, ze KNS #
(). Tym samym Qs N Sq # () co koniczy ostatecznie dowdd punktu drugiego.

Rozwazmy na koniec pierscienn lewostronnych ulamkéw S—'Q O Q. Nietrudne obli-
czenia pokazuja, ze dla dowolnych elementow si,sy € S oraz q1,q2 € ), r6WNosé
517 q1 = 597 tqo zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy saqi = s1¢2. Wynika z tego, ze:

1. Dzialanie H na (Q przediuza sie do dzialania H na S~'() zgodnie ze wzorem
h-stq=s"1h-q),gdziehe H, s€ S, qeQ.

2. Wymiar dzialania H na S™1Q jest skoriczony i wynosi N.

3. Podalgebra niezmiennikéw (S71Q)? = S7'Qf jest algebra z dzieleniem
speliajaca tozsamo$é¢ wielomianowa stopnia d.

4. S7(Q nie posiada wlasciwych H-niezmienniczych lewostronnych ideatéw.

Dla dowodu podpunktu 4 wezmy dowolny niezerowy H-niezmienniczy lewostronny
ideal I algebry S71Q. Wtedy INQ jest niezerowym H-niezmienniczym lewostronnym
ideatem algebry (). Ze Stwierdzenia 4.2.2 otrzymujemy:

0#£ (N CInsS QM

z czego wynika, ze I = S71Q. S71Q jest wiec nieprzywiedlnym S~1Q# H-modulem.
Mozemy teraz stosowa¢ Wniosek 1.3.6. Wynika z niego, ze wymiar algebry S~1Q) trak-
towanej jako prawostronna przestrzen linowa nad pierécieniem z dzieleniem S~1Q¥
jest skoriczony nie wiekszy niz N. Wreszcie na mocy Wniosku 3.2.5, algebra S™1Q
spehia standardowa tozsamos$¢ wielomianowa stopnia dV.

Rozpatrzymy na koniec przypadek ogoélny. Dla dowolnie wybranego maksymalnego
idealu P podalgebry C* oznaczmy przez ng: Q — Q¢ homomorfizm kanoniczny alge-
bry @ w centralna lokalizacje Qs wzgledem S = CH \ P. Jak wynika ze Stwierdzenia
2.5.4:

1. Dgzialanie H na () przedtuza sie do dzialania H na Qg.
2. Wymiar dziatania H na (g jest skoniczony nie wiekszy niz V.

3. Podalgebra niezmiennikéw (Qg)” = (Q¥)s spehia tozsamosé wielomianowa
stopnia d.

Aby méc skorzystaé¢ z wynikéw pierwszej czesci dowodu twierdzenia musimy pokazad,
ze:

1. Qg jest algebra zredukowana.
2. Kazdy niezerowy H-niezmienniczy lewostronny ideal algebry Qs zawiera nieze-

rowe niezmieniki.
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3. Podalgebra niezmiennikéw (Qs)? jest dziedzina.

Do dowodu wlasnosci 1 wezmy dowolny element ¢ € @ dla ktérego zachodzi ns(q)? =
0. Wtedy istnieje element s € S taki, ze sq* = 0, czyli (sq)* = 0. Ale Q jest algebra
zredukowana. Zatem sq = 0 i tym samym 7g(q) = 0.

Analogicznie jak w dowodzie Twierdzenia 4.1.1 pokazujemy wlasnos¢ 2.

3. Rozwazmy dowolne elementy a,b € Q¥ dla ktérych ng(ab) = 0. Wybierzmy element
s € S taki, ze sab = 0. Poniewaz () jest algebra zredukowana, wiec:

Lanng(b) = r.anng(b) = anng(QLQ).

Rownoczesnie, zgodnie z Lematem 2.4.2, zachodzi réwnosc:
anng(QbQ) = Q(1 — &),
gdzie e, € O jest idempotentem. Mamy zatem:
sa € lLanng(b) = Q(1 — e),

czyli sae, = 0. Podobnie dowodzimy, ze istnieje idempotent e, € C¥ taki, ze seq,e, = 0.
Z ostatniej réwnosci wynika, ze e, ¢ S lub e, ¢ S. To oznacza, ze 1 — e, € S lub
1 — e, € S i ostatecznie ng(a) = 0 lub ng(b) = 0.

7 pierwszej czesci dowodu twierdzenia wynika teraz, ze algebra Qg spelnia standar-
dowa tozsamos$¢ wielomianowa stopnia dN. Tym samym rowniez algebra @) spemia
standardowa tozsamos¢ wielomianowa stopnia dN. Dowdd Twierdzenia 4.1.2 zostat
zakonczony.

]

4.3 Dzialanie superalgebr Liego na algebry pél-
pierwsze z centralna podalgebra niezmienni-
kow

O cialach rozwazanych w Podrozdziale 4.3 zakladamy, ze sa charakterystyki 0.

Podrozdziat ten rozpoczynamy od przypomnienia nastepujacego wyniku J. Bergena
i P. Grzeszczuka.

Twierdzenie 4.3.1. ([BeG96, Tw. 4.9]) Zatdzmy, ze na pdlpierwsza algebre A chara-
kterystyki O dziata skonczenie wymiarowa nilpotentna algebra Liego L w taki sposob,
ze:

1. podalgebra niezmiennikéw AL jest zawarta w centrum Z(A).
2. wymiar dziatania L na A jest skonczony.

Wtedy A jest algebra przemienng i L dziata trywialnie na A.
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W kontekscie Wniosku 3.5.2 naturalnie pojawia sie pytanie czy rezultat Bergena
i Grzeszczuka mozna rozszerzy¢ na wieksza klase kolorowych algebr Liego. Przyktad
nietrywialnego dzialania 2-wymiarowej abelowej superalgebry Liego L = Ly na algebre
macierzy A = M,(k) z centralna podalgebra niezmiennikéw AL podany przez Bergena
i Grzeszczuka [BeG96, Przyktad 5.7] pokazuje, ze odpowiedz jest negatywna juz dla su-
peralgebr Liego. Zauwazmy, ze w powyzszym przykladzie [L1, L1] = 0. Naszym celem
bedzie wskazanie przyktadéw w ktérych skonczenie wymiarowa nilpotentna superal-
gebra Liego L = Ly @ Ly, gdzie Lo = [L1, Ly], dziala na algebre macierzy A = M, (k)
w sposob nastepujacy:

1. algebra Liego Ly dziala nietrywialnie na A.

2. podalgebra niezmiennikéw AL jest zawarta w centrum Z(A).

Dla dowolnej algebry A oraz dowolnego automorfizmu o algebry A spemiajacego wa-
runek o? = id4 zauwazmy, ze chark = 0 pozwala wprowadzi¢ w A strukture algebry
zgradowanej przez grupe Zo. Wystarczy jezeli przyjmiemy Ay = {a € A| o(a) = a}
1A ={a€ A|o(a) =—a}. W dalszym ciagu bedziemy stosowa¢ oznaczenia z Pod-
rozdziatu 1.4:

Do = {6 € Endyk(A) |d(ab) = §(a)b+ ad(b),
(0o0)(a) = (0 0d)(a) dla wszystkich a,b € A}
oraz
D7 = {4 € Endy(A) |6(ab) = §(a)b+ o(a)d(b),
(0o0)(a) = —(00d)(a) dla wszystkich a,b € A}.
Przypomnijmy, ze ®¢ & D, Jest superalgebra Liego z supernawiasem Liego zadanym
wzorem [0,0] = 0 0 d — (—1)Y0 o ¢, gdzie 7,5 € {0,1}, § € ®;, 0 € D;. Rozpa-

trujac dzialanie dowolnej superalgebry Liego L = Lo @ L, na algebre A bedziemy dla
utatwienia rozwazan zakladac¢, ze L C Dy @ Dq.

Przyklad 4.3.2. Niech A bedzie algebra macierzy Mg(k). Przez o oznaczmy au-
torglorﬁzm wewnetrzny algebry A wyznaczony przez macierz diagonalna Zf‘:l €y —
> i_s €. Rozwazmy wewnetrzne rézniczkowania ad,, , ade,, ad,, oraz wewnetrzne o-
rézniczkowania ady, , ady,, ady,, ad,, , ad,,, ad., algebry A indukowane przez macierze:

ay = €21 + €65 (g = €23 1 €35 a3 = €24 — €75
b1 = e17 + €46 + €53 + €2 by = €18 — €36 + €54 — €72
b3 = e15 + €a5 + €26 + €37 + €48 — €51 — €62 — €73 — €4
€1 = €7 — €45 + €63 — €81 Co = €28 1 €35 + €64 + €71 C3 = €15 1 €26 — €73 — €34
odpowiednio. Zauwazmy, ze dla dowolnego i € {1,2,3} zachodza nastepujace réw-
nosci: o(a;) = a;, 0(b;) = —=b;, 0(¢;) = —¢;. Z réwnosei tych wynika, ze:
(ad,, 0 0)(z) = a;o(z) — o(x)a; = o(a;x — xa;) = (0 0 ad,,)(z),

(ady, 0 o) () = bjo(x) — xb; = —o(bjx — o(x)b;) = —(0 o ady,)(x)
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i analogicznie (ad., o 0)(x) = —(0 o ad,,)(x), gdzie x € A. Mozna teraz pokazaé, ze
powyzej zdefiniowane skosne rozniczkowania rozpinaja nilpotentna superalgebre Liego
L =Ly, L1]® L1 C D¢ P D; stopnia nilpotentnosci 4. Tabelka dziatania superalgebry
Liego L ma postac:

’ [ ] H ady, \ ady, \ adg, \ adp, \ adp, \ adp, \ ad,, \ ad,, \ ade, ‘
ad,, 0 0 0 ad., | adg, 0 0 0 0
adg, 0 0 0 0 —ad,, ad,, 0 0 0
adg, 0 0 0 ade, 0 ad,, 0 0 0
ady, | —adg, 0 —ad,, 0 0 ad, 0 0 0
adp, || —ade, | adg, 0 0 0 ad, 0 0 0
ady, 0 —ad., | —ad,, | ad,, | ads, | —2ad,, | O 0 0
ad,, 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ade, 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ade, 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Wreszcie, elementarne rachunki pokazuja, ze:

AL = ker ad,, N ker ady, N ker ad,, = k.

Przyklad 4.3.3. Zalézmy teraz, ze A jest algebra macierzy Mig(k). Przez o oznaczmy
automorfizm wewnetrzny algebry A wyznaczony przez macierz diagonalna Zle E;—

16 . P ;
Y ico i Rozwazmy wewnetrzne rézniczkowania ad,, , ada,, . . ., ade, oraz wewnetrzne
o-rézniczkowania ady,, ady,, . . ., ads,, ad.,, ad.,, ad., algebry A indukowane przez ma-
cierze:

a1 = €1 1+ €65 + €109 + €14,13
G = €23 + €85 + €10,11 1 €16,13
a3 = €g4 — €75 + €10,12 — €15,13
Q4 = €97 — €45 — €63 + €81 + €10,15 — €12,13 — €14,11 1+ €169
a5 = €28 + €35 — €64 — €71 + €10,16 T €11,13 — €14,12 — €159
bi = €115 + €414 + €511 + €810 + €97 + €126 + €133 + €162
by = €116 — €3,14 + €512 — €710 + €98 — €11,6 + €134 — €152
b3 = €113 + €213 + €214 + €315 + €416 — €59 — €6,10 — €7,11 — €812 + €95 + €105+
+€10,6 + €11,7 + €128 — €131 — €142 — €153 — €164
by = €19 + €9 + €210 + €311 + €412 + €513 — €613 + €6,14 + €715 + €816 — €91+
+€10,1 — €102 — €11,3 — €124 — €135 — €145 — €146 — €157 — €16,8
bs = e19 + €210 + €311 + €412 — €513 — €6,14 — €715 — €816 + €91 + €102 + €113+
+e€124 — €135 — €146 — €157 — €16,8
C1 = €215 — €413 + €511 — €9 + €107 — €125 + €143 — €16,1
Co = €216 + €313 + €612 + €79 + €108 + €115 + €144 + €151

3 =e€1,13 t €214 — €711 — €812 + €95 + €106 — €153 — €164
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odpowiednio. Mozemy udowodnié¢, ze tak zdefiniowane sko$ne rézniczkowania rozpi-
naja nilpotentna superalgebre Liego L = [L1,11] ® L1 C Do & D; stopnia nilpo-
tentnosci 6. Tabelka dzialania w L ma postac:

| [, ] ada,| ada,| adey| ada,| ada, | ady, | adp, | ady, | ady,| ady, | ad,

adg, 0 0 0 0 0 ade, | ade, 0 0 0 0
adg, 0 0 0 0 0 0 | —adg| adg, 0 0 0
adg, 0 0 0 0 0 adc, 0 ad, 0 0 0
adg, 0 0 0 0 | —2ad,,| O —ady, 0 0 | —2ad¢,| O
adg, 0 0 0 | 2adg, 0 adyp, 0 0 0 | —2adg,| O
adp, ade,] 0 | —ade| O —adp; | O 0 adg, | adg, 0 0
adp, || —ade,| ade, 0 adyp, 0 0 0 adg, | adgs 0 0
adp, 0 | —ade| —ade,| O 0 adg, | adgs | —2adg,| O 0 0
adp, 0 0 0 0 0 adg, | adgs 0 0 | 2adg, | O
adp, 0 0 0 | 2ade,| 2ade, | O 0 0 2ad,, 0 0
ad., 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

gdzie i, j € {1,2,3}. Elementarne rachunki pokazuja, ze:

AL = ker ad,, N ker ad,, N ker adp, N ker ad,, = k.

W podanym przez nas Przykladzie 4.3.2 superalgebra Liego L jest nilpotentna stop-
nia 4. Nie istnieje natomiast nilpotentna superalgebra Liego L = [Ly, L1| & L; stopnia
nilpotentnosci 3, ktéra dzialataby na algebre macierzy A = M, (k) z centralna podal-
gebra niezmiennikéw AL (por. Stwierdzenie 4.3.6).

Udowodnimy teraz nastepujace uogélnienie Twierdzenia Bergena-Grzeszczuka 4.3.1.

Twierdzenie 4.3.4. Niech A bedzie algebra pdlpierwszq charakterystyki 0 i L =
Lo & Ly - skonczenie wymiarowaq nilpotentnag superalgebrq Liego spetniajacq warunek
[Lo, L1] = 0. Zatozmy, ze L dziata na A w taki sposdb, ze:

1. podalgebra niezmiennikéw AL jest zawarta w centrum Z(A).
2. wymiar dziatania L na A jest skonczony.

Wowczas A spetnia standardowq tozsamosé wielomianowq stopnia nie wiekszeqo niz

2 . \/2dika1'
Kluczowa role w dowodzie odegra prosta obserwacja.

Lemat 4.3.5. Niech A bedzie skorniczenie wymiarowq centralng prostq ¥-algebrq i L C
Det(A) - nilpotentna F-algebra Liego. Zaldimy, ze réwniez podalgebra niezmiennikéw
AL jest centralng prostq F-algebra. Wtedy L dziata trywialnie na A.

Dowdd. Mozemy nie zmniejszajac ogolnosci zatozy¢, ze F jest cialem algebraicznie
domknietym i ograniczy¢ rozwazania do algebry macierzy A = M, (F). Przypusémy,
ze L dziala nietrywialnie na A. Bezposrednio z [Pi80, Roz. 12| wynika, ze:

67



A= AL @p Cu(AL) = AL . C4(AL).

Jak wiadomo, kazde rézniczkowanie algebry A jest wewnetrzne (por. [He68, Roz. 4.3]).
Wybierzmy element a € A dla ktérego rézniczkowanie ad, € Z(L) dziala nietrywialnie
na A. Wéwczas dla kazdego rézniczkowania ad, € L zachodzi adpq = [ady, ad,] = 0
i wobec tego [b,a] € Z(A). Poniewaz §lad komutatora macierzy jest réwny 0 i jedyna
centralna macierza o zerowym sladzie nad cialem charakterystyki 0 jest macierz ze-
rowa, wiec [b,a] = 0. Wynika z tego, ze a € AF. W szczegdlnosci rézniczkowanie
ad, dziala trywialnie na centralizator C4(AL) i tym samym dziala trywialnie na
AL . C4(AF) = A. Sprzecznosé.

O

Niech teraz A bedzie algebra polpierwsza, o - automorfizmem algebry A speliajacym
warunek o2 = idy i L = Ly @ L, - skoniczenie wymiarowa nilpotentna superalgebra
Liego. Zalézmy, ze L dziala na A oraz wymiar tego dziatania jest skonczony. Na o
mozemy patrze¢ jak na automorfizm uniwersalnej algebry obwiedniej U (L). Kladziemy
mianowicie o(z) = x gdy = € Ly oraz o(z) = —x gdy = € L;. Takie spojrzenie na
automorfizm o determinuje algebre Hopfa H = U(L) = G, gdzie G jest grupa gene-
rowana przez o. Wtedy A jest H-modulowa algebra. W dalszej czesci zastosujemy
oznaczenia i wyniki z Podrozdziatu 3.5. Przypomnijmy, ze przez A, oznaczyliSmy
zbiér wszystkich elementow algebry A na ktére algebra Liego Lg dziala poprzez nil-
potentne rézniczkowania. PokazaliSmy, ze Ay, jest H-niezmiennicza podalgebra alge-
bry A na ktéra jednorodne elementy superalgebry Liego L dzialaja jak nilpotentne
rozniczkowania i nilpotentne o-rézniczkowania. Zatem, zgodnie z analogiem Twierdze-
nia Engela dla kolorowych algebr Liego udowodnionym przez J. Bergena i P. Grzesz-
czuka [BeG94, Tw. 2|, L dziala nilpotentnie na Ay,. Bedziemy bez straty ogélnosci
zakladac, ze Ay, jest algebra polpierwsza.

Stwierdzenie 4.3.6. Niech A bedzie skornczenie wymiarowq algebrq z jedynkq i o
- automorfizmem algebry A spelniajacym warunek o® = ida. Przyjmijmy, Ze A jest
o-prosta. Niech ponadto L = Ly @ Ly bedzie nilpotentnag superalgebrq Liego taka,
ze [Lo, L] = 0. Zatézmy réwniez, ze L dziata na A w taki sposdb, ze AL C Z(A).
Wowczas Ly = 0.

Dowéd. Korzystajac z o-prostoty algebry A tatwo dowodzimy, ze A jest algebra
polpierwsza.

Rozpatrzymy najpierw przypadek, gdy superalgebra Liego L dziala na polpierwsza al-
gebre A poprzez nilpotentne rézniczkowania i nilpotentne o-rézniczkowania, tj. zacho-
dzi réwnos¢: Ar, = A. Przypusémy, ze Ly dziala nietrywialnie na A. Wybierzmy nie-
zerowe rézniczkowanie d € Z(Ly). Z réwnosci [Lo, L1] = 0 wynika, ze § € Z(L). Niech
n (n > 2) bedzie najmniejsza liczba naturalna dla ktérej zachodzi 6" (A) = 0. Potézmy
V = 0""1(A). Bezposrednio sprawdza sie, ze V jest niezerowa H-niezmiennicza pod-
przestrzenia algebry A. Z Wniosku 3.3.2 wynika zatem, ze:

0£VE=VNALCVNZ(A).

Rownoczesnie dla dowolnych elementéw a,b € A ze wzoru Leibniza mamy:
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0=6"(0""2(a)b) = > 1, (7)0"T2(a)d™ " (b) = né"*(a)s"*(b),

(2
czyli V? = 0. Tym samym centrum Z(A) zawiera niezerowe elementy nilpotentne, co
wobec pélpierwszosci algebry A jest niemozliwe.

Przejdziemy teraz do przypadku ogdlnego. Z powyzszych rozwazan wynika, ze alge-
bra Liego Ly dziala trywialnie na podalgebre Ar,: AX = Aj,. Podalgebra niezmien-
nikéw A0 jest zatem algebra poétprosta i wobec tego kazdy ideal I algebry A%o jest
idempotentny, tj. zachodzi réwnosé I? = I. Twierdzimy, ze A jest o-prosta. Niech
I <A bedzie dowolnym niezerowym o-niezmienniczym ideatem. Oczywiscie I jest H-
niezmienniczy. Stosujac ponownie Wniosek 3.3.2 otrzymujemy 0 # I C AX C Z(A).
W rezultacie I przecina nietrywialnie centralne podcialo Z(A)? i tym samym zawiera
elementy odwracalne. A jest wiec algebra o-prosta, tak jak twierdzilismy.

Rozwazymy dalej oddzielnie dwa przypadki, w zaleznosci od o. Zalézmy najpierw, ze
o jest automorfizmem wewnetrznym algebry A wyznaczonym przez pewien element
q € A. Wowcezas dowolny ideal algebry A jest o-niezmienniczy i A jest algebra prosta.
Przypomnijmy, ze kazde k-algebraiczne rézniczkowanie algebry prostej nad cialem
charakterystyki 0 jest wewnetrzne. W szczegdlnosci jest to prawda dla wszystkich
rozniczkowan algebry A. Pokazemy teraz, ze réwniez wszystkie o-rézniczkowania al-
gebry A antyprzemienne z automorfizmem o sa wewnetrzne. Niech 0 € L. Zauwazmy,
ze dla dowolnego elementu x € A zachodzi:

¢ '0(x)qg = (000)(q) =—(000)(q) = —0(q 'xq) =
= —0(q zq—q'0(x)qg — q 'o(x)0(q).

Z réwnosci qd(q~1) = —0(q)q~" wynika teraz, ze:

d(x) = —3q0(q ") — 30(x)d(@)g" = 30(9)q ™"z — o(x)50(q)g "
Zatem rzeczywiscie 0 jest wewnetrznym o-rézniczkowaniem algebry A indukowanym
przez element %8(q)q_1. Odnotujmy przy okazji, ze superalgebra Liego L dziala na al-
gebre A poprzez Z(A)-liniowe odwzorowania. Aby méc skorzystaé z Lematu 4.3.5 mu-
simy jeszcze udowodnié, ze podalgebra niezmiennikéw A0 jest algebra prosta z cen-
trum Z(AL0) = Z(A). Przypomnijmy, ze zgodnie z zalozeniem, 02 = id4 i tym samym
q*> € Z(A). Dla dowolnego rézniczkowania § = ad, € Ly mamy zatem:

0(q) = (d00)(q) = (0 00)(q) = ¢~ (ag — qa)q = qa — aq = —d(q),
czyli §(q) = 0. Tak wiec:
q € A, (4.1)

To oznacza, ze automorfizm ¢ algebry A obciety do podalgebry A% jest autmorfi-
zmem wewnetrznym algebry A i w rezultacie A% jest algebra prosta. Pozostala
jeszcze do udowodnienia réwnoéé: Z(AL0) = Z(A). Mamy oczywiscie zawieranie:
Z(A) = Z(A) n Ao C Z(A%M). Dla dowodu inkluzji przeciwnej Z(A%) C Z(A)
zauwazmy, ze wobec zatozenia AL C Z(A) wystarczy pokaza¢ Z(AL0) C AM1. Wezmy
dowolny element z € Z(A™) oraz dowolne o-rézniczkowanie 0 = ad, € Ly, gdzie
b= %8(q)q*1. Zauwazmy, ze b € AP0, Tak jest, poniewaz zgodnie z zalozeniem, dla
kazdego rézniczkowania 0 € Ly zachodzi o0 —00d = [§,0] = 0. Z (4.1) wynika teraz,
ze:
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5(b) = 26(0(q)q™") = 2(600)(q)g™ + 30(q)0(q7) = (00 6)(q)g" =0

i wobec tego b € Alv. Korzystajac ponownie z (4.1) otrzymujemy wreszcie:
0(z) =bz—o0(2)b=bz—zb=0,

czyli z € A, Udowodniliémy w ten sposéb réwnosé: Z(A%) = Z(A). Podsu-
mujmy dotychczasowe spostrzezenia. Polézmy F = Z(A). Mamy skoniczenie wymia-
rowa centralna prosta F-algebre A na ktéra dziala nilpotentna F-algebra Liego L.
Réwnoczesnie podalgebra niezmiennikéw A0 jest centralna prosta F-algebra. Wszyst-

kie zalozenia Lematu 4.3.5 sa tym samym spelnione, wobec czego Ly dziata trywialnie
na A.

Zalézmy na koniec, ze 0: A — A jest automorfizmem zewnetrznym. Poniewaz A jest
algebra o-prosta, wiec albo A jest algebra prosta albo A = I @ o(I) dla pewnego
minimalnego ideatu I algebry A. Jesli A jest algebra prosta, to automorfizm o dziala
nieidentycznosciowo na centrum Z(A), na mocy Twierdzenia Skolema-Noether (por.
[He68, Roz. 4.3]). W drugim przypadku zachodzi Z(A) = Z(I)@®o(Z(I)). Réwnosé ta
oznacza, ze réwniez wtedy o dziata nieidentycznosciowo na Z(A). W obu przypadkach
mozemy zatem wybraé¢ element ¢ € Z(A) dla ktérego o(c) # c. Z pélpierwszosci A
wynika, ze (¢ — o(c))? jest niezerowym elementem ciata Z(A)?, tak wiec ¢ — o(c) €
Z(A) jest elementem odwracalnym. Wezmy teraz dowolne o-rézniczkowanie 0 € L;.
Zauwazmy, ze dla kazdego x € A zachodzi:

d(z)c+ o(x)d(c) = d(zc) = I(cx) = I(c)x + o(c)0(x).
Z réwnosci tej wynika, ze:
d(x) = (c = 0o(c))~'0(c)x — o(z)(c — o(c)) " 0(c)

co oznacza, ze 0 jest wewnetrznym o-rézniczkowaniem algebry A indukowanym przez
element (¢ — o(c))™'0(c) i wobec tego O dziala trywialnie na Z(A)?. Réwnoczesnie,
zgodnie z Wnioskiem 2.3.6, kazde rézniczkowanie algebry A dziala trywialnie na
centrum Z(A). Pokazaliémy tym samym, ze superalgebra Liego L dziala na al-
gebre A poprzez Z(A)?-liniowe odwzorowania. Zauwazmy przy okazji, ze z inklu-
zji Z(A) C Z(Al) wynika iz automorfizm o algebry A obciety do podalgebry
Ao jest automorfizmem zewnetrznym algebry A%, Udowodnimy teraz réwnosé
Z(Al0) = Z(A)?. Podobnie jak poprzednio wystarczy jezeli pokazemy zawieranie
Z(Ale)r € AL Tak jest, poniewaz dla kazdego o-rézniczkowania 0 = ad, € Ly,
gdzie b = (c—o(c))7'0(c), z faktu iz Ly dziala trywialnie na Z(A) wynika, ze b € Alo.
Podsumowujac, oznaczmy centralne podciatlo F = Z(A)?. Mamy o-prosta F-algebre
A z jedynka, gdzie 0: A — A jest automorfizmem zewnetrznym, na ktora dziala
nilpotentna F-algebra Liego Ly. Ponadto, automorfizm o algebry A obciety do podal-
gebry niezmiennikéw A0 jest automorfizmem zewnetrznym F-algebry A%, wreszcie
Al jest o-prosta. Pokazemy teraz, ze skosny pierécienn grupowy A « G jest centralna
prosta F-algebra. Niech I bedzie dowolnym niezerowym idealem algebry A x G. Jesli
INA#0,to INA = A jako o-niezmienniczy ideal A i wobec tego I = AxG. Zalézmy
wiec teraz, ze I N A = 0. Oznaczmy przez J zbiér wszystkich elementéw a € A dla
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ktérych istnieje element b € A taki, ze a + bo € I. Nietrudne obliczenia pokazuja,
ze J < A jest niezerowym o-niezmienniczym ideatem. Mamy zatem J = A i mozemy
wybraé niezerowy element b € A dla ktérego:

1+boel.

Nie zmniejszajac ogélnosci mozemy przyjacé, ze b € A?. Zauwazmy dalej, ze dla do-
wolnego = € A zachodzi:

xb—bo(x) =x2(14+bo)o — (1 +bo)xoc € INA=0.

Wynika z tego, ze Ab = DA jest niezerowym o-niezmienniczym idealem A i stad b jest
elementem odwracalnym. Otrzymujemy sprzecznos¢ z zatozeniem, ze o: A — A jest
automorfizmem zewnetrznym. W rezultacie A x G jest prosta F-algebra. Dla dowodu
réwnosci Z(A*xG) = Z(A)? wystarczy zauwazy¢, ze element a+bo nalezy do centrum
Z(A x G) wtedy i tylko wtedy, gdy a € Z(A)?, b € A7 oraz dla kazdego z € A
zachodzi b — bo(x) = 0. Podobnie jak wyzej, dwa ostatnie warunki oznaczaja, ze
b = 0. Analogicznie dowodzmy, ze A x G jest centralna prosta F-algebra. Pozostaje
jeszcze na koniec zauwazy¢, ze dziatanie F-algebry Liego Ly na F-algebre A przedtuza
sie do dziatania Lo na sko$ny pierscien grupowy A * G w nastepujacy sposéb. Dla
dowolnych 0 € Lo i a+ bo € Ax G kltadziemy d(a + bo) = §(a) + 6(b)o. Wtedy
(AxG)Lo = AL« G. Stosujac ponownie Lemat 4.3.5 otrzymujemy trywialne dziatanie
Lo na AxG.

Dowdd Stwierdzenia 4.3.6 zostal tym samym zakoriczony.
O

Whniosek 4.3.7. Niech A bedzie skoriczenie wymiarowq algebrq z jedynkq i o - auto-
morfizmem algebry A spelniajocym warunek o = idy. Przyjmijmy, Ze A jest o-prosta.
Niech ponadto L = Ly@® Ly bedzie nilpotentna superalgebra Liego taka, ze [Lgy, L1] = 0.
Zatézimy réwniez, ze L dziata na A w taki sposéb, ze A¥ C Z(A). Wowczas wymiar al-
gebry A nad centralnym podciatem Z(A)? jest nie wickszy niz 24 L1 -dimza)e Z(A).
Wynika stad w szczegdlnosci, ze algebra A spelnia standardowq tozsamosé wielomia-

nowq stopnia nie wiekszego niz 2 - v/ 24imk L1

Dowdd. Bezposrednio ze Stwierdzenia 4.3.6 wynika, ze Lg dziala trywialnie na A.

Oznaczmy F = Z(A)?. Nie zmniejszajac ogdlnosci mozemy w sformutowaniu Wniosku
4.3.7 zastapi¢ cialo k centralnym podcialem F. Przyjmijmy, ze dimg L = m. Ustalmy
baze {01, 0s,...,0m} nad F superalgebry Liego L. Mamy oczywiécie: ;> = 0 oraz
0;00; + 0j00; = 0 dla wszystkich i,j € {1,2,...,m}. Rozwazmy dalej lancuch
podprzestrzeni:

A=A DA DA D...D A, =A"

algebry A zdefiniowanych dla kazdego 1 < i < m jako A; = A;_1Nker 0;. Bezposrednio
sprawdza sie, ze dla dowolnego 1 < i < m zachodzi 0;(A;_1) C A;, tak wiec A;_1/A; —
A; 1 wobec tego:
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W rezultacie otrzymujemy:

Przejdziemy teraz do dowodu drugiej czesci wniosku. Poniewaz A jest algebra o-
prosta, wiec albo A jest algebra prosta albo A =1 @ o(I) dla pewnego minimalnego
ideatu I algebry A. W przypadku gdy A jest algebra prosta, to centrum Z(A) jest
cialem oraz:

: dimg A m
Z kolei w drugim przypadku zachodzi Z(A) = Z(I) ® o(Z(I)). Mamy wtedy:

dimz([) I =

W obu przypadkach algebra A spelnia standardowa tozsamosé wielomianowa stopnia
nie wiekszego niz 2 - /2™, na mocy Twierdzenia Amitsura-Levitzkiego 3.2.2.

[]

Dowéd Twierdzenia 4.3.4. Zauwazmy na poczatek, ze zgodnie z [Be88, Tw. 1.§]
oraz [BeG00, Wn. 6], kazda H-niezmiennicza nienilpotentna podalgebra algebry A
zawiera niezerowe niezmienniki.

W dalszym ciagu przez ) bedziemy oznaczaé pierscien utamkéw symetrycznych Q*(A)
algebry A z rozszerzonym centroidem C'. Ustalmy dowolnie wybrany maksymalny ideat
P algebry CH i potézmy S = CH \ P. Wtedy:

1. Qg jest potpierwsza H-modulowa algebra z centrum Z(Qg) = Cs.
2. Podalgebra niezmiennikéw (Qg)r = (QF)s C Cs.

3. (Cs) = Cs N (Qs)! jest centralnym podciatem algebry Qg.
Oznaczmy K = (Cg)*.

4. Wymiar algebry () nad cialem K jest skoriczony.
5. H dziala na Qg poprzez K-liniowe odwzorowania.
6. Qs jest o-prosta K-algebra.

Wrtasnosci 1-3 wynikaja bezposrednio ze Stwierdzen 2.5.4 oraz 4.2.2. Wlasnos¢ 4
zostata pokazana przy okazji dowodu Twierdzenia 4.1.1. Uzasadnimy teraz ostatnia
wlasnosé. Z polprostoty K-algebry Qs wynika, ze kazdy jej ideal jest idempotentny.
W rezultacie kazdy o-niezmienniczy ideat K-algebry g staje sie automatycznie H-
niezmienniczy. Fakt ten w polaczeniu z H-prostota Qg (por. dowéd Twierdzenia 4.1.1)
daje wlasnosé 6.

Stosujac teraz Wniosek 4.3.7 do K-algebry Qg otrzymujemy teze Twierdzenia 4.3.4
dla Qg. Z dowolnosci wyboru idealu P wynika teza Twierdzenia 4.3.4 dla Q.
O
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