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Streszczenie
Dynamiczny rozwój rynków �nansowych powoduje, »e wycena i zabezpie-
czenie instrumentów pochodnych wymagaj¡ zaanga»owania zaawansowanych
technik probabilistycznych i numerycznych. Celem niniejszej rozprawy jest z
jednej strony zaprezentowanie techniki probabilistycznej umo»liwiaj¡cej wy-
cen¦ instrumentów pochodnych o zªo»onej funkcji wypªaty w modelu lognor-
malnym, a z drugiej, przedstawienie nowych wyników dotycz¡cych bardzo
popularnego modelu stochastic volatility SABR. W rozprawie przedstawiªem
algebraiczne postacie wybranych warunkowych warto±ci oczekiwanych w mo-
delu lognormalnym i zaprezentowaªem ich zastosowanie do wyceny zªo»onych
instrumentów pochodnych. Wyprowadzone w rozprawie wyniki dotycz¡ce
modelu SABR obejmuj¡ mi¦dzy innymi nowe metody przybli»ania wybra-
nych warto±ci oczekiwanych w tym modelu, now¡ metod¦ wyceny opcji oraz
uogólnienie znanych wzorów Blacka na przypadek modelu stochastic volati-
lity.
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Pricing Selected Derivatives in SABR and
Lognormal Model
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Abstract
Pricing and hedging derivatives in the world of dynamically growing �nan-
cial markets involve more and more advanced probabilistic and numerical
techniques. The aim of this dissertation is once to present the new pro-
babilistic approach to pricing complex derivatives in lognormal model and
second to bring some new results concerning the most common stochastic
volatility model SABR. I've presented algebraic formulas of selected condi-
tional expectations in lognormal model. Next, I've used these formulas to
price complex derivatives. The new results concerning SABR model include
new approximation methods of computing expectations, new option pricing
method and generalization of famous Black vanilla option price formula in
the case of stochastic volatility model.
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Rozdziaª 1

Wst¦p

Intensywny rozwój rynków �nansowych w ostatnich latach rodzi potrzeb¦
wyceny i zabezpieczenia coraz bardziej skomplikowanych instrumentów �-
nansowych. Zªo»ono±¢ instrumentu �nansowego cz¦sto spowodowana jest
uzale»nieniem jego funkcji wypªaty od dwóch lub wi¦cej aktywów handlowa-
nych na rynku. Dla nowoczesnej matematyki �nansowej oznacza to potrzeb¦
obliczania coraz bardziej skomplikowanych warto±ci oczekiwanych procesów
stochastycznych reprezentuj¡cych ceny rozpatrywanych aktywów. Tak sfor-
muªowany problem ma natur¦ czysto techniczn¡. Przy dynamikach cen akty-
wów zadanych wybraniem modelu, wycena i hedging instrumentów pochod-
nych wymagaj¡ zaanga»owania zaawansowanych technik probabilistycznych
i numerycznych. Nawet w ramach standardowego modelu Blacka-Scholesa
wycena niektórych instrumentów pochodnych jest trudna. Przykªadem mo»e
by¢ tu wycena kontraktu �nansowego o funkcji wypªaty uzale»nionej od tra-
jektorii procesu reprezentuj¡cego cen¦ instrumentu bazowego (Geman-Yor
[21]). Innym przykªadem trudno±ci wyceny instrumentu pochodnego, tym
razem o europejskim charakterze wypªaty, czyli wypªaty uzale»nionej od
warto±ci instrumentu bazowego w ustalonej dacie, jest wycena kontraktu Qu-
anto Constant Maturity Swap (QCMS), który wypªaca warto±¢ tzw. stopy
swapowej z rynku zagranicznego (foreign) w walucie krajowej (domestic).
Skutkiem tego jest uzale»nienie funkcji wypªaty tego instrumentu od dwóch
ró»nych aktywów. Kolejnym przykªadem s¡ opcje na stop¦ procentow¡. Wy-
cena i efektywne zabezpieczanie opcji na stop¦ procentow¡ mog¡ przysparza¢
w wielu sytuacjach spore trudno±ci (Brigo-Mercurio [10], Rutkowski [52],
Gupta-Subrahmanyam [22]). Jedna z takich sytuacji ma miejsce, gdy termin
wypªaty opcji na stop¦ procentow¡ jest niestandardowy. Funkcja wypªaty

6



takiej opcji uzale»niona jest od dwóch ró»nych, skorelowanych stóp procen-
towych. Aby dobrze wycenia¢ takie instrumenty musimy zna¢ rozkªad ª¡czny
procesów od których uzale»niona jest funkcja wypªaty. Na tym jednak nie
koniec. Jak si¦ okazuje, dodatkowym i bardzo istotnym czynnikiem kompli-
kuj¡cym wycen¦ jest potrzeba dostosowania modeli matematycznych do ob-
serwowalnych, rzeczywistych zachowa« rynkowych takich jak volatility smile
(Andreasen [1], Brigo-Mercurio [8], Mercurio [38], Rebonato [50], [51]). Vola-
tility smile to efekt zró»nicowania warto±ci wspóªczynnika zmienno±ci aktywu
�nansowego w zale»no±ci od warto±ci kursu wykonania opcji. Mówi¡c inaczej,
konwencja rynku wyceny opcji waniliowej (kwotowania) polega na podaniu
implikowanej zmienno±ci z modelu Blacka-Scholesa. Efekt volatility smile
powoduje, »e dealer poda dla tego samego aktywu, lecz ró»nych kursów wy-
konania opcji, odpowiednio ró»ne warto±ci wspóªczynnika zmienno±ci. Model
Blacka-Scholesa zakªada tymczasem, »e wspóªczynnik zmienno±ci dla danego
aktywu �nansowego jest staªy. Wprowadzenie modeli local volatility (Du-
pire [18], [19], Derman-Kani [16], [17]) miaªo na celu osªabi¢ rygorystyczne
zaªo»enie o staªym wspóªczynniku zmienno±ci w modelu Blacka-Scholesa.
Mimo tego, »e modele te skutecznie mo»na kalibrowa¢ do obserwowanych
wielko±ci rynkowych, to jednak w przypadku dynamicznego zabezpieczania
pozycji opcyjnych, zakªadaj¡ odwrotny, do przewidywanego przez rynek, kie-
runek zmian warto±ci wspóªczynnika zmienno±ci (Hagan-Kumar-Le±niewski-
Woodward [23]). Dlatego modele local volatility coraz cz¦±ciej zast¦powane
s¡ modelami stochastic volatility, w których wspóªczynnik zmienno±ci jest
procesem stochastycznym (Brigo, Mercurio [8], Rebonato [50], [51]). Bardzo
popularnym modelem tego typu jest model SABR zaproponowany przez Ha-
gana, Kumara, Le±niewskiego oraz Woodward [23], gdzie za pomoc¡ techniki
nazywanej �singular perturbation� autorzy wyprowadzili analityczn¡ posta¢
aproksymacji wspóªczynnika zmienno±ci implikowanej opcji na aktywo, któ-
rego dynamika zostaªa zadana tym modelem. Dzi¦ki temu wyprowadzona
zostaªa przybli»ona cena opcji waniliowej w modelu SABR. Nazwa SABR
jest akronimem wyra»enia �stochastic alpha, beta, rho�. Dalsze badania do-
tycz¡ce rozkªadów procesów zadanych dynamik¡ SABR autorzy kontynuowali
w pracy Hagan-Le±niewski-Woodward [26]. Podobny do wspomnianego wy-
»ej wynik, b¦d¡cy aproksymacj¡ wspóªczynnika implikowanej zmienno±ci w
modelu SABR, uzyskali dzi¦ki technikom geometrii ró»niczkowej Berestycki-
Busca- Florent [3] oraz Henry-Labordere [27], [28]. Delikatne ró»nice, które
wyst¡piªy mi¦dzy wynikami asymptotycznego rozwini¦cia zmienno±ci impli-
kowanej Hagana et.al oraz Berestyckiego et.al wskazaª Obªój [42]. Inny spo-
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sób na wyprowadzenie asymptotycznego rozwini¦cia zmienno±ci implikowanej
w modelu SABR zaprezentowaª Osajima [44], który uzyskaª analityczn¡ for-
muª¦ rozwa»anej aproksymacji za pomoc¡ rachunku Malliavina. Wykorzy-
stanie formuªy Meyera-Tanaki oraz teorii czasu lokalnego do wyprowadze-
nia przybli»onego wzoru reprezentuj¡cego zmienno±¢ implikowan¡ w modelu
SABR zaprezentowali Benhamou oraz Croissant [5].

Niniejsza praca sªada si¦ z dwóch cz¦±ci. W cz¦±ci pierwszej, dla modelu z
dynamik¡ zadan¡ rozkªadem lognormalnym, chcemy zaprezentowa¢ technik¦
probabilistyczn¡, dzi¦ki której wycena zªo»onych instrumentów pochodnych,
w tym modelu, znacznie si¦ upraszcza. Umiej¦tno±¢ wyceny instrumentów
pochodnych w modelu lognormalnym jest bardzo wa»na z racji tego, »e kon-
wencje rynkowe zostaªy zbudowane na modelu Blacka-Scholesa, który nale»y
do klasy modeli lognormalnych. Dlatego te», model Blacka-Scholsa i jego od-
powiednik typu local volatility s¡ punktem odniesienia dla innych modeli. W
drugiej cz¦±ci pracy chcemy zaprezentowa¢ szereg nowych wyników dotycz¡-
cych modelu SABR. W szczególno±ci zaprezentujemy now¡ metod¦ wyceny
opcji waniliowej w szczególnym przypadku modelu SABR tzw. lognormal
stochastic volatility model. Dodatkowo, bazuj¡c na pomysªach wyceny zªo»o-
nych instrumentów pochodnych w modelach z dynamikami zadanymi rozkªa-
dem lognormalnym, wyprowadzimy przybli»ony wzór na wycen¦ kontraktu
Constant Maturity Swap (CMS) w modelu SABR.

Wspomniana wy»ej technika probabilistyczna, wykorzystana dalej w pracy
do wyceny wybranych instrumentów pochodnych w modelu lognormalnym,
polega na tym, »e dla klasy procesów stochastycznych o rozkªadzie lognor-
malnym potra�my wyznaczy¢ funkcj¦ warunkowej warto±ci oczekiwanej tych
procesów. �ci±lej mówi¡c dla zadanych dynamik procesów potra�my wy-
znaczy¢ funkcj¦ warunkowej warto±ci oczekiwanej zmiennej losowej b¦d¡cej
funkcj¡ pierwszego procesu pod warunkiem drugiego procesu. W efekcie
dzi¦ki znajomo±ci wspomnianej funkcji wycena zªo»onych instrumentów po-
chodnych sprowadza si¦ do wyceny instrumentu uzale»nionego od jednego
procesu, którego rozkªad znamy. Innymi sªowy problem dwuwymiarowy zo-
staje zredukowany do problemu jednowymiarowego. Do tej pory problem wa-
runkowania rozpatrywany byª na poziomie wyznaczania warunkowej funkcji
g¦sto±ci rozkªadów (Ravindran [48]). W prezentowanym przez nas podej-
±ciu, analizujemy proces warunkowania bezpo±rednio na poziomie warto±ci
oczekiwanych. Okazuje si¦, »e rezultatem tego s¡ stosunkowo proste, alge-
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braiczne wzory, które dla wielu zªo»onych wypªat uªatwiaj¡ wycen¦ wielu in-
strumentów pochodnych rynku �nansowego. Dzi¦ki przedstawionym, po raz
pierwszy w tej pracy, twierdzeniom dotycz¡cym postaci warunkowej warto-
±ci oczekiwanej, wycena instrumentów pochodnych w modelu lognormalnym
nie wymaga »mudnych rachunków i staje si¦ automatyczna. Najwa»niejsze
wyniki dotycz¡ce warunkowych warto±ci oczekiwanych w modelu lognormal-
nym przedstawione s¡ odpowiednio w twierdzeniach 3.10, 3.22, 3.26, 4.1, 4.5,
4.6 oraz 4.7. Zaprezentowanymi w pracy przykªadami efektywnego zasto-
sowania twierdze« o postaci warunkowej warto±ci oczekiwanej jest problem
wyceny kontraktu Quanto Constant Maturity Swap (QCMS), opcji na stop¦
procentow¡ oraz opcji na spread. Carmona oraz Durrleman [11], a tak»e
Brigo-Mercurio [8], rozpatruj¡ wycen¦ opcji na spread w modelu lognormal-
nym. Problem tej wyceny sprowadza si¦ u nich do analizy rozkªadu ª¡cznego
ró»nicy dwóch zmiennych losowych o rozkªadzie lognormalnym, a tym samym
wyznaczenie ceny opcji na spread sprowadza si¦ do obliczenia skomplikowanej
caªki w przestrzeni R2. W niniejszej pracy po raz pierwszy problem wyceny
opcji na spread, dzi¦ki znajomo±ci postaci odpowiednich warunkowych war-
tosci oczekiwanych w modelu lognormalnym, sprowadza sie do zadania w
jednym wymiarze. Po wyznaczeniu funkcji warunkowej warto±ci oczekiwanej
wzór na wycen¦ opcji na spread przybiera zamkni¦t¡, algebraiczn¡ posta¢.

W dalszej cz¦±ci pracy zaprezentujemy równie» techniki, które umo»liwiaj¡
wycen¦ instrumentów pochodnych o zªo»onej funkcji wypªaty w modelu SABR.
Jak do tej pory techniki wyceny instrumentów pochodnych w modelu SABR
sprowadzaªy si¦ do metod aproksymacyjnych. W szczególno±ci Mercurio [37],
[39] analizuje wycen¦ kontraktów CMS w modelu SABR, wyznaczj¡c w tym
celu drugi moment odpowiedniego procesu i podaje przybli»ony wzór na cen¦
wymienionego kontraktu. Rezultatem niniejszej pracy jest inne, nowe i po
raz pierwszy zaprezentowane w tej pracy, podej±cie, bazuj¡ce na mo»liwo-
±ci wyznaczenia algebraicznych wzorów niektórych momentów procesu za-
danego dynamik¡ modelu SABR. Nie rozwa»amy asymptotycznego rozwi-
ni¦cia zmienno±ci implikowanej, lecz poszukujemy algebraicznych wzorów na
momenty procesu zadanego dynamik¡ SABR. Jourdain [33] przedstawia wa-
runki, które musz¡ by¢ speªnione, aby w szczególnym przypadku modelu z
parametrem beta równym jeden, istniaªy momenty procesu zadanego dyna-
mik¡ SABR. Model SABR z parametrem β = 1 jest nazywany �lognormal
stochastic volatility model�. W niniejszej pracy prezentujemy technik¦, która,
uwzgl¦dniaj¡c wyniki Jourdaina, pozwala na aproksymacj¦ tych momentów
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(twierdzenia 5.6, 5.7, 5.15). W rezultacie doprowadzi to do nowego sposobu
wyceny opcji waniliowej w tym modelu (twierdzenie 5.17). Nowym i wa»nym
wynikiem tej pracy, przedstawionym w twierdzeniu 5.20, s¡ wzory na ceny
opcji waniliowych w modelu SABR z parametrem β = 1, które s¡ uogólnie-
niem cen opcji waniliowych w modelu Blacka. Kolejny wynik b¦dzie dotyczyª
modelu SABR dla parametru β ∈ (0, 1). Twierdzenie 5.23 przedstawia wzór
na warto±¢ momentu EX2(1−β)

t . Znaleziony wzór mo»e posªu»y¢ do wyceny
instrumentów pochodnych w tym modelu. W szczególno±ci wyprowadzimy
przybli»ony wzór na wycen¦ kontraktu CMS w modelu SABR b¦d¡cy uogól-
nieniem wzoru uzyskanego w modelu lognormalnym.

Chciaªbym serdecznie podzi¦kowa¢ profesorowi Jackowi Jakubowskiemu za
wiele cennych uwag oraz Pawªowi Szulcowi za konstruktywne dyskusje w
czasie wspólnej pracy w banku. Chciaªbym równie» podzi¦kowa¢ »onie za
cierpliwo±¢ i wsparcie.
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Rozdziaª 2

De�nicje i oznaczenia

W niniejszej pracy rozpatrujemy przestrze« probabilistyczn¡ (Ω,F ,P) z �l-
tracj¡ speªniaj¡c¡ zwykªe warunki F = (Ft)0≤t≤T , dla ustalonego horyzontu
czasowego 0 < T < ∞. Dla k ∈ N rozpatrujemy rynek k + 1 pªynnych
aktywów �nansowych niepªac¡cych dywidendy o cenach (S0, .., Sk) =: S. Za-
kªadamy, »e ceny rozpatrywanych aktywów s¡ procesami stochastycznymi
o ci¡gªych trajektoriach. Jednym z rozpatrywanych aktywów jest rachunek
bankowy.

De�nicja 2.1. Rachunkiem bankowym (S0(t))0≤t≤T nazywamy proces sto-
chastyczny zdefniowany nast¦puj¡co:

S0(t) := e
∫ t
0 rsds,

gdzie (rs)s∈[0,T ] jest dodatnim, F- adaptowanym procesem stochastycznym,
takim, »e P- prawie na pewno: ∫ T

0

rsds <∞.

Dla rachunku bankowego S0 oraz t ≥ 0 mamy ES−1
0 (t) = P (0, t), gdzie

P (u, t) oznacza cen¦ w chwili u ≥ 0 obligacji zerokuponowej o terminie za-
padalno±ci t ≥ u, czyli instrumentu �nansowego wypªacaj¡cego jednostk¦ w
chwili t. Dla peªno±ci wywodu, poni»ej przytaczamy podstawowe de�nicje i
fakty zwi¡zane z wycen¡ instrumentów �nansowych na rynku bez arbitra»u.
�cisªe dowody oraz szersze omówienie tej problematyki mo»na znale¹¢ m.in.
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w monogra� Musieli-Rutkowskiego [38], Jakubowskiego [31], Shiryaeva [53]
lub Brigo-Mercurio [8].

De�nicja 2.2. Wypªat¡ nazywamy dodatni¡ i caªkowaln¡ z kwadratem zmienn¡
losow¡ X w przetrzeni (Ω,F ,P). Wypªat¦ nazwiemy europejsk¡ z momentem
wykonania T , je±li jest ona FT - mierzalna.

De�nicja 2.3. Strategi¡ replikuj¡c¡ φ(t) = (φ0(t), .., φk(t)) nazywamy k + 1
wymiarowy, prognozowalny proces maj¡cy lokalnie ograniczone wspóªrz¦dne.
Proces zysku zwi¡zany ze strategi¡ replikuj¡c¡ φ de�niujemy jako:

Gφ(t) =
k∑

i=0

∫ t

0

φi(u)dSi(u).

De�nicja 2.4. Strategi¦ replikuj¡c¡ φ nazywamy samo�nasuj¡c¡ si¦, je±li
warto±¢ tej strategii Vφ(u) :=

∑k
i=0 φi(u)Si(u) speªnia dla ka»dego u ≥ 0

warunek:
Vφ(u) = Vφ(0) +Gφ(u).

Klasa wszystkich strategii samo�nansuj¡cych si¦ jest przestrzeni¡ liniow¡
ozn. S.

De�nicja 2.5. Modelem rynku nazwiemy par¦ (S,Θ), gdzie S oznacza proces
cen, a Θ ⊂ S zbiór strategii tworz¡cy przestrze« liniow¡ zawieraj¡c¡ staªe.

De�nicja 2.6. Strategi¡ arbitra»ow¡ φ nazywamy strategi¦ samo�nansuj¡c¡
si¦, tak¡, »e Vφ(0) = 0, Vφ(t) ≥ 0 p.n. oraz P(Vφ(t) > 0) > 0 dla t > 0.

De�nicja 2.7. Miar¦ Q na przestrzeni (Ω,F) nazwiemy miar¡ martyngaªow¡,
je±li jest ona równowa»na mierze P, a zdyskontowany proces ceny S∗(t) =
P (0, t)S(t) jest martyngaªem lokalnym wzgl¦dem miary Q i �ltracji F.

Fakt 2.8. Niech Q b¦dzie miar¡ martyngaªow¡. Oznaczmy Ψ(Q) zbiór stra-
tegii replikuj¡cych takich, »e je±li ψu ∈ Ψ to ∫ t

0
ψudS

∗
u jest Q- martyngaªem,

gdzie S∗(u) = P (0, u)S(u). Wówczas rynek (S,Ψ(Q)) jest wolny od arbi-
tra»u (czyli nie istniej¡ na nim strategie arbitra»owe). Zbiór Ψ(Q) nazwiemy
zbiorem strategii dopuszczalnych.
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De�nicja 2.9. Ustalmy t ≥ 0. Ft-mierzalna wypªata Xt jest osi¡galna je±li
istnieje strategia samo�nansuj¡ca si¦ taka, »e Xt = Vφ(t). Mówimy wówczas,
»e strategia φ generuje wypªat¦ Xt. Wówczas cen¡ w chwili t wypªaty Xt

nazwiemy warto±¢ w chwili t strategii samo�nansuj¡cej si¦ φ generuj¡cej t¦
wypªat¦.

Zaªo»enie ogólne. Wdalszej cz¦±ci pracy zawsze zakªadamy istnienie miary
martyngaªowej, któr¡ oznaczamy przez Q.

Fakt 2.10. Je±li istnieje miara martyngaªowa Q, to dla ka»dej Ft-mierzalnej
i osi¡galnej wypªaty X, jej cena w chwili u ≤ t, jest równa:

πX(u) = EQ

(
P (u, t)Xt|Fu

)
.

De�nicja 2.11. Rozpatrywany rynek nazwiemy rynkiem zupeªnym, je±li
ka»da wypªata na tym rynku jest osi¡galna.

Fakt 2.12. Je»eli na rynku istnieje miara martyngaªowa to rynek ten jest
wolny od arbitra»u, czyli nie istniej¡ na nim strategie arbitra»owe.

De�nicja 2.13. Numeraire nazywamy aktywo �nansowe o ±ci±le dodatniej
cenie i nie pªac¡ce dywidendy.

Uwaga 2.14. Numeraire jest osi¡galn¡ wypªat¡.

Twierdzenie 2.15. Zaªó»my, »e istniej¡ numeraire N oraz miara PN równo-
wa»na mierze P takie, »e dla dowolnej, osi¡galnej wypªaty XT oraz t ≤ T
mamy PN - prawie na pewno:

Xt

Nt

= EN

(XT

NT

|Ft

)
.

Wówczas dla dowolnego numeraire U istnieje miara probabilistyczna PU rów-
nowa»na mierze P taka, »e:

Xt

Ut

= EU

(XT

UT

|Ft

)
.
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Co wi¦cej pochodna Radona-Nikodyma miary PU wzgl¦dem PN wyra»a si¦
wzorem:

dPU

dPN

=
UTN0

U0NT

.

Wybór odpowiedniego numeraire jest kluczowy w procesie wyceny instrumen-
tów pochodnych. Zastosowanie odpowiedniego numeraire jest równoznaczne
z zastosowaniem naturalnej dla danej wypªaty miary probabilistycznej. Ze
wzgl¦du na losowy charakter stóp procentowych, obecno±¢ czynników dys-
kontuj¡cych w wypªatach wielu instrumentach pochodnych powoduje, »e bez-
po±rednie obliczenie warto±ci oczekiwanej wzgl¦dem wyj±ciowej miary bywa
kªopotliwe. Recept¡ na te trudno±ci jest odpowiednia zmiana miary, wzgl¦-
dem której obliczenie odpowiednich warto±ci oczekiwanych staje si¦ du»o
prostsze. Przykªadowo, je±li wyceniamy instrument pochodny b¦d¡cy funk-
cj¡ stopy procentowej, naturalnym numeraire dla tej wypªaty jest warto±¢
obligacji zerokuponowej o odpowiednim terminie zapadalno±ci. Gdy wyce-
niamy instrumenty pochodne, których funkcja wypªaty uzale»niona jest na
przykªad od warto±ci stopy swapowej, naturalnym numerairem jest odpo-
wiedni portfel zªo»ony z obligacji zerokuponowych.

De�nicja 2.16. Dla S > T oznaczmy δ(T, S) frakcj¦ roku mi¦dzy datami T
i S. Wówczas stop¦ zmienn¡ LIBOR de�niujemy wzorem:

L(T, S) =
1

δ(T, S)

( 1

P (T, S)
− 1

)
. (2.1)

De�nicja 2.17. Kontrakt Interest Rate Swap (IRS) jest transakcj¡ �nan-
sow¡, w której strona A, w okre±lonych datach T1 < T2 < .. < Tn dla n ∈ N,
pªaci stronie B wielko±ci odpowiednio Rnτi dla i ∈ {1, .., n}, gdzie Rn jest
staª¡ stop¡ procentow¡, a τi to dodatnie staªe. W tych samych momentach
T1 < T2 < .. < Tn, strona B pªaci stronie A stop¦ zmienn¡ LIBOR pomno-
»on¡ przez odpowiedni¡ staª¡: τiL(Ti−1, Ti) dla i ∈ {1, .., n}. Data T0 < T1

jest dat¡ rozpocz¦cia transakcji, czyli dat¡ rozpoczynaj¡c¡ pierwszy okres
odsetkowy.

Uwaga 2.18. Stopa zmienna LIBOR L(Ti−1, Ti) w kontrakcie IRS jest usta-
lana w chwili Ti−1. Staªe τi w de�nicji 2.17 s¡ wyznaczone jako frakcje roku
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mi¦dzy datami Ti−1 oraz Ti: τi = δ(Ti−1, Ti). Ponadto kontrakt IRS z de-
�nicji 2.17 jest wyceniany tak, by w chwili zawarcia kontraktu t ≤ T0 jego
warto±¢ byªa równa 0. St¡d warto±¢ Rn jest wyznaczona wedªug wzoru:

Rn(t) =
P (t, T0)− P (t, Tn)∑n
i=1 δ(Ti−1, Ti)P (t, Ti)

. (2.2)

Warto±¢ Rn jest nazywana stop¡ swapow¡. Pªatno±ci strony A nazywamy
nog¡ staª¡ IRS, za± pªatno±ci strony B nazywamy nog¡ zmienn¡ kontaktu
IRS.

De�nicja 2.19. Kontrakt Quanto Constant Maturity Swap (QCMS) jest
transakcj¡ �nansow¡, w której strona A pªaci stronie B wielko±¢ w walucie
�1� wyznaczon¡ przez warto±¢ stopy swapowej kontraktu IRS zwi¡zanego z
walut¡ �2�. W tym samym momencie strona B pªaci stronie A stop¦ zmienn¡
LIBOR zwi¡zan¡ z walut¡ �1�.

Uwaga 2.20. Je±li w de�nicji 2.19 waluty �1� i �2� s¡ tymi samymi walutami
kontrakt QCMS nazywamy kontraktem Constant Maturity Swap (CMS).

De�nicja 2.21. Stop¡ procentow¡ forward F (t, S, T ) w chwili t, na okres
odsetkowy od S do T , dla T > S, nazywamy tak¡ stop¦ procentow¡, któr¡
mo»na zrealizowa¢ na transakcji wolnej od ryzyka zawartej w chwili t bez
pocz¡tkowych kosztów. Oznacza to, »e cena w chwili t kontraktu wymiany
stopy zmiennej LIBOR L(S, T ) na stop¦ staª¡ F (t, S, T ) jest równa 0. Stopa
F (t, S, T ) jest równa:

F (t, S, T ) =
P (t, S)− P (t, T )

δ(S, T )P (t, T )
, (2.3)

gdzie, podobnie jak wcze±niej, δ(S, T ) oznacza frakcj¦ roku mi¦dzy S i T .

Uwaga 2.22. Dat¦ tf ustalenia stawki forward na okres odsetkowy [S, T ] nazy-
wamy dat¡ �xingu stopy forward. Oznacza to, »e zmienna losowa F (tf , S, T )
jest Ftf - mierzalna.

De�nicja 2.23. Dla ustalonych dat tf < ts < tm, opcj¡ caplet, o kursie
wykonania K i terminie wypªaty tp ∈ [ts, tm], na kurs forward stopy pro-
centowej nazywamy kontrakt �nansowy o funkcji wypªaty Π zde�niowanej
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nast¦puj¡co:
Π = δ(ts, tp)[F (tf , ts, tm)−K]+. (2.4)

Uwaga 2.24. Zmienna losowa Π jest Ftf - mierzalna.
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Rozdziaª 3

Model lognormalny

W niniejszym rozdziale, dla procesów stochastycznych Xt, Yt (o zadanych
dynamikach) oraz odpowiednich funkcji f , rozpatrujemy warunkowe warto±ci
oczekiwane E[f(Xt, Yt)|Yt]. W szczególno±ci dla wybranych funkcji f oraz
procesu stochastycznego:

[0, T ] 3 t 7→ E[f(Xt, Yt)|Yt] =: Zt(f)

wyprowadzimy algebraiczne wzory reprezentuj¡ce ci¡gªe wersje procesówZt(f).
Dla ustalonego t ≥ 0, K ≥ 0 oraz mierzalnych funkcji p, q, rozpatrzymy funk-
cje f postaci:

f(x, y) =
(
p(t)x− q(t)y −K

)+

.

Znajomo±¢ algebraicznego wzoru na posta¢ warunkowej warto±ci oczekiwanej
E[f(Xt, Yt)|Yt] znacznie uªatwia wycen¦ wybranych instrumentów pochod-
nych.

W podrozdziale 3.1 znajdziemy posta¢ ci¡gªej wersji procesu Zt(f) dla funk-
cji f(x, y) = x. W podrozdziale 3.2 wykorzystamy twierdzenie o postaci
warunkowej warto±ci oczekiwanej, sformuªowane i udowodnione w podroz-
dziale 3.1, do wyceny, w modelu lognormalnym, kontraktu Quanto Constant
Maturity Swap, który jest dwuwalutowym odpowiednikiem kontraktu Con-
stant Maturity Swap (CMS) (de�nicja 2.19 oraz uwaga 2.20). Sformuªowane i
udowodnione twierdzenie o postaci warunkowej warto±ci oczekiwanej E[Xt|Yt]
pozwoli nam w prosty sposób uzyska¢ wzór na cen¦ kontraktu QCMS. Uzy-
skany wzór, po raz pierwszy zaprezentowany w tej pracy, jest uogólnieniem
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formuªy wyprowadzonej przez Patricka Hagana [23] i powszechnie stosowa-
nej do wyceny kontraktów CMS. W podrozdziale 3.3 dla K > 0 znajdziemy
posta¢ ci¡gªej wersji procesu Zt(f) dla funkcji f(x, y) = (x−K)+, która to
posªu»y nam w podrozdziale 3.4 do wyceny, w modelu lognormalnym, opcji
na stop¦ procentow¡ z niestandardowym terminem wypªaty. W podrozdziale
3.5 sformuªujemy i udowodnimy twierdzenie o postaci warunkowej warto±ci
oczekiwanej E[f(Xt, Yt)|Yt] dla funkcji f(x, y) =

(
p(t)x− q(t)y−K

)+, gdzie
p, q s¡ dodatnimi funkcjami mierzalnymi, a K > 0. Nast¦pnie wykorzystamy
ostatnie twierdzenie do wyceny w modelu lognormalnym opcji na spread.

3.1 Warunkowa warto±¢ oczekiwana w modelu
lognormalnym ze staªym wspóªczynnikiem
zmienno±ci

Zaczniemy od opisu modelu.

Model I. Zaªó»my, »e mamy dwa (Ft)0≤t≤T - adaptowane procesy Xt, Yt o
dynamikach zadanych równaniami:

dXt = σXXtdWt, (3.1)
dYt = σY YtdZt, (3.2)

gdzie σX , σY s¡ dodatnimi staªymi, W,Z s¡ skorelowanymi ruchami Browna
oraz:

d〈W,Z〉t = ρdt,

dla ρ ∈ (−1, 1). Ponadto X0 > 0, Y0 > 0 s¡ staªymi.

Uwaga 3.1. Jedynymi, mocnymi rozwi¡zaniami (3.1) i (3.2) s¡ odpowiednio
procesy stochastyczne:

Xt = X0e
−σ2

Xt

2
+σXWt ,

Yt = Y0e
−σ2

Y t

2
+σY Zt .

Uwaga 3.2. Dla dowolnej liczby a ∈ R oraz procesów Xt, Yt o dynamikach
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zadanych odpowiednio równaniami (3.1), (3.2) mamy:

EXa
t = Xa

0 e
t

σ2
X
2

(a2−a),

EY a
t = Y a

0 e
t

σ2
Y
2

(a2−a).

Jest to oczywiste, gdy» z uwagi 3.1 dla procesu Yt mamy:

Y a
t = Y a

0 e
−σ2

Y a

2
t+aσY Zt ,

wi¦c:
EY a

t = Y a
0 e

−σ2
Y a

2
tEeaσY Zt = Y a

0 e
t

σ2
Y
2

(a2−a).

Prawdziwo±¢ uwagi dla procesu Xt jest oczywista z tych samych powodów.
2

Wiadomo, »e dla ustalonego t ≥ 0 istnieje mierzalna funkcja h(t, ·) : (0,∞) →
(0,∞) taka, »e prawdziwa jest, P- prawie na pewno, równo±¢:

E[Xt|Yt] = h(Yt, t). (3.3)

Co wi¦cej, dla ustalonego t ≥ 0 zmienna losowa h(Yt, t) jest wyznaczona
jednoznacznie z dokªadnosci¡ do zdarze« o zerowym prawdopodobie«stwie.
W konsekwencji znajduj¡c, dla ka»dego t, funkcj¦ h(Yt, t), znajdujemy mo-
dy�kacj¦ procesu Zt(f) dla funkcji f(x, y) = x. Dla procesów Xt, Yt, za-
danych modelem I, znaleziona, w tym rozdziale, mody�kacja jest ci¡gªa i
jest funkcj¡ pot¦gow¡ od procesu Yt. Wynik ten jest przedstawiony w twier-
dzeniu 3.10. Zanim sformuªujemy i udowodnimy wspomniane twierdzenie,
zaprezentujemy wcze±niej pewn¡ intuicj¦ zwi¡zan¡ z poszukiwaniem funkcji
h. Chocia» zbudowana intuicja nie jest formalnym dowodem omawianego
twierdzenia, to doprowadzi nas do wªa±ciwej postaci poszukiwanej funkcji i
mody�kacji procesu Zt(f).

Zaªo»enie Z1. Zaªó»my, »e funkcja h speªniaj¡ca równo±¢ (3.3) jest dwukrot-
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nie ró»niczkowalna i ograniczona oraz ma ograniczone pochodne, a funkcje
0 ≤ t 7→ E[Yth(Yt, t)],

0 ≤ t 7→ E
(∂h
∂y

(Yt, t)Y
2
t

)
,

0 ≤ t 7→ E
(
Yt

[∂h
∂t

(Yt, t) +
1

2

∂2h

∂2y
(Yt, t)σ

2
Y Y

2
t

])
s¡ ci¡gªe.

Zaªo»enie Z1 peªni rol¦ pomocnicz¡ w poszukiwaniu postaci warunkowej war-
to±ci oczekiwanej E[Xt|Yt]. Zaªo»enie to nie b¦dzie potrzebne w dowodzie
podstawowego twierdzenia 3.10 mówi¡cego o postaci E[Xt|Yt] w modelu I.

Dla caªkowalnych z kwadratem martyngaªów Xt, Yt oznaczamy przez 〈X, Y 〉tproces o wahaniu sko«czonym, taki, »e XtYt−〈X, Y 〉t jest martyngaªem. Dla
zbudowania wspomnianej wy»ej intuicji wykorzystamy dwa, sformuªowane i
udowodnione poni»ej, lematy.

Lemat 3.3. Niech St, Ht b¦d¡ ci¡gªymi, caªkowalnymi z kwadratem, mar-
tyngaªami. Dla ka»dego t ≥ 0 zde�niujmy proces S∗t := E[St|Ht]. Je»eli
S∗t = M∗

t + A∗t , gdzie M∗ jest martyngaªem, a A∗t jest procesem o wahaniu
sko«czonym, to wówczas prawdziwa jest równo±¢:

E〈S,H〉t = E〈M∗, H〉t + EHtA
∗
t − S0H0. (3.4)

Dowód. Udowodnimy najpierw lemat dla S0 = H0 = 0. Mamy:

E〈S,H〉t = EStHt = E[HtE[St|Ht]] = EHtS
∗
t

= EHt(M
∗
t + A∗t ) = E〈M∗, H〉t + EHtA

∗
t .

Je±li S0 6= 0 lub H0 6= 0 wystarczy rozpatrzy¢ procesy S̃t := St − S0 oraz
H̃t := Ht −H0 i skorzysta¢ z rozumowania powy»ej. 2

Lemat 3.4. Dla procesów Xt, Yt speªniaj¡cych zaªo»enia modelu I oraz funkcj¦
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h speªniaj¡cej zaªo»enia Z1 prawdziwa jest nastepuj¡ca równo±¢:

σXσY ρE
(
Yth(Yt, t)

)
=

σ2
Y E

(∂h
∂y

(Yt, t)Y
2
t

)
+ E

(
Yt

[∂h
∂t

(Yt, t) +
1

2

∂2h

∂2y
(Yt, t)σ

2
Y Y

2
t

])
. (3.5)

Dowód. Obliczymy, na dwa ró»ne sposoby, pochodn¡, wzgl¦dem czasu, war-
to±ci oczekiwanej nawiasu sko±nego 〈X,Y 〉t. Rezultatem tego rachunku b¦-
dzie teza lematu. Bezpo±rednio z (3.1) i (3.2) otrzymujemy:

E〈X, Y 〉t = EσXσY ρ

∫ t

0

YuXudu

= σXσY ρ

∫ t

0

EYuXudu

= σXσY ρ

∫ t

0

EYuE[Xu|Yu]du

= σXσY ρ

∫ t

0

EYuh(Yu, u)du. (3.6)

W drugiej równo±ci skorzystali±my z twierdzenia Fubiniego. Mogli±my to
zrobi¢, poniewa» na mocy uwagi do modelu I mamy Xu > 0 oraz Yu > 0 dla
ka»dego u ≥ 0. Na mocy zaªo»enia Z1 o funkcji h, mo»emy zró»niczkowa¢
wyra»enie (3.6) wzgl¦dem t i w rezultacie otrzymamy:

(E〈X, Y 〉t)
′ = σXσY ρEYth(Yt, t). (3.7)

Pochodn¡ warto±ci oczekiwanej E〈X, Y 〉t obliczymy teraz w inny sposób.
Korzystaj¡c z zaªo»enia Z1 mo»emy zastosowa¢ wzór Ito dla funkcji h:

dh(Yt, t) =
∂h

∂y
(Yt, t)dYt +

∂h

∂t
(Yt, t)dt+

1

2

∂2h

∂2y
(Yt, t)d〈Y 〉t. (3.8)

Przyjmijmy oznaczenia:

Nh(t) :=

∫ t

0

∂h

∂y
(Yu, u)dYu (3.9)
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oraz
Ah(t) :=

∫ t

0

[∂h
∂t

(Yu, u) +
1

2

∂2h

∂2y
(Yu, u)σ

2
Y Y

2
u

]
du. (3.10)

Wykorzystj¡c powy»sze oznaczenia równo±¢ (3.8) mo»emy zapisa¢ nast¦pu-
j¡co:

h(Yt, t) = h(Y0, 0) +Nh(t) + Ah(t). (3.11)
Z zaªo»enia Z1, funkcja pod caªk¡ wyra»enia (3.9) jest ograniczona i w rezul-
tacie Nh jest martyngaªem. Ah jest procesem o wahaniu sko«czonym. Wy-
korzystamy teraz lemat 3.3. Podstawimy odpowiednio St = Xt oraz Ht = Yt

i w rezultacie z równo±ci (3.4) otrzymamy:
E〈X, Y 〉t = E〈Nh, Y 〉t + E(Ah(t)Yt)−X0Y0. (3.12)

Nast¦pnie wyznaczymy E(Ah(t)Yt) oraz E〈Nh, Y 〉t. Ze wzoru Ito na caªko-
wanie przez cz¦±ci zastosowanego do procesów Ah(t) oraz Yt otrzymamy:

Ah(t)Yt = Ah(0)Y0 +

∫ t

0

Ah(u)dYu +

∫ t

0

YudAh(u).

Na mocy zaªo»enia Z1 istniej¡ dodatnie staªe K1, K2 takie, »e:

Ah(t) ≤ tK1 +
1

2
σ2

YK2

∫ t

0

Y 2
u du,

zatem:
Ah(t)

2 ≤ 2t2K2
1 +

1

2
σ4

YK
2
2

( ∫ t

0

Y 2
u du

)2

.

Ponadto, z caªkowej wersji nierówno±ci Jensena, mamy dla k ∈ N:( ∫ t

0

Y 2k
s ds

)2

≤ t

∫ t

0

Y 4k
s ds,

wi¦c z ostatnich dwóch oszacowa« mamy:

Ah(t)
2 ≤ 2t2K2

1 +
1

2
σ4

YK
2
2 t

∫ t

0

Y 4
u du,

a st¡d i z przedostatniej nierówno±ci mamy dalej:

Ah(t)
4 ≤ 8t4K4

1 +
1

2
σ8

YK
4
2 t

2
( ∫ t

0

Y 4
u du

)2

≤ 8t4K4
1 +

1

2
σ8

YK
4
2 t

3

∫ t

0

Y 8
u du.
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W rezultacie z ostatniego oszacowania oraz nierówno±ci Schwartza otrzymu-
jemy:

E
∫ t

0

A2
h(u)σ

2
Y Y

2
u du ≤ σ2

Y

∫ t

0

√
EA4

h(u)
√

EY 4
u du <∞.

W takim razie ∫ t

0
Ah(u)dYu jest martyngaªem. Po wzi¦ciu stronami warto±ci

oczekiwanej w ostatniej równo±ci otrzymamy:

EAh(t)Yt = Ah(0)Y0 + E
∫ t

0

YudAh(u)

= Ah(0)Y0 +

∫ t

0

E
(
Yu

[∂h
∂t

(Yu, u) +
1

2

∂2h

∂2y
(Yu, u)σ

2
Y Y

2
u

])
du.

(3.13)
W drugiej równo±ci wykorzystali±my twierdzenie Fubiniego oraz de�nicj¦ pro-
cesu Ah(t). Zajmiemy sie teraz E〈Nh, Y 〉t. Z de�nicji procesu Nh i twierdze-
nia Fubiniego otrzymujemy:

E〈Nh, Y 〉t = E
∫ t

0

σ2
Y

∂h

∂y
(Yu, u)Y

2
u du = σ2

Y

∫ t

0

E
(∂h
∂y

(Yu, u)Y
2
u

)
du. (3.14)

Z równo±ci (3.12), (3.13) oraz (3.14) otrzymujemy:

E〈X, Y 〉t = Ah(0)Y0 +

∫ t

0

E
(
Yu

[∂h
∂t

(Yu, u) +
1

2

∂2h

∂2y
(Yu, u)σ

2
Y Y

2
u

])
du+

+σ2
Y

∫ t

0

E
(∂h
∂y

(Yu, u)Y
2
u

)
du−X0Y0.

(3.15)
Po zró»niczkowaniu stronami (3.15) wzgl¦dem t otrzymamy:

(E〈X, Y 〉t)
′ = σ2

Y E
(∂h
∂y

(Yt, t)Y
2
t

)
+ E

(
Yt

[∂h
∂t

(Yt, t) +
1

2

∂2h

∂2y
(Yt, t)σ

2
Y Y

2
t

])
. (3.16)

Po porównaniu (3.7) i (3.16) otrzymujemy tez¦ lematu 2.5:
σXσY ρE

(
Yth(Yt, t)

)
= σ2

Y E
(∂h
∂y

(Yt, t)Y
2
t

)
+ E

(
Yt

[∂h
∂t

(Yt, t) +
1

2

∂2h

∂2y
(Yt, t)σ

2
Y Y

2
t

])
.
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2

Uwaga 3.6. Równowa»ny zapis tezy lematu 3.5 jest nast¦puj¡cy:

E
(
σXσY ρYth(Yt, t)−σ2

Y

∂h

∂y
(Yt, t)Y

2
t −Yt

[∂h
∂t

(Yt, t)+
1

2

∂2h

∂2y
(Yt, t)σ

2
Y Y

2
t

])
= 0.

(3.17)

W dalszej kolejno±ci bedziemy poszukiwali funkcji h, która speªnia równanie
(3.17).

De�nicja 3.7. Niech C1,2
b oznacza klas¦ ograniczonych funkcji dwóch zmien-

nych, ró»niczkowlanych, z ograniczonymi i ci¡gªymi pochodnymi odpowied-
nio rz¦du 1 oraz 1 i 2. Zde�niujmy operatory

L : C1,2
b ((0,∞)× [0,∞)) → C([0,∞)× (0,∞))

oraz
T : C1,2

b ((0,∞)× [0,∞)) → C([0,∞)× (0,∞))

nast¦puj¡co:
Lh(y, t) :=

∂h

∂t
(y, t) +

1

2
σ2

Y y
2∂

2h

∂2y
(y, t), (3.18)

T h(y, t) := σXσY ρyh(y, t)− σ2
Y y

2∂h

∂y
(y, t). (3.19)

Korzystaj¡c z de�nicji 3.7, równo±¢ (3.17) mo»e by¢ zapisana w nast¦puj¡cej
postaci:

E
(
T h(Yt, t)− YtLh(Yt, t)

)
= 0. (3.20)

Twierdzenie 3.8. Funkcja h(y, t) = c(t)ya, gdzie a = σXρ
σY

oraz c(t) =

X0

Y a
0
et

σ2
Y
2

(−a2+a), jest rozwi¡zaniem równa«:

T h = 0 (3.21)
oraz

Lh = 0, (3.22)
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z warunkiem pocz¡tkowym:
Eh(t, Yt) = X0. (3.23)

Dowód. Z de�nicji operatora T równanie (3.21) jest równowa»ne równaniu:

ayh(y, t)− ∂h

∂y
(y, t)y2 = 0.

Poniewa» y > 0, h > 0 wi¦c po podzieleniu ostatniego równania stronami
przez y oraz h otrzymamy równanie, równowa»ne równaniu (3.21), postaci:

∂h
∂y

(y, t)

h(y, t)
=
a

y
. (3.24)

Rozwi¡zaniem równania ró»niczkowego (3.24), dla ustalonego t, jest funkcja:
h(y, t) = c(t)ya,

gdzie staªa c(t) > 0. Poniewa» zaªo»yli±my, »e funkcja h ma speªnia¢ warunek
(3.23), wi¦c z postaci h otrzymujemy:

X0 = Eh(Yt, t) = c(t)EY a
t .

Z uwagi 3.2 wiemy, »e EY a
t = Y a

0 e
t

σ2
Y
2

(a2−a), zatem:

c(t) =
X0

Y a
0

et
σ2

Y
2

(−a2+a).

Udowodnimy teraz, »e funkcja h(y, t) = c(t)ya, z c(t) zadan¡ ostatni¡ rów-
nosci¡, speªnia równanie (3.22).

∂h

∂t
(y, t) =

∂
[
ya X0

Y a
0
et

σ2
Y
2

(−a2+a)
]

∂t
= yaX0

Y a
0

et
σ2

Y
2

(−a2+a)σ
2
Y

2
(−a2 + a).

1

2
σ2

Y y
2∂

2h

∂2y
(y, t) =

1

2
σ2

Y

X0

Y a
0

et
σ2

Y
2

(−a2+a)y2∂
2ya

∂2y

=
1

2
σ2

Y y
2a(a− 1)ya−2X0

Y a
0

et
σ2

Y
2

(−a2+a)

=
σ2

Y

2
ya(a2 − a)

X0

Y a
0

et
σ2

Y
2

(−a2+a).
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Z de�nicji operatora L oraz dwóch ostatnich równo±ci, otrzymujemy osta-
tecznie:

Lh(y, t) = yaX0

Y a
0

et
σ2

Y
2

(−a2+a)σ
2
Y

2
(−a2 + a)

+
σ2

Y

2
ya(a2 − a)

X0

Y a
0

et
σ2

Y
2

(−a2+a) = 0.

2

Wniosek 3.9. Wyznaczona w stwierdzeniu 3.8 funkcja h speªnia równanie
(3.20). Warunek (3.23) z twierdzenia 3.8 jest warunkiem koniecznym rów-
no±ci E[Xt|Yt] = h(Yt, t), poniewa» E

(
E[Xt|Yt]

)
= EXt = X0. W rezul-

tacie wyznaczona funkcja h speªnia dwa warunki konieczne dla równo±ci
E[Xt|Yt] = h(Yt, t).

Poni»ej sformuªujemy i udowodnimy twierdzenie pokazuj¡ce, »e wyznaczona
w stwierdzeniu 3.8 funkcja h jest wersj¡ warunkowej warto±ci oczekiwanej
E[Xt|Yt]. Co ciekawe, dowód twierdzenia jest niezale»ny od zbudowanej, w
rozumowaniu wy»ej, intuicji.

Twierdzenie 3.10. Zaªó»my, »e speªnione s¡ zaªo»enia modelu I. Niech:

h(y, t) = c(t)ya,

gdzie a = ρσX

σY
oraz c(t) = X0

Y a
0
et

σ2
Y
2

(−a2+a). Wówczas dla ustalonego t ≥ 0

prawdziwa jest równo±¢:
E[Xt|Yt] = h(Yt, t)

- P prawie na pewno. Tym samym (h(Yt, t))0≤t≤T jest ci¡gª¡ mody�kacj¡
procesu (E[Xt|Yt])0≤t≤T .

Dowód. Ustalmy t ≥ 0. Wybierzmy dowolny zbiór B ∈ σ(Yt). Udowodnimy,
»e: ∫

B

h(Yt, t)dP =

∫
B

XtdP. (3.25)

Niech D ∈ B(R) b¦dzie takim zbiorem borelowskim, »e B = {Zt ∈ D}. Z
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uwagi 3.1 otrzymujemy:

h(Yt, t) =
X0

Y a
0

et
σ2

Y
2

(−a2+a)Y a
t = Y a

0 e
−σ2

Y
2

ta+aσY Zt
X0

Y a
0

et
σ2

Y
2

(−a2+a)

= e−
σ2

Y
2

ta2+aσY ZtX0.

W rezultacie, z ostatniej równo±ci otrzymujemy:∫
B

h(Yt, t)dP =

∫
D

X0e
−σ2

Y
2

ta2+aσY zfZt(z)dz,

gdzie fZt(z) = 1√
2πt
e−

z2

2t jest g¦sto±ci¡ Zt. Z ostatniej równo±ci otrzymujemy
zatem: ∫

B

h(Yt, t)dP =

∫ ∞

−∞
1D(z)X0e

−σ2
Y
2

ta2+aσY z 1√
2πt

e−
z2

2t dz

=

∫ ∞

−∞
1D(z)X0e

− ρ2σ2
X

2
t+ρσXz 1√

2πt
e−

z2

2t dz, (3.26)

poniewa» a = ρσX

σY
. Z drugiej strony, znowu korzystaj¡c z uwagi 3.1, otrzy-

mujemy:∫
B

XtdP =

∫
Ω

1{Zt∈D}XtdP

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
1D(z)X0e

−σ2
X
2

t+σXwfWt,Zt(w, z)dwdz, (3.27)

gdzie fWt,Zt jest g¦sto±ci¡ ª¡cznego rozkªadu (Wt, Zt). Skorzystamy z nast¦-
puj¡cej to»samo±ci:

fWt,Zt = fZtfWt|Zt , (3.28)
gdzie fWt|Zt jest g¦sto±ci¡ warunkow¡:

fWt|Zt(w, z) =
1

√
2πt

√
1− ρ2

e
− (w−ρz)2

2t(1−ρ2) . (3.29)

Po wstawieniu (3.28) oraz (3.29) do (3.27) otrzymamy:∫
B

XtdP =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
1D(z)X0e

−σ2
X
2

t+σXwfZt(z)fWt|Zt(w, z)dwdz
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=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
1D(z)X0e

−σ2
X
2

t+σXw 1√
2πt

e−
z2

2t
1

√
2πt

√
1− ρ2

e
− (w−ρz)2

2t(1−ρ2)dwdz

=

∫ ∞

−∞
1D(z)X0

1√
2πt

e−
z2

2t

[ ∫ ∞

−∞
e−

σ2
X
2

t+σXw 1
√

2πt
√

1− ρ2
e
− (w−ρz)2

2t(1−ρ2)dw
]
dz.

(3.30)
Obliczymy caªk¦ wewn¡trz nawiasu kwadratowego w wyra»eniu (3.30):∫ ∞

−∞
e−

σ2
X
2

t+σXw 1
√

2πt
√

1− ρ2
e
− (w−ρz)2

2t(1−ρ2)dw

= e−
σ2

X
2

t

∫ ∞

−∞
eσXw 1

√
2πt

√
1− ρ2

e
− (w−ρz)2

2t(1−ρ2)dw = e−
σ2

X
2

tEeσXU ,

gdzie U jest zmienn¡ losow¡ o rozkªadzie normalnym N
(
ρz, t(1−ρ2)

)
wzgl¦-

dem miary P. Ze wzoru na posta¢ transformaty Laplace'a dla zmiennej lo-
sowej o rozkªadzie normalnym otrzymujemy:

e−
σ2

X
2

tEeσXU = eρzσX−
σ2

Xρ2

2
t. (3.31)

Po wstawieniu (3.31) do (3.30) otrzymamy ostatecznie:∫
B

XtdP =

∫ ∞

−∞
1D(z)X0

1√
2πt

e−
z2

2t eρzσX−
σ2

Xρ2

2
tdz. (3.32)

Po porównaniu (3.26) oraz (3.32) otrzymujemy:∫
B

XtdP =

∫
B

h(Yt, t)dP,

a to chcieli±my udowodni¢. Ostatecznie dla dowolnego zbioru B ∈ σ(Yt)
otrzymujemy:

h(Yt, t) = E[Xt|Yt]

- P prawie na pewno. 2
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3.2 Wycena kontraktu Quanto Constant
Maturity Swap

W tym podrozdziale zaprezentujemy wycen¦ kontraktu Quanto Constant Ma-
turity Swap (QCMS) w modelu I. W tym celu wykorzystamy twierdzenie
3.10.

Wycena pªatno±ci strony B kontraktu QCMS (de�nicja 2.19) sprowadza si¦
do wyceny nogi zmiennej kontraktu IRS (Brigo, Mercurio [8], paragraf 14.2).
Trudno±¢ wyceny QCMS le»y wi¦c w okre±leniu ceny pªatno±ci strony A. Za-
ªó»my, »e T0 jest momentem ustalenia warto±ci stopy swapowej IRS-a zwi¡-
zanego z walut¡ �2� oraz, »e T1 > T0 jest momentem pªatno±ci tak ustalonej
stopy swapowej. Dodatkowo zaªó»my, »e T1 jest momentem pierwszej pªat-
no±ci IRS-a dla którego zostaªa ustalona stopa swapowa. Przez T2, .., Tn

oznaczamy pozostaªe daty pªatno±ci rozpatrywanego IRS-a. Obiekty zwi¡-
zane z walut¡ i = 1, 2 oznaczamy indeksem dolnym i, a przez Q oznaczamy
miar¦ martyngaªow¡ dla rozpatrywanego rynku. Na mocy faktu 2.10, war-
to±¢ V (0) w chwili 0 jednej pªatno±ci strony A kontraktu QCMS wyra»a si¦
wzorem:

V (0) = P1(0, T0)EQ[R2,n(T0)P1(T0, T1)]. (3.33)
Oznaczmy PL (oraz odpowiednio warto±¢ oczekiwan¡ wzgl¦dem tej miary
EL) miar¦ zwi¡zan¡ z numeraire L(t) :=

∑n
i=1 δ(Ti−1, Ti)P1(t, Ti) dla t ≤ T0.

Na mocy twierdzenia 2.16 mamy:
dPL

dQ
=
L(T0)

L(0)

P1(0, T0)

P1(T0, T0)
,

wi¦c po zmianie miary (numeraire'a) równo±¢ (3.33) przyjmuje posta¢:

V (0) = L(0)EL

[
R2,n(T0)

P1(T0, T1)

L(T0)

]
. (3.34)

Zaªo»enie Z2. Zaªó»my, »e istnieje ró»niczkowalna funkcja G : R+ → R+

taka, »e dla ka»dego t ∈ [0, T1]:
P1(t, T1)

L(t)
= G(R1,n(t)).
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Dla uproszczenia notacji przyjmijmy, »e Xt := R2,n(t) oraz Yt := R1,n(t).
Wykorzystuj¡c zaªo»enie Z2 równo±¢ (3.34) mo»e by¢ zapisana nast¦puj¡co:

V (0) = L(0)EL[XT0G(YT0)]. (3.35)
Nie rozwa»amy tutaj problemu istnienia funkcji G. Zaªo»enie Z2 pochodzi od
Hagana [24] z pracy dotycz¡cej wyceny kontraktów CMS. Pomysª wprowa-
dzenia funkcji G ma swoje korzenie w teorii wyceny obligacji. Wprowadzenie
funkcji G oraz ró»ne jej postacie omówione s¡ dokªadnie w cytowanej wy»ej
pracy Hagana [24].

De�nicja 3.15. Niech κ(t) b¦dzie kursem wymiany, w chwili t, waluty �2� na
walut¦ �1�. Niech T0 < T1 < .. < Tn b¦dzie ustalonym ci¡giem dat oraz niech
Fκ,n(t) b¦dzie zde�niowane nast¦puj¡co:

Fκ,n(t) := κ(t)

∑n
i=1 δ(Ti−1, Ti)P2(t, Ti)∑n
i=1 δ(Ti−1, Ti)P1(t, Ti)

. (3.36)

Uwaga 3.16. Proces Fκ,n(t) jest martyngaªem wzgl¦dem miary PL. Istotnie,
licznik (3.36) reprezentuje warto±¢ portfela obligacji zerokuponowych z rynku
waluty �2� (czyli licznik reprezentuje osi¡galn¡ wypªat¦), a mianownik to
numeraire L(t). Dzi¦ki tej obserwacji zasadne jest przyj¦cie zaªo»enia Z3
poni»ej. Proces Fκ,n(t) jest nazywany na rynku �nansowym kontraktem ARF
(Average Rate Forward).

Zaªo»enie Z3. Zaªó»my, »e Fκ,n(t) jest F- adaptowanym procesem o dynamice
zadanej równaniem:

dFκ,n(t) = σκFκ,n(t)dUt, (3.37)
gdzie Ut jest ruchem Browna wzgl¦dem miary P, a σκ jest dodatni¡ staª¡.

Zaªo»enie Z4. Niech µ ∈ R oraz X∗
t := e−µtXt, dla ka»dego t ≥ 0. Zaªó»my,

»e procesy X∗
t ,Yt, przy mierze PL, speªniaj¡ zaªo»enia modelu I oraz niech:

d〈W,U〉t = ψdt, (3.38)
gdzie ψ ∈ (−1, 1).

Fakt 3.17. Je±li speªnione s¡ zaªo»enia Z3 oraz Z4 to µ jest wyznaczone
jednoznacznie i równe:

µ = −ψσκσX . (3.39)
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Dowód tego faktu mo»na znale¹¢ w monogra�i Brigo, Mercurio [8] (fakt 2.3.1
oraz twierdzenie 2.9.2).

Teraz jeste±my gotowi do obliczenia warto±ci V (0).

Twierdzenie 3.18. Zaªó»my, »e speªnione s¡ zaªo»enia Z2, Z3, Z4. Niech
a = ρσX

σY
. Je»eli G jest tak¡ funkcj¡, »e EL(G(YT0)Y

a
T0

) <∞, to warto±¢ V (0)
zadana formuª¡ (3.35) wyra»a si¦ wzorem:

V (0) = L(0)X0e
T0(µ−σ2

Y a2

2
)

∫ ∞

−∞

1√
2πt

G
(
Y0e

−σ2
Y
2

T0+σY z
)
e

aσY z− z2

2T0 dz. (3.40)

Dowód. Z równo±ci (3.35) oraz zaªo»enia Z4 otrzymujemy:

V (0) = L(0)EL[XT0G(YT0)] = L(0)eµT0EL[X∗
T0
G(YT0)]

= L(0)eµT0EL

(
G(YT0)E[X∗

T0
|YT0 ]

)
= L(0)eµT0EL

(
G(YT0)Y

a
T0

X0

Y a
0

eT0
σ2

Y
2

(−a2+a)
)

= L(0)
X0

Y a
0

e
T0

(
µ+

σ2
Y
2

(−a2+a)

)
EL(G(YT0)Y

a
T0

). (3.41)

W przedostatniej równo±ci wykorzystali±my twierdzenie 3.10 zastosowane do
procesów X∗

t oraz Yt. Warto±¢ oczekiwana w ostatnim wyra»eniu istnieje z
zaªo»enia. Po wykorzystaniu uwagi 3.1 otrzymamy:

EL(G(YT0)Y
a
T0

) = Y a
0 e

−a
σ2

Y
2

T0

∫ ∞

−∞

1√
2πt

G(Y0e
−σ2

Y
2

T0+σY z)e
aσY z− z2

2T0 dz.

(3.42)
Po wstawieniu (3.42) do (3.41) otrzymamy tez¦ twierdzenia. 2

Uwaga 3.19. We wspomnianej wy»ej pracy dotycz¡cej wyceny kontraktów
CMS, Hagan proponuje zastosowanie liniowego przybli»enia funkcji G wy-
razami z rozwini¦cia tej funkcji w szereg Taylora. Do tego potrzebna jest
ró»niczkowalno±¢ funkcji G. Stosuj¡c to samo rozumowanie co Hagan, ale do
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wyceny kontraktu QCMS, z (3.41) otrzymamy:
EX∗

T0
G(YT0) ≈

X0

Y a
0

eT0
σ2

Y
2

(−a2+a)E
(
[G(Y0) +G′(Y0)(YT0 − Y0)]Y

a
T0

)
=
X0

Y a
0

eT0
σ2

Y
2

(−a2+a)[(G(Y0)−G′(Y0)Y0)EY a
T0

+G′(Y0)EY a+1
T0

]

=
X0

Y a
0

eT0
σ2

Y
2

(−a2+a)[(G(Y0)−G′(Y0)Y0)Y
a
0 e

a2−a
2

tσ2
Y

+G′(Y0)Y
a+1
0 e

a2+a
2

T0σ2
Y ]

= X0(G(Y0)−G′(Y0)Y0) +X0Y0G
′(Y0)e

aT0σ2
Y

= X0G(Y0) +X0Y0G
′(Y0)[e

T0ρσXσY − 1]. (3.43)
Po wstawieniu (3.43) do wzoru (3.35) otrzymamy:

V (0) = L(0)eµT0E[X∗
T0
G(YT0)] ≈

L(0)eµT0

[
X0G(Y0) +X0Y0G

′(Y0)[e
T0ρσXσY − 1]

]
. (3.44)

Uwaga 3.20. Dla jednowalutowego kontraktu CMS, w modelu lognormalnym
ze staªym wspóªczynnikiem zmienno±ci, gdy Yt jest stop¡ swapow¡, Hagan
[24] wyprowadziª przybli»ony wzór na cen¦ tego kontraktu postaci:

E[YT0G(YT0)] ≈ L(0)
[
Y0G(Y0) + Y 2

0 G
′(Y0)[e

T0σ2
Y − 1]

]
. (3.45)

W modelu I zaªo»yli±my, »e ρ ∈ (−1, 1). Gdyby jednak rozwa»¢ model I z
W = Z, czyli X∗ = Y , σX = σY , σκ = 0 oraz ρ = 1 to kontrakt QCMS staje
si¦ jednowalutowym kontraktem CMS (de�nicjia 2.19 i uwaga 2.20), a wzory
(3.44) i (3.45), mimo ró»nego ρ, maj¡ t¦ sam¡ posta¢.

Wniosek 3.21. Wzór (3.44) z uwagi 3.19 jest rozszerzeniem wyniku Hagana
[24] na przypadek wyceny kontraktu QCMS.

3.3 Wypªata opcyjna w modelu lognormalnym
ze staª¡ zmienno±ci¡

W tym podrozdziale wyprowadzimy wzór na posta¢ warunkowej warto±ci
oczekiwanej E[f(Xt)|Yt] dla funkcji f(x) = (x−K)+ w modelu lognormalnym
ze staªym wspóªczynnikiem zmienno±ci.
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Twierdzenie 3.22. W modelu I, dla K > 0, prawdziwa jest równo±¢ P - prawie
na pewno:

E[(Xt −K)+|Yt] = Bl(K,h(Yt, t),
√
t(1− ρ2)σX), (3.46)

gdzie:
h(Yt, t) = E[Xt|Yt]

oraz:
Bl(K,F, v) = FΦ(d1)−KΦ(d2),

d1 =
ln F

K
+ 1

2
v2

v
,

d2 = d1 − v,

a Φ oznacza dystrybuant¦ standardowego rozkªadu normalnego. W rezultacie
Bl(K,h(Yt, t),

√
t(1− ρ2)σX) jest ci¡gª¡ mody�kacj¡ procesu stochastycznego

Zt(f) dla f(x) = (x−K)+.

Dowód. Udowodnimy, »e dla dowolnego B ∈ σ(Yt) speªniona jest równo±¢:∫
B

(Xt −K)+dP =

∫
B

Bl(K,h(Yt, t),
√
t(1− ρ2)σX)dP. (3.47)

B¦dziemy post¦powa¢ podobnie jak w dowodzie twierdzenia 3.10. Istnieje
zbiór borelowski D ∈ B(R): B = {Zt ∈ D}. Przeksztaªcimy lew¡ stron¦
równo±ci (3.47): ∫

B

(Xt −K)+dP =

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
1D(z)(X0e

− t
2
σ2

X+σXw −K)+fZt(z)fWt|Zt(w, z)dwdz

=

∫ ∞

−∞
1D(z)fZt(z)

[ ∫ ∞

−∞
(X0e

− t
2
σ2

X+σXw −K)+fWt|Zt(w, z)dw
]
dz. (3.48)

Obliczymy caªk¦ w nawiasie kwadratowym wyra»enia (3.48):∫ ∞

−∞
(X0e

− t
2
σ2

X+σXw −K)+fWt|Zt(w, z)dw
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= X0e
− t

2
σ2

X

∫ ∞

−∞
(eσXw −K∗)+fWt|Zt(w, z)dw,

gdzie podstawili±my K∗ = (X0e
− t

2
σ2

X )−1K. Dalej z równo±ci (3.29) oraz po
podstawieniu y = σXw otrzymamy:∫ ∞

−∞
(eσXw −K∗)+fWt|Zt(w, z)dw =

∫ ∞

−∞
(eσXw −K∗)+ 1

√
2πt

√
1− ρ2

e
− (w−ρz)2

2t(1−ρ2)dw

=

∫ ∞

−∞
(ey −K∗)+ 1

√
2πtσX

√
1− ρ2

e
− (y−ρσXz)2

2tσ2
X

(1−ρ2)dy

= eρσXz+ t
2
σ2

X(1−ρ2)Φ(d1(z))−K∗Φ(d2(z)),

gdzie:
d1(z) =

ρσXz − lnK∗ + t(1− ρ2)σ2
X√

t(1− ρ2)σX

oraz:
d2(z) = d1(z)−

√
t(1− ρ2)σX .

W rezultacie: ∫ ∞

−∞
(X0e

− t
2
σ2

X+σXw −K)+fWt|Zt(w, z)dw

= X0e
− t

2
σ2

X [eρσXz+ t
2
σ2

X(1−ρ2)Φ(d1(z))−K∗Φ(d2(z))]

= X0e
ρσXz− t

2
σ2

Xρ2

Φ(d1(z))−KΦ(d2(z)). (3.49)
Z twierdzenia 3.10 mamy prawie na pewno:

E[Xt|Yt] = h(Yt, t) = X0e
− 1

2
tσ2

Xρ2+ZtρσX . (3.50)
Zde�niujmy funkcj¦:

h̃(z, t) := X0e
− 1

2
tσ2

Xρ2+zρσX .

Z de�nicji h̃ wynika, »e:
h(Yt, t) = h̃(Zt, t). (3.51)

Po wstawieniu (3.50) oraz (3.51) do (3.49) otrzymamy:
X0e

ρσXz− t
2
σ2

Xρ2

Φ(d1(z))−KΦ(d2(z)) = h̃(z, t)Φ(d1(z))−KΦ(d2(z)),
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a po wstawieniu K∗ = (X0e
− t

2
σ2

X )−1K do wzorów na d1 oraz d2 uzyskamy:

d1(z) =
ρσXz − ln[(X0e

− t
2
σ2

X )−1K] + t(1− ρ2)σ2
X√

t(1− ρ2)σX

=
lnX0 + ρσXz − 1

2
tρ2σ2

X − lnK + 1
2
t(1− ρ2)σ2

X√
t(1− ρ2)σX

=
ln h̃(z,t)

K
+ 1

2
t(1− ρ2)σ2

X√
t(1− ρ2)σX

(3.52)

oraz
d2(z) = d1(z)−

√
t(1− ρ2)σX . (3.53)

W rezultacie, po wstawieniu do równo±ci (3.48) obliczon¡ caªk¦ z nawiasu
kwadratowego otrzymamy:∫

B

(Xt −K)+dP =

∫ ∞

−∞
1D(z)fZt(z)

[ ∫ ∞

−∞
(X0e

− t
2
σ2

X+σXw −K)+fWt|Zt(w, z)dw
]
dz

=

∫ ∞

−∞
1D(z)fZt(z)[h̃(z, t)Φ(d1(z))−KΦ(d2(z))]dz

=

∫
B

[h̃(Zt, t)Φ(d1(Zt))−KΦ(d2(Zt))]dP.

Z (3.51), (3.52) oraz (3.53) otrzymamy:

d1(Zt) =
ln h(Yt,t)

K
+ 1

2
t(1− ρ2)σ2

X√
t(1− ρ2)σX

oraz:
d2(Zt) = d1(Zt)−

√
t(1− ρ2)σX ,

a st¡d dalej:∫
B

(Xt −K)+dP =

∫
B

[h(Yt, t)Φ(d1(Zt))−KΦ(d2(Zt))]dP

=

∫
B

Bl(K,h(Yt, t),
√
t(1− ρ2)σX)dP.

2
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3.4 Wycena opcji na stop¦ procentow¡
Problem wyceny instrumentu pochodnego o zªo»onej funkcji wypªaty poja-
wia si¦ w procesie wyceny opcji na stop¦ procentow¡ z przesuni¦tym termi-
nem wypªaty. Przesuni¦cie terminu wypªaty powoduje uzale»nienie funkcji
wypªaty od dwóch ró»nych, ale skorelowanych, stóp procentowych. Jest to
analogiczny problem do tego, który analizuje Hagan [25] przy wycenie opcji
binarnych na stop¦ procentow¡, jak równie» Pelsser [45] przy wycenie kon-
traktów wymiany stopy procentowej z niestandardowym terminem wypªaty.
Znajomo±¢ postaci warunkowej warto±ci oczekiwanej E[f(Xt)|Yt], dla funkcji
f(x) = (x−K)+ znacznie uªatwia wycen¦ opcji caplet w modelu lognormal-
nym ze staªym wspóªczynnikiem zmienno±ci.

Warto±¢ wypªaty Π (de�nicja 2.23) jest ustalana w chwili tf i wypªacana w
chwili tp. Z faktu 2.10 cena VΠ(0) w chwili 0 wypªaty Π jest równa:

VΠ(0) = P (0, tf )δ(ts, tp)EQ

(
P (tf , tp)[F (tf , ts, tm)−K]+

)
.

Po zmianie miary Q na miar¦ tm - forward, czyli miar¦ Ptm (wprowadzimy
oznaczenie EPtm = Etm) generowan¡ przez numeraire P (·, tm), cena w chwili
0 wypªaty opcyjnej Π jest równa:

VΠ(0) = P (0, tm)δ(ts, tp)Etm
(
[F (tf , ts, tm)−K]+

P (tf , tp)

P (tf , tm)

)
= P (0, tm)δ(ts, tp)

[
Etm [F (tf , ts, tm)−K]+

+ δ(tp, tm)Etm
(
[F (tf , ts, tm)−K]+

P (tf , tp)− P (tf , tm)

δ(tp, tm)P (tf , tm)

)]
. (3.54)

Mamy z zaªo»enia tp ≤ tm, wi¦c:
VΠ(0) = P (0, tm)δ(ts, tp)

[
Etm [F (tf , ts, tm)−K]+

+ δ(tp, tm)Etm
(
[F (tf , ts, tm)−K]+F (tf , tp, tm)

)]
= P (0, tm)δ(ts, tp)Etm [F (tf , ts, tm)−K]+

+ P (0, tm)δ(ts, tp)δ(tp, tm)Etm
(
[F (tf , ts, tm)−K]+F (tf , tp, tm)

)
.

36



Przyjmijmy oznaczenia:
I = P (0, tm)δ(ts, tp)Etm [F (tf , ts, tm)−K]+, (3.55)
II = P (0, tm)δ(ts, tp)δ(tp, tm)Etm

(
[F (tf , ts, tm)−K]+F (tf , tp, tm)

)
. (3.56)

W konsekwencji przyj¦tych oznacze«:
VΠ(0) = I + II.

Aby zatem wyceni¢ opcj¦ caplet z de�nicji 2.23 musimy obliczy¢ wyra»enia
I oraz II. Poka»emy, jak zrobi¢ to w modelu lognormalnym. W tym celu
wykorzystamy twierdzenie 3.22. Dla uproszczenia notacji przyjmijmy dla
0 ≤ t ≤ tm, »e:

Fs(t) := F (t, ts, tm),

Fp(t) := F (t, tp, tm).

Zauwa»my, »e z de�nicji kursu forward (2.21), obie stopy Fs, Fp s¡ martyn-
gaªami wzgl¦dem miary Ptm . W dalszej kolejno±ci zaªo»ymy, »e stopy Fs, Fp

maj¡ wzgl¦dem miary Ptm rozkªad lognormalny.

Zaªo»enie 3.23. Zaªó»my, »e stopy forward Fs, Fp maj¡ rozkªad lognormalny
zadany dynamikami:

dFs(t) = σsFs(t)dWt,

dFp(t) = σpFp(t)dZt,

gdzie W,Z s¡ skorelowanymi ruchami Browna wzgl¦dem miary Ptm oraz dla
t ≥ 0 〈W,Z〉t = ρt. Staªe σs, σp s¡ dodatnie, a ρ ∈ (−1, 1). Fs(0), Fp(0) s¡
równie» dodatnimi staªymi.

Twierdzenie 3.24. Je±li speªnione jest zaªo»enie 3.23 wyra»enia (3.55) oraz
(3.56) równe s¡ odpowiednio:

I = P (0, tm)δ(ts, tp)Bl(K,Fs(0), σs

√
tf ),

II = P (0, tm)δ(ts, tp)δ(tp, tm)H(Fp(0), Fs(0), K, tf ),

gdzie:
H(F, S,K, t) =

=

∫ ∞

−∞

F√
2πt

e−
tσ2

p
2

+σpw−w2

2t Bl
(
K,Se−

tσ2
sρ2

2
+σsρw, σs

√
(1− ρ2)t

)
dw,
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Bl(K,F, v) = FΦ(d1)−KΦ(d2),

d1 =
ln F

K
+ 1

2
v2

v
,

d2 = d1 − v,

a Φ oznacza dystrybuant¦ standardowego rozkªadu normalnego.

Dowód. Na mocy zaªo»enia 3.23 stopy Fs, Fp speªniaj¡ zaªo»enia modelu I.
Z równo±ci (3.55) oraz uwagi 3.1 otrzymujemy:

I = P (0, tm)δ(ts, tp)Etm [Fs(tf )−K]+

= P (0, tm)δ(ts, tp)Etm
[
Fs(0)e

−
σ2

stf
2

+σsWtf −K
]+

= P (0, tm)δ(ts, tp)Bl(K,Fs(0), σs

√
tf ).

Dalej obliczymy II. W tym celu wykorzystamy twierdzenie 3.22. Podsta-
wiaj¡c odpowiednio X = Fs oraz Y = Fp, bezpo±rednio z równo±ci (3.46)
otrzymujemy:

Etm [(Fs(tf )−K)+|Fp(t)] = Bl(K,h(Fp(tf ), tf ), σs

√
(1− ρ2)tf ), (3.57)

gdzie:
h(y, t) = ya Fs(0)

(Fp(0))a
e

t
2
σ2

p[a−a2],

a =
ρσs

σp

,

Bl(K,F, v) = FΦ(d1)−KΦ(d2),

d1 =
ln F

K
+ 1

2
v2

v
,

d2 = d1 − v.

W rezultacie z równo±ci (3.57) mamy:
Etm

[
(Fs(tf )−K)+Fp(tf )

]
= Etm

(
Fp(tf )Etm

[
(Fs(tf )−K)+|Fp(tf )

])
= EtmFp(tf )Bl

(
K,h(Fp(tf ), tf ), σs

√
(1− ρ2)tf

)
=

∫ ∞

−∞

Fp(0)√
2πtf

e
−

tf σ2
p

2
+σpw− w2

2tf Bl
(
K,Fs(0)e

−
tf σ2

sρ2

2
+σsρw, σs

√
(1− ρ2)tf

)
dw.
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Wstawiaj¡c ostatni wynik do równo±ci (3.56) otrzymujemy:

II = P (0, tm)δ(ts, tp)δ(tp, tm)Etm
[
(Fs(tf )−K)+Fp(tf )

]
= P (0, tm)δ(ts, tp)δ(tp, tm)H(Fp(0), Fs(0), K, tf ),

gdzie:
H(F, S,K, t) =

=

∫ ∞

−∞

F√
2πt

e−
tσ2

p
2

+σpw−w2

2t Bl
(
K,Se−

tσ2
sρ2

2
+σsρw, σs

√
(1− ρ2)t

)
dw.

2

Uwaga 3.25. Je»eli tp = tm, to z twierdzenia 3.24 wynika, »e:
I = P (0, tm)δ(ts, tm)Bl(K,Fs(0), σs

√
tf ),

II = P (0, tm)δ(ts, tm)δ(tm, tm)H(Fm(0), Fs(0), K, tf ) = 0.

W takim razie:
VΠ(0) = P (0, tm)δ(ts, tm)Bl(K,Fs(0), σs

√
tf ).

Caplet, dla którego moment wypªaty tp pokrywa si¦ z momentem zako«czenia
okresu odsetkowego tm, jest standardowym, pªynnym instrumentem na rynku
opcji na stop¦ procentow¡, a ostatni wzór jest powszechnie u»ywany na rynku
do wyceny tych instrumentów (Musiela-Rutkowski [38], Brigo-Mercurio [8],
Rebonato [50], Gupta [22]). Przesuni¦cie momentu wypªaty powoduje, »e
II > 0. Wielko±¢ II jest nazywana potocznie convexity adjustment.

3.5 Wycena opcji na spread
W tym podrozdziale wyprowadzimy wzór na posta¢ warunkowej warto±ci
oczekiwanej E[(p(t)Xt − q(t)Yt − K)+|Yt] w modelu lognormalnym, dla do-
datnich, mierzalnych funkcji czasu p, q. Wyprowadzona formuªa posªu»y nam
nast¦pnie do wyceny opcji na spread. Przy okazji zauwa»my, »e sformuªowane
twierdzenie 3.26 jest uzupeªnieniem twierdze« 3.10 oraz 3.22. Twierdzenie
3.10 obejmuje przypadek wypªaty (p(t)x− q(t)y−K)+ dla p ≡ 1, q ≡ 0 oraz
K = 0. Twierdzenie 3.22 obejmuje przypadek p ≡ 1, q ≡ 0 oraz K > 0.
Twierdzenie 3.26 obejmuje przypadki p > 0, q > 0 oraz K > 0.
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Twierdzenie 3.26. Niech K > 0. W modelu I, dla funkcji mierzalnych p :
[0,∞) → (0,∞), q : [0,∞) → (0,∞) prawdziwa jest równo±¢ P - prawie na
pewno:
E[(p(t)Xt − q(t)Yt −K)+|Yt] = Bl(K + q(t)Yt, p(t)h(Yt, t),

√
t(1− ρ2)σX),

(3.58)
gdzie:

h(Yt, t) = E[Xt|Yt]

oraz:
Bl(K,F, v) = FΦ(d1)−KΦ(d2),

d1 =
ln F

K
+ 1

2
v2

v
,

d2 = d1 − v,

a Φ oznacza dystrybuant¦ standardowego rozkªadu normalnego. W rezulta-
cie Bl(K+ q(t)Yt, p(t)h(Yt, t),

√
t(1− ρ2)σX) jest ci¡gª¡ mody�kacj¡ procesu

stochastycznego Zt(f) dla funkcji f(x, y) = (p(t)x− q(t)y −K)+.

Dowód. Podobnie jak w dowodzie twierdze« 3.10 oraz 3.22, udowodnimy, »e
dla dowolnego zbioru borelowskiego B ∈ σ(Yt) prawdziwa jest równo±¢:∫

B

(p(t)Xt−q(t)Yt−K)+dP =

∫
B

Bl(K+q(t)Yt, p(t)h(Yt, t),
√
t(1− ρ2)σX)dP.

(3.59)
Istnieje zbiór borelowski D taki, »e: B = {Zt ∈ D}. Korzystaj¡c z uwagi
3.1, dotycz¡cej postaci procesów Xt, Yt zadanych modelem I, przeksztaªcimy
lew¡ stron¦ równo±ci (3.59):∫

B

(p(t)Xt − q(t)Yt −K)+dP

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
1D(z)Ht(w, z)fZt(z)fWt|Zt(w, z)dwdz

=

∫ ∞

−∞
1D(z)fZt(z)

[ ∫ ∞

−∞
Ht(w, z)fWt|Zt(w, z)dw

]
dz, (3.60)
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gdzie:

Ht(w, z) =
(
p(t)X0e

− t
2
σ2

X+σXw − q(t)Y0e
− t

2
σ2

Y +σY z −K
)+

.

Oznaczmy K(z) = q(t)Y0e
− t

2
σ2

Y +σY z +K. W szczególno±ci dla z = Zt otrzy-
mamy:

K(Zt) = q(t)Yt +K.

Obliczymy caªk¦ w nawiasie kwadratowym wyra»enia (3.60):∫ ∞

−∞

(
p(t)X0e

− t
2
σ2

X+σXw −K(z)
)+

fWt|Zt(w, z)dw

= p(t)X0e
− t

2
σ2

X

∫ ∞

−∞

(
eσXw −K∗(z)

)+

fWt|Zt(w, z)dw,

gdzie w ostatniej równo±ci podstawili±my K∗(z) = (p(t)X0e
− t

2
σ2

X )−1K(z).
Dalej, dokonuj¡c podstawienia y = σXw, otrzymamy:∫ ∞

−∞

(
eσXw −K∗(z)

)+

fWt|Zt(w, z)dw

=

∫ ∞

−∞

(
eσXw −K∗(z)

)+ 1
√

2πt
√

1− ρ2
e
− (w−ρz)2

2t(1−ρ2)dw

=

∫ ∞

−∞

(
ey −K∗(z)

)+ 1
√

2πtσX

√
1− ρ2

e
− (y−ρσXz)2

2tσ2
X

(1−ρ2)dy

= eρσXz+ t
2
σ2

X(1−ρ2)Φ(d1)−K∗(z)Φ(d2),

gdzie:

d1(z) =
ρσXz − lnK∗(z) + t(1− ρ2)σ2

X√
t(1− ρ2)σX

, (3.61)

d2(z) = d1(z)−
√
t(1− ρ2)σX . (3.62)

W rezultacie, z ostatniego rachunku, otrzymujemy:∫ ∞

−∞
(p(t)X0e

− t
2
σ2

X+σXw −K(z))+fWt|Zt(w, z)dw
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= p(t)X0e
− t

2
σ2

X [eρσXz+ t
2
σ2

X(1−ρ2)Φ(d1(z))−K∗(z)Φ(d2(z))]

= p(t)X0e
ρσXz− t

2
σ2

Xρ2

Φ(d1(z))−K(z)Φ(d2(z)).

Z twierdzenia 3.10 mamy, dla a = σXρ
σY

, P- prawie na pewno:

h(Yt, t) = Y a
t

X0

Y a
0

e
σ2

Y
2

t(a−a2) = X0e
− 1

2
tσ2

Xρ2+ZtρσX .

Tak, jak w dowodzie twierdzenia 3.22 de�niujemy funkcj¦:
h̃(z, t) := X0e

− 1
2
tσ2

Xρ2+zρσX .

Z de�nicji h̃ otrzymujemy:
h(Yt, t) = h̃(Zt, t).

Ponadto:
p(t)X0e

ρσXz− t
2
σ2

Xρ2

Φ(d1(z))−K(z)Φ(d2(z))

= p(t)h̃(z, t)Φ(d1(z))−K(z)Φ(d2(z)).

Po wstawieniu do (3.60) obliczonej caªki z nawiasu kwadratowego otrzy-
mamy: ∫

B

(p(t)Xt −K(z))+dP =

=

∫ ∞

−∞
1D(z)fZt(z)[p(t)h̃(z, t)Φ(d1(z))−K(z)Φ(d2(z))]dz

=

∫
B

[p(t)h̃(Zt, t)Φ(d1(Zt))−K(Zt)Φ(d2(Zt))]dP.

Po wstawieniu do (3.61) oraz (3.62) K∗(z) = (p(t)X0e
− t

2
σ2

X )−1K(z) uzy-
skamy:

d1(z) =
ρσXz − ln[(p(t)X0e

− t
2
σ2

X )−1K(z)] + t(1− ρ2)σ2
X√

t(1− ρ2)σX

=
ln(p(t)X0) + ρσXz − 1

2
tρ2σ2

X − lnK(z) + 1
2
t(1− ρ2)σ2

X√
t(1− ρ2)σX

=
ln p(t)h̃(z,t)

K(z)
+ 1

2
t(1− ρ2)σ2

X√
t(1− ρ2)σX
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oraz
d2(z) = d1(z)−

√
t(1− ρ2)σX .

Poniewa» h̃(Zt, t) = h(Yt, t) p.n., wi¦c:

d1(Zt) =
ln p(t)h(Yt,t)

K(Zt)
+ 1

2
t(1− ρ2)σ2

X√
t(1− ρ2)σX

oraz
d2(Zt) = d1(Zt)−

√
t(1− ρ2)σX

i st¡d∫
B

(p(t)Xt −K(Zt))
+dP =

∫
B

[p(t)h(Yt, t)Φ(d1(Zt))−K(Zt)Φ(d2(Zt))]dP

=

∫
B

Bl(K(Zt), p(t)h(Yt, t),
√
t(1− ρ2)σX)dP.

Poniewa» K(Zt) = q(t)Yt + K, a zbiór B zostaª wybrany dowolnie, dowód
zostaª zako«czony. 2

Poni»ej porównamy wyniki wyceny opcji na spread uzyskane dzi¦ki zastoso-
waniu twierdzenia 3.26 z wynikami zaproponowanymi przez Brigo-Mercurio
[8], fakt 14.5.1.

De�nicja 3.27. Dla ustalonych liczb a > 0, b < 0, opcj¡ na spread dwóch
zadanych procesów St, Qt nazywamy kontrakt �nansowy o funkcji wypªaty
Ut w chwili t równej:

Ut = (aSt + bQt −K)+. (3.63)

Zaªo»enie 3.28. Zaªó»my, »e procesy St, Qt maj¡ rozkªady zadane dynami-
kami:

dSt = St[(r − q1)dt+ σ1dWt],

dQt = Qt[(r − q2)dt+ σ2dVt],

gdzie S0 = s0 > 0, Q0 = q0 > 0, W,V s¡ ruchami Browna, d〈W,V 〉t = ρdt
dla ρ ∈ (−1, 1), za± staªe q1, q2, r s¡ dodatnie.

Brigo, Mercurio wyprowadzaj¡ wzór na cen¦ w chwili 0 wypªaty U w chwili
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T : UT = (aST + bQT −K)+, dla a > 0, b < 0. Cena w chwili 0 wypªaty UT

otrzyman¡ przez Brigo, Mercurio [8] jest równa:
ΠU(0) =

∫ ∞

−∞

1√
2π
e−

1
2
v2

f(v)dv, (3.64)

gdzie:
f(v) = A(v)Φ1(v)− h∗(v)e−rT Φ2(v)

oraz
A(v) = as0e

−q1T− 1
2
ρ2σ2

1T+ρσ1

√
Tv,

Φ1(v) = Φ
( ln as0

h∗(v)
+ [µ1 + (1

2
− ρ2)σ2

1]T + ρσ1

√
Tv

σ1

√
T (1− ρ2)

)
,

Φ2(v) = Φ
( ln as0

h∗(v)
+ [µ1 − 1

2
σ2

1]T + ρσ1

√
Tv

σ1

√
T (1− ρ2)

)
,

h∗(v) = K − bq0e
(µ2− 1

2
σ2
2)T+σ2

√
T ,

µ1 = r − q1,

µ2 = r − q2.

W tym samym modelu, wycen¦ wypªaty UT mo»na uzyska¢ wykorzystuj¡c
twierdzenie 3.26. Z zaªo»enia 3.28 mamy:

ΠU(0) = P (0, T )E(aST + bQT −K)+

= e−rT E(ae(r−q1)TS∗T − (−b)e(r−q2)TQ∗
T −K)+

= e−rT EE[(ae(r−q1)TS∗T − (−b)e(r−q2)TQ∗
T −K)+|Q∗

T ],

gdzie dla t ≥ 0, S∗t = Ste
−(r−q1)t, Q∗

t = Qte
−(r−q2)t oraz:

dS∗t = S∗t σ1dWt,

dQ∗
t = Q∗

tσ2dVt.

Korzystaj¡c z twierdzenia 3.26 dla X = S∗, Y = Q∗, p(T ) = ae(r−q1)T ,
q(T ) = (−b)e(r−q2)T oraz µ1 = r − q1, µ2 = r − q2 otrzymamy:

ΠU(0) = e−rT E
(
Bl(K − beµ2TQ∗

T , ae
µ1Th(Q∗

T , T ),
√
T (1− ρ2)σ1)

)
= e−rT

∫ ∞

−∞

1√
2πT

e−
v2

2T G(v)dv. (3.65)
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gdzie:

G(v) = Bl(K − bq0e
µ2T−σ2

2T

2
+σ2v, aeµ1Th(q0e

−σ2
2T

2
+σ2v−µ2T , T ),

√
T (1− ρ2)σ1)

oraz
h(q, T ) = qα s0

qα
0

e
σ2
2
2

t(α−α2),

α =
σ1ρ

σ2

,

Bl(K,F, v) = FΦ(d1)−KΦ(d2),

d1 =
ln F

K
+ 1

2
v2

v
,

d2 = d1 − v,

a Φ oznacza dystrybuant¦ standardowego rozkªadu normalnego. Po podsta-
wieniu w = v√

T
w równo±ci (3.65) otrzymamy:

ΠU(0) = e−rT

∫ ∞

−∞

1√
2π
e−

w2

2 G(w
√
T )dw,

Uwaga 3.29. Aby stwierdzi¢, »e dwa otrzymane wyniki wyceny wypªaty U
s¡ takie same, nale»y pokaza¢, »e dla ka»dego v ∈ R:

e−rTG(v
√
T ) = f(v).

W istocie, z de�nicji funkcji G:
e−rTG(v

√
T ) =

= e−rTBl(K − bq0e
µ2T−σ2

2T

2
+σ2v

√
T , aeµ1Th(q0e

−σ2
2T

2
+σ2v

√
T−µ2T , T ),

√
T (1− ρ2)σ1)

= e−rT
[
aeµ1Th(q0e

−σ2
2T

2
+σ2v

√
T−µ2T , T )Φ(d1)− (K − bq0e

µ2T−σ2
2T

2
+σ2v

√
T )Φ(d2)

]
= e−rT

[
aeµ1T (q0e

−σ2
2T

2
+σ2v

√
T−µ2T )α s0

qα
0

e
σ2
2
2

t(α−α2)Φ(d1)

− (K − bq0e
µ2T−σ2

2T

2
+σ2v

√
T )Φ(d2)

]
= A(v)Φ(d1)− h∗(v)e−rT Φ(d2),
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gdzie w przedostatniej równo±ci podstawili±my α = σ1ρ
σ2
. Z de�nicji funkcji

Φ1,Φ2 mamy równie»:
Φ1(v) = Φ(d1),

Φ2(v) = Φ(d2),

poniewa»:

d1 =

ln aeµ1T h(q0e−
σ2
2T
2 +σ2v

√
T−µ2T ,T )

K−bq0eµ2T−
σ2
2T

2 +σ2v
√

T

+ 1
2
v2

v
,

d2 = d1 − v.

2

Uwaga 3.30. Korzystaj¡c z twierdzenia 3.26 mo»emy uogólni¢ wynik otrzy-
many przez Brigo oraz Mercurio zast¦puj¡c staªe q1, q2, r deterministycznymi,
mierzalnymi funkcjami czasu.
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Rozdziaª 4

Local volatility model

Celem niniejszego rozdziaªu jest uogólnienie wyników uzyskanych w rozdziale
3. W tym celu, w zaªo»eniach modelu I staªe wspóªczynniki zmienno±ci
σX , σY zamienione zostan¡ na zadane mierzalne, deterministyczne funkcje
czasu. Powstaªy w ten sposób model nale»y do klasy modeli tzw. local vo-
latility model. Dla tego modelu wyprowadzimy posta¢ warunkowej warto±ci
oczekiwanej E[(p(t)Xt − q(t)Yt −K)+|Yt]. Tak jak w rozdziale 3, rozpatry-
wane b¦d¡ przypadki kolejno p ≡ 1, q ≡ 0 oraz K = 0, p ≡ 1, q ≡ 0 oraz
K > 0 i przypadek p > 0, q > 0 oraz K > 0.

4.1 Warunkowa warto±¢ oczekiwana w modelu
local volatility

Model II. Rozwa»amy dwa (Ft)0≤t≤T - adaptowane procesy Xt, Yt o dyna-
mikach zadanych równaniami:

dXt = σX(t)XtdWt, (4.1)
dYt = σY (t)YtdZt, (4.2)

gdzie funkcje σX : [0,+∞) → [0,+∞), σY : [0,+∞) → [0,+∞) s¡ caªko-
walne, W,Z s¡ ruchami Browna oraz d〈W,Z〉t = ρdt, ρ ∈ (−1, 1). X0, Y0 s¡
dodatnimi staªymi.

Twierdzenie 4.1. W modelu II mamy P - prawie na pewno:
E[Xt|Yt] = Y

a(t)
t

X0

Y
a(t)
0

e
1
2
[a(t)−a2(t)]

∫ t
0 σ2

Y (u)du, (4.3)
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gdzie:
a(t) = ρ

∫ t

0
σY (u)σX(u)du∫ t

0
σ2

Y (u)du
.

Tym samym prawa strona (4.3) jest ci¡gª¡ mody�kacj¡ procesu (E[Xt|Yt])0≤t≤T .

Uwaga 4.2. W szczególnym przypadku, gdy σX , σY s¡ staªe, teza twierdzenia
4.1 sprowadza si¦ do tezy twierdzenia 3.10.

Dowód. Dowód twierdzenia 4.1 przebiega podobnie do dowodu 3.10. Dla
peªno±ci wywodu przytaczamy go. Ustalmy t ≥ 0. Jedynymi, mocnymi
rozwi¡zaniami równa« (4.1) oraz (4.2) s¡ odpowiednio procesy:

Xt = X0e
− 1

2

∫ t
0 σ2

X(u)du+
∫ t
0 σX(u)dWu ,

Yt = Y0e
− 1

2

∫ t
0 σ2

Y (u)du+
∫ t
0 σY (u)dZu .

Przyjmijmy oznaczenia:
Mt := ln

Xt

X0

,

Kt := ln
Yt

Y0

.

Dla ustalonego t ≥ 0 zmienne losowe Mt, Nt maj¡ rozkªady normalne z pa-
rametrami równymi odpowiednio:

Mt ∼ N(µM(t), σ2
M(t)),

Kt ∼ N(µK(t), σ2
K(t)),

gdzie:

µM(t) = −1

2

∫ t

0

σ2
X(u)du,

σ2
M(t) =

∫ t

0

σ2
X(u)du,

µK(t) = −1

2

∫ t

0

σ2
Y (u)du,

σ2
K(t) =

∫ t

0

σ2
Y (u)du.
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Wybierzmy dowolny zbiór B ∈ σ(Yt). Istnieje zbiór borelowski D taki, »e
B = {Kt ∈ D}. Mamy wówczas:

E
(
1BXt

)
=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
1D(k)X0e

mfMt,Kt(m, k)dmdk,

gdzie fMt,Kt jest g¦sto±ci¡ rozkªadu ª¡cznego (Mt, Kt). Podobnie jak w do-
wodzie 3.10 mamy:∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
1D(k)X0e

mfMt,Kt(m, k)dmdk

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
1D(k)X0e

mfMt|Kt(m, k)fKt(k)dmdk

=

∫ ∞

−∞

[ ∫ ∞

−∞
X0e

mfMt|Kt(m, k)dm
]
1D(k)fKt(k)dk, (4.4)

gdzie:

fMt|Kt(m, k) =
1

σM(t)
√

2π(1− (ρ∗(t))2)
exp

{
−

(
m−µM (t)

σM (t)
− ρ∗(t)k−µK(t)

σK(t)

)2

2(1− (ρ∗(t))2)

}
,

ρ∗(t) = ρ

∫ t

0
σY (u)σX(u)du√∫ t

0
σ2

Y (u)du
∫ t

0
σ2

X(u)du
,

a fKt jest g¦sto±ci¡ zmiennej losowej Kt.

Obliczamy caªk¦ wewn¡trz nawiasu kwadratowego (4.4):∫ ∞

−∞
X0e

mfMt|Kt(m, k)dm

= X0

∫ ∞

−∞
em 1

σM(t)
√

2π(1− (ρ∗(t))2)
exp

{
−

(
m−µM (t)

σM (t)
− ρ∗(t)k−µK(t)

σK(t)

)2

2(1− (ρ∗(t))2)

}
dm

= X0 exp
{k − µK(t)

σK(t)
σM(t)ρ∗(t) + µM(t) + (1− (ρ∗(t))2)σ2

M(t)
}

=: g̃(k, t).
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Po wstawieniu funkcji g̃ do (4.4) oraz po podstawieniu w uzyskanym wzorze
wyra»e« reprezentuj¡cych parametry rozkªadów Kt,Mt otrzymamy:

E(1BXt) =

∫ ∞

−∞
g̃(k, t)1D(k)fKt(k)dk

=
X0

Y
a(t)
0

e
1
2

∫ t
0 σ2

Y (u)du[a(t)−a2(t)]

∫ ∞

−∞
1D(k)Y

a(t)
0 eka(t)fKt(k)dk

=
X0

Y
a(t)
0

e
1
2

∫ t
0 σ2

Y (u)du[a(t)−a2(t)]

∫
B

Y
a(t)
t dP,

gdzie:
a(t) = ρ

∫ t

0
σY (u)σX(u)du∫ t

0
σ2

Y (u)du
.

Z dowolno±ci wyboru zbioru B otrzymujemy tez¦ twierdzenia. 2

Przykªad 4.3. Wró¢my do przykªadu wyceny instrumentu QCMS. Brigo i
Mercurio [8] (paragraf 14.2) proponuj¡ wycen¦ tego instrumentu w dwu-
faktorowym modelu Vasicka. Implementacja tego modelu jest numerycznie
zªo»ona i wymaga zastosowania symulacji Monte Carlo. W podrozdziale
3.2 pokazali±my, »e dla dynamik zadanych w modelu I wycena QCMS jest
natychmiastowa, a otrzymany wynik jest zamkni¦t¡ formuª¡. Analogiczny
rezultat uzyskujemy w modelu II, omawianym w tym rozdziale. Zaªó»my,
»e Xt, Yt speªniaj¡ zaªo»enia modelu II, a funkcja G jest tak¡ funkcj¡ jak w
stwierdzeniu 3.18. Z twierdzenia 4.1 mamy:

E[XtG(Yt)] = EE[XtG(Yt)|Yt] = E
(
G(Yt)E[Xt|Yt]

)
= E

(
G(Yt)Y

a(t)
t

X0

Y
a(t)
0

e

∫ t
0 σ2

Y (u)du

2
(−a(t)2+a(t))

)

=
X0

Y
a(t)
0

e

∫ t
0 σ2

Y (u)du

2
(−a(t)2+a(t))E(G(Yt)Y

a(t)
t ).

Podobnie jak w podrozdziale 3.2, poniewa» Yt jest procesem skoncentrow-
nym wokóª Y0, stosujemy przybli»enie G(Yt) ≈ G(Y0) + G′(Y0)(Yt − Y0) i
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otrzymujemy:

EXtG(Yt) ≈
X0

Y
a(t)
0

e

∫ t
0 σ2

Y (u)du

2
(−a(t)2+a(t))E

(
[G(Y0) +G′(Y0)(Yt − Y0)]Y

a(t)
t

)
= X0(G(Y0)−G′(Y0)Y0) +X0Y0G

′(Y0)e
a(t)

∫ t
0 σ2

Y (u)du

= X0G(Y0) +X0Y0G
′(Y0)[e

ρ
∫ t
0 σY (u)σX(u)du − 1], (4.5)

gdzie w ostatniej równo±ci podstawili±my a(t) = ρ
∫ t
0 σY (u)σX(u)du∫ t

0 σ2
Y (u)du

Uwaga 4.4. Dla staªych funkcji σX , σY ze wzoru (4.5) otrzymamy, wcze±niej
uzyskany w ramach modelu I, wynik (3.44).

4.2 Wypªata opcyjna w modelu local volatility
W tym podrozdziale uogólnimy wynik podrozdziaªu 3.3.

Twierdzenie 4.5. W modelu II mamy P- prawie na pewno:

E[(Xt −K)+|Yt] = Bl
(
K,h(Yt, t),

√
(1− (ρ∗(t))2)

∫ t

0

σ2
X(u)du

)
, (4.6)

gdzie:
h(Yt, t) = E[Xt|Yt],

ρ∗(t) = ρ

∫ t

0
σY (u)σX(u)du√∫ t

0
σ2

Y (u)du
∫ t

0
σ2

X(u)du
,

Bl(K,F, v) = FΦ(d1)−KΦ(d2),

d1 =
ln F

K
+ 1

2
v2

v
,

d2 = d1 − v,

a Φ oznacza dystrybuant¦ standardowego rozkªadu normalnego. Tym samym
prawa strona (4.6) jest ci¡gª¡ mody�kacj¡ procesu

(
E[(Xt −K)+|Yt]

)
0≤t≤T

.

Dowód. Dowód przebiega bardzo podobnie do dowodu twierdzenia 4.1. Przyj-
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mujemy oznaczenia u»yte w tym dowodzie, czyli:

Mt = ln
Xt

X0

,

Kt = ln
Yt

Y0

.

Ustalmy t ≥ 0. Dla ustalonego t zmienne losowe Mt, Nt maj¡ rozkªady
normalne z parametrami równymi odpowiednio:

Mt ∼ N(µM(t), σ2
M(t)),

gdzie:

µM(t) = −1

2

∫ t

0

σ2
X(u)du,

σ2
M(t) =

∫ t

0

σ2
X(u)du

oraz
Kt ∼ N(µK(t), σ2

K(t)),

gdzie:

µK(t) = −1

2

∫ t

0

σ2
Y (u)du,

σ2
K(t) =

∫ t

0

σ2
Y (u)du.

Wybierzmy dowolny zbiór B ∈ σ(Yt) oraz B = {Kt ∈ D}, gdzie D jest
zbiorem borelowskim. Mamy wówczas:∫

B

[Xt −K]+dP =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
1D(k)[X0e

m −K]+fMt,Kt(m, k)dmdk

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
1D(k)[X0e

m −K]+fMt|Kt(m, k)fKt(k)dmdk

=

∫ ∞

−∞

[ ∫ ∞

−∞
[X0e

m −K]+fMt|Kt(m, k)dm
]
1D(k)fKt(k)dk,

(4.7)

52



gdzie:

fMt|Kt(m, k) =
1

σM(t)
√

2π(1− (ρ∗(t))2)
exp

{
−

(
m−µM (t)

σM (t)
− ρ∗(t)k−µK(t)

σK(t)

)2

2(1− (ρ∗(t))2)

}
,

ρ∗(t) = ρ

∫ t

0
σY (u)σX(u)du√∫ t

0
σ2

Y (u)du
∫ t

0
σ2

X(u)du

oraz fKt jest g¦sto±ci¡ zmiennej losowej Kt. Obliczymy caªk¦ wewn¡trz na-
wiasu kwadratowego (4.7). Otrzymujemy:∫ ∞

−∞
[X0e

m −K]+fMt|Kt(m, k)dm =

= X0e
ξ(t)k+ 1

2

∫ t
0 σ2

Y (u)du[ξ(t)−ξ2(t)]Φ(d∗1)−KΦ(d∗2),

gdzie:
ξ(t) = ρ

∫ t

0
σY (u)σX(u)du∫ t

0
σ2

Y (u)du

oraz:

d∗1 =
ln X0

K
+ ξ(t)k + 1

2

∫ t

0
σ2

Y (u)du[ξ(t)− ξ2(t)] + 1
2
(1− (ρ∗(t))2)

∫ t

0
σ2

X(u)du√
(1− (ρ∗(t))2)

∫ t

0
σ2

X(u)du
,

d∗2 = d∗1 −

√
(1− (ρ∗(t))2)

∫ t

0

σ2
X(u)du.

Z twierdzenia 4.1 wiemy, »e:

E[Xt|Yt] = h(Yt, t) = Y
ξ(t)
t

X0

Y
ξ(t)
0

e
1
2

∫ t
0 σ2

Y (u)du[ξ(t)−ξ2(t)],

wi¦c: ∫ ∞

−∞

[ ∫ ∞

−∞
[X0e

m −K]+fMt|Kt(m, k)dm
]
1D(k)fKt(k)dk =

=

∫ ∞

−∞

[
X0e

ξ(t)k+ 1
2

∫ t
0 σ2

Y (u)du[ξ(t)−ξ2(t)]Φ(d∗1)−KΦ(d∗2)
]
1D(k)fKt(k)dk =
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=

∫
B

Bl
(
K,h(Yt, t),

√
(1− (ρ∗(t))2)

∫ t

0

σ2
X(u)du

)
dP,

gdzie:
Bl(K,F, v) = FΦ(d1)−KΦ(d2),

d1 =
ln F

K
+ 1

2
v2

v
,

d2 = d1 − v.

Dowolno±¢ wyboru zbioru B ko«czy dowód. 2

4.3 Uzmiennienie korelacji
W tym podrozdziale wyka»emy, »e twierdzenia 4.1 oraz 4.5 mo»na uogólni¢
na przypadek korelacji bed¡cej deterministyczn¡ funkcj¡ czasu. W tym celu
staªy wspóªczynnik korelacji ρ w modelu II zostanie zast¡piony determini-
styczn¡ funkcj¡ czasu. Ponadto sformuªujemy i udowodnimy ogólne twierdze-
nie o wycenie instrumentów pochodnych, o zªo»onej funkcji wypªaty, w mo-
delu lognormalnym ze wspóªczynnikiem korelacji bed¡cym deterministyczn¡
funkcj¡ czasu.

Model III. Zaªó»my, »e mamy dwa (Ft)0≤t≤T - adaptowane procesy Xt, Yt

o dynamikach zadanych równaniami:
dXt = σX(t)XtdWt, (4.8)
dYt = σY (t)YtdZt, (4.9)

gdzie σX : [0,+∞) → [0,+∞), σY : [0,+∞) → [0,+∞) s¡ mierzalnymi, caª-
kowalnymi z kwadratem funkcjami, W,Z s¡ skorelowanymi ruchami Browna
oraz d〈W,Z〉t = ρ(t)dt, za± ρ : [0,+∞) → (−1, 1) jest deterministyczn¡,
mierzaln¡ funkcj¡. Staªe X0, Y0 s¡ dodatnie.

Twierdzenie 4.6. W modelu III mamy P - prawie na pewno:

E[Xt|Yt] = Y
a(t)
t

X0

Y
a(t)
0

e
1
2

∫ t
0 σ2

Y (u)du[a(t)−a2(t)], (4.10)
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gdzie:
a(t) =

∫ t

0
σY (u)σX(u)ρ(u)du∫ t

0
σ2

Y (u)du
.

W rezultacie prawa strona (4.10) jest ci¡gª¡ mody�kacj¡ procesu
(
E[Xt|Yt]

)
0≤t≤T

.

Twierdzenie 4.7. W modelu III mamy prawie na pewno:

E[(Xt −K)+|Yt] = Bl
(
K,h(Yt, t),

√
(1− (ρ∗(t))2)

∫ t

0

σ2
X(u)du

)
, (4.11)

gdzie:
h(Yt, t) = E[Xt|Yt],

ρ∗(t) =

∫ t

0
σY (u)σX(u)ρ(u)du√∫ t

0
σ2

Y (u)du
∫ t

0
σ2

X(u)du

oraz:
Bl(K,F, v) = FΦ(d1)−KΦ(d2),

d1 =
ln F

K
+ 1

2
v2

v
,

d2 = d1 − v,

a Φ oznacza dystrybuant¦ standardowego rozkªadu normalnego. W rezultacie
prawa strona (4.11) jest ci¡gª¡ mody�kacj¡ procesu

(
E[(Xt−K)+|Yt]

)
0≤t≤T

.

Dowód. Dowody obu twierdze« 4.6, 4.7 przebiegaj¡ prawie identycznie jak
dowody twierdze« 4.1, 4.5 z jedn¡ ró»nic¡, »e ρ∗(t) z dowodu twierdze« 4.1,
4.5 jest w modelu III równe:

ρ∗(t) =

∫ t

0
σY (u)σX(u)ρ(u)du√∫ t

0
σ2

Y (u)du
∫ t

0
σ2

X(u)du
.

Z zadan¡ wy»ej postaci¡ funkcji ρ∗, dla dowolnego zbioru B ∈ σ(Yt), korzy-
staj¡c jak poprzednio z postaci rozkªadu ª¡cznego (Xt, Yt), obliczamy odpo-
wiednio: ∫

B

XtdP
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oraz: ∫
B

[Xt −K]+dP.

Rachunki analogiczne do rachunków w dowodach 4.1, 4.5 daj¡ tezy twierdze«
4.6, 4.7. 2

Na zako«czenienie tego rozdziaªu podamy ogólne twierdzenie b¦d¡ce syntez¡
otrzymanych wy»ej wyników. Twierdzenie podaje uniwersalny algorytm wy-
ceny instrumentu pochodnego o zªo»onej funkcji wypªaty w modelu III.

Twierdzenie 4.8. Zaªó»my, »e speªnione s¡ zaªo»enia modelu III. Niech H :
[0,∞) × [0,∞) → R b¦dzie funkcj¡ mierzaln¡ oraz dla y ≥ 0 niech Hy :
[0,∞) → R b¦dzie funkcj¡ tak¡, »e Hy(x) = H(x, y) dla x > 0 oraz Hy(0) =
0. Zaªó»my, »e funkcja Hy jest ró»nic¡ dwóch funkcji wypukªych na [0,∞).
Niech D+ oznacza operator pochodnej prawostronnej. Zaªó»my, »e dla ka»-
dego x ≥ 0 funkcja y 7→ D+Hy(x) jest mierzalna oraz D+Hy(0+) = 0.
Ustalmy t ≥ 0. Dla n ∈ N niech (Ki,n)n2n

i=0 b¦dzie ci¡giem takim, »e Ki,n = i
2n .

Dla ka»dego n zde�niujmy ci¡g Qn(t) nast¦puj¡co:

Qn(t) =
n2n∑
i=0

(Xt −Ki,n)+
(
D+HYt(Ki+1,n)−D+HYt(Ki,n)

)
,

Je±li EH(Xt, Yt) <∞ i dla ka»dego n ∈ N:
0 ≤ Qn(t) ≤ Qn+1(t),

to wówczas:
EH(Xt, Yt) =

= E
∫ ∞

0

Bl
(
K,h(Yt, t),

√
(1− (ρ∗(t))2)

∫ t

0

σ2
X(u)du

)
d(D+HYt)(K), (4.12)

gdzie:
h(Yt, t) = E[Xt|Yt],

ρ∗(t) =

∫ t

0
σY (u)σX(u)ρ(u)du√∫ t

0
σ2

Y (u)du
∫ t

0
σ2

X(u)du
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oraz:
Bl(K,F, v) = FΦ(d1)−KΦ(d2),

d1 =
ln F

K
+ 1

2
v2

v
,

d2 = d1 − v,

a Φ oznacza dystrybuant¦ standardowego rozkªadu normalnego.

Dowód. Na mocy wyników pracy Boeknost-Schmidt [51] wiemy, »e je±li funk-
cja H speªnia zaªo»enia twierdzenia, to prawdziwa jest równo±¢:

H(x, y) = Hy(x) =

∫ ∞

0

(x−K)+d(D+Hy)(K). (4.13)

Problem ostatniej to»samo±ci, lecz w mniej ogólnej postaci, byª rozpatrywany
równie» przez Carra-Chou [13], [14] oraz Hagana [23].

Je±liHy jest ró»nic¡ dwóch funkcji wypukªych, to dlaM > 0 caªka Riemanna-
Stieltjesa ∫ M

0
(x−K)+d(D+Hy)(K), jest dobrze zde�niowana. Ponadto, je±li

dla ustalonych x, y ≥ 0 mamy:∫ ∞

0

(x−K)+d(D+Hy)(K) <∞,

to dla, zde�niowanego w zaªo»eniach twierdzenia, ci¡gu (Ki,n)n2n

i=0 otrzymu-
jemy:∫ ∞

0

(x−K)+d(D+Hy)(K) = lim
n→∞

n2n−1∑
i=0

(x−Ki,n)+[D+Hy(Ki+1,n)−D+Hy(Ki,n)].

Poniewa», z zaªo»enia, EH(Xt, Yt) istnieje, wi¦c z ostatniej równo±ci, otrzy-
mujemy:

E
∫ ∞

0

(Xt −K)+dD+HYt(K) =

= E lim
n→∞

n2n−1∑
i=0

(Xt −Ki,n)+[D+HYt(Ki+1,n)−D+HYt(Ki,n)]

= E lim
n→∞

Qn(t)

57



Z zaªo»enia twierdzenia, dla ustalonego t oraz dla ka»dego n ∈ N ci¡g Qn(t)
jest nieujemny oraz niemalej¡cy. Z twierdzenia Lebesgue'a o zbie»no±ci mo-
notonicznej otrzymujemy zatem:

E lim
n→∞

Qn(t) = lim
n→∞

EQn(t).

Dla ka»dego K ≥ 0 funkcja D+HYt(K) jest mierzalna wzgl¦dem σ(Yt) (je±li
Hy jest ró»nic¡ dwóch funkcji wypukªych to D+Hy istnieje i jest mierzalna z
zaªo»enia). W rezultacie z mierzalno±ci D+HYt(K) otrzymujemy:

lim
n→∞

EQn(t) = lim
n→∞

E
n2n−1∑

i=0

(Xt −Ki)
+[D+HYt(Ki+1)−D+HYt(Ki)]

= lim
n→∞

n2n−1∑
i=0

EE
[
(Xt −Ki)

+[D+HYt(Ki+1)−D+HYt(Ki)]|Yt

]
= lim

n→∞

n2n−1∑
i=0

E
[
[D+HYt(Ki+1)−D+HYt(Ki)]E[(Xt −Ki)

+|Yt]
]

= lim
n→∞

E
n2n−1∑

i=0

[
[D+HYt(Ki+1)−D+HYt(Ki)]E[(Xt −Ki)

+|Yt]
]

= lim
n→∞

EQ∗
n(t),

gdzie:

Q∗
n(t) =

n2n∑
i=0

E[(Xt −Ki(n))+|Yt]
(
D+HYt(Ki+1(n))−D+HYt(Ki(n))

)
.

Zauwa»my, »e dla ka»dego n ∈ N:
Q∗

n(t) = E[Qn(t)|Yt],

a poniewa» Qn(t) ≥ 0 oraz Qn(t) ≤ Qn+1(t), zatem:
0 ≤ Q∗

n(t) ≤ Q∗
n+1(t).

W takim razie z twierdzenia Lebesguea o zbie»no±ci monotonicznej otrzymu-
jemy:
lim

n→∞
EQ∗

n(t) = E lim
n→∞

Q∗
n(t) = E

∫ ∞

0

E[(Xt −K)+|Yt]dD
+HYt(K)

= E
∫ ∞

0

Bl
(
K,h(Yt, t),

√
(1− (ρ∗(t))2)

∫ t

0

σ2
X(u)du

)
dD+HYt(K).
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W ostatniej równo±ci wykorzystali±my twierdzenie 4.7. Podstawiaj¡c odpo-
wiednio x = Xt, y = Yt oraz bior¡c stronami warto±¢ oczekiwan¡ w (4.13),
otrzymujemy:

EH(Xt, Yt) = E
∫ ∞

0

(Xt −K)+d(D+HYt)(K). (4.14)

�¡cz¡c ze sob¡ dwa ostatnie wyniki otrzymamy tez¦ twierdzenia.
2

Uwaga 4.9. Je±li funkcja Hy jest dwukrotnie ró»niczkowalna oraz speªnione
s¡ pozostaªe zaªo»enia twierdzenia 4.8 to wówczas z równo±ci (4.12) otrzy-
mujemy:

EH(Xt, Yt) =

=

∫ ∞

0

E
[
Bl

(
K,h(Yt, t),

√
(1− (ρ∗(t))2)

∫ t

0

σ2
X(u)du

)∂2H(K,Yt)

∂x2

]
dK

=

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞

1√
2πt

e−
z2

2t

[
ΘK,t(z)

∂2H(K, gt(z))

∂x2

]
dzdK,

gdzie:
gt(z) = Y0e

−σ2
Y
2

t+σY z,

ΘK,t(z) = Bl
(
K,h(gt(z), t),

√
(1− (ρ∗(t))2)

∫ t

0

σ2
X(u)du

)
.

Uwaga 4.9 wynika natychmiast z tezy twierdzenia 4.8, poniewa» na mocy
zaªo»e« o Hy otrzymujemy:

D+Hy(x) =
∂H

∂x
(x, y),

i po wstawieniu ostatniego wyra»enia do (4.12) otrzymujemy »¡dan¡ równo±¢.
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Rozdziaª 5

Model SABR

Niniejszy rozdziaª po±wi¦cony jest modelowi stochastic volatility SABR. Jest
to jeden z najpopularniejszych obecnie modeli stochastic volatility, w któ-
rym wspóªczynnik reprezentuj¡cy zmienno±¢ procesu, reprezentuj¡cego war-
to±¢ aktywu �nansowego, jest procesem stochastycznym o rozkªadzie lognor-
malnym. Popularno±¢ sw¡ model ten zawdzi¦cza bardzo du»ej dokªadno±ci
kalibracji do danych rynkowych (West [54]) oraz wysokiej efektywnosci pod-
czas dynamicznego zabezpieczania pozycji opcyjnych (Hagan et.al [23]). W
szczególnym przypadku, gdy jeden z parametrów modelu jest znany i równy
β = 1 udowodnimy, »e po rozwi¡zaniu odpowiednich równa« rekurencyjnych,
potra�my wyznaczy¢ algebraiczny wzór na posta¢ wybranych warto±ci ocze-
kiwanych procesów stochastycznych zwi¡zanych z modelem SABR. Co wi¦-
cej, zaproponujemy sposób przybli»enia drugiego momentu procesu SABR,
który to posªu»y mi¦dzy innymi do wyceny kontraktów CMS. Do tej pory ni-
komu nie udaªo si¦ wyprowadzi¢ sko«czonej, algebraicznej formuªy na drugi
moment procesu zadanego dynamik¡ modelu SABR. W dalszej kolejno±ci
udowodnimy, »e w modelu SABR dla parametru β = 1, funkcja charakte-
rystyczna procesu reprezentuj¡cego warto±¢ aktywu �nansowego, jest caªko-
walna i dzi¦ki wcze±niej wspomnianej aproksymacji, zaproponujemy zupeªnie
nowy sposób, po raz pierwszy przedstawiony w tej pracy, wyceny opcji wa-
niliowej w modelu SABR dla parametru β = 1. Wyprowadzimy wzory na
ceny opcji waniliowych w tym modelu, które s¡ uogólnieniem znanych wzo-
rów Blacka. Nast¦pnie zauwa»ymy, »e potra�my poda¢ algebraiczny wzór na
szczególny moment (EX2(1−β)

t ) procesu stochastycznego zadanego dynamik¡
modelu SABR dla β ∈ (0, 1). Obserwacja ta posªu»y do wyceny kontrak-
tów CMS w niniejszym modelu. Uzyskany wynik jest formuª¡ w modelu
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SABR analogiczn¡ do zaprezentowanej przez Hagana [24] formuªy w modelu
lognormalnym.

Model IV. Zaªó»my, »e mamy dwa (Ft)0≤t≤T - adaptowane procesy Xt, Yt o
dynamikach zadanych równaniami:

dXt = YtX
β
t dWt, (5.1)

dYt = σYtdZt, (5.2)
gdzie W,Z s¡ ruchami Browna oraz d 〈W,Z〉t = ρdt, ρ ∈ (−1, 1), β ∈ [0, 1],
σ > 0, X0 > 0, Y0 > 0.

Uwaga 5.1. W oryginalnej pracy dotycz¡cej modelu SABR (Hagan et.al [23])
przybli»ona cena w chwili 0 waniliowej opcji kupna, o cenie wykonania K > 0
wyra»a si¦ wzorem:

Π(0) = P (0, t)E(Xt −K)+ = P (0, t)Bl(K,X0, σ
∗(K,X0, t)),

gdzie:
Bl(K,F, v) = FΦ(d1)−KΦ(d2),

d1 =
ln F

K
+ 1

2
v2

v
,

d2 = d1 − v,

a Φ oznacza dystrybuant¦ standardowego rozkªadu normalnego oraz:

σ∗(K,F, t) =
Y0

H(K,F )

p(K,F )

q(p(K,F ))
(1 +R(K,F )t),

gdzie:

H(K,F ) = (FK)
1−β

2

[
1 +

(1− β)2

24
ln2 F

K
+ +

(1− β)4

1920
ln4 F

K

]
,

R(K,F ) =
(1− β)2Y 2

0

24(FK)1−β
+

ρσβY0

4(FK)
1−β

2

+ σ2 2− 3ρ2

24
,

p(K,F ) =
σ

Y0

(FK)
1−β

2 ln
F

K
,

q(z) = ln
(√

1− 2ρz + z2 + z − ρ

1− ρ

)
.
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Hagan et.al uzyskali powy»szy wynik rozwi¡zuj¡c równanie Koªmogorowa dla
g¦sto±ci funkcji przej±cia ª¡cznego rozkªadu (Xt, Yt). Dzi¦ki metodzie �singu-
lar perturbance� udaªo im si¦ znale¹¢ aproksymacj¦ rozwi¡zania wspomnia-
nego równania ró»niczkowego, dzi¦ki której wyprowadzony zostaª przybli»ony
wzór na cen¦ opcji waniliowej w modelu SABR. W ostatnim kroku z ceny
opcji waniliowej uzyskano posta¢ zmienno±ci implikowanej modelu Blacka
σ∗(K,F, t). Innymi sªowy, uzyskano funkcj¦ σ∗(K,F, t) tak¡, która po wsta-
wieniu do wzoru Blacka na cen¦ opcji waniliowej daªa cen¦ tej samej opcji
uzyskan¡ w modelu SABR. Jak wspomniano we wst¦pie, wynik ten zostaª
odtworzony ró»nymi technikami przez innych autorów. Parametrami modelu
SABR s¡ kolejno Y0, σ, β, ρ. Liczba X0 jest zadana z góry i reprezentuje cen¦
forward aktywu �nansowego. Kalibracja modelu SABR do danych rynko-
wych, polega na znalezieniu odpowiednich warto±ci parametró Y0, σ, β, ρ tak,
by ceny kwotowane na rynku i ceny otrzymane z modelu przyjmowaªy te
same (albo mo»liwie bliskie) warto±ci. W podrozdziaªach 5.1 - 5.3 zajmu-
jemy si¦ modelem IV z ustalonym parametrem β = 1. Jest to graniczny
(ze wzgledu na parametr β) przypadek modelu SABR. W podrozdziale 5.3
podamy nowy sposób wyceny opcji waniliowej call. Jak ju» wspomniano,
jest to zupeªnie nowa metoda wycena opcji w modelu SABR z parametrem
β = 1. W podrozdziale 5.4 podamy algebraiczny wzór na szczególny moment
(EX2(1−β)

t ) procesu stochastycznego zadanego dynamik¡ modelu SABR dla
β ∈ (0, 1). Obserwacja ta posªu»y do wyceny kontraktów CMS w modelu
SABR.

Uwaga 5.2. Jourdain [33] udowodniª, »e dla parametru β = 1 proces zadany
dynamik¡ modelu IV jest martyngaªem wtedy i tylko wtedy, gdy ρ ≤ 0. Co
wi¦cej, w tej samej pracy znajdujemy wynik mówi¡cy o istnieniu momentów
tego procesu EXδ

t , dla δ > 1. Otó» dla ρ < 0 mamy: EXδ
t <∞ wtedy i tylko

wtedy, gdy δ ≤ 1
1−ρ2 . W szczególno±ci, dla δ = 2 otrzymamy równowa»no±¢

warunków: EX2
t < ∞ ⇔ 2 ≤ 1

1−ρ2 . Jourdain uzasadnia równie» fakt, »e dla
parametru β ∈ [0, 1) proces zadany dynamik¡ SABR jest martyngaªem dla
dowolnego ρ ∈ (−1, 1). Kolejnym, bardzo istotnym wynikiem uzyskanym
przez Jourdaina, jest wyznaczenie momentu EXδ

t dla δ > 1 w modelu SABR
z parametrem β = 1. Wynik uzyskany przez Jourdaina jest nast¦puj¡cy:

EXδ
t = Xδ

0E exp
[δρ
σ

(Yt − Y0) +
1

2
(δ(1− ρ2)− 1)

∫ t

0

Y 2
u du

]
. (5.3)
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W szczególno±ci, je±li ρ < 0 oraz 1 < δ ≤ 1
1−ρ2 , to z równo±ci (5.3) otrzymu-

jemy oszacowanie:
EXδ

t ≤ Xδ
0e
− δρ

σ
Y0 . (5.4)

Uwaga 5.3. Rozwa»amy model IV w ogólnym przypadku. Niech R+ ozna-
cza zbiór dodatnich liczb rzeczywistych. Oznaczmy Xt := (Xt, Yt) dla t ≥
0. Ruch Browna Wt mo»emy przedstawi¢ jako Wt = ρZt +

√
1− ρ2Vt,

gdzie Vt := (Vt, Zt) jest dwuwymiarowym, standardowym procesem Wie-
nera. Wówczas równania (5.1), (5.2) mo»emy zapisa¢ jako:

dXt = σ∗(Xt)dVt, (5.5)
gdzie σ∗ : R2

+ → R2
+ × R2

+ jest ci¡gª¡ funkcj¡ zde�niowan¡ nast¦puj¡co:

σ∗(x, y) =

( √
1− ρ2xβy ρxβy

0 σy

)
. (5.6)

Oznaczmy dalej przez {∆} jednopunktowe uzwarcenie zbioru R2. Oznaczmy
R̂2

+ = R2
+ ∪ {∆}, a przez C zbiór funkcji ci¡gªych okre±lonych na przedziale

[0,∞) i o warto±ciach w R̂2
+. Oznaczmy te» dalej:

W2 = {ω ∈ C : ω(t) = ∆ ⇒ ω(t′) = ∆, t′ > t}.

Niech B(W2) b¦dzie sigma-ciaªem generowanym przez zbiórW2. Zde�niujmy
moment �eksplozji� funkcji ω jako:

τ(ω) = inf{t ≥ 0 : ω(t) = ∆}. (5.7)
De�nicja 5.4. Sªabym rozwi¡zaniem X równania (5.5) nazywamy zmienn¡
losow¡ o warto±ciach w (W2,B(W2)), zde�niowan¡ na przestrzeni (Ω,F ,P) z
�ltracj¡ (Ft), tak¡, »e istnieje dwuwymiarowy proces Wienera Vt wzgl¦dem
�ltracji (Ft) taki, »e V0 = 0, proces Xt jest adaptowany do �ltracji (Ft) oraz
równanie jest speªnione P- prawie na pewno dla ka»dego t ∈ [0, τ(X)).

Ikeda oraz Watanabe ([28], twierdzenie 2.3, s. 159) udowodnili, »e równanie
(5.5), dla ci¡gªych funkcji σ∗, posiada sªabe rozwi¡zanie w sensie de�nicji
5.4. Istnienie sªabych rozwi¡za« równa« postaci (5.5) rozpatrywali równie»
Kurenok oraz Lepeyev [34], którzy uzyskali warunki dostateczne na istnienie
sªabych rozwi¡za« bez zaªo»enia ci¡gªo±ci funkcji σ∗. Poniewa» w przypadku
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modelu IV funkcja σ∗ jest ci¡gªa, wi¦c powoªujemy si¦ na wynik uzyskany
przez Ikeda, Watanabe [28]. Dowód zaprezentowany przez Ikeda, Watanabe
i pierwotnie obejmuj¡cy przypadek funkcji ci¡gªych σ∗ : Rd → Rd × Rd,
przenosi si¦ bez zmian na przypadek σ∗ : R2

+ → R2
+ × R2

+. Rezultatem tego
twierdzenia jest wniosek:

Wniosek 5.5. Istnieje sªabe, w sensie de�nicji 5.4, rozwi¡zanie równania
stochastycznego zadanego dynamik¡ SABR. Takie rozwi¡zania rozpatrujemy
w niniejszej pracy.

5.1 Przybli»enie drugiego momentu procesu
SABR dla β = 1

W tym podrozdziale sformuªujemy i udowodnimy twierdzenie dotycz¡ce przy-
bli»enia drugiego momentu procesu zadanego dynamik¡ SABR w przypadku
β = 1. W tym celu wykorzystamy pewn¡, wyprowadzon¡ przez Carra oraz
Chou [14], to»samo±¢ caªkow¡ (wykorzystan¡ równie» w pracach Boenkost-
Schmidt [6], Hagan [24]). Nast¦pnie udowodnimy, »e klasa funkcji dla któ-
rych speªnione s¡ zaªo»enia wspomnianego wy»ej twierdzenia jest niepusta.
Dla odpowiednio wybranych parametrów modelu znajdziemy funkcj¦, która
speªnia wspomniane zaªo»enia oraz dzi¦ki której przybli»ymy moment EX2

t .
Niemniej jednak, b¦dziemy musieli naªo»y¢ dodatkowo odpowiednie ograni-
czenia na warto±ci parametrów X0, Y0.

Twierdzenie 5.6. Rozwa»my model IV z parametrem β = 1. Zaªó»my, »e f :
[0,∞)× [0,∞) → R jest funkcj¡ ci¡gª¡ tak¡, »e: y 7→ f(t, y) jest dwukrotnie
ró»niczkowalna na [0,∞)×[0,∞), a druga pochodna cz¡stkowa ∂2f

∂y2 jest ci¡gªa.
Zaªó»my dalej, »e dla ustalonych ρ ∈ (−1,− 1√

2
), t ≥ 0 oraz ε > 0 zachodzi

nierówno±¢:
E

(
E[X2

t |Yt]− f(t, Yt)
)2

< ε2. (5.8)
Wówczas E(X2

t Y
2
t ) <∞ oraz:∣∣∣EX2

t − f(t, 0)− Y0
∂f

∂y
(t, 0)−

∫ ∞

0

Bl(K,Y0, σ
√
t)
∂2f

∂y2
(t,K)dK

∣∣∣ < ε, (5.9)
∣∣∣EX2

t Y
2
t − Y 2

0 e
tσ2

f(t, 0)− Y 3
0 e

3tσ2 ∂f

∂y
(t, 0)−
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−Y 2
0 e

σ2t

∫ ∞

0

Bl(K,Y0e
2σ2t, σ

√
t)
∂2f

∂y2
(t,K)dK

∣∣∣ < εY 2
0 e

3tσ2

, (5.10)
gdzie:

Bl(K,F, v) = FΦ(d1)−KΦ(d2),

d1 =
ln F

K
+ 1

2
v2

v
,

d2 = d1 − v.

Dowód. Udowodnimy najpierw, »e E(X2
t Y

2
t ) < ∞. Na mocy uwagi 5.2,

zaªo»enie ρ ∈ (−1,− 1√
2
) (które wynika z poª¡czenia warunków ρ ≤ 0 oraz

2 < 1
1−ρ2 ) implikuje, »e Xt jest martyngaªem oraz istnieje jego drugi moment.

Ustalmy ρ ∈ (−1,− 1√
2
). Zauwa»my, »e dla dowolnych x, y > 0, δ > 0,

p = 1 + δ oraz q = p
p−1

zachodzi nierówno±¢:

x2y2 ≤ x2(1+δ)

1 + δ
+
y2q

q
.

Podstawiaj¡c x = Xt, y = Yt i bior¡c w ostatniej równo±ci stronami warto±¢
oczekiwan¡ otrzymujemy:

E(X2
t Y

2
t ) ≤ E

(Xt
2(1+δ)

1 + δ

)
+ E

(Yt
2q

q

)
.

Zauwa»my teraz, »e istnieje δ∗ > 0 taka, »e dla ustalonego ρ ∈ (−1,− 1√
2
):

2(1 + δ∗) ≤ 1

1− ρ2
.

Na mocy uwagi 5.2 mamy EX2(1+δ∗)
t < ∞. W rezultacie, z ostatniej obser-

wacji i uwagi 3.2 (zastosowanej do procesu Yt) otrzymujemy:

E(X2
t Y

2
t ) ≤ E

(Xt
2(1+δ∗)

1 + δ∗

)
+ E

(Yt
2q∗

q∗

)
<∞,

gdzie q∗ = p∗

p∗−1
, a p∗ = 1 + δ∗.
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Na mocy prac Carra oraz Chou [13]-[14] (patrz tak»e Boenkost-Schmidt [6]
oraz Hagan [23]), zaªo»enia twierdzenia 5.6 dotycz¡ce funkcji f implikuj¡, »e
dla (y, t) ∈ [0,∞)× [0,∞) mamy speªnione to»samo±ci caªkowe:

f(t, y) = f(t, 0) + y
∂f

∂y
(t, 0) +

∫ ∞

0

(y −K)+∂
2f

∂y2
(t,K)dK, (5.11)

a tak»e:

f(t, y)y2 = y2f(t, 0) + y3∂f

∂y
(t, 0) +

∫ ∞

0

(y −K)+y2∂
2f

∂y2
(t,K)dK. (5.12)

Po podstawieniu y = Yt w równo±ci (5.11) oraz po wzi¦ciu stronami warto±ci
oczekiwanej i skorzystaniu z tw. Fubiniego otrzymujemy:

Ef(t, Yt) = f(t, 0) + Y0
∂f

∂y
(t, 0) +

∫ ∞

0

E(Yt −K)+∂
2f

∂y2
(t,K)dK

= f(t, 0) + Y0
∂f

∂y
(t, 0) +

∫ ∞

0

Bl(K,Y0, σ
√
t)
∂2f

∂y2
(t,K)dK.

W rezultacie, z ostatniej równo±ci otrzymujemy:∣∣∣EX2
t − f(t, 0)− Y0

∂f

∂y
(t, 0)−

∫ ∞

0

Bl(K,Y0, σ
√
t)
∂2f

∂y2
(t,K)dK

∣∣∣ =

=
∣∣∣EX2

t − Ef(t, Yt)
∣∣∣ =

∣∣∣E(E[X2
t |Yt]− f(t, Yt))

∣∣∣ ≤ E
∣∣∣(E[X2

t |Yt]− f(t, Yt))
∣∣∣

≤
√

E
(
E[X2

t |Yt]− f(t, Yt)
)2

≤ ε.

W ostatnim oszacowaniu wykorzystali±my (5.8).

Po podstawieniu y = Yt w równo±ci (5.12) oraz po wzi¦ciu stronami warto±ci
oczekiwanej i skorzystaniu z Tw. Fubiniego otrzymujemy:

E(f(t, Yt)Y
2
t ) = Y 2

0 e
tσ2

f(t, 0)+Y 3
0 e

3tσ2 ∂f

∂y
(t, 0)+

∫ ∞

0

E[(Yt−K)+Y 2
t ]
∂2f

∂y2
(t,K)dK.
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Poniewa» Yt ma, z zaªo»enia, rozkªad lognormalny, wi¦c:

E[(Yt −K)+Y 2
t ] = Y 2

0 e
−σ2t

∫ ∞

−∞

1√
2πt

(
Y0e

−σ2t
2

+σz −K
)+

e2σz− z2

2t dz

= Y 3
0 e

σ2t
2

∫ ∞

−∞

1

σ
√

2πt

(
ey −K∗

)+

e−
(y−2σ2t)2

2σ2t dy

= Y 2
0 e

σ2t
[
Y0e

2σ2tΦ(d1)−KΦ(d2)
]

= Y 2
0 e

σ2tBl(K,Y0e
2σ2t, σ

√
t), (5.13)

gdzie w przedostatniej równo±ci parametry d1, d2 s¡ równe odpowiednio:

d1 =
ln Y0e2σ2t

K
+ 1

2
σ2t

σ
√
t

,

d2 = d1 − σ
√
t.

W trzeciej równo±ci dokonali±my podstawienia K∗ = K
(
Y0e

−σ2t
2

)−1 oraz
y = σz.

W konsekwencji, z równo±ci (5.13), otrzymujemy:∣∣∣EX2
t Y

2
t − Y 2

0 e
tσ2

f(t, 0)− Y 3
0 e

3tσ2 ∂f

∂y
(t, 0)−

−Y 2
0 e

σ2t

∫ ∞

0

Bl(K,Y0e
2σ2t, σ

√
t)
∂2f

∂y2
(t,K)dK

∣∣∣
=

∣∣∣EX2
t Y

2
t − E(f(t, Yt)Y

2
t )

∣∣∣ =
∣∣∣E(Y 2

t [E[X2
t |Yt]− f(t, Yt)])

∣∣∣
≤ E

∣∣∣Y 2
t [E[X2

t |Yt]− f(t, Yt)]
∣∣∣ ≤ √

EY 4
t

√
E[E[X2

t |Yt]− f(t, Yt)]2 ≤ εY 2
0 e

3tσ2

,

gdzie w ostatnim oszacowaniu skorzystali±my z zaªo»enia (5.8). 2

Poni»ej sformuªujemy i udowodnimy twierdzenie, w którym znajdziemy funk-
cj¦ f speªniaj¡c¡ zaªo»enia twierdzenia 5.6. Niestety, nie uda nam si¦ tego
zrobi¢ dla dowolnie wybranych parametrów X0, Y0. Celem twierdzenia 5.7
jest udowodnienie, »e klasa funkcji speªniaj¡cych zaªo»enia twierdzenia 5.6
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jest niepusta, a tym samym jest sens rozwa»a¢ zaproponowane w twierdzeniu
5.6 przybli»enie drugiego momentu procesu Xt.

Twierdzenie 5.7. W modelu IV niech β = 1 oraz ρ ∈ (−1,−
√

7
2
√

2
]. Niech t

oraz ε b¦d¡ ustalonymi liczbami dodatnimi. Wówczas, je»eli X0 <
√
ε oraz

Y0 < min
{

1, σ
√

7e−
2
σ√

56(e3tσ2−1)+3t(e14tσ2−1)

}
, to istnieje c > 0 takie, »e dla f(y) :=

X2
0 + cy2 mamy:

E
(
E[X2

t |Yt]− f(Yt)
)2

< ε2.

Dowód. Zauwa»my, »e speªniona jest nierówno±¢:

E
(
E[X2

t |Yt]− f(Yt)
)2

≤ E
(
E[X2

t − f(Yt)|Yt]
)2

≤ EE[(X2
t − f(Yt))

2|Yt] = E(X2
t − f(Yt))

2.

W przedostatniej nierówno±ci skorzystali±my z nierówno±ci Jensena dla funk-
cji wypukªej g(x) = x2.

Dalej, z (5.1) oraz lematu Ito mamy:

X2
t = X2

0 + 2

∫ t

0

X2
uYudWu +

∫ t

0

X2
uY

2
u du.

Po wstawieniu prawej strony ostatniej równo±ci do wyra»enia (X2
t − f(Yt))

2

otrzymamy:

E
(
E[X2

t |Yt]− f(Yt)
)2

≤ E
(
X2

0 + 2

∫ t

0

X2
uYudWu +

∫ t

0

X2
uY

2
u du− f(Yt)

)2

.

(5.14)
Oszacujemy praw¡ stron¦ (5.14). Wybierzmy w tym celu funkcj¦ f postaci
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f(y) := X2
0 + cy2, gdzie c > 0. W rezultacie otrzymamy:

I := E
(
X2

0 + 2

∫ t

0

X2
uYudWu +

∫ t

0

X2
uY

2
u du− f(Yt)

)2

= E
(
2

∫ t

0

X2
uYudWu +

∫ t

0

X2
uY

2
u du− cY 2

t

)2

= E
(
2

∫ t

0

X2
uYudWu +

∫ t

0

X2
uY

2
u du− cY 2

0 − 2c

∫ t

0

Y 2
u dZu − cσ2

∫ t

0

Y 2
u du

)2

≤ 2c2Y 4
0 + 2E

(
2

∫ t

0

X2
uYudWu +

∫ t

0

Y 2
u [X2

u − cσ2]du− 2c

∫ t

0

Y 2
u dZu

)2

= 2c2Y 4
0 + 8

∫ t

0

EX4
uY

2
u du+ 2E

( ∫ t

0

Y 2
u [X2

u − cσ2]du
)2

+

+ 8c2E
∫ t

0

Y 4
u du− 8cρE

∫ t

0

X2
uY

3
u du

≤ 2c2Y 4
0 + 8

∫ t

0

√
EX8

u

√
EY 4

u du+ 2tE
∫ t

0

Y 4
u [X2

u − cσ2]2du+

+ 8c2
Y 4

0

6σ2
[e6tσ2 − 1]− 8cρ

∫ t

0

√
EX4

u

√
EY 6

u du. (5.15)

W przedostatniej równo±ci wykorzystali±my kolejno: fakt, »e ∫ t

0
X2

uYudWu,∫ t

0
Y 2

u dZu s¡ martyngaªami oraz izometri¦ caªki stochastycznej. ∫ t

0
X2

uYudWu

jest martyngaªem, poniewa» dla dowolnego s > 0 z nierówno±ci Schwartza
mamy: ∫ s

0

EX4
uY

2
u du ≤

∫ s

0

√
EX8

u

√
EY 4

u ≤ X4
0e
−4Y0

ρ
σ

∫ s

0

Y 2
0 e

3σ2udu

= X4
0e
−4Y0

ρ
σ
Y 2

0

3σ2
[e3σ2s − 1] <∞.∫ t

0
Y 2

u dZu jest martyngaªem z uwagi 3.2. W drugiej z ostatnich nierówno±ci
wykorzystali±my oszacowanie (5.4). Mogli±my to zrobi¢, poniewa» zaªo»enie
ρ ∈ (−1,−

√
7

2
√

2
] implikuje, »e 8 ≤ 1

1−ρ2 , wi¦c na mocy uwagi 5.2 moment EX8
t

istnieje i prawdziwa jest nierówno±¢ (5.4) dla δ = 8. W ostatniej nierówno±ci
wykorzystali±my nierówno±¢ Schwartza oraz nierówno±¢ Jensena dla funkcji
nieujemnej g: (

∫ t

0
g(u)du)2 ≤ t

∫ t

0
g2(u)du.

W dalszym oszacowaniu wyra»enia (5.15) wykorzystamy jeszcze raz nierów-
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no±¢ (5.4) oraz nierówno±¢ Schwartza. W rezultacie otrzymamy (pami¦tajmy,
»e ρ < 0):
I ≤ 2c2Y 4

0 + 8

∫ t

0

√
EX8

u

√
EY 4

u du+ 2tE
∫ t

0

√
EX8

u

√
EY 8

u du

− 4tcσ2E
∫ t

0

Y 4
uX

2
udu+ 2tc2σ4E

∫ t

0

Y 4
u du+ 4c2

Y 4
0

3σ2
[e6tσ2 − 1]

− 8cρ

∫ t

0

√
EX4

u

√
EY 6

u du

≤ 2c2Y 4
0 + 8X4

0e
− 4ρY0

σ Y 2
0

e3tσ2 − 1

3σ2
+ 2tX4

0e
− 4ρY0

σ Y 4
0

e14tσ2 − 1

14σ2

+ 2tc2σ4Y 4
0

e6tσ2 − 1

6σ2
+ 4c2

Y 4
0

3σ2
[e6tσ2 − 1]− 8cρX2

0e
− 2ρY0

σ Y 3
0

e
15
2

tσ2 − 1
15
2
σ2

= 2X4
0e
− 4ρY0

σ

(
4Y 2

0

e3tσ2 − 1

3σ2
+ tY 4

0

e14tσ2 − 1

14σ2

)
+ c2

(
2Y 4

0 + tσ2Y 4
0

e6tσ2 − 1

3
+ 4

Y 4
0

3σ2
(e6tσ2 − 1)

)
− 8cρX2

0e
− 2ρY0

σ Y 3
0

e
15
2

tσ2 − 1
15
2
σ2

.

Poniewa» X0 < (ε)
1
2 , ρ ≥ −1 oraz Y0 < min

{
1, σ

√
7e−

2
σ√

56(e3tσ2−1)+3t(e14tσ2−1)

}
,

wi¦c:
2X4

0e
− 4ρY0

σ

(
Y 2

0

4(e3tσ2 − 1)

3σ2
+ tY 4

0

e14tσ2 − 1

14σ2

)
< 2ε2e

4
σY 2

0

(4(e3tσ2 − 1)

3σ2
+ t

e14tσ2 − 1

14σ2

)
=
ε2

3
e

4
σY 2

0

56(e3tσ2 − 1) + 3t(e14tσ2 − 1)

7σ2
<
ε2

3
.

Wybierzmy c > 0 tak by speªniona byªa nierówno±¢:
c < min

{ε2
3
g1, g2

}
,

gdzie:

g1 =
(
8X2

0e
− 2ρY0

σ Y 3
0

e
15
2

tσ2 − 1
15
2
σ2

)−1

,

g2 =
ε√
3

(
2Y 4

0 + tσ2Y 4
0

e6tσ2 − 1

3
+ 4

Y 4
0

3σ2
(e6tσ2 − 1)

)− 1
2
.
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Wtedy prawdziwe jest oszacowanie:

c2
(
2Y 4

0 + tσ2Y 4
0

e6tσ2 − 1

3
+ 4

Y 4
0

3σ2
(e6tσ2 − 1)

)
− 8cρX2

0e
− 2ρY0

σ Y 3
0

e
15
2

tσ2 − 1
15
2
σ2

<
ε2

3
+
ε2

3
.

W rezultacie, z ostatnich nierówno±ci otrzymujemy oszacowanie:
I < ε2.

2

Uwaga 5.8. Twierdzenie 5.6 porusza problem przybli»enia momentu EX2
t w

modelu SABR z parametrem β = 1. Je±li istnieje funkcja speªniaj¡ca zaªo-
»enia twierdzenia 5.4, nierówno±¢ (5.9) gwarantuje przybli»enie wspomnia-
nego, drugiego momentu Xt z dokªadno±ci¡ zadan¡ przez liczb¦ dodatni¡ ε.
Aby znaleziona w dowodzie twierdzenia 5.7 funkcja byªa szukan¡ aproksy-
macja, parametr pocz¡tkowy X0 musi by¢ mniejszy ni» √ε. Przykªadowo
dla ε = 10−2 oznacza to X0 < 0.1. W ±rodowisku niskich stóp procento-
wych warunek ten mo»e by¢ speªniony. Je±li cena forward stopy procentowej
jest ni»sza ni» 0.1 oraz Y0 < min

{
1, σ

√
7e−

2
σ√

56(e3tσ2−1)+3t(e14tσ2−1)

}
to z nierówno±ci

(5.9) otrzymujemy:∣∣∣EX2
t − f(t, 0)− Y0

∂f

∂y
(t, 0)−

∫ ∞

0

Bl(K,Y0, σ
√
t)
∂2f

∂y2
(t,K)dK

∣∣∣
=

∣∣∣EX2
t −X2

0 − 2c

∫ ∞

0

Bl(K,Y0, σ
√
t)dK

∣∣∣ < 1

100
,

gdzie dla ε = 10−2:
c <

ε√
3

min
{ ε√

3
g1, g2

}
,

przy czym:

g1 =
(
8X2

0e
− 2ρY0

σ Y 3
0

e
15
2

tσ2 − 1
15
2
σ2

)−1

,

g2 =
ε√
3

(
2Y 4

0 + tσ2Y 4
0

e6tσ2 − 1

3
+ 4

Y 4
0

3σ2
(e6tσ2 − 1)

)− 1
2
.
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Poniewa» speªniona jest to»samo±¢:

Y 2
0 e

tσ2

= EY 2
t = 2

∫ ∞

0

Bl(K,Y0, σ
√
t)dK,

wi¦c ostatecznie, na mocy (5.9), mamy prawdziw¡ nierówno±¢:∣∣∣EX2
t −X2

0 − cY 2
0 e

tσ2
∣∣∣ < 1

100
.

5.2 Wªasno±¢ procesu SABR dla β = 1

Proces stochastyczny Xt zadany dynamik¡ SABR dla β = 1 ma ciekaw¡
wªasno±¢. T¡ wªasno±ci¡ jest zale»no±¢ rekurencyjna mi¦dzy zde�niowanymi
nast¦puj¡co funkcjami (n = 0, 1, 2, ..):

φn(t) := E
(
Xte

−nσZt

)
. (5.16)

Je»eli ρ ∈ (−1,−
√

2
2

] to dla ustalonego t ≥ 0 z uwagi 5.2: EX2
t < ∞, czyli

funkcja φn jest dobrze zde�niowana. Wynika to z nierówno±ci Schwartza:

E
(
Xte

−nσZt

)
≤

(
EX2

t

) 1
2
(
Ee−2nσZt

) 1
2
<∞.

Co wi¦cej, gdy Xt jest martyngaªem (czyli na mocy uwagi 5.2 dla ρ ≤ 0),
znamy posta¢ funkcji φ0, a tym samym w kolejnych iteracjach, dzi¦ki wypro-
wadzonej ni»ej zale»no±ci rekurencyjnej, potra�my wyznaczy¢ posta¢ funkcji
φ1, φ2, .... Pami¦tamy, »e Xt oraz Yt maj¡ z zaªo»enia ci¡gªe trajektorie.

Twierdzenie 5.9. W modelu IV, dla ρ ∈ (−1,−
√

3
2

] oraz n = 0, 1, 2, .., funkcja
φn jest ci¡gªa oraz speªnia rekurencyjn¡ zale»no±¢:

φn(t) = X0 +
n2σ2

2

∫ t

0

φn(s)ds− nσρY0

∫ t

0

e−
σ2s
2 φn−1(s)ds, (5.17)

gdzie:
φ0(t) = X0.

W szczególno±ci:

φ1(t) = e
σ2t
2

[
X0 −X0Y0

ρ

σ

]
+ e−

σ2t
2 X0Y0

ρ

σ
.
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Dowód. Z zaªo»enia mamy:

ρ ∈
(
− 1,−

√
3

2

]
.

Zatem:
4 ≤ 1

1− ρ2
,

i na mocy uwagi 5.2, dla ka»dego t ≥ 0, czwarty moment Xt istnieje i jest
sko«czony. Zatem istnieje równie» drugi momentXt. Zauwa»my, »e dla β = 1
mamy dla ka»dego t ≥ 0: Xt > 0. Wynika to z faktu, »e Xt jest eksponent¡
stochastyczn¡. Bezpo±rednio z zaªo»e« modelu IV mamy:

Xt = X0e
∫ t
0 YsdWs− 1

2

∫ t
0 Y 2

s ds > 0.

Udowodnimy ci¡gªo±¢ funkcji t 7→ φn(t), n ∈ N. Wybierzmy dowolne n ∈ N.
Zauwa»my, »e ruch Browna Wt z zaªo»e« modelu IV mo»emy przedstawi¢
jako:

Wt = ρZt +
√

1− ρ2Vt,

gdzie Vt jest niezale»nym od Zt ruchem Browna. W takim razie mamy:
φn(t) = E[Xte

−nσZt ] = E
[
X0e

∫ t
0 YsdWs− 1

2

∫ t
0 Y 2

s ds−nσZt

]
= E

[
X0e

ρ
∫ t
0 YsdZs− 1

2

∫ t
0 Y 2

s ds−nσZtE
[
e
√

1−ρ2
∫ t
0 YsdVs

∣∣∣FZ
t

]]
= E

[
X0e

ρ
∫ t
0 YsdZs− 1

2

∫ t
0 Y 2

s ds−nσZte
1−ρ2

2

∫ t
0 Y 2

s ds
]

= E
[
X0e

ρ
∫ t
0 YsdZs− ρ2

2

∫ t
0 Y 2

s ds−nσZt

]
= E

[
X0Mte

−nσZt

]
,

gdzie FZ
t = σ(Zs : s ≤ t) oraz Mt = eρ

∫ t
0 YsdZs− ρ2

2

∫ t
0 Y 2

s ds. Zauwa»my, »e:
Mt = eρ

∫ t
0 YsdZs− ρ2

2

∫ t
0 Y 2

s ds = e
ρ
σ

[Yt−Y0]− ρ2

2

∫ t
0 Y 2

s ds ≤ e−
ρ
σ

Y0 ,

gdzie wykorzystali±my fakt, »e ρ < 0. Mamy teraz dla s, t ≥ 0:∣∣∣φn(t)− φn(s)
∣∣∣ = X0

∣∣∣E(
Mte

−nσZt −Mse
−nσZs

)∣∣∣
≤ X0E

(
e−nσZt

∣∣∣Mt −Ms

∣∣∣) +X0E
(
Ms

∣∣∣e−nσZt − e−nσZs

∣∣∣).
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Bez straty ogólno±ci zaªó»my, »e t ≥ s. Zauwa»my, »e z nierówno±ci Schwartza:
E

(
e−nσZt

∣∣∣Mt −Ms

∣∣∣) ≤ √Ee−2nσZt

√
E(Mt −Ms)2 =: Is,t

oraz
E

(
Ms

∣∣∣e−nσZt − e−nσZs

∣∣∣) ≤ √
EM2

s

√
E(e−nσZt − e−nσZs)2 =: IIs,t.

Udowdnimy teraz, »e:
lim
s→t

Is,t = 0,

lim
s→t

IIs,t = 0.

Zt jest ruchem Browna, wi¦c:
Ee−2nσZt = e2n2σ2t

oraz
E(e−nσZt − e−nσZs)2 = e2n2σ2t + e2n2σ2s − 2e

1
2
n2σ2t+ 3

2
n2σ2s,

bo:
Ee−nσ(Zt+Zs) = E

(
e−nσ(Zt−Zs)e−2nσZs

)
= Ee−nσ(Zt−Zs)Ee−2nσZs .

Wykazali±my wy»ej, »e Mt ≤ e−
ρ
σ

Y0 , wi¦c:
(Mt −Ms)

2 ≤ 2M2
t + 2M2

s ≤ 4e−2 ρ
σ

Y0 ,

zatem z twierdzenia Lebesgue'a o zbie»no±ci zmajoryzowanej oraz z ci¡gªo±ci
trajektorii procesu Yt otrzymujemy:

lim
s→t

Is,t = en2σ2t
√

E lim
s→t

(Mt −Ms)2 = 0.

Ponadto:
lim
s→t

IIs,t = lim
s→t

(√
EM2

s

√
E(e−nσZt − e−nσZs)2

)
= lim

s→t

(√
EM2

s

√
e2n2σ2t + e2n2σ2s − 2e

1
2
n2σ2t+ 3

2
n2σ2s

)
≤ lim

s→t

(
e−

ρ
σ

Y0

√
e2n2σ2t + e2n2σ2s − 2e

1
2
n2σ2t+ 3

2
n2σ2s

)
= e−

ρ
σ

Y0

√
lim
s→t

[
e2n2σ2t + e2n2σ2s − 2e

1
2
n2σ2t+ 3

2
n2σ2s

]
= 0.
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W rezultacie otrzymujemy:
lim
s→t

∣∣∣φn(t)− φn(s)
∣∣∣ ≤ X0 lim

s→t
(Is,t + IIs,t) = 0.

Wykazali±my ci¡gªo±¢ funkcji φn.

Wyka»emy teraz zale»no±¢ rekurencyjn¡ (5.17). Ze wzoru Ito oraz równo±ci
(5.1), dla n = 0, 1, 2, .., otrzymujemy:

d
(
Xte

−nσZt

)
= e−nσZtdXt − nσXte

−nσZtdZt +
n2σ2

2
Xte

−nσZtdt

− nσρXtY0e
−σ2t

2
−(n−1)σZtdt. (5.18)

Poniewa» Zt jest standardowym ruchem Browna, dla dowolnego n ∈ N oraz
dla ka»dego t ≥ 0 mamy:∫ t

0

(
Ee−2nσZs

) 1
2
ds =

∫ t

0

(
e2n2σ2s

) 1
2
ds =

∫ t

0

en2σ2sds <∞.

Xt jest martyngaªem, wi¦c X4
t jest podmartyngaªem i w rezultacie mamy

oszacowanie:∫ t

0

E
[
X2

sY
2
0 e

−σ2s−2(n−1)σZs

]
ds ≤ Y 2

0

∫ t

0

e−σ2s
(
EX4

s

) 1
2
(
Ee−4(n−1)σZs

) 1
2
ds

≤ Y 2
0

∫ t

0

e−σ2s
(
EX4

t

) 1
2
(
Ee−4(n−1)σZs

) 1
2
ds

≤ Y 2
0

(
EX4

t

) 1
2

∫ t

0

(
Ee−4(n−1)σZs

) 1
2
ds <∞.

W takim razie martyngaªy lokalne z prawej strony (5.18) s¡ martyngaªami i
po wzi¦ciu stronami warto±ci oczekiwanej, z (5.18) otrzymujemy:

φn(t) = φn(0) +
n2σ2

2

∫ t

0

φn(u)du− nσρ

∫ t

0

Y0e
−σ2u

2 φn−1(u)du. (5.19)

Zaªó»my teraz, na chwil¦, »e funkcje t 7→ EXte
−nσZt s¡ ró»niczkowalne. W re-

zultacie rozpatrujemy, odpowiadaj¡ce równaniu caªkowemu (5.19), równanie
ró»niczkowe:

φ
′

n(t) =
n2σ2

2
φn(t)− nσρY0e

−σ2t
2 φn−1(t).
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Dla ka»dego n = 0, 1, 2, .., z (5.16), prawdziwa jest równo±¢ φn(0) = X0. Dla
n = 1 ostatnie równanie ró»niczkowe przyjmuje posta¢:

φ
′

1(t) =
σ2

2
φ1(t)− σρY0e

−σ2t
2 φ0(t). (5.20)

Poniewa» φ0(t) = X0 oraz φ1(0) = X0, wi¦c istnieje dokªadnie jedno ci¡gªe
rozwi¡zanie równania (5.20) i jest ono postaci:

φ1(t) = e
σ2t
2

[
X0 −X0Y0

ρ

σ

]
+ e−

σ2t
2 X0Y0

ρ

σ
.

Maj¡c posta¢ funkcji φ1(t), rozwi¡zujemy równanie (5.19) dla n = 2:
φ
′

2(t) = 2σ2φ2(t)− 2σρY0e
−σ2t

2 φ1(t)

i w rezultacie otrzymujemy posta¢ funkcji φ2(t). Postepuj¡c iteracyjnie dla
n = 3, 4, .. znajdujemy wszystkie funkcje φn i stwierdzamy, »e teza twierdze-
nia jest prawdziwa dla funkcji ró»niczkowalnych φn.

Aby zako«czy¢ dowód poka»emy, »e równanie caªkowe (5.19) ma jednoznaczne
rozwi¡zanie. Poniewa» znaleziona funkcja φn speªnia to równanie, wi¦c jest
tym jedynym rozwi¡zaniem. Zaªó»my niewprost, »e istniej¡ dwa ci¡gi funk-
cji ci¡gªych φj

n j = 1, 2 speªniaj¡ce równanie (5.19) oraz takie, »e φ1
0 ≡ X0,

φ2
0 ≡ X0 oraz φ1

n(0) = X0, φ2
n(0) = X0. Niech φ∗n := φ1

0 − φ2
0. Zatem φ∗n

speªnia równanie (5.19), φ∗0(t) = 0 oraz φ∗n(0) = 0. Mamy dalej:

φ∗n(t) =
n2σ2

2

∫ t

0

φ∗n(u)du− nσρ

∫ t

0

Y0e
−σ2u

2 φ∗n−1(u)du.

Poniewa» φ∗0(t) = 0 wi¦c dla n = 1:

φ∗1(t) =
σ2

2

∫ t

0

φ∗1(u)du.

Z ostatniej równo±ci otrzymujemy:

|φ∗1(t)| ≤
σ2

2

∫ t

0

|φ∗1(u)|du,

a zatem z nierówno±ci Gronwalla otrzymujemy φ∗1 ≡ 0. Dalej dowodzimy
przez indukcj¦. Dla n > 1 zaªó»my, »e φ∗n−1 ≡ 0. W takim razie mamy:

φ∗n(t) =
σ2

2

∫ t

0

φ∗n(u)du
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i post¦pujemy jak dla n = 1, czyli z nierówno±ci:

|φ∗n(t)| ≤ σ2

2

∫ t

0

|φ∗n(u)|du

oraz nierówno±ci Gronwalla otrzymujemy φ∗n ≡ 0. 2

5.3 Nowa metoda wyceny opcji w modelu SABR
dla β = 1

W tym podrozdziale wyprowadzimy kolejn¡, rekurencyjn¡ zale»no±¢ mi¦dzy
momentami procesu zadanego dynamik¡ SABR dla β = 1. Znaleziona re-
kurencyjna formuªa pozwala na obliczenie, dla ka»dej liczby naturalnej n,
momentów E(lnXt)

n. W konsekwencji, dla ustalonego t > 0 b¦dziemy mogli
przybli»y¢ funkcj¦ charakterystyczn¡ zmiennej losowej Vt = lnXt. Nastepnie
wyka»emy, »e funkcja charakterystyczna zmiennej losowej Vt jest caªkowalna,
a dzi¦ki temu stwierdzimy, »e istnieje g¦sto±¢ Vt. Dzi¦ki przyblizeniu g¦sto-
±ci zmiennej losowej Vt bedziemy mogli zaprezentowa¢ zupeªnie nowy sposób
wyceny opcji w modelu SABR z parametrem β = 1. Wyznaczona gesto±¢
pozwala wyceni¢ w tym modelu dowolny instrument pochodny o wypªacie
bed¡cej funkcj¡ Xt. Wyprowadzimy równie» teoretyczne wzory na ceny opcji
waniliowych w modelu SABR z parametrem β = 1, które b¦d¡ uogólnieniem
cen opcji waniliowych w modelu Blacka. Dzi¦ki uzyskanym wynikom, mo-
»emy przyblizy¢ cen¦ kontraktu CMS. Nasze rozwa»ania nad now¡ metod¡
wyceny, w modelu SABR z parametrem β = 1, rozpoczniemy od krótkiej ana-
lizy wyceny kontraktów CMS. Do tej pory, problem wyceny kontraktu CMS
rozwi¡zywano poprzez oszacowanie funkcji drugiego momentu procesu re-
prezentuj¡cego stop¦ swapow¡. W swoich pracach Mercurio-Pallavicini [37],
a tak»e Mercurio-Morini [35] podaj¡ sposób obliczenia drugiego momentu
SABR poprzez aproksymacj¦ caªki po wszystkich warto±ciach kursu wykona-
nia cen opcji kupna w modelu SABR. W tym celu korzystaj¡ z algebraicznej
to»samo±ci:

x2 = 2

∫ ∞

0

(x−K)+dK,
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która po podstawieniu Xt w miejsce x oraz po wzi¦ciu stronami warto±ci
oczekiwanej, przyjmuje posta¢:

EX2
t = 2

∫ ∞

0

E(Xt −K)+dK,

gdzie warto±¢ oczekiwana pod caªk¡ jest cen¡ opcji kupna w modelu SABR.
Trudno±¢ wyceny kontraktu CMS w modelu SABR polega na obliczeniu dru-
giego momentu procesuXt. Aby wyznaczy¢ ten drugi moment procesu mode-
lowanego dynamik¡ SABR, Mercurio et.al proponuj¡ przybli»a¢ ów moment
poprzez wyznaczenie powy»szej caªki metodami numerycznymi. Poni»ej za-
proponujemy inny sposób przybli»enia warto±ci oczekiwanej EXδ

t dla δ > 1.
W szczególno±ci otrzymamy now¡ metod¦ przybli»enia EX2

t i wyceny kon-
traktu CMS.

Lemat 5.10. Dla ka»dego x > 0 oraz δ ∈ R prawdziwa jest równo±¢:

xδ =
∞∑

n=0

δn(lnx)n

n!
. (5.21)

Dowód. Poniewa» dla y ∈ R mamy:

ey =
∞∑

n=0

yn

n!
,

wi¦c podstawiaj¡c w tej równo±ci y = δ lnx otrzymujemy tez¦ lematu.
2

Lemat 5.11. W modelu IV z parametrem β = 1, dla ka»dego n ∈ N oraz
t ≥ 0:

sup
s∈[0,t]

E| lnXs|n <∞.

Dowód. Bezpo±rednio z zaªo»e« modelu IV, a dokªadniej z (5.1), otrzymu-
jemy:

lnXt = lnX0 −
1

2

∫ t

0

Y 2
u du+

∫ t

0

YudWu.
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Prawdziwe jest oszacowanie:

E| lnXt|n ≤ 3n−1
(
E| lnX0|n + E(

1

2

∫ t

0

Y 2
u du)

n + E(

∫ t

0

YudWu)
n
)
.

Zauwa»my dalej, »e dla ci¡gªej funkcji f : [0,∞) → [0,∞), t ≥ 0 oraz n ∈ N
prawdziwa jest nierówno±¢:( ∫ t

0

f(u)du
)n

≤ tn−1

∫ t

0

fn(u)du.

Istotnie, z nierówno±ci Höldera dla p = n oraz q = n
n−1

otrzymujemy:∫ t

0

f(u)du ≤
( ∫ t

0

fn(u)du
) 1

n
( ∫ t

0

1du
)1− 1

n
.

Korzystaj¡c z powy»szej nierówno±ci otrzymujemy kolejne oszacowanie:

E
( ∫ t

0

Y 2
u du

)n

≤ tnE
( ∫ t

0

Y 2n
u du

)
=: cn(t),

gdzie funkcja cn jest ci¡gªa.

Z drugiej strony, je±li skorzystamy z faktu (Karatzas-Shreve [30], fakt 3.3.25,
s. 163): je±li St jest procesem Ft- mierzalnym, m ∈ N oraz

E
∫ t

0

|Su|mdu <∞,

to prawdziwa jest nierówno±¢:

E
∣∣∣ ∫ t

0

SudWu

∣∣∣m ≤ (m(m− 1)

2

)m
2
t

m
2
−1E

∫ t

0

|Su|mdu.

Powy»szy fakt jest prawdziwy dla St := Yt poniewa»:

E
∫ t

0

Y m
u du = Y m

0

∫ t

0

e
m(m−1)

2
σ2udu <∞.

W rezultacie dla m = n otrzymujemy oszacowanie:

E(

∫ t

0

YudWu)
n ≤

(n(n− 1)

2

)n
2
t

n
2
−1E

∫ t

0

|Yu|ndu := dn(t),
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gdzie dn jest funkcj¡ ci¡gª¡. W takim razie, z ostatnich nierówno±ci otrzy-
mujemy oszacowanie:

E| lnXt|n ≤ 3n−1
(
E| lnX0|n + cn(t) + dn(t)

)
=: Fn(t),

gdzie F jest funkcja ci¡gª¡.

Poniewa» funkcja ci¡gªa na przedziale sko«czonym jest ograniczona, wi¦c w
rezultacie dla ka»dego n ∈ N i t ≥ 0 otrzymujemy:

sup
s∈[0,t]

E| lnXs|n ≤ sup
s∈[0,t]

Fn(s) <∞

2

Poni»ej zaproponujemy now¡ metod¦ przybli»enia momentów EXδ
t .

Uwaga 5.12. Z lematu 5.10 wiemy, »e funkcj¦ x 7→ xδ mozemy aproksymowa¢
wielomianem wN(x) postaci:

wN(x) =
N∑

n=0

δn(lnx)n

n!
. (5.22)

Podstawiaj¡c Xt w miejsce x oraz bior¡c w równo±ci (5.22) stronami warto±¢
oczekiwan¡ otrzymamy:

EwN(Xt) =
N∑

n=0

δn

n!
E(lnXt)

n.

Z lematu 5.11 prawa strona ostatniej równo±ci jest dobrze okre±lona. W
rezultacie, dla δ > 1 (gdy moment EXδ

t istnieje) i du»ego N otrzymujemy
przybli»enie:

EXδ
t ≈ EwN(Xt) =

N∑
n=0

δn

n!
E(lnXt)

n. (5.23)

Aby wykorzysta¢ zaproponowane przybli»enie musimy obliczy¢ warto±ci ocze-
kiwane E(lnXt)

n. W dowodzie poni»szego twierdzenia zaprezentujemy jak
to zrobi¢.
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Zanim przedstawimy twierdzenie dotycz¡ce wyznaczenia momentów E(lnXt)
n

udowodnimy, »e przy dodatkowych zaªo»eniach, po podstawieniu w równo-
±ci (5.21) Xt w miejsce x oraz −δ w miejsce δ, mo»emy wej±¢ z warto±ci¡
oczekiwan¡ pod znak niesko«czonej sumy.

Twierdzenie 5.13. W modelu IV z parametrem β = 1, niech X0 ≤ 1√
2
e

ρY0
σ ,

δ > 0 oraz ρ ∈ (−1,− 1√
2
]. Wówczas:

EX−δ
t =

∞∑
n=0

(−1)nδn

n!
E(lnXt)

n, (5.24)

o ile która± ze stron (5.24) jest sko«czona.

W dowodzie twierdzenia 5.13 wykorzystamy nast¦puj¡cy lemat:

Lemat 5.14. W modelu IV, dla β = 1, niech X0 ≤ 1√
2
e

ρY0
σ oraz ρ ∈ (−1,− 1√

2
].

Dla M ∈ N zde�niujmy ci¡g θM nast¦puj¡co:
θM = P(Xt ≤M) + P

(
Xt ≤

1

M + 1

)
.

Wtedy ci¡g θM maleje monotonicznie do 1 gdy M →∞.

Dowód. Z de�nicji θM oraz wªasno±ci dystrybuanty zmiennej losowej Xt

mamy limM→∞ θM = 1. Zauwa»my, »e ruch Browna Wt z zaªo»e« modelu IV
mo»emy przedstawi¢ jako:

Wt = ρZt +
√

1− ρ2Bt,

gdzie Bt jest niezale»nym od Zt ruchem Browna. Zauwa»my dalej, »e dla
dowolnej liczby r > 0 mamy:

P(Xt ≤ r) = E1
{X0e

∫ t
0 YudWu− 1

2

∫ t
0 Y 2

u du≤r}

= EE
[
1{

ρ
∫ t
0 YudZu+

√
1−ρ2

∫ t
0 YudBu− 1

2

∫ t
0 Y 2

u du≤ln r
X0

}|FZ
t

]
= EP

(
µZ + σZg ≤ ln

r

X0

|FZ
t

)
= EP

(
g ≤

ln r
X0
− µZ

σZ

|FZ
t

)
, (5.25)
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gdzie g jest zmienn¡ losow¡ o standardowym rozkªadzie normalnym N(0, 1),
niezale»n¡ od FZ

t = σ(Zu : u ≤ t) oraz:

µZ = ρ

∫ t

0

YudZu −
1

2

∫ t

0

Y 2
u du =

ρ

σ
[Yt − Y0]−

1

2

∫ t

0

Y 2
u du (5.26)

σ2
Z = (1− ρ2)

∫ t

0

Y 2
u du. (5.27)

W rezultacie, z równo±ci (5.25) otrzymujemy:

P(Xt ≤ r) = EΦ
( ln r

X0
− µZ

σZ

)
, (5.28)

gdzie Φ jest dystrybuant¡ standardowego rozkªadu normalnego N(0, 1). Z
równo±ci (5.28) otrzymujemy:

θM = P(Xt ≤M) + P
(
Xt ≤

1

M + 1

)
= E

[
Φ

( ln M
X0
− µZ

σZ

)
+ Φ

( ln 1
(M+1)X0

− µZ

σZ

)]
. (5.29)

Udowodnimy teraz, »e dla ka»degoM = 1, 2, 3, ... mamy P- prawie na pewno:

Φ
( ln M

X0
− µZ

σZ

)
+ Φ

( ln 1
(M+1)X0

− µZ

σZ

)
≥ 1.

Φ jest dystrybuant¡ standardowego rozkªadu normalnego, wi¦c ostatnia nie-
równo±¢ jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy:

ln M
X0
− µZ

σZ

+
ln 1

(M+1)X0
− µZ

σZ

≥ 0.

Ale σZ > 0, wi¦c równowa»ny zapis ostatniej nierówno±ci jest nast¦puj¡cy:
1

2
ln

( M

M + 1

)
+ ln

1

X0

− µZ ≥ 0. (5.30)

Z równo±ci (5.26) mamy:
1

2
ln

( M

M + 1

)
+ln

1

X0

−µZ =
1

2
ln

( M

M + 1

)
+ln

1

X0

− ρ
σ

[Yt−Y0]+
1

2

∫ t

0

Y 2
u du.
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Ale zauwa»my, »e z zaªo»e« lematu ρ < 0 orazX0 ≤ 1√
2
e

ρY0
σ zatem nierówno±¢

(5.30) jest prawdziwa, poniewa»:

ln
(√

M

M + 1

1

X0

e
ρY0
σ

)
≥ ln

(√
1

2

1

X0

e
ρY0
σ

)
≥ ln 1 = 0.

W rezultacie z (5.29) oraz (5.30) otrzymujemy dla ka»dego M ∈ N:

θM = E
[
Φ

( ln M
X0
− µZ

σZ

)
+ Φ

( ln 1
(M+1)X0

− µZ

σZ

)]
≥ 1.

Rozwa»my teraz funkcj¦ θ : [1,∞) → [1, 2] zde�niowan¡ nast¦puj¡co:

θ(x) = E
[
Φ

( ln x
X0
− µZ

σZ

)
+ Φ

( ln 1
(x+1)X0

− µZ

σZ

)]
. (5.31)

Zauwa»my, »e funkcja pod znakiem warto±ci oczekiwanej (5.31) jest ró»-
niczkowalna wzgl¦dem x, a jej pochodna jest ograniczona przez caªkowaln¡
zmienn¡ losow¡. W istocie:

∂

∂x

[
Φ

( ln x
X0
− µZ

σZ

)
+ Φ

( ln 1
(x+1)X0

− µZ

σZ

)]

=
1

xσZ

Φ′
( ln x

X0
− µZ

σZ

)
− 1

(x+ 1)σZ

Φ′
( ln 1

(x+1)X0
− µZ

σZ

)
≤ 2x+ 1√

2πx(x+ 1)σZ

≤ 2x+ 1√
2πx(x+ 1)

[
1 +

1

σ2
Z

]
.

Po wstawieniu prawej strony (5.27) do ostatniego wyra»enia mamy dalej:
2x+ 1√

2πx(x+ 1)

[
1 +

1

σ2
Z

]
=

2x+ 1√
2πx(x+ 1)

[
1 +

1

(1− ρ2)
∫ t

0
Y 2

u du

]
≤ 2x+ 1√

2πx(x+ 1)

[
1 +

1

(1− ρ2)

1

t2

∫ t

0

Y −2
u du

]
bo, z caªkowej wersji nierówno±ci Jensena dla funkcji wypukªej f(y) = 1

y
, dla

y > 0, mamy:
1∫ t

0
Y 2

u du
≤ 1

t2

∫ t

0

Y −2
u du.
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Z ostatniego oszacowania otrzymujemy:

E
[ 1

xσZ

Φ′
( ln x

X0
− µZ

σZ

)
− 1

(x+ 1)σZ

Φ′
( ln 1

(x+1)X0
− µZ

σZ

)]

≤ 2x+ 1√
2πx(x+ 1)

[
1 +

1

(1− ρ2)

1

t2

∫ t

0

EY −2
u du

]
=

2x+ 1√
2πx(x+ 1)

[
1 +

1

(1− ρ2)

1

3σ2t2
Y −2

0 (e3σ2t − 1)
]
<∞.

W rezultacie mo»emy skorzysta¢ z twierdzenia o ró»niczkowaniu pod znakiem
warto±ci oczekiwanej (na przykªad Cheng [15]) i otrzymamy:

θ′(x) = E
∂

∂x

[
Φ

( ln x
X0
− µZ

σZ

)
+ Φ

( ln 1
(x+1)X0

− µZ

σZ

)]
=

1

xσZ

EΦ′
( ln x

X0
− µZ

σZ

)
− 1

(x+ 1)σZ

EΦ′
( ln 1

(x+1)X0
− µZ

σZ

)
=

1

σZ

E
[1

x
Φ′

( ln x
X0
− µZ

σZ

)
− 1

x+ 1
Φ′

( ln 1
(x+1)X0

− µZ

σZ

)]
.

Udowodnimy teraz, »e dla ka»dego x ≥ 1 mamy P- prawie na pewno:
1

x
Φ′

( ln x
X0
− µZ

σZ

)
− 1

x+ 1
Φ′

( ln 1
(x+1)X0

− µZ

σZ

)
≤ 0.

Poniewa» Φ′(y) = 1√
2π
e−

y2

2 ostatnia nierówno±¢ dla x ≥ 1 jest równowa»na
nierówno±ci:

x+ 1

x
≤ e

d2
1
2
− d2

2
2 ,

gdzie:

d1 =
ln x

X0
− µZ

σZ

,

d2 =
ln 1

(x+1)X0
− µZ

σZ

.

Zauwa»my, »e dla x ≥ 1 mamy: x+1
x
≤ 2, zatem:

2 ≤ e
d2
1
2
− d2

2
2 ⇒ x+ 1

x
≤ e

d2
1
2
− d2

2
2 .
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Udowodnimy teraz, »e P- prawie na pewno:

2 ≤ e
d2
1
2
− d2

2
2 .

Wystarczy udowodni¢, »e:
d2

1 − d2
2 ≥ 2 ln 2.

Z przyj¦tych oznacze« mamy:

d2
1 − d2

2 = (d1 − d2)(d1 + d2) =
1

σ2
Z

ln[x(x+ 1)]
(

ln
[ x

x+ 1

]
+ ln

[ 1

X2
0

]
− 2µZ

)
.

Poniewa» dla x ≥ 1 mamy ln[x(x + 1)] ≥ ln 2, zatem wystarczy udwodni¢,
»e:

ln
[ x

x+ 1

]
+ ln

[ 1

X2
0

]
− 2µZ − 2σ2

Z ≥ 0.

Zauwa»my teraz, »e dla x ≥ 1 mamy ln
[

x
x+1

]
≥ ln 1

2
, zatem po podstawieniu

w ostatnim oszacowaniu (5.26) oraz (5.27) otrzymamy:

ln
[ x

x+ 1

]
+ ln

[ 1

X2
0

]
− 2µZ − 2σ2

Z ≥

≥ ln
1

2
+ ln

[ 1

X2
0

]
− 2

[ρ
σ
Yt −

ρ

σ
Y0

]
+

∫ t

0

Y 2
u du− 2(1− ρ2)

∫ t

0

Y 2
u du

= ln
[ 1

2X2
0

e2
ρ
σ

Y0

]
− 2

ρ

σ
Yt + [2ρ2 − 1]

∫ t

0

Y 2
u du ≥ 0.

W ostatniej nierówno±ci wykorzystali±my kolejno zaªo»enia X0 ≤ 1√
2
e

ρY0
σ oraz

ρ ∈ (−1,− 1√
2
]. Wykazali±my, »e dla ka»dego x ≥ 1: θ′(x) ≤ 0. Zatem funk-

cja θ(x) dla x ≥ 1 jest nierosn¡ca. W rezultacie pokazali±my, »e dla ka»dego
M ∈ N: θM ≥ 1, θM+1 ≤ θM oraz limM→∞ θM = 1. Oznacza to, »e θM ↘ 1.

2

Dowód twierdzenia 5.13. Dla M ∈ N mamy:

EX−δ
t = lim

M→∞
E

(
X−δ

t 1{ 1
M+1

≤Xt≤M}

)
. (5.32)
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Istotnie, poniewa» Xt > 0 oraz dla M ∈ N:
0 ≤ Xδ

t 1{ 1
M+1

≤Xt≤M} ≤ Xδ
t 1{ 1

M+2
≤Xt≤M+1},

wi¦c równo±¢ (5.32) jest prawdziwa z twierdzenia Lebesgue'a o zbie»no±ci
monotonicznej. Z lematu 5.10 otrzymujemy:

E
(
X−δ

t 1{ 1
M+1

≤Xt≤M}

)
= E

( ∞∑
n=0

(−1)nδn

n!
(lnXt)

n1{ 1
M+1

≤Xt≤M}

)
=

∞∑
n=0

(−1)nδn

n!
E

(
(lnXt)

n1{ 1
M+1

≤Xt≤M}

)
.

W ostatniej równo±ci skorzystali±my z twierdzenia Lebesgue'a o zbie»no±ci
zmajoryzowanej dla ci¡gu sum cz¦±ciowych:

( N∑
n=0

(−1)nδn

n!
(lnXt)

n1{ 1
M+1

≤Xt≤M}

)
N=0,1,2,...

.

Zde�niujmy teraz miar¦ sko«czon¡ na N nast¦puj¡co ν(n) = δn

n!
. Wówczas

mamy: ∫
N

1dν(n) =
∞∑

n=0

δn

n!
= eδ

oraz
∞∑

n=0

δn

n!
(−1)nE

(
(lnXt)

n1{ 1
M+1

≤Xt≤M}

)
=

∫
N
UM(n)dν(n),

gdzie dla n ∈ N:

UM(n) = (−1)nE
(
(lnXt)

n1{ 1
M+1

≤Xt≤M}

)
.

Zauwa»my teraz, »e dla parzystych n = 2k oraz M ∈ N mamy:

UM+1(2k)− UM(2k) = E
(
(lnXt)

2k[1{ 1
M+2

≤Xt<
1

M+1
} + 1{M<Xt≤M+1}]

)
≥ 0.

Dla n = 2k + 1 mamy:

UM+1(2k+1)−UM(2k+1) = −E
(
(lnXt)

2k+1[1{ 1
M+2

≤Xt<
1

M+1
}+1{M<Xt≤M+1}]

)
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= −E
(
(lnXt)

2k+11{ 1
M+2

≤Xt<
1

M+1
}

)
− E

(
(lnXt)

2k+11{M<Xt≤M+1}

)
.

Zauwa»my, »e:
−E

(
(lnXt)

2k+11{ 1
M+2

≤Xt<
1

M+1
}

)
≥ (ln(M + 1))2k+1

[
P
(
Xt ≤

1

M + 1

)
− P

(
Xt ≤

1

M + 2

)]
oraz:

−E
(
(lnXt)

2k+11{M<Xt≤M+1}

)
≥ −(ln(M + 1))2k+1

[
P(Xt ≤M + 1)− P(Xt ≤M)

]
.

W takim razie z dwóch ostatnich oszacowa« otrzymujemy:

UM+1(2k + 1)− UM(2k + 1) ≥ (ln(M + 1))2k+1
[
P
(
Xt ≤M

)
+ P

(
Xt ≤

1

M + 1

)
− P

(
Xt ≤M + 1

)
− P

(
Xt ≤

1

M + 2

)]
= (ln(M + 1))2k+1[θM − θM+1] ≥ 0,

gdzie w ostatniej nierówno±ci skorzystali±my z lematu 5.15. W takim razie
dla ka»dego n ∈ N oraz M ∈ N mamy:

UM+1(n)− UM(n) ≥ 0.

W rezultacie, poniewa» UM − U1 ≥ 0, z twierdzenia Lebesgue'a o zbie»no±ci
monotonicznej mamy:

lim
M→∞

∫
N
[UM(n)− U1(n)]dν(n) =

∫
N

lim
M→∞

[UM(n)− U1(n)]dν(n).

W takim razie:
lim

M→∞

∫
N
UM(n)dν(n) =

∫
N

lim
M→∞

UM(n)dν(n).

Zauwa»my teraz, »e:∣∣∣(−1)n
(
(lnXt)

n1{M−1≤Xt≤M+1}

)∣∣∣ ≤ | lnXt|n

oraz ∣∣∣(−1)nE
(
(lnXt)

n1{M−1≤Xt≤M+1}

)∣∣∣ ≤ E| lnXt|n <∞,
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wi¦c z twierdzenia Lebesgue'a o zbie»no±ci zmajoryzowanej mamy:

lim
M→∞

UM(n) = lim
M→∞

(−1)nE
(
(lnXt)

n1{M−1≤Xt≤M+1}

)
= (−1)nE(lnXt)

n.

W rezultacie otrzymujemy:

EX−δ
t = lim

M→∞
E

(
X−δ

t 1{M−1≤Xt≤M+1}

)
= lim

M→∞

∞∑
n=0

(−1)nδn

n!
E

(
(lnXt)

n1{M−1≤Xt≤M+1}

)
= lim

M→∞

∫
N
UM(n)dν(n) =

∫
N

lim
M→∞

UM(n)dν(n)

=

∫
N
(−1)nE(lnXt)

ndν(n) =
∞∑

n=0

(−1)n δ
n

n!
E(lnXt)

n.

Je±li zatem która± ze stron (5.24) jest sko«czona, to teza twierdzenia jest
prawdziwa. 2

Twierdzenie 5.15. W modelu IV dla β = 1, istnieje algorytm, dzi¦ki któremu
dla ka»dego n ∈ N ∪ {0} oraz t ≥ 0 mo»na wyznaczy¢ algebraiczny wzór na
warto±¢ oczekiwan¡ E(lnXt)

n.

Dowód. Wdowodzie zaprezentujemy algorytm, dzieki któremu dla dowolnego
n ∈ N ∪ {0} oraz t ≥ 0 mo»na wyznaczy¢ algebraiczny wzór na warto±¢
oczekiwan¡ E(lnXt)

n. Wprowad¹my oznaczenie:

un,k(t) = E[(lnXt)
nY k

t ], (5.33)

dla n, k = 0, 1, 2, ... oraz t ≥ 0. Zauwa»my, »e z uwagi 3.2 oraz lematu 5.11:

E[(lnXt)
nY k

t ] ≤
√

E(lnXt)2n
√

E(Yt)2k <∞,

wi¦c funkcja un,k jest dobrze okre±lona. W pierwszej kolejno±ci udowodnimy,
»e dla dowolnych n, k ∈ N funkcja t 7→ un,k(t) jest ci¡gªa. Ustalmy t∗ > 0.
Dla dowolnych s, t ∈ [0, t∗] mamy z nierówno±ci trójk¡ta oraz nierówno±ci
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Schwartza:
|un,k(t)− un,k(s)| ≤ E

(
Y k

t

∣∣∣(lnXt)
n − (lnXs)

n
∣∣∣) + E

(
(lnXs)

n
∣∣∣Y k

t − Y k
s

∣∣∣)
≤

√
EY 2k

t

√
E[(lnXt)n − (lnXs)n]2

+
√

E(lnXs)2n

√
E[Y k

t − Y k
s ]2 = Is,t + IIs,t, (5.34)

gdzie:
Is,t =

√
EY 2k

t

√
E[(lnXt)n − (lnXs)n]2,

IIs,t =
√

E(lnXs)2n

√
E[Y k

t − Y k
s ]2.

Udowodnimy, »e:
lim
s→t

Is,t = 0, (5.35)
lim
s→t

IIs,t = 0. (5.36)
Bez straty ogólno±ci zaªó»my, »e t ≥ s. Z lematu 5.11 istnieje C > 0:

sup
s∈[0,t∗]

E| lnXs|2n < C2.

W rezultacie:
lim
s→t

IIs,t ≤ C lim
s→t

√
E[Y k

t − Y k
s ]2 = C lim

s→t

√
E[Y 2k

t + Y 2k
s − 2Y k

t Y
k
s ]

= C lim
s→t

Y k
0

√
e

σ2

2
t[4k2−2k] + e

σ2

2
s[4k2−2k] − 2et σ2

2
[k2−k]+s σ2

2
[3k2−k]]

= CY k
0

√
lim
s→t

(
e

σ2

2
t[4k2−2k] + e

σ2

2
s[4k2−2k] − 2et σ2

2
[k2−k]+s σ2

2
[3k2−k]]

)
= 0.

Ponadto:
lim
s→t

Is,t = Y k
0 e

t σ2

2
[2k2−k]

√
lim
s→t

E[(lnXt)n − (lnXs)n]2. (5.37)
Z to»samo±ci (an− bn) = (a− b)

∑n−1
i=0 a

ibn−i−1 oraz z nierówno±ci Schwartza
mamy:

E[(lnXt)
n − (lnXs)

n]2 ≤
√

E
(

ln
Xt

Xs

)4

√√√√E
( n−1∑

i=0

(lnXt)i(lnXs)n−i−1
)4

.
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Z lematu 5.11 istnieje C∗ > 0 takie, »e dla s, t ∈ [0, t∗]:

E
( n−1∑

i=0

(lnXt)
i(lnXs)

n−i−1
)4

< (C∗)2.

Istotnie, z nierówno±ci Jensena dla funkcji f(x) = x4 otrzymujemy:

E
( n−1∑

i=0

(lnXt)
i(lnXs)

n−i−1
)4

≤ n3E
n−1∑
i=0

(lnXt)
4i(lnXs)

4(n−i−1)

≤ n3

n−1∑
i=0

√
E(lnXt)8i

√
E(lnXs)8(n−i−1)

≤ n3

n−1∑
i=0

√
ai
√
an−i−1,

gdzie:
ai = sup

s∈[0,t∗]

E| lnXs|8i.

W takim razie, z ostatnich oszacowa« otrzymujemy:

E[(lnXt)
n − (lnXs)

n]2 ≤ C∗
√

E
(

ln
Xt

Xs

)4

. (5.38)

Udowodnimy teraz, »e:

lim
s→t

E
(

ln
Xt

Xs

)4

= 0. (5.39)

Ze wzoru Ito oraz (5.1) mamy:

lnXt = lnX0 +

∫ t

0

YudWu −
1

2

∫ t

0

Y 2
u du.

W takim razie, z ostatniej równo±ci i nierówno±ci (a − b)4 ≤ 8(a4 + b4),
otrzymujemy:

E
(

ln
Xt

Xs

)4

= E
( ∫ t

s

YudWu −
1

2

∫ t

s

Y 2
u du

)4

≤ 8E
( ∫ t

s

YudWu

)4

+
1

2
E

( ∫ t

s

Y 2
u du

)4

.
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Z nierówno±ci:

E
( ∫ t

s

Y 2
u du

)4

≤ (t− s)3E
∫ t

s

Y 8
u du

oraz z twierdzenia Fubiniego otrzymujemy:

lim
s→t

1

2
E

( ∫ t

s

Y 2
u du

)4

≤ lim
s→t

1

2
(t− s)3E

∫ t

s

Y 8
u du

=
1

2
lim
s→t

(
(t− s)3

∫ t

s

EY 8
u du

)
= 0.

Zauwa»my, »e ruch Browna Wt z zaªo»e« modelu IV mo»emy przedstawi¢
jako:

Wt = ρZt +
√

1− ρ2Vt,

gdzie Vt jest niezale»nym od Zt ruchem Browna. Zatem mamy:

E
( ∫ t

s

YudWu

)4

= E
(
ρ

∫ t

s

YudZu +
√

1− ρ2

∫ t

s

YudVu

)4

≤ 8ρ4E
( ∫ t

s

YudZu

)4

+ 8(1− ρ2)2E
( ∫ t

s

YudVu

)4

= 8
ρ4

σ4
E[Yt − Ys]

4 + 24(1− ρ2)2E
( ∫ t

s

Y 2
u du

)2

≤ 8
ρ4

σ4
E[Yt − Ys]

4 + 24(1− ρ2)2(t− s)E
∫ t

s

Y 4
u du. (5.40)

W ostatniej równo±ci wykorzystalismy fakt, »e Yt = Y0 + σ
∫ t

0
YudZu oraz,

»e dla ustalonej trajektorii Yu dla u ∈ [s, t] zmienna losowa ∫ t

s
YudVu ma

rozkªad normalny ze ±redni¡ 0 i wariancj¡ ∫ t

s
Y 2

u du. Z oszacowania (5.40)
otrzymujemy dalej:

lim
s→t

E
( ∫ t

s

YudWu

)4

≤ lim
s→t

8
ρ4

σ4
E[Yt − Ys]

4 + lim
s→t

24(1− ρ2)2(t− s)E
∫ t

s

Y 4
u du

= lim
s→t

8
ρ4

σ4

4∑
i=0

4!

i!(4− i)!
EY i

t (−Ys)
4−i = 0.
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W rezultacie wykazali±my (5.39). Zauwa»my teraz, »e z (5.39), (5.38) oraz
(5.37) wynika (5.35). Ci¡gªo±¢ funkcji t 7→ un,k(t) wynika z (5.34), (5.35)
oraz (5.36).

Zaprezentujemy teraz algorytm obliczania E(lnXt)
n. Ze wzoru Ito oraz z

(5.1), (5.2) otrzymujemy (wzór jest prawdziwy dla dowolnych n, k ∈ R):

(lnXt)
nY k

t = (lnX0)
nY k

0 + n

∫ t

0

(lnXu)
n−1Y k+1

u dWu

+
n(n− 1)

2

∫ t

0

(lnXu)
n−2Y k+2

u du

− n

2

∫ t

0

(lnXu)
n−1Y k+2

u du+ kσ

∫ t

0

(lnXu)
nY k

u dZu

+
k(k − 1)

2
σ2

∫ t

0

(lnXu)
nY k

u du

+ nkσρ

∫ t

0

(lnXu)
n−1Y k+1

u du. (5.41)

Nast¦pnie zauwa»my, »e dla ka»dego t ≥ 0:

E
∫ t

0

(lnXu)
2nY 2k

u du ≤ 1

2

[
E

∫ t

0

(lnXu)
4ndu+ E

∫ t

0

Y 4k
u du

]
≤ 1

2

[
t sup

u∈[0,t]

E| lnXu|4n +

∫ t

0

EY 4k
u du

]
=

1

2

[
t sup

u∈[0,t]

E| lnXu|4n +
Y 4k

0

σ2(8k2 − 2k)
[etσ2(8k2−2k) − 1]

]
<∞.

W ostatnim oszacowaniu skorzystali±my z twierdzenia Fubiniego, lematu 5.11
oraz uwagi 3.2. W konsekwencji, martyngaªy lokalne z prawej strony wzoru
(5.41) s¡ martyngaªami. Po wzi¦ciu w (5.41) stronami warto±ci oczekiwanych
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otrzymamy:

E[(lnXt)
nY k

t ] = (lnX0)
nY k

0 +
n(n− 1)

2

∫ t

0

E
(
(lnXu)

n−2Y k+2
u

)
du

− n

2

∫ t

0

E
(
(lnXu)

n−1Y k+2
u

)
du

+
k(k − 1)

2
σ2

∫ t

0

E
(
(lnXu)

nY k
u

)
du

+ nkσρ

∫ t

0

E
(
(lnXu)

n−1Y k+1
u

)
du. (5.42)

Zaªó»my, na chwil¦, »e funkcje t 7→ un,k(t) s¡ ró»niczkowalne. Wówczas, z
równosci (5.42), otrzymamy równanie ró»niczkowe zwyczajne:

u′n,k(t) =
n(n− 1)

2
un−2,k+2(t)−

n

2
un−1,k+2(t)

+
k(k − 1)

2
σ2un,k(t) + nkσρun−1,k+1(t). (5.43)

Bezpo±rednio z (5.33) mamy:
un,k(0) = (lnX0)

nY k
0 .

Zauwa»my teraz, »e:
E(lnXt)

n = un,0(t),

wi¦c zadanie obliczenia momentu E(lnXt)
n sprowadza si¦ do wyznaczenia,

dla ka»dego n ∈ N, funkcji czasu un,0. Udowodnimy, »e potra�my iteracyjnie
oblicza¢ te funkcje. Zauwa»my od razu, »e z równo±ci (5.43) dla n = 0 mamy
dla ka»dego k = 0, 1, 2, ..:

u′0,k(t) =
k(k − 1)

2
σ2u0,k(t) (5.44)

oraz u0,k(0) = Y k
0 . Równanie (5.44) ma jednoznaczne rozwi¡zanie:

u0,k(t) = e
k(k−1)

2
σ2tY k

0 .

Ze wzoru Ito oraz (5.1) mamy:

lnXt = lnX0 +

∫ t

0

YudWu −
1

2

∫ t

0

Y 2
u du,
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wi¦c z uwagi 3.2 otrzymujemy:

u1,0(t) = E[lnXt] = lnX0 −
1

2σ2
Y 2

0 [eσ2t − 1].

Czyli dla ka»dego k ∈ N znale¹li±my wzory na u0,k oraz u1,0. Ponadto, gdy
n = 1 z równo±ci (5.43) otrzymujemy:

u′1,k(t) = −1

2
u0,k+2(t) +

k(k − 1)

2
σ2u1,k(t) + kσρu0,k+1(t),

a poniewa» znale¹li±my wzory na u0,k, wi¦c rozwi¡zuj¡c ostatnie równanie
znajdujemy u1,k dla wszystkich k = 0, 1, 2, ...

Poniewa» dla k = 0 z (5.43) mamy:

u′n,0(t) =
n(n− 1)

2
un−2,2(t)−

n

2
un−1,2(t), (5.45)

wi¦c »eby obliczy¢ un,0 musimy zna¢ un−2,2 oraz un−1,2. Wiemy, »e un,0(0) =
(lnX0)

n. Funkcj¦ u2,0 potra�my wyznaczy¢, bo wcze±niej wyznaczyli±my u0,2

oraz u1,2. Dalej, dla n = 3 mamy z (5.43):

u′3,0(t) = 3u1,2(t)−
3

2
u2,2(t).

Musimy teraz zna¢ posta¢ funkcji u2,2, poniewa» funkcj¦ u1,2 wyznaczyli±my
wcze±niej. Z równo±ci (5.43) otrzymujemy:

u′2,2(t) = u0,4(t)− u1,4(t) + σ2u2,2(t) + 4σρu1,3(t).

Znale¹li±my wcze±niej u0,k i u1,k wi¦c rozwi¡zuj¡c ostatnie równanie znajdu-
jemy u2,2 i dalej u3,0.

W ogólno±ci, aby wyznaczy¢ un,0 dla dowolnego n, korzystaj¡c z równania
(5.45), musimy wyznaczy¢ przedtem un−2,2 oraz un−1,2. Aby znale¹¢ un−1,2

musimy wyznaczy¢ un−2,4, un−3,4 oraz un−2,3. Aby znale¹¢ un−2,2 musimy wy-
znaczy¢ un−4,4, un−3,4 oraz un−3,3. Rozumuj¡c w ten sam sposób schodzimy
coraz ni»ej z warto±ci¡ pierwszego indeksu funkcji un,k, a» dochodzimy do
u0,2(n−1), u1,2(n−1) oraz u1,2n−1. Ale wykazali±my wcze±niej, »e potra�my wy-
znaczy¢ wzory ostatnich z wymienionych funkcji.
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Aby zako«czy¢ dowód wyka»emy indukcyjnie, »e równanie caªkowe odpowia-
daj¡ce równaniu (5.43) ma jednoznaczne rozwi¡zanie w klasie funkcji ci¡-
gªych. Z równania (5.43) mamy dla caªkowitych, nieujemnych liczb n, k:

un,k(t) = un,k(0) +
n(n− 1)

2

∫ t

0

un−2,k+2(s)ds−
n

2

∫ t

0

un−1,k+2(s)ds

+
k(k − 1)

2

∫ t

0

σ2un,k(s)ds+ nkσρ

∫ t

0

un−1,k+1(s)ds. (5.46)

Wiemy, »e un,k(0) = (lnX0)
nY k

0 . Gdy n = 0 z równo±ci (5.46) otrzymujemy
dla ka»dego k:

u0,k(t) = u0,k(0) +
k(k − 1)

2

∫ t

0

σ2u0,k(s)ds.

Zaªó»my teraz niewprost, »e istniej¡ dwie, ró»ne funkcje ci¡gªe u1
0,k, u2

0,k

speªniaj¡ce ostatnie równanie caªkowe. Wtedy funkcja u∗0,k := u1
0,k − u2

0,k

speªnia równanie caªkowe:

u∗0,k(t) =
k(k − 1)

2

∫ t

0

σ2u∗0,k(s)ds.

W takim razie, z ostatniej równo±ci, otrzymujemy oszacowanie:

|u∗0,k(t)| ≤
k(k − 1)

2

∫ t

0

σ2|u∗0,k(s)|ds.

Z nierówno±ci Gronwalla, dla ka»dego t ≥ 0, otrzymujemy: |u∗0,k(t)| ≤ 0.
Zatem istnieje tylko jedno ci¡gªe rozwi¡zania równania (5.46) dla n = 0.

Gdy n = 1, równanie (5.46) przybiera posta¢:

u1,k(t) = u1,k(0)−1

2

∫ t

0

u0,k+2(s)ds+
k(k − 1)

2

∫ t

0

σ2u1,k(s)ds+kσρ

∫ t

0

u0,k+1(s)ds.

Zaªó»my, »e istniej¡ dwie, ró»ne funkcje ci¡gªe u1
1,k, u2

1,k speªniaj¡ce ostatnie
równanie caªkowe. Poniewa» wykazali±my, »e dla ka»dego k istnieje tylko
jedna funkcja u0,k speªniaj¡ca równanie (5.46), wi¦c funkcja u∗1,k := u1

1,k−u2
1,k

speªnia równanie:

u∗1,k(t) =
k(k − 1)

2

∫ t

0

σ2u∗1,k(s)ds,
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a st¡d:
|u∗1,k(t)| ≤

k(k − 1)

2

∫ t

0

σ2|u∗1,k(s)|ds

i z nierówno±ci Gronwalla otrzymujemy u∗1,k ≡ 0.

Wykonamy teraz krok indukcyjny. Zaªó»my, »e równanie caªkowe (5.46) ma
jednoznaczne rozwi¡zanie dla i ≤ n − 1 i k ∈ {0} ∪ N. Poka»emy, »e ist-
nieje dokªadnie jedna funkcja un,k speªniaj¡ca równanie (5.46). Zaªó»my
niewprost, »e istniej¡ dwie takie funkcje: u1

n,k, u2
n,k. Wówczas, na mocy

zaªo»enia indukcyjnego, funkcja u∗n,k = u1
n,k − u2

n,k speªnia równanie:

u∗n,k(t) =
k(k − 1)

2

∫ t

0

σ2u∗n,k(s)ds.

Podobnie jak wcze±niej, z ostatniej równo±ci otrzymujemy oszacowanie:

|u∗n,k(t)| ≤
k(k − 1)

2

∫ t

0

σ2|u∗n,k(s)|ds.

Ostatecznie, z nierównosci Gronwalla, otrzymujemy u∗n,k ≡ 0. Krok induk-
cyjny zostaª wykonany.

W rezultacie, opuszczamy zaªo»enie o ró»niczkowalno±ci funkcji un,k i tym
samym ko«czymy dowód twierdzenia 5.15.

2

Wniosek 5.16. Z twierdzenia 5.15 wynika, »e w modelu SABR z parametrem
β = 1, przy speªnionym zaªo»eniu ρ ∈ (−1,− 1√

2
], mo»liwe jest przybli»enie

drugiego momentu Xt zgodnie z uwag¡ 5.12. Jak ju» stwierdzili±my, problem
wyceny kontraktu CMS sprowadza si¦ do wyznaczenia EX2

t . Dzi¦ki uwadze
5.12 oraz twierdzeniu 5.15 otrzymujemy zupeªnie nowy sposób wyceny tych
kontraktów w modelu SABR z parametrem β = 1.

Gª¦bokim wnioskiem z twierdzenia 5.15 jest zupeªnie nowy, odmienny od
zaproponowanego przez Hagana et al. [24], sposób wyceny, w modelu SABR
z parametrem β = 1, opcji waniliowej kupna z cen¡ wykonania K > 0.
Sposób ten zostanie przedstawiony poni»ej.
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Twierdzenie 5.17. Zaªó»my, »e speªnione s¡ zaªo»enia modelu IV oraz niech
ρ ∈ (−1, 0). Wówczas dla ka»dego t ≥ 0 funkcja charakterystyczna φVt zmien-
nej losowej Vt := lnXt jest caªkowalna. Zatem istnieje ci¡gªa i ograniczona
g¦sto±¢ gVt zmiennej losowej Vt oraz:

E(Xt −K)+ =

∫ ∞

ln K

(ev −K)gVt(v)dv, (5.47)

gdzie:
gVt(v) =

1

2π

∫ ∞

−∞
e−isvφVt(s)ds.

Dowód. Ustalmy t ≥ 0. Z uwagi 5.2, zaªo»enie ρ ∈ (−1, 0) implikuje, »e
Xt jest martyngaªem. Zauwa»my, »e ruch Browna Wt z zaªo»e« modelu IV
mo»emy przedstawi¢ jako:

Wt = ρZt +
√

1− ρ2Bt,

gdzie Bt jest niezale»nym od Zt ruchem Browna. Zaªo»enie ρ > −1 implikuje,
»e procesWt mo»emy zapisa¢ jako kombinacj¦ liniow¡ dwóch niezale»nych ru-
chów Browna. W takim razie, dla β = 1, równanie reprezentuj¡ce dynamik¦
modelu SABR mo»emy zapisa¢ nast¦puj¡co:

dXt = XtYt(ρdZt +
√

1− ρ2dBt),

dYt = σYtdZt,

gdzie Zt, Bt s¡ niezale»nymi ruchami Browna. Mamy st¡d i ze wzoru Ito:

lnXt = lnX0 + ρ

∫ t

0

YudZu +
√

1− ρ2

∫ t

0

YudBu −
1

2

∫ t

0

Y 2
u du.

Oznaczmy:
θZ(t) := ρ

∫ t

0

YudZu −
1

2
ρ2

∫ t

0

Y 2
u du

oraz
θB(t) :=

√
1− ρ2

∫ t

0

YudBu −
1

2
(1− ρ2)

∫ t

0

Y 2
u du.
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Po przyj¦ciu powy»szych oznacze« otrzymujemy:
lnXt = lnX0 + θZ(t) + θB(t).

Mamy zatem dla s ∈ R:

|φVt(s)| = |Eeis(θZ(t)+θB(t))| =
∣∣∣E(

eisθZ(t)E[eisθB(t)|FZ
t ]

)∣∣∣
≤ E

∣∣∣E[eisθB(t)|FZ
t ]

∣∣∣.
Poniewa» Bt, Zt s¡ niezale»nymi ruchami Browna, wi¦c dla ustalonej trajek-
torii Zu, u ≤ t zmienna losowa θB(t) ma rozkªad normalny o ±redniej:

µ̂ = −1

2
(1− ρ2)

∫ t

0

Y 2
u du

i wariancji:
σ̂2 = (1− ρ2)

∫ t

0

Y 2
u du.

Zauwa»my, »e w rezultacie mamy P- prawie na pewno:

E[eisθB(t)|FZ
t ] = eiµ̂s− σ̂2s2

2 . (5.48)
W istocie, równo±¢ (5.48) wynika z faktu, »e dla caªkowalnej funkcji f :
R×R → R, sigma ciaªaM oraz zmiennych losowych U , V takich, »e U -M
mierzalne, a V jest niezale»ne od M, prawdziwa jest równo±¢ P- prawie na
pewno:

E[f(U, V )|M] =

∫ ∞

−∞
f(U, v)gV (v)dv,

gdzie gV jest g¦sto±ci¡ zmiennej losowej V . Dowód tego faktu mo»na znale¹¢
w ksi¡»ce Jakubowski-Sztencel [29]. Po skorzystaniu z tego faktu otrzymu-
jemy:

E[eisθB(t)|FZ
t ] =

∫ ∞

−∞

1√
2πσ̂2

eisv− (v−µ̂)2

2σ̂2 dv = eiµ̂s− σ̂2s2

2 .

Udowodnili±my zatem równo±¢ (5.48). W rezultacie, z (5.48) mamy:

E
∣∣∣E[eisθB(t)|FZ

t ]
∣∣∣ = Ee−s2 (1−ρ2)

2

∫ t
0 Y 2

u du.
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Z twierdzenia Fubiniego otrzymujemy dalej:∫ ∞

−∞
|φBt(s)|ds ≤

∫ ∞

−∞
Ee−s2 (1−ρ2)

2

∫ t
0 Y 2

u duds

= E
∫ ∞

−∞
e−s2 (1−ρ2)

2

∫ t
0 Y 2

u duds

= E

√
2π

(1− ρ2)

( ∫ t

0

Y 2
u du

)−1

≤

√
2π

(1− ρ2)
E

( ∫ t

0

Y 2
u du

)−1

.

W ostatniej nierówno±ci wykorzystalismy nierówno±¢ Jensena dla funkcji
wkl¦sªej f(x) =

√
x.

Dalej, z caªkowej wersji nierówno±ci Jensena dla funkcji wypukªej f(x) = 1
x
,

dla x > 0, mamy:
1∫ t

0
Y 2

u du
≤ 1

t2

∫ t

0

Y −2
u du,

zatem:√
2π

(1− ρ2)
E

( ∫ t

0

Y 2
u du

)−1

≤

√
2π

(1− ρ2)

1

t

√
E

∫ t

0

Y −2
u du

=
1

Y0t

√
2π

3σ2(1− ρ2)
[e3σ2t − 1] <∞.

W takim razie, funkcja charakterystyczna φVt jest caªkowalna i z twierdze-
nia o odwrotnym przeksztaªceniu Fouriera (Jakubowski-Sztencel [29], Carr-
Madan [12], Kawata [33]) istnieje ograniczona i ci¡gªa gesto±¢ zmiennej loso-
wej Vt i jest równa:

gVt(v) =
1

2π

∫ ∞

−∞
e−isvφVt(s)ds.

Maj¡c gesto±¢ gVt od razu otrzymujemy:

E(Xt −K)+ =

∫ ∞

ln K

(ev −K)gVt(v)dv.
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To ko«czy dowód twierdzenia 5.17. 2

Uwaga 5.18. Z algorytmu twierdzenia 5.15 potra�my wyznaczy¢ momenty
E(lnXt)

n dla n ∈ N. Dzi¦ki temu mo»emy przybli»y¢ funkcj¦ charaktery-
styczn¡ φVt zmiennej losowej Vt = lnXt. W istocie, poniewa»:

φVt(s) = E
∞∑

n=0

(is)n

n!
(lnXt)

n,

zatem mo»emy zastosowa¢ przybli»enie:

φVt(s) ≈
N∑

n=0

(is)n

n!
E(lnXt)

n.

Z twierdzenia 5.17 wiemy, »e funkcja charakterystyczna jest caªkowalna i
istnieje g¦sto±¢ zmiennej losowej Vt. Przybli»enie funkcji charakterystycz-
nej umo»liwia tym samym przybli»enie funkcji g¦sto±ci Vt. W rezultacie
otrzymamynowy sposób przybli»enia ceny opcji waniliowej w modelu SABR
z parametrem β = 1. Opisana wy»ej technika jest powszechnie stosowan¡
metod¡ wyceny instrumentów pochodnych w sytuacji, gdy nie potra�my ob-
liczy¢ bezpo±rednio warto±ci oczekiwanej Ef(Xt), gdzie f jest pewn¡ funkcj¡
z okre±lonej klasy (Brigo-Mercurio [8], Hagan [24], Pelsser [45]). Aby wyce-
ni¢ instrument pochodny o funkcji wypªaty f(Xt), gdy f jest funkcj¡ klasy
C∞ (czyli funkcj¡ niesko«czenie wiele razy ró»niczkowaln¡), przybli»amy f
wyrazami rozwini¦cia tej funkcji w szereg. Je±li potra�my obliczy¢ warto±ci
oczekiwane wyrazów rozwini¦cia, mo»emy wówczas przybli»a¢ cen¦ Ef(Xt).

Uwaga 5.19. W dowodzie lematu 5.14 wyprowadzili±my równo±¢ (5.28) da-
j¡c¡ posta¢ dystrybuanty Xt. Ponadto uzasadnili±my, »e w równo±ci (5.28)
mo»emy ró»niczkowa¢ pod znakiem warto±ci oczekiwanej. W rezultacie, po-
niewa» funkcja 0 < r 7→ EΦ

(
ln r

X0
−µZ

σZ

)
jest ci¡gªa i dobrze okre±lona, dla

ustalonego t ≥ 0 g¦sto±¢ gXt zmiennej losowej Xt istnieje i jest równa dla
r > 0:

gXt(r) = E
[ 1

rσZ

Φ′
( ln r

X0
− µZ

σZ

)]
, (5.49)

gdzie µZ , σZ s¡ zde�niowane odpowiednio w równo±ciach (5.26) oraz (5.27).
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Istotnie, równo±¢ (5.49) zadaje g¦sto±¢, bo z twierdzenia Fubiniego mamy:
∫ ∞

0

gXt(r)dr =

∫ ∞

0

E
[ 1

rσZ

Φ′
( ln r

X0
− µZ

σZ

)]
dr

= E
∫ ∞

0

[ 1

rσZ

Φ′
( ln r

X0
− µZ

σZ

)]
dr

= E lim
D→∞

∫ D

0

∂

∂r
Φ

( ln r
X0
− µZ

σZ

)
dr

= E lim
D→∞

Φ
( ln D

X0
− µZ

σZ

)
= 1.

Poni»ej wyprowadzimy wzory na ceny opcji waniliowych w modelu SABR z
parametrem β = 1. Uzyskany wynik jest naturalnym uogólnieniem znanych
wzorów Blacka wyceny opcji waniliowych na przypadek modelu o stocha-
stycznej zmiennosci.

Twierdzenie 5.20. W modelu IV niech ρ ∈ (−1, 0). Wówczas dla dowolnego
K > 0:

E[Xt −K]+ = X0E[eµZ+
σ2

Z
2 Φ(d1)]−KEΦ(d2), (5.50)

gdzie:

µZ =
ρ

σ
[Yt − Y0]−

1

2

∫ t

0

Y 2
u du

σ2
Z = (1− ρ2)

∫ t

0

Y 2
u du,

d1 =
ln X0

K
+ µZ + σ2

Z

σZ

,

d2 = d1 − σZ .

Dowód. Wybierzmy dowolne K > 0. Obliczymy E[K −Xt]
+. Z uwagi 5.19
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oraz ze wzoru na caªkowanie przez cz¦±ci mamy:

E[K −Xt]
+ =

∫ ∞

0

(K − r)+gXt(r)dr

=

∫ ∞

0

(K − r)+ ∂

∂r
EΦ

( ln r
X0
− µZ

σZ

)
dr

=

∫ K

0

(K − r)
∂

∂r
EΦ

( ln r
X0
− µZ

σZ

)
dr

= (K − r)EΦ
( ln r

X0
− µZ

σZ

)∣∣∣K
0

+

∫ K

0

EΦ
( ln r

X0
− µZ

σZ

)
dr

=

∫ K

0

EΦ
( ln r

X0
− µZ

σZ

)
dr.

W ostatniej równo±ci skorzystali±my z twierdzenia Lebesgue'a o zbie»no±ci
zmajoryzowanej dla ograniczonej przez 1 funkcji (dystrybuanty) Φ:

lim
r→0

EΦ
( ln r

X0
− µZ

σZ

)
= E lim

r→0
Φ

( ln r
X0
− µZ

σZ

)
= 0.

Nast¦pnie, z twierdzenia Fubiniego, otrzymujemy:∫ K

0

EΦ
( ln r

X0
− µZ

σZ

)
dr = E

∫ K

0

Φ
( ln r

X0
− µZ

σZ

)
dr

= E
∫ K

0

∫ ln r
X0

−µZ

σZ

−∞

1√
2π
e−

s2

2 dsdr

= E
∫ K

0

∫ ∞

−∞

1√
2π
e−

s2

2 1{
s≤

ln r
X0

−µZ

σZ

}dsdr
= E

∫ ∞

−∞

1√
2π
e−

s2

2

[ ∫ K

0

1{
r≥X0esσZ+µZ

}dr]ds
= E

∫ ∞

−∞

1√
2π
e−

s2

2

[
K −X0e

sσZ+µZ

]+

ds.

Po podstawieniu K∗ = K
X0
e−µZ oraz v = sσZ otrzymujemy:

E
∫ ∞

−∞

1√
2π
e−

s2

2

[
K −X0e

sσZ+µZ

]+

ds
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= E
(
X0e

µZ

∫ ∞

−∞

1√
2πσZ

e
− v2

2σ2
Z

[
K∗ − ev

]+

ds
)

= E
(
X0e

µZ

[
K∗Φ

( lnK∗

σZ

)
− e

σ2
Z
2 Φ

( lnK∗ − σ2
Z

σZ

)])
= KEΦ

( ln K
X0
− µZ

σZ

)
−X0E

[
eµZ+

σ2
Z
2 Φ

( ln K
X0
− µZ − σ2

Z

σZ

)]
= KEΦ(−d2)−X0E

[
eµZ+

σ2
Z
2 Φ(−d1)

]
,

gdzie w ostatniej równo±ci skorzystali±my z przyj¦tych oznacze« d1, d2.
W rezultacie otrzymali±my:

E[K −Xt]
+ = KEΦ(−d2)−X0E

[
eµZ+

σ2
Z
2 Φ(−d1)

]
. (5.51)

Poniewa», na mocy zaªo»e«, Xt jest martyngaªem, zatem:
E[Xt −K]+ = X0 −K − E[K −Xt]

+

= X0 −K −KEΦ(−d2)−X0E
[
eµZ+

σ2
Z
2 Φ(−d1)

]
= X0

(
1− E

[
eµZ+

σ2
Z
2 Φ(−d1)

])
−K

(
1− EΦ(−d2)

)
.

Zauwa»my teraz, »e z oznacze«:

µZ +
σ2

Z

2
=
ρ

σ
[Yt − Y0]−

1

2

∫ t

0

Y 2
u du+

1

2
(1− ρ2)

∫ t

0

Y 2
u du

= ρ

∫ t

0

YudZu −
ρ2

2

∫ t

0

Y 2
u du.

Z ostatniej równo±ci oraz ze wzoru Ito otrzymujemy:

eµZ+
σ2

Z
2 = 1 + ρ

∫ t

0

eρ
∫ s
0 YudZu− ρ2

2

∫ s
0 Y 2

u duYsdZs.

Ponadto:
E

(
ρ2

∫ t

0

e2ρ
∫ s
0 YudZu−ρ2

∫ s
0 Y 2

u duY 2
s ds

)
= ρ2

∫ t

0

E
(
e2

ρ
σ

[Ys−Y0]−ρ2
∫ s
0 Y 2

u duY 2
s

)
ds

≤ ρ2e−2 ρ
σ

Y0

∫ t

0

EY 2
s ds

= ρ2e−2 ρ
σ

Y0
Y 2

0

σ2
[eσ2t − 1] <∞,
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gdzie w pierwszej nierówno±ci wykorzystali±my fakt, »e ρ < 0. Zatem eµZ+
σ2

Z
2

jest martyngaªem oraz:
EeµZ+

σ2
Z
2 = 1.

W rezultacie, z ostatniej równo±ci i z wªasno±ci dystrybuanty standardowego
rozkªadu normalnego, otrzymujemy :

X0

(
1− E

[
eµZ+

σ2
Z
2 Φ(−d1)

])
−K

(
1− EΦ(−d2)

)

= X0E
[
eµZ+

σ2
Z
2

(
1− Φ(−d1)

)]
−KE

(
1− Φ(−d2)

)
= X0E

[
eµZ+

σ2
Z
2 Φ(d1)

]
−KEΦ(d2).

Dowód twierdzenia 5.20 zostaª zako«czony. 2

Uwaga 5.21. Otrzymany w twierdzeniu 5.20 wynik jest naturalnym uogól-
nieniem wzorów Blacka na cen¦ opcji waniliowej. Wzór (5.50) jest po raz
pierwszy przedstawiony w tej pracy. Wynik ten jest zgodny z intuicj¡, po-
niewa» model SABR z parametrem β = 1 powstaje w wyniku zamiany sta-
ªego wspóªczynnika zmienno±ci, w modelu Blacka, na proces stochastyczny
o rozkªadzie lognormalnym. Równo±¢ (5.50) pokazuje, »e wzór na cen¦ opcji
waniliowej w tak otrzymanym modelu jest odpowiednikiem wzoru Blacka na
cen¦ opcji kupna w modelu lognormalnym ze staªym wspóªczynnikiem zmien-
no±ci. Zauwa»my, »e zarówno w uwadze 5.19 jak i w dowodzie twierdzenia
5.20 nie korzystali±my z faktu, »e Yt ma rozkªad lognormalny. Korzystali±my
natomiast z faktu, »e eµZ+

σ2
Z
2 jest martyngaªem. Oznacza to, »e je±li ostatnia

wªasno±¢ b¦dzie zachowana, to wynik twierdzenia 5.20 powinien si¦ przenosi¢
na inne modele ze stochastycznym wspóªczynnikiem zmienno±ci.

5.4 Wªasno±¢ modelu SABR dla β ∈ (0, 1)

W tym podrozdziale wyznaczymy, w modelu SABR dla β ∈ (0, 1), warto±¢
oczekiwan¡ EX2(1−β)

t . Nast¦pnie poka»emy jak t¦ wiedz¦ przeªo»y¢ na wy-
cen¦ instrumentów pochodnych. W szczególno±ci zaprezentujemy propozycj¦

104



przybli»onej wyceny kontraktów CMS w modelu SABR, bez wykorzysta-
nia wyników oryginalnej pracy Hagana et.al [23] dotycz¡cej modelu SABR,
sformuªowanych w uwadze do zaªo»e« modelu IV. Otrzymany rezultat jest
analogiczny do formuªy wyprowadzonej przez Hagana [24] w modelu lognor-
malnym. Nasze rozwa»ania zaczniemy od u»ytecznego lematu.

Lemat 5.22. W modelu IV dla ka»dego β ∈ (0, 1) oraz t ≥ 0 mamy:

E
∫ t

0

X2(1−β)
s Y 2

s ds <∞. (5.52)

Dowód. Wybierzmy dowolne t ≥ 0. Przyjmijmy oznaczenie (s ∈ [0, t]):
Vs := X2(1−β)

s Y 2
s ≥ 0.

Dla ustalonego s ≥ 0 na zbiorze {Xs 6= 0}, z nierówno±ci Younga mamy:
Vs ≤ (1− β)X2

s + βY
2
β

s .

Z ostatniego oszacowania i uwagi 3.2 otrzymujemy:
E

∫ t

0

Vsds ≤ E
∫ t

0

[
(1− β)X2

s + βY
2
β

s

]
ds

= (1− β)E
∫ t

0

X2
sds+ βY

2
β

0 [e
tσ2 2−2β

β2 − 1].

Aby udowodni¢ (5.52) wystarczy teraz pokaza¢, »e:

E
∫ t

0

X2
sds <∞.

Jourdain [33] wykazaª, »e ∫ t

0
Xβ

s YsdWs jest martyngaªem. �ci±lej, Jourdain
wykazaª, »e dla t ≥ 0 mamy: E

∫ t

0
X2β

s Y 2
s ds < ∞. W konsekwencji, po

wykorzystaniu izometrii caªki stochastycznej, otrzymamy:
EX2

t = E
(
X0 +

∫ t

0

Xβ
s YsdWs

)2

= E
(
X2

0 + 2X0

∫ t

0

Xβ
s YsdWs + (

∫ t

0

Xβ
s YsdWs)

2
)

= X2
0 + E

∫ t

0

X2β
s Y 2

s ds <∞. (5.53)
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Skorzystamy teraz z nierówno±ci:∫ t

0

X2
sds ≤ t

[
sup

s∈[0,t]

Xs

]2

.

Poniewa» Xt jest martyngaªem, X2
t jest podmartyngaªem. W rezultacie z

ostatniego oszacowania oraz nierówno±ci Dooba otrzymujemy:

E
∫ t

0

X2
sds ≤ tE

[
sup

s∈[0,t]

Xs

]2

≤ 4tEX2
t <∞.

Dowód lematu zostaª zako«czony.
2

Twierdzenie 5.23. Przy speªnionych zaªo»eniach modelu IV, dla ka»dego
β ∈ (0, 1) prawdziwa jest równo±¢:

EX2(1−β)
t = X

2(1−β)
0 + (1− β)(1− 2β)

Y 2
0

σ2
[eσ2t − 1]. (5.54)

Dowód. Ze wzoru Ito zastosowanego do procesu X2(1−β)
t otrzymujemy:

X
2(1−β)
t = X

2(1−β)
0 + 2(1− β)

∫ t

0

X1−2β
s dXs + (1− β)(1− 2β)

∫ t

0

Y 2
s ds

= X
2(1−β)
0 + 2(1− β)

∫ t

0

X1−β
s YsdWs + (1− β)(1− 2β)

∫ t

0

Y 2
s ds.

(5.55)
Z lematu 5.22 mamy E

∫ t

0
X1−β

s YsdWs = 0, wi¦c bior¡c stronami warto±ci
oczekiwane w równo±ci (5.55) otrzymujemy:

EX2(1−β)
t = X

2(1−β)
0 + (1− β)(1− 2β)

∫ t

0

EY 2
s ds

= X
2(1−β)
0 + (1− β)(1− 2β)

Y 2
0

σ2
[eσ2t − 1].

2
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Uwaga 5.24. W modelu IV dla β ∈ (0, 1) oraz β 6= {1
2
}, dla ró»niczkowalnej

funkcji G : R+ → R+ mo»emy zastosowa¢ nast¦puj¡ce przybli»enie:

E[XtG(Xt)] ≈ X0G(X0) + (1− β)(1− 2β)
(Y0X

β
0 )2

σ2
G′(X0)[e

σ2t − 1].

Otrzymana formuªa jest �praktyczn¡� metod¡ wyceny kontraktu CMS w ogól-
nym modelu SABR. W istocie dla β 6= 1

2
niech G1(x) = G(x

1
1−2β ). Z de�nicji,

funkcja G1 jest ró»niczkowalna. Mamy dalej:
E[XtG(Xt)] = E[XtG1(X

1−2β
t )].

Xt jest martyngaªem oraz procesem skoncentrowanym wokóª X0 czyli X1−2β
t

jest procesem skoncentrowanym wokóª X1−2β
0 , a tym samym mo»emy zasto-

sowa¢ przybli»enie z rozwini¦cia funkcji G1 w szereg Taylora (podobnie jak
w pracy Hagana [24] dotycz¡cej wyceny kontraktów CMS w modelu lognor-
malnym):

G1(X
1−2β
t ) ≈ G1(X

1−2β
0 ) +G′

1(X
1−2β
0 )[X1−2β

t −X1−2β
0 ].

W rezultacie otrzymamy:
E[XtG1(X

1−2β
t )] ≈ E[Xt(G1(X

1−2β
0 ) +G′

1(X
1−2β
0 )[X1−2β

t −X1−2β
0 ]]

= X0G1(X
1−2β
0 ) +G′

1(X
1−2β
0 )EX2(1−β)

t −G′
1(X

1−2β
0 )X

2(1−β)
0 .

Nast¦pnie korzystamy z twierdzenia 5.23 oraz z faktu, »e dla ka»dego xmamy:
G′(x) = G′

1(x
1−2β)x−2β.

W rezultacie otrzymujemy:

E[XtG(Xt)] ≈ X0G(X0) +
(Y0X

β
0 )2

2σ2
G′(X0)[e

σ2t − 1].

2
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