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Streszczenie

Dynamiczny rozw6j rynkow finansowych powoduje, ze wycena i zabezpie-
czenie instrumentow pochodnych wymagaja zaangazowania zaawansowanych
technik probabilistycznych i numerycznych. Celem niniejszej rozprawy jest z
jednej strony zaprezentowanie techniki probabilistycznej umozliwiajacej wy-
cene instrumentéw pochodnych o ztozonej funkeji wyptaty w modelu lognor-
malnym, a z drugiej, przedstawienie nowych wynikéw dotyczacych bardzo
popularnego modelu stochastic volatility SABR. W rozprawie przedstawitem
algebraiczne postacie wybranych warunkowych wartosci oczekiwanych w mo-
delu lognormalnym i zaprezentowatem ich zastosowanie do wyceny ztozonych
instrumentéw pochodnych. Wyprowadzone w rozprawie wyniki dotyczace
modelu SABR obejmuja miedzy innymi nowe metody przyblizania wybra-
nych wartosci oczekiwanych w tym modelu, nowa metode wyceny opcji oraz
uogolnienie znanych wzoréw Blacka na przypadek modelu stochastic volati-
lity.
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Abstract

Pricing and hedging derivatives in the world of dynamically growing finan-
cial markets involve more and more advanced probabilistic and numerical
techniques. The aim of this dissertation is once to present the new pro-
babilistic approach to pricing complex derivatives in lognormal model and
second to bring some new results concerning the most common stochastic
volatility model SABR. T've presented algebraic formulas of selected condi-
tional expectations in lognormal model. Next, I've used these formulas to
price complex derivatives. The new results concerning SABR model include
new approximation methods of computing expectations, new option pricing
method and generalization of famous Black vanilla option price formula in
the case of stochastic volatility model.
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Rozdziat 1

Wstep

Intensywny rozwéj rynkow finansowych w ostatnich latach rodzi potrzebe
wyceny i zabezpieczenia coraz bardziej skomplikowanych instrumentéow fi-
nansowych. Zlozonosé instrumentu finansowego czesto spowodowana jest
uzaleznieniem jego funkcji wyptaty od dwoch lub wiecej aktywow handlowa-
nych na rynku. Dla nowoczesnej matematyki finansowej oznacza to potrzebe
obliczania coraz bardziej skomplikowanych wartosci oczekiwanych procesow
stochastycznych reprezentujacych ceny rozpatrywanych aktywow. Tak sfor-
mulowany problem ma nature czysto techniczna. Przy dynamikach cen akty-
wow zadanych wybraniem modelu, wycena i hedging instrumentéow pochod-
nych wymagaja zaangazowania zaawansowanych technik probabilistycznych
i numerycznych. Nawet w ramach standardowego modelu Blacka-Scholesa
wycena niektorych instrumentéw pochodnych jest trudna. Przykladem moze
by¢ tu wycena kontraktu finansowego o funkcji wyplaty uzaleznionej od tra-
jektorii procesu reprezentujacego cene instrumentu bazowego (Geman-Yor
[21]). Innym przyktadem trudnosci wyceny instrumentu pochodnego, tym
razem o europejskim charakterze wyptaty, czyli wyplaty uzaleznionej od
wartodci instrumentu bazowego w ustalonej dacie, jest wycena kontraktu Qu-
anto Constant Maturity Swap (QCMS), ktory wyplaca wartosé tzw. stopy
swapowej z rynku zagranicznego (foreign) w walucie krajowej (domestic).
Skutkiem tego jest uzaleznienie funkcji wyplaty tego instrumentu od dwoch
roznych aktywow. Kolejnym przyktadem sa opcje na stope procentows. Wy-
cena i efektywne zabezpieczanie opcji na stope procentowa moga przysparzaé
w wielu sytuacjach spore trudnodci (Brigo-Mercurio [10], Rutkowski [52],
Gupta-Subrahmanyam [22]). Jedna z takich sytuacji ma miejsce, gdy termin
wyplaty opcji na stope procentowa jest niestandardowy. Funkcja wyptaty



takiej opcji uzalezniona jest od dwoch réznych, skorelowanych stop procen-
towych. Aby dobrze wyceniaé takie instrumenty musimy znaé¢ rozktad taczny
proceséw od ktorych uzalezniona jest funkcja wyptaty. Na tym jednak nie
koniec. Jak sie okazuje, dodatkowym i bardzo istotnym czynnikiem kompli-
kujacym wycene jest potrzeba dostosowania modeli matematycznych do ob-
serwowalnych, rzeczywistych zachowan rynkowych takich jak volatility smile
(Andreasen [1], Brigo-Mercurio [8], Mercurio [38], Rebonato [50], [51]). Vola-
tility smile to efekt zroznicowania wartosci wspotczynnika zmiennosci aktywu
finansowego w zalezno$ci od wartosci kursu wykonania opcji. Méwiac inaczej,
konwencja rynku wyceny opcji waniliowej (kwotowania) polega na podaniu
implikowanej zmiennosci z modelu Blacka-Scholesa. Efekt volatility smile
powoduje, ze dealer poda dla tego samego aktywu, lecz r6znych kursow wy-
konania opcji, odpowiednio r6zne wartosci wspotczynnika zmiennosci. Model
Blacka-Scholesa zaklada tymczasem, ze wspotczynnik zmiennoéci dla danego
aktywu finansowego jest staly. Wprowadzenie modeli local volatility (Du-
pire [18], [19], Derman-Kani [16], [17]) mialo na celu oslabié¢ rygorystyczne
zalozenie o stalym wspotczynniku zmienno$ci w modelu Blacka-Scholesa.
Mimo tego, ze modele te skutecznie mozna kalibrowaé¢ do obserwowanych
wielkosci rynkowych, to jednak w przypadku dynamicznego zabezpieczania
pozycji opcyjnych, zaktadaja odwrotny, do przewidywanego przez rynek, kie-
runek zmian wartosci wspotezynnika zmiennosci (Hagan-Kumar-Lesniewski-
Woodward [23]). Dlatego modele local volatility coraz czesciej zastepowane
sa modelami stochastic volatility, w ktérych wspoélczynnik zmiennosci jest
procesem stochastycznym (Brigo, Mercurio [8], Rebonato [50], [51]). Bardzo
popularnym modelem tego typu jest model SABR zaproponowany przez Ha-
gana, Kumara, Lesniewskiego oraz Woodward [23], gdzie za pomoca techniki
nazywanej ,singular perturbation autorzy wyprowadzili analityczng postaé
aproksymacji wspotczynnika zmiennosci implikowanej opcji na aktywo, kto-
rego dynamika zostala zadana tym modelem. Dzieki temu wyprowadzona
zostala przyblizona cena opcji waniliowej w modelu SABR. Nazwa SABR
jest akronimem wyrazenia ,stochastic alpha, beta, rho“. Dalsze badania do-
tyczace rozktadow procesow zadanych dynamikyg SABR autorzy kontynuowali
w pracy Hagan-Lesniewski-Woodward [26]. Podobny do wspomnianego wy-
zej wynik, bedacy aproksymacja wspotczynnika implikowanej zmiennoSci w
modelu SABR, uzyskali dzieki technikom geometrii r6zniczkowej Berestycki-
Busca- Florent [3| oraz Henry-Labordere [27], [28]. Delikatne roznice, ktore
wystapily miedzy wynikami asymptotycznego rozwiniecia zmiennosci impli-
kowanej Hagana et.al oraz Berestyckiego et.al wskazal Obtoj [42]. Inny spo-
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sOb na wyprowadzenie asymptotycznego rozwiniecia zmiennosci implikowane;]
w modelu SABR zaprezentowal Osajima [44], ktory uzyskal analityczng for-
mule rozwazanej aproksymacji za pomoca rachunku Malliavina. Wykorzy-
stanie formuty Meyera-Tanaki oraz teorii czasu lokalnego do wyprowadze-
nia przyblizonego wzoru reprezentujgcego zmienno$¢ implikowang w modelu
SABR zaprezentowali Benhamou oraz Croissant [5].

Niniejsza praca stada sie z dwoch czesci. W czesci pierwszej, dla modelu z
dynamika zadana rozktadem lognormalnym, chcemy zaprezentowa¢ technike
probabilistyczng, dzieki ktorej wycena ztozonych instrumentéw pochodnych,
w tym modelu, znacznie sie upraszcza. Umiejetno$¢ wyceny instrumentow
pochodnych w modelu lognormalnym jest bardzo wazna z racji tego, ze kon-
wencje rynkowe zostaly zbudowane na modelu Blacka-Scholesa, ktory nalezy
do klasy modeli lognormalnych. Dlatego tez, model Blacka-Scholsa i jego od-
powiednik typu local volatility sa punktem odniesienia dla innych modeli. W
drugiej czeséci pracy chcemy zaprezentowac szereg nowych wynikow dotycza-
cych modelu SABR. W szczegblnosci zaprezentujemy nowag metode wyceny
opcji waniliowej w szczegdlnym przypadku modelu SABR tzw. lognormal
stochastic volatility model. Dodatkowo, bazujac na pomystach wyceny ztozo-
nych instrumentéw pochodnych w modelach z dynamikami zadanymi rozkta-
dem lognormalnym, wyprowadzimy przyblizony wzér na wycene kontraktu
Constant Maturity Swap (CMS) w modelu SABR.

Wspomniana wyzej technika probabilistyczna, wykorzystana dalej w pracy
do wyceny wybranych instrumentéw pochodnych w modelu lognormalnym,
polega na tym, ze dla klasy proceséw stochastycznych o rozktadzie lognor-
malnym potrafimy wyznaczy¢ funkcje warunkowej wartosci oczekiwanej tych
procesow. Scislej mowiac dla zadanych dynamik proceséw potrafimy wy-
znaczy¢ funkcje warunkowej wartoséci oczekiwanej zmiennej losowej bedacej
funkcja pierwszego procesu pod warunkiem drugiego procesu. W efekcie
dzieki znajomosci wspomnianej funkcji wycena ztozonych instrumentéw po-
chodnych sprowadza sie do wyceny instrumentu uzaleznionego od jednego
procesu, ktorego rozkltad znamy. Innymi stowy problem dwuwymiarowy zo-
staje zredukowany do problemu jednowymiarowego. Do tej pory problem wa-
runkowania rozpatrywany byl na poziomie wyznaczania warunkowej funkcji
gestosci rozktadow (Ravindran [48]). W prezentowanym przez nas podej-
Sciu, analizujemy proces warunkowania bezposrednio na poziomie wartosci
oczekiwanych. Okazuje sie, ze rezultatem tego sg stosunkowo proste, alge-



braiczne wzory, ktore dla wielu ztozonych wyptat utatwiaja wycene wielu in-
strumentéow pochodnych rynku finansowego. Dzieki przedstawionym, po raz
pierwszy w tej pracy, twierdzeniom dotyczacym postaci warunkowej warto-
Sci oczekiwanej, wycena instrumentéw pochodnych w modelu lognormalnym
nie wymaga zmudnych rachunkéw i staje sie automatyczna. Najwazniejsze
wyniki dotyczace warunkowych wartosci oczekiwanych w modelu lognormal-
nym przedstawione sg odpowiednio w twierdzeniach 3.10, 3.22, 3.26, 4.1, 4.5,
4.6 oraz 4.7. Zaprezentowanymi w pracy przyktadami efektywnego zasto-
sowania twierdzen o postaci warunkowej wartosci oczekiwanej jest problem
wyceny kontraktu Quanto Constant Maturity Swap (QCMS), opcji na stope
procentowa oraz opcji na spread. Carmona oraz Durrleman [11], a takze
Brigo-Mercurio [8], rozpatruja wycene opcji na spread w modelu lognormal-
nym. Problem tej wyceny sprowadza sie u nich do analizy rozktadu tacznego
roznicy dwoch zmiennych losowych o rozktadzie lognormalnym, a tym samym
wyznaczenie ceny opcji na spread sprowadza sie do obliczenia skomplikowanej
calki w przestrzeni R?. W niniejszej pracy po raz pierwszy problem wyceny
opcji na spread, dzieki znajomosci postaci odpowiednich warunkowych war-
tosci oczekiwanych w modelu lognormalnym, sprowadza sie do zadania w
jednym wymiarze. Po wyznaczeniu funkcji warunkowej wartosci oczekiwanej
wzOr na wycene opcji na spread przybiera zamknieta, algebraiczna postac.

W dalszej czesci pracy zaprezentujemy rowniez techniki, ktore umozliwiaja
wycene instrumentéw pochodnych o ztozonej funkeji wyptaty w modelu SABR.
Jak do tej pory techniki wyceny instrumentéw pochodnych w modelu SABR
sprowadzaly sie do metod aproksymacyjnych. W szczegolnosci Mercurio [37],
[39] analizuje wycene kontraktéow CMS w modelu SABR, wyznaczjac w tym
celu drugi moment odpowiedniego procesu i podaje przyblizony wzor na cene
wymienionego kontraktu. Rezultatem niniejszej pracy jest inne, nowe i po
raz pierwszy zaprezentowane w tej pracy, podejscie, bazujace na mozliwo-
Sci wyznaczenia algebraicznych wzoréw niektérych momentéw procesu za-
danego dynamika modelu SABR. Nie rozwazamy asymptotycznego rozwi-
niecia zmiennosci implikowanej, lecz poszukujemy algebraicznych wzoréw na
momenty procesu zadanego dynamika SABR. Jourdain [33| przedstawia wa-
runki, ktére musza by¢ spetnione, aby w szczegdlnym przypadku modelu z
parametrem beta réwnym jeden, istnialy momenty procesu zadanego dyna-
mika SABR. Model SABR z parametrem $ = 1 jest nazywany ,lognormal
stochastic volatility model“. W niniejszej pracy prezentujemy technike, ktora,
uwzgledniajac wyniki Jourdaina, pozwala na aproksymacje tych momentow



(twierdzenia 5.6, 5.7, 5.15). W rezultacie doprowadzi to do nowego sposobu
wyceny opcji waniliowej w tym modelu (twierdzenie 5.17). Nowym i waznym
wynikiem tej pracy, przedstawionym w twierdzeniu 5.20, sa wzory na ceny
opcji waniliowych w modelu SABR z parametrem [ = 1, ktére sa uogdlnie-
niem cen opcji waniliowych w modelu Blacka. Kolejny wynik bedzie dotyczyt
modelu SABR dla parametru § € (0,1). Twierdzenie 5.23 przedstawia wzor
na warto$¢ momentu IEXt2 (1=8), Znaleziony wzor moze postuzyé¢ do wyceny
instrumentéw pochodnych w tym modelu. W szczeg6lnos$ci wyprowadzimy
przyblizony wzor na wycene kontraktu CMS w modelu SABR bedacy uogdl-
nieniem wzoru uzyskanego w modelu lognormalnym.

Chcialbym serdecznie podziekowaé profesorowi Jackowi Jakubowskiemu za
wiele cennych uwag oraz Pawtowi Szulcowi za konstruktywne dyskusje w
czasie wspolnej pracy w banku. Chciatbym réwniez podziekowaé zonie za
cierpliwo$¢ 1 wsparcie.
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Rozdzial 2

Definicje 1 oznaczenia

W niniejszej pracy rozpatrujemy przestrzen probabilistyczna (Q, F,P) z fil-
tracja spelniajaca zwykle warunki F = (F;)o<t<r, dla ustalonego horyzontu
czasowego 0 < T < oo. Dla k € N rozpatrujemy rynek k + 1 ptynnych
aktywow finansowych nieptacacych dywidendy o cenach (Sy, .., Sx) =: S. Za-
ktadamy, ze ceny rozpatrywanych aktywow sa procesami stochastycznymi
o ciagltych trajektoriach. Jednym z rozpatrywanych aktywéw jest rachunek
bankowy.

Definicja 2.1. Rachunkiem bankowym (Sy(t))o<i<r nazywamy proces sto-
chastyczny zdefniowany nastepujaco:

So(t) := elorsds,

gdzie (75)secpo,m jest dodatnim, F- adaptowanym procesem stochastycznym,
takim, ze P- prawie na pewno:

T
/ reds < oo.
0

Dla rachunku bankowego Sy oraz t > 0 mamy ES;'(t) = P(0,t), gdzie
P(u,t) oznacza cene w chwili u > 0 obligacji zerokuponowej o terminie za-
padalnosci t > wu, czyli instrumentu finansowego wyptacajacego jednostke w
chwili . Dla pelnosci wywodu, ponizej przytaczamy podstawowe definicje i
fakty zwigzane z wyceng instrumentow finansowych na rynku bez arbitrazu.
Sciste dowody oraz szersze omoéwienie tej problematyki mozna znalezé m.in.
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w monografi Musieli-Rutkowskiego [38], Jakubowskiego [31], Shiryaeva [53]
lub Brigo-Mercurio [8].

Definicja 2.2. Wyptata nazywamy dodatnig i catkowalng z kwadratem zmienng
losowa X w przetrzeni (£, F,P). Wyplate nazwiemy europejska z momentem
wykonania 7', jesli jest ona Fp- mierzalna.

Definicja 2.3. Strategia replikujaca ¢(t) = (¢o(t), .., ¢x(t)) nazywamy k + 1
wymiarowy, prognozowalny proces majacy lokalnie ograniczone wspotrzedne.
Proces zysku zwiazany ze strategia replikujaca ¢ definiujemy jako:

Golt) =Y / 61 (u)dS: (u).

Definicja 2.4. Strategie replikujaca ¢ nazywamy samofinasujaca sie, jesli
warto$¢ tej strategii Vy(u) := Zf:o ¢i(u)S;(u) spelnia dla kazdego u > 0
warunek:

Va(u) = V(0) + Gy (u).

Klasa wszystkich strategii samofinansujgcych sie jest przestrzenia liniowa
ozn. S.

Definicja 2.5. Modelem rynku nazwiemy pare (.S, ©), gdzie S oznacza proces
cen, a © C S zbiodr strategii tworzacy przestrzen liniowa zawierajaca stale.

Definicja 2.6. Strategia arbitrazowa ¢ nazywamy strategie samofinansujaca
sie, taka, ze V,(0) = 0, Vi, (t) > 0 p.n. oraz P(V4(t) > 0) > 0dlat > 0.

Definicja 2.7. Miare Q na przestrzeni (€2, F) nazwiemy miara martyngatowa,
jesli jest ona rownowazna mierze P, a zdyskontowany proces ceny S*(t) =
P(0,t)S(t) jest martyngatem lokalnym wzgledem miary Q i filtracji FF.

Fakt 2.8. Niech Q bedzie miarg martyngatowq. Oznaczmy V(Q) zbior stra-
tegii replikujgcych takich, ze jesli ¢, € WU to f(f Y, dS?: jest Q- martyngatem,
gdzie S*(u) = P(0,u)S(u). Wowczas rynek (S,¥(Q)) jest wolny od arbi-
trazu (czyli nie istniejg na nim strategie arbitrazowe). Zbior ¥(Q) nazwiemy
zbtorem strategit dopuszczalnych.
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Definicja 2.9. Ustalmy ¢t > 0. Fi-mierzalna wyplata X; jest osiaggalna jesli
istnieje strategia samofinansujaca sie taka, ze X; = V,(t). Mowimy wowczas,
ze strategia ¢ generuje wyptate X;. Wowczas ceng w chwili ¢ wyplaty X,
nazwiemy warto$¢ w chwili ¢ strategii samofinansujacej sie ¢ generujacej te
wyplate.

ZatozZenie ogdlne. W dalszej czesci pracy zawsze zakladamy istnienie miary
martyngalowej, ktora oznaczamy przez Q.

Fokt 2.10. Jesli istnieje miara martyngatowa Q, to dla kazdej F;-mierzalnej
1 0siggalne) wyptaty X, jej cena w chwili u < t, jest rowna:

x(u) = Eg <P(u, t)Xt\]-"u> .

Definicja 2.11. Rozpatrywany rynek nazwiemy rynkiem zupelnym, jesli
kazda wyptata na tym rynku jest osiaggalna.

Fokt 2.12. Jezeli na rynku istnieje miara martyngatowa to rynek ten jest
wolny od arbitrazu, czyli nie istniejg na nim strategie arbitrazowe.

Definicja 2.15. Numeraire nazywamy aktywo finansowe o $cisle dodatniej
cenie i nie ptacace dywidendy.

Uwaga 2.14. Numeraire jest osiagalng wyplata.

Twierdzenie 2.15. Zaltozmy, zZe istniejg numeraire N oraz miara Py rowno-
wazna mierze P takie, ze dla dowolnej, osiggalnej wyptaty Xp orazt < T
mamy Py- prawie na pewno:

% = EN(%’;%).

Wowczas dla dowolnego numeraire U istnieje miara probabilistyczna Py row-
nowazna mierze P taka, ze:

% _EU<)[§_;’Ft>-
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Co wiecej pochodna Radona-Nikodyma miary Py wzgledem Py wyraza sie
wzorem:

dPy  UrNo
dPy  UoNp'

Wyboér odpowiedniego numeraire jest kluczowy w procesie wyceny instrumen-
tow pochodnych. Zastosowanie odpowiedniego numeraire jest rownoznaczne
z zastosowaniem naturalnej dla danej wyptlaty miary probabilistycznej. Ze
wzgledu na losowy charakter stop procentowych, obecno$é¢ czynnikoéw dys-
kontujacych w wyptatach wielu instrumentach pochodnych powoduje, ze bez-
posrednie obliczenie wartos$ci oczekiwane] wzgledem wyj$ciowej miary bywa
ktopotliwe. Recepta na te trudnosci jest odpowiednia zmiana miary, wzgle-
dem ktorej obliczenie odpowiednich wartos$ci oczekiwanych staje sie duzo
prostsze. Przyktadowo, jesli wyceniamy instrument pochodny bedacy funk-
cja stopy procentowej, naturalnym numeraire dla tej wyplaty jest wartoscé
obligacji zerokuponowej o odpowiednim terminie zapadalnosci. Gdy wyce-
niamy instrumenty pochodne, ktorych funkcja wyptaty uzalezniona jest na
przyktad od wartosci stopy swapowej, naturalnym numerairem jest odpo-
wiedni portfel ztozony z obligacji zerokuponowych.

Definicja 2.16. Dla S > T oznaczmy 6(T,S) frakcje roku miedzy datami T
i .S. Wowcezas stope zmienng LIBOR definiujemy wzorem:

| !
LT 5) =59 (P(T, Sy 1). (21)

Definicja 2.17. Kontrakt Interest Rate Swap (IRS) jest transakcja finan-
sowa, w ktorej strona A, w okreslonych datach T} < T, < .. < T, dlan € N,
ptaci stronie B wielkosci odpowiednio R,7; dla i € {1,..,n}, gdzie R, jest
stala stopa procentowa, a 7; to dodatnie state. W tych samych momentach
Ty < Ty < .. < T,, strona B placi stronie A stope zmienna LIBOR pomno-
zong przez odpowiednig stala: ,L(T;_1,T;) dla ¢ € {1,..,n}. Data Ty < Ty
jest data rozpoczecia transakcji, czyli data rozpoczynajaca pierwszy okres
odsetkowy.

Uwaga 2.18. Stopa zmienna LIBOR L(T;_,T;) w kontrakcie IRS jest usta-
lana w chwili 7;_;. State 7; w definicji 2.17 sa wyznaczone jako frakcje roku
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miedzy datami T;_ oraz T;: 7, = §(T;_1,T;). Ponadto kontrakt IRS z de-
finicji 2.17 jest wyceniany tak, by w chwili zawarcia kontraktu ¢t < T} jego
wartosé byta réwna 0. Stad wartos¢ R, jest wyznaczona wedtug wzoru:

P(t,Ty) — P(t,T),)

ST 0Ty Ty Pt T (2.2)

Ry (t) =

Wartoé¢ R,, jest nazywana stopg swapowa. Platnosci strony A nazywamy
noga stata IRS, za$ platnosci strony B nazywamy noga zmienna kontaktu
IRS.

Definicja 2.19. Kontrakt Quanto Constant Maturity Swap (QCMS) jest
transakcja finansowa, w ktorej strona A ptlaci stronie B wielko$¢ w walucie
,1“ wyznaczong przez wartos$¢ stopy swapowej kontraktu IRS zwigzanego z
waluta 2. W tym samym momencie strona B ptaci stronie A stope zmienng
LIBOR zwiazang z waluta ,,1“

Uwaga 2.20. Jesli w definicji 2.19 waluty ,,1° i ,2“ sa tymi samymi walutami
kontrakt QCMS nazywamy kontraktem Constant Maturity Swap (CMS).

Definicja 2.21. Stopa procentowa forward F(¢,S,T) w chwili ¢, na okres
odsetkowy od S do T, dla T" > S, nazywamy taka stope procentowsa, ktorg
mozna zrealizowaé¢ na transakcji wolnej od ryzyka zawartej w chwili ¢ bez
poczatkowych kosztow. Oznacza to, ze cena w chwili ¢ kontraktu wymiany
stopy zmiennej LIBOR, L(S,T) na stope stata F'(¢,S,T) jest rowna 0. Stopa
F(t,S,T) jest rowna:

P(t,S)—P(t,T)
6(S,T)P(t,T) ’

F(t,8,T) = (2.3)

gdzie, podobnie jak wczesniej, §(S,T') oznacza frakcje roku miedzy S'i T

Uwaga 2.22. Date t ¢ ustalenia stawki forward na okres odsetkowy [S, T’ nazy-
wamy data fixingu stopy forward. Oznacza to, ze zmienna losowa F(ts, S, T)
jest Fy - mierzalna.

Definicja 2.23. Dla ustalonych dat ty < t; < t,,, opcjg caplet, o kursie

wykonania K i terminie wyplaty ¢, € [ts,t,,], na kurs forward stopy pro-
centowej nazywamy kontrakt finansowy o funkcji wyptaty II zdefiniowanej
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nastepujaco:

T = 0(ts, t,)[F (s, ts, tm) — K|

Uwaga 2.24. Zmienna losowa II jest F; - mierzalna.
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Rozdzial 3

Model lognormalny

W niniejszym rozdziale, dla proceséw stochastycznych X;,Y; (o zadanych
dynamikach) oraz odpowiednich funkcji f, rozpatrujemy warunkowe wartosci
oczekiwane E[f(Xy, Y;)|Y;]. W szczegolnosci dla wybranych funkeji f oraz
procesu stochastycznego:

[0,T] 5t = E[f(Xs, V) [V}] = Z(f)

wyprowadzimy algebraiczne wzory reprezentujace ciagte wersje procesow Z;(f).
Dla ustalonego t > 0, K > 0 oraz mierzalnych funkcji p, ¢, rozpatrzymy funk-
cje f postaci:

flx,y) = (p(t):c —q(t)yy — K)+.

Znajomo$¢ algebraicznego wzoru na posta¢ warunkowej wartosci oczekiwanej
E[f(X:, Y2)|Y:] znacznie utatwia wycen¢ wybranych instrumentéw pochod-
nych.

W podrozdziale 3.1 znajdziemy postac ciaglej wersji procesu Z;(f) dla funk-
cji f(z,y) = =. W podrozdziale 3.2 wykorzystamy twierdzenie o postaci
warunkowej wartoéci oczekiwanej, sformutowane i udowodnione w podroz-
dziale 3.1, do wyceny, w modelu lognormalnym, kontraktu Quanto Constant
Maturity Swap, ktory jest dwuwalutowym odpowiednikiem kontraktu Con-
stant Maturity Swap (CMS) (definicja 2.19 oraz uwaga 2.20). Sformutowane i
udowodnione twierdzenie o postaci warunkowej wartosci oczekiwanej E[X;|Y]
pozwoli nam w prosty sposob uzyska¢ wzor na cene kontraktu QCMS. Uzy-
skany wzor, po raz pierwszy zaprezentowany w tej pracy, jest uogélnieniem
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formuty wyprowadzonej przez Patricka Hagana [23] i powszechnie stosowa-
nej do wyceny kontraktéw CMS. W podrozdziale 3.3 dla K > 0 znajdziemy
postaé ciaglej wersji procesu Z,(f) dla funkcji f(z,y) = (x — K)*, ktora to
postuzy nam w podrozdziale 3.4 do wyceny, w modelu lognormalnym, opcji
na stope procentowa z niestandardowym terminem wyptaty. W podrozdziale
3.5 sformutujemy i udowodnimy twierdzenie o postaci warunkowej wartosci

Jr
oczekiwanej E[f(X;, Y;)|Y;] dla funkeji f(x,y) = (p(t)x—q(t)y—K) , gdzie

p, ¢ sa dodatnimi funkcjami mierzalnymi, a K > 0. Nastepnie wykorzystamy
ostatnie twierdzenie do wyceny w modelu lognormalnym opcji na spread.

3.1 Warunkowa wartos$é¢ oczekiwana w modelu
lognormalnym ze stalym wspo6tczynnikiem
zmiennosci

Zaczniemy od opisu modelu.

Model I. Zatozmy, ze mamy dwa (F;)o<¢<r - adaptowane procesy Xy, Y; o
dynamikach zadanych réwnaniami:

dXt = UXXtth, (31)
dY; = oyY,dZ,, (3.2)

gdzie ox, oy sa dodatnimi stalymi, W, Z sa skorelowanymi ruchami Browna
oraz:

d(W, Z), = pdt,
dla p € (—1,1). Ponadto Xy > 0, Yy > 0 sa stalymi.

Uwaga 3.1. Jedynymi, mocnymi rozwiazaniami (3.1) i (3.2) sa odpowiednio
procesy stochastyczne:

0'2 t
X, = Xoe~ & oW,

o'%/t
Y, = Yye 7z oV,

Uwaga 3.2. Dla dowolnej liczby a € R oraz proceséow X, Y; o dynamikach
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zadanych odpowiednio réwnaniami (3.1), (3.2) mamy:
o2
EX{ = Xge! 3 (@),

”2
Ey*ta _ YbaetTY(ana)‘

Jest to oczywiste, gdyz z uwagi 3.1 dla procesu Y; mamy:
02 a
Y;a — Ybae—%t—&-aath

wiec:
oZa o2,
EY" = Yye 2 "Be"r 7 = yjel2 (),

Prawdziwosé¢ uwagi dla procesu X; jest oczywista z tych samych powodow.
O

Wiadomo, ze dla ustalonego t > 0 istnieje mierzalna funkcja h(t,-) : (0,00) —
(0, 00) taka, ze prawdziwa jest, P- prawie na pewno, rownos¢:

E[Xi Yy = h(Yy, 1) (3.3)

Co wiecej, dla ustalonego t > 0 zmienna losowa h(Y;,t) jest wyznaczona
jednoznacznie z doktadnosciag do zdarzen o zerowym prawdopodobienstwie.
W konsekwencji znajdujac, dla kazdego t, funkcje h(Y;, t), znajdujemy mo-
dyfikacje procesu Z;(f) dla funkcji f(z,y) = z. Dla procesow X, Y;, za-
danych modelem I, znaleziona, w tym rozdziale, modyfikacja jest ciagta i
jest funkcja potegowa od procesu Y;. Wynik ten jest przedstawiony w twier-
dzeniu 3.10. Zanim sformutujemy i udowodnimy wspomniane twierdzenie,
zaprezentujemy wczesniej pewng intuicje zwiazana z poszukiwaniem funkcji
h. Chociaz zbudowana intuicja nie jest formalnym dowodem omawianego
twierdzenia, to doprowadzi nas do wtasciwej postaci poszukiwanej funkcji i
modyfikacji procesu Z;(f).

Zatozenie Z1. Zalozmy, ze funkcja h spetniajaca rownosé (3.3) jest dwukrot-
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nie rozniczkowalna i ograniczona oraz ma ograniczone pochodne, a funkcje
0 <t E[Y;h(Y; 1)),
oh
0<t E(— Y.t Y2>,
SU= 8y< t ) t
oh 10%h

0<t— E(K& [_(Y;f;t) + 5%(

ot Y t>U§YtQ])

sa ciagte.

Zaltozenie Z1 pelni role pomocniczg w poszukiwaniu postaci warunkowej war-
tosci oczekiwanej E[X;|Y;]. Zalozenie to nie bedzie potrzebne w dowodzie
podstawowego twierdzenia 3.10 méwiacego o postaci E[X;|Y;] w modelu 1.

Dla catkowalnych z kwadratem martyngatow X;,Y; oznaczamy przez (X,Y),
proces o wahaniu skoriczonym, taki, ze X;Y; — (X,Y), jest martyngatem. Dla
zbudowania wspomnianej wyzej intuicji wykorzystamy dwa, sformutowane i
udowodnione ponizej, lematy.

Lemat 3.3. Niech Sy, Hy bedq ciggtymi, catkowalnymi z kwadratem, mar-
tyngatami. Dla kazdego t > 0 zdefiniujmy proces S§ = E[S;|H,]. Jezeli

Sy = M} + Af, gdzie M* jest martyngatem, a A} jest procesem o wahaniu
skonczonym, to wowczas prawdziwa jest rownosé:

E(S,H), = E(M* H), + EH,A} — SoH,. (3.4)

Dowdd. Udowodnimy najpierw lemat dla Sy = Hy = 0. Mamy:

E<S, H>t — ESth — E[HtE[St|HtH - EHtS:
=EH,(M; + A}) =E(M*, H), + EH,A;.
Jesli So # 0 lub Hy # 0 wystarczy rozpatrzy¢ procesy S, =S, — S, oraz

H, := H, — Hy i skorzysta¢ z rozumowania powyzej. O

Lemat 3.4. Dla procesow Xy,Y; spetniajgcych zatozenia modelu I oraz funkcje
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h spetniajgce) zatozenia Z1 prawdziwa jest nastepujgea rownosé:
oxoy pE(Yih(Yi, 1)) =

a%E(g—Z

oh 162h
2 R
(Y )¥2) + E(Yi[ S (¥ ) + 3575

o Yi, t)a%/Yﬂ ) . (35)

Dowdd. Obliczymy, na dwa rozne sposoby, pochodna, wzgledem czasu, war-

tosci oczekiwanej nawiasu skosnego (X,Y),. Rezultatem tego rachunku be-
dzie teza lematu. Bezposrednio z (3.1) i (3.2) otrzymujemy:

t
E(X, Y>t = onayp/ YuXudu
0
¢
= axayp/ EY,X.du
0
t
:UXayp/ EY, E[X,|Y.]du
0
t
= O'X{Typ/ EY,h(Y,, u)du. (3.6)
0
W drugiej rownosci skorzystaliSmy z twierdzenia Fubiniego. Moglismy to
zrobié¢, poniewaz na mocy uwagi do modelu I mamy X, > 0 oraz Y, > 0 dla

kazdego u > 0. Na mocy zatozenia Z1 o funkcji h, mozemy zrézniczkowaé
wyrazenie (3.6) wzgledem ¢ i w rezultacie otrzymamy:

(B(X,Y),) = o0y pEY;h(Y ). (3.7)

Pochodna wartosci oczekiwanej E(X,Y), obliczymy teraz w inny sposob.
Korzystajac z zatozenia Z1 mozemy zastosowaé¢ wzor Ito dla funkcji h:

oh oh 10%h
Przyjmijmy oznaczenia:
t
Ni(t)i= [ Gy, (3.9
0 9y
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oraz
b ron 10%h
At ::/ — (Y, u) + == (Y., u 02Yu2 du. 3.10
)= [ G0 + 5 (et (310)

Wykorzystjac powyzsze oznaczenia rownosé (3.8) mozemy zapisa¢ nastepu-

jaco:
(Y, t) = h(Yy,0) + Ny(t) + Ap(t). (3.11)

Z zalozenia Z1, funkcja pod caltka wyrazenia (3.9) jest ograniczona i w rezul-
tacie N, jest martyngatem. A, jest procesem o wahaniu skoficzonym. Wy-
korzystamy teraz lemat 3.3. Podstawimy odpowiednio S; = X; oraz H; =Y}
i w rezultacie z rownosci (3.4) otrzymamy:

E<X7 Y>t = E<Nh> Y>t + E(Ah(t)yt) - XOYO~ (3'12)

Nastepnie wyznaczymy E(A(t)Y;) oraz E(N,,Y),. Ze wzoru Ito na calko-
wanie przez czesci zastosowanego do procesow A, (t) oraz Y; otrzymamy:

0 0
Na mocy zatozenia Z1 istnieja dodatnie state K, K5 takie, ze:

1 t
Ap(t) < tK; + 50%[(2/ Y2du,
0

zatem: .
1 2
Ap(t)? < 28°K3 + iagﬂ(g( / Yuzdu) :
0
Ponadto, z catkowej wersji nier6wnoéci Jensena, mamy dla £ € N:
t 2 t
(/ Ys%ds) < t/ Y s,
0 0
wiec z ostatnich dwoch oszacowan mamy:
1 t
Ap(t)? < 2°K? + 50@1{31& / Yidu,
0
a stad i z przedostatniej nieréwnosci mamy dalej:
1 ! 2
An(t)t < 811K+ §U§K§t2< / deu>
0

1 t
< StUK} + §G§K§t3 / Y3du.
0
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W rezultacie z ostatniego oszacowania oraz nieréwnosci Schwartza otrzymu-

jemy:
t t
E / A2 (w)o2Y2du < o3 / \/EA} (u)/EYAdu < oo,

W takim razie fo Ap(u)dY, jest martyngatem. Po wzieciu stronami wartosci
oczekiwanej w ostatmeJ rownosci otrzymamy:

t
EA(0)Y: = A(0)Y + E [ Yiddy(u)
0

Oh 19%h 9
— A,(0)Yo + /O E(Y [(91& (Vorw) + 5 g, (Ve )oY ])d
(3.13)
W drugiej rownosci wykorzystaliSmy twierdzenie Fubiniego oraz definicje pro-
cesu Ap(t). Zajmiemy sie teraz E(Ny,Y),. Z definicji procesu Ny, i twierdze-
nia Fubiniego otrzymujemy:

t t
E(N,,Y), :E/ 8h(Yu,u)Y2dU—aY/ E<%(Yu,u)Yu2>du. (3.14)
Yo 0 oy

Z rownosci (3.12), (3.13) oraz (3.14) otrzymujemy:

¢ oh 10%h S
E(X,Y), = A,(0)Y +/0 B(Ya| 5 (Yaru) + §aT(Yu,u)ayYu]>du+
L (Oh
2 on 2\ g
+ay/0 E(ay (Yu,u)Yu>du XoYo.
(3.15)
Po zrozniczkowaniu stronami (3.15) wzgledem ¢ otrzymamy:
oh
(BOCY),) =0V B (G, (v 077)
oh 10%h )
+E<Yt[6t Yot) + 558, oy s ) @
Po poréwnaniu (3.7) i (3.16) otrzymujemy teze lematu 2.5:
oh
aXJYpE<Y;h(§Q,t)) - aiE(a—(Yt,t)Yf)
on 19%h ,
FE(Y |5 000 + 555, (008 V7] ).
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Uwaga 3.6. Rownowazny zapis tezy lematu 3.5 jest nastepujacy:

Ooh

, Oh 10%h
o5

(Y;fat)}/?_yt _(Eat +

E(Uxaprth(Yt, t) ot ) §aTy(

Yt,t)a%YfD ~0.
(3.17)

W dalszej kolejnosci bedziemy poszukiwali funkcji i, ktora spelnia réwnanie
(3.17).

Definicja 3.7. Niech Cbl’Q oznacza klase ograniczonych funkcji dwoch zmien-
nych, rézniczkowlanych, z ograniczonymi i ciagglymi pochodnymi odpowied-
nio rzedu 1 oraz 1 i 2. Zdefiniujmy operatory

L: C*((0,00) x [0,00)) — C([0,00) x (0,00))

oraz
T : C2((0,00) x [0,00)) — C(]0, 00) x (0,00))
nastepujaco:
o oh 1, 282h
5 20h
Th(y,t) == oxoypyh(y,t) — oyy a—y(y,t) (3.19)

Korzystajac z definicji 3.7, réwnos¢ (3.17) moze by¢ zapisana w nastepujacej
postaci:
E(Th(Yt, t) — Y,Lh(Y,, t)) —0. (3.20)

g

Twierdzenie 3.8. Funkcja h(y,t) = c(t)y®, gdzie a = ULY'” oraz c(t) =

2
Xo t7Y (—a’+a)

yae 2 , jest rozwigzaniem rownan.

Th=0 (3.21)
oraz

Lh =0, (3.22)
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z warunkiem poczgtkowym:
Eh(t,Y;) = Xo. (3.23)

Dowdd. Z definicji operatora 7 réwnanie (3.21) jest rownowazne rownaniu:

Poniewaz y > 0, h > 0 wiec po podzieleniu ostatniego réwnania stronami
przez y oraz h otrzymamy roéwnanie, rownowazne réwnaniu (3.21), postaci:

)

a@
h(y,t) y

Rozwiazaniem rownania rézniczkowego (3.24), dla ustalonego ¢, jest funkcja:
c(t

h(y,t) = c(t)y*

gdzie stata c¢(t) > 0. Poniewaz zalozylismy, ze funkcja h ma spetnia¢ warunek
(3.23), wiec z postaci h otrzymujemy:

Xo = Eh(Y;,t) = c(t)EY;.

(3.24)

0_2
Z uwagi 3.2 wiemy, ze EY;* = Ye! 3 (@>~) zatem:
Xo 0%
ct) = =t (maita),
(t) v

Udowodnimy teraz, ze funkcja h(y,t) = c(t)y®, z c(t) zadana ostatnia row-
noscia, spetnia rownanie (3.22).

2

Y- (—a’+a)
oh 0 y Y“e 2 Xo t”%/ 2 02
an _ _ a0 T (—a?4a) TV (2
1 2 Qth 1 2X0 17y 2 82y“
— t — _ 2 ( a +a) 2_
UYy 82 (y7 ) QUY}/an Yy 82y
1 2,2 a 2X0 t-X (—a’+a)
= soyy-ala— 1)y "¢
2 7
2 X o2
_ Unya(a2 i CL) YE)Z t—=-(—a+a)
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7 definicji operatora L oraz dwoch ostatnich rownosci, otrzymujemy osta-
tecznie:

2 2
Xo t7Y (—a2+a) Oy

Lh(y.t) = 40 (~a*+a)
Yy 2
2 X, o2
+ %ya(cﬂ — a)y_(;get;(_agﬂ) = 0.

(]
Wniosek 3.9. Wyznaczona w stwierdzeniu 3.8 funkcja h spelnia réwnanie
(3.20). Warunek (3.23) z twierdzenia 3.8 jest warunkiem koniecznym row-

nosci E[X,|Y;] = h(Y,t), poniewaz E(E[Xtm]) — EX, = Xo. W rezul-

tacie wyznaczona funkcja h spetlnia dwa warunki konieczne dla réwnoéci

E[Xt|Yt] = h(Yt,t)-

Ponizej sformutujemy i udowodnimy twierdzenie pokazujace, ze wyznaczona
w stwierdzeniu 3.8 funkcja h jest wersja warunkowej wartosci oczekiwanej
E[X;]Y;]. Co ciekawe, dowod twierdzenia jest niezalezny od zbudowanej, w
rozumowaniu wyzej, intuicji.

Twierdzenie 3.10. Zalozmy, ze spetnione sq zatozenia modelu 1. Niech:
h(y’t) = C(t)ya’

2

o
gdzie a = 22X oraz c(t) = otz (-e+a)
oy

Yo . Wowczas dla ustalonego t > 0

prawdziwa jest rownosc:

- P prawie na pewno. Tym samym (h(Yy,t))o<i<r jest ciggle modyfikacjg
procesu (E[X:|Y:])o<t<r-

Dowdd. Ustalmy ¢ > 0. Wybierzmy dowolny zbior B € o(Y;). Udowodnimy,
ze:
/ (Y, t)dP = / X;dP. (3.25)
B B

Niech D € B(R) bedzie takim zbiorem borelowskim, ze B = {Z;, € D}. Z
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uwagi 3.1 otrzymujemy:

XO t Y(—a2+a)Ya Ya ——ta—l—aath Xoet X (—a’+a)

h(Y;,t) =
(t’) Ya Yba

=€

——ta2+ao Iy
2 Y fXO'

W rezultacie, z ostatniej rownosci otrzymujemy:
02
[ ntrine = [ ot py e
B D

Z2 . . . . .
gdzie fz,(z) = ﬁe_?t jest gestoscia Z;. Z ostatniej rownosci otrzymujemy
zatem:

oo o2 1 22
/h(Yt,t)dIP):/ 1p(2)Xge 2 17 +aoy= e 2dz
B —

0o \/27Tt
/001 (2)Xoe~ " xthoox:_L_o~5ig (3.26)
= D2 )Ape 2 —C€ 2tQaz, .
oo V2t

poniewaz a = % 7 drugiej strony, znowu korzystajac z uwagi 3.1, otrzy-
mujemy:

/Xtdpz/l{ZtED}Xth
B

o2
/ / X(]e t+chwat’Zt (U), Z)dwdz7 (327)

gdzie fw, 7, jest gestodcia tacznego rozktadu (Wy, Z;). Skorzystamy z naste-
pujacej tozsamosci:
fWth = thth|Zt7 (328)

gdzie fw, 7, jest gestoscig warunkows:

1 _ (w—pz)?
th\Zt(wa Z) = e 2t0-p?), (329)

V2mt\/1 — p?

Po wstawieniu (3.28) oraz (3.29) do (3.27) otrzymamy:

/ XedP = / / §(t+oxwfzt(z)fwt|zt (w, z)dwdz
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© 0 o2 1 22 1 _ (wfpz)2
= 1D(z)Xoe_TXt+"Xw e 2t e 20-r") dwdz
oo oo V27t V27t\/1 — p?

/OO 1p(2)X ! —32[/00 ~troxw 1 R }d
= z e t e —_——e 2t(-p wilaz.
oo N o o V21— o2

(3.30)

Obliczymy caltke wewnatrz nawiasu kwadratowego w wyrazeniu (3.30):

o0 o2 _ (w*PZ)Q
/ e*%t+dxw;€ 2t(1—p2) dw

0 V21t /1 — p?

_ (w—pz)? 0%
e 20— dw = e~ 2 "Re”XY

G_ét /OO eoxw 1
—00 V 27Tt\/ 1— p2

gdzie U jest zmienng losowa o rozktadzie normalnym N(pz, t(1 —p2)> wzgle-
dem miary P. Ze wzoru na postaé transformaty Laplace’a dla zmiennej lo-
sowej o rozktadzie normalnym otrzymujemy:

2 2

2 o5 P
efTXtEeoxU — ePFOX— X2 t

(3.31)

Po wstawieniu (3.31) do (3.30) otrzymamy ostatecznie:

& 1 22 U%(pQ
X, dP = 1n(2).X, e 2 ePPOX T3 by 3.32
/B t / ()X (3.32)

Po poréwnaniu (3.26) oraz (3.32) otrzymujemy:

/&W:/mnmm
B B

a to chcieliSmy udowodni¢. Ostatecznie dla dowolnego zbioru B € o(Y;)
otrzymujemy:

h(Yi,t) = E[X[Y]

- P prawie na pewno. O
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3.2 Wycena kontraktu Quanto Constant
Maturity Swap

W tym podrozdziale zaprezentujemy wycene kontraktu Quanto Constant Ma-
turity Swap (QCMS) w modelu I. W tym celu wykorzystamy twierdzenie
3.10.

Wycena platnosci strony B kontraktu QCMS (definicja 2.19) sprowadza sie
do wyceny nogi zmiennej kontraktu IRS (Brigo, Mercurio [8], paragraf 14.2).
Trudnosé wyceny QCMS lezy wiec w okresleniu ceny ptatnosci strony A. Za-
tozmy, ze Tj jest momentem ustalenia wartosci stopy swapowej IRS-a zwia-
zanego z walutg ,,2 oraz, ze T1 > T jest momentem platnosci tak ustalonej
stopy swapowej. Dodatkowo zal6zmy, ze T jest momentem pierwszej ptat-
noéci IRS-a dla ktérego zostala ustalona stopa swapowa. Przez Ty, ... T,
oznaczamy pozostale daty platnosci rozpatrywanego IRS-a. Obiekty zwia-
zane z waluta ¢ = 1,2 oznaczamy indeksem dolnym ¢, a przez QQ oznaczamy
miare martyngatlows dla rozpatrywanego rynku. Na mocy faktu 2.10, war-
tos¢ V(0) w chwili 0 jednej ptatnosci strony A kontraktu QCMS wyraza sie
wzorem:

V(0) = Pi(0, To)Eq[Ron(To) Pr(To, Th)]- (3-33)

Oznaczmy P (oraz odpowiednio warto$¢ oczekiwana wzgledem tej miary
E;) miar¢ zwiazana z numeraire L(t) := Y . 8(Ti—1, T;) P (¢, T;) dla t < Tg,.
Na mocy twierdzenia 2.16 mamy:

dP, _ L(Ty) Pi(0,T))
dQ  L(0) P(Tp,Ty)’

wiec po zmianie miary (numeraire’a) rownos¢ (3.33) przyjmuje postac:

Pi(To, T)

V(0) = LO)Es | RoaTo) =75

(3.34)

Zatozenie Z2. Zaldézmy, ze istnieje rozniczkowalna funkcja G : Ry, — Ry
taka, ze dla kazdego t € [0, T}]:

Pi(t,TY)
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Dla uproszczenia notacji przyjmijmy, ze X, := Ry, (t) oraz Y; 1= Ry,(t).
Wykorzystujac zalozenie Z2 réwnosé (3.34) moze by¢ zapisana nastepujaco:

V(0) = L(O)EL[X7,G(Yr,)]. (3.35)

Nie rozwazamy tutaj problemu istnienia funkcji G. Zatozenie Z2 pochodzi od
Hagana [24] z pracy dotyczacej wyceny kontraktow CMS. Pomyst wprowa-
dzenia funkcji G ma swoje korzenie w teorii wyceny obligacji. Wprowadzenie
funkcji G oraz rézne jej postacie omowione sg dokladnie w cytowanej wyzej
pracy Hagana |24].

Definicja 3.15. Niech k(t) bedzie kursem wymiany, w chwili ¢, waluty ,2“ na
walute ,,1“. Niech Ty < 17 < .. < T, bedzie ustalonym ciagiem dat oraz niech
F.; n(t) bedzie zdefiniowane nastepujaco:

2 i1 0(Tiea, Ti) Py (¢, T5)
2 im1 8(Tima, T) Pu (8, T3)

Fln(t) = k(t) (3.36)

Uwaga 3.16. Proces F), ,,(t) jest martyngatem wzgledem miary Py. Istotnie,
licznik (3.36) reprezentuje wartos¢ portfela obligacji zerokuponowych z rynku
waluty ,2¢ (czyli licznik reprezentuje osiagalng wyplate), a mianownik to
numeraire L(t). Dzieki tej obserwacji zasadne jest przyjecie zalozenia Z3
ponizej. Proces F, ,(t) jest nazywany na rynku finansowym kontraktem ARF
(Average Rate Forward).

Zatozenie Z3. Zatozmy, ze F,; ,(t) jest F- adaptowanym procesem o dynamice
zadanej rownaniem:

dF. (1) = 0, F, . ()dU,, (3.37)

gdzie U; jest ruchem Browna wzgledem miary P, a o, jest dodatnig stala.

Zatozenie Zj. Niech u € R oraz X; := e "X, dla kazdego t > 0. Zaldzmy,
ze procesy X/,Y;, przy mierze [Py, spelniaja zatozenia modelu I oraz niech:

AW, U), = vt, (3.38)
gdzie ¢ € (—1,1).

Fakt 3.17. Jesli spelnione sg zalozenia Z3 oraz Z4 to p jest wyznaczone
jednoznacznie i rowne:

p=—100.0x. (3.39)
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Dowdd tego faktu mozna znalez¢ w monografii Brigo, Mercurio [8] (fakt 2.3.1
oraz twierdzenie 2.9.2).

Teraz jesteSmy gotowi do obliczenia wartosci V' (0).

Twierdzenie 3.18. Zatozmy, ze spelnione sq zatozenia 42, 73, Z4. Niech
a= pcf—YX. Jezeli G jest takq funkcjq, ze B (G(Yr,)YH ) < oo, to wartosé V(0)
zadana formutq (5.35) wyraza sie wzorem:

of a? > 1 o5 aoy 2— 2o
V() = LX) G (oo Frorvs)etor =i gz, (3.40)
oo V21t

Dowdd. Z réwnosei (3.35) oraz zalozenia Z4 otrzymujemy:

V(0) = LO)EL[X5,G(Ya,)] = L(0)e E, [X,G(Vr,)
= L(0)e"E, (G (Yr, X, ¥r))

2
Xy T </L+TY(—G2+G)>
—- €

= L(O)Yoa

Er(G(Yg,)YL). (3.41)

W przedostatniej rownosci wykorzystaliSmy twierdzenie 3.10 zastosowane do
proceséw X; oraz Y;. WartoS¢ oczekiwana w ostatnim wyrazeniu istnieje z
zatozenia. Po wykorzystaniu uwagi 3.1 otrzymamy:

o2 oo 1 o2 _i
a\ _ va . —a-XT _ Y Tuioyvz) GOy Z
EL(G(YTO)YTO) = }/I] e 2 10 /_OO \/2_MG(}/‘06 5 lo+oy )e Y2~ 3T, dz.
(3.42)
Po wstawieniu (3.42) do (3.41) otrzymamy teze twierdzenia. O

Uwaga 3.19. We wspomnianej wyzej pracy dotyczacej wyceny kontraktow
CMS, Hagan proponuje zastosowanie liniowego przyblizenia funkcji G wy-
razami z rozwiniecia tej funkcji w szereg Taylora. Do tego potrzebna jest
rozniczkowalnosé funkeji G. Stosujac to samo rozumowanie co Hagan, ale do
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wyceny kontraktu QCMS, z (3.41) otrzymamy:

X o2 2
EX;,G(Yr,) & oe® 3 OB ([G(Y) + G'(Y0) (Y, — Y)Y )
0
X o2 2
— —SeTOTY(_“ TI(G(Yo) — G'(Yo)Yo)EYS + G (Yo)EY ]
Yy
X 02 2 a2—a 2
= 0BT CEOG(Y) - YV T
0

a2

+ G (Yp)Yyrle 2 oy

= Xo(G(%) = G'(¥0)Y0) + XoYol' (Yp)e ™7

= XoG(Yp) + XoYoG' (Yo)[eToroxoy —1]. (3.43)
Po wstawieniu (3.43) do wzoru (3.35) otrzymamy:

V(0) = L(0)e"E[X7,G(Y7,)] ~

L(0)erTo [XOG(YO) X Yo G (V) [eToroxoy — 1]] . (3.44)

Uwaga 3.20. Dla jednowalutowego kontraktu CMS, w modelu lognormalnym
ze statym wspotczynnikiem zmiennodci, gdy Y; jest stopa swapowa, Hagan
[24] wyprowadzil przyblizony wzor na cene tego kontraktu postaci:

E[Yr,G(Vry)] & L(0) [YoG(Yo) + YEG' (¥o) [ — 1]]. (3.45)

W modelu I zatozylismy, ze p € (—1,1). Gdyby jednak rozwazé¢ model T z
W =27 czyli X* =Y, ox = oy, 0, =0 oraz p = 1 to kontrakt QCMS staje
sie jednowalutowym kontraktem CMS (definicjia 2.19 i uwaga 2.20), a wzory
(3.44) i (3.45), mimo ro6znego p, maja te sama postac.

Whniosek 3.21. Wzor (3.44) z uwagi 3.19 jest rozszerzeniem wyniku Hagana
[24]| na przypadek wyceny kontraktu QCMS.

3.3 Wyplata opcyjna w modelu lognormalnym
ze stalg zmienno$cia
W tym podrozdziale wyprowadzimy wzor na posta¢ warunkowej wartosci

oczekiwanej B[ f(X;)|Y;] dla funkcji f(z) = (r—K)" w modelu lognormalnym
ze stalym wspotczynnikiem zmiennosci.
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Twierdzenie 3.22. W modelu I, dla K > 0, prawdziwa jest rownosé P - prawie
na pewno:

E[(X, — K)*[¥i] = BI(K, h(Yot), VL= Do), (3.46)

gdzie:
h(}ivt) ::]E{XQ’}Q]

oraz:

BI(K,F,v) = F®(d,) — K®(dy),

F 1.2
_ g tsv
1 —
v
d2 = dl — v,

a © oznacza dystrybuante standardowego rozktadu normalnego. W rezultacie
BI(K, h(Y;, t), \/t(1 — p?)ox) jest ciggltq modyfikacjq procesu stochastycznego
Z(f) dla f(z) = (x - K)*.

Dowdd. Udowodnimy, ze dla dowolnego B € o(Y;) spelniona jest rownosé:

/ (X, — K)*dP = / BIK, h(Ys, 1), /T = gD )P, (3.47)

Bedziemy postepowa¢ podobnie jak w dowodzie twierdzenia 3.10. Istnieje
zbior borelowski D € B(R): B = {Z; € D}. Przeksztalcimy lewa strone
rownosci (3.47):

/B(Xt — K)*dP =

- / / 1o(2)(Xoe 57550 _ [OY* £ (2) funy (w0, 2)deodz

- / 10 f2.(2)| / " (o3 roxu _ )y fnjz(w, 2)dw|dz. (3.48)

e}

Obliczymy catke w nawiasie kwadratowym wyrazenia (3.48):

/ (Xoe’%"gﬁgxw — K)+th|Zt (w, z)dw

—00
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— Xoe_%ag( / (e7X" — K*)*fwt‘zt(w, z)dw,

e}

gdzie podstawilismy K* = (Xee 29%)~'K. Dalej z rownosci (3.29) oraz po
podstawieniu y = oxw otrzymamy:
°° 1 _ (w—pz)?

/ (eaxw - K*)Jrthth (’LU, z)dw — / (eoxw - K*)*—e 2t(17p2)dw

o oo V27t /1 — p?

2 2
e 2tUX(1 p )dy

= e’ —
—00 2mtox/1 — pQ

= Ptk (dy (2)) — K*®(dy(2)),

gdzie:
_ poxz—InK*+t(1 —p?)ok

t(1—p?ox

| do(2) = dy (2) — /A1 = o

W rezultacie:

/ (Xoe_%"gﬁaxw — K)+th|Zt (w, z)dw

= Xoe 2% [P 3% D (dy (2)) — K*B(dy(2))]
= XoeP?X* 739X B(dy (2)) — K®(dy(2)). (3.49)
7 twierdzenia 3.10 mamy prawie na pewno:
E[X,|Y;] = h(Y;, t) = Xge~ 310%P*+2upox (3.50)
Zdefiniujmy funkcje:
h(z,t) := Xoe ztoxP*Hapox
Z definicji h wynika, ze: i
h(Y;, t) = h(Z, ). (3.51)
Po wstawieniu (3.50) oraz (3.51) do (3.49) otrzymamy:

Xoe"X* 275’ ®(dy (2)) — KD (do(2)) = h(z,)®(dy(2)) — K®(da(2)),
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. . _t 2\ .
a po wstawieniu K* = (Xpe 2°% ) "' K do wzoréw na d; oraz do uzyskamy:

poxz —In[(Xoe 27%) K] + #(1 — p*)ok

di(2) =
t(1 - )
~ InXo+ poxz— §tp’ok —In K + 5t(1 — p*)ok
N t(l —p?)ox
h z,t
PR Gl - p)ok (352)
Vil —p?)ox
oraz
do(2) = di(2) — /t(1 — p?)ox. (3.53)

W rezultacie, po wstawieniu do rownosci (3.48) obliczona catke z nawiasu
kwadratowego otrzymamy:

/(Xt — K)"dP = /OO 1D(Z)fzt(z)[/oo (Xoe 27X X — K)T fiyy 7, (w, 2)dw| d2
B

—00 —00

:/mlddhAMM%ﬂﬂ%@D—Kﬁ@@m@

:LW&wmem—wazMW-
Z (3.51), (3.52) oraz (3.53) otrzymamy:

h(Ys,
In 208 4 141 — p?)o%
t(1—p?ox

dy(Z;) =

oraz:
d2(Zy) = di(Zy) — /(1 = p?)ox,
a stad dalej:

=10t = [ by 000 (20) - Ko(da(2)) e

— [ BUK. (Y1), VT~ o).
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3.4 Wycena opcji na stope procentowg

Problem wyceny instrumentu pochodnego o ztozonej funkcji wyptaty poja-
wia sie W procesie wyceny opcji na stope procentowa z przesunietym termi-
nem wyplaty. Przesuniecie terminu wyplaty powoduje uzaleznienie funkcji
wyptlaty od dwoch réznych, ale skorelowanych, stop procentowych. Jest to
analogiczny problem do tego, ktory analizuje Hagan [25] przy wycenie opcji
binarnych na stope procentowa, jak roéwniez Pelsser [45] przy wycenie kon-
traktow wymiany stopy procentowej z niestandardowym terminem wyplaty.
Znajomosé postaci warunkowej wartosci oczekiwanej E[ f(X;)|Y:], dla funkcji
f(z) = (x — K)* znacznie ulatwia wycene opcji caplet w modelu lognormal-
nym ze stalym wspotczynnikiem zmiennosci.

Wartos¢ wyplaty II (definicja 2.23) jest ustalana w chwili ¢; i wyplacana w
chwili ¢,. Z faktu 2.10 cena Vi;(0) w chwili 0 wyplaty II jest réwna:

Vin(0) = P(0,£)0(ts, B (PlLy, ) [F (Lt ) = K]*).
Po zmianie miary Q na miare ¢,, - forward, czyli miare P (wprowadzimy
oznaczenie Ept,, = Ef™) generowana przez numeraire P(-,t,,), cena w chwili
0 wyplaty opcyjnej II jest rowna:

Vi(0) = P(O,tm)é(ts,tp)]Etm([F(tf,ts’tm) _ K]JrM)

— P(0,t,)8(ts, 1) [Etm [F(tg,ts,tm) — K]

+8(ty, 1) BN ([F(tf, t,tn) — K]* chzéi; t;’jn)_Piitft’i;“))] C(3.54)

Mamy z zalozenia t, < t,,,, wiec:
Vir(0) = P(O, tn )3ty ) [E [F Ly, ) — K]*

+ 5(tp,tm)Efm ([ (tpts tm) — K|TF(ty,t,, tm)ﬂ
)5(tsa tp)Etm[ (tfv ts, tM) - K]+
)0 (tas 1)t o E ([P (t, b, t) = KJ* F gty ) ).
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Przyjmijmy oznaczenia:
I = P(0,t,,)0(ts, t,)E[F(ts, ts, tr) — KT, (3.55)
IT = P(0,t,,)d(ts, t,)0(tp, tr ) E™ ([F(tf, toytm) — K]*F(tf,tp,tm)). (3.56)

W konsekwencji przyjetych oznaczen:
Vn(0) =1+ 1I1.

Aby zatem wyceni¢ opcje caplet z definicji 2.23 musimy obliczy¢ wyrazenia
I oraz II. Pokazemy, jak zrobi¢ to w modelu lognormalnym. W tym celu
wykorzystamy twierdzenie 3.22. Dla uproszczenia notacji przyjmijmy dla
0<t<t,, ze:

Fy(t) := F(t, ts, ),

Fp(t) = F(t,tp, tm).
Zauwazmy, ze z definicji kursu forward (2.21), obie stopy Fj, F}, sa martyn-

gatami wzgledem miary P'. W dalszej kolejnosci zatozymy, ze stopy Fs, F),
maja wzgledem miary P rozklad lognormalny.

Zatozenie 3.23. Zalozmy, ze stopy forward Fj, F}, maja rozklad lognormalny
zadany dynamikami:

dF(t) = o4 Fs(t)dWy,

dF,(t) = 0,F,(t)dZ;,
gdzie W, Z sg skorelowanymi ruchami Browna wzgledem miary P'™ oraz dla
t >0 (W,Z), = pt. Stale o,,0, sa dodatnie, a p € (—1,1). F;(0), F,(0) sa
rowniez dodatnimi statymi.

Twierdzenie 3.24. Jesli spelnione jest zatozenie 3.238 wyrazenia (3.55) oraz
(3.56) rowne sq odpowiednio:

I = P(0,tm)d(ts, t,) BUK, Fs(0),05+/t5),
IT = P(0,t)0(ts, tp)S(tp, t) H(F,(0), F5(0), K, ty),

gdzie:
H(F,S,K,t) =

/OO w/—F Prou=ts gl K, Sem B row (1—p2)t)d
= ——e 2 TPV ;o€ 2 % wyo-s -p t) w,
—oo V21t (
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BI(K, F,v) = F®(d;) — K®(dy),

dl:ln%+%7ﬂ
v )
d2:d1_vu

a ® oznacza dystrybuante standardowego rozktadu normalnego.

Dowdd. Na mocy zalozenia 3.23 stopy Fj, I, spelniaja zatozenia modelu L.

Z rownosci (3.55) oraz uwagi 3.1 otrzymujemy:
I = P(0,t,)0(ts, t,) E™ [Fy(ty) — K|t
U?t +
= P(0, t) (s, t,) Bl [FS(O)G*T%SWW _ K}

= P(0,t,,)8(ts, tp) BU(K, F(0), 05\/15).

Dalej obliczymy II. W tym celu wykorzystamy twierdzenie 3.22. Podsta-
wiajac odpowiednio X = Fy oraz Y = F),, bezposrednio z réwnosci (3.46)
otrzymujemy:

B [(F(ty) = K)T|Fy(t)] = BUEK, h(Fy(ty), t), o6\/ (L = p*)ty),  (3.57)
gdzie:

Fy(0)
h(y,t) =y erole=el,
(£5(0))
_ P9
=
BIK, F,v) = F&(d)) — K®(dy),
_ In % + %vz
1 v )
dQ = d1 — .
W rezultacie z réwnosci (3.57) mamy:
B [(Filty) = K)* Fylty)| =B (Fp<tf>Etm [(F (ty) - K)'R(tr)])
—E"F (tf)Bl(K h(F (1— tf>
< F ftf b opw— tpo3e®
:/ p(O) e Etop th Bl(K F (O) ad 5 — tospw (1 _ p2)tf>dw
— 00 w/277'tf
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Wstawiajac ostatni wynik do rownosci (3.56) otrzymujemy:

IT = P(07tm)5(tsatp)6(tpv tm)Etm (Fs(tf) - K)+Fp(tf)]
= P(O, tm)é(tsv tp)é(tp’ tM)H(Fp(O)a FS(O), K, tf)a

gdzie:
H(F,S,K,t) =

to‘2

t‘712) w? s 2
e*7+0pw7§Bl (K’ Sei 2p +O’spw7 O.S (1 _ p?)t> dw

_/°° r
—oo V27t

Uwaga 3.25. Jezeli t, = t,,, to z twierdzenia 3.24 wynika, ze:

I = P(0,t,,)0(ts, tm) BI(K, F(0), 05+ /1;),
IT = P(0,t)0(ts, tm)0(tm, tn) H(F, (0), F5(0), K, t5) = 0.

W takim razie:

Vir(0) = P(0, )8 (ts, tn) BUK, Fy(0), 05+/15).

Caplet, dla ktérego moment wyptaty ¢, pokrywa si¢ z momentem zakonczenia
okresu odsetkowego t,,, jest standardowym, ptynnym instrumentem na rynku
opcji na stope procentowa, a ostatni wzor jest powszechnie uzywany na rynku
do wyceny tych instrumentow (Musiela-Rutkowski [38], Brigo-Mercurio [§],
Rebonato [50], Gupta [22]). Przesunigcie momentu wyplaty powoduje, ze
IT > 0. Wielko$¢ I1 jest nazywana potocznie convexity adjustment.

3.5 Wycena opcji na spread

W tym podrozdziale wyprowadzimy wzor na posta¢ warunkowej wartosci
oczekiwanej E[(p(t)X; — q(t)Y; — K)T|Y;] w modelu lognormalnym, dla do-
datnich, mierzalnych funkcji czasu p, g. Wyprowadzona formuta postuzy nam
nastepnie do wyceny opcji na spread. Przy okazji zauwazmy, ze sformutowane
twierdzenie 3.26 jest uzupelnieniem twierdzen 3.10 oraz 3.22. Twierdzenie
3.10 obejmuje przypadek wyptaty (p(t)x —q(t)y— K)" dlap =1, ¢ = 0 oraz
K = 0. Twierdzenie 3.22 obejmuje przypadek p = 1, ¢ = 0 oraz K > 0.
Twierdzenie 3.26 obejmuje przypadki p > 0, ¢ > 0 oraz K > 0.
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Twierdzenie 3.26. Niech K > 0. W modelu I, dla funkcji mierzalnych p :
[0,00) — (0,00), g : [0,00) — (0,00) prawdziwa jest réwnosé P - prawie na
PEWNO:

E[(p(t)X: — q(t)Y: — K)"|Y}] = BUK + q(t)Y;, p(t)h(Yy. 1), V(1 — pz)(ax%)
3.58
gdzie:
h(Yi,t) = E[X,|Y]

oraz:

BI(K,F,v) = F®(d,) — K®(dy),

dlzln%—l—%zﬂ
U )
dgzdl—’l},

a © oznacza dystrybuante standardowego rozktadu normalnego. W rezulta-
cie BI(K +q(t)Y;, p(t)h(Y:, t), \/t(1 — p?)ox) jest ciggltq modyfikacjq procesu
stochastycznego Z(f) dla funkcji f(x,y) = (p(t)x — q(t)y — K)*.

Dowadd. Podobnie jak w dowodzie twierdzen 3.10 oraz 3.22, udowodnimy, ze

dla dowolnego zbioru borelowskiego B € o(Y;) prawdziwa jest rownosc:

/(p(t)Xt—q(t)Yt—K)*d]P’:/Bl(K+q(t)Yt,p(t)h(Yt,t), t(1 — p?)ox)dP.
B B

(3.59)
Istnieje zbior borelowski D taki, ze: B = {Z;, € D}. Korzystajac z uwagi
3.1, dotyczacej postaci procesow Xy, Y; zadanych modelem I, przeksztalcimy
lewa strone réwnosci (3.59):

/B (P(H) X, — g(t)Y; — K)*dP

/ / 2)Hy(w, 2) f2,(2) fwy 2, (w, z)dwdz
— [ 1etate / Hu(w, 2) fivgz, (0, )dw] dz, (360
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gdzie:
L ¢ +
Ht(w, Z) = (p(t)XOe*§U§(+oxw _ q(t)YbefEU%,ﬁJyz - K) .

Oznaczmy K(z) = q(t)Yoe 279 T9v% 4 K. W szczegolnosci dla z = Z; otrzy-
mamy:
K(Z) =q(t)Y: + K.

Obliczymy catke w nawiasie kwadratowym wyrazenia (3.60):

/OO (p(t)Xoe_%"ngr”Xw — K(z)>+thZt(w’ 2)dw

t o0 +
= p(t)X()e_iU%( / (ecrxw — K*(Z>> th'Zt (w, z)dw,

gdzie w ostatniej rownosci podstawilismy K*(z) = (p(t)Xoe 27%) 1K (z).
Dalej, dokonujac podstawienia y = oxw, otrzymamy:

/Oo (60)(10 - K*(z)>+fwtzt(w, z)dw

[e.9]

_ (w—pz)?
e 2t0-0%) dw

OO oxw * + 1
/_Oo<e —K(z)> —\/%ﬂ

o¢] + 1 _ (y—QF’((’XZ);
frg 6y _ K* z ) e 2to’X 1—p )d
/—oo( =) V2rtoxy/1 — p? Y

_ epax2+%‘7§c(1_p2)<b(d1) — K*(2)®(dy),

gdzie:

d(2) = poxz —In K*(2) + t(1 — p?)o%
' t(1—p?ox

dy(z) = di(2) — /(1 — p?)ox. (3.62)

W rezultacie, z ostatniego rachunku, otrzymujemy:

: (3.61)

/_ " (o) Xoe 5 TOR — K(2)) funyz (w, 2)do

[e.9]
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= p(t) Xoe™ 2% [errx =T 20x =9 (d) (2)) — K*(2)D(da(2))]
= p(t) XoeP 375 D(dy (2)) — K (2)®(da(2)).

7 twierdzenia 3.10 mamy, dla a = ‘;—’;3, P- prawie na pewno:

2
1) = VP22 bkt s
0

Tak, jak w dowodzie twierdzenia 3.22 definiujemy funkcje:
h(z,t) := Xoe2tokp tapox
7 definicji i otrzymujemy:
WY, t) = h(Z,1).
Ponadto:
P(t)Xoe?X* 2757 D (dy (2)) — K (2)@(da(2))
= p()h(z, )(d(2)) — K (2)@(da(2)).

Po wstawieniu do (3.60) obliczonej calki z nawiasu kwadratowego otrzy-
mamy:

[ w0~ 5 () ap -

= /_OO Lp(2) f2(2)[p(t)h(z, ) D(di(2)) — K (2)®(da(2))]d>

o0

- /B (DR Ze, )(ds(Z0)) — K (Z)D(dy(Z2))]dP.

Po wstawieniu do (3.61) oraz (3.62) K*(z) = (p(t)Xee 2°%) 'K (z) uzy-
skamy:
 poxs = I{(p(t) Xoe57%) K (2)] + #(1 = )k
N t(1—p?ox
In(p(t)Xo) + poxz — 3tp*ck —In K (2) + 5t(1 — p?)ok
Vil = p*)ox

In —p(t[)(’z(zz)’t) + %t(l — p?)o%

t(1—p?ox

d1(2>
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do(2) = di(2) — V(1 — p?)ox.

Poniewaz h(Z;,t) = h(Y;,t) p.n., wiec:
In p—(?gzgt)’t) + %t(l — pH)o%

d1(Zt) = t(l — /)Q)UX

oraz

dg(Zt) = dl(Zt) — t(]_ — pQ)O'X
i stad

/B (p(8)X, — K (Z,))*dP = /B POR(Y: DB(dy(Z2)) — K (2,)B(da(Z,))|dP

= [ BIK(Z) 0013, ), VT = Pl aP.

Poniewaz K(Z;) = q(t)Y; + K, a zbior B zostal wybrany dowolnie, dowod
zostal zakorniczony. O

Ponizej poréwnamy wyniki wyceny opcji na spread uzyskane dzieki zastoso-
waniu twierdzenia 3.26 z wynikami zaproponowanymi przez Brigo-Mercurio
8], fakt 14.5.1.

Definicja 3.27. Dla ustalonych liczb a > 0,0 < 0, opcja na spread dwoch
zadanych procesow S;, (); nazywamy kontrakt finansowy o funkeji wyptaty
U; w chwili ¢ roéwnej:

U, = (aS; + bQ, — K)*. (3.63)

Zatozenie 3.28. Zaldzmy, ze procesy Sy, @)y maja rozkltady zadane dynami-
kami:

dSt = StKT' — ql)dt + Ulth],
dQi = Qi[(r — q2)dt + 2dVi],

gdzie Sy = sop > 0, Qo = qo > 0, W,V sa ruchami Browna, d(W, V), = pdt
dla p € (—1,1), za$ stale q1, g2, r sa dodatnie.

Brigo, Mercurio wyprowadzaja wzor na cene w chwili 0 wyptaty U w chwili
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T: Ur = (aSt +bQr — K)*, dlaa > 0,b < 0. Cena w chwili 0 wyplaty Ur
otrzymana przez Brigo, Mercurio 8| jest rowna:

Iy (0) = / " \/1276_5”2 F(v)dv, (3.64)

gdzie:
fv) = A(v)®1(v) — h* (v)e™ @y ()

_ _1 2 2
A(v) = asge 0T 2ot THpo VT,

In %0 + + (2 = p2o2T + po/To
@1@):@( ey T+ (5 = p)or]T + poy )

/T )
In 7305 + (11 — 30T + po1 VT
By (v) = <I>< )
/T )
h*(v) = K — bqoe(“"”%"g)T”Qﬁ,
/»*Ll =7r—q,
H2 =T — Q2.

W tym samym modelu, wycene wyptaty Ur mozna uzyska¢ wykorzystujac
twierdzenie 3.26. 7 zalozenia 3.28 mamy:

I1;(0) = P(0, T)E(aSt + bQr — K)*
= e TR (a7 SE — (=b)e"—®TQs — K)*
= ¢ "TEE[(ac"" TS5 — (=b)e" T Q1 — K)*Q7),
gdzie dla t > 0, S} = Syt QF = Q,e” "% oraz:
dS? = Sty dW,
dQ; = Q;o2dV;.
Korzystajac 7 twierdzenia 3.26 dla X = S*, Y = Q*, p(T) = ae @7
q(T) = (=b)e"=®)7T oraz y, =1 — qu, pig = r — g otrzymamy:

Iy(0) = e ™E (BZ(K — be'2T Q. ae Th(Qi, T), /T (1 — ,02)01))

< 1 V2
=e T / e 27 G(v)dv. (3.65)



gdzie:

T O%T T (T%T T
G<U) = BZ(K - bqoell& _T—HTQU? aet! h(QOB_T—Hfﬂ}_M2 7T>a T(l - 02>01)
oraz

a 50 U—%t(a—a2)
h(Q) T) =q _ae 2 )
9o

BI(K,F,v) = F®(d,) — K®(dy),

F 1.2

_Ing+s5v

1 — )
v
dzzdl—'l},

a ® oznacza dystrybuante standardowego rozktadu normalnego. Po podsta-
wieniu w = —= w réwnosci (3.65) otrzymamy:

Iy (0) = e_TT/ \/12_e_w22G(w\/T)dw,
oo T

Uwaga 3.29. Aby stwierdzi¢, ze dwa otrzymane wyniki wyceny wyptaty U
sa takie same, nalezy pokazac, ze dla kazdego v € R:

e TG(VT) = f(v).
W istocie, z definicji funkcji G-

e "TGWVT) =

2
5T

o 02T
— ¢ TBIK — bgoe =5+ T e Th(goe= 547/ To0eT 7)1 = o)

O‘%T

o2
= e ae Th(goe™ 5 T T)d(dy) — (K = bgoe™T =547V T ()|

27 2
_ _ 72 Vo S0 %24(n_n2
=T [ae‘“T(qOe 5 tovT “QT)a—ae 5 tla—a )<I>(d1)
4o

— (K — bqoemT—%-&-ozv\/’f)@(dQ)
= A(0)®(dy) — h*(v)e T ®(dy),
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gdzie w przedostatniej rownosci podstawilismy o = 22

®,, &y mamy rowniez:

poniewaz:

_oaT T
aet1T h(goe™ 3 To20VT 12T 9

In

1
2T 2V
K—bqoe“2T7%+02vﬁ

dy =
dgzdl—v.

v

et/ definicji funkcji

Uwaga 3.30. Korzystajac z twierdzenia 3.26 mozemy uogdlni¢ wynik otrzy-
many przez Brigo oraz Mercurio zastepujac stale ¢, ¢o, r deterministycznymi,

mierzalnymi funkcjami czasu.
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Rozdzial 4

Local volatility model

Celem niniejszego rozdziatu jest uogoélnienie wynikow uzyskanych w rozdziale
3. W tym celu, w zalozeniach modelu I stale wspdtczynniki zmiennosci
0x,0y zamienione zostana na zadane mierzalne, deterministyczne funkcje
czasu. Powstaly w ten sposéb model nalezy do klasy modeli tzw. local vo-
latility model. Dla tego modelu wyprowadzimy posta¢ warunkowej wartosci
oczekiwanej E[(p(t)X; — ¢(t)Y; — K)T|Y;]. Tak jak w rozdziale 3, rozpatry-
wane beda przypadki kolejno p =1, g =0oraz K =0, p =1, ¢ = 0 oraz
K > 01 przypadek p > 0, ¢ > 0 oraz K > 0.

4.1 Warunkowa wartosé¢ oczekiwana w modelu
local volatility

Model II. Rozwazamy dwa (F;)o<i<r - adaptowane procesy X, Y; o dyna-
mikach zadanych réwnaniami:

dXt == O'X(t)Xtth, (41)
Y, = oy (1)Y:dZ,, (4.2)

gdzie funkcje ox : [0,4+00) — [0,+00), oy : [0,4+00) — [0,400) sa catko-
walne, W, Z sg ruchami Browna oraz d(W, Z), = pdt, p € (—1,1). Xo,Y, sa
dodatnimi statymi.

Twierdzenie 4.1. W modelu IT mamy P - prawie na pewno:

E[XtD/t] _ na(t)};X_Oeé[a(t)—ﬁ(t)] ](f Uf,(u)du’ (43)
0
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gdzie:
t
aft) = pfo U):<U>UX(U)dU
Jo o3 (u)du
Tym samym prawa strona (4.3) jest ciggtq modyfikacjg procesu (E[X|Y:])o<t<r-

Uwaga 4.2. W szczegblnym przypadku, gdy ox, oy sa state, teza twierdzenia
4.1 sprowadza sie do tezy twierdzenia 3.10.

Dowaod. Dowdd twierdzenia 4.1 przebiega podobnie do dowodu 3.10. Dla

petnosci wywodu przytaczamy go. Ustalmy ¢ > 0. Jedynymi, mocnymi
rozwiagzaniami rownan (4.1) oraz (4.2) sa odpowiednio procesy:

X, = X()@i% I§ 0% (u)du+ [ ax(u)qu’

}/t _ Ybef% fot a%,(u)dqufg Uy(u)dZu.

Przyjmijmy oznaczenia:

X,

M; :=1In —
t nX()’
Y,

K, =In—.
t an

Dla ustalonego ¢ > 0 zmienne losowe M;, N; maja rozklady normalne z pa-
rametrami rownymi odpowiednio:

My ~ N(up(t), o5, (t)),

Ky ~ N(ux(t), o (t))
gdzie:



Wybierzmy dowolny zbior B € o(Y;). Istnieje zbior borelowski D taki, ze
B = {K; € D}. Mamy wowczas:

1BXt / / X06 fMt Kt(m k)dmdk

gdzie fu, k, jest gestoscia rozkladu lacznego (M, K;). Podobnie jak w do-
wodzie 3.10 mamy:

/ / 1D(k)X06met,Kt (m, k:)dmdk

= /Oo /oo 1p(k)Xoe™ far, i, (m, k) fi, (k)dmdk

= [ X taatom by 1 01 )ik, (4
gdzie:
1 <m0;zvi(t) — p*(8) koik;‘/(t)>2
Poondm 2 t>¢2w<1—<p*<t>>2>exp{_ TGO )

fo oy (u w)du

\/fo ¢ (u)du fo 0% (u

a fk, jest gestoscia zmiennej losowej K.

p(t) =

Obliczamy catke wewnatrz nawiasu kwadratowego (4.4):

/ Xoe" fa i, (m, k)dm

e 1 (o ey )
‘XO/_J OV = (o ) L e P G
= Xoexp {%{;)@w@ww (8 + (1= (0" (0))0%(8) | = (k. 1).
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Po wstawieniu funkcji g do (4.4) oraz po podstawieniu w uzyskanym wzorze
wyrazen reprezentujacych parametry rozktadow Ky, M; otrzymamy:

E(15X,) = / "k O Lo (k) f, () dk

—00

Xo 1 0 .
_ Ya?t) ob Ji 0% (wdula(t)—a?(0) / L (k) Y20 k) fr ()
0 —0o0

_ X ok ot dula(t)-a2®)] [ yat) gp
yal) t ’
0 B

gdzie:
B f(f oy (u)ox(u)du

alt) =» fot o2 (u)du

7 dowolnosci wyboru zbioru B otrzymujemy teze twierdzenia. O

Przyktad 4.3. Wroémy do przykladu wyceny instrumentu QCMS. Brigo i
Mercurio [8] (paragraf 14.2) proponuja wycene tego instrumentu w dwu-
faktorowym modelu Vasicka. Implementacja tego modelu jest numerycznie
ztozona i wymaga zastosowania symulacji Monte Carlo. W podrozdziale
3.2 pokazaliémy, ze dla dynamik zadanych w modelu T wycena QCMS jest
natychmiastowa, a otrzymany wynik jest zamknieta formuta. Analogiczny
rezultat uzyskujemy w modelu II, omawianym w tym rozdziale. Zal6zmy,
ze Xy, Y; spelniaja zatozenia modelu II, a funkcja G jest taka funkcja jak w
stwierdzeniu 3.18. Z twierdzenia 4.1 mamy:

E[X,G(¥;)] = BE[X,G(¥)|¥i] = E(G(Y)E[X,|Y}))

— E((;(yt)ya(t)ﬁeW(a(t)2+a(t)))
t Y“(t)
0

Xo 671‘3 78 o (1)2 1 a(r))
Yba(t)

E(G(Y,)Y;"").

Podobnie jak w podrozdziale 3.2, poniewaz Y; jest procesem skoncentrow-
nym wokot Y, stosujemy przyblizenie G(Y;) ~ G(Yy) + G'(Yo)(Y: — Yo) i

o0



otrzymujemy:

Xo  JEofwdu 2 a
EX,G(Y;) = YT?t)e 07y (—a(t) +a(t))E<[G(Y0> + G,(Yb)(Yt Y)Y, (t))
0
_ XO(GO/O) . Gl(%)%) + X()YE)G’(YE))ea(t) [(f 0% (u)du
= XoG(Yo) + XoYoG' (Yo)[er Jo oy (mox(mdu _ 1] (4.5)

f(f oy (w)ox (u)du

gdzie w ostatniej rownosci podstawilismy a(t) = p 7o (u)du
0"y

Uwaga 4.4. Dla statych funkcji ox, oy ze wzoru (4.5) otrzymamy, wczesniej
uzyskany w ramach modelu I, wynik (3.44).

4.2 Wyplata opcyjna w modelu local volatility

W tym podrozdziale uogblnimy wynik podrozdziatu 3.3.

Twierdzenie 4.5. W modelu II mamy P- prawie na pewno:

E[(X, ~ K)*v]) = BI(K, hm,t),\/ (1 (o (1)) / o%(wdu),  (4.6)

gdzie:
h(Yy, t) = E[X,|Yy],
G Jo oy (u)ox (u)du

=p
Vo ot (wdu [ 0% (uw)du
BI(K, F,v) = F®(d;) — K®(dy),

Y

dlzln%jL%vQ
v 7
dgzdl—v,

a © oznacza dystrybuante standardowego rozktadu normalnego. Tym samym

prawa strona (4.6) jest ciggtq modyfikacjq procesu (E[(Xt - K)+|Yt]> .
0<t<T

Dowadd. Dowdd przebiega bardzo podobnie do dowodu twierdzenia 4.1. Przyj-
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mujemy oznaczenia uzyte w tym dowodzie, czyli:

Xy

7‘1 _1 v
! nXO’
Y;

Ky =1n—.
t n A

Ustalmy ¢ > 0. Dla ustalonego ¢ zmienne losowe M;, N; maja rozklady
normalne z parametrami réwnymi odpowiednio:

My ~ N(un(t),03,(t)),

gdzie:
1 [t
paa®) = =5 [ okt
0
¢
o (t) = / ox (u)du
0
oraz
Kt ~ N(,UK(t)a U%{@))’
gdzie:

Wybierzmy dowolny zbior B € o(Y;) oraz B = {K; € D}, gdzie D jest
zbiorem borelowskim. Mamy wowczas:

/ X, — K]*dP = /_ h /_ T (B)[Xoe™ — KI* fan, . (m, k)dmdk
_ /_ Z /_ Z Lo (B)[Xoe™ — K] fanuc, (ms k) fr (k) dmdk

_ / h [ / T IXoe™ — KT fanse (m, K)dm | 1p (k) fic, (k) b,

o (4.7)
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gdzie:

1 <m;%>(t) - P*(ﬂk;ﬁﬁﬁgt}y
I, (my k) = \/27r (1)) ) p{ B 2(1 — (p*(1))?) },
* _ fo UY )
\/ w)du fo 0% (u)du

oraz fr, jest gestoscia zmiennej losowej K;. Obliczymy catke wewnatrz na-
wiasu kwadratowego (4.7). Otrzymujemy:

/OO [Xoe™ — K]+fMt|Kt (m, k)dm =

[e.e]

— Xoe k+3 [y o3 (u)dulé(t)— 52(t)](1)(d>{) _ K@(d;),

gdzie:
fOO'y du
E(t
(t) = foay
DR EOh 4 o dule) 0]+ 50— (1)) fy o

t
d = d; - \/ (1= (" (H)?) / o3 (u)du.
7 twierdzenia 4.1 wiemy, ze:

E[X,|Y] = h(Y, t) = Yl ¢ 3 Jo o} (Wdule (-]

wiec:

/°° [/_OO [Xoe™ — KT fag k. (m, k)dm] 1o (k) fr, (k)dk =

—00 [e.e]

:/_OO [Xoe Vet [ 03 (w)dulg(t)—€%(t) Ol (dr) — K(I)(d;)]lpu{?)f[(t(k)dk:

o0

23



:/gBl(K,h(E,t),\/(1—(p*(t))2)/0to§<(u)du)dIP’,

gdzie:
BI(K, F,v) = F®(dy) — K®(dy),
F
- In = + %vz
v )
d2 = dl — .
Dowolnoé¢ wyboru zbioru B koriczy dowod. O

4.3 Uzmiennienie korelacji

W tym podrozdziale wykazemy, ze twierdzenia 4.1 oraz 4.5 mozna uogélnié¢
na przypadek korelacji bedacej deterministyczng funkcjg czasu. W tym celu
staly wspotczynnik korelacji p w modelu II zostanie zastapiony determini-
styczng funkcja czasu. Ponadto sformutujemy i udowodnimy ogélne twierdze-
nie o wycenie instrumentéw pochodnych, o ztozonej funkcji wyptaty, w mo-
delu lognormalnym ze wspolczynnikiem korelacji bedacym deterministyczng
funkcja czasu.

Model III. Zatozmy, ze mamy dwa (F;)o<i<r - adaptowane procesy Xi,Y;
o dynamikach zadanych réwnaniami:

dXt = O'X(t)Xtth, (48)
dY, = oy (t)Y,dZ,, (4.9)

gdzie ox : [0, +00) — [0, +00), oy : [0, +00) — [0, 4+00) sa mierzalnymi, cal-
kowalnymi z kwadratem funkcjami, W, Z sa skorelowanymi ruchami Browna
oraz d(W,Z), = p(t)dt, zas p : [0,400) — (—1,1) jest deterministyczna,
mierzalng funkcja. Stale Xy, Yy sa dodatnie.

Twierdzenie 4.6. W modelu I1I mamy P - prawie na pewno:

X?t) ob J2 0% (wdula(t)~a*(1) (4.10)
3/()&

I

E[X.[Yi] = Y,
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gdzie:
_ Jo UY(U)UX(U)P(U)CZU.
Jo o3 (w)du

W rezultacie prawa strona (4.10) jest ciggtq modyfikacjq procesu <E[Xt|Y}]>

a(t)

0<t<T

Twierdzenie 4.7. W modelu I1I mamy prawie na pewno:

E[(X, — K)'Y] = BI(K. hm,t),\/ (1— (p(£))?) / ok (w)du), (411)

gdzie:
h(Yy, t) = E[X,|Yy],
(1) = fotay(u)UX(Ut)P(uW“
Vi 03w f; 0% ()

BI(K,F,v) = Fd(d,) — K®(dy),

dlzln%jtév?
v Y
dgzdl—v,

a ® oznacza dystrybuante standardowego rozktadu normalnego. W rezultacie

prawa strona (4.11) jest ciggtq modyfikacjg procesu (]E[(Xt—K)ﬂYt]) -
0<t<

Dowdd. Dowody obu twierdzen 4.6, 4.7 przebiegaja prawie identycznie jak

dowody twierdzen 4.1, 4.5 z jedng roznica, ze p*(t) z dowodu twierdzen 4.1,
4.5 jest w modelu III rowne:

Jy oy (w)ox (w)p(u)du |
\/fot o2 (u)du [ 0% (u)du

Z zadana wyzej postacia funkcji p*, dla dowolnego zbioru B € o(Y;), korzy-
stajac jak poprzednio z postaci rozkladu tacznego (X4, Y;), obliczamy odpo-

wiednio:
/ X dP
B
55

prt) =



oraz:
/ X, — K]*dP.
B

Rachunki analogiczne do rachunkéw w dowodach 4.1, 4.5 daja tezy twierdzen
4.6, 4.7. O

Na zakoniczenienie tego rozdziatu podamy ogblne twierdzenie bedace synteza
otrzymanych wyzej wynikow. Twierdzenie podaje uniwersalny algorytm wy-
ceny instrumentu pochodnego o ztozonej funkcji wyplaty w modelu III.

Twierdzenie 4.8. Zalozmy, ze spetnione sq zatozenia modelu II1. Niech H :
[0,00) X [0,00) — R bedzie funkcjq mierzalng oraz dla y > 0 niech H, :
[0,00) — R bedzie funkcjg takaq, ze Hy(x) = H(z,y) dla x > 0 oraz H,(0) =
0. Zatozmy, ze funkcja H, jest réznicg dwdch funkcji wypuktych na [0, 00).
Niech D oznacza operator pochodnej prawostronnej. Zatdzmy, ze dla kaz-
dego © > 0 funkcja y — DVYH,(x) jest mierzalna oraz DYH,(0+) = 0.
Ustalmy t > 0. Dlan € N niech (Ki’n)?jg bedzie ciggiem takim, ze K, = Zin
Dla kazdego n zdefiniujmy cigg Qn(t) nastepujgco:

n2n

Qult) = Y(Xi = Kin)* (D Hy (i) = D Hy,(Ki) ),

=0
Jesli EH(X,,Y;) < oo i dla kazdego n € N:
0 < Qn(t) < QnJrl (t>7

to wowczas:
EH(Xt7 }/t) =

:E/OOO Bl(K, h(y;,t),\/a— (p*(t))Q)/ot ag((u)du)d(DJ“Hyt)(K), (4.12)

gdzie:

p* (t) _ fOtUY (U)UX (ut)p(u)du
\/fo oy (w)du [ 0% (u)du

o6




oraz:

BI(K, F,v) = F&(dy) — K®(dy),

dlzln%jtév?
v Y
dgzdl—l),

a ® oznacza dystrybuante standardowego rozktadu normalnego.

Dowdd. Na mocy wynikow pracy Boeknost-Schmidt [51] wiemy, ze jesli funk-

cja H spelnia zalozenia twierdzenia, to prawdziwa jest réwnos¢:
Hiz,y) = Hyo) = [ (o= K)'d(D" 1,) (). (4.13)
0

Problem ostatniej tozsamosci, lecz w mniej ogdlnej postaci, byt rozpatrywany
rowniez przez Carra-Chou [13|, |14] oraz Hagana [23].

Jesli H, jest roznica dwoch funkceji wypuktych, to dla M > 0 catka Riemanna-

Stieltjesa fOM(iL’ — K)Td(D"H,)(K), jest dobrze zdefiniowana. Ponadto, jesli
dla ustalonych z,y > 0 mamy:

/0 (@ — K)F (DT H,)(K) < oo,

to dla, zdefiniowanego w zalozeniach twierdzenia, ciagu (K )%, otrzymu-
jemy:

o n2n—1
/ (= K)*d(DVH,)(K) = lim Y (v — K;,,) " [DTHy(Kij1,,) — DY H,(K; ).
Poniewaz, z zatozenia, EH(X,,Y;) istnieje, wiec z ostatniej rownosci, otrzy-
mujemy:

E/OO(Xt — K)*dD" Hy,(K) =

n2"—1
=E lim Y (X, - K;,,)"[D" Hy,(Kis1) — D" Hy, (K ,,)]

=0
=E lim Q,(¢)
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Z zalozenia twierdzenia, dla ustalonego t oraz dla kazdego n € N ciag Q,(t)
jest nieujemny oraz niemalejacy. Z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci mo-
notonicznej otrzymujemy zatem:

E lim Q,(t) = lim EQ,(t).
Dla kazdego K > 0 funkcja D Hy,(K) jest mierzalna wzgledem o(Y;) (jesli
H, jest roznica dwoch funkeji wypuktych to Dt H,, istnieje i jest mierzalna z
zalozenia). W rezultacie z mierzalnosci DT Hy, (K) otrzymujemy:

n2"—1

lim EQ,(t) = lim E Z (X¢ — Ki)'[DT Hy, (K1) — D¥ Hy,(K;)]

n—00 -
=0
n2™—1

—lim } EE[(Xt — K) DY Hy, (K1) —D*Hyt(KZ-)HYt}

n—oo 4

n2"—1

= lim 37 E[[D* Hy (Kis) — D* Hy (K)E[(X, ~ K|V

n2™—1
= Im E Y ([0 Hy,(Kin) — D Hy (K)JE[(X, — K]
=0
= lim EQ}(t),
gdzie:
n2m

Qi) = Y BIX: — Ki(m) |l (D Hyi (Kisa () = D* Hyi (Ki(m)) ).

Zauwazmy, ze dla kazdego n € N:
Q4(t) = E[Q.(1)]Yi],
a poniewaz Q,(t) > 0 oraz Q,(t) < Qn41(t), zatem:
0< Q1) < Qo).
W takim razie z twierdzenia Lebesguea o zbiezno$ci monotonicznej otrzymu-

jemy:

lim BQ}(1) = E lin Q3(1) =E [ EI(X, — K)* |¥JdD" Hy,(K)
n—oo 0

n—oo

:IE/OOO BI(K, h(Yt,t),\/(l— (p*(t))z)/ot 0% (u)du ) dD* Hy, (K.
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W ostatniej rownosci wykorzystaliSmy twierdzenie 4.7. Podstawiajac odpo-
wiednio x = Xy, y = Y; oraz biorac stronami warto$¢ oczekiwana w (4.13),
otrzymujemy:

EH(X,,Y,) = E/OO(Xt — K)td(D" Hy,)(K). (4.14)

Laczac ze soba dwa ostatnie wyniki otrzymamy teze twierdzenia.

Uwaga 4.9. Jedli funkcja H, jest dwukrotnie rézniczkowalna oraz spelnione
sa pozostale zalozenia twierdzenia 4.8 to wowczas z réwnosci (4.12) otrzy-
mujemy:

EH(XIL’ 3/1;) =

- | B[mi(xn00. ¢ 1= | ) S

I B s - OPH(K, gi(2))
_/0 /—oo \/27rt6 [@K’t(z) 0x? }dZdK’

gdzie:

o3
gi(z) = Yoe 2172,

Oril(=) = BI(K. hlgn(=). ), \/ 1= | %))

Uwaga 4.9 wynika natychmiast z tezy twierdzenia 4.8, poniewaz na mocy
zalozen o H, otrzymujemy:

OH
D+Hy(x) - %(‘ray)a

i po wstawieniu ostatniego wyrazenia do (4.12) otrzymujemy zadana réownosc.
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Rozdzial 5

Model SABR

Niniejszy rozdzial poswiecony jest modelowi stochastic volatility SABR. Jest
to jeden z najpopularniejszych obecnie modeli stochastic volatility, w kto-
rym wspoétczynnik reprezentujacy zmiennosé procesu, reprezentujacego war-
tos¢ aktywu finansowego, jest procesem stochastycznym o rozktadzie lognor-
malnym. Popularnos¢ swa model ten zawdziecza bardzo duzej dokladnosci
kalibracji do danych rynkowych (West [54]) oraz wysokiej efektywnosci pod-
czas dynamicznego zabezpieczania pozycji opcyjnych (Hagan et.al [23]). W
szczegblnym przypadku, gdy jeden z parametréw modelu jest znany i réwny
(6 = 1 udowodnimy, ze po rozwigzaniu odpowiednich réwnan rekurencyjnych,
potrafimy wyznaczy¢ algebraiczny wzor na posta¢ wybranych wartosci ocze-
kiwanych procesow stochastycznych zwiazanych z modelem SABR. Co wie-
cej, zaproponujemy sposob przyblizenia drugiego momentu procesu SABR,
ktory to postuzy miedzy innymi do wyceny kontraktow CMS. Do tej pory ni-
komu nie udalo sie wyprowadzi¢ skonczonej, algebraicznej formuly na drugi
moment procesu zadanego dynamika modelu SABR. W dalszej kolejnosci
udowodnimy, ze w modelu SABR dla parametru § = 1, funkcja charakte-
rystyczna procesu reprezentujacego wartosé¢ aktywu finansowego, jest catko-
walna i dzieki wezes$niej wspomnianej aproksymacji, zaproponujemy zupetnie
nowy sposob, po raz pierwszy przedstawiony w tej pracy, wyceny opcji wa-
niliowej w modelu SABR dla parametru f = 1. Wyprowadzimy wzory na
ceny opcji waniliowych w tym modelu, ktore sa uogélnieniem znanych wzo-
row Blacka. Nastepnie zauwazymy, ze potrafimy podac algebraiczny wzor na
szczegblny moment (EXE (-6 )) procesu stochastycznego zadanego dynamika
modelu SABR dla § € (0,1). Obserwacja ta postuzy do wyceny kontrak-
tow CMS w niniejszym modelu. Uzyskany wynik jest formuta w modelu
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SABR analogiczng do zaprezentowanej przez Hagana [24] formuly w modelu
lognormalnym.

Model IV. Zalozmy, ze mamy dwa (F;)o<i<7 - adaptowane procesy X;,Y; o
dynamikach zadanych réwnaniami:
dX, =Y, X[ dWw,, (5.1)
dY; = oY,dZ,,

gdzie W, Z s ruchami Browna oraz d (W, Z), = pdt, p € (—1,1), 8 € [0,1],
oc>0,X,>0,Y >0.

Uwaga 5.1. W oryginalnej pracy dotyczacej modelu SABR, (Hagan et.al [23])
przyblizona cena w chwili 0 waniliowe] opcji kupna, o cenie wykonania K > 0
wyraza sie wzorem:

I1(0) = P(0,)E(X; — K)" = P(0,t)BI(K, Xy, 0* (K, Xy, 1)),

gdzie:
BI(K,F,v) = F®(d,) — K®(dy),
4 — In % + 30°
’U b
d2 - dl — 0,

a ® oznacza dystrybuante standardowego rozktadu normalnego oraz:

Yo  p(K,F)

7D = TR F) q(p(, UGN,
gdzie:
a(k.p) = (Fr) [ O e £y 000 F)
1 — B)?Y? Y, 9 _ 3,2
p(K,F) = %(FK)lzﬁ m%
q(2) =ln< 1_2pit;2+z—p).
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Hagan et.al uzyskali powyzszy wynik rozwigzujac rownanie Kotmogorowa dla
gestosci funkeji przejscia tacznego rozktadu (X, Y;). Dzieki metodzie ,singu-
lar perturbance* udalo im sie¢ znalezé¢ aproksymacje rozwigzania wspomnia-
nego rownania rézniczkowego, dzieki ktorej wyprowadzony zostal przyblizony
wzor na cene opcji waniliowej w modelu SABR. W ostatnim kroku z ceny
opcji waniliowej uzyskano posta¢ zmienno$ci implikowanej modelu Blacka
o*(K, F,t). Innymi stowy, uzyskano funkcje o*(K, F,t) taka, ktora po wsta-
wieniu do wzoru Blacka na cene opcji waniliowej dala cene tej samej opcji
uzyskana w modelu SABR. Jak wspomniano we wstepie, wynik ten zostat
odtworzony réznymi technikami przez innych autoréw. Parametrami modelu
SABR sa kolejno Yy, o, 3, p. Liczba X, jest zadana z gory i reprezentuje cene
forward aktywu finansowego. Kalibracja modelu SABR do danych rynko-
wych, polega na znalezieniu odpowiednich wartosci parametro6 Yy, o, 5, p tak,
by ceny kwotowane na rynku i ceny otrzymane z modelu przyjmowaly te
same (albo mozliwie bliskie) wartosci. W podrozdziatach 5.1 - 5.3 zajmu-
jemy sie modelem IV z ustalonym parametrem [ = 1. Jest to graniczny
(ze wzgledu na parametr ) przypadek modelu SABR. W podrozdziale 5.3
podamy nowy spos6b wyceny opcji waniliowej call. Jak juz wspomniano,
jest to zupelnie nowa metoda wycena opcji w modelu SABR z parametrem
B = 1. W podrozdziale 5.4 podamy algebraiczny wzor na szczegdlny moment
(EXf(l_ﬁ)) procesu stochastycznego zadanego dynamika modelu SABR dla
B € (0,1). Obserwacja ta postuzy do wyceny kontraktow CMS w modelu
SABR.

Uwaga 5.2. Jourdain [33] udowodnil, ze dla parametru 3 = 1 proces zadany
dynamika modelu IV jest martyngalem wtedy i tylko wtedy, gdy p < 0. Co
wiecej, w tej same] pracy znajdujemy wynik moéwiacy o istnieniu momentow
tego procesu EX?, dla d > 1. Ot67 dla p < 0 mamy: EX? < oo wtedy i tylko
wtedy, gdy 0 < #. W szczegolnosci, dla § = 2 otrzymamy réwnowaznosé
warunkow: EX? < oo & 2 < ﬁ. Jourdain uzasadnia réwniez fakt, ze dla
parametru $ € [0, 1) proces zadany dynamika SABR jest martyngalem dla
dowolnego p € (—1,1). Kolejnym, bardzo istotnym wynikiem uzyskanym
przez Jourdaina, jest wyznaczenie momentu EX? dla § > 1 w modelu SABR
z parametrem (5 = 1. Wynik uzyskany przez Jourdaina jest nastepujacy:

1 t
BX) = X{Bexp L% - Y + 500 - ) - 1) [ Vi) (53)
o 0
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W szczegolnoscei, jesli p < 0 oraz 1 < § < ﬁ, to z rownosci (5.3) otrzymu-
jemy oszacowanie:

EX) < X8e~ %%, (5.4)

Uwaga 5.3. Rozwazamy model IV w ogbélnym przypadku. Niech R, ozna-
cza zbior dodatnich liczb rzeczywistych. Oznaczmy X; := (X;,Y;) dla ¢ >
0. Ruch Browna W; mozemy przedstawi¢ jako W; = pZ, + /1 — p?V,,
gdzie V; := (V;, Z;) jest dwuwymiarowym, standardowym procesem Wie-
nera. Wowczas rownania (5.1), (5.2) mozemy zapisaé jako:

dXt = U*(Xt)th7 (55)

gdzie 0* : R? — R3 x RZ jest ciaggla funkcja zdefiniowana nastepujaco:

o () = ( V1=py pady ) . (5.6)

0 oy

Oznaczmy dalej przez {A} jednopunktowe uzwarcenie zbioru R2. Oznaczmy
R%Z = R% U {A}, a przez g zbior funkcji ciaglych okreslonych na przedziale

[0,00) i 0 wartosciach w R2. Oznaczmy tez dalej:
W2={weC:wlt)=A=uwl)=A1>t}

Niech B(W?) bedzie sigma-cialem generowanym przez zbior W2. Zdefiniujmy
moment, ,eksplozji“ funkcji w jako:

T(w) =inf{t > 0: w(t) = A}. (5.7)

Definicja 5.4. Stabym rozwiazaniem X réwnania (5.5) nazywamy zmienng
losowa o wartoéciach w (W?, B(W?)), zdefiniowana na przestrzeni (Q, F,P) z
filtracja (), taka, ze istnieje dwuwymiarowy proces Wienera V, wzgledem
filtracji (F;) taki, ze Vo = 0, proces X; jest adaptowany do filtracji (F;) oraz
rownanie jest spetnione P- prawie na pewno dla kazdego ¢ € [0, 7(X)).

Tkeda oraz Watanabe (|28], twierdzenie 2.3, s. 159) udowodnili, ze rownanie
(5.5), dla ciagtych funkcji o*, posiada stabe rozwiazanie w sensie definicji
5.4. Istnienie stabych rozwiazan réwnan postaci (5.5) rozpatrywali rowniez
Kurenok oraz Lepeyev [34], ktorzy uzyskali warunki dostateczne na istnienie
stabych rozwigzan bez zalozenia cigglosci funkeji o*. Poniewaz w przypadku
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modelu IV funkcja o* jest ciagla, wiec powolujemy sie na wynik uzyskany
przez Tkeda, Watanabe |28]. Dowdd zaprezentowany przez Ikeda, Watanabe
i pierwotnie obejmujacy przypadek funkcji ciaggtych o* : R — R? x RY,
przenosi sie bez zmian na przypadek o* : R — R? x R%. Rezultatem tego
twierdzenia jest wniosek:

Whniosek 5.5. Istnieje stabe, w sensie definicji 5.4, rozwigzanie réwnania
stochastycznego zadanego dynamika SABR. Takie rozwigzania rozpatrujemy
W niniejszej pracy.

5.1 Przyblizenie drugiego momentu procesu
SABR dla g =1

W tym podrozdziale sformutujemy i udowodnimy twierdzenie dotyczace przy-
blizenia drugiego momentu procesu zadanego dynamika SABR w przypadku
g =1. W tym celu wykorzystamy pewnga, wyprowadzona przez Carra oraz
Chou [14], tozsamos¢ catkowa (wykorzystana rowniez w pracach Boenkost-
Schmidt [6], Hagan [24]). Nastepnie udowodnimy, ze klasa funkeji dla kto-
rych spelnione sa zalozenia wspomnianego wyzej twierdzenia jest niepusta.
Dla odpowiednio wybranych parametrow modelu znajdziemy funkcje, ktora
spelnia wspomniane zalozenia oraz dzigki ktorej przyblizymy moment EX?.
Niemniej jednak, bedziemy musieli natozy¢ dodatkowo odpowiednie ograni-
czenia na wartosci parametrow X, Yp.

Twierdzenie 5.6. Rozwazmy model IV z parametrem (3 = 1. Zalozmy, ze [ :

[0,00) x [0,00) — R jest funkcjq ciagla takq, ze: y — f(t,y) jest dwukrotnie

rézniczkowalna na [0,00) %[0, 00), a druga pochodna czgstkowa gi’; jest ciggta.
y

Zatéimy dalej, ze dla ustalonych p € (—1,—-=), t > 0 oraz € > 0 zachodzi

anozmy ¢ v
nierownosc: 9
B(E[XZ|Y) - f(Y0) < €. (5.8)
Wowezas E(X?Y?) < oo oraz:
2 of * ’f
EX? — £(t,0) —Yoa—y(t, 0) — Bl(K,%,a\/f)a—yQ(t,K)dK <e (5.9)
0

BXPY ~ 36 1(1,0) - 13 2 (1.0)-
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00 82
—Y2e / Bl(K,}@e%Qt,aﬂ)a—é(t, K)dK| < eY2e*”, (5.10)
0 Yy
gdzie:

BI(K,F,v) = F®(d,) — K®(dy),

d1:1n§+%02
/U )
dzzdl—v.

Dowdd. Udowodnimy najpierw, ze E(X?Y?) < co. Na mocy uwagi 5.2,
zalozenie p € (—1, _\/Li) (ktore wynika z polaczenia warunkéow p < 0 oraz
2 < ﬁ) implikuje, ze X; jest martyngalem oraz istnieje jego drugi moment.
Ustalmy p € (—1,—==). Zauwazmy, ze dla dowolnych x,y > 0, § > 0,

V2
p=1+490 oraz ¢ = z% zachodzi nieréwnosé:

2(1+6) y24
+ =
149 q

T
$2y2 S

Podstawiajac © = X;, y = Y; i biorgc w ostatniej rownosci stronami wartosé
oczekiwang otrzymujemy:
\
().
q

Zauwazmy teraz, ze istnieje 6* > 0 taka, ze dla ustalonego p € (—1, —75):

X2(1+5)
E(X2Y? <IE< ! )
( t t)— 1+5 +

1
1—p?

2(1407) <

Na mocy uwagi 5.2 mamy EX,?(H&*) < oo. W rezultacie, z ostatniej obser-

wacji 1 uwagi 3.2 (zastosowanej do procesu Y;) otrzymujemy:

X2(1+5*) Y2q*
E(X2Y?2 <E(t—> IE( ' ) <
(X7Yy) < 110" + pm 00,

gdzie ¢ = 2= ap* =1+ 6"

p*—17
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Na mocy prac Carra oraz Chou [13]|-[14] (patrz takze Boenkost-Schmidt 6]
oraz Hagan [23]), zalozenia twierdzenia 5.6 dotyczace funkcji f implikuja, ze
dla (y,t) € [0,00) x [0,00) mamy spelnione tozsamosci catkowe:

Fle) = F(e0) 4yt 0)+ [ -8 S Rar, (5
a takze:
B 8f o] 82f
)y =y f(t,0) + yga—y(t, 0) +/U (y — K)+y28—y2(t, K)dK. (5.12)

Po podstawieniu y = Y; w rownosci (5.11) oraz po wzieciu stronami wartosci
oczekiwanej i skorzystaniu z tw. Fubiniego otrzymujemy:

of > LOf
Ef(t,Y:) = f(t,0) + Yo=—(¢,0) + E(Y; — K)"—(t, K)dK
y 0 y*
= 1.0+ VS0 + [ B Y VDL s
W rezultacie, z ostatniej rownosci otrzymujemy:
0 2
[BX2 — £(6.0) = Yog (1,0) ~ [ BUK.Yo.oVDZ Lt K)AK] -
0 Y

_ ‘EXE (LY

— ’E(]E[Xf]m — 1t Yt))\ < E’(E[XEIYA - f(t,m)‘

<\ B (e - r0.30) <

W ostatnim oszacowaniu wykorzystalismy (5.8).

Po podstawieniu y = Y; w rownosci (5.12) oraz po wzieciu stronami warto$ci
oczekiwanej 1 skorzystaniu z Tw. Fubiniego otrzymujemy:

2 28 > 82
B YOV?) = Yie™ F0+3 e 2L 0,00+ [ BIi-K) VA S L 0 K,
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Poniewaz Y; ma, z zatozenia, rozktad lognormalny, wiec:

oe 1 —0'2t + z2
E[(}/t _ K)+Y;2] — Y'02€—o-2t (%e 5 Toz __ K) 620’2—§dz
0o V2t

= %3607% h (ey - K*)+e‘(yzicé2f)2 dy
27t
— Y2 [}/062”2t(1>(d1) - ch(dz)}
= Y27 BI(K, Yoe* o \/1), (5.13)

gdzie w przedostatniej réwnosci parametry di, dy sa rowne odpowiednio:

20‘ t
In Yol 4+ 152¢

o\f ’
dg = dl —O‘\/%.

dy =

o2:\ —1
W trzeciej réwnosci dokonaliSmy podstawienia K* = K(Yoe_Tt) oraz
y=0z.

W konsekwencji, z rownosci (5.13), otrzymujemy:

LOf

3y - (t,0)-

‘EXEY? o %2€t02f<t, 0) o }/0363150

00 2
_y2en’t / BI(K, Yoe™ o) 55 oF (¢, K) dK(
0 Y

— [EXPV? ~E(f(t, Y))V)

= [EOELXEIY] - £t Y2))]

PIELXEIY) — £ Y0)| < VEVF BNV - (1 V]2 < eviied”,

gdzie w ostatnim oszacowaniu skorzystalismy z zalozenia (5.8). O

Ponizej sformutujemy i udowodnimy twierdzenie, w ktérym znajdziemy funk-
cje f spelmiajaca zalozenia twierdzenia 5.6. Niestety, nie uda nam sie tego
zrobi¢ dla dowolnie wybranych parametrow Xy, Y. Celem twierdzenia 5.7
jest udowodnienie, ze klasa funkcji spetniajacych zalozenia twierdzenia 5.6
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jest niepusta, a tym samym jest sens rozwazaé¢ zaproponowane w twierdzeniu
5.6 przyblizenie drugiego momentu procesu X;.

Twierdzenie 5.7. W modelu IV niech 3 = 1 oraz p € (—1, —YL]. Niech t

2v/2
oraz € bedq ustalonymi liczbami dodatnimi. Wowczas, jezeli Xy < /€ oraz
2
. o\ T7e o . <. . . L
Yy < min {1, \/56(e3t02:f)+3t(el4t“271) }, to istnieje ¢ > 0 takie, ze dla f(y) :=

X2 + cy? mamy:

E(ELXY] - f(1) <&

Dowdd. Zauwazmy, ze spetniona jest nieré6wnosc:
2 2 2 2
E(EXZY] - /(%) <E(E[XE - F(0)|)

< EE[(X] — f(Y}))*|V}] = E(X} — f(Y))*.

W przedostatniej nieréwnosci skorzystaliSmy z nieréwnosci Jensena dla funk-

cji wypuklej g(x) = 22

Dalej, z (5.1) oraz lematu Ito mamy:
¢ ¢
X} =X +2 / X2Y,dW, + / X2Y2du.
0 0

Po wstawieniu prawej strony ostatniej réwnosci do wyrazenia (X2 — f(Y;))?
otrzymamy:

E(ELXZY] - f(%)) <E(X3+2 / XV, + / XV2du - f)
0 0

(5.14)
Oszacujemy prawa strone (5.14). Wybierzmy w tym celu funkcje f postaci
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f(y) := X& + cy?, gdzie ¢ > 0. W rezultacie otrzymamy:
t t 2
[ = E(Xg + 2/ X2Y,dW, +/ X2Y2du — f(}@))
t ’ t ’ 2
_ IE:(Q / X2Y,dW, + / X2Y2du — ch)
0 0

t t t t 9
:E<2 / X2Y,dW, + / X2Y2du — cY2 — 2¢ / Y2dZ, — co® / deu)
0 0

0 0

t t t 2
< 2C2YO4+2E(2 / X2Y,dW, + / Y2[X2 — co?)du — 2 / deZu>
0 0 0

t t 2
=20 8 [ EXY2du 28( [ VIXD - co?liu) +
t ’ t ’
+8°E / Y du — 8cpE / X2Y2du
0 0
t t
< 2%V + 8 / VEXS\/EYidu + 2E / VX5 — coPdu+t
Y4
+8026_02[ Bto® —SCp/ /IEX4 /EYGdu (5.15)
g

W przedostatniej rownosci wykorzystaliémy kolejno: fakt, ze fot X2V, dW,,
[1Y.2dZ, sa martyngatami oraz izometrie calki stochastycznej. [; X2Y,dW,
jest martyngalem, poniewaz dla dowolnego s > 0 z nieréwnosci Schwartza
mamy:

/ EXAY2du < / VEXEEYE < Xie ob / Y2e  du
0 0 0

= Xge 405 322 [ — 1] < 0.
fot Y2dZ, jest martyngalem z uwagi 3.2. W drugiej z ostatnich nieréwnosci
wykorzystalismy oszacowanie (5. 4) Moglismy to zrobi¢, poniewaz zalozenie
p € (-1, —\if] implikuje, ze 8 < 5 p2, wiec na mocy uwagi 5.2 moment EX?
istnieje i prawdziwa jest nierownosé (5.4) dla 6 = 8. W ostatniej nieréwnosci
wykorzystalismy merownosc Schwartza oraz nieréwnos¢ Jensena dla funkcji

nieujemnej g: fo u)du)? < tfo u)du.
W dalszym oszacowaniu wyrazenia (5.15) wykorzystamy jeszcze raz nier6w-
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nosé (5.4) oraz nier6wnosé¢ Schwartza. W rezultacie otrzymamy (pamietajmy,
ze p < 0):

t t
I<2°Y) +38 / VEX8\/EYAdu + 2tE / VEX8\/EYSdu
0 0
t t Y4 9
- 4t002E/ YAX2du + 2t0204E/ Yidu + 462—02[66t0 —1]
0 0 30
t
—80,0/ VEX2\/EYSdu
0

4oV, 637&02 -1 40, 614ta'2 —1
<27V +8Xge T Yy +2tX e 7 Y

302 1402
ebto? 1 Yo 6o vy L2t ]
+ 2t6204Yb4T + 46237‘0’2[6675 — 1] = 8cpXje = Y T3
2
3to? 14to?
4pYp (& — 1 e - 1
— oXte 50 <4Y2 ty4—)
0¢ 0352 0T

6to> 4 15,2
+ 62 (2%4 + tO’QYE;le 3 + 43 02 (661502 . 1)> o SCngef%crYO Y,Oge 2 —
o G, -
i / 3 1 O'\ﬁe_%
P?nlewaz Xo < ()2, p > =1 oraz ¥j < mln{L \/56(63t021)+3t(614t021)};
wiec:
_ Yy 4(63t02 —1) pldto® _ g
92X (W— ty4—)
06 0 30_2 + 0 140_2
2 2
4. .9 4(63ta -1) eldto” _q
<2V (Tt )
€ éYQ 56(€3t‘72 — 1) + 3t(€14t02 . 1) . 2
= —eo c
30 752 3

Wybierzmy ¢ > 0 tak by spelniona byla nieré6wnosé:
2

€
c< min{_gl792}7

3
gdzie:
15, 2
> tlo —1
B 9 _20Y0  4€72 —1
g1 = (8X3e Y )
2
2 1
_ € 6to -1 YE)4 1

€ o2 -
92 7 <2Y04 + to?Yy 3 + 4302 (Bt — 1)> .
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Wtedy prawdziwe jest oszacowanie:

6to2 4 15452
2 4 2146 —1 Yy | 6o o 2% ge2 7 —1
c <2Y0 +toY, 3 +430_2(6 - 1)) —8cpXje Y] W
< ¢ + ¢
3 3

W rezultacie, z ostatnich nieréwnosci otrzymujemy oszacowanie:

I <é

Uwaga 5.8. Twierdzenie 5.6 porusza problem przyblizenia momentu EX? w
modelu SABR z parametrem § = 1. Jedli istnieje funkcja spelniajaca zato-
zenia twierdzenia 5.4, nieréwnosé (5.9) gwarantuje przyblizenie wspomnia-
nego, drugiego momentu X; z doktadnoscia zadang przez liczbe dodatnia e.
Aby znaleziona w dowodzie twierdzenia 5.7 funkcja byta szukana aproksy-
macja, parametr poczatkowy X musi by¢ mniejszy niz y/e. Przyktadowo
dla € = 1072 oznacza to X, < 0.1. W érodowisku niskich stép procento-

wych warunek ten moze by¢ spetniony. Jesli cena forward stopy procentowe;j
1 Uﬁe_%
" \/56(e3t02 —1)+3t(el4to? _1)

jest nizsza niz 0.1 oraz Yy < min { } to z nieréwnosci

(5.9) otrzymujemy:

of > 92 f
‘]EXE S CURSCEACUR /0 BI(K, Y, oﬁ)a—yz(t, K)dK‘

= 1
— ‘EX? o XE 20/ Bl(K,YO,a\/E)dK) < 1o

0
gdzie dla e = 1072

€ €
c<—min{— , },
\/g \/ggl g2

przy czym:
15452 _
_ 2pYp e2 —1 1
g1 = <8X026 ’ Yf’v) :
?O'
€ erQ -1 y4 _1
go = ﬁ (2%4 + t0'2§/047 + 437‘0_2( 6tc” 1)) ’
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Poniewaz spetniona jest tozsamosé:

Y2l = EY? = 2/ BI(K, Yy, 0V/t)dK,
0

wiec ostatecznie, na mocy (5.9), mamy prawdziwa nieréwnosé:

1
< —

’EXE - X —ere”| < o

5.2 Wlasnos$é procesu SABR dla =1

Proces stochastyczny X; zadany dynamika SABR dla § = 1 ma ciekawa
wlasnosé. Ta wlasnoscia jest zaleznosé rekurencyjna miedzy zdefiniowanymi
nastepujaco funkcjami (n =0, 1,2, ..):

Pn(t) = E(Xte*""Zt). (5.16)

Jezeli p € (—1, —\/75] to dla ustalonego t > 0 7z uwagi 5.2: EX? < oo, czyli
funkcja ¢,, jest dobrze zdefiniowana. Wynika to z nieréwnosci Schwartza:

E(Xte—’wzt) < (Exff (Ee—%ﬂff < .

Co wiecej, gdy X; jest martyngatem (czyli na mocy uwagi 5.2 dla p < 0),
znamy postac funkcji ¢y, a tym samym w kolejnych iteracjach, dzieki wypro-
wadzonej nizej zaleznosci rekurencyjnej, potrafimy wyznaczy¢ postaé funkeji
o1, ¢2, .... Pamietamy, ze X; oraz Y; maja z zalozenia ciggte trajektorie.

Twierdzenie 5.9. W modelu IV, dla p € (—1, —\/73] orazn =0,1,2, .., funkcja

On jest ciggta oraz spetnia rekurencyjng zaleznos$é:

n2o?

on(t) = Xo + 5 /0 On(s)ds — na,oYo/O 6_0725¢n_1(8)d8, (5.17)

gdzie:
¢0 (t) == Xo.
W szczegdlnosci:

o2

Gu(t) = €7 [ Xo = Xo¥oZ | + e F XL
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Dowdd. 7 zalozenia mamy:

Zatem:

4 S 1_—p27
i na mocy uwagi 5.2, dla kazdego t > 0, czwarty moment X, istnieje i jest
skoniczony. Zatem istnieje rowniez drugi moment X;. Zauwazmy, ze dla § =1
mamy dla kazdego t > 0: X; > 0. Wynika to z faktu, ze X; jest eksponenta
stochastyczna. Bezposrednio z zalozenn modelu IV mamy:

t 1 (ty2
X, = Xoefo YsdWs—3 [o Yids > 0.

Udowodnimy ciggtos¢ funkcji t — ¢,(t), n € N. Wybierzmy dowolne n € N.
Zauwazmy, ze ruch Browna W, z zalozen modelu IV mozemy przedstawic¢

jako:
Wi = pZi+ 1= p*Vi,
gdzie V; jest niezaleznym od Z; ruchem Browna. W takim razie mamy:
¢n(t) = E[Xte_nJZt] =FE [Xo@fot stWs—% jot Yszds_”azt]
=K -Xoepfot YedZs—3 Jg Y2ds—noZug [6\/ 1—p2 [§ YsdVs

dl

r 2
= B[ Xyerfo YodZsm o Y2ds—noZi 5~ 3 des]

r t 02ty _
— B[ X, erlo YedZom 55 Jy Y2ds mzt] :E[XoMte naZti|7

L 2 L
gdzie FZ = o(Z, : s < t) oraz M; = er Jo YedZo=t3 [3Y2ds - Zauwazmy, ze:
M, — P S YedZo— 5 [LY2ds _ 2 [Vi-Yol -5 [{V2ds <Y
gdzie wykorzystaliémy fakt, ze p < 0. Mamy teraz dla s,t > 0:

Oult) = 6u(s)| = Xo|E(Moe™7 — M)

< )QﬂE(e‘””ZtA4g——A4g g% _ gmmoZs

)

)+xm@a

73



Bez straty ogdlnosci zalozmy, ze t > s. Zauwazmy, ze z nieréwnosci Schwartza:

E (efnaZt

. ) < VEe—2Z \/E(M, — M,)? =: I,

oraz

e—naZt _ e—naz5

E (Ms

) < VEM2\/E(e—o7 — ¢=noZ:)2 =; [1,,.
Udowdnimy teraz, ze:
iy s =0
ISILI% I, =0.
Zy jest ruchem Browna, wiec:

Ee—QnUZt — 62n202t

oraz

2t+d 2.2

E(efno'Zt o efnaZs)Q — e2n20'2t + €2n20'2s o 262 n<o“s

bo:
Eefna(ZtJrZs) — E(efno(szZs)efwaS) _ Eefna(thZs)Eef2non.

Wykazalismy wyzej, ze M, < e~ "0, wiec:

(M; — M,)? < 2M? + 2M? < 4e725%0

zatem z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej oraz z ciagtosci
trajektorii procesu Y; otrzymujemy:

lim 1, = et [Elim(M, — M,)? = 0.

s—t

Ponadto:
hrn[[st = hm <\/]EM2\/]E enoZi — gnoZs)2 )

/]EM \/62n202t + 62n20'25 _ 26%n202t+%n20’2s>

— LY, 1,224, 3,2 2
p \/62n202t + e2n25 s _ 9eantott+inio s)

s—t

P 1 3
=e o0 \/llm [62n202t + e2n*%s — 265"202”5“2028} =0.
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W rezultacie otrzymujemy:
hH% ¢n<t) — ¢n(5> S X() hl’I%(I&t + Il&t) =0.
Wykazali$émy ciagtos¢ funkceji ¢,,.

Wykazemy teraz zaleznosé rekurencyjna (5.17). Ze wzoru Ito oraz réwnosci
(5.1), dlan =0,1,2, .., otrzymujemy:

n’o?

d(Xtefncht> — e*naZt dXt o nO.XtefnoZt dZt 4 XtefnaZt dt

24

—nopX Yo~ T (V0% gy (5.18)

Poniewaz Z; jest standardowym ruchem Browna, dla dowolnego n € N oraz
dla kazdego t > 0 mamy:

t 1 t 1 t
_ 2 2 2.\ 2 2 2
/ <]E6 2n0Z5> dSZ/ <62nas> dS_/ e ds < 0.
0 0 0

X; jest martyngalem, wigc X} jest podmartyngalem i w rezultacie mamy
oszacowanie:

t t 1 1
/ E |:X82}/62€—g25—2(n—1)0Z5:| ds < YE)Q / 6_0—25 <EX4> 2 <E6—4(n—1)0Z5> 2 ds
0 0

t 1 1
<Yy / e (BX) " (et D7)
’ 1 t 1
<Yy (EXf) ’ / (Ee%("’l)"ZS) “ds < oo.
0

W takim razie martyngaly lokalne z prawej strony (5.18) sa martyngatami i
po wzieciu stronami wartosci oczekiwanej, z (5.18) otrzymujemy:

an(t) = ¢n(0) +

n2o? [t t o
5 / On(u)du — nap/ Yoe© 7 ¢pi(u)du.  (5.19)
0 0

Zalozmy teraz, na chwile, ze funkcje t — EX,e "%t s rozniczkowalne. W re-
zultacie rozpatrujemy, odpowiadajace rownaniu catkowemu (5.19), rownanie

rozniczkowe: 5
/ neo

$u(t) = "F0u(t) = nopYoe F b, (1)
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Dla kazdego n =0, 1,2, .., z (5.16), prawdziwa jest réownos¢ ¢, (0) = Xg. Dla
n = 1 ostatnie réwnanie rézniczkowe przyjmuje postac:

2 2,
61(t) = T-01(t) = apYoe™ 7 du(). (5.20)

Poniewaz ¢g(t) = Xo oraz ¢1(0) = Xy, wiec istnieje dokladnie jedno ciggle
rozwiazanie rownania (5.20) i jest ono postaci:

¢1 (t) =€
Majac postaé funkcji ¢4 (t), rozwiazujemy réwnanie (5.19) dla n = 2:

Gy(t) = 20%9s(t) — 20pYpe™ 2 61(1)

i w rezultacie otrzymujemy posta¢ funkcji ¢o(t). Postepujac iteracyjnie dla
n = 3,4, .. znajdujemy wszystkie funkcje ¢, i stwierdzamy, ze teza twierdze-
nia jest prawdziwa dla funkcji rézniczkowalnych ¢,.

o'2t
2

P

g

0'2t
Xo — XoYol | + e~ X,Y5
g

Aby zakoriczy¢ dowod pokazemy, ze rownanie catkowe (5.19) ma jednoznaczne
rozwigzanie. Poniewaz znaleziona funkcja ¢, spelia to réwnanie, wiec jest
tym jedynym rozwigzaniem. Zaltézmy niewprost, ze istnieja dwa ciagi funk-
cji ciagtych ¢/ j = 1,2 spelniajace réwnanie (5.19) oraz takie, ze ¢} = X,

2= X oraz ¢L(0) = X, ¢2(0) = Xy. Niech ¢F = ¢} — 2. Zatem ¢,

spetnia rownanie (5.19), ¢§(t) = 0 oraz ¢} (0) = 0. Mamy dalej:

n202 [t t 2,
010 = "5~ [ éntwdu—nop [ Ve Fo;(u)du
0 0

Poniewaz ¢f(t) = 0 wiec dla n = 1:
¢1(t) = 9 1 (u)du.
0
7 ostatniej réwnosci otrzymujemy:
o2 [t
i< G [ loitwldu,
0

a zatem z nieréwno$ci Gronwalla otrzymujemy ¢7 = 0. Dalej dowodzimy
przez indukcje. Dla n > 1 zalézmy, ze ¢;_; = 0. W takim razie mamy:

oi0) =5 [ e
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i postepujemy jak dla n = 1, czyli z nier6wnosci:

2 t
501 < G [ ol

oraz nieréwnosci Gronwalla otrzymujemy ¢; = 0. O

5.3 Nowa metoda wyceny opcji w modelu SABR
dla 8 =1

W tym podrozdziale wyprowadzimy kolejna, rekurencyjng zalezno$¢ miedzy
momentami procesu zadanego dynamikag SABR dla § = 1. Znaleziona re-
kurencyjna formuta pozwala na obliczenie, dla kazdej liczby naturalnej n,
momentéw E(In X;)". W konsekwencji, dla ustalonego ¢t > 0 bedziemy mogli
przyblizy¢ funkcje charakterystyczng zmiennej losowej V; = In X;. Nastepnie
wykazemy, ze funkcja charakterystyczna zmiennej losowej V; jest caltkowalna,
a dzieki temu stwierdzimy, ze istnieje gestos¢ V;. Dzieki przyblizeniu gesto-
Sci zmiennej losowej V; bedziemy mogli zaprezentowaé zupelnie nowy sposob
wyceny opcji w modelu SABR z parametrem § = 1. Wyznaczona gestosé
pozwala wyceni¢ w tym modelu dowolny instrument pochodny o wyptacie
bedacej funkcja X;. Wyprowadzimy réwniez teoretyczne wzory na ceny opcji
waniliowych w modelu SABR z parametrem (3 = 1, kt6ére beda uogélnieniem
cen opcji waniliowych w modelu Blacka. Dzieki uzyskanym wynikom, mo-
zemy przyblizy¢ cene kontraktu CMS. Nasze rozwazania nad nowa metoda
wyceny, w modelu SABR z parametrem 3 = 1, rozpoczniemy od krotkiej ana-
lizy wyceny kontraktéw CMS. Do tej pory, problem wyceny kontraktu CMS
rozwiazywano poprzez oszacowanie funkcji drugiego momentu procesu re-
prezentujacego stope swapowa. W swoich pracach Mercurio-Pallavicini [37],
a takze Mercurio-Morini [35] podaja sposob obliczenia drugiego momentu
SABR poprzez aproksymacje caltki po wszystkich wartosciach kursu wykona-
nia cen opcji kupna w modelu SABR. W tym celu korzystaja z algebraicznej
tozsamosci:

R 2/ (r — K)TdK,
0
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ktora po podstawieniu X; w miejsce x oraz po wzieciu stronami wartosci
oczekiwanej, przyjmuje postac:

EX? = 2/ E(X, — K)TdK,
0

gdzie wartos$¢ oczekiwana pod catka jest ceng opcji kupna w modelu SABR.
Trudnosé wyceny kontraktu CMS w modelu SABR polega na obliczeniu dru-
giego momentu procesu X;. Aby wyznaczy¢ ten drugi moment procesu mode-
lowanego dynamika SABR, Mercurio et.al proponuja przybliza¢ 6w moment
poprzez wyznaczenie powyzszej catki metodami numerycznymi. Ponizej za-
proponujemy inny sposob przyblizenia wartoéci oczekiwanej EX? dla 6 > 1.
W szczegolnosei otrzymamy nowg metode przyblizenia EX? 1 wyceny kon-
traktu CMS.

Lemat 5.10. Dla kazdego x > 0 oraz 0 € R prawdziwa jest rowno$é:

= 5" (Inz)”
b _
2 = E_OT' (5.21)

Dowadd. Poniewaz dla y € R mamy:

X n
y _ Y
€” = R

n!
n=0

wiec podstawiajac w tej rownosci y = 0 Inx otrzymujemy teze lematu.

Lemat 5.11. W modelu 1V z parametrem (8 = 1, dla kazdego n € N oraz
t>0:

sup E|In X,|" < co.
s€[0,t]

Dowdd. Bezposrednio z zalozenn modelu TV, a dokltadniej z (5.1), otrzymu-
jemy:

1 t t
In X, = In X, —5/ deu+/ Y, dW,.
0 0
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Prawdziwe jest oszacowanie:
1 t t
E|In X;|" < 3”*1<E\ In Xo|" + E(E/ Y2du)™ + E(/ Yuqu)").
0 0

Zauwazmy dalej, ze dla ciaglej funkcji f : [0,00) — [0,00), ¢ > 0 oraz n € N
prawdziwa jest nieréwnosc:

(/Otf(u)du>n < g1 /Ot £ (u)du.

Istotnie, z nierownosci Holdera dla p = n oraz ¢ = "5 otrzymujemy:

/Otf(u)du < (/Ot f”(u)du>i</0t 1du>1’1i

Korzystajac z powyzszej nieréwnosci otrzymujemy kolejne oszacowanie:
t " t
E( / deu) < t"E( / andu) — co(b),
0 0
gdzie funkcja c, jest ciagtla.

Z drugiej strony, jesli skorzystamy z faktu (Karatzas-Shreve [30|, fakt 3.3.25,
s. 163): jesli S; jest procesem Fi- mierzalnym, m € N oraz

t
IE/ |Su|™du < oo,
0

to prawdziwa jest nierdwnosc:

t
IE‘ / S, dW,
0

Powyzszy fakt jest prawdziwy dla S; := Y; poniewaz:

m
2

"< (W) t?—lE/0t|Su|mdu.

t t
m(m—1) 9
]E/ Yumdu:YOm/ e 2 7 'du < oo.
0 0
W rezultacie dla m = n otrzymujemy oszacowanie:

t -1 n ” t
E(/ Y, dW,)" < (%) 2t2‘1E/ Y, du = d(t),
0

0

79



gdzie d, jest funkcja ciggly. W takim razie, z ostatnich nier6wnosci otrzy-
mujemy oszacowanie:

E|lnX,|" < 3"‘1(E| In Xo|" + eu(t) + dn(t)> — F, (1),

gdzie F' jest funkcja ciggla.

Poniewaz funkcja ciagta na przedziale skoriczonym jest ograniczona, wiec w
rezultacie dla kazdego n € N it > 0 otrzymujemy:

sup E|In X" < sup F,(s) < o0
s€[0,4] s€[0,1]

Ponizej zaproponujemy nowa metode przyblizenia momentow EX?.

0

Uwaga 5.12. 7 lematu 5.10 wiemy, ze funkcje x — x° mozemy aproksymowaé

wielomianem wy () postaci:

0" (Inz)™

n!

WE

wy(z) = (5.22)

Il
o

n

Podstawiajac X; w miejsce x oraz biorac w rownosci (5.22) stronami wartosé
oczekiwana otrzymamy:

5—'E(1n Xt)n

]EUJN(Xt) =

WE

Il
=)

n

7 lematu 5.11 prawa strona ostatniej rownosci jest dobrze okreslona. W
rezultacie, dla § > 1 (gdy moment EX/ istnieje) i duzego N otrzymujemy
przyblizenie:

N
671
EX) ~ Ewy(X;) =) —E(InX,)". (5.23)
=0

Aby wykorzysta¢ zaproponowane przyblizenie musimy obliczy¢ wartosci ocze-
kiwane E(In X;)”. W dowodzie ponizszego twierdzenia zaprezentujemy jak
to zrobié.

80



Zanim przedstawimy twierdzenie dotyczace wyznaczenia momentow E(In X;)"
udowodnimy, ze przy dodatkowych zatozeniach, po podstawieniu w réwno-
Sci (5.21) X; w miejsce x oraz —0 w miejsce J, mozemy wejS¢ z wartoscia
oczekiwang pod znak nieskoriczonej sumy.

200}

Twierdzenie 5.13. W modelu IV z parametrem 3 = 1, niech Xy < \/iie s,
d >0 oraz p € (—1, _\/Li] Wowczas:

EX0 =) %E(ln X)), (5.24)
n=0 ’

0 ile ktoras ze stron (5.24) jest skoriczona.
W dowodzie twierdzenia 5.13 wykorzystamy nastepujacy lemat:

Lemat 5.14. W modelu IV, dla 3 = 1, niech Xy < \/Lie% orazp € (—1, _\/LE]
Dla M € N zdefiniuymy cigg 0y nastepugjgco:

1
O =P(X, SM)-HP’(Xt < M+1)'

Wtedy cigg 0y maleje monotonicznie do 1 gdy M — oc.

Dowdd. 7 definicji 6y, oraz wtlasnosci dystrybuanty zmiennej losowej X,

mamy limy;_.. 0y = 1. Zauwazmy, ze ruch Browna W; z zatozen modelu IV
mozemy przedstawié jako:

Wy = pZy + /1 = p?By,

gdzie B, jest niezaleznym od Z; ruchem Browna. Zauwazmy dalej, ze dla
dowolnej liczby r > 0 mamy:

P(X, <r)=El

't 1 rty2,,
{XOE'IO Yuqufﬁ jO Yy dugr}

= EE [1 |.th}
t t t g
{pfo YudZuA/1-p? [} YudBu—1 [ YV2du<In XLO}

= BP(ji7 + 079 <o | F7)
X,

hlL _
BP(g < —2 12 7). (5.25)

0z
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gdzie g jest zmienng losowa o standardowym rozktadzie normalnym N(0, 1),
niezalezna od FZ = o(Z, : u < t) oraz:

t 1 t p 1 t
[y = p/ Y, dZ, — —/ Vidu= =[Y, — Yo] — —/ Y du (5.26)
0 2 0 g 2 0
t
o2 = (1— ,02)/ Y2du. (5.27)
0

W rezultacie, z rownosci (5.25) otrzymujemy:

In-L —
XO—/lZ), (5.28)

P(X, <r) = ]E@(
0z

gdzie ® jest dystrybuanta standardowego rozktadu normalnego N(0,1). Z
rownosci (5.28) otrzymujemy:

1
O = P(X; < M)+ P(X, < 57—

Cpfo( M) G (MEETG Y] ()

Oyz 0z

Udowodnimy teraz, ze dla kazdego M = 1,2, 3, ... mamy P- prawie na pewno:

M 1 _
p(HR 7y (RO
Oz 0z

® jest dystrybuanta standardowego rozktadu normalnego, wiec ostatnia nie-
rownosc jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy:

1
o~z | N s — 2

Oz 0z

> 0.

Ale 07 > 0, wiec réwnowazny zapis ostatniej nieréwnoéci jest nastepujacy:

1 M 1
—1( ) In— — 11, > 0. .
50 Ml —i—nXO pz >0 (5.30)

Z rownosci (5.26) mamy:

1 M 1 1 M 1 ) 1 [t
) ( ) n— — iy = =1 ( ) n——Lry—y —/de.
)t e = gl gy ) Hn g~ e Yl ) Yadu
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. . - 220} _— -
Ale zauwazmy, ze z zalozen lematu p < 0 oraz Xy < —=e = zatem nieréwnosé

S

(5.30) jest prawdziwa, poniewaz:

M 1 20) 11 200}
1(,/ —7)>1 <\[—a>>11:0.
n M—i—lXoe > In 2X06 > In

W rezultacie z (5.29) oraz (5.30) otrzymujemy dla kazdego M € N:

= fo( R o (MIEIEL) 5

Oz 0z

Rozwazmy teraz funkcje 6 : [1,00) — [1,2] zdefiniowana nastepujaco:

e(a:)zE[@(mXLO—_“Z) +®<lnm—u2>] (5.31)

0z 0z

Zauwazmy, ze funkcja pod znakiem wartosci oczekiwanej (5.31) jest roz-
niczkowalna wzgledem z, a jej pochodna jest ograniczona przez catkowalng
zmienng losowa. W istocie:

A Y e Y i )

ox Oz (o4

T 1
_ ! (b/(lnx_o - “Z> o1 q)/<1“ @HDXo “Z>
e oy (x+1)oy oy

20 + 1 < 2041 [1 n i}

2nx(z + V)oy — V2mx(x + 1) 2

Oz

Po wstawieniu prawej strony (5.27) do ostatniego wyrazenia mamy dalej:

2+ 1 [ i] 241 [ n 1 }
2z (x + 1) 2rz(x + 1) (1—p?) fot Y2du

2
2r + 1 1 1 [
<N / Y, 2du]
2rx(x + 1) (L=p*) 2 Jo

9z
bo, z catkowej wersji nieréwnosci Jensena dla funkcji wypuktlej f(y) = i, dla
y > 0, mamy:
1 1 [,
Jo Yi2du — 1% Jo
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Z ostatniego oszacowania otrzymujemy:
T 1
E[ 1 q),(lnx—o—MZ) 1 (I)/<ln—(%‘+1)Xo —“Zﬂ
e oy (x4 1)oy o0z

2 + 1 11
e 2l [y eyl
omx(x + 1) (1—p*)¢

2% + 1 | R R
= — |1+ ———5Y, (7 —1}<OO.
2w (x + 1) (1—p?) 30227 ° ( )

W rezultacie mozemy skorzystac z twierdzenia o rézniczkowaniu pod znakiem
wartodci oczekiwanej (na przyktad Cheng [15]) i otrzymamy:

P() =B [q><1n—_—“2) +¢(lnm ey

0z 0z

1
_ E¢/<ln— - NZ) 1 E@,(ln % Mz )
10y oy (x+ 1)oy

_ Lglo(fimrry L g (REmm ey
oy Lx oy r+1 Oz .

Udowodnimy teraz, ze dla kazdego x > 1 mamy P- prawie na pewno:

1
lq; (ln— MZ)_ 1 q),(ln(x+l)X0_’LLZ> <o,
x Z

1

0z

o z+1 oy
. R 1 y? . . . .
Poniewaz ®'(y) = —=e~ = ostatnia nier6wnos¢ dla x > 1 jest réwnowazna
nier6wnosci:
x+1 43
<e 23 ,
x
gdzie:
€T
. In Xo Kz
1 — 9
0z
1
dy — In oryx, — 2
2 — .
0z
Zauwazmy, ze dla z > 1 mamy: £ < 2, zatem:

a4 x4+ ai _d43
= <ez2 2,
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Udowodnimy teraz, ze P- prawie na pewno:
df _d3
2<e2" 72

Wystarczy udowodnié, ze:

d? —d3>2In2.

7 przyjetych oznaczen mamy:

2 @ = (dy — do)(ds + do) = 0—1% infe(e+ D) (In [ +1n [Xig] 7).

Poniewaz dla x > 1 mamy In[z(z + 1)] > In2, zatem wystarczy udwodnié,
ze:

x 1 9
In [:c—i—l} +In [X—g] —2uyz — 207 > 0.

Zauwazmy teraz, ze dla x > 1 mamy In [f”_“] > In %, zatem po podstawieniu

w ostatnim oszacowaniu (5.26) oraz (5.27) otrzymamy:

x 1 9
In [HJ +ln [Yg} 2y — 20% >

1 1 Py P - oy [y
>Inc+In|—|—2|=Y,— =Yy | + [ Yjdu—2(1-p°) [ Y. du
2 X§ o o 0 0
[ L emi] 9Py i1 [ viduso
=In [ - 2gYir 2t - [ Viduz 0

W ostatniej nier6wnosci wykorzystaliémy kolejno zatozenia Xy < %e% oraz
pe (-1, _\/Li] Wykazalismy, ze dla kazdego x > 1: #'(x) < 0. Zatem funk-
cja O(z) dla x > 1 jest nierosngca. W rezultacie pokazalismy, ze dla kazdego

M e N: QM Z 1, 0M+1 S 0]\/[ oraz hmM_mO qu = 1. Oznacza tO, ze QM \ 1.

O
Dowdd twierdzenia 5.13. Dla M € N mamy:
EX,° = A}@ME<X;51{M%ISX6M}>' (5.32)
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Istotnie, poniewaz X; > 0 oraz dla M € N:

0< X711 cxoany < XP1

7z SXe<M+1}

wiec rownosé (5.32) jest prawdziwa z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci
monotonicznej. Z lematu 5.10 otrzymujemy:

- o né‘n .
E(Xt ‘51{M1+1§X4M}> (Z (I X)L 2 o )

n=0

S ( 1 "on n
_ (mxt) 1{ﬁgxt5M})~

n=0

W ostatniej rownosci skorzystaliémy z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci
zmajoryzowanej dla ciggu sum cze$ciowych:

N TL5TL
(Z ! tht) 1{ <Xt<M})N:012 ’

n=0
Zdefiniujmy teraz miare skoriczong na N nastepujaco v(n) = %. Wowcezas
mamy:
oo 6”
ldv(n) = — =

oraz

(0.9] 577,

m(—1)7“@1‘1‘,((111Xt)" SM}> :/UM(n)du(n),
n=0 N

gdzie dla n € N:
Zauwazmy teraz, ze dla parzystych n = 2k oraz M € N mamy:

Unrir (2k) — Ung(2k) = E((ln XM L+ 1{M<xt<M+1}]) > 0.

<Xi<

+27 1\/1+1

Dla n = 2k + 1 mamy:

Ut (2k4+1)—Upy (2k+1) = E((lnX)%* It e

M+2

}+1UWQ&SM+HD

]\/I+1
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:_E((lnxt)2k+11{ﬁ§Xt< 1 >—E((lnXt)2k+11{M<Xt§M+1}>.

M+1

Zauwazmy, ze:

—E((ln X

1
2 <Xt <y })

> (In(M + 1))*+! [P<Xt = M1+ 1) _P<Xt = M1+2)}

—E ((ln X, )2t ]-{M<Xt§M+1}>

oraz:

> —(In(M + 1))+ [IP’(Xt <M+1)-P(X, < M)]

W takim razie z dwoch ostatnich oszacowan otrzymujemy:

Unr1(2k+1) = Uyr(2k +1) = (n(M + 1)) [P(X, < M) +P(X, < M1+ ;)

p(Xes 1) —B(Xs )]
= (In(M + 1)) 01 — Op151] > 0

)

gdzie w ostatniej nier6wnosci skorzystaliémy z lematu 5.15. W takim razie
dla kazdego n € N oraz M € N mamy:

UM_H(TL) — UM(TL) Z 0.

W rezultacie, poniewaz U,; — U; > 0, z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci
monotonicznej mamy:

lim [ [Up(n)—Ui(n)]dv(n) = / lim [Up(n) — Ui(n)]dv(n).

M—o0 N NM—»oo

W takim razie:

lim [ Uy(n)dv(n) :/ lim Up(n)dv(n).

M—o0 N NM—>oo

Zauwazmy teraz, ze:

’(_1>n((lnXt)nl{M—lgxt§M+1})‘ < ‘hl Xt’n

oraz

‘(—1)”E((ln Xt)"l{M—lgxthH})‘ < E|In X" < o0,
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wiec z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej mamy:
]\}E}noo U]W(TL) = J\/l[lm (—1)”E((ln Xt)nl{M_ngt§M+1}> = (—1)”E(h’l Xt)n
W rezultacie otrzymujemy:

IE:}Xt_(S = lim E(Xfél{MfngtSMH})

M—o0
= (—1)mon "
= J\/ljli,noo > %E((ln Xt) 1{]\/[_1§Xt§M+1}>
= Nl{linoo NUM(n)alu(n) = /Nﬂ}iinoo Unr(n)dv(n)
o0 571
_ / (~1)"E(n X, dv(n) = 37 (1) B X,)"
N n=0 )

Jesli zatem ktoras ze stron (5.24) jest skonczona, to teza twierdzenia jest
prawdziwa. O

Twierdzenie 5.15. W modelu IV dla 0 = 1, istnieje algorytm, dzieki ktoremu
dla kazdego n € NU {0} oraz t > 0 mozna wyznaczyé algebraiczny wzor na
warto$é oczekiwang E(ln X;)™.

Dowod. W dowodzie zaprezentujemy algorytm, dzieki ktéremu dla dowolnego

n € NU {0} oraz t > 0 mozna wyznaczy¢ algebraiczny wzor na wartosé
oczekiwana E(In X;)". Wprowadzmy oznaczenie:

un i (t) = E[(In X¢)"Y}"], (5.33)

dlan,k=0,1,2,... oraz t > 0. Zauwazmy, ze z uwagi 3.2 oraz lematu 5.11:

E[(In X;)"Y}*] < /E(In X,)2n\/E(Y;)%* < oo,
wiec funkcja wu,, , jest dobrze okreslona. W pierwszej kolejnosci udowodnimy;,

ze dla dowolnych n,k € N funkcja ¢t — wu, (t) jest ciagla. Ustalmy ¢t* > 0.
Dla dowolnych s,t € [0,¢*] mamy z nieréwnosci trojkata oraz nieréwnosci
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Schwartza:

g o (t) — i ()] < E(Yk (InX,)" — (In X,)" ) n E((ln X,)"

)
< A/EY\/E[(In X,)" — (In X,)n]2

E(ln X,)2"\/E[Y}* — Y2 = I, + [ 14, (5.34)

= \/EY?*/E[(In X,)" — (In X,)"]2,
IT,; = /E(In X, /E[Y}* — YF]2.

lim Z,,; = 0, (5.35)
lim 71, = 0. (5.36)

gdzie:

Udowodnimy, ze:

Bez straty ogolnosci zat6zmy, ze ¢t > s. Z lematu 5.11 istnieje C' > 0:

sup E|In X,|*" < C2.

s€[0,t*]

W rezultacie:

lim 11, < Clim /E[Y* — Y2 = C'lim \/E[Y?* + Y2+ — 2Y/YH]

= C'lim Yk\/ % t[4k2 —2K] + 6%25[4’“2*2@ — 2et% 22 [k2— k]+s% % [3k2— k]]

s—t

_ C’ka\/lim (eth[4k2—2k] +e§s[4k2—2k] _ 9pt S [k —K]+s % [3k2— k]]>

s—t
= 0.
Ponadto:

0_2
lim I, = YEe! T BFHlim E[(In X,)" — (In X,)"]2. (5.37)

s—t

Z tozsamosci (a® —b") = (a—b) .1~ a’b" "' oraz z nierownosci Schwartza
mamy:

E[(In X,)" — (In X,)"]? <,/E(1n—> (nilnxt i(In X, ) i1)4.
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Z lematu 5.11 istnieje C* > 0 takie, ze dla s,t € [0, t*]:

n—1

E(Z(lnXt)i(lnXs)”_i_l>4 < (C")2.

1=0

Istotnie, z nieréwnosci Jensena dla funkcji f(x) = z* otrzymujemy:

[y

n— -1

IE( (lnXt)i(lnXs)"”"1> Z (In X)% (In X,) 4D
-1

Il
o

i

IN

n? Z VE(n X, )8 \/E(ln X, )8n=i-1)

S
[en]

3
—

VAN
3
w0

\/a_i\/ Ap—i—1,

=0

gdzie:

a; = sup E|InX,[*.
s€[0,t*]

W takim razie, z ostatnich oszacowan otrzymujemy:

E[(n X,)" — (nX,)"}* < ¢ /E(In %) | (5.38)

S

Udowodnimy teraz, ze:

X\ 4
}9131@(111 Y) —0. (5.39)
Ze wzoru Ito oraz (5.1) mamy:

t 1 t
In X, =In X, + / Yuqu—§ / Y2du.
0 0

W takim razie, z ostatniej rownosci i nieréwnosci (a — b)* < 8(a* + b%),
otrzymujemy:

E(ln%) _E</StYuqu—%/:Yu2du)4
g8E</tYuqu>4+%E(/tdeu>4.
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7, nieréwnosci:

t 4 t
E(/ deu> g(t—s)f‘E/ Y3du

S S

oraz z twierdzenia Fubiniego otrzymujemy:

1 t 4 1 t
lim§E< / deu> < lim S(t = 5)'E / Y3du

s—t
s s

= 11im <(t —s) /t Edeu) = 0.

2 s—t

Zauwazmy, ze ruch Browna W, z zalozen modelu IV mozemy przedstawi¢

jako:
Wiy = pZy + /1= p*V,

gdzie V; jest niezaleznym od Z; ruchem Browna. Zatem mamy:
t 4 t t 4
E(/ Yuqu> :E(p/ YodZ, + /1 —p2/ Yuqu>
S S . A S ; A
< 8p4]E(/ YudZu> 481 —p2)2E</ Yuqu>

— 4 t S ) ( ) / u ( )

W ostatniej rownosci wykorzystalismy fakt, ze Y; = Yy + o fot Y,dZ, oraz,
ze dla ustalonej trajektorii Y, dla u € [s,t] zmienna losowa f; Y,dV, ma

rozklad normalny ze $rednig 0 i wariancja fst Y2du. 7 oszacowania (5.40)
otrzymujemy dalej:

t 4 4 t
hngE(/ Yuqu> < lim8ZIE[Y; - V,J! + lim 24(1 — p)%(t - s)E/ Yidu
s— s s—t O s— s

4

4
T P 4! i 4—i _
=l 2 Gy =0
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W rezultacie wykazaliSmy (5.39). Zauwazmy teraz, ze z (5.39), (5.38) oraz
(5.37) wynika (5.35). Ciaglos¢ funkeji ¢ — wu, () wynika z (5.34), (5.35)
oraz (5.36).

Zaprezentujemy teraz algorytm obliczania E(In X;)". Ze wzoru Ito oraz z
(5.1), (5.2) otrzymujemy (wzor jest prawdziwy dla dowolnych n, k € R):

t
(In X)"Y;¥ = (In Xo)"Y§ + n/ (In X,)"" LY 1w,
0

-1 t
+—”(”2 ) / (In X,,)""2Y*+2du
0

t t
—g / (In X.)" Y5 2du + ko / (InX,)"Y*dZ,
0 0

-1 t
%02/ (In X,)"Y. du
0

t
+ nkap/ (In X,)" 'Y du. (5.41)
0
Nastepnie zauwazmy, ze dla kazdego t > 0:

t - t t
E / (In X)) Y 2*du < = |E / (In X,)""du + E / ijdu}
0 0 0

- t
t sup E|In X, |*" + / Eyjkdu}
0

- u€l0,t]

IN

8 = N~ N
. r

- Y4k
t sup E|In X, |*" + 0

to?(8k2—2k) _ 1 ]
L UE[O,t] 0'2(8k2 - Zk) [e ]

A\

W ostatnim oszacowaniu skorzystaliSmy z twierdzenia Fubiniego, lematu 5.11
oraz uwagi 3.2. W konsekwencji, martyngaty lokalne z prawej strony wzoru
(5.41) sa martyngalami. Po wzieciu w (5.41) stronami wartosci oczekiwanych
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otrzymamy:
E[(In X,)"V}] = (In Xo)"Y{ + / IE (InX,)"" 2yk+2>d
0
t
—ﬁ/ E((lnx n- lyk+2)du
2 Jo
k(k_l) 2 ' nyk
+ o /O E((lnXu) Yu>du
t
+ nkop / E((lnXu)”‘lYuk+1>du. (5.42)
0

Zalozmy, na chwile, ze funkcje ¢ — w,x(t) sa rozniczkowalne. Wowezas, z
rownosci (5.42), otrzymamy réwnanie rozniczkowe zwyczajne:

n(n—1 n
Un g, (1) = %Un—mw(t) - §un—1,k+2(t)
k(k—1
kk—1) 5 )a2un,k(t) + nkopuy,—1 k+1(t). (5.43)

Bezposrednio z (5.33) mamy:
U 1(0) = (In Xo) Y.

Zauwazmy teraz, ze:
E(In X3)" = un0(t),

wiec zadanie obliczenia momentu E(In X};)" sprowadza sie do wyznaczenia,
dla kazdego n € N, funkcji czasu u,, 0. Udowodnimy, ze potrafimy iteracyjnie
oblicza¢ te funkcje. Zauwazmy od razu, ze z rownosci (5.43) dla n = 0 mamy
dla kazdego k =0,1,2, ...

g (t) = Ma%lo,k(t) (5.44)

oraz ug(0) = Y. Rownanie (5.44) ma jednoznaczne rozwiazanie:

u()’k(t) _ ek(kgl),o@t}/'ok‘

Ze wzoru Ito oraz (5.1) mamy:
t 1 t
In X, =In X, +/ Y, dW, — 5/ Y.2du,
0 0
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wiec z uwagl 3.2 otrzymujemy:

1 21 ot
uro(t) = Elln X;] = In X — WYO [e” "t —1].
Czyli dla kazdego k € N znalezliSmy wzory na ugj oraz u;o. Ponadto, gdy
n =1z rownosci (5.43) otrzymujemy:

1 k(k—1
s (8) = — g a(t) + D)

5 azuLk(t) + kopug g1 (%),

a poniewaz znalezliSmy wzory na ugj, wigc rozwigzujac ostatnie réwnanie
znajdujemy uy j dla wszystkich &£ =0,1,2, ...

Poniewaz dla k = 0 z (5.43) mamy:

@un_m@) D 1a(D), (5.45)

U/n,o (t) = 9

wiec zeby obliczy¢ u, o musimy znaé u,_s 9 oraz u,_ . Wiemy, ze u,(0) =
(In Xo)"™. Funkcje ug o potrafimy wyznaczy¢, bo wezesniej wyznaczyliSmy ug o
oraz uy 2. Dalej, dla n = 3 mamy z (5.43):

3
Ug70(t> = SULQ(t) — §U2’2(t).

Musimy teraz zna¢ posta¢ funkcji us 2, poniewaz funkcje uy o wyznaczyliSmy
wezesniej. Z rownosci (5.43) otrzymujemy:

ul272(t) = UJO74(t) — U1’4(t) + 0'2111272(75) + 40'[)’&173(15).

ZnalezliSmy wczesniej ugy 1 vy, wiec rozwiazujac ostatnie rownanie znajdu-
jemy ug o i dalej us .

W ogoélnosci, aby wyznaczy¢ u, ¢ dla dowolnego n, korzystajac z rownania
(5.45), musimy wyznaczy¢ przedtem u,_oo oraz u,_12. Aby znalez¢ u,_;
musimy wyznaczy¢ ,_s 4, Up_3.4 Oraz U,—_z3. Aby znalez¢ u,_s 2 musimy wy-
znaczyC Up_44, Up—34 OTaz U,_33. Rozumujac w ten sam sposob schodzimy
coraz nizej z wartoscia pierwszego indeksu funkeji w, x, az dochodzimy do
Up,2(n—1)» U1,2(n—1) OTAZ U 2,—1. Ale wykazaliémy wczesniej, ze potrafimy wy-
znaczy¢ wzory ostatnich z wymienionych funkcji.
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Aby zakoriczy¢ dowodd wykazemy indukcyjnie, ze rownanie catkowe odpowia-
dajace rownaniu (5.43) ma jednoznaczne rozwiazanie w klasie funkcji cia-
gltych. Z rownania (5.43) mamy dla catkowitych, nieujemnych liczb n, k:

nin—1 t n [*
tns) = s 0) + [ a(as = 5 [ st
0 0

k(k—1) [* !
- %/ 02Uy 1 (8)ds + nka,o/ Up—1 k+1(8)ds. (5.46)
0 0

Wiemy, ze u,x(0) = (In Xo)"YF¥. Gdy n = 0 z rownosci (5.46) otrzymujemy
dla kazdego k:

up x(t) = upx(0) + @/0 o?ugp(s)ds.

Zalozmy teraz niewprost, ze istnieja dwie, rézne funkcje ciagle ug,, ud,
spelniajace ostatnie rownanie catkowe. Wtedy funkcja uj, = ul, — ud,
spelnia rownanie catkowe:

t
ujalt) = [ (o)
0

W takim razie, z ostatniej réwnosci, otrzymujemy oszacowanie:

) kk—1) [* , .
a0 < " [ ol o

Z nieréwnosci Gronwalla, dla kazdego t > 0, otrzymujemy: |ug,(t)] < 0.
Zatem istnieje tylko jedno ciagle rozwiazania rownania (5.46) dla n = 0.

Gdy n = 1, rownanie (5.46) przybiera postaé:

1 Kk—1) [t t
ug (1) :“1”“(0)_5 i Ugyk+2(8>dS+T i o uy i (s)ds+kop i Up gt1(s)ds.

Zatozmy, Ze istnieja dwie, rozne funkcje ciagle uj,, ui, spetniajace ostatnie
rOwnanie catkowe. Poniewaz wykazaliémy, ze dla kazdego k istnieje tylko
jedna funkcja ugx spetniajaca rownanie (5.46), wiec funkcja uj , := u}k —uik
spelnia rownanie:



a stad:
N L
i alt)) < 25 [ (o)l

i z nier6wnosci Gronwalla otrzymujemy uj , = 0.

Wykonamy teraz krok indukcyjny. Zaléozmy, ze rownanie catkowe (5.46) ma
jednoznaczne rozwiazanie dla i < n — 11 k € {0} UN. Pokazemy, ze ist-
nieje dokladnie jedna funkcja wu,, spelniajaca réwnanie (5.46). Zalozmy
niewprost, ze istnieja dwie takie funkcje: w,,,, uj,. Wowczas, na mocy
zalozenia indukcyjnego, funkcja uj; , = u;, , — uZ , spetia rownanie:

-1 t
u;k(t) = %/{) UQUZ’k(S)dS.

Podobnie jak wczesniej, z ostatniej rownosci otrzymujemy oszacowanie:

o KB [
0] < 25 [ o (o)

Ostatecznie, z nier6wnosci Gronwalla, otrzymujemy u, , = 0. Krok induk-
cyjny zostat wykonany.

W rezultacie, opuszczamy zalozenie o rézniczkowalnoSci funkeji w,; 1 tym
samym konczymy dowdd twierdzenia 5.15.
O

Whniosek 5.16. Z twierdzenia 5.15 wynika, ze w modelu SABR z parametrem
B =1, przy spelionym zalozeniu p € (—1, _\/Li]’ mozliwe jest przyblizenie
drugiego momentu X; zgodnie z uwaga 5.12. Jak juz stwierdziliSmy, problem
wyceny kontraktu CMS sprowadza sie do wyznaczenia EX?2. Dzieki uwadze
5.12 oraz twierdzeniu 5.15 otrzymujemy zupelnie nowy sposéb wyceny tych
kontraktow w modelu SABR z parametrem (§ = 1.

Glebokim wnioskiem z twierdzenia 5.15 jest zupelnie nowy, odmienny od
zaproponowanego przez Hagana et al. [24], sposob wyceny, w modelu SABR
z parametrem [ = 1, opcji waniliowej kupna z ceng wykonania K > 0.
Sposob ten zostanie przedstawiony ponizej.
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Twierdzenie 5.17. Zatozmy, ze spetnione sq zatozenia modelu IV oraz niech
p € (—1,0). Wowczas dla kazdego t > 0 funkcja charakterystyczna ¢y, zmien-
nej losowej V; := In X, jest catkowalna. Zatem istnieje ciggta i ograniczona
gestosé gy, zmiennej losowej Vi oraz:

E(X, — K)* = /1 (" = K)gu (v)do, (5.47)
n K
gdzie:
() =5 [ e on(s)as

2 J_

Dowdd. Ustalmy ¢ > 0. Z uwagi 5.2, zalozenie p € (—1,0) implikuje, ze

X, jest martyngatem. Zauwazmy, ze ruch Browna W, z zalozeri modelu IV
mozemy przedstawié¢ jako:

Wi = pZ, ++/1— p*By,

gdzie B, jest niezaleznym od Z; ruchem Browna. Zatozenie p > —1 implikuje,
ze proces W; mozemy zapisa¢ jako kombinacje liniowa dwoch niezaleznych ru-
chéow Browna. W takim razie, dla = 1, r6wnanie reprezentujace dynamike
modelu SABR mozemy zapisaé¢ nastepujaco:

dXt = Xt}/t(det + \/ 1 — pdet)y
dY, = oY,dZ,,

gdzie Z;, B, sa niezaleznymi ruchami Browna. Mamy stad i ze wzoru Ito:

t t 1 [t
In Xt =In XO + ,0/ YudZu + V 1- p2/ Y;LdBU - 5/ YUQdu
0 0 0

Oznaczmy:
t 1 t
04(t) ::p/ Y, dZ, — §p2/ Y du
0 0

oraz

t 1 t
Op(t) :=+/1— pQ/ Y, dB, — 5(1 — p2)/ Y2du.
0 0
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Po przyjeciu powyzszych oznaczen otrzymujemy:
lnXt = IHX() + Qz(t) + 93(75).
Mamy zatem dla s € R:
6y, ()| = [Ee?*02(0+050)| — ‘E<€i592(t)E[6is9B(t)|f-tZ]>’
< E[E["" 0|77

Poniewaz By, Z; sa niezaleznymi ruchami Browna, wiec dla ustalonej trajek-
torii Z,,u <t zmienna losowa #g(t) ma rozktad normalny o $redniej:

1 t
=50 [ Vidu
2 0
1 wariancji:
t
6% =(1- p2)/ Y2du.
0
Zauwazmy, ze w rezultacie mamy P- prawie na pewno:

5252

]E[eiseB(t)’EZ] — ei/:"sf 2 . (548)

W istocie, rownos¢ (5.48) wynika z faktu, ze dla catkowalnej funkcji f :
R x R — R, sigma ciala M oraz zmiennych losowych U, V takich, ze U -M
mierzalne, a V' jest niezalezne od M, prawdziwa jest rownosé¢ P- prawie na
pewno:

Ef(U,V)|M] = / " HU g (v)do,

gdzie gy jest gestoscig zmiennej losowej V. Dowod tego faktu mozna znalezé
w ksiazce Jakubowski-Sztencel [29]. Po skorzystaniu z tego faktu otrzymu-
jemy:

1

V2mo2

Udowodnilismy zatem rownosé (5.48). W rezultacie, z (5.48) mamy:

. v—p)2 L 5242
em_(g&% e

E[eiseg(t)|ftz] _ /

E‘E[eiseB(t)’EZ]’ _ EG—SQ@ fot Yu2du.
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7 twierdzenia Fubiniego otrzymujemy dalej:

- * —p3) ot
/ |¢Bt(5)|d8 < / E6_52¥./0 Yuzduds

o0 2
(1— ot
:E/ e~ T g v
—0o0

= ]E\/(1 37;2) </0 Yu2du> -
< \/(13—%)1@(/0 Yquu>_1.

W ostatniej nieréwnosci wykorzystalismy nieréwnos¢ Jensena dla funkeji

wklestej f(x) = /.

Dalej, z calkowe]j wersji nieréwnosci Jensena dla funkcji wypuklej f(z) = &

dla x > 0, mamy:
1 1 [,
Jo Y2du — o
zatem:

t -1 t
Z_WE< / yuzdu> < -2 1 g / Y =2du
(1—p?) 0 (1—p?)t 0
1 2w
- ﬂ\/ e

W takim razie, funkcja charakterystyczna ¢y, jest catkowalna i z twierdze-
nia o odwrotnym przeksztalceniu Fouriera (Jakubowski-Sztencel [29], Carr-
Madan [12], Kawata |33]) istnieje ograniczona i ciagla gesto$¢ zmiennej loso-
wej V; 1 jest rowna:

gui(v) = = / ey, (3)ds.

:% N

Majac gestos¢ gy, od razu otrzymujemy:

E(X, - K)t = /100 (e’ — K)gy,(v)dv.

n K
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To koticzy dowod twierdzenia 5.17. O

Uwaga 5.18. 7 algorytmu twierdzenia 5.15 potrafimy wyznaczy¢ momenty
E(ln X;)™ dla n € N. Dzieki temu mozemy przyblizy¢ funkcje charaktery-
styczna ¢y, zmiennej losowej V; = In X;. W istocie, poniewaz:

oo
v (s Z “(in X",
n=0
zatem mozemy zastosowac¢ przyblizenie:
N i)
by, (s Z w E(ln X;)".
n=0

Z twierdzenia 5.17 wiemy, ze funkcja charakterystyczna jest catkowalna i
istnieje gesto$¢ zmiennej losowej V;. Przyblizenie funkcji charakterystycz-
nej umozliwia tym samym przyblizenie funkeji gestosci V;. W rezultacie
otrzymamynowy sposob przyblizenia ceny opcji waniliowej w modelu SABR
z parametrem § = 1. Opisana wyzej technika jest powszechnie stosowana
metoda wyceny instrumentéw pochodnych w sytuacji, gdy nie potrafimy ob-
liczy¢ bezposrednio wartosci oczekiwanej Ef(X}), gdzie f jest pewna funkcja
z okreslonej klasy (Brigo-Mercurio [8], Hagan [24], Pelsser [45]). Aby wyce-
ni¢ instrument pochodny o funkcji wyptaty f(X;), gdy f jest funkcja klasy
C™ (czyli funkcja nieskoriczenie wiele razy rozniczkowalna), przyblizamy f
wyrazami rozwiniecia tej funkcji w szereg. Jesli potrafimy obliczy¢ wartosci
oczekiwane wyrazow rozwiniecia, mozemy wowczas przybliza¢ cene Ef(X;).

Uwaga 5.19. W dowodzie lematu 5.14 wyprowadzilismy rownosé (5.28) da-
jaca posta¢ dystrybuanty X;. Ponadto uzasadniliSmy, ze w réwnosci (5.28)
mozemy rozniczkowaé¢ pod znakiem wartosci oczekiwanej. W rezultacie, po-

- HZ) jest ciagla i dobrze okreslona, dla

niewaz funkcja 0 < r — ECD(
ustalonego t > 0 gesto$¢ gx, zmiennej losowej X, istnieje i jest rowna dla

r>0: o
gxt(r):E[ ! q),(nx—o—uz”’ (5.49)

rogz Oz

gdzie pz, 07 sa zdefiniowane odpowiednio w réwnosciach (5.26) oraz (5.27).
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Istotnie, rownos¢ (5.49) zadaje gestosé, bo z twierdzenia Fubiniego mamy:

[ ot = [TB[ (R

:E/m[1¢(m%—ﬂﬁyﬁ
0 roy (4

D In - —
_F lim 2c1><X°—“Z)dr
0z

D—oo 0 T

InL —
—E lim cb(XO—“Z> ~ 1.
D—oo Oy

Ponizej wyprowadzimy wzory na ceny opcji waniliowych w modelu SABR z
parametrem ( = 1. Uzyskany wynik jest naturalnym uogélnieniem znanych
wrzoréw Blacka wyceny opcji waniliowych na przypadek modelu o stocha-
stycznej zmiennosci.

Twierdzenie 5.20. W modelu IV niech p € (—1,0). Wowczas dla dowolnego
K > 0:

EX; — K|t = XOE[e“ﬁUTZCI)(dl)] — KE®(d,), (5.50)
gdzie:
p 1/
pz ==Yl - 5 [ Viau
o 2 Jo

t
7 == [ i

In 3 + iy + 0%
dlz )

0z

dzzdl—Uz.

Dowdd. Wybierzmy dowolne K > 0. Obliczymy E[K — X;]*. Z uwagi 5.19
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oraz ze wzoru na calkowanie przez czeSci mamy:

E[K — X" = /OOO(K — )t gx, (r)dr

or oz
:/OK(K—T)gEq)( X_;Z_“Z)dr
e N R I

K In - —
:/ Eo(—X 2 MZ)dr.
0 0z

W ostatniej rownosci skorzystaliSmy z twierdzenia Lebesgue’a o zbiezno$ci
zmajoryzowanej dla ograniczonej przez 1 funkeji (dystrybuanty) &:

In &+ — In - —
lin%E(I) (XO—MZ> — Ehr%q)(xo—w) = 0.

0z 0z

Nastepnie, z twierdzenia Fubiniego, otrzymujemy:

K In o — K ln=z —
/ Ecp(XO—MZ)dT — E/ ®<M>dr
0 Oz 0 0z

Po podstawieniu K* = Xﬁoe*“Z oraz v = soz otrzymujemy:

© 1 . +
E / e [K _ X ewzw] ds
—oo V2T 0
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00 1 _ig +
= E(Xoe“z / e *z [K* — e”} ds)
—oo V2O Z

— 5 (xoe [rera (D) - g (M)

0z 0z

K _ K,
- KEQ)(—ID Xo MZ) - XOE[e“Z+C’22Z<I>(1n X — 17 UZ)]
Oy 0z

0,2
— KE®(—dy) — XoE [e“ZJFTZ(I)(—dI)] ,

gdzie w ostatniej rownosci skorzystaliSmy z przyjetych oznaczen dy, ds.
W rezultacie otrzymalismy:

2

E[K — X,]* = KE®(—dy) — XOE[e#Z“TZ@(—dI)} . (5.51)
Poniewaz, na mocy zalozeri, X; jest martyngatem, zatem:
E[X; — K]" = Xo — K — E[K — X;]*"
— Xy — K — KE®(—dy) — XoE [e“ZJrU?ZZ(I)(—dl)]

- X0<1 - E[e"Z”LUjZ(I)(—dl)D - K(1 - Ecb(—dQ)).

Zauwazmy teraz, ze z oznaczen:
2

Oz P 1 t2 1 2/t 2
—Z =1V, —-Y)| — = Y d —(1 — Y-d
Mz+2 O_[t 0] 2/0 uu+2( ﬂ)o u AU

t p2 t
:p/ Y, dZ, — —/ Y2du.
0 2 0

7 ostatniej réwnosci oraz ze wzoru Ito otrzymujemy:

2 t 2

°z s _pZ [sy2

elztE =1+4p / ef Jo YudZu=t5 Jo Yiduy g7
0

Ponadto:

t t
E<p2/ 20 I3 YudZu—p? [ deu}/fds) _ ,02/ E<e2§[Y37YO]7p2 I3 mfduyf)ds
0 0

t
< ple 2oV / EY2ds
0



02
gdzie w pierwszej nier6wnosci wykorzystaliémy fakt, ze p < 0. Zatem e# 4
jest martyngatem oraz:

2
9z
Eetzt2 =1.

W rezultacie, z ostatniej rownosci i z wlasnosci dystrybuanty standardowego
rozktadu normalnego, otrzymujemy :

X0<1 - E[eMZ“;Z@(—dl)]) . K(1 - ]ECD(—dg))

— X,E [eﬂzfz% (1 - @(—dl))} - KE(1 - @(—dz))
— X,E [e“ZJra;CI)(dl)] — KE®(dy).

Dowdd twierdzenia 5.20 zostal zakonczony. O

Uwaga 5.21. Otrzymany w twierdzeniu 5.20 wynik jest naturalnym uogol-
nieniem wzoréw Blacka na cene opcji waniliowej. Wzor (5.50) jest po raz
pierwszy przedstawiony w tej pracy. Wynik ten jest zgodny z intuicja, po-
niewaz model SABR z parametrem § = 1 powstaje w wyniku zamiany sta-
tego wspolczynnika zmiennosci, w modelu Blacka, na proces stochastyczny
o rozktadzie lognormalnym. Rownosé (5.50) pokazuje, ze wzor na cene opcji
waniliowej w tak otrzymanym modelu jest odpowiednikiem wzoru Blacka na
cene opcji kupna w modelu lognormalnym ze stalym wspoélczynnikiem zmien-
no$ci. Zauwazmy, ze zaré6wno w uwadze 5.19 jak i w dowodzie twierdzenia
5.20 nie korzystali$émy z fak2tu, ze Y; ma rozklad lognormalny. KorzystaliSmy

natomiast z faktu, ze ¢/t 2 jest martyngalem. Oznacza to, ze jeSli ostatnia
wlasnosé bedzie zachowana, to wynik twierdzenia 5.20 powinien sie przenosic¢
na inne modele ze stochastycznym wspotczynnikiem zmiennosci.

5.4 Wtlasno$é modelu SABR dla 5 € (0,1)

W tym podrozdziale wyznaczymy, w modelu SABR dla 8 € (0, 1), wartosé¢
oczekiwana EXf(l_ﬂ). Nastepnie pokazemy jak te wiedze przelozyé¢ na wy-

cene instrumentow pochodnych. W szczegdlnoscei zaprezentujemy propozycje
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przyblizonej wyceny kontraktow CMS w modelu SABR, bez wykorzysta-
nia wynikow oryginalnej pracy Hagana et.al [23| dotyczacej modelu SABR,
sformutowanych w uwadze do zalozen modelu IV. Otrzymany rezultat jest
analogiczny do formuly wyprowadzonej przez Hagana [24] w modelu lognor-
malnym. Nasze rozwazania zaczniemy od uzytecznego lematu.

Lemat 5.22. W modelu IV dla kazdego 3 € (0,1) oraz t > 0 mamy:

t
]E/ X20-0y2is < oo, (5.52)
0

Dowdd. Wybierzmy dowolne ¢ > 0. Przyjmijmy oznaczenie (s € [0, t]):
V= X207 > 0.
Dla ustalonego s > 0 na zbiorze { X # 0}, z nieréwnosci Younga mamy:
Vo< (1-B)X2+BY..
7 ostatniego oszacowania i uwagi 3.2 otrzymujemy:
E/tVsds < E/t (- B)x: +ﬁYs§]ds
0 0

2-28

t 2 2
=(1- B)IE/ X2ds+ Y [ 7 —1].
0

Aby udowodni¢ (5.52) wystarczy teraz pokazac, ze:
t
E / X2ds < oo.
0
Jourdain [33] wykazal, ze fot XPY,dW, jest martyngatem. Scidlej, Jourdain

wykazal, ze dla t > 0 mamy: EfOtXSwads < o0o. W konsekwencji, po
wykorzystaniu izometrii catki stochastycznej, otrzymamy:

t 2
EX? =E(Xp + / XEY.aw,)
’ t t
:E<X§+2XO/ XfYSdWer(/ Xf}fsdws)?)
0 0

t
= X2 +E/ XY2ds < . (5.53)
0
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Skorzystamy teraz z nieréwnosci:

/de<t supX].

s€[0,t]

Poniewaz X; jest martyngalem, X? jest podmartyngalem. W rezultacie z
ostatniego oszacowania oraz nier6wnosci Dooba otrzymujemy:

t 2
IE/ des < ﬂE[ sup XS} < 4tEXt2 < 00.
0

s€[0,t]

Dowod lematu zostal zakonczony.
(]

Twierdzenie 5.23. Przy spelnionych zatozZeniach modelu IV, dla kazdego
B € (0,1) prawdziwa jest réwno$é:

— _ Y2
EX20-9) — x20-9) | (1 _ gy(1 — 25)0_02[60% —1]. (5.54)

2(1-3)

Dowdd. Ze wzoru Ito zastosowanego do procesu X, otrzymujemy:

¢ t
X208 _ x20-8) 4 o1 _ 5)/ X7PdX, + (1= B)(1 - 25)/ Yids
0 0

= X" 201 - p) /t X1BY,dW, + (1 — B)(1 — 26) /t Y2ds.
0 0
(5.55)

Z lematu 5.22 mamy Efot X1=PY,dW, = 0, wiec biorac stronami wartosci
oczekiwane w rownosci (5.55) otrzymujemy:

EX?P = X200 4 (1 - 8)(1 - 28) / t EY2ds
Y02
= X" (1= )1 - 28) 5[ - 1)
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Uwaga 5.24. W modelu IV dla 3 € (0,1) oraz 3 # {3}, dla rézniczkowalnej
funkcji G : R, — R, mozemy zastosowa¢ nastepujace przyblizenie:

(YoX})?
2

E[X,G(X,)] ~ XoG(Xo) + (1 — 5)(1 —20) G'(Xo)[e”™t — 1].

Otrzymana formuta jest ,praktyczng* metodg wyceny kontraktu CMS w ogol-
1

nym modelu SABR. W istocie dla 3 # £ niech Gy(z) = G(2727). Z definicji,

funkcja Gy jest rézniczkowalna. Mamy dalej:

E[X,G(X,)] = E[X,G1 (X} ).

X, jest martyngalem oraz procesem skoncentrowanym wokot Xg czyli th_%
jest procesem skoncentrowanym wokot Xé_m , a tym samym mozemy zasto-
sowa¢ przyblizenie 7z rozwiniecia funkcji G; w szereg Taylora (podobnie jak
w pracy Hagana [24] dotyczacej wyceny kontraktow CMS w modelu lognor-
malnym):

Gi(X, ™) m Gi(X, ™) + G (X, )X, = XL
W rezultacie otrzymamy:

ELX,G1 (X! )] ~ B[X (G (X)) + G (X)X = X,
= XoG1(Xy ™) + Gy (X EXTY — G (7 X

Nastepnie korzystamy z twierdzenia 5.23 oraz z faktu, ze dla kazdego x mamy:
G'(z) = G (272,
W rezultacie otrzymujemy:

(YoX})?

E[XG(X)] & XoG(Xo) + -

G'(Xo) et — 1].
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