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Streszczenie

W rozprawie, przez pryzmat zjawiska konfliktu, badane sa procesy nieskonczone systemow
wspo6tbieznych. Podstawowymi narzedziami sa sieci Petriego oraz slady Mazurkiewicza.

Slady proceséw nieskoriczonych opisywane sa za pomoca skoriczonych zbioréw nie-
skoniczonych rzutéow, ktore sa podklasa klasy zbiorow rzutowych. Wyodrebnienie zbiorow
wewnetrznie bezkonfliktowych, bedacych doktadnie reprezentacjami rzutowymi $ladow,
nastepuje poprzez definicje strukturalna. Podej$cie to wpisuje sie, upraszczajac jedno z
podejsé, w dotychczasowe studia nad nieskonczonymi sladami Mazurkiewicza.

Analiza procesoéw trwalych p/t-sieci prowadzi do pojecia sieci pokojowych, a w dalszej
dyskusji do jego uogoélnien, czyli sieci k-pokojowych i super-pokojowych. Pojecia te unifi-
kuja i uogoélniaja zjawiska konfliktu oraz konfuzji. Przedyskutowane zostaly podstawowe
problemy decyzyjne zwigzane ze zbiorami markingéw osiggalnych w tych nowych typach
sieci, co doprowadzito do zaklasyfikowania sieci k-pokojowych jako uniwersalnych modeli
obliczeni. Przedstawiono tez efektywne narzedzia do dalszych badan nad tymi klasami sieci
oraz zbadano pewne ich istotne podklasy. Nieco trudniejsza okazata sie dyskusja nad sie-
ciami super-pokojowymi. Przedstawione wyniki dotyczace tej klasy sieci nie wyczerpuja
tematu; pozostawiono kilka probleméw otwartych wymagajacych dalszych badan.

*Badania wspierane przez Ministerstwo Nauki i Szkolnictwa Wyzszego, grant N N206 258035



Infinite processes of concurrent systems®
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Abstract

This thesis deals, through the prism of conflict, with infinite processes of concurrent sys-
tems. The basic tools used in the thesis are Petri nets and Mazurkiewicz traces.

We propose to describe the infinite traces of processes by the finite sets of infinite
projections. Such sets are treated as a subclass of general projection sets. Conflict-free
projection sets, which are exactly the projection representations of the traces, are intro-
duced by the structural definition. We show, how this approach fits, simplifying one of
the previous approaches, in the studies on the infinite Mazurkiewicz traces.

Analysis of the persistent processes of p/t-nets leads to the concept of nonviolent nets.
Further discussion gives their generalizations - k-nonviolent nets and super-nonviolent
nets. We show how these concepts unify and generalize the phenomenon of conflict and
confusion. We discuss the decision problems associated with sets of reachable markings in
these new types of nets, which leads to the classification of k-nonviolent nets as a universal
model of computation. We also give effective tools for further studies on nonviolent nets
and study some of their relevant sub-classes. Slightly more difficult was the discussion on
super-nonviolent nets. We present some partial results, posing several open problems.

*The research supported by Ministry of Science and Higher Education of Poland, grant N N206 258035
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Wstep

Systemy reakcyjne, takie jak systemy operacyjne czy programy kontrolujace linie produk-
cyjne, mozna modelowaé jako ciagi nastepujacych po sobie akcji. Jako ze systemy takie
powinny teoretycznie dziala¢ bez przestojow, modele przyjmuja, ze ciagi te sa nieskon-
czone. Z powodoéw czysto praktycznych, takich jak koriczace sie mozliwosci zwiekszania
efektywnosci procesorow dziatajacych sekwencyjnie, jak i zlozonosci rozwazanych syste-
mow innego typu, czesto stosuje sie modele wspotbiezne. Kolejno$é wykonania niektorych
akcji jest w nich nieistotna.

Sieci Petriego [40] oraz slady Mazurkiewicza [34] to dwa popularne modele zwiazane
ze wspotbieznoscia. O ile sieci Petriego daja intuicyjny model systeméw wspotbieznych,
to slady koncentruja sie bardziej na opisie proceséw takich systeméw. Samag nieskoriczo-
no$¢ procesOw mozna rozumie¢ w kontekscie tych modeli wielorako. Moga to by¢ pewne
wlasnosci uniwersalne sieci Petriego, rozszerzenie modelu przez wprowadzenie nieskonczo-
nej liczby zetonoéw do sieci, czy w koricu rozwazanie nieskonczonych obliczen, jakie moga
odbywaé sie w sieciach Petriego i opisywanie ich przy pomocy $ladéw Mazurkiewicza jako
procesOw nieskonczonych.

Rozprawa sktada sie z trzech rozdziatow, opatrzonych wprowadzeniem i podsumowaniem.
W rozdziale pierwszym przedstawione zostaly podstawowe pojecia i fakty wykorzysty-
wane w pracy. Przy istotnych elementach przeprowadzona zostata doktadniejsza dyskusja
(ze szczegblnym uwzglednieniem probleméw decyzyjnych zwiazanych z markingami sieci
Petriego, graféw pokrywalnosci sieci Petriego oraz modeli nieskoriczonych sladéw Ma-
zurkiewicza). Zasadnicza cze$¢ rozprawy stanowia rozdziaty drugi i trzeci. W rozdziale
drugim $lady nieskoiniczone zanurzone zostaly w ogoélniejszej klasie zbioréow rzutowych.
Przedyskutowane zostaty plynace z tego korzysci. Rozdzial trzeci koncentruje sie na po-
jeciu konfliktu w sieciach Petriego oraz zwiazanych z nim wtasnosci sieci i proceséw -
bezkonfliktowosci i trwatosci.

Zbiory rzutowe Za punkt wyjscia dla rozdzialu drugiego przyjeto wektory Parikha,
opisujace w algebraiczny sposob slady obliczenn w najprostszym w analizie typie alfabetow
wspotbieznych - alfabetach catkowicie przemiennych. Pozwala to w naturalny sposéb roz-
szerzy¢ wektory Parikha do reprezentacji rzutowych $ladow, zas te do zbioréw rzutowych.
Takie podejscie do sladéw nieskonczonych, w przeciwienstwie do podejscia przeplotowego,
pozwolilo na redukcje jednego z nieskonczonych wymiaréw. Zamiast nieskoriczonych zbio-
row utozsamionych ze sobg nieskonczonych obliczen, §lady staja sie skoriczonymi zbiorami
nieskoriczonych rzutow.

W Kklasie zbiorow rzutowych wyodrebniono przy pomocy indukcyjnej konstrukeji (jako
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najmniejsza podklasa spehiajaca pewne warunki), podklase zbiorow wewnetrznie bez-
konfliktowych (zwanych tez, za Gastinem, rekonstruowalnymi). Sa one reprezentacjami
rzutowymi sladow. Kilka technicznych lematow doprowadzito do sprecyzowania procedury
rekonstrukeji sladu ze zbioru rzutowego. Zdefiniowany zostal zbiér wszystkich rekonstru-
owalnych prefikséw zbioru rzutowego. Wykorzystano to do réwnowaznego sformutowania
pokazanej wczesniej operacji rekonstrukeji. Dla zbioru rzutowego operacja rekonstrukceji
daje w wyniku §lad, ktoérego reprezentacja rzutowa jest supremum zbioru wszystkich jego
wewnetrznie bezkonfliktowych prefiksow.

Zaproponowana rekonstrukcja pozwolita znacznie uprosci¢ jedno z klasycznych po-
dejs¢ do konkatenacji sladéw nieskoriczonych. Definiujac konkatenacje w szerszej dziedzi-
nie zbioréw rzutowych i stosujac operacje rekonstrukeji, uzyskano operacje réwnowazna
tej zdefiniowanej przez Kwiatkowska [29]:

Procesy bezkonfliktowe Rozdziat trzeci koncentruje si¢ na pojeciu konfliktu. Rozpo-
czyna sie on dyskusja na temat réznych kontekstow w jakich to pojecie pojawia sie w
literaturze. Prowadzi to do rozroznienia dwoch typow konfliktow - statycznych, bedacych
topologiczng wtasnoscia grafow sieci Petriego, oraz dynamicznych, ktore w istotny sposéb
odwoluja sie obliczen wykonalnych w danej sieci i zaleza od jej markingu poczatkowego.
W dalszej czesci pokazane zostato, ze kazdy konflikt dynamiczny zwiazany jest z pewnym
konfliktem statycznym. Nie jest natomiast prawdziwa wlasnosé odwrotna. Przytoczony
jest przyktad, w ktorym realizacja w postaci dynamicznej konfliktu statycznego zalezy od
przyjetego markingu poczatkowego.

Nastepnie zacytowane sa pojecia trwalosci, bezkonfliktowosci i konfuzji. Badania nad
wlasnos$ciami trwalych obliczenn dowolnych sieci doprowadzity do zdefiniowania nowego
typu sieci Petriego - sieci pokojowych. W nowej klasie sieci przedyskutowane zostaty pro-
blemy decyzyjne zwiazane z markingami i udowodniona ich decyzyjna réwnowaznosc.
Wykorzystane tu zostaly wyniki dotyczace p/t-sieci, ktérym poswiecono duzo uwagi i
miejsca w rozdziale pierwszym. Dyskusje uzupetnia dowod nierozstrzygalnosci problemu
Pustosci Stanu w sieciach pokojowych.

Stosujac podobnag do wykorzystanej w tym dowodzie technike, wykazano tez réow-
nowaznos¢, w sensie obliczeniowym, sieci pokojowych z sieciami inhibitorowymi. Dzigki
wynikom Agerwali i Minskiego, pozwolilo to wysnu¢ wniosek o uniwersalnosci modelu
obliczenn dostarczonego przez sieci pokojowe.

Opisana zostala stabsza w sensie mocy obliczeniowej podklasa sieci pokojowych - po-
kojowe sieci wolnego wyboru. Wskazano konstrukcje pozwalajaca symulowaé¢ dziatanie
pokojowych sieci wolnego wyboru przez p/t-sieci (nie jest to mozliwe w przypadku do-
wolnych sieci pokojowych).

W dalszej czesci rozdziatu trzeciego, przez iteracje rozumowania prowadzacego do po-
jecia sieci pokojowych, zdefiniowana zostata nieskonczona hierarchia sieci pokojowych, a
przez rozumowanie graniczne - sieci super-pokojowe.

Pozwolito to opisa¢ w jezyku wykonalnosci obliczenn w kolejnych klasach sieci poko-
jowych zaréwno zjawisko konfliktu jak i konfuzji, unifikujac i rozszerzajac w sposob na-
turalny te dwa pojecia. Sformutowane i udowodnione zostaly dwa techniczne lematy (o
propagacji oraz genezie konfliktéw). Pozwalaja one w efektywny sposob badaé¢ rézne po-
ziomy pokojowosci, a w konsekwencji - przerwania wykonalno$ci na réznych poziomach.
Lematy te daja peten opis konfliktéw uogélnionych i wskazuja ich pochodzenie.
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Podsumowaniem rozdziatu trzeciego i catej rozprawy jest dyskusja na temat mocy ob-
liczeniowej sieci pokojowych. Rozpoczyna ja wskazanie zaleznosci miedzy zbiorami osia-
galnych markingéw oraz jezykami wykonalnych obliczen na réznych poziomach pokojowo-
Sci. Przy ograniczeniu sie do konkretnej sieci statycznej, tworza one ciagi zstepujace. W
przypadku jezykow wykonalnych w tych sieciach obliczeri, moga to by¢ nawet ciagi $cisle
zstepujace.

Nieco trudniejsza okazata si¢ dyskusja dotyczaca sieci super-pokojowych. Jedynymi sie-
ciami, w ktorych kazde obliczenie jest w-trwale, sa klasyczne sieci trwate. Sformutowana
i udowodniona zostata wersja twierdzenie Kellera dla sieci w-pokojowych. Przytoczony
przyktad pokazuje, ze zachowanie niektoérych sieci w-pokojowych symulowaé mozna za
pomoca trwalych p/t-sieci. Pozwolito to wysnué¢ konczace calg rozprawe przypuszczenie,
ze prawdziwa jest

Hipoteza Sieci w-pokojowe sa w sensie mocy obliczeniowej stabsze od maszyn Turinga,
a nawet od p/t-sieci.

Wiele wynikow niniejszej rozprawy opublikowane zostalo w pracach [4, 5, 25, 36, 37| i
przedstawione na lokalnych oraz miedzynarodowych konferencjach.






Rozdzial 1

Modele systemoéw wspolibieznych

1.1 Podstawowe notacje

Teoria jezykow formalnych. Niech ¥ oznacza alfabet (zbiér niepusty) skoriczony,
litery (elementy) alfabetu ¥ oznaczaé¢ bedziemy malymi literami z poczatku alfabetu ta-
cinskiego (np. a,b,c).

Zbior wszystkich stéow nad alfabetem > oznaczamy przez X = ¥* U ¢, gdzie >* i
3 to odpowiednio zbiory stéw skoriczonych i nieskoriczonych. Stowa zapisywaé bedziemy
maltymi literami z konca alfabetu greckiego (np. o,7,v). Stowo puste oznaczane bedzie
przez €. Przez o(,) rozumiemy prefiks dtugosci n slowa o, za$ przez o[n] n-ta litere tego
stowa (litery liczymy poczawszy od jedynki).

Podalfabet generowany przez stowo o to Alph(c) = {a | 3, a = o[n]}. Zamiast
a € Alph(o) uzywaé bedziemy skroconego zapisu a € o. Zbior wszystkich prefiksow
stowa ¢ oznacza¢ bedziemy przez | o, za$ zbior stow, ktorych prefiksem jest o przez To.
Dlugosé stowa o oznaczaé bedziemy przez |o|, dla o € ¥¢ przyjmujemy |o| = w, podobne
oznaczenie uzywane bedzie dla mocy zbioru; |A| = w oznacza, ze moc zbioru A wynosi Xy.
Przez |o|, oznaczaé¢ bedziemy liczbe wystapien litery a w slowie o. Zgodnie z przyjetymi
oznaczeniami, |o(; | to liczba wystapieri i-tej litery stowa o w jego prefiksie dtugosci .

Standardowym, nieprzemiennym dziataniem na stowach jest konkatenacja. Zazwyczaj
bedziemy pomija¢ znak - symbolizujacy to dziatanie. Przyjmiemy tez, ze dla stowa nie-
skoriczonego o i dowolnego stowa 7 mamy o7 = 0.

Definicja 1.1.1 Przez I1,; : ¥ — {a, b}* oznaczac bedziemy funkcje rzutowania stowa
na alfabet {a, b}, czyli funkcje spetniajaca warunki:

[, p(e) = €
I, 4(c) c dlac € {a,b}
1, 4(c) € dlac ¢ {a,b}
o p(co) = Ip(c)llyp(o) dlac € X oraz o € ¥

W szczegdlnosci I, , bedzie rzutem na alfabet jednoliterowy, oznaczanym réwniez I1,,.



Teoria mnogo$ci. Dla zbioru A przez funkcje charakterystyczna jego podzbioru B C A
rozumiana bedzie funkcja Ng : A — N dana wzorem

] 1 gdy a€eB
NB(G)_{O gdy a¢ B

Jesli zbior A jest przeliczalny (o mocy co najwyzej Rg) i dobrze uporzadkowany (zadany
jest na nim dobry porzadek pozwalajacy jednoznacznie okresli¢ bijektywna funkcje O :
N — A, gdzie N C N jest zbiorem |A| poczatkowych elementéw zbioru liczb naturalnych),
to podzbiory zbioru A utozsamiane beda z wektorami nalezacymi do {0, 1}14l. Wielozbiory
(zwane tez multizbiorami) elementéw pochodzacych z A, czyli funkcje F': A — N utozsa-
miane beda z wektorami nalezacymi do v € NI, Formalnie powiemy, ze v(i) = F(O(i))
dlaz € N.

Wektorem charakterystycznym zbioru B C A nazywany bedzie wektor (oznaczany
tak samo jak funkcja charakterystyczna) Xp € {0, 1}"4' utozsamiany z funkcja charakte-
rystyczna zbioru B (jako podzbioru zbioru A).

Relacja na zbiorze X jest relacja czesciowego porzadku, jesli jest zwrotna, przechodnia
i antysymetryczna. Zbior czesciowo uporzgdkowany to para (X,<), gdzie X jest zbiorem,
a < relacja czesciowego porzadku na X.

Podzbior DS zbioru czesciowo uporzadkowanego (X,<) nazywany jest skierowanym,
jesli

DS # 0 AVeyepsFens(z <z Ay < 2).

Przez ograniczenie gorne zbioru A, bedacego podzbiorem zbioru czesciowo uporzadkowa-
nego (X, <) rozumiemy dowolny element zbioru X wiekszy od kazdego elementu ze zbioru
A, bardziej formalnie x € X jest ograniczeniem gérnym zbioru A wtedy i tylko wtedy,
gdy

Vaea a < .

Przez sup(A), gdzie A C X rozumiemy (o ile istnieje) supremum, czyli najmniejsze ogra-
niczenie gorne zbioru A, bardziej formalnie

sup(A) = x < x - ograniczenie gorne zbioru A oraz V,_,graniczenie gorne A £ < Z.

Zbior czesciowo uporzadkowany nazywamy kierunkowo-zupetnym (ang. depo) jesli kazdy
jego podzbioér skierowany posiada kres gorny. Jesli ponadto istnieje element najmniejszy,
to zbior czesciowo uporzadkowany nazywany jest zupetnym (ang. cpo).

Element = € X zbioru czesciowo uporzadkowanego (X,<) nazywamy skoriczonym,
jesli dla dowolnego zbioru skierowanego DS zachodzi:

x < supDS = Jgeps v < d,

czyli jesli element skoniczony jest mniejszy od supremum dowolnego zbioru skierowanego,
to jest tez mniejszy od jednego z elementow tego zbioru. Zbior czesciowo uporzadkowany
kierunkowo-zupelny (X,<) jest zbiorem czesciowo uporzadkowanym algebraicznym, jesli
kazdy element nalezacy do zbioru X jest supremum pewnego zbioru skierowanego zawie-
rajacego tylko elementy skoriczone.

Jesli dodatkowo zbior elementéow skoriczonych w X (nazywany baza zbioru czesciowo
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uporzadkowanego (X,<)) jest przeliczalny, to ten zbiér czesciowo uporzadkowany nazy-
wamy w-algebraicznym.

Niech C bedzie relacjg na 3*°, taka ze
Vorese 0 E T Jdyese 7= 00

Relacja C jest relacja czesciowego porzadku; bedziemy ja nazywaé prefiksowa relacja cze-
sciowego porzadku dla stow. Zbior czesciowo uporzadkowany (3°°,C) jest zbiorem cze-
Sciowo uporzadkowanym zupetlnym, ktorego elementy sa skonczone doktadnie wtedy, gdy
sa stowami skoriczonymi (o skoriczonej dtugosci). W zwiazku z tym jest on w-algebraiczny.

Korzystajac z prefiksowej relacji czeSciowego porzadku wprowadzimy czeSciowa ope-
racje przeciwng do konkatenacji - roznice prefiksowa \r : X x £*° — ¥*°. Roznica
prefiksowa okreslona jest dla par sléw bedacych w prefiksowej relacji czesciowego po-
rzadku, jesli o C 7, wowczas 7 \c o to unikalne stowo v takie, ze ov = 7. Natomiast w
przypadku, gdy 7 C o, to 7 \c 0 = €.

Algebra i teoria graféw. Przez N oznaczany bedzie zbidr liczb naturalnych z zerem.
Przez N¥ oznaczany bedzie zbioér k-wymiarowych wektoréow liczb naturalnych. Zbior N*
z dzialaniem dodawania po wspoétrzednych tworzy monoid. Element neutralny dla tego
dzialania oznaczany bedzie O = (0,0,...,0), za$ wektor zlozony z jedynek — przez
1=(1,1,...,1).

Dodawanie mozna rozszerzyé¢ na dowolne podzbiory X,Y C NF okreélajac X +Y =
{r+y]|z € X Ay € Y}. Ponadto na podzbiorach monoidu N* okreglona bedzie operacja
gwiazdki - X* = U;eny X, przy czym Xo = O, zas X;11 = X; + X. Czesciowy porzadek
<C NF x NF okreglony jest po wspotrzednych (tj. < y wtedy i tylko wtedy, gdy kazda
ze wspOtrzednych wektora x jest niemniejsza od odpowiedniej wspotrzednej wektora y).

Podobnie, przez N rozumiany bedzie zbiér funkceji dziatajacych ze zbioru P do liczb
naturalnych. Dla takich funkcji (o wspolnej dziedzinie) okresli¢ mozna dziatanie dodawa-
nia po wspolrzednych oraz state funkcje zerowa - O i jednostkowa - 1.

Podobnie jak w przypadku wektoréw dziatanie dodawania mozna rozszerzy¢ na zbiory
funkcji X, Y C NP okredlajac X +Y = {z +y|z € X Ay € Y} oraz zdefiniowa¢ operacje
gwiazdki - X* = U;ey X, przy czym Xy = O, zas X;1; = X; + X. Czesciowy porzadek
<C NP x NP okreslony jest po wspotrzednych (tj. x < y wtedy i tylko wtedy, gdy wartosé
dla kazdego z argumentow funkcji x jest niemniejsza od wartosci dla odpowiadajgcego mu
argumentu funkcji y).

Grafem skierowanym nazywaé bedziemy pare (V, E), gdzie V jest dowolnym zbiorem
przeliczalnym, zas E C V x V jest relacja definiujaca tuki w tym grafie. Sciezka w grafie
to skonczony ciag wierzchotkow vy, ..., v,, speliajacy warunek

Vien (Vi,viq1) € E.

Jesli vy = vy, to $ciezke taka nazywamy cyklem.
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1.2 Sieci Petriego

Sieci Petriego sa intuicyjnym narzedziem pozwalajacym modelowaé systemy i procesy
wspotbiezne. Koncepcje tudzaco podobng do sformalizowanej dwie dekady pézniej teorii
sieci Petriego, Carl Adam Petri wykorzystal juz w roku 1939, w wieku 13 lat. Uzyt jej
wtedy do opisu proceséw chemicznych [42]. Oficjalna publikacja [40] pochodzi z roku 1962,
tlumaczenie angielskie [41] z 1966.

Teoria sieci Petriego jest wnikliwie badana od lat szesé¢dziesigtych XX wieku. Wyni-
kiem tych badan byto zdefiniowanie wielu typow sieci i bardzo bogata literatura opisujaca
ich wlasnosci. Mimo to, nie ma zbyt wielu opracowan ogolnych w jezyku polskim, a dwa
najpopularniejsze, bedace ttumaczeniami monografii Reisiga [44| 1 Starkego [47] pocho-
dza z lat osiemdziesigtych XX wieku. W zwiazku z tym poswiecimy do$¢ duzo miejsca na
precyzyjne wprowadzenie wykorzystywanych pojec i zilustrujemy je wymownymi przykta-
dami, proponujac czasem inne niz w przytoczonych monografiach nazewnictwo.

Skoncentrujemy sie gtéwnie na trzech podstawowych typach sieci, w kolejnosci rosna-
cej sily ekspresji beda to sieci elementarne, markowane oraz inhibitorowe. W pé6zniejszych
rozdziatach wprowadzimy tez nowy typ sieci - sieci pokojowe. Nieco blizej przyjrzymy sie
jezykom obliczen, ze szczegdlnym uwzglednieniem obliczent nieskoriczonych, jakie sa wy-
konalne w omawianych typach sieci oraz zbiorom markingéw osiggalnych i pokrywalnych
w tych sieciach, ze szczegdlnym uwzglednieniem rozszerzonych markingéw dopuszczaja-
cych nieskoriczenie wypelione miejsca w sieci. Przedyskutujemy tez problemy decyzyjne
zwigzane z markingami, powolujac sie w wielu miejscach na prace Michaela Hacka [23].

1.2.1 Elementarne sieci Petriego

Definicja 1.2.1 Elementarng siecig Petriego nazywamy czworke S = (P, T, F, My), gdzie
P i T sa dowolnymi, roztacznymi zbiorami skoniczonymi, F' C PxT U T x P jest relacjq
przeptywu zas My : P — {0, 1} funkcja okreslajaca stan (marking) poczatkowy. Elementy
zbioru P nazywaé¢ bedziemy miejscami, za$ elementy zbioru T' - akcjami. Przyjmowaé
bedziemy, ze zbiér P jest uporzadkowany w sposob liniowy. Markingam: nazywane beda
funkcje M : P — {0,1}, lub (stosowane gtéwnie do zadania konkretnej wartosci) row-
nowazne im wektory M € {0, 1}/P ktorych kolejne wspétrzedne odpowiadaja kolejnym
miejscom (jesli definicja sieci nie wskazuje inaczej, dla miejsc przyjmujemy porzadek lek-
sykograficzny ich nazw).

Relacja umozliwienia U C {0,1}F x T, zdeterminowana przez relacje przeplywu i okresla-
jaca ktore akcje w danym markingu maja wystarczajaca liczbe zasobow aby sie wykonaé,
zdefiniowana jest nastepujaco:

MUa < Vpep((pFa= M(p) =1) A (aFp= M(p) =0)).
Relacja wykonalnosci W C U, okreslajaca ktore akcje moga zosta¢ wykonane w danym
markingu, jest w przypadku sieci elementarnych réwna relacji umozliwienia.

Krokiem nazywamy trojke (M,a, M') € {0,1}F x T x {0,1}F taka, ze MW a oraz

M'(p) = 1—-M(p) gdyaFpVpFa
M(p) w pozostatych przypadkach
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Zapis Ma oznaczaé¢ bedzie marking M’ uzyskany z markingu M po wykonaniu akcji a.
Wykonalny cigg krokéw w sieci elementarnej to ciag krokow (skoriczony lub nie)

u = ((Ml,al, M{), (MQ, GQ,Mé), ceey

przy czym dla kazdego i € {1,2,...} mamy M/ = M, ;. Ciag krokéw u zapisywany be-
dzie w skrécie nastepujaco u = Miaqas .. ., zas ciag akcji w = ajas ... nazywany bedzie
obliczeniem. Zapis M’ = Mw oznaczaé¢ bedzie, ze MwM’ jest skoriczonym i wykonalnym
ciagiem krokow, zas M Ww - ze w markingu M mozna wykona¢ ciag akeji w (czyli Mw jest
wykonalnym ciagiem krokow). Jezyk wszystkich stow u bedacych obliczeniami wykonal-
nymi w markingu poczatkowym M, sieci S to jezyk definiowany przez sie¢ S (oznaczany
L(S9)).

Zbior wszystkich markingéw osiagalnych w sieci S z danego markingu M to

(M >={M" € {0,1}/"!| 3,er- MwM' jest wykonalnym w sieci S ciggiem krokéw}.

Sieci statyczne. Pierwsze trzy elementy sieci elementarnej S, czyli zbiory miejsc i akcji
oraz relacja przeplywu, sa statycznymi elementami sieci. Ze wzgledu na nieco odmienng
nature, pozbawiong elementoéw dynamicznych (przeptywu zetonéw), wyrdznia sie je czesto
[44, 47| jako osobny obiekt - sieé statyczng N = (P, T, F) (zwana tez czasem grafem sieci
Petriego [39]).

Dla kazdej akcji a, z tak zdefiniowanej sieci statycznej, oznaczamy:

‘e ={p € P|(p,a) € F} - zbior wejsé¢ do akcji a
a®* = {p € P|(a,p) € F'} - zbior wyjsé¢ z akcji a.

Symboli ‘a oraz a® uzywac¢ bedziemy réwniez w stosunku do odpowiadajacym tym zbio-
rom ich funkcji charakterystycznych oraz, podobnie jak w przypadku markingow, |P|-
elementowych wektorow o wartosciach ze zbioru {0, 1}.

Graficznie sieci statyczne prezentowane sa przez grafy skierowane G = (P UT, F).
Zbioér wierzchotkéw ztozony jest z dwoch typow obiektéw: oznaczanych owalami miejsc
oraz przedstawianych przy pomocy prostokatow akcji. Zbiér skierowanych krawedzi ko-
duje relacje przeptywu F'. Zgodnie z definicja relacji przeptywu (Definicja 1.2.1), krawedzie
musza taczy¢ obiekty dwoch réznych typow, czyli graf sieci jest grafem dwudzielnym.

Wprowadzone oznaczenie pozwala sformutowaé bardziej intuicyjnie relacje umozliwie-
nia oraz krok sieci elementarnej. Akcja a € T' w sieci S jest umozliwiona w markingu M
(czyli zachodzi MU a) wtedy i tylko wtedy, gdy:

Vpeoa M(p) = 1 AVpeae M(p) =0,

czyli wszystkie wejécia do akcji a sa pelne, zas wszystkie wyjscia z akcji a sa puste. W kaz-
dym z kolejnych krokéw wykonywana jest jedna z wykonalnych akeji; wyboér akeji odbywa
sie w sposob niedeterministyczny. Wykonanie polega na zmianie markingu poprzez dekre-
mentacje wszystkich wej$é do wykonanej akcji oraz inkrementacje wszystkich wyjsé z tej
akcji. Formalnie, warto$é¢ wynikowego markingu mozna zapisa¢ rowniez M’ = M — *a+a°®,
gdzie zbiory wejs¢ oraz wyjs¢ z akcji a rozumiane sa jako funkcje charakterystyczne tych
zbiorow, zas odejmowanie i dodawanie odbywa sie po wspotrzednych.
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Marking poczatkowy (i markingi uzyskane w czasie dzialania sieci) reprezentowane
bedg graficznie przez umieszczane wewnatrz miejsc czarne, wypelnione owale, zwane ze-
tonami lub tokenami. W sieciach elementarnych w kazdym miejscu moze znajdowaé sie
co najwyzej jeden zeton. Obecno$¢ zetonu rownowazna jest wartosci 1 na wspolrzednej
odpowiadajacej temu miejscu i miejsce takie nazywamy zamarkowanym. W przypadku
braku zetonu - marking w danym miejscu wynosi zero.

Uwaga 1.2.2 Definicja sieci elementarnych dopuszcza, aby miejsce p byto zardwno wej-
Sciem do jak i wyjSciem z akcji a. Sytuacje takq nazywamy petelkq (lub ciasng petly [44])
1w przypadku sieci elementarnych, jej wystapienie implikuje permanentne uniemozliwie-
nie akcyi a. Kiedy miejsce p bedzie zamarkowane, to jako wyjscie z akcji a bedzie ono
untemozliwiato wykonanie tej akcji. W przeciwnym wypadku, kiedy miejsce p nie bedzie
zamarkowane, akcja a bedzie uniemozliwiona ze wzgledu na brak zZetonu w jednym ze swo-
ich wejsé. Naturalne jest wiec rozwazanie sieci, w ktorych nie wystepujq petelki, zwanych
sieciami bezpetelkowymi (w literaturze mozna je spotkaé pod nazwq sieci czystych [13]).

Rysunek 1.1: Po lewej, sie¢ elementarna S z markingiem poczatkowym (1,0,0,0). Po prawej, sie¢ elementarna S’ powstala
z sieci S przez usuniecie niewykorzystywanych akcji i miejsc

Przyklad 1.2.3 Na Rysunku 1.1 zaprezentowano dwie sieci elementarne. Po lewej stro-
nie znajduje sie sie¢ S, sktadajaca sie z czterech miejsc (p1, p2, ps 1 p4) oraz z pieciu akeji
(a, b, ¢, d i e). W markingu poczatkowym My, zeton znajduje sie jedynie w miejscu py,
markingowi takiemu odpowiada wektor (1,0,0,0). Na mocy Uwagi 1.2.2, akcja e z pewno-
Scig nie bedzie nigdy umozliwiona - jest ona polaczona petelka z miejscem ps. Ponadto,
przy biezacym markingu poczatkowym, réwniez akcje b i d nie beda mogty sie nigdy wyko-
na¢ - po wykonaniu jedynej umozliwionej akcji a, otrzymamy marking (0,1,1,0). Wowczas
jedyna umozliwiong akcja jest ¢, po wykonaniu ktorej, powracamy do markingu poczat-
kowego Mj,. Wynika stad, ze zaréwno akcja b, jak i d nie beda nigdy umozliwione, czyli ich
obecnos$é nie wnosi niczego do dziatania sieci. Poza tym, stan miejsca p, nigdy nie ulega
zmianie, a co za tym idzie, to miejsce rowniez mozna usunac¢. Po usunieciu zbednych akcji
i miejsc otrzymujemy identycznie zachowujaca sie (definiujaca identyczne jezyki obliczen
wykonalnych) sie¢ elementarng S’, przedstawiona po prawej stronie. Warto zauwazy¢, ze
sytuacja ulegtaby diametralnej zmianie, gdyby marking poczatkowy M, wynosit (0,1,0,0).
Wowczas akcje b oraz d wykonywalyby sie periodycznie, zmieniajac przy tym stan miejsc
P2, P3 1 ps, natomiast bezuzyteczne bytyby akcje a i ¢ oraz miejsce p;.
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Jak wida¢ w Przykladzie 1.2.3, trwale uniemozliwienie akcji moze wynikaé ze struktury
sieci (wlacznie z markingiem poczatkowym) w sposéb bardziej skomplikowany niz przed-
stawiono w Uwadze 1.2.2. Akcje takie uzna¢ mozna za bezuzyteczne i usunaé z sieci bez
zadnej straty. Podobnie, w sieci elementarnej moga istnie¢ miejsca, ktorych marking nie
bedzie sie zmienial w zadnym mozliwym do wykonania obliczeniu danej sieci. Takie miej-
sca rOwniez mozna usuna¢. Warto w tym miejscu zauwazy¢, ze usuwanie zbednych miejsc
powinno nastapi¢ po usunieciu zbednych akcji. W przeciwnym przypadku pewne stale
uniemozliwione akcje moglyby staé¢ sie umozliwione z powodu usuniecia zawsze pustego
wejscia.

W sposob naturalny nasuwa sie pytanie: Czy potrafimy w sposob automatyczny wytapaé
wszystkie takie sytuacje na podstawie struktury sieci? Jest to pytanie o wykonalno$é akcji
oraz pusto$é¢ lub niepustos¢ miejsca. Przyktad 1.2.3 pokazuje, ze sama sie¢ statyczna nie
daje wystarczajacych informacji. Podobne pytania pojawia sie w przypadku innych typow
sieci Petriego. Pytania te, jak réwniez kilka innych zwiazanych z markingiem probleméw
decyzyjnych, zostana sformutowane formalnie i niezaleznie od typu sieci w Sekcji 1.2.4.
Przedyskutowane tez beda zagadnienia zwigzane z rozstrzygalnoscia tych problemow.

Uwaga 1.2.4 Chociaz niektore z wyzej opisanych problemow, $cisle zwigzane z dynamikg
siect, mogq byc nierozstrzygalne w niektorych klasach sieci, to czesS¢ sytuacyi patologicz-
nych mozna wykryé na podstawie budowy sieci statycznej. Od tej chwili przyjete zostanie
zatozenie, ze w zZadnej z rozpatrywanych sieci Petriego nie wystepujq miejsca ani akcje
izolowane (w sensie izolowanych wierzchotkéw w teorii graféw). Ponadto, termin sieci
elementarne stosowany bedzie wytgcznie do bezpetelkowych sieci elementarnych.

1.2.2 Sieci markowane (p/t-sieci)

Definicja 1.2.5 Markowang siecig Petriego (p/t-siecig) nazywaé bedziemy czworke S =
(P, T,W,M,), gdzie P i T sa, podobnie jak w przypadku sieci elementarnych, dowol-
nymi, roztgcznymi zbiorami skoniczonymi, W : P x TUT x P — N jest funkcjg wagowaq,
odpowiadajaca relacji przeptywu w sieciach elementarnych, zas M, : P — N funkcja okre-
slajaca marking poczatkowy. Podobnie jak w przypadku sieci elementarnych, markingams
nazywaé¢ bedziemy nie tylko funkcje M : P — N, ale réwniez rownowazne im wektory
M € NPl przy czym miejsca porzadkujemy zgodnie z porzadkiem leksykograficznym
(chyba, ze definicja sieci precyzuje inaczej).

Symbolem W oznaczane beda tez funkcje W : 28 x TUT x 2P — NP, okreslone dla
p € X jako W(X,a)(p) = W(p,a) i W(a, X)(p) = W(a,p).

Relacja umozliwienia w p/t-sieci 4 € NP x T zdefiniowana jest nastepujaco:

MUa < W(Pa) < M.

Relacja wykonalnosci W C U, podobnie jak w przypadku sieci elementarnych, jest rowna
relacji umozliwienia.

Krokiem nazywamy trojke (M, a, M') € NP x T x N taka, ze MW a oraz M' = Ma =
M — W (P,a) + W{(a, P). Obliczenie oraz jezyk definiowany przez sie¢ S rozumiane sa
identycznie jak w przypadku sieci elementarnych.

Zbior wszystkich markingéw osiagalnych w sieci S z danego markingu M to

M >={M'": P — N|3yer- MwM' jest wykonalnym w sieci S ciggiem krokéw}.
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Siec¢ statyczna. W sieci statycznej N = (P, T, W) wchodzacej w sktad p/t-sieci, miejsce
relacji przeptywu zajmuje funkcja wagowa. Jest ona jednak w sposéb bezposredni zwia-
zana z wystepujaca w przypadku sieci elementarnych relacja. Para (z,y) nalezy do relacji
przeptywu F' doktadnie wtedy, gdy W (z,y) > 0, natomiast w sytuacji, gdy W(z,y) =0
para (z,y) nie nalezy do F. Znajduje to odzwierciedlenie w reprezentacji graficznej p/t-
sieci - podobnie jak w przypadku relacji przeptywu, niezerowe wartosci funkcji wagowej
reprezentowane sg przez krawedzie skierowane, etykietowane tym razem waga polaczenia
(brak etykiety wagowej przy tuku (z,y) oznacza, ze W(x,y) = 1).

Wiele pozycji (np. [13, 44, 47]) definiuje p/t-sieci jako piatki uporzadkowane, dodajac
jawnie relacje przepltywu i uzywajac jej jako dziedziny dodatnio okreslonej funkcji wa-
gowej. Zastosowanie zaproponowanej w [23| definicji pomijajacej jawna relacje przejscia
pozwala uprosci¢ pewne notacje, tam gdzie to wygodniejsze odwolujac sie jednak do zdefi-
niowanej na podstawie funkcji wagowej W relacji przejscia F'. Ponadto, niektérzy autorzy
([13]) odrézniaja p/t-sie¢ (rozumiang jako sie¢ statyczna) od p/t-systemu (nazywanego
tu p/t-siecig). Czasem moga by¢ dodane ograniczenia na maksymalng pojemnos$é miejsc.
Mozna jednak pokazac¢ (|13]), ze takie ograniczenia nie wnosza niczego do sity ekspresji
p/t-sieci, w zwiazku z czym, w dalszych rozwazaniach przyjeto, ze pojemnosé wszystkich
miejsc jest nieograniczona.

Ponadto, odwolujac sie do posredniej definicji relacji przejscia F' w p/t-sieciach, ozna-
czymy zdefiniowane dla sieci elementarnych zbiory wej$é do danej akcji oraz wyjsé z tej
akcji:

‘a ={pe P|W(p,a) > 0} - zbior wejsé¢ do akcji a
a®* = {p € P|W(a,p) > 0} - zbior wyjsé z akcji a.

Uwaga 1.2.6 W przeciwienstwie do sieci elementarnych, w p/t-sieciach nie interesuje
nas zawarto$¢ miejsc bedgcych wyjsciami z akcji a. Zatozenie o nieograniczono$ci miejsc
pozwala umiesci¢ w nich dowolnie duzo zZetonow. Istotne natomiast sq natomiast wagi
potgczen (binarne w sieciach elementarnych,).

Sieci bezpetelkowe. W przeciwienstwie do sieci elementarnych, wystepowanie pete-
lek w p/t-sieciach nie powoduje negatywnych skutkow. Polaczenie akcji z miejscem przy
pomocy petelki nie uniemozliwia wykonania tej akcji. Mozna jednakze rozpatrywac takie
p/t-sieci, w ktorych nie wystepuja petelki, zwane sieciami bezpetelkowymi (lub czystymsi).

Definicja 1.2.7 P/t-sic¢ S = (P, T, W, Mp) nazywamy siccia bezpetelkowa wtedy i tylko
wtedy, gdy
v(I,y)EPxTUTxP W(l’, y) >0= W(y7a;) =0.

Oznacza to, ze zadne miejsce nie moze jednocze$nie naleze¢ do wejsé oraz wyjs¢ z tej
samej akcji.

Bezpetelkowe p/t-sieci maja taka sama site wyrazu, jak p/t-sieci zawierajace petelki.
Rozumiane jest przez to, ze dla kazdej p/t-sieci S mozna skonstruowaé¢ bezpetelkowa
p/t-sie¢ S’ tak, aby istniala odpowiednia zalezno$¢ miedzy markingami osiagalnymi w
tych sieciach oraz wykonalnymi w nich obliczeniami (patrz Lemat 1.2.10). W jednej z
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mozliwych konstrukeji wykorzystuje sie miejsce sterujace siecia (zwane przez Hacka run
[23]). Takie dodatkowe miejsce, polaczone ze wszystkimi akcjami pierwotnej sieci, jest
bardzo wygodnym i czesto stosowanym narzedziem.

Konstrukcja 1.2.8 Niech S = (P, T, W, My) oznacza p/t-sie¢. Konstrukeje sieci S' =
(P, T", W' M) rozpoczniemy od skopiowania z sieci S zbioréw miejsc i akcji oraz mar-
kingu poczatkowego. Nastepnie, dla kazdej akcji a, dodamy do sieci S’ jej kopie a’ oraz
dodatkowe, puste w markingu poczatkowym, miejsce p,. Miejsce p, jest wyjsciem z akcji
a oraz wejsciem do akcji a’. Dalej, rozdzielona pomiedzy akcje oryginalna i primowana,
zostaje rola akcji w sieci S - wszystkie wyjscia z akcji a zostaja przekazane akcji a'.
Formalnie oznacza to, ze

Voer W' (p,a) = W(p,a) N\W'(p,a’) = W'(a,p) =0AW'(d,p) = W(a,p).

Rysunek 1.2: Idea konstrukcji czystej p/t-sieci S’, na podstawie p/t-sieci S

Ponadto, dodajemy wspomniane wyzej globalne miejsce run, taczac je ze wszystkimi ak-
cjami w sieci S’ tak, aby byto wejsciem do akcji oryginalnych i wyjsciem z akcji primowa-
nych. W markingu poczatkowym M, w miejscu run ustawiamy warto$¢ jeden. Formalnie
oznacza to, ze

Vaep W' (run,a) =1 A W'(a,run) = 0,

Vaepnp W (run,a') = 0AW'(d, run) = 1

oraz
M/ (run) = 1.

Na tak zadanym zbiorze miejsc P’ zadajemy porzadek ustawiajac w kolejnosci leksykogra-
ficznej najpierw miejsca ze zbioru P, a nastepnie nowe miejsca poczawszy od primowanych
a skoniczywszy na miejscu run, ktore jest tym samym elementem maksymalnym. W po-
dobny sposob definiowa¢ bedziemy porzadek dla nowego, rozszerzanego zbioru miejsc w
pozostatych konstrukcjach tego typu.

Warto zauwazy¢, ze kazdemu wykonaniu akcji a w sieci S odpowiada wykonanie se-
kwencji akcji aa’ w sieci S, a poza pierwotna siecig S krazy caly czas dokladnie jeden
zeton, poczatkowo znajdujacy sie w miejscu run.
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Uwaga 1.2.9 W opisywanym przypadku p/t-sieci, powyzsza konstrukcja bytaby poprawna
rowniez bez dodatkowego miejsca run. Dzieki jego dodaniu staje sie ona bardziej przejrzy-
sta i uniwersalna (latwiej jest przeniesé jg na inne typy sieci, miedzy innymi na sieci
inhibitorowe).

Dla markingu M w sieci S okreslimy odpowiadajacy mu marking 10M w sieci S’ naste-
pujaco:
M(p) dlapeP
I0M(p) =41 dla p = run
0 w pozostatych miejscach dodanych.

Oznacza to miedzy innymi, ze markingowi poczatkowemu M, w sieci S odpowiada mar-
king poczatkowy 10M, = M w sieci S’. Ponadto

Lemat 1.2.10 Marking M jest osiggalny w sieci S wtedy i tylko wtedy, gdy marking 10M
jest osiggalny w sieci S’.

Dowé6d. Przeanalizujmy na poczatek znaczenie miejsca run dla dynamiki sieci. Za-
uwazmy, ze poza oryginalna siecig S krazy caly czas dokladnie jeden zeton (znajdujacy
sie w stanie poczatkowym w miejscu run), zas akcja a jest umozliwiona w markingu M
sieci S doktadnie wtedy, gdy jest umozliwiona w markingu 10M w sieci S’. Ponadto, w
markingach postaci 10/ umozliwione moga by¢ tylko akcje ze zbioru T' (miejsce run jest
pelne, jako jedyne z nowych miejsc), podczas gdy w pozostatych osiagalnych markingach
sieci S’ z pewnoscig nie sg one umozliwione (brakuje wtedy zetonu w miejscu run). Procz
tego, jedyna akcja umozliwiong po wykonaniu akcji a jest a’ oraz wykonalno$¢ kroku
(M, a, M") w sieci S oznacza, ze 10Maa’10M’ jest ciagiem krokow w sieci S’.

(=):  Wezmy teraz marking M osiggalny w sieci S i przeprowadzmy proste rozumowa-
nie indukcyjne ze wzgledu na dtugos¢ minimalnego obliczenia prowadzacego do danego
markingu. Jesli marking M jest osiagalny przez obliczenie o dlugosci zero, czyli €, to jest
to marking poczatkowy M,. Marking 100, jest osiagalny w sieci S” w sposob trywialny,
jako marking poczatkowy w tej sieci. Zal6zmy teraz, ze marking M jest osiagalny w sieci
S przez pewne obliczenie v = ua dtugosci n, zas dla kazdego markingu M’ osiggalnego w
sieci S przez krotsze niz n obliczenia marking 10M’ jest osiggalny w sieci S’. Rozwazmy
marking M’ = Myu, osiagalny w sieci S przez obliczenie dtugosci n — 1. Na mocy zalo-
zenia indukcyjnego, odpowiadajacy mu marking 10M’ jest osiagalny w sieci S’. Na mocy
poczynionych uwag jest w nim umozliwiona akcja a, po wykonaniu ktorej umozliwiona
jest jedynie akcja a’, oraz 10M’aa’10M jest ciggiem krokow w sieci S’

(«<):  Z drugiej strony, niech 10M bedzie markingiem osiagalnym w sieci S’. Podobnie
jak poprzednio, przeprowadzmy proste rozumowanie indukcyjne ze wzgledu na dlugosé
minimalnego obliczenia prowadzacego do danego markingu. Jesli marking M jest osia-
galny przez obliczenie o dtugosci zero, to jest to marking poczatkowy 10M,, a marking
My jest w sposob trywialny osiggalny w sieci S. Na mocy ostatniej z uwag wstepnych, w
sieci S’ na zmiane wykonywane sa akcje ze zbioru T oraz z jego dopelnienia do zbioru T".
W zwiazku z tym, jesli marking 10M jest osiagalny w sieci S przez obliczenie dtuzsze niz
€, to ma ono posta¢ uaa’, zas marking osiggniety przez obliczenie u jest postaci 10M’. Na
mocy zalozenia indukcyjnego, marking M’ jest osiagalny w sieci S. Ponadto (M’,a, M)
jest krokiem w sieci S, co konczy dowdd. O
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Sieci zwykle (bez wag). Kolejna cecha odrozniajaca p/t-sieci od sieci elementarnych
jest wystepowanie funkcji wagowej. Takze w tym aspekcie, mozna wyodrebni¢ podklase
sieci upodabniajacych sie do sieci elementarnych, w ktorych funkcja wagowa przyjmuje
tylko dwie wartosci - 0 oraz 1. Takie p/t-sieci nazywamy sieciami zwyktymi.

Definicja 1.2.11 P/t-sie¢ S = (P, T, W, M) nazywamy siecig zwykla wtedy i tylko
wtedy, gdy
v(ac,y)EP><TUT><P W(x,y) < 1.

Podklasa sieci zwyklych ma takze taka sama sitle wyrazu jak cala klasa p/t-sieci. Ana-
logicznie do przypadku podklasy sieci bezpetelkowych, dla dowolnej p/t-sieci S mozna
skonstruowac sie¢ zwyklg S’ tak, aby istniala odpowiednia zalezno$¢ miedzy markingami
osiggalnymi w tych sieciach. Precyzyjnie istnie¢ bedzie funkcja f : P — 2" definiujaca
podzial zbioru S’ w taki sposob, ze marking M jest osiagalny w sieci S dokladnie wtedy,
gdy istnieje osiagalny w sieci S marking M’ taki ze M(p) = Xycr) M'(q) (patrz Lemat
1.2.13).

Wynikiem dzialania ponizszej konstrukeji [47] bedzie nie tylko sie¢ zwykta, ale row-
niez bezpetelkowa. Nie daje sie ona w tak szerokim zakresie rozszerzy¢ na inne klasy sieci
(miedzy innymi dla sieci inhibitorowych potrzebne bedzie zlozenie obu prezentowanych
konstrukeji).

Konstrukcja 1.2.12 Niech S = (P, T, W, My) oznacza p/t-sie¢. Skonstruujemy na jej
podstawie p/t-sie¢ S" = (P, T", W' M), w ktorej akcje pozostana niezmienione, nato-
miast dla kazdego miejsca p € P utworzymy zbiér miejsc {pi, ps,...,pr}, potaczonych
nowymi akcjami ¢}, 5 ... ¢ (tworzac tym samym cykl w grafie sieci). Rozmiar takiego
zbioru jest zalezny od funkcji wagowej W i moze by¢ rozny dla réznych miejsc.

W celu ustalenia jego wielkosci, zdefiniujemy nowa funkcje R : P — N, okredla-
jaca rzad kazdego z miejsc. Funkcja ta przyporzadkowuje kazdemu z miejsc maksymalng
sume wag, z jakimi dane miejsce polgczone jest z ktoras z akcji; formalnie R(p) =
maz{W(a,p) + W(p,a) | a € T}. Waznym, szczegdlnym przypadkiem, sa miejsca rzedu
jeden. Tworzymy dla nich zbior sktadajacy sie wylacznie z miejsca p; - dodanie akcji ¢§ nie
wnosi nic do dzialania takiej sieci (wejsciem do tej akeji i wyjsciem z niej byloby miejsce
p1) 1 wprowadza zbedna petelke.

Ostatecznie sie¢ S" = (P, T', W', M{) definiujemy nastepujaco:

° P,:UpGP{pk’k:177R<p>}7

o I"=TU UpGP,R(p)>1{t€ li=1,...,R(p)};
F'= Upaer  {pia)|i=1,...,W(p,a)}
U U(a,p)eF {(CL pZ) ( CI,) + 17 C W(p> CL) + W(avp)}
d U UpEP,R(p)>1 ({(pz> z) ‘ i=1,.. R(p)} )

O pi +1) |i=1,....R(p) — 1}
U(t(p), 1))

, 1 dla (z,y) € F'
'W(‘W):{o dla (z,y) ¢ F'
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Rysunek 1.3: Idea konstrukcji zwyklej i bezpetelkowej p/t-sieci S’, na podstawie p/t-sieci S. Miejsce p zastapione jest przez
zbior ztozony z trzech miejsc - pl, p2 oraz p3 oraz akcji t’f, t:g i tg symbolizowanych przez czarne prostokaty. Przerywane
strzalki symbolizuja relacje przepltywu w sieci S (wraz z wagami w indeksie), za$ ciagle - relacje przeptywu w sieci S’

Zdefiniujemy teraz relacje = na zbiorze N, zawierajacym wszystkie osiagalne w sieci S’
markingi. Wezmy dwa markingi M;, M, € N'. Powiemy, ze

My = My wtw Ypep Eic1,.. rp)M1(Di) = Ziz1,.. rip) M2 (i)

czyli markingi te maja takie same liczby zetonéow w kazdym z nowo powstatych cykli.
Latwo sprawdzi¢, ze tak zdefiniowana relacja = jest relacja réwnowaznosci. Zbior ilorazowy
powstaly z podzielenia zbioru N*' przez relacje = jest natomiast izomorficzny ze zbiorem
N”. Ponadto, dla markingu M osiggalnego w p/t-sieci S okredlimy odpowiadajacy mu
marking 10M w bezpetelkowej i zwyktej sieci S’

| M(p) dlai=1
mM@”_{o dla i # 1.

Tak wiec M{ = 10M,.

Ponizszy lemat okresla zaleznosci miedzy markingami osiggalnymi w pierwotnej sieci S
oraz powstaltej w wyniku konstrukeji sieci S’

Lemat 1.2.13 Niech S = (P, T,W, My) bedzie p/t-sieciq, S" = (P, T', W', M) bezpetel-
kowq i zwyktq p/t-siecig powstatq z sieci S w wyniku Konstrukcji 1.2.12, za§ =C NP x N
relacjg rownowaznos$ci markingow opisang w tej konstrukcji. Wowczas osiggalnosé mar-
kingu w sieci S’ jest niezmiennikiem relacji =, czyli

(M] = M) = (Mj € [M} >& M, € [M] >).

Ponadto, marking M jest osiggalny w siect S doktadnie wtedy, gdy marking 10M jest
osiggalny w sieci S’.
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Dowé6d. Na poczatek zauwazmy, ze dzieki akcjom ¢ w sieci S’ zetony moga w swobodny
sposOb przeptywaé w obrebie powstalych w konstrukeji cykli. Oznacza to, ze dla markingu
M i rownowaznego mu markingu M) istnieje ciag akcji ti, ...t taki, ze Mity ...t M}
jest wykonalnym ciagiem krokéw, co uzasadnia pierwsza czesé tezy.

WeZmy teraz marking M : P — N i akcje a € T umozliwiong w tym markingu.
Uzasadnimy, ze wéréd markingéw réwnowaznych markingowi 10M istnieje taki, w ktorym
akcja a jest umozliwiona. W tym celu rozwazmy marking M’ zadany w nastepujacy sposob:

M(p)—W(p,t)+1 dlai=1
M'(p)=1 1 dlal < i< Wi(p,t)
0 dlai > W(p,t).

Poniewaz akcja a jest umozliwiona markingu M to M(p) — W(p,t) +1 > 0. W sposob
oczywisty M’ = 10M. Ponadto, zgodnie z definicjg relacji F', akcja a jest umozliwiona w
markingu M.

Z drugiej strony, zalézmy ze akcja a € T jest umozliwiona w markingu M’ : P — N.
Wowczas jest ona tez umozliwiona w markingu M), w ktérym w kazdym niepustym miej-
scu markingu M’ znajduje sie doktadnie jeden zeton. W markingu M,, odpowiadajacym
10M,, = M/, zgodnie z okresleniem relacji F', w kazdym miejscu znajduje si¢ przynajmniej
W(p,a) zetonéow. W zwiazku z tym akcja a jest umozliwiona w markingu M,,, a zatem
rowniez w wiekszym markingu M odpowiadajacym 10M = M’.

Pokazalismy, ze kazda akcja a € T jest umozliwiona w markingu M : P — N doktad-
nie wtedy, gdy jest ona umozliwiona w przynajmniej jednym z markingéw réwnowaznych
odpowiadajacemu mu markingowi 100 . Poniewaz M{ = 10M,, proste rozumowanie in-
dukcyjne daje druga czesé tezy. O

Uwaga 1.2.14 Powyzszy lemat ustala rownowaznos$é w sensie osiggalnych markingow
miedzy p/t-sieciq S a powstatq w wyniku Konstrukcji 1.2.12 jej zwyktq i bezpetelkowq od-
powiedniczkg. Warto jednak zwrocié vwage na dwie ptaszczyzny, w ktorych odbywajg sie
obliczenia w sieci S’. Z jednej strony wykonywane sq w niej akcje przekopiowane bezpo-
Srednio z siect S, ktore mozna okresli¢ jako akcje istotne z punktu widzenia zachowania
systemu. Z drugiej strony, wykonywane sq réwniez dodatkowe akcje tf, umozliwiajgce swo-
bodny przeptyw zetonow wewnatrz cykli, ale nie zmieniajgce w istotny sposob stanu sieci.
Wystepowanie tego drugiego typu akcji moze zdominowaé obliczenia w sieci, a ta, po trans-
formacyi, moze stracié¢ pozytywne z punktu widzenia etyki obliczen wlasnosci.

1.2.3 Rozszerzenia p/t-sieci

Sieci inhibitorowe.

Definicja 1.2.15 Siecia inhibitorowsa |3, 23] nazywamy piatke S = (P, T, W, I, M), gdzie
(P, T,W, My) jest p/t-siecia, natomiast I C P x T relacja inhibicji. Relacja umozliwienia
2 C NP x T okreslona jest nastepujaco:

MdUa < [vpe'a W(p7 CL) < M(p) A vpe"a M(p) = 0:

gdzie
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°a = {p € P|(p,a) € I} - zbior inhibitorow dla akcji a.

Podobnie jak w przypadku sieci elementarnych i p/t-sieci, relacja wykonalnosci W jest
rowna relacji umozliwienia. Krok, obliczenie i zbiér wszystkich markingéw osiagalnych
definiujemy i oznaczamy tak jak w przypadku p/t-sieci.

W grafie reprezentujacym sie¢, relacja inhibicji znajduje odzwierciedlenie jako nowy typ
potaczenia weztow. W przeciwienstwie do zwyklych grotow konczacych krawedzie ozna-
czajace relacje przepltywu, krawedzie inhibitorowe zakoriczone sa pustymi okregami (w tej
pracy rombami).

Podobnie jak w przypadku p/t-sieci, na podstawie funkcji wagowej W zdefiniowaé
mozna relacje przeptywu F (dodawana czasem jawnie w definicji sieci inhibitorowej).
Analogicznie wyglada réwniez kwestia pojemnosci miejsc (przyjmowaé bedziemy, ze jest
ona nieograniczona) oraz zbioréw wejsé¢ do akcji i wyjs¢ z niej.

Roznica w dziataniu, w stosunku do klasycznych p/t-sieci, jest widoczna w defini-
¢ji umozliwienia, a co za tym idzie rowniez wykonalnosci akcji. Aby akcja byla mozliwa
do wykonania, potrzebna jest nie tylko wystarczajaca liczba zetonéw w miejscach wej-
Sciowych, ale réwniez pustos¢ wszystkich miejsc inhibitorowych dla tej akcji. Nieistotna
pozostaje liczba zetonéw w wyjsciach.

Uwaga 1.2.16 Podobnie jak w przypadku sieci elementarnych, umozliwienie akcji w sie-
ciach inhibitorowych moze wymagaé pustosci niektorych miejsc. Sama definicja sieci do-
puszcza sytuacje, w ktorej to samo miejsce p jest wejsciem oraz inhibitorem dla tej samej
akcji a. Powodugje to oczywiscie permanentne uniemozliwienie akcji a, gdyz miejsce p nie
moze jednocze$nie byc puste i zawieraé dodatniej liczby zZetonow. Mozliwe, a nawet wy-
godne z praktycznego punktu widzenia, sq natomiast dwa typy petelek - kiedy miejsce jest
jednoczesnie wejsciem 1 wyjsSciem z tej samej akcji oraz wyjsciem z akcji i inhibitorem
dla tej samej akcji. Pierwszy przypadek moze byc wykorzystany do sprawdzenia jakiegos
warunku bez jego modyfikacji, drugi moze zostaé uzyty przy modelowaniu semaforow.

Bezpetelkowe i zwyktle sieci inhibitorowe. Ponownie, sieci bez petelek (zaréwno
zwyklych jak i inhibitorowych) nazywaé¢ bedziemy inhibitorowymi sieciami bezpetelko-
wymi (czystymi), za$ sieci z zero-jedynkows funkcja wagowa - zwyktymi. Jednakze, w
zwigzku z wystepowaniem w sieciach inhibitorowych nowego typu zaleznosci miedzy miej-
scami i akcjami, a co za tym idzie, réwniez nowych typéw petelek, pojawia sie w sposob
naturalny pytanie o aktualnosé Konstrukeji 1.2.8 oraz Konstrukeji 1.2.12, pozwalajacych
usuna¢ kosztem rozmiaru sieci petelki i wagi.

Niemal bez zmian pozostaje Konstrukcja 1.2.8, przeksztalcajaca sie¢ inhibitorowa w
czysta sie¢ inhibitorowa. Tym razem globalne miejsce run jest konieczne. Bez niego mozna
by byto na przyktad wykonac, jedna po drugiej, dwie akcje ktore, przy pomocy odpowied-
nich inhibitorow, wykluczaja sie nawzajem.

Konstrukcja 1.2.17 Ponownie, dla kazdej akcji a, dodajemy jej kopie a’ oraz miejsce p,.
Akcja a’ przejmuje role wyjscia i wszystkie potaczenia z wyjsciami z akcji a w pierwotne;
sieci, oryginalnej akcji a pozostaje zas rola sprawdzenia wykonalno$ci i pobrania zetonow
z wejsS¢ - bez zmian pozostaja wiec zaleznosci z miejscami bedacymi wejsciami do oraz
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inhibitorami dla akcji a. Ponadto pojawia sie globalne miejsce run, tworzace wraz z kazda
trojka (a, pq,a’) cykl

Rysunek 1.4: Idea konstrukcji bezpetelkowej sieci inhibitorowej S’, na podstawie sieci inhibitorowej S. Przedstawione zostaly
tylko sytuacje nie uwzglednione na Rysunku 1.2

Nieco wiekszy problem pojawia si¢ w przypadku drugiej konstrukcji, pozwalajacej usu-
na¢ z sieci wagi. Tym razem koniecznos¢ sprawdzenia pustosci danego miejsca, wymaga
sprawdzenia pustosci catego odpowiadajacego mu zbioru miejsc. Tym samym, jakakolwiek
petelka inhibitorowa wystepujaca w sieci S, pozostanie rowniez w sieci S’. Tak wiec, dla
dowolnej sieci inhibitorowej otrzymamy jedynie zwykta sie¢ inhibitorows.

Konstrukcja 1.2.18 Niech S = (P,T,W, I, M) bedzie siecia inhibitorowa. Skonstru-
ujemy dla niej sie¢ S" = (P, T, W' I', M), w ktorej funkcja wagowa bedzie funkcja
zero-jedynkows. Wiekszos¢ konstrukeji przebiega analogicznie do Konstrukeji 1.2.12. Tak
wiec ponownie kopiujemy akcje ze zbioru 7', zas$ dla kazdego miejsca p € P tworzymy
zbiér miejsc potaczonych w cykl nowymi akcjami, ktorego wielkosé zalezy od rzedu R(p)
miejsca p. Identycznie okreslamy takze relacje = C NP x N7

Jedynym rozszerzeniem konstrukeji klasycznej jest okreslenie nowej relacji inhibicji I'.
Dla kazdej pary (p,a) € I okreslamy zbior par laczacy caly zbior miejsc odpowiadajacy
miejscu p z akcja a. Formalnie:

I'={(pi,a) | (p,a) e INi=1,...,R(p)}.

Dzieki Konstrukeji 1.2.18 uzyskujemy rezultat podobny do tegoz dla p/t-sieci:

Lemat 1.2.19 Niech S = (P, T, W, 1, M) bedzie siecig inhibitorowg,

S' = (P, T, W' I', M}) zwyktq sieciq inhibitorowq powstatq z sieci S w wyniku Konstruk-
cji 1.2.18, zas = C NP x N’ relacjg réwnowazinosci markingdw opisang w Konstrukcji
1.2.12. Wowczas osiggalnosé markingu w sieci S" jest niezmiennikiem relacji =, czyli

(M] = My) = (M € [M] >= M, € [Mg >).

Ponadto, marking M jest osiggalny w siect S doktadnie wtedy, gdy marking 10M jest
osiggalny w sieci S’.
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Rysunek 1.5: Idea konstrukcji zwyklej sieci inhibitorowej S’, na podstawie sieci inhibitorowej S. Miejsce p zastapione jest
a

przez zbiér zlozony z trzech miejsc - pl, p2 oraz p3, ktore wraz z akcjami tf, tg oraz tg symbolizowanymi przez czarne

prostokaty, tworza cykl. Przerywane strzalki symbolizuja relacje przeplywu oraz inhibicji w sieci S (wraz z wagami w
indeksie), za$ ciagle - relacje w sieci S’

Dowé6d. Dowod mozna przeprowadzi¢ analogicznie do dowodu Lematu 1.2.13. Pierwsza
czesé jest nawet identyczna - w obrebie nowo powstatych cykli nie wystepuja zadne tuki
inhibitorowe.

Nie stanowia one tez problemu w dowodzie drugiej czesci tezy, gdyz aby akcja a € T
polaczona w sieci S tukiem inhibitorowym z miejscem p mogta by¢ umozliwiona w mar-
kingu M’ w sieci S’, to wszystkie miejsca p; musza by¢ puste. o

Zgodnie z teza powyzszego lematu oraz poczynionymi wezesniej uwagami, uzyskana w
wyniku Konstrukeji 1.2.18 sie¢ inhibitorowa S’ jest siecig zwykla, ale niekoniecznie czysta.
Jednakze, w potaczeniu z Konstrukejg 1.2.17 uzyskamy pozadany rezultat:

Fakt 1.2.20 Niech S = (P, T,W, I, My) bedzie czystq siecig inhibitorowg. Wowczas po-
wstata w wyniku Konstrukeji 1.2.18 zwykta sie¢ inhibitorowa S’ jest rowniez sieciq czystq.

Inne rozszerzenia sieci Petriego. Sekcja ta zawiera¢ bedzie tylko kilka definicji o
charakterze informacyjnym. Cho¢ dalsze rozwazania skupia sie na trzech przedstawionych
klasach sieci Petriego - sieciach elementarnych, markowanych oraz inhibitorowych, to dla
pelnego obrazu niektérych probleméw moga mieé¢ miejsce rowniez odwotania do innych
klas sieci. W szczegdlnosci dotyczy to sieci czyszezacych oraz podwajajacych. Dodatkowo
zdefiniujemy w tej sekcji sieci samomodyfikujace [48]| - uogodlnienie sieci markowanych
pozwalajace wymodelowaé wickszo$é¢ uogoélnien sieci Petriego. Zdefiniujemy réwniez stra-
tegie maksymalnych krokéow Burkharda [8], ktora oddziela umozliwienie od wykonalnosci.
Sekcja ta jest wazna z punktu widzenia opisywanych w Rozdziale 3 sieci pokojowych,
ktore podobnie jak maksymalne kroki Burkharda maja $cisty zwiazek z konfliktami mie-
dzy akcjami.

Definicja 1.2.21 Czyszczqceq siecig Petriego |3, 10, 17] nazywamy p/t-sie¢ rozszerzona o
relacje czyszezenia R C T x P, czyli jest to piatka S = (P, T, W, R, M), gdzie z relacja
R zwiazanie sa nowe tuki w tej sieci - tuki czyszczace.

Relacje umozliwienia i wykonalnosci sa tozsame i identyczne jak w przypadku p/t-sieci.
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Nieco inaczej wyglada definicja kroku, a wtasciwie markingu wynikowego M’. Dla miejsc
p nie bedacych z akcjg a w relacji R, identycznie jak w p/t-sieciach, zetony zdejmowane
sa z wejs¢ do a oraz dodawane sa do wyjs¢ z a (M'(p) = M(p) + W(a,p) — W(p,a)).
Czyszczone sa natomiast wszystkie wyjscia czyszcezace z a, czyli aRp = M'(p) = 0.

Wprost z definicji zaleznosé a Rp powoduje, ze warto$é jaka przyjmuje W (a, p) nie ma zna-
czenia. Mozna przyjaé, ze aRp = W (a,p) = 0, czyli obecnos¢ tuku czyszczacego miedzy
miejscem p a akcja a wyklucza mozliwosé wystepowania miedzy tymi dwoma weztami
zwyktego tuku. Luki czyszczace, podobnie jak tuki inhibitorowe, zakoriczone sg pustymi
okregami (w tej pracy rombami).

Definicja 1.2.22 Podwajajgcq siecig Petriego [17] nazywamy p/t-sie¢ rozszerzong o re-
lacje podwajania D C T x P. Formalnie jest to wiec piatka S = (P, T, W, D, M), gdzie z
relacja D zwigzanie sa nowe tuki w tej sieci - tuki podwajajace.

Relacje umozliwienia i wykonalnosci sa tozsame i identyczne jak w przypadku p/t-sieci.
Ponownie, nieco inaczej wyglada definicja kroku. Identycznie jak w p/t-sieciach, zetony
zdejmowane sa z wej$¢ do a zas dodawane do miejsc, ktore sa zwyklymi (nie bedacymi w
relacji D) wyjsciami z akcji a. Stan miejsc bedacych wyjsciami podwajajacymi sa nato-
miast podwajane, czyli aDp = M'(p) = 2M (p).

Ponadto, zaleznosé¢ aDp pociaga za soba W(a,p) = 0, czyli tuk podwajajacy mozna
traktowaé jako specjalny typ zwyktego tuku wyjsciowego. Niemozliwe jest jednoczesne
wystapienie miedzy miejscem a akcja podwajajacego i zwyklego tuku wyjsciowego. Fuki
podwajajace zakoriczone sg podwojnymi grotami.

Definicja 1.2.23 Samomodyfikujgcg lub wogdlniong siecig Petriego |48, 17| nazywamy
czworke N = (P, T, W, M), gdzie P, T oraz M, sa podobnie jak w przypadku p/t-sieci
zbiorami miejsc, akcji oraz markingiem poczatkowym. Czwarty element - funkcja wagowa
W: PxTUT x P — N[P] (gdzie przez N[P] rozumiemy zbiér wielomianéw nad licz-
bami naturalnymi o zmiennych pochodzacych ze zbioru P) pozwala opisa¢ umozliwienie i
modyfikacje stanu sieci uzywajac funkcji wielomianowych, a nie statych jak w przypadku
p/t-sieci.

Podobnie jak w przypadku p/t-sieci, akcja a jest umozliwiona, jesli w kazdym jej wejsciu
znajduje sic wymagana liczba zetonéw, ktore sa zuzywane przez te akcje. Wykonanie akcji
owocuje zwiekszeniem zawartosci jej wyjsé, zgodnie z wartosciami wielomianéw wyliczo-
nymi przed wykonaniem akcji. Mozna wiec traktowac sie¢ samomodyfikujaca jako p/t-sie¢,
ktorej funkcja wagowa zmienia sie w zaleznosci od markingu (w sposob okreslony przez

funkcje W).

Uwaga 1.2.24 Dotychczas zdefiniowane nowe tuki mozemy opisaé uzywajgc sieci samo-
modyfikujgcych w nastepujgcy sposob:

inhibitorowe I(p,a) — W(p,a)=2p
czyszezqee R(a,p) — W(p,a) =p
podwajajqce D(a,p) — W(a,p) =p

23



Definicja 1.2.25 Sie¢ markowana ze strategia maksymalnych krokow Burkharda, to zwy-
kta p/t-sie¢ S = (P, T, W, My), z klasycznie zdefiniowanym umozliwieniem. Sytuacja zmie-
nia sie w definicji pojedynczego kroku. Zamiast méwié pojedynczych akcjach, pod uwage
bierzemy ich jednocze$nie wykonywane zbiory - transakcje. W ramach jednej transakcji
musimy wykona¢ maksymalnie duzo wspotbieznych akcji. Pozostate po pobraniu wyma-
ganych zasoby nie moga by¢ wystarczajace dla jeszcze jednej akcji.

Formalnie transakcja t to podzbiér zbioru akcji 7. Transakcja ¢ C T jest wykonalna
w markingu M wtedy i tylko wtedy gdy >, W(P,a) < M oraz —(Je W(P,b) +
Yact W(P,a) < M), czyli suma wejsé do akcji nalezacych do transakcji ¢ nie przekra-
cza M i nie ma wystarczajacej ilosci zasob6éw na zadne rozszerzenie transakcji t.

1.2.4 Problemy decyzyjne w sieciach Petriego

W Przyktadzie 1.2.3 zasygnalizowane zostaly problemy z wykrywaniem trwale uniemoz-
liwionych akcji oraz miejsc, ktorych stan nie ulega zmianie w czasie obliczen w sieci.
Cho¢ przyktad ten dotyczy sieci elementarnych, podobne sytuacje zachodza we wszyst-
kich typach sieci Petriego. Daje to motywacje dla sprecyzowania i rozwazenia probleméw
zwiazanych z osiggalnymi w sieciach Petriego markingami. Problemy te sformutujemy w
postaci ogolnej (uzywajac stowa sie¢), pasujacej do dowolnej klasy sieci Petriego. Oczywi-
Scie, ich status decyzyjny (rozstrzygalnosé badz nierozstrzygalnosé) moze by¢ rozny (i jest
rozny) w roznych klasach sieci, co bedzie badane w dalszej fazie rozprawy. Ze wzgledu na
charakterystyke, problemy te podzielone zostaly na dwie grupy — problemy zwigzane z
pokrywalnoscig oraz problemy zwiazane z osiggalno$cia danego markingu.

Problemy zwigzane z pokrywalnoscia.

Problem 1.2.26 P1 - Pokrywalnos¢ markingu.

Jest to pytanie, czy w danej sieci pokrywalny jest z gory zadany marking, czyli czy da
sie tak poprowadzi¢ obliczenia, aby w kazdym z miejsc pojawita sie co najmniej z gory
zadana liczba zetonow. Bardziej formalnie, jest to pytanie, czy dla danej sieci S oraz
danego markingu M : P — N:

Inreie> Vper M'(p) > M(p).

Problem 1.2.27 P2 - Wykonalnosé akcji.
Jest to pytanie, czy w danej sieci konkretna akcja ma mozliwo$¢ wykonania sie (jest w
relacji W z jakim$ markingiem osiagalnym), to znaczy czy istnieje jakiekolwiek obliczenie
w tej sieci zawierajace te akcje. Bardziej formalnie, jest to pytanie, czy dla danej sieci S
oraz akcjia € T

3M €[Mo> MWa.

Problem 1.2.28 P3 - Niepustos¢ miejsca.

Jest to pytanie, czy w danej sieci osiagalny jest jakikolwiek marking, w ktorym w z gory
zadanym miejscu jest co najmniej jeden zeton. Bardziej formalnie, jest to pytanie, czy dla
danej sieci S oraz miejsca p € P:

Inviepsy> M(p) > 0.
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Problemy zwigzane z osiggalnoscia.

Problem 1.2.29 O1 - Osiaggalnosé markingu.

Jest to pytanie, czy w danej sieci osiagalny jest z gory zadany marking, czyli czy da sie
tak poprowadzi¢ obliczenia, aby w kazdym z miejsc pojawita sie z gory zadana liczba
zetonow. Bardziej formalnie, jest to pytanie, czy dla danej sieci S o zbiorze miejsc P i
markingu poczatkowym M, : P — N oraz danego markingu M : P — N:

ME[M0>.

Problem 1.2.30 O2 - Pustos¢ stanu.

Jest to pytanie, czy w danej sieci osiggalny jest z pusty marking, czyli czy da sie tak
poprowadzié¢ obliczenia, aby wyczysci¢ wszystkie miejsca jednocze$nie. Bardziej formalnie,
jest to pytanie, czy dla danej sieci S o markingu poczatkowym M:

(DE[M0>.

Problem 1.2.31 O3 - Pusto$¢ miejsca.

Jest to pytanie, czy w danej sieci osiagalny jest jakikolwiek marking, w ktorym w z gory
zadanym miejscu nie ma zadnego zetonu. Bardziej formalnie, jest to pytanie, czy dla danej
sieci S o zbiorze miejsc P i markingu poczatkowym M, : P — N oraz miejsca p € P:

EIMe[Mo> M(p) =0.

Problem 1.2.32 O4 - Osiagalnosé pokrytego podmarkingu.

Jest to pytanie, czy w danej sieci osiggalny jest jakikolwiek marking pokrywajacy marking
M : P — N, w ktéorym okreslona czes¢ miejsc ma wartosci zgodne z markingiem M.
Bardziej formalnie, jest to pytanie, czy dla danej sieci S o zbiorze miejsc P i markingu
poczatkowym M, : P — N, markingu M oraz zbioru miejsc D C P:

nreo> (VpgpM'(p) > M(p)) A (Vpep M (p) = M(p)).

Zalezno$ci miedzy problemami zwigzanymi z markingiem. Wymienione w po-
przednim paragrafie problemy sa konstruktywnie decyzyjnie rownowazne wewnatrz grup
— w kazdej z wymienionych klas sieci problemy z grupy P1-P3 sa wszystkie rozstrzygalne
badz wszystkie nierozstrzygalne (i to samo w grupie O1-O4). Troche trudniej znalezé
zaleznosci pomiedzy tymi grupami. I tak, o ile rozstrzygalnosé¢ problemu osiggalnosci kon-
struktywnie pociaga za soba rozstrzygalnos¢ problemu pokrywalnosci we wszystkich kla-
sach sieci, to konstruktywna rownowaznos$é zostata udowodniona tylko w przypadku sieci
inhibitorowych, a w przypadku sieci czyszczacych czy podwajajacych [17] mamy wrecz
rozstrzygalng pokrywalnos$¢ przy nierozstrzygalnej osiagalnosci. Przez dowolna klase sieci
Petriego bedziemy w dalszej czesci rozumieé tylko p/t-sieci i sieci inhibitorowe. Wiele z
przedstawionych konstrukeji dziata réwniez dla pozostatych z wymienionych w tym roz-
dziale klas.

W dalszej czesci tego paragrafu uzasadnimy decyzyjng rownowaznosé wewnatrz grup
problemoéw zwiazanych z pokrywalnoscia oraz osiggalnoscig. Uzyta metoda jest reduk-
cja jednego problemu do drugiego. Zacznijmy od pierwszej grupy, czyli trzech probleméw
zwiazanych pokrywalnoscia. Jako pierwsze dwa problemy rozwazmy pokrywalno$é¢ oraz
niepustos$¢ miejsca.
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Fakt 1.2.33 P1 rozstrzygalny = P3 rozstrzygalny:

Zatozmy, ze w jakiejs klasie sieci Petriego rozstrzygalny jest problem pokrywalnosci. Wow-
czas jest w niej rozstrzygalny rowniez problem niepustoSci miejsca, jako szczegolny przy-
padek problemu pokrywalnosci - pytamy wowczas o pokrywalnosé markingu pustego we
wszystkich miejscach oprocz p; w tym jednym, wyroznionym w problemie P3 miejscu, zq-
damy chociaz jednego zZetonu.

Mozna réwniez pokazaé, ze umiejetnosé rozstrzygania problemu niepustosci miejsca
jest wystarczajaca przy rozstrzyganiu pokrywalnosci markingu. W tym wypadku uzasad-
nienie jest nieco bardziej skomplikowane, postuzymy sie nastepujaca konstrukeja:

Konstrukcja 1.2.34 P3 rozstrzygalny = P1 rozstrzygalny:

Wezmy sie¢ Petriego S = (P, T, W, M) i ustalmy marking M : P — N. Na bazie sieci S
skonstruujemy taka sie¢ S’ = (P',T', W' M}), ze marking M bedzie pokrywalny w sieci
S doktadnie wtedy, gdy jedno, z gory ustalone miejsce w sieci S’ bedzie niepuste.

Sie¢ S’ powstaje z sieci S przez dodanie do zbioru miejsc P oraz zbioru akcji T' po
jednym nowym elemencie. Sa to: miejsce p, ktérego niepustosé¢ bedziemy testowaé oraz
akcja t, ktora bedzie wykonalna w momencie, gdy marking M zostanie pokryty.

Aby uzyskaé taki efekt, taczymy petelka kazde z miejsc p; € P oryginalnej sieci S z
akcja t, ustalajac W'(t, p;) = W'(ps,t) = M(p;). Miejsce p z kolei bedzie jedynym wyjsciem
z akcji t. Osiagniemy to ustalajac W'(t,p) = 1. Pozostale wartosci funkcji wagowej W’
zostaja ustalone zgodnie z wartosciami funkcji W lub wynosza 0. Ostatnim elementem
sieci S’ jest marking poczatkowy M. W miejscach nalezacych do zbioru miejsc sieci S
przyjmuje on wartosci réwne wartosciom markingu M, natomiast w miejscu p marking
Mg przyjmuje wartosc 0.

Rysunek 1.6: Konstrukcja sieci S’ na podstawie sieci S. Marking M jest pokrywalny w sieci S dokladnie wtedy, gdy osiagalna
jest niepustoéé miejsca p w sieci S’

Z kazdym markingiem M : P — N w sieci S, zwiazemy odpowiadajacy mu marking
OM : P — N w sieci " w nastepujacy sposob:

M(p) dlap, € P
OM(p):{O ) dla p.

Marking poczatkowy M| jest wowczas tozsamy z markingiem 0M.
Przejdzmy do uzasadnienia postawionej tezy. Na poczatek zauwazmy, ze kazde oblicze-
nie u wykonalne w sieci S jest rowniez wykonalne w sieci S’. Podobnie, kazde obliczenie v
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nie zawierajace akcji t i wykonalne w sieci S’ jest rowniez wykonalne w sieci S. Zalézmy,
ze marking M jest pokrywalny w sieci S (czyli M € [M, >). Wowczas istnieje obliczenie u
wykonalne w sieci S takie, ze MouM oraz M > M. Oznacza to ze w sieci S’ osiaggalny jest
marking 0M > 0M w ktérym wykonalna jest akcja ¢. Tak wiec wykonalne jest obliczenie
ut, ktorego wykonanie skutkuje wrzuceniem jednego zetonu do miejsca p, czyli miejsce p
jest niepuste w sieci S’.

Z drugiej strony zal6zmy, ze miejsce p jest niepuste w sieci S’. Poniewaz w markingu
poczatkowym nie ma w nim zadnego zetonu, musi istnie¢ obliczenie zawierajace jedyna
akcje mogaca zmienié¢ stan miejsca p - akcje t. Rozwazmy prefiks v tego obliczenia, taki
ze akcja t nie wystepuje w v oraz vt jest wykonalne. Mamy teraz wykonalne ciagi krokow
0MyvOM oraz OMtM’'. Obliczenie v, jako nie zawierajgce akcji ¢ jest wykonalne rowniez
w sieci S i prowadzi do markingu M. Poniewaz akcja t jest wykonalna w markingu 0M,
to marking M pokrywa marking M, co konczy uzasadnienie poprawnosci konstrukeji.

W Konstrukeji 1.2.34 uwage zwraca szczegblny zwiazek akcji ¢ oraz miejsca p. Wyko-
rzystamy ta obserwacje do uzasadnienia decyzyjnej réwnowaznosci problemu niepustosci
miejsca oraz wykonalnosci akcji:

Fakt 1.2.35 P3 rozstrzygalny = P2 rozstrzygalny:

Zauwazmy, ze problem niepustosci miejsca p jest ciekawy tylko w sytuacyi, gdy w markingu
poczgtkowym miejsce p jest puste. Zatozmy, ze w jakiejs klasie siect Petriego rozstrzygalny
jest problem wykonalnosci akcyi. Wowczas, dla miejsca p mozemy okreslié czy jakakolwiek
akcja, dla ktorej miejsce p jest wyjSciem jest wykonalna w tej sieci. Jako zZe miejsce p jest
puste w markingu poczgtkowym, jest to jedyna mozliwosé uzyskania markingu, w ktorym
miejsce p bytoby niepuste.

W przypadku, gdy rozstrzygalna jest niepustos$¢ miejsca, postepujemy podobnie jak w
Konstrukeji 1.2.34:

Konstrukcja 1.2.36 P2 rozstrzygalny = P3 rozstrzygalny:

Wezmy sie¢ Petriego S = (P, T, W, My) i ustalmy akcje t € T. Na bazie sieci S skon-
struujemy sie¢ S = (P, T, W', M) tak, aby akcja t byla wykonalna w sieci S doktadnie
wtedy, gdy jedno, z gory ustalone miejsce w sieci S’ bedzie niepuste.

Modyfikacja sieci S jest bardzo prosta. Dodajemy do niej jedno miejsce p. Jest ono
wyjsciem z akeji t, czyli W(t, p) = 1 (pozostate wartosci funkcji wagowej W' sa identyczne
z wartosciami W lub wynosza zero). Poza tym, jest ono puste w markingu poczatkowym
M.

Podobnie jak w Konstrukeji 1.2.34, miejsce p pozostaje puste, dopoki akcja ¢t nie wy-
kona sie chociaz raz. Tak wiec problem wykonalnosci akcji ¢ w sieci S jest rownowazny
problemowi niepustosci miejsca p w sieci S’.

Pokazalismy, ze umiejac rozstrzygac o niepustosci miejsca, zaréwno dla p/t-sieci jak i dla
sieci inhibitorowych, potrafimy tez rozstrzygaé¢ o wykonalnosci akcji oraz pokrywalnosci
markingu. Podobnie - majac narzedzia pozwalajace rozstrzygnaé¢ problem pokrywalnosci
markingu albo wykonalnosci akcji potrafimy rozstrzyga¢ niepustosé miejsca. Zebrane ra-
zem, fakty te daja konstruktywna rownowaznos$é przedstawionych problemoéw. Identyczne
rozumowanie mozna przeprowadzi¢ w pozostalych klasach sieci Petriego. Problematyczny
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Rysunek 1.7: Konstrukcja sieci S’ na podstawie sieci S. Akcja t jest wykonalna w sieci S doktadnie wtedy, gdy osiagalna
jest niepusto$¢ miejsca p w sieci S’

jest jednak Fakt 1.2.35 dla sieci samomodyfikujacych (przedstawione rozumowanie nie
dziala w tym przypadku).

Przejdzmy teraz do drugiej grupy, czyli probleméw O1, O2, O3 oraz O4. Na poczatek
zajmiemy sie problemami O1 oraz OA4.

Fakt 1.2.37 O4 rozstrzygalny = O1 rozstrzygalny:

Zatozmy, ze w jakiejs klasie sieci Petriego rozstrzygalny jest problem osiggalnosci pokrytego
podmarkingu. Wowczas rozstrzygalny jest w niej, jako szczegolny przypadek problemu O4
2z D = P, problem osiggalnosci markingu.

Wiecej trudnodci sprawia uzasadnienie drugiej implikacji. Postuzymy sie do tego nastepu-
jaca konstrukcja:

Konstrukcja 1.2.38 O1 rozstrzygalny = O4 rozstrzygalny:

Wezmy sie¢ Petriego S = (P,T,W, My), marking M : P — N oraz podzbiér miejsc
D C P. Na bazie tej sieci skonstruujemy sie¢ S = (P', 7", W', M{) tak, aby marking 01M
odpowiadajacy markingowi M byt osiggalny w sieci S’ doktadnie wtedy, kiedy marking
M jest pokrywalny w sieci S przez marking réwny mu we wszystkich miejscach ze zbioru
D.

Zbiér miejsc P’ sieci S’ to zbior S rozszerzony o dwa miejsca - run oraz del. Nato-
miast zbior akeji 77, to zbior T' rozszerzony o nowe akcje a,, po jednej dla kazdego miejsca
p € P\ D oraz akcje x.

Miejsce run jest polaczone petelky z kazda akcja ¢t € T oraz jest wejéciem do akcji
x. Miejsce del potaczone jest petelka z kazdg akcja a, oraz wyjsciem z akcji x. Ponadto,
kazda akcja a, polaczona jest z odpowiadajacym jej miejscem p petelkag o wadze wejSciowe;j
rownej M (p) + 1 oraz wadze wyjsciowej rownej M (p). Kazdemu markingowi M : P — N
odpowiada marking 01M : P’ — N, ktory jest mu réwny we wszystkich miejscach ze
zbioru P a ponadto 01M (del) = 1 oraz 01M (run) = 0. W koncu marking poczatkowy
M jest rowny markingowi M, dla wszystkich miejsc ze zbioru P. W dwoch nowych miej-
scach jego wartosci sa, zupelnie odwrotnie niz w markingu 010/, réwne odpowiednio 0
dla miejsca del oraz 1 dla miejsca run.

28



Rysunek 1.8: Konstrukcja sieci S’ na podstawie sieci S. Na przedstawionym diagramie pominieto wagi krawedzie wejsciowych
i wyjsciowych miejsca del. Marking M jest pokrywalny przez tozsamy z nim na zbiorze D marking M’ w sieci S doktadnie
wtedy, gdy marking 01 M jest osiggalny w sieci S’

W tak skonstruowanej sieci S’ akcja x moze sie wykonaé¢ co najwyzej raz i kazde wyko-
nalne obliczenie u mozemy podzieli¢ na dwie fazy - przed i po wykonaniu akcji x. Jesli
akcja r nie wykona sie ani razu w czasie obliczenia u, to druga faza jest pusta. Faza
pierwsza odpowiada za obliczenie wykonywane w obrebie pierwotnej sieci S. Miejsce run
jest wowczas zamarkowane i kazda akcja ze zbioru T jest wykonalna w markingu 01M w
sieci S’ o ile tylko jest wykonalna w markingu M w sieci S. Z drugiej strony, miejsce del
jest wowczas puste i zadna akcja a, nie jest umozliwiona. Po wykonaniu akcji  sytuacja
sie odwraca. Wszystkie akcje ze zbioru 7' sa teraz uniemozliwione, natomiast potencjalnie
wykonalne sg akcje a,. Pozwalaja one redukowac¢ liczbe zetonéw w miejscach spoza zabro-
nionego zbioru D, ale tak, aby nie zejs¢ ponizej wartosci markingu M w tych miejscach.
Dzieki temu, jesli marking M jest pokryty w sieci S przez osiagalny marking M’ rowny
markingowi M we wszystkich miejscach ze zbioru D, to marking 01M jest osiagalny w
sieci S’.

7 drugiej strony, jesli marking 01M jest osiggalny w sieci S’, to wykonalne jest w niej
obliczenie u = wyzuy takie, ze M{uO1M oraz x ¢ Alph(ujus). Zgodnie z wezesniejsza
obserwacja Alph(uy) C T oraz Alph(us) NT = (), wiec w sieci S wykonalne jest obliczenie
uy, prowadzace do markingu M;. Po wykonaniu obliczenia uz otrzymujemy w sieci S’
marking 01M;. W dalszej czesci obliczenia u usuwamy cze$é¢ zetondéw z miejsc ze zbioru
P\ D, co prowadzi do markingu 01M. W zwiazku z tym, marking 01M; pokrywa marking
01M i jest z nim tozsamy na zbiorze D, czyli marking M; pokrywa marking M i jest z
nim tozsamy na zbiorze D, co koniczy dowdd.

W dalszej kolejnosci uzasadnimy, ze rozstrzygalnosé problemu osiggalnosci pociaga za
soba rozstrzygalno$é problemu pustosci stanu.

Fakt 1.2.39 O1 rozstrzygalny = 02 rozstrzygalny:

Zatozmy, ze w jakiejs klasie sieci Petriego rozstrzygalny jest problem osiggalnoSci. Wow-
czas jest w niej rowniez rozstrzygalny problem pustosci stanu, jako szczegolny przypadek
problemu osiggalnosci - pytamy wowczas o osiggalnosé markingu, w ktorym kazde z miejsc
jest puste.
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Nieco bardziej skomplikowane jest rozstrzygniecie problemu osiagalnosci markingu w opar-
ciu o odpowiedZ na pytanie o osiggalnos¢ markingu pustego. Podobna do ponizszej kon-
strukcje mozna znalezé¢ w [47].

Konstrukcja 1.2.40 O2 rozstrzygalny = O1 rozstrzygalny:

Wezmy sie¢ Petriego S = (P, T, W, My), gdzie P oznacza zbiér miejsc, zas T - zbior ak-
cji w tej sieci. Ustalmy marking M : P — N. Na bazie sieci S skonstruujemy taka sieé¢
S' = (P, T",W' M|}), ze marking M bedzie osiagalny w sieci S doktadnie wtedy, gdy w
sieci S’ bedzie osiggalny marking pusty.

W konstrukeji skorzystamy z opisanej wczesniej idei miejsca sterujacego siecia. Po-
zwoli to w dowolnym momencie zatrzymaé dzialanie sieci i wykonaé¢ pewne operacje na
uchwyconym w ten sposob markingu.

Sie¢ S’ powstaje z sieci S poprzez dodanie globalnego miejsca run zawierajacego jeden
zeton w markingu poczatkowym oraz globalnej akcji e. Miejsce run jest potaczone petelka
z kazda akcja a € T. Ponadto kazde miejsce p € P, ktore jest niepuste w markingu M,
jest wejéciem do akcji e. Wagi krawedzi taczacych miejsca oryginalnej sieci S z akcja e
sa zdeterminowane przez marking M, ktorego osiagalnosé chcieliby$smy zbada¢. W koricu,
miejsce run jest rowniez wejsciem do akcji e.

Rysunek 1.9: Konstrukcja sieci S’ na podstawie sieci S. Marking M jest osiagalny w sieci S doktadnie wtedy, gdy marking
pusty jest osiagalny w sieci S’

Zauwazmy, ze zanim nie zostanie wykonana akcja e, sie¢ S’ dziala dokladnie tak samo, jak
sie¢ S. Po wykonaniu akcji e osiggamy marking martwy; kazda akcja wymaga obecnosci
zetonu w miejscu run, ktore jest czyszczone przez akcje e. W zwiazku z tym, kazdemu
markingowi M osiggalnemu w sieci S odpowiada osiagalny w sieci S” marking 1M, gdzie
1M (p) = M(p) dla p € P oraz 1M (run) = 1. Ponadto, jesli w markingu M umozliwiona
jest akcja a € T', to jest ona umozliwiona rowniez w markingu 1M . Marking poczatkowy
w sieci S’ to M|} = 1M,. Poza tym, w sieci S’ osiagalne sa jeszcze dodatkowe markingi z
pustym miejscem run.

Zatozmy, ze marking M jest osiggalny w sieci S. Wowczas istnieje obliczenie u w sieci
S takie, ze MyuM . Zgodnie z powyzsza obserwacjg, obliczenie u jest wykonalne réwniez
w sieci 8" i 1Moul M. W markingu 1M akcja e jest wykonalna, a jej wykonanie prowadzi
do markingu pustego.

Z drugiej strony, przy zalozeniu, ze marking pusty jest osiagalny z sieci S’, musial on
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zostaé osiggniety przy obliczeniu, ktorego ostatnia akcja jest e. Oznacza to, ze istnieje
takie obliczenie v' w sieci S’, ze M[v'O oraz v' = ve. Akcja e moze sie wykonaé¢ w sieci
S’ co najwyzej raz, w zwiazku z czym obliczenie v jest wykonalne w sieci S. Pozostaje
jeszcze zauwazy¢, ze Mov M.

Jako uzupelnienie réwnowaznosci w rozwazanej grupie pozostalo jeszcze wykazanie row-
nowaznosci rozstrzygalnosci problemu pustosci miejsca z jednym z trzech wyzej wymie-
nionych probleméw. Pokazemy, ze problem O3 jest réwnowazny problemowi osiagalnosci
stanu pustego. Zacznijmy od konstrukeji, ktora pozwala przetestowaé pusto$é miejsca,
pod warunkiem, ze umiemy testowac¢ pustos¢ stanu.

Konstrukcja 1.2.41 O2 rozstrzygalny = O3 rozstrzygalny:

W konstrukeji tej ponownie skorzystamy z idei miejsca run, sterujacego dziataniem sieci.
Podobnie jak wczesniej, pozwoli on uchwyci¢ w dowolnym momencie stan, w jakim zna-
lazta sie sie¢ i wykonaé¢ pewne testy. Bedzie to proba wyczyszczenia sieci sieci S bez
modyfikowania stanu miejsca py.

Sie¢ S’powstaje z sieci S przed dodanie do niej dwoch nowych miejsc - run i del, oraz
|P| + 1 nowych akcji. W szczegolnosei, dla kazdego miejsca p; € P sieci S, roznego od
miejsca pg, dodajemy akcje b;, dla ktorej p; jest jednym z wejsé. Akcje te pozwalaja wyczy-
Sci¢ miejsca sieci S. Ponadto, miejsce del jest jednocze$nie wejsciem i wyjsciem z kazdej
akcji b;. Dwie pozostate akcje to akcja e - wylaczajaca sie¢ S i rozpoczynajaca procedure
usuwania oraz akcja c - usuwajaca zeton z miejsca del. Tak wiec miejsce del jest wejsciem
do akcji ¢ oraz wyjsciem z akcji e. Pozostate miejsce run jest potaczone petelka z kazda
akcja t € T oryginalnej sieci S oraz jest wejsciem do akcji e. Marking M| ustalamy na
rowny markingowi My dla wszystkich miejsc p € P oraz M|(run) =11 M{(del) = 0.

Rysunek 1.10: Konstrukcja sieci S’ na podstawie sieci S. Marking w ktérym miejsce po jest puste jest osiagalny w sieci S
dokladnie wtedy, gdy marking pusty jest osiagalny w sieci S’

Zauwazmy, ze zanim zostanie wykonana akcja e, sie¢ S’ dziata doktadnie tak samo jak sie¢
S. Akcja ta moze wykonac¢ sie tylko raz, po tym fakcie wszystkie akcje ¢t € T oraz akcja
e beda juz stale uniemozliwione, potencjalne umozliwienie zyskuja natomiast wszystkie
nowe akcje b; oraz akcja c. Teraz z kolei, wykonanie akcji ¢ prowadzi do markingu mar-
twego. Tak wiec kazde obliczenie w sieci S’ jest prefiksem obliczenia postaci vievyc, gdzie
v €ET* zas ve € (T \T) \ {c,e})*.

Dla uproszczenia zapisu, z kazdym markingiem M : P — N skojarzymy markingi
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M., M,, My € N w taki sposob, ze Vpcp M (p) = M. (p) = M,(p) = My(p) oraz M, (run) =
Mgy(del) = 11 M,(del) = M,(run) = M,(del) = My(run) = 0. Woéwczas mamy, ze ciag
krokow M{vy M,.eMguo Mjc M. jest wykonalny, przy czym M’ jest markingiem osiagalnym
w sieci S.

Zatozmy, ze marking M, w ktorym miejsce py jest puste jest osiagalny w w sieci S.
Wowcezas, na mocy poczynionej uwagi, w sieci S” osiagalne sg stany M, oraz My. W stanie
M, mozna wykonaé akcje b; tak dtugo, az wszystkie miejsca p; (z wyjatkiem juz pustego
miejsca pg) zostana wyczyszczone. Doprowadzi to markingu M). Po wykonaniu akcji ¢
osiagamy stan pusty, czyli marking M.

7 drugiej strony, zal6zmy ze marking pusty jest osiagalny w sieci S’. Oznacza to, ze
musiata zosta¢ wykonana akcja e. Jest ona jedyna akcja usuwajaca zeton z miejsca run.
Zatozmy, ze w odpowiadajacym mu markingu M, ktory jest osiagalny w sieci .S, miejsce
po byto niepuste. Wéwcezas po wykonaniu pozostatych akeji prowadzacych do stanu pu-
stego w sieci S” miejsce to pozostawaloby niepuste, co daje oczywista sprzecznosé. Tak
wiec miejsce pg jest puste w markingu M osiggalnym w sieci S, co koriczy dowdd.

Pozostata nam do przeprowadzenia konstrukcja pokazujaca, ze umiejac rozstrzygac o pu-
stosci miejsca, potrafimy rozstrzygaé¢ o pustosci stanu.

Konstrukcja 1.2.42 O3 rozstrzygalny = O2 rozstrzygalny:

Tym razem idea i sama konstrukcja sg duzo prostsze. Do sieci S dodamy jedno miejsce
sum liczace sume zetondow w catej sieci S. Miejsce to bedzie wyjsciem z kazdej akcji a,
ktora pobiera z sieci .S mniej zetonéw niz do niej zwraca. Waga tak powstatego potaczenia
bedzie rowna tej roznicy (W' (a, sum) = X, p(W(a, p)—W(p, a))). Podobnie, miejsce sum
bedzie wejsciem do kazdej akcji a, ktéra pobiera z oryginalnej sieci wiecej zetondéw niz
do niej zwraca. Waga tak powstalego potaczenia wynosi W'(sum,a) = X,cp(W(p,a) —
W (a,p)). Ponadto, w markingu poczatkowym w miejscu sum znajduje sie tyle zetonow
ile we wszystkich pozostatych miejscach razem wzietych (M| (sum) = X,epMy(p)).

Rysunek 1.11: Konstrukcja sieci S’ na podstawie sieci S. Marking pusty jest osiggalny w sieci S doktadnie wtedy, gdy
marking, w ktérym miejsce sum jest puste jest osiagalny w sieci S’

Nietrudno zauwazy¢, ze nowe miejsce nie wptywa na obliczenia umozliwione w sieci S, a
ponadto w kazdym osiggalnym markingu w miejscu sum znajduje sie doktadnie potowa
wszystkich znajdujacych sie w sieci S zetonow. Uzasadnia to, ze stan, w ktorym miejsce
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sum jest puste osiagalny jest w sieci S” doktadnie wtedy, gdy osiagalny jest w niej (a co
za tym idzie rowniez w sieci S) stan pusty.

Przedstawiona powyzej seria faktow i konstrukeji pokazuja, ze w obrebie zaproponowanych
grup, rozstrzygalnosé probleméw zwiazanych z markingiem jest konstruktywnie réwno-
wazna. Warto zauwazy¢, ze Konstrukcja 1.2.42 nie dziata dla sieci czyszczacych i podwaja-
jacych (choé¢ uzasadniana implikacja zachodzi w tych klasach sieci), zas w przypadku sieci
samomodyfikujacych wymaga drobnych modyfikacji. Pokazemy teraz, ze nieco stabszy
wynik dla rozwazanych klas sieci Petriego mozemy uzyska¢ dla dowolnej pary probleméw
pochodzacych z réznych grup. Mianowicie, rozstrzygalnosé dowolnego problemu zwiaza-
nego z osiagalnodcia pociaga za soba rozstrzygalno$é¢ dowolnego problemu zwiazanego z
pokrywalnoscia. Zaleznosé te wykazemy przez konstrukcje pozwalajaca rozstrzygnaé pro-
blem niepustosci miejsca z wykorzystaniem rozstrzygalnosci problemu pustosci miejsca.

Konstrukcja 1.2.43 O3 rozstrzygalny = P3 rozstrzygalny:

Problem niepustosci z gory okreslonego miejsca p € P sieci S = (P, T,W, My) jest
nietrywialny tylko w przypadku, gdy My(p) = 0. Mozemy wowczas skonstruowac sie¢
S'= (P, T",W' M), ktora do momentu wrzucenia pierwszych zetonéw do miejsca p be-
dzie dzialtata identycznie jak sie¢ S. Po wykonaniu pierwszej akcji, wrzucajacej zeton do
miejsca p, sie¢ S’ osiagnie marking martwy:.

Sie¢ S’ powstaje z sieci S przed dodanie do zbioru miejsc nieco zmodyfikowanego miej-
sca run. Jest ono potaczone petelkami z tymi akcjami a € T sieci S, ktére nie powoduja
zwiekszenia liczby zetonow w miejscu p (W (a,p) = 0). Dla pozostatych akcji, czyli akcji
wypelniajacych miejsce p, miejsce run jest tylko wejéciem.

Rysunek 1.12: Konstrukcja sieci S’ na podstawie sieci S. Marking, w ktérym miejsce p jest niepuste jest osiagalny w sieci
S dokladnie wtedy, gdy marking, w ktérym miejsce run jest puste jest osiggalny w sieci S’

Konstrukcja ta jest poprawna dla wielu klas sieci, bedacych rozszerzeniami p /t-sieci, gdyz
wszystkie dotaczone tuki sg zwyklymi tukami wejsciowymi badz wyjsciowymi. Ze zdefi-
niowanych w tej rozprawie problem sprawiaja, podobnie jak w przypadku Faktu 1.2.35,
tylko sieci samomodyfikujace.

Pokazanie podobnej zaleznosci w druga strone dla p/t-sieci nie jest znane. Uproscitoby
ono znacznie dowod rozstrzygalnosci problemu osiagalnosci markingu w tej klasie sieci.
Jest to natomiast do$¢ proste w sieciach inhibitorowych:

33



Konstrukcja 1.2.44 P3 = O3 (dla sieci inhibitorowych):

Rozwazmy sie¢ inhibitorowa S = (P, T, W, I, My) z wyr6znionym miejscem p. Skonstru-
ujemy sieci inhibitorows S" = (P',T", W', I', M) ze wskazanym miejscem ¢ € P’ tak, aby
osiggalnosé niepustosci miejsca ¢ w sieci S’ byta rownowazna osiagalnosci pustosci miejsca
p w sieci S.

Sie¢ S" powstaje z sieci S przez dodanie nowego miejsca ¢, nowej akcji a oraz dwoch
tukow: inhibitorowego, z p do a i zwyklego z a do ¢q. Markingiem poczatkowy M| w sieci
S’ jest identyczny markingowi poczatkowemu M, na wszystkich miejscach ze zbioru P,
zas M{(q) = 0.

Rysunek 1.13: Konstrukcja sieci S’ na podstawie sieci S. Marking, w ktérym miejsce p jest puste jest osiagalny w sieci S
dokladnie wtedy, gdy marking, w ktérym miejsce q jest niepuste jest osiagalny w sieci S’

Poprawnos¢ dwoch ostatnich konstrukeji jest do$é prosta i pominieto jej szczegdtowe uza-
sadnienie.

Rozstrzygalnosé. Po omoéwieniu zaleznosci decyzyjnych miedzy ré6znymi problemami
zwigzanymi z markingiem warto zastanowic¢ sie nad ich rozstrzygalnoscia. Jednym z gtow-
nych narzedzi ulatwiajacych analize zbioréw markingéw osiggalnych sieci Petriego sa grafy
osiggalnosci (zwanych tez grafami przypadkow [44] lub grafami konfiguracji [47]).

Definicja 1.2.45 Niech S bedzie siecig Petriego o zbiorze wejsé P, zbiorze akcji T' oraz
markingu poczatkowym M. Grafem osiagalnosci nazwiemy multigraf skierowany RG(.S) =
([My >, E, e), gdzie [My > jest zbiorem wierzchotkow tego grafu odpowiadajacych wszyst-
kich markingom osiagalnym w tej sieci, £ zbiorem krawedzi, za§ e C E x T relacja ety-
kietujaca krawedzie. Krawedz (My, Ms) nalezy do zbioru E dokladnie wtedy, gdy istnieje
akcja a € T taka, ze (M, a, Ms) jest krokiem. Ponadto krawedz ta jest wtedy w relacji e
z akcja a.

Przyklad 1.2.46 Rozwazmy nastepujaca sie¢ elementarng S = (P, T, F, My), gdzie P =
{p1,p2,p3} zas T = {a, b, c}. Miejsce p; jest wejsciem do akcji a i ¢ oraz wyjsciem z akcji
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b, miejsce py - wejéciem do akcji b oraz wyjsciem z a, natomiast p3 jest wyjsciem z akcji b
i wejsciem do akeji ¢. Markingowi poczatkowemu odpowiada wektor (1,0,0), czyli jedyny
zeton znajduje sie w miejscu p;.

Analiza dzialania tej sieci jest dosé prosta - jedyna akcja umozliwiona w markingu
poczatkowym jest akcja a, prowadzi to do markingu (0, 1,0), w ktorym mozemy wykonaé
tylko akcje b, co prowadzi do markingu (0, 1, 1). Teraz z kolei mamy mozliwos¢ wykonania
zarowno akcji a jak i ¢. Obie te akcje prowadza do markingéw martwych (w ktorych zadna
akcja nie jest umozliwiona), (0, 1,1) oraz (0,0, 0) odpowiednio. Sytuacje ta obrazuje znaj-
dujacy sie ponizej graf osiagalnosci dla tej sieci.

Dla odmiany, potraktujmy teraz sie¢ S jako p/t-sie¢ S' = (P, T, W, My). Funkcje wa-
gowa okreslmy zgodnie z Rysunkiem 1.14 (tak, aby odpowiadajaca jej relacja przeplywu
pokrywata sie z F, oraz sie¢ S” byta zwykla): W(z,y) = 1 < (z,y) € F, w przeciwnym
przypadku W (z,y) = 0.

Wszystkie obliczenia wykonalne w sieci elementarnej S sa tez wykonalne w p/t-sieci
S’. Roznica pojawia sie przy markingu opisanym wektorem (0,1,1). W sieci S jest to
marking martwy, natomiast w sieci S’ umozliwiona jest akcja b. Jej wykonanie prowadzi
do markingu, ktéremu odpowiada wektor (1,0,2). Dalej mozna na zmiane wykonywaé
akcje a oraz b zwickszajac liczbe zetondw w miejscu ps w sposdb nieograniczony lub w
pewnym momencie wykona¢ akcje ¢, ktora zawsze prowadzi do martwego markingu. W
zwigzku z tym graf osiggalnosci sieci S’ jest nieskonczony.

(1,0,1) (1,0,1)

[o.LD]  [©.00)] [oLD]  [©.00)]

Rysunek 1.14: Sieci S oraz S’ oraz ich grafy osiggalnosci, w srodku, gdy sieé¢ traktujemy jako sie¢ elementarna (S), po prawej
jako p/t-sie¢(S’)

Uwaga 1.2.47 Trywialnos$é problemoéow zwigzanych z markingiem w sieciach
elementarnych.

Zauwazmy, ze w sieciach elementarnych zbiory wszystkich markingow osiggalnych sq skon-
czone (nie wieksze niz 2I°1). W zwigzku z tym, grafy osiggalnoéci dla sieci z tej klasy sq
rowniez skoriczone, a co za tym idzie - wszystkie zdefintowane wczesniej problemy zwigzane
z markingiem sqg w sposob trywialny rozstrzygalne.

Wygodnie jest tez wprowadzi¢, czesto nieskoriczone, ukorzenione drzewa osiggalnosci z
krawedziami etykietowanymi akcjami sieci. W drzewach takich wiele wierzchotkéw moze
by¢ etykietowanych tym samym markingiem. Korzen etykietowany jest markingiem po-
czatkowym, a kazda gataz drzewa odpowiada obliczeniu wykonalnemu w danej sieci. Graf

35



osiggalnodci powstaje wowczas ze sklejenia w jeden wierzchotek wszystkich wierzchotkow
o takiej samej etykiecie. Grafy przedstawione na Rysunku 1.14 sa drzewami, kazdy mar-
king M € [My > mozemy osiagnaé¢ przy pomocy unikatowego obliczenia. W zwiazku z
tym, nie wystepuje zadne sklejenie.

W przypadku klasycznych p/t-sieci nazwy drzewa osiagalnosci [26, 38| uzywa si¢ cza-
sem zamiennie z drzewami pokrywalnosci [39]. Wyraznie rozréznimy te dwa pojecia.
Drzewa pokrywalnosci znajduja zastosowanie w rozstrzyganiu problemu pokrywalnosci
(Lemat 1.2.51), cho¢ Mayr probowal uzy¢ ich do rozstrzygania problemu osiagalnosci [32].
Wraz z nimi czesto pojawia sie graf pokrywalnosci [44], zwiazany z drzewem w podobny
sposob, jak graf osiagalnosci zwiazany jest z drzewem osiggalnosci. Jednak w przeciwien-
stwie do tamtej sytuacji, zarowno drzewo jak i graf pokrywalnosci sg zawsze skonczone
(co formalnie udowodnimy jako Lemat 1.2.52). Aby wprowadzi¢ definicje drzewa pokry-
walnosci, potrzebujemy dodac¢ do zbioru liczb naturalnych nowy element, ktoéry bedziemy
traktowaé jak nieskoriczonosé, oraz rozszerzy¢ pojecie markingu o mozliwoéé zapetniania
miejsc nieskoriczonymi liczbami zetonow:

Definicja 1.2.48 Dodajmy do zbioru liczb naturalnych dodatkowy element w tak, aby

byl to element najwiekszy w nowopowstalym zbiorze N U {w}. W wyniku dodawania i

mnozenia przez element w otrzymujemy w (dodawanie i mnozenie pozostaja symetryczne).

Ponadto wynikiem odejmowania, gdzie odjemnikiem jest w jest 0, zas w przypadku, gdy

w jest odjemna, a odjemnik pochodzi ze zbioru N - wynikiem jest w. Bardziej formalnie:
Niech n € N zas x € NU {w},

r+w = wt+zr = w
THxW = W*xT = W
Tr—w 0
w—n = w

Definicja 1.2.49 Przez marking uogolniony p/t-sieci S = (P,T, W, My) rozumie¢ be-
dziemy funkcje M : P — (N U {w}). Co prawda, markingi uogélnione w ktérych cho¢
na jednej wspotrzednej wystepuje w nie sa osiggalne przez zadne skorniczone obliczenie
w sieci, to jednak sa bardzo wygodne w opisie markingéw pokrywalnych oraz obliczen
nieskoriczonych.

Umozliwienie, wykonalnos¢ oraz wykonanie akcji umozliwionej w markingu uogélnionym
bedziemy rozumie¢ zgodnie Definicja 1.2.5

Drzewa pokrywalnosci definiowane sa za pomoca (niestety w niektorych wersjach niede-
terministycznego [38|) algorytmu zaproponowanego przez Karpa i Millera [26]. W mysl
tego algorytmu, budowe drzewa rozpoczynamy od korzenia, ktoéry jest etykietowany mar-
kingiem poczatkowym sieci. Dalej postepujemy jakby$my mieli zbudowaé¢ drzewo osia-
galnosci. Roznica pojawia sie, gdy ktorys z wierzchotkéw znajdujacych sie na tej samej
gatezi co nowo dodawany, jest etykietowany rownym lub mniejszym markingiem. Niech
M oznacza etykiete nowo dodawanego wierzchotka, zas M’ - znalezionego réwnego badz
mniejszego. W pierwszym przypadku (M = M) zaprzestajemy dalszego rozbudowywania
tej krawedzi, w drugim dodajemy nowy wierzchotek, lecz etykietujemy go odpowiednim
markingiem uogélnionym M zawierajacym symbole w zgodnie z zasada:

- M(p) jesli M(p) = M'(p)
M(p) = { w i ;eéli M<§> < M’(z)

36



Mozliwos¢ pojawienia sie w tym momencie kilku réznych mniejszych markingéw jest od-
powiedzialna za niedeterminizm tego algorytmu. Niedeterminizm ten nie wystepowal w
oryginalnym sformutowaniu Karpa i Millera, gdzie nowy uogdlniony marking M powstaje
w opisany sposob nie z pojedynczego, wiekszego markingu M’ ale z markingu M” o
wspohrzednych M”(p) = max{M'(p) | M' < M}. Réznice, wynikajaca z tej kosmetycznej
na pozoér zmiany, wida¢ w Przyktadzie 1.2.53.

Definicja 1.2.50 Niech S = (P, T, W, M) bedzie p/t-siecia. Przez drzewo pokrywalnosci
rozumiemy graf CT(S) = (V, E,v,e), gdzie V C (NU{w})¥, z2a8 ECV xV,v:V — P
oraz e : E — T sg funkcjami etykietujacymi odpowiednio wierzchotki oraz krawedzie,
ktory powstaje zgodnie z opisang powyzej procedura.

Grafem osiggalnosci nazywamy graf CG(S) = (V, E,e), gdzie V C (NU{w}), E C V xV,
za$ e : ' — T jest funkcja etykietujaca krawedzie, ktory powstaje z drzewa CT'(S) przez
sklejenie wierzchotkéw o jednakowych etykietach.

Lemat 1.2.51 Niech S = (P,T,W, M,) bedzie p/t-siecig, zas CT(S) = (V, E,v,e) jej
drzewem pokrywalnosci. Wowczas dla markingu M :— N istnieje pewien marking M’ €
[My >, taki ze M < M’ doktadnie wtedy, gdy w drzewie CT'(S) istnieje wierzchotek w € V
etykietowany vogdlnionym markingiem M = v(w), taki ze M < M.

Dowo6d. Skojarzmy markingi osiggalne w sieci S z weztami drzewa CT'(S) za pomoca
prowadzacych do nich obliczeri. Jesli marking M mozna osiagnaé¢ z markingu poczatko-
wego przez wykonanie obliczenia u, czyli MoulM, to skojarzymy go z wierzchotkiem w
drzewie CT(S), do ktorego dojdziemy od korzenia poruszajac sie tukami etykietowanymi
kolejnymi akcjami obliczenia u. Oczywiscie moze sie zdarzyé¢, ze z jednym markingiem
osiagalnym skojarzymy wiele wierzchotkéw, jednak z kazdym skojarzymy chociaz jeden.
Zauwazmy, ze jesli marking skojarzony jest z wierzchotkiem, to jest od niego mniejszy
badz réwny (bardzo tatwo uzasadni¢ to indukcyjnie, indukcja po dlugosci kojarzacego
obliczenia). W sposob bezposredni daje to teze. O

Lemat 1.2.52 Dia drzewa pokrywalnosci CT = (V, E,v,e) zbior V jest skoriczony.

Dowéd. Zalézmy, ze drzewo CT jest nieskoniczone. Poniewaz kazdy wierzcholek ma
liczbe dzieci ograniczona rozmiarem zbioru akcji 7', to na mocy lematu Koéniga musi ist-
nie¢ Sciezka nieskoriczona. Zauwazmy, ze gdyby znajdowalo si¢ na niej nieskonczenie wiele
wierzchotkéw, to musiataby istnie¢ para poréwnywalnych wierzchotkow, z ktorych weze-
$niejszy bytby niemniejszy od pozniejszego. Zatem bylyby réwne i procedura rozbudowy
drzewa zakoniczyta by siec w tym momencie co przeczy nieskoriczonosci gatezi lub pojawi-
taby sie przynajmniej jedna wspotrzedna w. W drugim przypadku, analogiczny argument
mozna zastosowaé dla caly czas nieskoniczonej gatezi rozpoczynajacej sie od wierzchotka
zawierajacego owa omege. W zwiazku z tym, ponownie, procedura musiataby sie zakon-
czy¢ lub pojawitaby sie w na innej wspotrzednej. Poniewaz wspotrzednych jest tyle co
miejsc w wyjsciowej sieci, ostatecznie gataz ta nie mogltaby by¢ nieskoriczona, co dowodzi,
ze drzewo pokrywalnodci kazdej sieci jest skoniczone. O
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Przyktad 1.2.53 Rozwazmy, pochodzaca z [44|, p/t-sie¢ S = (P, T, W, M,) przedsta-
wiona na Rysunku 1.15(a).

j) d(1,00)]e

b
l
;

,
(Gt

Rysunek 1.15: Sie¢ S (a), miejsce w ktérym pojawiaja sie roznice w procedurze generowania drzewa pokrywalnosci w poréw-
naniu do procedury generowania drzewa osiagalnosci (b), rézne mozliwe drzewa pokrywalnosci (c-e) oraz grafy pokrywalnosci
(£-)) tej sieci

Na Rysunku 1.15(b) przedstawiona zostala sytuacja, w ktorej procedura budowy drzewa
pokrywalnosci r6zni sie od procedury budowy drzewa osiagalnosci. Na obu gateziach bu-
dowanego drzewa pojawiaja sie markingi (oznaczone kolorem zoltym) mniejsze od mar-
kingéw (oznaczonych kolorem zielonym) znajdujacych sie na zbudowanej czesci gatezi.
W przypadku gatezi lewej, wystepuje tylko jeden taki marking. Wtedy wszystkie wersje
procedury Karpa-Millera dzialaja identycznie. Natomiast w przypadku gatezi prawej po-
jawiaja sie dwa mniejsze markingi, ktore sa nieporéwnywalne.

Zastosowanie w tym przypadku procedury opisanej przez Murate prowadzi do drzewa
1.15(c), jesli wezmiemy pod uwage oznaczony na czerwono marking (0,1,0), lub 1.15(d) dla
markingu (0,0,1). Oryginalna procedura bioraca pod uwage oba markingi pozwala zbu-
dowa¢ drzewo 1.15(e). W przypadku wszystkich tych drzew zaadaptowaliSmy zapropono-
wana przez Murate konwencje oznaczania drugiego wystapienia na jednej Sciezce takiego
samego markingu przez krawedzie powrotne odwotujace sie do wystapienia poprzedniego
(w tych drzewach sa to wylacznie petelki), ktora zdecydowanie skraca i upraszcza zapis.

Na kolejnych Rysunkach (1.15(f-j)) pojawily sie mozliwe grafy pokrywalnosci tej sieci.
Sa to minimalny graf pokrywalnosci Finkela (f), mozliwe efekty zastosowania procedury
budowy grafu pokrywalnosci opisanej przez Reisiga w [44] (g-h) oraz grafy powstale przez
sklejenie identycznych wierzchotkow drzew pokrywalnosci (c-e), czyli odpowiednio grafy
(h-j). Warto w tym miejscu zauwazy¢, ze jeden z mozliwych do uzyskania graféw pokry-
walnosci Reisiga (h) jest identyczny z tym powstalym w wyniku sklejenia identycznych
wierzchotkow w drzewie Muraty (j).

Uwaga 1.2.54 Przyktad 1.2.53 pokazuje, ze utworzone, zgodnie z procedurami podobnymi
do tej zaproponowanej przez Karpa v Millera, drzewa oraz grafy pokrywalnosci nie muszq
byé wyznaczone jednoznacznie.
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Uwaga 1.2.55 Bazujgc na wprowadzonym przez Finkela [19], a rozwazanym wczesniej
przez Mayra [32] minimalnym pokryciu zbioru markingdw osiggalnych mozna zdefiniowaé
jednoznaczny, minimalny graf pokrywalnosci (graf f). Nie musi on jednak byé mozliwy do
wyznaczenia przez opisang procedure tworzenia grafu pokrywalnosci (a wiec nie musi byé
grafem pokrywalnosci w sensie definicji Karpa i Millera).

Wnhniosek 1.2.56 Rozstrzygalno$é problemu pokrywalnosci w p/t-sieciach.
Niech S = (P, T,W, M) bedzie p/t-siecig, zas M : P — N markingiem. Problem pokry-
walnosci markingu M w sieci S jest rozstrzygalny.

Powolujac sie na Lematy 1.2.51 oraz 1.2.52, pokrywalnos¢ danego markingu w p/t-sieci
jesteSmy w stanie rozstrzygnac na podstawie skoriczonego drzewa (badz grafu) pokrywal-
nosci zbudowanego zgodnie z jedna z przedstawionych lub zacytowanych procedur. W
zwigzku z tym nasuwa sie sygnalizowany wczesniej

Wnhniosek 1.2.57 Problem Wykonalnosci Akcji jest rozstrzygalny, czyli dla danej p/t-sieci
mozna wykryé i usunqgé wszystkie akcje bezuzyteczne.

Poza tym, rozstrzygalne sa rowniez pozostate problemy z grupy P1 — P3, jak roéwniez
zwigzana z tymi problemami ograniczonos¢ sieci. Majac do dyspozycji graf pokrywalnodci,
wystarczy poszukaé¢ w nim weztow zawierajacych wspotrzedne rowne w. Inne natychmia-
stowe zastosowanie to sprawdzenie zywosci akcji w danym markingu, ktore ttumaczy sie
wprost na odpowiednia instancje Problemu Pokrywalnosci.

Na poczatku lat osiemdziesiatych dwudziestego wieku Mayr [32| oraz Kosaraju [28] po-
kazali, ze rozstrzygalny jest réwniez problem osiagalnosci.

Fakt 1.2.58 Niech S = (P,T,W, My) bedzie p/t-siecig, zas M : P — N markingiem.
Problem osiggalnosci markingu M w sieci S jest rozstrzygalny.

Dowod oparty o arytmetyke Presburgera jest do$¢ zmudny, a zlozono$é obliczeniowa po-
wstatej w jego wyniku procedury duza. Sam fakt pociaga za soba wiele ciekawych wnio-
skow, podamy jeden z nich, istotny z punktu widzenia dyskusji na temat usuwania z sieci
zbednych elementow:

Whniosek 1.2.59 Problem Osiggalnosci Pokrytego Podmarkingu, a co za tym idzie pro-
blem wuzytecznosci miejsca, jest rozstrzygalny. Znajgc marking poczgtkowy, mozemy wy-
korzystujgc odpowiednie instancje przytoczonego problemu sprawdzié, czy liczba zZetonow
w tym miejscu moze ulec zmianie. Majge dang p/t-sieé bez akcji bezuzytecznych mozna
wykryc i usungé miejsca bezuzyteczne.

Poza tym, rozstrzygalne sa réowniez pozostate problemy z grupy O1 — O4, jak rowniez
zwiazana z nimi zywos¢ sieci (implikujaca odpornosé na zakleszczenia), ktora wymaga
przetestowania osiggalnosci skoniczonej liczby potencjalnie problematycznych markingéw
(to czy sa one faktycznie problematyczne, czyli czy jakas akcja jest w nich martwa, mozna
rozstrzygnaé¢ wykorzystujac odpowiednia instancje Problemu Pokrywalnosci).

Przejdzmy teraz do sieci inhibitorowych. Nierozstrzygalno$é problemu osiggalnosci w sie-
ciach inhibitorowych pokazal Agerwala, w pracy w ktoérej wprowadzit pojecie takich sieci
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[2]. Wykorzystal w tym celu ich réwnowaznos$é obliczeniowa z maszynami licznikowymi,
oraz, pokazana przez Minsky’ego, rownowaznos$¢ tych ostatnich z maszynami Turinga.
Fakt mozna tez pokazaé¢ inaczej [10], wykorzystujac nierozstrzygalnosé 10 problemu Hil-
berta (Matijasevich [31]).

Fakt 1.2.60 Niech S = (P, T,W, I, M,) bedzie siecig inhibitorowq, zas M : P — N
markingiem. Problem osiggalnosci markingu M w sieci S jest nierozstrzygalny.

Ostatecznie wiec, wszystkie problemy zwiazane z markingiem sa rozstrzygalne w p/t-
sieciach (odpowiednie zaleznosci pokazane w tej sekcji zebrane sa na Rysunku 1.16).
Natomiast w sieciach inhibitorowych problemy te sa nierozstrzygalne i konstruktywnie
rownowazne (Rysunek 1.17).

©9) osiggalnos¢ pokrycia |

[ pokrywalnosc @9
|

Karp, Miller 1967 |

©))| osiggalnosc |
Mayr81,Kosaraju82

[ niepustos¢ miejsca |@3)

©2| pustoséstanu |

[ wykonalnos¢ akcji|@2)

©3| pustosé miejsca |

Rysunek 1.16: Struktura probleméw zwigzanych z markingiem w p/t-sieciach, z wyszczegdlnieniem dowodéw rozstrzygal-
no$ci pokrywalnosci oraz osiggalnosci. Krawedz skierowana z wierzchotka odpowiadajacego problemowi A do wierzchotka
odpowiadajacego problemowi B oznacza, ze rozstrzygalnosé¢ problemu A implikuje konstruktywnie rozstrzygalnosé problemu

©9) osiggalnos¢ pokrycia |

[ pokrywalnosé @9

©) osiggalnosc

Agerwala 1974
Chrzastowski-Wachtel 2001

[ niepusto$c miejsca |@3)

©9| pustos¢stanu |

[ wykonalnosé akgji |2

©3| _pustos¢ miejsca |

Rysunek 1.17: Struktura problemoéw zwigzanych z markingiem w sieciach inhibitorowych, z wyszczegélnieniem dowodow
nierozstrzygalnosci osiggalnosci. Krawedz skierowana z wierzcholtka odpowiadajacego problemowi A do wierzchotka odpo-
wiadajacego problemowi B oznacza, ze rozstrzygalno§¢ problemu A implikuje konstruktywnie rozstrzygalno$é problemu
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1.3 Slady Mazurkiewicza

Teoria sladow obliczen, zwanych §ladami Mazurkiewicza, dostarcza matematycznego mo-
delu ktory pozwala opisaé i badaé¢ zachowanie systemow wspotbieznych. Za pierwsze prace
dotyczace tej teorii uznaje sie ksiazke Pierre’a Cartiera i Dominique’a Foaty [9] oraz ra-
port Antoniego Mazurkiewicza [34|. Przez ostanie dekady ubieglego wieku teoria sladow
skoniczonych przezywata burzliwy rozwoj, ktérego efektem byta wydana w roku 1995 The
Book of Traces [16]. Mimo rozleglej bibliografii (sama The Book of Traces cytuje 278 po-
zycji), tematyka ta jest nadal aktualna, czego dowodzi cho¢by konferencja Developments
and New Tracks in the Trace Theory, ktora odbyla sie w roku 2008 w Cremonie.

Ponadto popularne staly sie rézne rozszerzenia i uogdlnienia pierwotnej teorii. Zaliczyé
do nich mozna $lady nieskoniczone [15, 21, 29, 36] modelujace obliczenia w dziatajacych
bez przerwy systemach wspotbieznych czy pozwalajace lepiej uchwyci¢ pewne aspekty
wspotbieznosei potslady (ang. semitraces) [11, 12| oraz $lady transakeji wspotbieznych
(ang. comtraces) [24].

1.3.1 Slady skoticzone

Niech I C ¥ x ¥ bedzie antyzwrotna i symetryczng relacja, zwana dalej relacja niezalez-
no$ci. Dopelnienie relacji niezaleznosci I, oznaczane D, zwane bedzie relacja zaleznosci,
za$ para (X, D) - alfabetem wspotbieznym.

Definicja 1.3.1 Niech = C »* x ¥* bedzie relacja réwnowaznosci indukowang przez I w
nastepujacy sposob:
0O=T < Van Ha,b(a) = Hajb(T),

tzn. rzuty stow o i 7 na pary liter zaleznych sa rowne.
Tak zdefiniowana relacja zachowuje dziatanie zlozenia, jest wiec kongruencja.

Uwaga 1.3.2 Monoid ilorazowy tej relacji 3* /= nazywany bedzie monoidem Sladow, a
jego elementy sladami. Zapisywaé je bedziemy matymae literami z poczgtku alfabetu grec-
kiego (np. «, 3,7). Natomiast pare (3, D), czyli alfabet wraz z relacjq zaleznosci, nazywaé
bedziemy alfabetem wspotbieznym. Symbolu relacyi zaleznosci D bedziemy tez uzywac nie
tylko w kontekscie zbioru wszystkich par liter zaleznych ale rowniez rodziny wszystkich
jedno- i dwuelementowych podzbiordw (podalfabetow) X, w ktorych relacja zaleznosci dzie-
dziczona po D jest relacjq petng.

Whprost z definicji dla liter a,b € X jesli aDb to 11, : £*/= — {a, b}, taka ze I1,([o]) =
I1,4(0) jest dobrze okreslona. Funkcji rzutowania bedziemy uzywaé¢ w przypadku liter za-
leznych zaréwno dla argumentow bedacych stowami, jak i sladami. Poza tym dwa stowa,
ktore sa rownowazne w sensie = sa rownej dlugosci (bo maja taka sama liczbe wystapien
kazdej z liter).

Majac relacje zaleznosci w alfabecie wspotbieznym, analize obliczenia sekwencyjnego (stowa)
mozemy oprzeé o graf zaleznosci tego obliczenia [20], ktory eksponuje nastepstwo czasowe
kolejnych akcji i po domknieciu przechodnim pozwala traktowaé obliczenie jako zbiér cze-
Sciowo uporzadkowany. W celu wiekszej przejrzystosci sposobu konstrukeji takiego grafu
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wprowadzimy pojecie akcji etykietowanej (niejawnie uzytej przez Gastina w [20] na po-
dejsciu opisanym w tym artykule opiera sie przyjeta w tej rozprawie definicja rzutowa
sladow nieskoriczonych) rozrozniajacej kolejne wystapienia tych samych akcji w trakcie
wykonywania obliczenia:

Definicja 1.3.3 Niech o € ¥*. Funkcje E, : {1,...,|o|} — N, okreslong jako:
E, (i) = |oglo

nazywamy etykietowaniem akcji obliczenia o. Akcjami etykietowanymi tego obliczenia
nazywamy pary postaci (o[i], E,(i)). Dla obliczenia o przez og; oznaczymy ciag akcji
etykietowanych odpowiadajacy obliczeniu o (og[i] = (o[i], E5(7))).

Definicja 1.3.4 Niech (X, D) bedzie alfabetem wspotbieznym. Wowczas grafem zalezno-
sci obliczenia o € X* nazywamy etykietowany, acykliczny i skonczony graf skierowany
G = (V, E, ), gdzie funkcja A : V' — ¥ x N przyporzadkowuje wierzchotkom grafu akcje
etykietowane ciagu ogy: dwa wierzchotki vy, vo € V' sg w relacji E (wystepuje miedzy nimi
krawedz skierowana od vy do v,), dokladnie wtedy gdy akcja etykietowana A(vy) = (aq, 1)
wystepuje w o g, przed akcja etykietowana A(vq) = (ag, x2) oraz pierwsze wspotrzedne tych
akcji etykietowanych sa zalezne, czyli a; Day (przypomnijmy, ze dla kazdego a € ¥ zacho-
dzi aDa).

Uwaga 1.3.5 W praktyce zamiast grafow zaleznosci obliczenia czesto uzywa sie ich skom-
presowanej wersji - diagramow Hassego tych grafow. Diagram Hassego powstaje z orygi-
nalnego grafu przez usuniecie niewiele wnoszqcych krawedzi. Jesli w grafie G = (V, E, \)
istnieje Sciezka dtugosci wiekszej niz jeden vy, . .., v, oraz krawedz (vy,v,) nalezy do E, to
Sciezka ta koduje w wystarczajgcy sposob informacje o zalezno$ci zwigzanej z czeSciowym
porzqdkiem, ktora zachodzi miedzy wierzchotkami vy oraz v,, w zwiqzku z czym usuniecie
tej krawedzi nie spowoduje utraty istotnych informacyi. Zalezno$é miedzy grafem zalez-
nosci G = (V,E,\) a odpowiadajacym mu diagramem Hassego H = (V, Ey, \) mozna
precyzyinie zdefiniowaé w nastepujgcy sposob: zbiory wierzchotkow sq identyczne za$ rela-
cja sgsiedztwa Ey diagramu Hassego jest nagmniejszq relacjq, ktorej domkniecie zwrotno-
przechodnie daje relacje rowng domknieciu zwrotno-przechodniemu relacyi sqsiedztwa E w
grafie zaleznosci G.

Przyktlad 1.3.6 Rozwazmy alfabet wspotbiezny sktadajacy sie z ¥ = {a, b, ¢, d} i relacji
zaleznosci D = IdU{(a,b), (b,a), (b,c), (¢,b)} oraz stowo o = bbddacac. Do klasy abstrak-
cji (sladu) obliczenia [bbddacac| nalezy 168 stow, w tym: bbaaccdd, ddbbccaa, bdbdacac.
Etykietowanie tego stowa przyporzadkowuje kolejnym literom nastepujace etykiety:

(1,2,1,2,1,1,2,2}.
Graf zaleznosci §ladu [o] to:
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a,2)

(b,1)—>»(b.2)

N

(1) —>»(c,2)

Rysunek 1.18: Graf zaleznosci sladu [bbddacac|

Natomiast jego diagram Hassego ma postac:

(@)—>»(a,2)
(b,1)——>» (b,2)

N

c1)—>»(c.2)
(d,1)—>»(d,2)

Rysunek 1.19: Diagram Hassego $ladu [bbddacac]

W literaturze [35, 20|, slady definiowane sa zazwyczaj w inny, rownowazny powyzszemu
sposob. Wykorzystywane sa do tego pojecia kongruencji lub domkniecia zwrotno-przechodniego.
Roéwnowaznosé standardowych definicji znalezé mozna w wielu opracowaniach na temat
sladow Mazurkiewicza (miedzy innymi w [35]) pokazana jest w ponizszym fakcie:

Fakt 1.3.7 Niech {¥, D} bedzie alfabetem wspotbieznym, zas = C X* x 3X* relacjg réw-
nowaznosci z Definicyi 1.3.1. Wowczas relacja = jest

e najmniejszq kongruencjq, dla ktorej alb = ab = ba
e zwrotno-przechodnim domknieciem relacji {(cabr,cbat); o, 7 € ¥* A\ alb}
e najmniejszq relacjg utozsamiajgceg obliczenia dajgce identyczne grafy zaleznosci.

Podobnie jak w przypadku stéw, mozemy zdefiniowaé¢ dla sladéw relacje prefiksowego
porzadku. Dwa $lady beda w tej relacji, jesli pierwszy z nich jest prefiksem drugiego.

Definicja 1.3.8 Niech C= bedzie relacja na ¥* /=, taka ze

va,ﬁEZ*/; « EE 5 < vanHaJ)(a) E Ha,b(ﬁ)'
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Relacja prefiksowego porzadku okreslona na stowach jest zachowana przez odpowiednie
slady (tzn. 0 C 7 = [0] C= [7]).

Fakt 1.3.9 Relacja £ jest relacjg czeSciowego porzqdku.

Ponadto, dwa §lady mozemy sktadaé¢ biorac dwa stowa bedace ich reprezentantami, skta-
dajac je i jako wynik biorac slad ztozenia:

Definicja 1.3.10 Niech [o],[7] € ¥*/=. Wowczas
lo][r] = [o7].

Z tak zdefiniowana konkatenacja $ladéw, mozemy uzasadni¢ réwnowaznos¢ definicji 1.3.8
(relacji prefiksowego porzadku) z klasycznymi, nasladujacymi definicje prefiskowego po-
rzadku dla sléw, wersjami tej definicji:

Fakt 1.3.11 Niech o, f € ¥°°/= oraz o C= 3. Wowczas

4, 8= ar.

1.3.2 Slady nieskoiiczone

W modelowaniu i analizie systemow dziatajacych bez przerw wygodnie jest uzywaé obli-
czen nieskonczonych. We wspotbieznych wersjach takich systemoéw, naturalne jest z kolei
rozwazanie nieskoniczonych sladéw. Podobnie jak w przypadku definiowania sladéw skon-
czonych, jest wiele podejs¢ do ich rozszerzania do wersji nieskoriczonej. Wszystkie one do-
puszczaja konkatenacje dwoch catkowicie niezaleznych sladéow (réwniez nieskoriczonych),
prowadza jednak do réznych modeli.

Model 1 - domkniecie w sensie Scotta. Pierwszy z modeli za podstawe bierze prefik-
sowy czesciowy porzadek na §ladach skoniczonych. Takie podejécie do sladéw nieskoniczo-
nych mozna znalez¢ miedzy innymi w [29]. W modelu tym slady (skoniczone i nieskonczone)
utozsamiamy z ideatami, a wtasciwie z supremami ideatéw, zbioru czesciowo uporzadko-
wanego (X*/=, C=). Powoduje to, ze §lad nieskoriczony rozumiany jest jako zbiér swoich
skoniczonych prefiksow i dalsze definicje odwotujg sie w sposéb naturalny wtasnie do zbio-
row skoriczonych prefiksow. W [36] pokazano, ze identyczny wynik daje rozszerzenie na
przypadek nieskoniczony definicji rzutowej. Latwo tez zdefiniowaé nietaczng konkatenacje
sladow nieskonczonych zgodnych z definicja przedstawiona w [29], bez odwolywania sie
do skonczonych prefiksoéw. Wiecej na ten temat znalezé mozna w Rozdziale 2.

Definicja ideatowa prowadzi ostatecznie do relacji rownowaznosci =g C X X X*° na
stowach, zadanej nastepujaco:

o =g 7 wtedy 1 tylko wtedy gdy
(Vopes+ 00 E 0 = (3ryes- 70 E 7 A[70] E- [00]))A
(Vrpes+ To & 7 = (gpex+ 00 & 0 A o] £ [10])),

czyli kazdy skoniczony prefiks jednego z nich jest prefiksem w sensie $ladowym jednego z
prefikséw drugiego z nich.
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Model 2 - monoid Gastina. Podobnie jak w tej rozprawie, to jest korzystajac z rzu-
tow na podalfabety calkowicie zalezne, do sprawy sladéw nieskoriczonych podchodzi w
[20] Gastin. Zamiast rzutéw na zalezne podalfabety dwu i jednoliterowe (ktore sa szcze-
golnym przypadkiem pokrycia klikowego) uzywa on rzutéw na dowolne pokrycia klikowe
grafu relacji zaleznodci i relacje réwnowaznosci =4 C X x X*° na stowach definiuje
bezposrednio:

o =¢ T wtedy i tylko wtedy gdy Vsep Hg(o) = [g(7).

Problem nietacznosci pojawiajacy sie przy probie definicji konkatenacji Gastin rozwiazuje
dodajac do zbioru §ladéw zero (oznaczane przez 1) bedace wynikiem sktadania niekom-
patybilnych sladow.

Model 3 - §lady zespolone [15, 21]. W koricu trzeci, najbardziej rozbudowany model
bazuje na grafach zaleznosci §ladéw. W mysl tej definicji sladem jest kazdy acykliczny graf
skierowany, w ktorym wierzchotki etykietowane sa literami alfabetu wspotbieznego (a nie
parami litera i liczba naturalna jak w przypadku Definicji 1.3.4), zas krawedzie wystepuja
miedzy kazda para wierzchotkéw etykietowanych literami zaleznymi. Pominiety zostaje tu
zakaz istnienia $ciezek nieskoriczonych miedzy dwoma wierzchotkami. Pozwala to uzywaé
sladow nieskoriczonych, a nawet w sposéb naturalny i taczny sktadaé je ze soba. Rozszerza
jednak zbior sladow nie tylko o grafy klas rownowaznosci stow nieskoniczonych, ale takze
o tak zwane $lady zespolone, nie zwiazane z zadnym elementem zbioru >*°.

Dla kazdego stowa o € 3 mozemy jednak wyznaczy¢ graf G(o), w ktorym zbior wierz-
chotkéw moze byé nieskoniczony, ale nie istnieja nieskonczone Sciezki miedzy wierzchot-
kami. I ograniczajgc sie do takich graféw zdefiniowaé relacje rownowaznosci =¢C 3% x 3°
na stowach:

o =c T wtedy i tylko wtedy gdy G(o) = G(7).

Choé¢ zbiory obiektow zdefiniowanych w obrebie przedstawionych modeli réznia sie w
sposob istotny, to indukuja identyczne relacje réwnowaznosci w zbiorze »°°:

Fakt 1.3.12 Niech o,7 € X bedg obliczeniami sekwencyjnymi. Wowczas nastepujgce
warunki sq rownowazne:

® 0 =9T
e 0 =T
e 0 =T

W dalszej czesci rozwaza¢ bedziemy slady nieskoniczone w sensie przedstawionym jako
Model 2 (cho¢ bez dodatkowego elementu L ). Mozemy wtedy, w naturalny sposob (powta-
rzajac Definicje 1.3.8), przeniesé na slady nieskoriczone zdefiniowana wezesniej prefiksowa,
relacje czesciowego porzadku (uzyjemy dla niej tego samego oznaczenia):

Definicja 1.3.13 Niech C= bedzie relacja na ¥* /=, taka ze

va,ﬁGE"o/;a EE 6 = vanHa,b(a) E Ha,b(ﬁ)~
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Tak zdefiniowany zbioér czesciowo uporzadkowany (X°°/=,C=) jest, zgodnie z przyswie-
cajaca Modelowi I idea, domkniety na suprema, czyli zupelny w sensie Scotta. Ponadto,
elementami skoriczonymi tego zbioru czesciowo uporzadkowanego sg slady skoriczone, do-
wolne elementy mozna uzyskaé¢ jako suprema ciggdéw elementéw skonczonych, zas elemen-
tem minimalnym jest §lad pusty. W zwiazku z tym prawdziwy jest nastepujacy

Fakt 1.3.14 Dla dowolnego alfabetu wspdtbieinego (2, D) zbidr czesciowo uporzgdkowany
(X°/=,CF) jest w — algebraiczny.

1.4 Zwiazki sieci elementarnych i sladéw

Sieci Petriego i slady Mazurkiewicza sa dwoma matematycznymi formalizmami stuzacymi
do modelowania wspotbieznosci, na pierwszy rzut oka dos¢ odlegtymi. Przeczac tej tezie,
tworca teorii $ladow Mazurkiewicz podaje, obok teorii jezykow formalnych, teorie sieci
Petriego jako motywacje dla powstania teorii sladow [34, 35]. W tej sekcji sprobujemy
naszkicowa¢ podstawowe zwiazki miedzy tymi dwoma teoriami, w szczegdlnosci przyto-
czymy za Mazurkiewiczem definicje zaleznosci akcji sieci elementarnych.

W elementarnych sieciach Petriego zwiazkow ze sladami Mazurkiewicza najprosciej
szukaé poprzez jezyki wykonalnych obliczen, oznaczane dla sieci Petriego S przez L(5).
Chcieliby$my tak zdefiniowaé relacje zaleznosci, aby wraz z kazdym wykonalnym obli-
czeniem wykonalny byl tez kazdy jego sladowy réwnowaznik, a jednocze$nie, aby byta
to relacja mozliwie najmniejsza. Oczywistym kandydatem na warunek niezaleznosci akcji
[34, 35| jest catkowita roztacznosé sasiadujacych z akcja miejsc:

Definicja 1.4.1 Niech S = (P, T, F, M) bedzie siecia elementarna, zas$ a,b € T - dwoma
akcjami tej sieci. Mowimy, ze akcje a oraz b sa niezalezne (alb), jesli

(aUa®)N (DU =0.

Biorac jako relacje zaleznosci D dopelnienie tak okreslonej relacji niezaleznosci mozemy
rozszerzy¢ alfabet T akcji sieci S do alfabetu wspoétbieznego (7', D). Z empirycznego
punktu widzenia, dwie akcje a oraz b bedace w konflikcie (patrz Definicja 3.1.1) nigdy
nie beda mogly sie wykona¢ jedna po drugiej, w zwiazku z czym nigdy nie dojdzie do
sytuacji, gdy w wykonalne obliczenie bedzie postaci ocabr. Uprawnia to do uznania ak-
cji skonfliktowanych jako niezaleznych (co sprzyja minimalizacji relacji zaleznosci), jest
jednak sprzeczne z intuicja. Pozostaniemy w zwigzku z tym przy klasycznej definicji za-
leznodci akcji sieci elementarnych.

Przy tak zdefiniowanej relacji zaleznosci, wraz z kazdym obliczeniem o, do jezyka
obliczeni wykonalnych w danej sieci Petriego nalezy caly §lad [o].

Lemat 1.4.2 Niech S = (P, T, F, My) bedzie siecig elementarng, zas o € T obliczeniem.
Wowczas
ceL(S)No=1=T1¢€ L(9).

Dowéd. Pokazemy, ze lemat ten jest prawdziwy jesli ¢ = wabv, za§ 7 = ubav, gdzie
alb sa dwoma niezaleznymi akcjami, zas$ u, v - ciggami akcji. Zatozmy, ze MouM, MaM’,
M'bM" sa wykonalnymi ciggami krokéw oraz obliczenie v jest wykonalne w markingu M”.
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7, warunku niezaleznosci akcji a oraz b, poniewaz akcja b jest umozliwiona w markingu
M' = Ma, to musi byé¢ tez umozliwiona w markingu M. Podobnie, akcja a musi by¢
umozliwiona w markingu Mb. Poniewaz sieci elementarne spetniaja twierdzenie Kellera
(maja wlasnosé diamentu), to marking wynikowy nie zalezy od kolejnosci w jakiej wyko-
nujemy akcje, czyli Mab = Mba = M", co uzasadnia prawdziwos¢ lematu w tej sytuacji.
Poniewaz dowolne dwa reprezentanty $ladu mozna uzyskaé jeden z drugiego przy pomocy
skoniczonej liczby takich komutacji, to lemat jest rowniez prawdziwy dla dowolnych obli-
czen o oraz T. d

W zwiazku z tym, przez L(S) oznaczaé¢ bedziemy rowniez jezyk $ladow obliczen wykonal-
nych w sieci elementarnej S.

Uwaga 1.4.3 W podobny sposdb (przez uzaleznienie akcji posiadajgcych wspélne incy-
dentne place) i uzyskujgc podobne efekty mozna wprowadzié¢ relacje niezaleznosci akcji w
p/t-sieciach i sieciach inhibitorowych.
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Rozdzial 2

Zbiory rzutowe 1 rekonstrukcje

W Rozdziale 1, gdzie wprowadzilismy definicje sladow skoniczonych, uzywaliémy dosé cze-
sto funkcji rzutowania na podalfabety, w ktérych relacja zaleznosci jest relacja pelna.
Wielu badaczy zauwazylo, ze traktowanie sladéw jako zbioréw lub wektoréw takich rzu-
tow, szczegodlnie kiedy interesuja nas $lady nieskoniczone, jest bardzo wygodne [20, 36, 43,
46|. Myslac o $ladach jako o klasach abstrakeji sekwencyjnych obliczen, mamy do czynienia
z nieskoniczonymi zbiorami nieskoriczonych stow. Zbiory rzutowe pozwalaja zredukowaé
jeden nieskonczony wymiar i traktowac slady jako skoriczone zbiory nieskonczonych stow.

2.1 Wlasnosci rzutowe sladow

2.1.1 Wektory Parikha

Najprostszymi podalfabetami, w ktorych zwrotna relacja zaleznosci jest relacja peilna
sa podalfabety jednoliterowe. Rozwazajac rzuty sladu na wszystkie takie podalfabety
otrzymujemy informacje o liczbie (ze zbioru NU {w}) wystapien kolejnych liter w §ladzie.
Prowadzi to bezposrednio do definicji wektora Parikha $ladu:

Definicja 2.1.1 Niech v € X*° bedzie stowem. Wektorem Parikha tego sladu nazwiemy
funkcje Par, : ¥ — NU{w} dana wzorem:

Pary(a) = [v]a = [Ha(v)]-
Dla uproszczenia notacji, zamiast Par,(a) bedziemy czesto pisaé |a/,.

Uwaga 2.1.2 Wektory Parikha roznych stow mogq byé identyczne, co w naturalny spo-
sob generuje relacje rownowaznosci Parikha na stowach. W jezyku teorii sladow jest to
po prostu relacja rownowaznos$ci Sladowej = indukowanej przez maksymalng antyzwrotng
relacje niezaleznosci [ =X x ¥\ Id, a zbior wszystkich wektoréw Parikha nad danym al-
fabetem 33 jest tozsamy z jezykiem wszystkich sladow ¥°°/= nad catkowicie przemiennym
alfabetem wspotbieznym (X, D).

Uwaga 2.1.3 Wobec oczywistego faktu rownosci wektorow Parikha dla stow réwnowaz-
nych (uw = v = Par, = Par,) mozemy mowi¢ o wektorach Parikha sladow:

Par, = Pary, gdzie w € a.
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2.1.2 Reprezentacja rzutowa sladu

O ile tylko alfabet wspolbiezny (X, D) nie jest alfabetem catkowicie przemiennym, dwa
rozne $lady moga miec¢ takie same wektory Parikha. W celu ich rozréznienia, mozemy
uzy¢ rzutéw na dwuliterowe podalfabety alfabetu X, a wystarczajace okazuja sie tylko te,
w ktorych relacja zaleznosci dziedziczona z (X, D) jest relacja pelna. Uzyskujemy w ten
sposob reprezentacje rzutowe Sladow:

Definicja 2.1.4 Niech (3, D) bedzie alfabetem wspotbieznym, zas o € 3°° /= §ladem nad
tym alfabetem. Zbiorem rzutowym $ladu « nazywaé bedziemy funkcje Ilp(«) : D — ¢
(przy czym D rozumiane jest w sensie Uwagi 2.1.2 - jako rodzina zbioréw) dang wzorem:

p(a)({a,b}) = Iap().

Uwaga 2.1.5 Nietrudno zauwazyé, ze reprezentacja rzutowa Sladu jest tylko wyekspono-
waniem rzutowego charakteru Definicyi 1.5.1. W zwigzku z tym, wprost z definicyi, funkcja
I1p jest funkcjg réznowartosciowg.

2.2 Zbiory rzutowe

W czasie rozwazan rzutéw na podalfabety o mocy wiekszej niz jeden, informacja o liczbie
elementéw wchodzacych w sktad tych rzutéw przestata by¢ wystarczajaca. W miejsce wek-
torow Parikha, w analogiczny sposob, wprowadzimy uogolnienie reprezentacji rzutowych
sladow - zbiory rzutowe [37|, czyli elementy iloczynu kartezjanskiego jezykow sekwen-
cyjnych nad jedno i dwuliterowymi podalfabetami z pelna relacja zaleznosci (zbioér tych
podalfabetow jest szczegolnym przypadkiem rozbicia klikowego grafu relacji D):

Definicja 2.2.1 Niech (3, D) bedzie alfabetem wspotbieznym. Wowczas zbiorem rzuto-
wym nazywaé bedziemy funkcje P : D — ¥ (przy czym D rozumiane jest w sensie Uwagi
2.1.2), ktora spetia warunek:

P({a,b}) € {a,b}>.
Rodzine wszystkich zbioréow rzutowych oznacza¢ bedziemy przez PS.

Przyktad 2.2.2 Niech (X = {a,b,c}, D = ¥ xX) bedzie alfabetem wspo6tbieznym (catko-
wicie zaleznym). Rozwazmy nastepujace przyktady zbioréw rzutowych nad tym alfabetem:

({a,a},aa) ({a,a},aa) ({a,a}, aa)
ga, b%, abal;) ga, b{, aba; E}a, b{, aba?)
hi= ({b,’b}:bb) P = ({b:b},’bb) Py = ({b,’b},’bb)
({b, c}, cbb) ({0, c}, cbb) ({b, ¢}, bbe)
({e.ctio) ({e.ctio) ({e.ctic)

Spoérod przedstawionych zbioréw rzutowych, tylko P jest reprezentacja rzutowa sladu
(precyzyjnie rzecz ujmujac - sladu [acbab).
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W rodzinie zbioréw rzutowych, podobnie jak w przypadku jezykow stow i sladéw, mozemy
wprowadzié¢ prefiksowsq relacje czesciowego porzadku:

Definicja 2.2.3 Niech (X, D) bedzie alfabetem wspotbieznym. Wowezas prefiksowsg rela-
cja czesciowego porzadku w rodzinie wszystkich zbioréw rzutowych PS nazwiemy relacje
CI C PS x PS dang formula:

P CY Py & Vsep Pi(S) T Py(S).
Zacytujemy teraz definicje oraz ogolne twierdzenie z teorii dziedzin|1]:

Definicja 2.2.4 Produktem kartezjanskim dwoch zbioréw czesciowo uporzadkowanych
kierunkowo-zupelnych (D, <) oraz (E, <) nazywamy zbior czesciowo uporzadkowany (D x
E, <), gdzie

e Dx E={(z,y)|zeD N yeFE},
o (z,y) < (2/,y) wtedy i tylko wtedy gdy z < 2’ Ay < ¥/

Fakt 2.2.5 Produkt kartezjariski (D x E,<') dwdch zbioréw czesciowo uporzadkowanych
kierunkowo-zupetnych (D, <) oraz (F, <) jest zbiorem czeSciowo uporzgdkowanym kierunkowo-
zupetnym. Suprema oraz infima liczone sqg po wspotrzednych.

Konstrukcja zbioru czesciowo uporzadkowanego zbioréw rzutowych spetnia zatozenia tego
twierdzenia uogo6lnionego na produkt skoniczonej liczby zbioréw czesciowo uporzadkowa-
nych kierunkowo-zupetnych, w zwiazku z czym:

Whiosek 2.2.6 Relacja T jest czesciowym porzqdkiem. Zbior czesciowo uporzadkowany
(PS, EY) jest zupetny w sensie Scotta. Suprema oraz infima liczone sq po wspotrzednych.

Na koniec zdefiniujemy jeszcze operacje konkatenacji dwoch zbioréw rzutowych. Zgod-
nie z dotychczas przyjeta zasada oprzemy ja o produktowy charakter tych obiektow i
zdefiniujemy po wspotrzednych.

Definicja 2.2.7 Niech P, P, € PS beda dwoma zbiorami rzutowymi. Woéwczas przez
Py P, rozumieé¢ bedziemy zbior rzutowy Ps taki, ze

Ysen Py(S) = P (S)Py(S).

Poniewaz reprezentacja rzutowa sladu jest szczegélnym przypadkiem zbioru rzutowego, a
tak sformutowana definicja konkatenacji jest rownowazna definicji sktadania sladow skon-
czonych rozumianych jako zbiory rzutowe, moznaby pokusi¢ sie o probe wykorzystania jej
do zdefiniowania konkatenacji sladéw. Ponizszy przykltad pokazuje dobitnie, ze nie da sie
tego zrobié¢ bezposrednio.

Przyktlad 2.2.8 Rozwazmy nastepujacy alfabet wspotbiezny (3 = {a,b,c}, I = {(a,c)})
i zbiory rzutowe, bedace reprezentacjami rzutowymi sladow o« = [a“], 5 = [b] oraz v = [¢]:

({a,a}, a*) ({a,a},€) ({a,a},€)

({a,b},a%) ( (
HD(a) = <{b7 b}7 6) ) 1155 (ﬁ) = ({b7 b}7 b ’ IIp (7) = ({b7 b}7 €
N z

{e.chy6)



Wymnikiem konkatenacji tych trzech reprezentacji rzutowych jest zbior rzutowy
({a,a},a”)
(
P =< ({b,b},b) ,
(
(

ktory w sposdb oczywisty (rzut na {b, b} zawiera jedno wystapienie b, zas rzut na {a,b}
nie zawiera zadnego) nie jest reprezentacja rzutowa zadnego sladu.

Efekt opisany w powyzszym przyktadzie powoduje, ze okreslona na zbiorach rzutowych
konkatenacja wyprowadza poza rodzine zbioréw rzutowych bedacych reprezentacjami sla-
dow. Kolejne sekcje poswiecimy blizszemu przyjrzeniu sie tej rodzinie oraz takiemu po-
prawieniu konkatenacji, aby poza nia nie wyprowadzala.

2.3 Wewnetrznie bezkonfliktowe zbiory rzutowe

W swojej wezesnej pracy na temat sladow nieskonczonych [20], Gastin uzywal obiektow
podobnych do przedstawionych w Defincji 2.2.1 zbioréw rzutowych. Te z nich, z ktérych
da sie zbudowadé grafy sladow, a wiec sa reprezentacjami rzutowymi sladéw - nazwal re-
konstruowalnymi.

W Przyktadzie 2.2.2 pokazaliSmy trzy, bardzo podobne, zbiory rzutowe. Pierwszy z
nich jest rekonstruowalny, dwa pozostate nie. W przypadku drugiego nie zgadzaja sie
liczby liter wystepujacych w réznych rzutach (precyzyjnie - w drugim rzucie litera b wy-
stepuje tylko raz, a nie dwa razy, jak w rzutach czwartym i piatym). Problem z trzecim
przyktadem jest bardziej subtelny - wystapito tam klasyczne zjawisko zakleszczenia; nie
da sie tak utozy¢ liter wystepujacych w tym obiekcie (co prowadzitoby do odtworzenia
jednego z reprezentantow sladu) aby wystepowaly one w zaproponowanej w rzutach dru-
gim, trzecim i piatym kolejnosci. Oba te przyktady pokazuja pewne typy wewnetrznych
konfliktéw wystepujacych w zbiorach rzutowych, ktére powoduja, ze nie sa one rekonstru-
owalne.

Przedstawimy teraz klase zbioréow rzutowych wolnych od tego typu konfliktéw, nazwa-
nych wewnetrznie bezkonfliktowymi zbiorami rzutowymi [37]:

Definicja 2.3.1 Rodzing wewnetrznie bezkonfliktowych zbiorow rzutowych (w skrocie
wbzr) nazywamy najmniejsza rodzine F spelniajaca warunki:

o (Vsep P(S)=¢)=PecF
e P € F AP jest skoriczony = V.ex P’ = Pllp([c]) € F

o V; (P; jest skoticzony A P, C" Py AP, € F}) = supP, € F.

Uwaga 2.3.2 Drugi punkt powyzszej definicji, polegajacy na dopisaniu do skoriczonego
zbroru rzutowego pojedynczej litery we wszystkich rzutach w ktorych ona wystepuje mozna,
zgodnie z oryginalnym sformutowaniem [37], réwnowaznie zapisac:

P € F A P jest skoriczony A (3eexVsep P'(S) = P(S)llg(c)) = P' € F
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Jedng z uzytecznych obserwacji dotyczacych wewnetrznie bezkonfliktowych zbioréw rzuto-
wych jest, gwarantowana przez trzeci punkt Definicji 2.3.1, domknietos¢ jej skierowanych
podrodzin na suprema. Drobnym i wylgcznie technicznym problemem sg tutaj mogace sie
pojawi¢ w danej podrodzinie skierowanej nieskoniczone zbiory rzutowe. Przydatna bedzie
do tego okreslona po wspotrzednych operacja przeciwna do konkatenacji, ktéra podobnie
jak w przypadku stéw, nazwiemy roznica prefiksows:

Definicja 2.3.3 Niech P, P, € PS beda dwoma kompatybilnymi, czyli posiadajacymi
wspolne ograniczenie gérne zbiorami rzutowymi. Wéwczas Py = P, \cn P, oznacza unika-
towy zbior rzutowy taki, ze Vioep Ps(x) = Po(x) \c Pi(x). Naturalnie, jesli P, C Py, to
P1P3 - PQ.

Lemat 2.3.4 Niech S C F bedzie skierowang podrodzing wbzr nad alfabetem wspotbiez-
nym (X, D). Wowczas supS € F, czyli ograniczenie gorne tej podrodziny istnieje i jest
wewnetrznie bezkonfliktowe.

Dowdd. Skorzystamy z Wniosku 2.2.6, dotyczacego zbioru cze$ciowo uporzadkowanego
(PS, EM). Poniewaz rodzina PS wszystkich zbioréw rzutowych jest dziedzing Scotta, supS
jako ograniczenie gorne jej podrodziny skierowanej istnieje i nalezy do PS. Pozostaje po-
kazac¢, ze musi ono naleze¢ réwniez do podrodziny wewnetrznie bezkonfliktowych zbiorow
rzutowych.

WezZmy wstepujacy ciag u zbioréw z rodziny S, ktéry w granicy daje supS. Od pewnego
miejsca zbiory te moga by¢ nieskoriczone. Pokazemy, jak zastapi¢ je zbiorami skonczo-
nymi i skonstruowac ciag v, aby supremum ciggu nie zmienito sie. Na poczatek wszyst-
kie skoriczone elementy ciagu u przepisujemy do ciagu v. Wezmy teraz pare (v;, u;y1)
taka, ze v;-skoriczony, za$ wu;.i-nieskonczony. Wezmy réznice prefiksowa tych elementow
T = u;41 \cn v; a nastepnie wyznaczmy zbior A wszystkich akcji znajdujacych sie w pierw-
szej warstwie x, czyli znajdujacych si¢ na pierwszych pozycjach w kazdym z rzutéw na
podalfabety je zawierajace. Jako v;;; przyjmiemy v; skonkatenowane (w sensie drugiego
punktu Definicji 2.3.1) w dowolnej kolejnosci ze wszystkimi elementami zbioru A.

Operacje te powtarzamy uzyskujac ciag ztozony z samych skonczonych zbioréw rzu-
towych. Pozostaje nam pokazaé¢, ze supremum tego ciagu jest identyczne z supremum
wyjséciowego ciggu u. Do tego z kolei wystarczy wzig¢ dowolny element u; ciagu u i poka-
zac, ze kazdy skonczony prefiks w tego elementu jest prefiksem supv. Wezmy w' = w\cnv;.
Nietrudno zauwazy¢, ze kolejne warstwy (by¢ moze rozszerzony o pewne niezalezne ele-
menty) zbioru rzutowego w’ byly dodawane do v; w kolejnych krokach opisanej procedury.
A zatem, ze skonczonoSci zbioru rzutowego w, istnieje takie j, ze w C v;. Z dowolnosci
elementow u; oraz w otrzymujemy, ze sup v = supu, czyli na mocy trzeciego punktu Defi-
nicji 2.3.1 sup u jest wewnetrznie bezkonfliktowym zbiorem rzutowym, co koriczy dowod. O

Whiosek 2.3.5 Lemat 2.3.4 wraz z Wnioskiem 2.2.6 pozwalajqg stwierdzi¢, zZe rodzina
wewnetrznie bezkonfliktowych zbiorow rzutowych wraz z prefiksowq relacjq czeSciowego
porzgdku T jest zbiorem czesciowo uporzgdkowanym zupelnym w sensie Scotta.

Innym ciekawym faktem jest mozliwos¢ rozszerzenia na nieskonczone wewnetrznie bezkon-
fliktowe zbiory rzutowe operacji dopisywania zbioréw jednoliterowych opisanej w punkcie
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drugim Definicji 2.3.1. Jest ona mozliwa réwniez w przypadku gdy niektore z rzutéw
(zupelnie niezwiazanych z dodawana litera) sa nieskoriczone.

Lemat 2.3.6 Niech P € PS bedzie wewnetrznie bezkonfliktowym zbiorem rzutowym nad
alfabetem wspdtbieznym (2, D), zas a € 3 literqg tego alfabetu. Jesli wszystkie wspdtrzedne
zbioru P zwigzane z tq literq sq skoniczone, to zbior rzutowy P-Tp([a]) jest wewnetrznie
bezkonfliktowy. Bardziej formalnie:

(Vsep a € S = |P(S)| <w) = P-llp([a]) € wbzr.

Dowod. W sytuacji, gdy zbior rzutowy P jest skonczony, teza jest prawdziwa na mocy
Definicji 2.3.1. W przeciwnym przypadku, istnieje ciag P; skonczonych, wewnetrznie bez-
konfliktowych zbioréw rzutowych dajacy w granicy P (sup,P, = P). Na mocy Definicji
2.3.1, zbiory P! = P;-1Ip([a]) sa wewnetrznie bezkonfliktowymi zbiorami rzutowymi, na-
tomiast zatozenie lematu gwarantuje, ze istnieje takie £ € N poczawszy od ktoérego wspot-
rzedne na ktorych wystepuje litera a (podzbiory alfabetu zawierajace te litere) w zbiorach
rzutowych P; sa state (rowne odpowiednim wspohrzednym w zbiorze Py, i w calym P). Za-
uwazmy, ze poczawszy od tego momentu zbiory P/ tworza zbior skierowany, a wiec istnieje
dla niego najmniejsze ograniczenie z gory P’, ktore wprost z definicji jest wewnetrznie bez-
konfliktowe. Pozostaje uzasadnic, ze P-1Ip([a]) = P’. Poniewaz w dziedzinach Scotta gra-
nice liczy sie po wspotrzednych, wystarczy aby Vsep P-1lp([a])(S) = P'(S). Rozwazmy
dwa przypadki, kiedy a € S oraz kiedy a ¢ S. W przypadku pierwszym, zachodzi opisana
wyzej sytuacja, w ktorej poczawszy od i = k mamy P(S)a = P;(S)a = P/(S) = P'(95).
W przypadku pozostatych wspohrzednych, zbiory rzutowe P; oraz P! sa identyczne, czyli
P(S) = sup; P,(S) = sup; P/(S) = P'(S), co koiniczy dowdd. O

Uwaga 2.3.7 Zauwazmy, zZe powyzszy lemat jest prawdziwy rowniez gdy wszystkie wspot-
rzedne zawierajgce litere a sq nieskoniczone (co pocigga za sobg, Ze litera a wystepuje w
nich nieskoniczenie czesto). Natomiast, gdy istnieje zaréwno skoriczona jak i nieskoriczona
wspotrzedna na ktorej wystepuje a, teza lematu jest fatszywa (litera a zostanie dopisana
do wspdtrzednej skoriczonej, zas pominieta przy wspotrzednej nieskoriczonej).

Whniosek 2.3.8 Niech P,R € PS bedq dwoma wewnetrznie bezkonfliktowymi zbiorams
rzutowymi spetniajacymi warunek |P(S)| = w = R(S) = €. Wowczas PR jest rowniez
wewnetrznie bezkonfliktowym zbiorem rzutowym.

Sekcje te podsumujemy, nasuwajacym sie w swietle przedstawionych wtasnosci struktury
sladow nieskoriczonych, wnioskiem.

Whiosek 2.3.9 Zbior rzutowy P € PS jest rekonstruowalny doktadnie wtedy, gdy jest
wewnetrznie bezkonfliktowy.
2.4 Rekonstrukcja sladéw

W podsekeji 2.1.2 zdefiniowaliémy funkcje rzutowania przyporzadkowujaca kazdemu sla-
dowi zbior rzutowy. W kolejnych sekcjach wskazaliSmy, ze funkcja rzutowania nie dziala
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na rodzine zbioréw rzutowych (nie jest surjekcja). Przyjrzyjmy sie teraz nieco blizej,
wykorzystanej w dowodzie Lematu 2.3.4, idei warstw zbioru rzutowego. Przy ich pomocy
zdefiniujemy funkcje dzialajaca z rodziny wszystkich zbioréw rzutowych do zbioru $ladow,
ktora zbiorom rzutowym przyporzadkuje $lady odpowiadajace najwickszej, mniejszej lub
rownej od danego zbioru rzutowego reprezentacji rzutowej. W szczegolnosci, ograniczona
do reprezentacji rzutowych sladow, bedzie to funkcja odwrotna do rzutowania.

W celu zapewnienia uczciwosci ponizszej konstrukeji, operacja rekonstrukeji opisana w
[36] wykonywana byta wzdtuz specjalnego kanonicznego wzorca, w ktorym kazda litera z
alfabetu wystepuje nieskonczenie czesto. Zabezpieczato to przed pominieciem akcji nieza-
leznych od nieskoniczenie wielu innych, wystepujacych w zbiorze rzutowym akcji. Zadanie
to mozna, z podobnym skutkiem, zrealizowa¢ przy pomocy wprowadzonych w dowodzie
Lematu 2.3.4 warstw, co zastosowano nizej.

Konstrukcja 2.4.1 Wezmy zbiér rzutowy P. Skonstruujemy wstepujacy ciag stow v,
bedacych kolejnymi przyblizeniami jednego z reprezentantéw sladu, zwiazanego w opisany
wyzej sposob ze zbiorem rzutowym P. Rownoczesnie konstruowaé bedziemy ciag zbioréw
rzutowych P,, bedacych sufiksami wyjsciowego zbioru P. Za vy przyjmiemy stowo puste
€, zas za Py - wyjsciowy zbior rzutowy P.

Przypomnijmy, ze przez pierwsza warstwe zbioru rzutowego rozumiemy zbioér liter
ztozony z tych, ktére wystepuja jako pierwsze we wszystkich rzutach na podalfabety za-
wierajace te litere. W kolejnych krokach wyznaczaé¢ bedziemy pierwsza warstwe A i-tego
sufiksu P; i tworzy¢ i + 1 — szy sufiks przez jej odjecie (traktujac te warstwe jako zbior
rzutowy) oraz kolejne przyblizenie v;,1 przez dodanie do niego liter z warstwy A (dla
ustalenia uwagi - w kolejnosci leksykograficznej, cho¢ nie ma to znaczenie, gdyz litery
wystepujace w jednej warstwie sa parami niezalezne). Bardziej formalnie:

A = {a€eX|VsepaeS= P(9] =a},
Piyr = P \colp([lex(A)]),
vip1 = wvlex(A),

gdzie przez lex(A) rozumiemy leksykograficzne uszeregowanie zbioru A.
Wynikiem operacji rekonstrukcji Rp : PS — X/ jest slad obliczenia bedacego
granica ciagu v;, czyli
Rp(P) = [sup,v,).

Przyktlad 2.4.2 (Rekonstrukcja) Niech ¥ = {a,b,c,d}, zas I - symetryczne uzupel-
nienie relacji {(a, d), (a, c), (b,d), (¢, d)}. Przeanalizujmy konstrukcje ciagow (v,,) oraz (P,)
dla zbioru rzutowego

bedacego reprezentacja rzutows Sladu [bbdd(ac)”]. Wyznaczmy pierwsza warstwe A dla
zbioru rzutowego Fy = P. Naleza do niej dwie litery spelniajace zawarty w definicji
warunek. Sa to b oraz d. Litery a oraz ¢ wystepuja co prawda na pierwszych miejscach w
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rzutach Py({a,a}) oraz Py({c,c}) odpowiednio, ale w rzutach Py({a,b}) oraz Py({b,c})
na pierwszych pozycjach wystepuje litera b. W zwiazku z tym vy = lex({b,d}) = bd, zas

({a,a},a®)
({a,b}, ba”)
({b.0}.0)
({b,c}, bc?)
({e et e?)
({d, d},d)

W drugim kroku, pierwsza warstwa rozwazanego zbioru rzutowego (P;) to ponownie dwu-
elementowy zbior ztozony z liter b oraz d. W zwiazku z tym vy = bd- bd = bdbd, zas

Py

P

({d, d},€)

W kolejnych krokach pierwszymi warstwami sa dwuelementowe zbiory A = {a,c}, za$
poczawszy od i = 3

({d,d}, €)

podczas gdy v;1o = bdbd(ac)’. Ostatecznie, w wyniku rekonstrukcji otrzymujemy ciag
v; dajacy w granicy stowo nieskonczone bdbd(ac)”, czyli slad [bdbd(ac)*] = [bbdd(ac)“].
Warto zauwazy¢, ze bioragc pod uwage ciag P,, w granicy nie uzyskaliSmy pustego zbioru
rzutowego I1p([e]), mimo ze wyjsciowy zbior rzutowy P jest rekonstruowalny.

Uwaga 2.4.3 W rekonstrukcji opisanej w [36] w kolejnych krokach zamiast catych warstw
brane sq pojedyncze litery. Takie postepowanie daje poprawne wyniki w przypadku skoni-
czonych zbiorow rzutowych, jednak w ogdlnosci kryje w sobie dos$é powazne zagrozenie.
Gdybysmy w poprzednim przyktadzie zamiast warstw brali najmniejsze leksykograficznie
litery bedgce pierwszymi literami w odpowiednich rzutach, wynikiem bytoby [bba”]. W cy-
towanej pracy efekt ten wyeliminowano dzieki kontroli uczciwosci wyboru liter dotgczanych
do kolejnych elementow ciggu v;.

Wykorzystamy teraz informacje o wyniku operacji Rp i opiszemy ja w sposob bardziej
formalny. Uzyjemy do tego celu zbiory wszystkich wewnetrznie bezkonfliktowych prefikséw
zbioréw rzutowych:

Definicja 2.4.4 Niech P € PS bedzie zbiorem rzutowym, za§ F' C PS oznacza rodzine
bezkonfliktowych zbiorow rzutowych. Przez W BP(P) C PS oznaczymy rodzine wewnetrz-
nie bezkonfliktowych zbioréw rzutowych mniejszych lub rownych P. Bardziej formalnie:

WBP(P)={P ¢ F|P C" P}.
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Zbiory W B P posiadaja kilka ciekawych wtasnosci. Mianowicie, sa to zawsze zbiory niepu-
ste (do kazdego takiego zbioru nalezy 11 ([¢])). Poza tym sa one zbiorami skierowanymi,
czyli

Lemat 2.4.5 Niech P € PS bedzie zbiorem rzutowym, za$ Py, P, € WBP(P) jego we-
wnetrznie bezkonfliktowymi prefiksami. Wowczas w rodzinie W BP(P) istnieje wspdlne
ograniczenie z gory dla zbioréw Py oraz Py, czyli taki zbior P, € WBP(P), ze Py C!
PAP CY P,

Dowdd. Na poczatku zauwazmy, ze na kazdej wspotrzednej S € D zbiory rzutowe B
oraz P sa porownywalne. To znaczy, Py(S) jest prefiksem P;(S) lub na odwrot, P;(S)
jest prefiksem Py(.S). W przeciwnym przypadku zbiory te nie mogltyby by¢ jednoczesnie
prefiksami P.

Rozwazmy zbior rzutowy P’ = P\ C! P. Zauwazmy, Ze na mocy poczynionej
na wstepie uwagi, wspotrzedna P’(S) moze by¢ niepusta tylko wtedy, gdy odpowiada-
jaca jej wspolrzedna Py(S) jest skoriczona (w przeciwnym przypadku Py(S) nie mo-
gltoby by¢ wtasciwym prefiksem P;(S)). Stad PyP’ musi by¢, na mocy Wniosku 2.3.8
wewnetrznie bezkonfliktowy. Oczywiscie Py jest prefiksem Py P’ ale rowniez P; jest pre-
fiksem PyP’. Aby to uzasadni¢ rozwazmy dowolng wspotrzedna S € D zbioru PyP'.
Jesli Pi(S) T Fy(S), to takze Pi(S) C ByP'(S). Jesli natomiast Py(S) T Pi(S), to
PyP'(S) = By(S)(P1(S) \c Po(S)) = Pi(S), czyli P (S) = FByP'(S). Do wykazania, ze
PyP' nalezy do rodziny W BP(P), pozostaje uzasadni¢, ze PyP’ T P. Wprost z okre-
Slenia P’ wida¢, ze kazda wspolrzedna S € D tego zbioru jest odpowiednig wspotrzedna
zbioru Fy lub zbioru P;. Daje to, wprost z definicji cze$ciowego porzadku dla zbiorow
rzutowych, teze i konczy dowdd. O

W zwiazku z tym zbiory te posiadaja najmniejsze ograniczenia z gory (pewnym ogra-
niczeniem, niekoniecznie najmniejszym, jest sam zbiér P). Ponadto, na mocy Lematu
2.3.4 zbiory W BP sa domkniete w sensie Scotta, czyli zawieraja swoje suprema. Bardziej
formalnie:

Whniosek 2.4.6 Niech P € PS bedzie zbiorem rzutowym. Wowczas
sup(WBP(P)) € WBP(P).

Korzystajac z tych wlasnosci i majac w pamieci nieformalny opis wyniku operacji Rp
mozemy sformutowac

Wnhniosek 2.4.7 [37] Dla zbioru rzutowego P € PS operacja rekonstrukcji Rp daje w
wyniku $lad, ktorego reprezentacja rzutowa jest supremum zbioru W BP(P), czyli

lp(Rp(P)) = sup(WBP(P)).

2.5 Konkatenacja sladéw nieskonczonych

Sekcje te rozpoczniemy od przegladu réznych definicji konkatenacji §ladéw nieskoriczo-
nych, jakie mozna znalez¢ w literaturze. Odpowiada¢ one beda trzem przedstawionym w
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Rozdziale 1 modelom rozszerzania definicji sladéw na przypadek nieskoriczony.

Na poczatek przyjrzyjmy sie modelowi trzeciemu - sladom zespolonym, czyli odpowied-
nim acyklicznym grafom skierowanym. Przypomnijmy, ze w tym modelu funkcja etykie-
tujaca ma inne (A : V — X) niz zawarte w Definicji 1.3.4 sformulowanie (A : V' — ¥ x N).
Przyjecie tutaj etykietowania zgodnego z ta definicja jest problematyczne, gdyz porza-
dek wierzchotkow etykietowanych ta sama litera zgodny z kolejnoscia wystepowania tych
wierzchotkéw moze nie by¢ dobrym porzadkiem.

W tym modelu nie mamy wickszych probleméw ze zdefiniowaniem konkatenacji. Swiet-
nie dziata definicja przeniesiona ze Swiata skoriczonego. Grafy sktada sie przez dodanie
nowych krawedzi dla wszystkich par liter zaleznych, z ktérych jedna nalezy do pierw-
szego argumentu, zas druga - do drugiego, zachowujac przy tym porzadek argumentow.
Bardziej formalnie, niech G; = (V4, E1, A1) oraz Gy = (Va, Ey, A9) beda dwoma grafami
sladéw zespolonych o roztacznych zbiorach wierzchotkow. Wowcezas G3 = G1.G4 jest gra-
fem zespolonym G35 = (V3, E3, A3), gdzie

e 3=V1UVW,
([ ] E3 = El U E2 U {(Ul,vg) ‘ U1 € ‘/1 /\Ug € ‘/2 A )\1(U1)D>\2(Ug)}

] M) gdyveV;
* Mslv) = { Xo(v) gdy v € Va.

Przejdzmy teraz do modelu drugiego - sladow Gastina. Przypomnijmy, ze w tym mo-
delu §ladami sa elementy zbioru > /= U {L}. Konkatenacje definiujemy analogicznie jak
w przypadku rzeczywistych sladéw zespolonych, pod warunkiem, ze wynik pozostaje $la-
dem rzeczywistym (w grafie nie ma Sciezek miedzy dwoma wierzchotkami, ktorych dtugosé
jest nieskoriczona - zdefiniowanie funkcji etykietujacej A : V' — ¥ x N przestaje by¢ wow-
czas problemem). W przeciwnym wypadku wynikiem konkatenacji jest L. Natomiast L
sktadany z dowolnym elementem, zaréwno z lewej jak i z prawej strony, daje w wyniku L.

7 kolei w modelu pierwszym koncentrujemy si¢ na czesci rzeczywistej konkatenacji
sladow zespolonych. Za Kwiatkowska [29] mozemy ja zdefiniowaé, zachowujac oryginalne
oznaczenia, w nastepujacy sposob:

af = sup{anfi | cn B, a A By EF, B A B jest ogonowo niezalezna z a po a; },
przy czym relacja CF;, oraz niezalezno$¢ ogonowa zdefiniowane sq w nastgpujacy sposob:

e Mowimy, ze a £F,, 3 jesli dla kazdego zbioru skierowanego DS takiego, ze 5 C=
supD.S istnieje v € DS taka, ze a = 7.

e Slad 3 jest ogonowo niezalezny od §ladu a po jego prefiksie ay jesli

Vasess/_cnag Cf o = ol By

Wszystkie trzy definicje dzialaja w obrebie wspolnej czesci dziedziny (£°°/=) identycznie
w sytuacjach, gdy pierwszy argument jest skoniczony lub niezalezny od pewnego miejsca
od drugiego. Roznice uwidaczniaja sie jedynie w przypadku, gdy pierwszy argument jest
nieskonczony i wystepuja w nim nieskoriczenie czesto akcje zalezne od przynajmniej jed-
nej akeji wystepujacej w drugim argumencie. W sytuacji sladow zespolonych wychodzimy
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wtedy do szerszego $wiata, §lady Gastina zachowuja informacje o takim zjawisku w postaci
elementu specjalnego L, natomiast oparte o zbiory cze$ciowo uporzadkowane §lady Kwiat-
kowskiej pozwalaja wple$¢ maksymalnie duzy niezalezny prefiks drugiego argumentu w
pierwszy. Z punktu widzenia modelowania systeméw wspotbieznych to podejscie wydaje
sie najciekawsze. Pokazemy teraz, jak wykorzysta¢ zbudowana w poprzedniej sekcji teo-
rie rekonstrukeji zbioréw rzutowych do zdefiniowania takiej konkatenacji w rownowazny
sposob:

Definicja 2.5.1 Niech «, § € ¥*°/= beda $ladami. Wowczas ich konkatenacja - : 3°° /= x
¥/ — ¥°/_ okreslona jest nastepujaco:

a- 3= Rp(Ilp(a)p(B)).

Fakt 2.5.2 [36] Wprowadzona Definicja 2.5.1 jest rownowazna definicji Kwiatkowskiej
[29], bardziej formalnie:

sup{aafi | aq EF;, a A B EF,, B A Br jest ogonowo niezalezna z a po oy}
= Rp(p(a)p(B)).

Jedna z najwiekszych wad takiej konkatenacji jest jej pokazany w Przyktadzie 2.5.3 brak
tacznosci, co miedzy innymi powoduje, ze £°°/- wraz z dziatlaniem - nie tworza monoidu.

Przyklad 2.5.3 Rozwazmy (podobnie jak w Przyktadzie 2.2.8 nastepujacy alfabet wspot-
biezny (X = {a,b,c},I = {(a,c)}) i zbiory rzutowe, bedace reprezentacjami rzutowymi
sladow v = [a¥], B = [b] oraz v = []:

({a,a}, a*) (

({a, b}, a*) (
p(a) =9§ ({bb}e) ¢, Tp(B) = ({b,0},0)

({b; ¢} €) ({b, ¢}, b)

({e;ctre) ({e:cthre)

Wynikiem konkatenacji tych trzech zbioréow rzutowych, wedtug Definicji 2.2.7, jest zbior

rzutowy
({a,a},a”)
({a, b}, a”)
P = ({b> b}’ b) )
({b, ¢}, be)
({e. ¢} o)

ktory nie jest reprezentacja rzutowa zadnego $ladu. Ponadto, sktadajac te zbiory wedtug
Definicji 2.5.1, zaleznie od kolejnosci, otrzymamy rézne wyniki

E{a ,a},a )

Ip(a)IIp(B)p(v) =1 ({0, b} )

({b, ¢}, )

({e,ch )

{a.a},¢)
{a,b},b)
’ HD(V) =

e e e e
~—
=
=
[

Y
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oraz

(Ip(a)Ip(B))p(y) =

zatem ta operacja nie jest taczna.
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Rozdzial 3

Procesy bezkonfliktowe

3.1 Konflikty w sieciach Petriego

W praktycznych zastosowaniach sieci Petriego czesto mamy do czynienia z sytuacjami
niepozadanymi. Jednym z nich jest konflikt [30] miedzy dwoma akcjami sieci. Konflikt taki
wystepuje, kiedy dwie jednoczesnie wykonalne akcje nie moga wykonaé sie wspotbieznie.
Wykonanie jednej z nich powoduje uniemozliwienie drugie;j.

Konflikty dynamiczne i statyczne w réznych typach sieci. Precyzowanie mozli-
wosci 1 uniemozliwienia pojawiajacych sie w ogélnym opisie sytuacji konfliktowej rozpocz-
niemy od sieci elementarnych. Przypomnijmy, ze uniemozliwienie wykonalnej akcji a moze
w nich nastgpié¢ zarowno w przypadku zabrania zetonu z jednego z wej$é do akcji a jak i
poprzez zapelienie jednego z wyjsé z akcji a. Reisig [44] mowi o konflikcie miedzy akcjami
posiadajacymi wspolne miejsca sasiadujace, podczas kiedy Starke [47] ktadzie duzy nacisk
na dynamiczne aspekty konfliktu, czyli uniemozliwienie wczesniej umozliwionej akcji. W
kontekscie Przyktadu 3.1.9 wydaje sie do$é naturalne rozréznié¢ te dwa typy konfliktow.

Definicja 3.1.1 Niech N = (P, T, F, M) bedzie elementarna siecia Petriego, a;,as € T
dwoma réznymi akcjami w tej sieci. Méwimy, ze akcje a; oraz as sa w konflikcie struktu-
ralnym (statycznym), jesli

(‘ay Ual) N (%ag Ua3y) # 0.

Definicja 3.1.2 Niech N bedzie dowolng siecig Petriego o zbiorze akcji T', zas ay, a5 € T
dwoma réznymi akcjami w tej sieci. Méwimy, ze akcje a; oraz as sa w konflikcie dyna-
maicznym w osiggalnym markingu M, jesli

M‘Wa1 VAN MWGQ VAN (_'(Ma1)wa2 V ﬁ(]\4@2)‘1/1/&1),

czyli w markingu M mozna wykonaé¢ zaréwno akcje a; jak i as, ale niemozliwe jest ich
wykonanie jedna po drugie;j.

Definicja konfliktu dynamicznego zalezy tylko od wykonalnosci akcji w danym typie sieci
i jest wspolna dla wszystkich typow sieci Petriego, stad stowo dowolna w tej definicji.
Nieco inaczej przedstawia sie sytuacja konfliktéow statycznych. Wspotdzielenie wyjscia
przez dwie akcje przestaje by¢ problemem w p/t-sieciach i ich uogolnieniach. W konflikcie
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statycznym w p/t-sieciach znajduja sie tylko te akcje, ktore wspotdziela wejscie. W sieciach
inhibitorowych dochodza jeszcze sytuacje, gdy wyjscie jednej z akcji jest jednoczes$nie
miejscem inhibitorowym dla innej:

Definicja 3.1.3 Niech N = (P, T, F, My) bedzie p/t-siecia, ai,as € T dwoma réznymi
akcjami w tej sieci. Méwimy, ze akcje a; oraz a, sa w konflikcie strukturalnym, jesli

.(11 ﬂ.ag 7é Q)

Definicja 3.1.4 Niech N = (P, T, F, My) bedzie siecig inhibitorowa, a;,as € T dwoma
roznymi akcjami w tej sieci. Mowimy, ze akcje a; oraz as sg w konflikcie strukturalnym,
jesli

(.Cll ﬂ'ag) U (.Cll ﬂoag) U (.CZQ ﬂoal) 7& @

Uwaga 3.1.5 Zbiory konfliktow strukturalnych we wszystkich trzech typach sieci sq skori-
czone 1 mozna je konstruktywnie wyznaczyc.

Ponadto w sieciach elementarnych oraz czystych i zwyktych p/t-sieciach konflikty dy-
namiczne sq symetryczne. Jesl w markingu M akcja a jest w konflikcie z akcjq b, to akcja
b jest w konflikcie z akcjg a. Nie jest to prawdg dla dowolnych p/t-sieci (ze wzgledu na
mozliwe wagi oraz petelki) oraz w sieciach inhibitorowych (nawet zwyktych i czystych).

Przyklad 3.1.6 W przedstawionej sieci mamy do czynienia z konfliktem strukturalnym
miedzy akcjami a oraz b. Niezaleznie od typu sieci, moze si¢ wykonaé¢ akcja ¢, co owocuje
powstaniem konfliktu dynamicznego. Jesli sie¢ te potraktujemy jako p/t-sie¢ (lub jej roz-
szerzenie) mozemy pozby¢ sie tego konfliktu wykonujac raz jeszcze akcje ¢, co prowadzi
do umieszczenia w miejscu p drugiego zetonu.

Rysunek 3.1: Klasyczny przyklad konfliktu

Trwaltosé i wykrywanie konfliktéw. Scisle zwigzane z konfliktami s pojecia sieci
bezkonfliktowych oraz trwatych [26, 27, 30]. Pojecie konfliktow, a wlasciwie ich braku,
przeniesione zostaje w szersza perspektywe calych obliczen. Trwalym nazywa sie obli-
czenie, w ktorym zadna akcja wykonalna nie traci mozliwosci wykonania az do momentu
faktycznego wykonania. W przypadku sieci elementarnych, oznacza to brak rozwiazywania
jakichkolwiek konfliktéw. Z kolei trwata nazywamy sie¢, w ktorej konflikty dynamiczne nie
wystepuja w ogole. Wszystkie obliczenia takiej sieci sa obliczeniami trwatymi. Nie musi to
jednak oznacza¢ braku wystepowania konfliktow strukturalnych (patrz Przyktad 3.1.9).
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Definicja 3.1.7 Niech S = (P, T, F, M) bedzie dowolng siecia Petriego, zas w € L(S5)
oznacza dowolne obliczenie wykonalne w tej sieci.
Moéwimy, ze obliczenie w = ajas . .., o kolejnych markingach posrednich My, Mo, .. .,
jest trwale, o ile V; Voep\fa,y Mic1iWa; N M_1Wa = (M;_ya;) Wa A (M;—1a) Way.
Mowimy, ze marking M jest markingiem trwatym, o ile wykonanie dowolnej akcji
umozliwionej w tym markingu jest trwale, zas sie¢ S jest siecig trwatg, jesli kazdy marking
osiagalny w tej sieci jest trwaly [26].

Braku jakichkolwiek konfliktow strukturalnych oczekujemy od sieci bezkonfliktowych.
Przy definicji tej klasy sieci, Landweber i Robertson zawezaja pojecie konfliktu struktu-
ralnego w zwyktych p/t-sieciach [30]. Definiuja oni wystepowanie konfliktu strukturalnego
w miejscu p bedacym wejsciem do dwoch réznych akeji tylko w przypadku, gdy choé jedna
z tych akcji nie jest potaczona z miejscem p petelka. Uzyskuja dzieki temu charakteryza-
cje sieci bezkonfliktowych przy uzyciu pojecia trwaltosci. My przyjmiemy jednak definicje
korzystajaca z wprowadzonego wczesniej pojecia konfliktu strukturalnego:

Definicja 3.1.8 Niech S bedzie dowolng siecia Petriego. Sie¢ te nazwiemy bezkonflik-
towa, o ile nie wystepuja w niej zadne konflikty strukturalne (w mysl Definicji 3.1.1, 3.1.3
oraz 3.1.4). W dalszej czesci mowiac o sieciach bezkonfliktowych bedziemy mieli na mysli
bezkonfliktowe p/t-sieci.

Przyktad 3.1.9 Rozwazmy sie¢ S sktadajaca sie z pieciu akcji oraz szesciu miejsc przed-
stawiong na Rysunku 3.2. Wystepuje w niej oczywisty konflikt strukturalny miedzy ak-
cjami a oraz b (w kazdym z trzech typow opisanych sieci). Wspotdziela one miejsce ps.
Potraktujmy te sie¢ statyczna jako sie¢ elementarna z r6znymi markingami poczatkowymi.

Rysunek 3.2: Sie¢ elementarna, ktorej bezkonfliktowosé zalezy od markingu poczatkowego

Konflikt strukturalny zamienia sie¢ w konflikt dynamiczny w markingu

My, = (1,1,1,0,0,0,0). Poniewaz juz w markingu poczatkowym mamy do czynienia z
konfliktem pomiedzy jedynymi dwoma wykonalnymi akcjami - zadne obliczenie w tej sieci
nie bedzie bezkonfliktowe.

Rozwazmy dalej marking poczatkowy My = (1,0,1,0,0,0). Wowczas jedyna umoz-
liwiong akcja jest akcja a, po niej wspotbieznie wykonaé sie moga akcje a' oraz ¢ pro-
wadzac do markingu M; = (0,1,1,0,0,0). Dalej wymuszona jest akcja b i, symetrycz-
nie, wspotbieznie akcje b’ oraz ¢, po czym nastepuje powrot do markingu poczatkowego.
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Przyktad ten pokazuje, ze sie¢ statyczna S w ktoérej za marking poczatkowy przyjeto
My =(1,0,1,0,0,0) jest siecig trwala.

W koricu rozwazmy marking poczatkowy My = (1,0,1,0,0,1). Wowcezas akcje a oraz
b nie znajduja sie w konflikcie dynamicznym, mozemy wykonaé¢ je w dowolnej kolejnosci.
Przy przyjeciu zasady, ze akcje a,b oraz ¢ sa wykonywane w pierwszej kolejnosci, jesli
tylko sa wykonalne, uzyskamy obliczenia bezkonfliktowe w tej sieci. Jednoczesnie, wyko-
nanie akcji o’ prowadzi do markingu M = (1,1,1,0,0,0), w ktorym wystepuje znany nam
konflikt dynamiczny miedzy akcjami a oraz b.

Reasumujac, nawet w przypadku najprostszej klasy sieci Petriego, sie¢ o identyczne;j
strukturze moze, w zaleznosci od markingu poczatkowego, by¢ trwata, pozwala¢ na wyko-
nywanie obliczen trwatych lub zmuszaé¢ do rozwiazywania konfliktéw w kazdym obliczeniu.
Podobne wnioski mozna wysnué¢ w przypadku pozostatych typoéw sieci Petriego.

Powyzszy przyktad pokazuje, ze struktura sieci niewiele méwi o konfliktach dynamicz-
nych. Kluczowy staje si¢ tu marking poczatkowy i dynamika sieci. Precyzujac poczynione
wczedniej uwagi, mozemy jednak sformutowaé warunek konieczny wystepowania konflik-
tow dynamicznych - istnienie w sieci konfliktow strukturalnych.

Lemat 3.1.10 Niech S = (P,T,F, My) bedzie elementarng siecig Petriego, ai,as € T
dwoma réznymi akcjami w tej sieci znajdujgcymi sie w konflikcie dynamicznym w osig-
galnym w sieci S markingu M. Wowczas akcje ay oraz as znajdujg sie w konflikcie struk-
turalnym w sieci S.

Dowdd. Zalézmy, ze miedzy akcjami a; oraz as, nie wystepuje konflikt statyczny, czyli
(‘ay Ual) N (‘as Uay) =0,

cho¢ sa one jednoczesnie umozliwione w markingu M.

Wowezas ®a; Nay = 0 oraz %as Na} = 0, czyli *as < May oraz zaden nowy zeton nie
trafit do wyjscia z as przy wykonywaniu w markingu M akcji a1, a zatem M (ay)Was, co
przeczy konfliktowi dynamicznemu tych akcji i koriczy dowod. O

Podobne lematy sa prawdziwe w przypadku p/t-sieci i sieci inhibitorowych.

Dalsza analiza problemu wystepowania w sieci konfliktéw dynamicznych prowadzi do
problemu osiggalnosci podmarkingu. Konflikt strukturalny miedzy akcjami a oraz b za-
mienia sie w konflikt dynamiczny, kiedy osiagalny jest jeden z podmarkingéw pokrywajacy
marking, w ktérym wykonalne sa obie te akcje z ustalona w jednym z ich wspoélnych wejsé
liczba tokenéw uniemozliwiajaca ich jednoczesne wykonanie. Pamietajac o obserwacjach
poczynionych przez Landwebera i Robertsona (waznym elementem statycznym w analizie
obliczen trwalych sa petelki, potrafigce uniemozliwié¢ przeksztalcenie sie konfliktu statycz-
nego w dynamiczny) mozemy sformulowaé¢ formalnie warunki w jakich konflikty statyczne
zmieniaja sie w dynamiczne:

Lemat 3.1.11 (dla sieci elementarnych)

Niech S = (P, T, F, My) bedzie elementarng siecig Petriego, zas ay,ay € T dwiema riz-
nymi akcjami bedgcymi w konflikcie strukturalnym. Konflikt ten zamieni sie w konflikt
dynamiczny , jesl tylko obie te akcje bedq kiedykolunek jednoczesnie umozliwione, czyli

Ivem> (p €°a1Uay = M(p) = 1) A (p € aj Uay = M(p) = 0).
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Lemat 3.1.12 (dla p/t-sieci)

Niech S = (P,T,W, M,) bedzie p/t-siecia, zas ai,as € T dwiema réznymi akcjami be-
dgcymi w konflikcie strukturalnym. Konflikt ten zamieni sie w konflikt dynamiczny, jesli
osiggalny bedzie jeden z markingow M spelniajgcy warunks:

1. M < max{W(P,a1), W(P,az)};
2' Elpe'ouﬂ'az M(p) < W<a17p> + W(a27p) - max{W(pa al)a W<p7 &2)}.

Whniosek 3.1.13 Poniewaz 0siggalnosé jednego z markingow opisanych w Lemacie 3.1.12
sprowadza sie do rozstrzygniecia kilku instancji problemu osiggalnosci pokrytego podmar-
kingu (O4), ktory jest rozstrzygalny w p/t-sieciach, problem zamiany konfliktu struktural-
nego na dynamiczny jest w nich rowniez rozstrzygalny.

Whiosek 3.1.14 Trwatosé p/t-sieci jest rozstrzygalna.

Inne dowody tego faktu mozna znalezé¢ w [6, 22, 33]. O ile w pierwszym z cytowanych
zrodet pomyst zawarty w dowodzie jest podobny do przedstawionego rozumowania, to
w pozostalych przedstawiono dowody, ktore nie wykorzystuja rozstrzygalnosci problemu
osiagalnosci markingu (O1) w p/t-sieciach.

W dalszej czesci tej sekeji przyjrzymy sie kilku klasycznym wtasnosciom bezkonfliktowych
p/t-sieci. W cytowanym juz artykule [30] Landweber i Robertson udowodnili, ze zbior
markingoéw osiagalnych w sieciach bezkonfliktowych (o szerszej niz nasza definicji) jest
zawsze zbiorem potliniowym, czyli

Fakt 3.1.15 Niech S = (P,T,W, M,) bedzie bezkonfliktowq p/t-sieciq. Wowczas zbior
markingow osiggalnych w tej sieci mozna zapisaé jako sume zbiorow liniowych postaci:

{Xo+ > a:Xi|a;>0AX; € N},

i=1
czyli jest on zbiorem potliniowym.

Ponadto, uzasadniaja oni, ze zbiory te sa efektywnie wyznaczalne, a to z kolei daje roz-
strzygalnosé¢ problemu réwnosci tych zbiorow dla dwoch sieci bezkonfliktowych [18].

Na koniec klasycznych rozwazan na temat konfliktow w sieciach Petriego podamy
jeszcze definicje $cisle zwiazanej z konfliktami dynamicznymi konfuzji oraz sieci wolnego
wyboru, w ktorych konflikty strukturalne dotycza calych zbiorow wej$é a nie tylko poje-
dynczych akcji.

Pojecie konfuzji bardzo czesto wystepuje wraz z dyskusja na temat wspotbieznosci i
konfliktéw. Zazwyczaj konfuzja opisywana jest jako zjawisko na granicy tych dwoch po-
je¢. Wielu autorow, w tym Reisig [44] i Starke [47|, ogranicza sie jednak do wskazania
przyktadow konfuzji bez podawania precyzyjnej definicji. My oprzemy sie na definicji jaka
mozna znalez¢ u Rosenberga i Thiagarajana [45].

Definicja 3.1.16 Niech S bedzie siecia Petriego, T zbiorem akcji tej sieci, M ustalonym

markingiem osiagalnym w tej sieci za$ a,b € T dwoma wspodtbieznymi (niezaleznymi w
sensie opisanym w Rozdziale 1) akcjami umozliwionymi w tym markingu. Méwimy, ze
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akcja a znajduja sie w markingu M w konfuzji z akcja b o ile zbiory skonfliktowanych z
nig akcji w markingach M oraz Mb sa rozne.

Rysunek 3.3: Na przedstawionych przykladach konfuzji [47] mamy do czynienia z sytuacja (a) w ktorej moze pojawié sie
nowy konflikt oraz (b), gdzie konflikt moze zniknac

Przyktlad 3.1.17 Na Rysunku 3.3 przedstawiono sieci w ktérych akcje a oraz a’ sg nieza-
lezne i umozliwione, czyli moga sie wykona¢ wspotbieznie. W obu przypadkach akcja a jest
w konflikcie statycznym z akcja a”. W sieci (a) wykonanie akeji a’ przed akcja a powoduje,
ze statyczny konflikt miedzy akcjami a oraz a” zamienia sie w dynamiczny, natomiast w
drugim przypadku wykonanie akcji @’ w pierwszej kolejnosci usuwa konflikt dynamiczny
miedzy akcjami a i a”. Jednakze akcja a’ przed wykonaniem sama byta w konflikcie z
akcja a”. Zauwazmy, ze w p/t-sieci z Rysunku 3.1 mamy do czynienia z kolejnym typem
konfuzji usuwajacej konflikt opisany w Przyktadzie 3.1.6.

Pojecie sieci wolnego wyboru, ktérego zdefiniowaniem zakonczymy te sekcje, ewoluowato w
czasie. My, za Deselem i Esparza [14], postuzymy sie definicja z roku 1995. Wezesniej tego
typu sieci nazywano rozszerzonymi sieciami wolnego wyboru (ang. extended free-choice
nets).

Definicja 3.1.18 Niech S bedzie zwykla siecig Petriego, zas T - zbiorem akcji tej sieci.
Sie¢ S nazywaé bedziemy siecig wolnego wyboru, jesli dla dowolnych dwoch akeji a,b € T
zbiory ich wejé¢ sa roztaczne lub pokrywaja sie. Bardziej formalnie:

Vaper (aN®b=10)V (‘a =b).

3.2 Sieci pokojowe

W kontekscie unikania sytuacji konfliktowych, w literaturze |18, 23, 30, 38| rozpatrywane
sa zazwyczaj sieci trwate lub bezkonfliktowe, czyli takie, w ktorych kazde obliczenie jest
trwate. W tej sekcji zajmiemy sie trwalymi obliczeniami w dowolnych p/t-sieciach. Juz
Przyktad 3.1.9 pokazuje, ze problem ten nie jest trywialny i mamy do czynienia z wieloma
mozliwymi przypadkami, nawet w sieciach o identycznej strukturze statycznej.
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Umozliwienie a wykonalno$é Modyfikacje klasycznych p/t-sieci odbywaja sie zazwy-
czaj przez umozliwiajace dodatkowe akcje rozszerzenia (sieci inhibitorowe, czyszczace,
podwajajace czy samomodyfikujace). Dodawane sa wtedy nowe obiekty (relacje), dla kto-
rych zmieniona zostaje zasada umozliwienia pewnych akcji. Wszystkie umozliwione akcje
sa w tych przypadkach wykonalne. W znikomych sytuacjach modyfikacja taka odbywa
sie przez redukcje mozliwosci p/t-sieci i zmiane reguly wykonalnosci akeji. Przyktadem
sa maksymalne kroki wspotbiezne Burkharda |7, 47]. Tutaj, sposrod zbioru wszystkich
umozliwionych akcji, wybieramy jeden z maksymalnych wspotbieznych podzbioréw i wy-
konujemy go w catodci. Uzyskujemy w ten sposob dos$¢ zaskakujacy wynik - ogranicze-
nie zbioru wszystkich osiggalnych markingéw na poziomie pojedynczych sieci powoduje
zwiekszenie mocy obliczeniowej modelu. Sieci Burkharda sg w sensie obliczeniowym row-
nowazne maszynom Turinga. Wydaje sie jednak, ze traca wiele w kontekscie modelowania
wspotbieznosci. Wykonalnos$é akcji przestaje mieé¢ charakter lokalny - trzeba znaé¢ stan
calej sieci.

Zaproponujemy teraz inng modyfikacje p/t-sieci, ktora nie zmienia jej struktury ale
wytacznie zasade wykonalnosci, pozostawiajac przy tym lokalny charakter tej zasady.
Koncepcja tej modyfikacji ma zrodta w modelowaniu trwatych obliczen w p/t-sieciach.
Umozliwienie traktowaé¢ bedziemy analogicznie jak w przypadku klasycznych p/t-sieci,
wyznaczaé je bedzie odpowiednia liczba zetonow w wejsciach do akcji. Zmianie natomiast
ulegnie, utozsamiana zazwyczaj z umozliwieniem, wykonalnosé¢ akcji. Wykonalne beda
tylko trwatle akcje, to jest takie, ktére swoim wykonaniem nie uniemozliwia zadnej innej.
Ze wzgledu na bezkonfliktowe zasady dziatania, sieci takie nazwiemy pokojowymsi [4].

Definicja 3.2.1 Pokojowq siecig Petriego nazywamy sie¢ o strukturze p/t-sieci (czyli
czworke S = (P, T, W, My)), gdzie podobnie jak w przypadku klasycznym, marking M
jest w relacji U z akcja a (mowimy, ze akcja a jest umozliwiona w markingu M) wtedy i
tylko wtedy, gdy

W(P,a) < M,

czyli we wszystkich wejsciach do akcji a jest wystarczajaco duzo zetondow.
Moéwimy natomiast, ze marking M jest w relacji wykonalnosci W z akcja a wtedy i tylko
wtedy, gdy

M Ua N\ Vypzo M Ub = (Ma)Ub,

czyli kazda rézna od a, ale kazda umozliwiona w markingu M akcja pozostaje umozliwiona
po wykonaniu akcji a w p/t-sieci o identycznej jak sie¢ S strukturze. Analogicznie do p/t-
sieci zdefiniowany jest krok oraz obliczenie w sieci pokojowej, a takze zbiér markingdéw
osiagalnych pokojowo z markingu M (oznaczany przez [M >).

Tak rozumiany warunek wykonalno$ci moze wydawaé sie rownie globalny jak w przy-
padku sieci Burkharda. Widzimy jednak, ze w sieciach pokojowych, w odréznieniu od
sieci Burkharda, wykonalnos¢ akcji zalezy wytacznie od akcji bedacych z nimi w konflik-
cie strukturalnym, a wiec topologicznych sasiadéw. Stad lokalnos¢ zasady wykonalnosci
w sieciach pokojowych.

Zauwazmy, ze wprost z definicji, zbiory markingéw osiagalnych w sieciach pokojo-
wych sa podzbiorami markingéw osiagalnych w p/t-sieciach o identycznej strukturze (czyli
[My > C [My >). Nasuwa sie naturalne pytanie: W jakich sytuacjach zachodzi réwno$é
tych zbiorow? Dos¢ oczywisty wydaje sie:
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Fakt 3.2.2 Jesli p/t-sie¢ S = (P, T, W, My) jest siecig trwatq, to zbior markingéw osig-
galnych w tej sieci jest rowny zbiorowr markingow osiggalnych w odpowiadajacej jej siect
pokojowey.

Implikacja w druga strone nie jest jednak prawdziwa, co pokazuje Przyktad 3.1.6. Sie¢
przedstawiona w tym przykltadzie w sposob oczywisty nie jest siecig trwala, jednakze
wszystkie osiggalne w niej markingi moga zosta¢ osiagniete w sposéb bezkonfliktowy.

Sieci bez wag i petelek W kontekscie sieci bezkonfliktowych i pokojowych nowego
znaczenia nabieraja problemy zwyczajnosci oraz czystosci. Zauwazmy, ze przytoczone w
Konstrukcjach 1.2.12 i 1.2.8 klasyczne algorytmy usuwajace petelki oraz wagi wprowa-
dzaja nowe konflikty. W wielu przypadkach (patrz Przykltad 3.2.3) powoduje to nawet, ze
zadne obliczenie wynikowej sieci nie jest trwate, mimo ze za punkt wyjscia wzieliSmy sie¢
bezkonfliktowa.

Rysunek 3.4: Trwala p/t-sie¢ z petelkami, klasyczne usuniecie petelek powoduje w stanie poczatkowym powstanie konfliktu
dynamicznego miedzy akcjami a oraz b

Rysunek 3.5: Trwala p/t-sie¢ z wagami, klasyczne usuniecie wag powoduje w stanie poczatkowym powstanie konfliktu
dynamicznego miedzy akcja b a jedna z akcji w pierscieniu powstalym z miejscu p

Przyklad 3.2.3 Przedstawione modyfikacje sieci trwatych S; oraz Sy (sie¢ S; jest nawet
bezkonfliktowa w rozumieniu Landwebera i Robertsona) pokazuja, ze zastosowanie Kon-
strukeji 1.2.12 oraz 1.2.8 do usuniecia odpowiednio petelek oraz wag daja w wyniku sieci,
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w ktorych trzeba rozwiazaé¢ konflikt juz w stanie poczatkowym. Wynika to z faktu, ze
koncepcje miejsca run oraz zamiany miejsca na zbiér miejsc potaczonych dodatkowymi
akcjami w cykl nie zachowuja trwalo$ci. Sa wiec one bezuzyteczne w przypadku sieci
pokojowych!

3.3 Problemy decyzyjne w sieciach pokojowych

W sekcji tej rozwazymy zdefiniowane wezesniej (Podsekcja 1.2.4) problemy decyzyjne
zwiazane z markingiem, tym razem w kontekscie sieci pokojowych. Na poczatek uza-
sadnimy réwnowaznos¢ decyzyjna wszystkich 7 przedstawionych problemoéw, starajac sie
tam gdzie to mozliwe, zadba¢ o czystos¢ i zwyktosé podanych konstrukcji. Nastepnie
uzasadnimy nierozstrzygalnosé¢ problemu osiggalnosci oraz problemu osiggalnosci pustego
markingu w zwyktych i czystych sieciach pokojowych przez redukcje do tych probleméw
odpowiadajacych im probleméw w sieciach inhibitorowych. Wraz z wcze$niej poczynio-
nymi uwagami, da to nierozstrzygalnosé¢ wszystkich 7 probleméw decyzyjnych zwigzanych
z markingiem, za$ po dodaniu przedstawionej dalej konstrukcji pozwalajacej symulowaé
obliczenia w sieciach pokojowych przez sieci inhibitorowe, uzasadni to rownowaznosé ob-
liczeniows sieci pokojowych i maszyn Turinga.

Struktura probleméw zwigzanych z markingiem

Przypomnijmy zdefiniowane formalnie w Sekcji 1.2.4 problemy decyzyjne zwiazane z mar-
kingami sieci Petriego. Podzielilismy je na dwie klasy. Do pierwszej klasy powiazanej z
pokrywalnoscig markingu zaliczyliSmy Problem Pokrywalnosci, Problem Niepustosci Miej-
sca oraz Problem Wykonalnosci Akcji. Klase te okreslilismy jako prostsza - problemy te sa
rozstrzygalne w p/t-sieciach oraz wielu jej rozszerzeniach, natomiast nierozstrzygalne w
sieciach inhibitorowych. Tylko w ostatniej z przytoczonych klas sieci potrafimy uzasadnié
konstruktywnie rownowazno$é decyzyjna tych probleméw z problemami z drugiej klasy -
problemoéw zwiagzanych z osiggalnoscia. Do tej klasy problemoéw zaliczamy Problem Osia-
galnosci, Problem Pusto$ci Stanu, Problem Pustos$ci Miejsca oraz Problem Osiagalnosci
Pokrytego Podmarkingu. Uzasadnienie rozstrzygalnosci problemoéw z tej klasy dla p/t-
sieci zajelo wiecej czasu niz uzasadnienie rozstrzygalnosci pokrywalnosci. Przy tym dla
sieci resetujacych oraz podwajajacych sa to problemy nierozstrzygalne (przy rozstrzygal-
nosci probleméw zwiazanych z pokrywalnoscia).

W Rozdziale 1 duzo miejsca poswieciliSémy na uzasadnienie réwnowaznosci rozwaza-
nych probleméw decyzyjnych w p/t-sieciach oraz sieciach inhibitorowych. Czesé z przy-
toczonych tam argumentow i konstrukeji daje sie bez wickszych przeszkod przeniesé na
przypadek sieci pokojowych. Sa to, w kolejnosci chronologicznej, zaleznosci oznaczone w
Rozdziale 1 jako:

e P1 rozstrzygalny = P3 rozstrzygalny;
e P3 rozstrzygalny = P1 rozstrzygalny;
e P3 rozstrzygalny = P2 rozstrzygalny;

e P2 rozstrzygalny = P3 rozstrzygalny;
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e O4 rozstrzygalny = O1 rozstrzygalny;
e O1 rozstrzygalny = O2 rozstrzygalny;
e O3 rozstrzygalny = O2 rozstrzygalny;

Tylko w przypadku drugiej i ostatniej konstrukeji, uzyliSmy wag innych niz 0 lub 1 oraz
petelek, wobec czego pozostalych pie¢ zalezno$ci mozemy uzasadnié¢ réwniez w czystych i
zwyktych sieciach pokojowych.

Dostosowanie konstrukcji uzasadniajacej rozstrzygalno$é problemu Pustosci Miejsca
(P3 rozstrzygalny = O3 rozstrzygalny) w sieciach inhibitorowych, pod warunkiem, ze roz-
strzygalny jest Problem Niepusto$ci Miejsca wymaga uzycia specjalnych wlasnosci sieci
pokojowych:

Konstrukcja 3.3.1 Niech S = (P, T, W, M) bedzie dowolna pokojowa siecia Petriego
z wyr6znionym miejscem p. Skonstruujemy sie¢ pokojowa S = (P, T, W', M) tak, aby
marking w ktorym miejsce p byloby puste byl osiagalny w sieci S doktadnie wtedy, gdy
w sieci S’ osiagalny bedzie marking, w ktérym odpowiednie miejsce jest niepuste. Kon-
strukcje te ilustruje Rysunek 3.6.

Do sieci S dodajmy trzy nowe miejsca - qi,q2 i g3 oraz trzy nowe akcje - a,b i c.
Wejsciami do akcji a sa miejsca p oraz qo. Miejsce ¢y jest ponadto wyjsciem z akcji b oraz
wejsciem do akcji c. Miejsce ¢; jest jedynym wejsciem do akcji b, zas miejsce g3 jest jedy-
nym wyjsciem z akcji ¢. Wartosci markingu poczatkowego M| na miejscach ze zbioru P sa
rowne wartosciom markingu My w tych miejscach. Natomiast w trzech nowych miejscach
marking ten przyjmuje odpowiednio wartosci M{(q1) = 1 oraz M/(q2) = M{(g3) = 0.

“®

O

Rysunek 3.6: Konstrukcja pokojowej sieci S’ na podstawie pokojowej sieci S. Osiggalno$é markingu w ktérym miejsce p jest
puste w sieci S jest réwnowazna osiggalnosci markingu w ktérym miejsce g3 jest niepuste

W tak skonstruowanej sieci S’ akcje b oraz ¢ moga sie wykonaé¢ co najwyzej raz. Ich
wykonanie spowoduje przerzucenie zetonu z miejsca ¢; do miejsca g3. Przeszkoda w tej
operacji moze okazaé sie akcja a. Akcja ta, choé¢ moze byé umozliwiona w sytuacji gdy
miejsca go oraz p beda niepuste, to nigdy nie bedzie wykonalna - w miejscu ¢o znajdowaé
sie moze najwyzej jeden zeton, w zwigzku z czym wykonanie akcji a uniemozliwi akcje c,
co jest niedopuszczalne w sieciach pokojowych. Z tego powodu nowe akcje maja znikomy
wplyw na zachowanie sie sieci S’ w obrebie jej pierwotnej czesci S. Umozliwienie akcji a
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moze co najwyzej uniemozliwi¢ zabranie z miejsca p zetonu. Na podobnej zasadzie akcja
¢ moze sie wykona¢ tylko wtedy, gdy miejsce p jest puste (akcja a nie bedzie wowczas
umozliwiona).

Reasumujac, jesli w sieci S osiagalny jest marking M, w ktérym miejsce p jest puste,
to w sieci S’ mozna wykona¢ identyczne akcje, powstrzymujac sie do uzyskania markingu
M w miejscach ze zbioru P z wykonaniem akcji b, a nastepnie wykona¢ obliczenie bc
przerzucajace zeton z miejsca ¢q; do miejsca ¢o. Z drugiej strony, jesli w sieci S’ osiagalny
jest marking w ktérym miejsce g3 jest niepuste, to musiata zosta¢ wykonana akcja c.
Oznacza to, ze w pewnym markingu w sieci S” miejsce p bylo puste. Wykonujac identyczne
obliczenie (z doktadnoscia do usuniecia akcji b) uzyskamy w sieci S marking, w ktérym
miejsce p jest puste.

Ostatecznie, marking w ktérym miejsce p jest puste jest osiggalny w sieci S dokltadnie
wtedy, gdy w sieci S’ osiggalny jest marking w ktérym miejsce g3 jest niepuste.

Konstrukcja 3.3.1, cho¢ dos¢ prosta, jest ciekawa ze wzgledu na inhibitorowy charakter
akcji a. Bez uzycia tuku inhibitorowego aby wykona¢ akcje ¢, musieliSmy pozytywnie
przejs$é test zera w miejscu p. Takiego zachowania nie da sie wymusi¢ w klasycznych p/t-
sieciach. Ponadto, akcji a nie daje sie zakwalifikowa¢ jako bezuzytecznej, mimo ze nigdy
nie zostanie ona wykonana. Uzasadnia to konsekwencje z jaka w Rozdziale 1 wigzaliSmy
bezuzytecznosé akcji z brakiem umozliwienia (a nie z brakiem wykonalnosci).

Problemy w pozostatych przypadkach wynikaja gltownie z zastosowania globalnego
miejsca run, czyli koncepcji wytaczania sieci. Pozwala to przeprowadzié¢ réznego rodzaju
testy na zamrozonym markingu. Jak pokazuje Przyktad 3.2.3, konstrukcje tego typu nie
zachowuja trwatosci obliczen, w zwiazku z czym nie mozna ich uzy¢ dla sieci pokojowych.

Trzy kolejne zaleznosci, sprowadzajace rozstrzygalnosé Problemu Pustosci Stanu do
rozstrzygalnosci Problemu Niepusto$ci Miejsca, Problemu Pustosci Miejsca lub Problemu
Wykonalnosci Akcji, mozna uzasadnié¢ korzystajac z inhibitorowych wtasnosci sieci poko-
jowych [25].

Konstrukcja 3.3.2 Niech S = (P, T, W, M) bedzie dowolna pokojowa siecia Petriego.
Skonstruujemy sie¢ pokojowa S’ = (P',T", W', M{)) tak, aby stan pusty w sieci S byt osia-
galny doktadnie wtedy, gdy odpowiednia akcja bedzie wykonalna w sieci S’. Rownowaznie
bedzie wowczas osiggalny marking w ktorym odpowiednie miejsce w sieci S’ bedzie nie-
puste, a inne puste. Te konstrukcje ilustruje Rysunek 3.7.

Rozszerzmy sie¢ S dodajac dla kazdego miejsca p; € P pare (a;, p), gdzie a; jest akcja
dla ktorej jedynymi wejsciami sa miejsca p; oraz p;. Ponadto dodajmy dwie akcje t oraz t/
i trzy miejsca ps, p. oraz p,. Niech nowe miejsca p; beda wyjsciami z akcji ¢t oraz wejsciami
do akcji . Miejsce py bedzie jedynym wejsciem do akcji ¢, miejsce p, - wejsciem do akcji
t'" zas$ miejsce p, jedynym wyjsciem z tej akcji. Marking poczatkowy M| w miejscach ze
zbioru S jest identyczny z markingiem My, w pozostatych miejscach przyjmuje on naste-
pujace wartosci: M| (ps) = M/} (p.) = 1 oraz M{(a;) = M/(p,) = 0 dla dowolnego .

W tak skonstruowanej sieci pokojowej S’ akcje t oraz t' moga wykonaé sie co naj-
wyzej po razie. Ponadto akcja t' moze sie wykonaé¢ dopiero po wykonaniu akcji ¢, zas do
jej wykonania, sie¢ S’ zachowuje sie dokladnie tak, jak sie¢ S. Zadna z akcji a; nigdy
nie ma szansy sie wykona¢. Kazda z nich posiada dokladnie dwa wejscia, nowododane
wejscie pl jest na poczatku puste, zapelnione moze zosta¢ dopiero po wykonaniu akcji
t. Jednoczesnie umozliwiona zostaje wtedy akcja t’. Po wykonaniu ktorejkolwiek z akcji
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Rysunek 3.7: Konstrukcja pokojowej sieci S’ na podstawie pokojowej sieci S. Marking pusty jest osiagalny w sieci S doktadnie
wtedy, gdy w sieci S’ wykonalna jest akcja t’

a; umozliwienie akcji ¢ zostaloby przerwane - co jest zakazane w sieciach pokojowych. Z
kolei, z podobnych powodow, akcja t’ moze sie wykonaé tylko wtedy, gdy zadna z akcji a;
nie jest umozliwiona, czyli gdy wszystkie miejsca ze zbioru P sa puste.

Ostatecznie wiec stan pusty jest osiagalny w sieci pokojowej S doktadnie wtedy akcja
t' jest wykonalna w sieci pokojowej S’. Wykonalno$é tej akcji jest z kolei rownowazna
mozliwosci usuniecia zetonu z miejsca p. oraz zapelienia miejsca p, - miejsce p. jest
wejsciem tylko do akeji ¢/, podobnie akcja p, jest wyjsciem tylko z tej akcji.

W zwiazku z tym, nastepujace warunki sa rownowazne:

e w sieci S marking pusty jest osiagalny,

e w sieci S” wykonalna jest akcja t/,

e w sieci S’ osiggalny jest marking w ktorym miejsce p. jest puste,

e w sieci S’ osiggalny jest marking w ktorym miejsce p,, jest niepuste.

Podsumujmy teraz zaleznosci miedzy siedmioma problemami zwigzanymi z markingami
w czystych i zwyktych sieciach pokojowych. Przedstawione sa one na Rysunku 3.8. La-
two zauwazy¢, ze rozstrzygalno$é ktoregokolwiek z tych problemoéw pociagataby za soba
rozstrzygalnosé Problemu Pustosci Stanu. W kolejnej podsekeji pokazemy, ze Problemu
Pustosci Stanu jest nierozstrzygalny w pokojowych sieciach Petriego.

3.3.1 Nierozstrzygalnosé¢ problemu osiggalno$ci pustego markingu

Przypomnijmy, ze w sieciach inhibitorowych wszystkie problemy zwiazane z markingiem
sa konstruktywnie réwnowazne, a wiec nierozstrzygalne (Rysunek 1.17). W szczegolnosei
nalezy do nich Problem Pustosci Stanu. Pokazemy teraz w jaki sposéb mozna symulowaé
dziatanie sieci inhibitorowych przy pomocy sieci pokojowych. Konstrukcje te przeprowa-
dzimy w trzech krokach. Najpierw pokazemy jak symulowaé przy pomocy sieci pokojowych
klasyczne p/t-sieci (krok 1). Nastepnie rozszerzymy te konstrukcje na sieci inhibitorowe
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Rysunek 3.8: Struktura problemoéw zwiagzanych z markingiem w zwyktych i czystych sieciach pokojowych. Krawedz skiero-
wana z wierzchotka odpowiadajacego problemowi A do wierzcholtka odpowiadajacego problemowi B oznacza, ze rozstrzy-
galnos$é problemu A implikuje konstruktywnie rozstrzygalnosé problemu B

(krok 2). W koricu dodamy odpowiednie mechanizmy, ktore pozwalatyby rozstrzyga¢ Pro-
blem Pustosci Stanu w sieciach inhibitorowych, gdyby$my potrafili rozstrzygaé¢ ten pro-
blem w sieciach pokojowych (krok 3).

Krok 1 - symulacja p/t-sieci (Rysunek 3.9). Niech S = (P,T,W, M) bedzie do-
wolna p/t-siecia. Na jej podstawie utworzymy sie¢ pokojowa S" = (P',T", W', M{), ktora
symuluje w sensie osiggalnosci markingéw dzialanie sieci S. Jedli potraktujemy sie¢ S
jako sie¢ pokojowa (zmieniajac regute wykonalnosci akeji) nie wszystkie akcje wykonalne
w danym markingu w sieci S musza by¢ wykonalne w sposob trwaly, a wiec pokojowo.
Oznacza to, ze nie sg one wykonalne w tym markingu w sieci S’. Aby poradzié¢ sobie z
tym zjawiskiem, op6znimy wykonanie kazdej akcji dodajac specjalna petle przygotowu-
jaca dana akcje do wykonania. Do kazdej akcji a € T dodajemy nowa akcje a’ oraz dwa
miejsca Gon 1 aopf. Plerwsze z nich jest wejsciem do akcji a 1 wyjSciem z akeji o', za$
drugie na odwrot, wejsciem do akcji @’ 1 wyjsciem z akcji a. W markingu poczatkowym
w miejscu aory znajduje si¢ jeden zZeton, miejsce ao, jest puste. Markingi w sieci S', w
ktorych wszystkie miejsca ze zbioru P zamarkowane sa zgodnie z markingiem M, miejsca
Qon 53 puste za$ a,fy zamarkowane pojedynczym zetonem oznaczac¢ bedziemy 100/, W
szczegolnoscei, M{ = 10M,.

Rysunek 3.9: Dodanie petli opdzniajacej do akcji a
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Przy takiej konstrukcji sieci S’, dla kazdego obliczenia v = aj ...a, wykonalne w
sieci S istnieje obliczenie dualne v’ = dla;...ala, wykonalne w sieci S’. Wykonanie
zbyt szybko akcji primowanej a’ (bez natychmiastowego wykonania po niej przygotowanej
akcji a) moze co najwyzej uniemozliwi¢ wykonanie pewnych akcji, nie wptywa natomiast
bezposrednio na miejsca oryginalnej sieci S. W zwigzku z tym, zachodzi dosé¢ oczywisty

Fakt 3.3.3 Niech S = (P, T,W, My) bedzie dowolng p/t-sieciq, zas S" = (P', T, W', M)
bedzie sieciqg pokojowq skonstruowang zgodnie z opisang w Kroku 1 procedurg. Wowczas
marking M jest osiggalny w sieci S doktadnie wtedy, gdy marking 10M jest osiggalny w
sieci S'.

Krok 2 - symulacja sieci inhibitorowych (Rysunek 3.10). Niech S bedzie dowolna
siecig inhibitorowa. Pokazemy jak na podstawie sieci inhibitorowej S = (P, T, W, I, M)
skonstruowac sie¢ pokojowa S’ = (P',T", W', M) tak, aby dowolny marking M byl osia-
galny w sieci S doktadnie wtedy, gdy odpowiadajacy mu marking 10M jest osiagalny
w sieci " (marking 10M okreslamy tak jak w Kroku 1). Konstrukcja ta oparta jest o
przedstawiona w kroku pierwszym idee op6zniania akcji. W tym przypadku musimy sobie
poradzi¢ z tukami inhibitorowymi, ktére nie moga wystepowaé¢ w sieci pokojowej. Luki
te zastapimy specjalnymi akcjami inhibitorowymi, ktore cho¢ same nigdy nie beda wy-
konalne, to ich umozliwienie uniemozliwia¢ bedzie wykonanie akcji z oryginalnej sieci S.
Podobnie jak w przypadku p/t-sieci dodajemy petle opdzniajace. Ponadto kazde wejscie
inhibitorowe p do akcji a taczymy z miejscem a,, dwoma akcjami ap; i apy tak, aby oba
te miejsca byty wejsciami do tych akcji.

Rysunek 3.10: Dodanie petli op6zniajacej oraz wymiana tuku inhibitorowego (p, a) na akcje inhibitorowe ap1 i ap2

W tak skonstruowanej sieci pokojowej przygotowanie do wykonania akcji uniemozliwionej
z powodu zamarkowania ktoregos z wejs¢ inhibitorowych owocuje jednoczesnym umozli-
wieniem odpowiednich akcji inhibitorowych, to zas powoduje uniemozliwienie wykonania
wlasciwej akcji. W przypadku gdy wszystkie wejscia inhibitorowe sg puste, a wejscia zwy-
kte zawieraja odpowiednia liczbe zetondw, akcja przygotowana moze zosta¢ natychmiast
wykonana. Dzieki temu, podobnie jak w Kroku 1, dla kazdego obliczenia v = a; ...a,
wykonalne w sieci S istnieje obliczenie dualne v’ = dla, ...ala, wykonalne w sieci S’
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Ponownie odejscie od tego schematu spowodowaé¢ moze co najwyzej uniemozliwienie wyko-
nania pewnych akcji (niektorych w sposob staly, przez uwiezienie zetonéw w ich wejsciach
inhibitorowych), nie wplywa za$ w sposob bezposredni na zawarto$é¢ miejsc ze zbioru P.
W zwiazku z tym prawdziwy jest

Fakt 3.3.4 Niech S = (P,T,W, 1, M,) bedzie dowolng sieciq inhibitorowq, zas S’ =
(P, T, W' M) bedzie siecig pokojowq skonstruowang zgodnie z opisang w Kroku 2 pro-
cedurg. Wowcezas marking M jest osiggalny w sieci S doktadnie wtedy, gdy marking 10M
jest osiggalny w sieci S’.

Krok 3 - Problem Pustosci Stanu (Rysunek 3.11). Pokazana w Fakcie 3.3.4 zalez-
no$¢ pozwala przypuszczac, ze omawiane w tym rozdziale problemy decyzyjne zwigzane
z markingiem sa nierozstrzygalne w sieciach pokojowych. Pokazemy ten fakt precyzyjnie.
Przypomnijmy, ze naszkicowane na Rysunku 3.8 zaleznosci miedzy r6znymi problemami
decyzyjnym w sieciach pokojowych pozwalaja skupi¢ sie na Problemie Pustosci Stanu.
Jego nierozstrzygalnosé oznacza¢ bedzie nierozstrzygalnosé wszystkich siedmiu rozwaza-
nych problemoéw.

Rysunek 3.11: Rozmnozenie miejsca aktywujacego ao,n i dodanie globalnych akcji czyszczacych

Rozwazmy dowolng sie¢ inhibitorowa S = (P, T, W, I, M), w ktorej wystepuja przynaj-
mniej dwie rozne akcje (przypadek z jednoelementowym zbiorem T jest trywialny, choé¢
przedstawione rozumowanie nie jest dla niego poprawne). Na jej podstawie skonstruujemy
sie¢ pokojowa S’ = (P, T", W' M/) w taki sposob, aby stan pusty (wszystkie miejsca pu-
ste) byt osiagalny w sieci S’ doktadnie wtedy, gdy stan pusty jest osiagalny w sieci S.
Osiggniemy to przez rozbudowanie sieci pokojowej przedstawionej w Kroku 2 o mecha-
nizm pozwalajacy wyczysci¢ wszystkie dodatkowe miejsca w dowolnym markingu 10M,
bez utraty wlasciwosci tej sieci. W tym celu rozmnozymy miejsca aktywujace a,, tworzac
dwie galezie, dodatkowa gataZ zaopatrzona jest w mechanizm opdzniajacy w postaci akcji
a”. Ponadto, dodamy dwie globalne akcji d; oraz ds, dla ktorych odpowiednio wszystkie
miejsca Gop1 1 o2 58 wejéciami. Przez marking 10M rozumieé¢ bedziemy marking, w kto-
rym wszystkie miejsca ze zbioru P zamarkowane sg zgodnie z markingiem M, wszystkie
miejsca aktywujace (@on1, Gon2, Gpom) Sa puste, zas w miejscach a,sr znajduje sie po jed-
nym zetonie. Ponownie Mj = 10M,.
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Przy takie konstrukcji w mocy pozostaje podstawowa wtasnosé - dla kazdego oblicze-
nia v = ay ...a, wykonalne w sieci S istnieje obliczenie dualne v’ = dajafa;...alala,
wykonalne w sieci S’. Ponadto, w sposéb identyczny do opisanego w Kroku 2 dziataja

akcje inhibitorowe ap; i ap,. Korzystajac z podobnej argumentacji uzasadniamy

Fakt 3.3.5 Niech S = (P,T,W,1, M) bedzie dowolng sieciq inhibitorowq, zas S’ =
(P, T, W' M) bedzie siecig pokojowq skonstruowang zgodnie z opisang w Kroku 3 pro-
cedurqg. Wowczas marking M jest osiggalny w sieci S doktadnie wtedy, gdy marking 10M
jest osiggalny w sieci S’.

Zalozmy teraz, ze sie¢ S’ znajduje sie w dowolnym markingu 10M. Wykonujac po kolei
wszystkie akcje a’ usuwamy zetony z miejsc a,ry zapeliajac miejsca apom Oraz aoni. Za-
uwazmy, ze zanim wykonamy ktoérakolwiek z akcji bisowanych, umozliwiona i wykonalna
jest akcja d;. Jej umozliwienie powoduje zatrzymanie obliczen w sieci S (stad zaltozenie
o odpowiedniej wielkosci zbioru T'). Mozemy ja jednak wykonaé¢, gdyz zadna z akcji po-
trzebujacych zetonu w ktérymkolwiek z miejsc a,,1 nie jest umozliwiona. Po wykonaniu
akcji dy przechodzimy do wykonania wszystkich akcji a”. Ta operacja przerzuca zetony
Z MIeJSC Apom dO Gop2. Umozliwiona staje si¢ teraz akcja dy. Podobnie jak w przypadku
akcji dy, zadna z akcji dla ktorych ktorekolwiek z miejsc a,,2 byltoby wejsciem nie jest
umozliwiona, gdyz miejsca a,,; sa puste. W zwiazku z tym mozemy wykonaé akcje do i
tym samym wyczysci¢ wszystkie dodatkowe miejsca sieci S’. W szczegolnosei procedure
te mozemy wykonaé¢ w sytuacji, gdy w obrebie sieci S osiagneliSmy stan pusty. Latwo
zauwazy¢, ze jedynym sposobem wyczyszczenia sieci S’ jest wykonanie akcji dy oraz ds,
po ktorych sie¢ S’ staje sie martwa. Zachodzi zatem

Fakt 3.3.6 Niech S = (P, T,W, 1, M) bedzie dowolng sieciq inhibitorowq, zas S’ =
(P, T', W' M) bedzie sieciq pokojowq skonstruowang zgodnie z opisang w Kroku 3 pro-
cedurg. Wowczas stan pusty jest osiggalny w siect S doktadnie wtedy, gdy stan pusty jest
osiggalny w sieci S’.

Pozwala to natychmiast sformutowaé

Whniosek 3.3.7 Problem Pusto$ci Stanu jest nierozstrzygalny w sieciach pokojowych. Wszyst-
kie rozwazane problemy decyzyjne zwigzane z markingiem sq nierozstrzygalne w sieciach
pokojowych.

3.3.2 Roéwnowaznos$é markingowa sieci pokojowych i inhibitoro-
wych

Drugi krok opisanej w poprzednim paragrafie konstrukcji pokazuje jak symulowaé¢ dzia-
tanie sieci inhibitorowych przy pomocy sieci pokojowych. Pozwala to wywnioskowac, ze
sieci pokojowe jako model systemoéw wspotbieznych sg przynajmniej tak samo uniwersalne
jak sieci inhibitorowe. Powolujac sie na cytowana wczesniej prace Agerwala [2]| przypo-
mnijmy, ze sieci inhibitorowe sg obliczeniowo réwnowazne maszynom Turinga. Pokazemy
teraz konstrukcje pozwalajaca symulowaé¢ dziatanie sieci pokojowych za pomoca sieci in-
hibitorowych, co ustali réwnowaznos¢ obliczeniowa tych dwoch typow sieci. Jest to zreszta
wynik mato zaskakujacy, nieformalnie mozna go wywnioskowaé z Tezy Churcha-Turinga.
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Na potrzeby tej konstrukcji, gtéwnie ze wzgledu na czytelnosé¢ Rysunku 3.12, akcje ozna-
czaé bedziemy wielkimi literami.

Konstrukcja 3.3.8 Symulacja dzialania zwyklej i czystej sieci pokojowej (Ry-
sunek 3.12) Niech S = (P, T, W, My) bedzie zwykla i czysta siecia pokojowa. Skonstru-
ujemy sie¢ inhibitorowa S = (P',T", W' I, M), ktora symuluje, w sensie osiagalnosci
markingéw, dziatanie sieci S. Na poczatku dodajmy do sieci S, znane nam juz z innych
konstrukeji, nowe miejsce run oraz kopie A’ kazdej akcji A € T'. Miejsce run bedzie wyj-
$ciem z kazdej akcji A € T oraz wejsciem do kazdej akcji A’. Wykonanie akcji A" wyrazac
bedzie nasza nadzieje, ze akcja A mogta sie wykonaé¢ w pierwotnej, pokojowej sieci S.
Nastepnie dodajmy fragment sieci odpowiedzialny za testowanie naszej hipotezy. Naj-

Rysunek 3.12: Symulacja dzialania zwyklych i czystych sieci pokojowych przez sieci inhibitorowe. Na rysunku pokazano
alternatywna mozliwos¢ wykonania testu na nadmiarows liczbe zetondéw w miejscu p

wazniejszym krokiem w tej weryfikacji bedzie sprawdzenie, czy inna akcja umozliwiona
w tym markingu nie straci tego statusu po wykonaniu akcji A. W tym celu, dla kazde;
pary (B,p) € T x P skladajacej sie z posiadajacej wspolne z A wejscie akcji B oraz
tego wspolnego wejscia, dodajmy dwa miejsca pB, oraz pB,. Miejsce pB. bedzie wyjsciem
z akcji A’ za$ miejsce pB, bedzie wejsciem do akcji A. Przeptyw zetonu miedzy tymi
miejscami bedzie mozliwy, jesli akcja B nie przeszkadza w wykonaniu akcji A. Mamy
dwie mozliwosci, aby pozytywnie przeprowadzi¢ taki test. Po pierwsze, akcja B moze nie
by¢ umozliwiona. Ten wariant sprawdzany jest przez nowe akcje potaczone z pozostatymi
(wszystkimi procz p) wejsciami do akcji B tukami inhibitorowymi. Wyjsciem z wszyst-
kich tych akcji jest miejsce pB,, zas wejSciem miejsce pB.. Po wtore, akcja B moze byé
umozliwiona, ale w miejscu p jest wystarczajaco duzo zetonéw (w rozwazanym przypadku
sieci czystych i zwyktych przynajmniej dwa), aby po wykonaniu akcji A wystarczyto ich
jeszcze dla akeji B. Ten test realizujemy przez dodanie nowej akcji potaczonej z miejscem
p petelka o wadze 2 oraz przerzucajacej zeton z miejsca pB. do miejsca pB,. Przez 10M
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oznaczmy marking, w ktorym dla miejsc p ze zbioru P mamy 10M (p) = M (p), miejsce
run zawiera jeden zeton, za$ pozostale miejsca sa puste. Ustalmy wowczas M| = 10M,.

W ten sposob otrzymalismy sie¢ inhibitorowa S’, w ktorej kazda akcja A € T, oprocz
zwyktych warunkéw umozliwienia zwiazanych z zawartoscia odpowiednich miejsc wejscio-
wych, musi przej$¢ dodatkowe testy zwigzane z trwaloscia wykonywanego kroku. Prze-
analizujmy zachowanie sieci 5.

W dowolnym markingu 10M mozemy wykona¢ dowolna z akcji A’. W dalszej czesci wy-
konujemy testy zwiazane z pokojowa wykonalnoscia akeji A w markingu M (zadna z akeji
nie bioracych udziatu w testach nie jest umozliwiona). Jesli akcja A byta pokojowo wyko-
nalna w sieci P (czyli (M, a, M') jest krokiem sieci pokojowej), to testy zostaja pomyslnie
zakoriczone i akcja A zostaje umozliwiona w sieci S’, co owocuje uzyskaniem markingu
10M'. W przeciwnym przypadku, po wykonaniu pozytywnych testow, sie¢ osigga marking
martwy. W zwiazku z tym kazde obliczenie u = A; ... A,, wykonalne w sieci S posiada ob-
liczenie dualne u = A} ... A... A/ ... A, wykonalne w sieci S’. Jakakolwiek proba odejscia
od tego schematu powoduje natychmiastowe osiagniecie martwego markingu. W zwiazku
z tym zachodzi

Fakt 3.3.9 Niech S = (P,T,W, My) bedzie dowolng zwykta i czystq siecig pokojowa, zas
S'= (P, T ,W' I, M) bedzie siecig inhibitorowq skonstruowang zgodnie z opisang wyzej
procedurq. Wowczas marking M jest osiggalny w sieci S doktadnie wtedy, gdy marking
10M jest osiggalny w sieci S’.

Zauwazmy, ze zwyklo$é i czystosé sieci S potrzebna byta tylko przy uzasadnieniu popraw-
nosci testu sprawdzajacego, czy po wykonaniu akcji A w miejscu p pozostanie wystarcza-
jaco duzo zetonéw na podtrzymanie umozliwienia akcji B. Mozna stad wywnioskowaé,
ze roOwniez dla sieci pokojowych ktoére nie sa czyste lub zwykle mozna przeprowadzié
analogiczng konstrukcje. Ostatecznie, rozumowanie to pozwala wysnué

Whniosek 3.3.10 Sieci pokojowe sq rownowazne obliczeniowo siectom inhibitorowym, a
zatem rowniez maszynom Turinga.

3.3.3 Pokojowe sieci wolnego wyboru

Przedstawione do tej pory wyniki badan nad sieciami pokojowymi zakoniczyl do$é za-
skakujacy wniosek. Na poziomie pojedynczej sieci statycznej N kazdy marking osiagalny
w sieci pokojowej P = (N, M) jest rowniez osiagalny w odpowiadajacej jej p/t-sieci
P’ = (N, My). Zbiér markingéw osiagalnych w sieci P moze by¢ jednak ubozszy niz zbior
markingéw osiggalnych w sieci P’. Mimo to, patrzac globalnie, rodzina wszystkich mozli-
wych zbioréw markingéw osiggalnych w sieciach pokojowych sa duzo bogatsza od rodziny
zbioréw markingéw osiagalnych w p/t-sieciach. Pojawia sie natychmiastowe pytanie - czy
mozna tak ograniczy¢ sieci pokojowe, aby ich sila ekspresji (mozliwe zbiory markingow
osiagalnych) byta rowna sile ekspresji zwyktych p/t-sieci? Dotychczasowe rozwazania po-
kazuja, ze sieci pokojowe nie tracg niczego ze swej ekspresji, jesli zabronimy stosowania
petelek i wag innych niz zerojedynkowe. Przyjrzyjmy sie innemu, naturalnemu kandyda-
towi na takie ograniczenie - pokojowym sieciom wolnego wyboru, w ktoérych problemy
osiagalnodci i pokrywalnosci markingu sa rozstrzygalne. Wynik ten uzyskamy przez wska-
zanie konstrukeji pozwalajacej symulowaé¢ dziatanie pokojowych sieci wolnego wyboru za
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pomoca klasycznych p/t-sieci. Nie bez znaczenia jest tutaj zar6wno warunek okreslajacy
wspotdzielenie zbioréw miejsc wejsciowych jak i zwykltosé sieci wolnego wyboru.

Konstrukcja 3.3.11 Niech S = (P, T, W, M) bedzie pokojowa siecia wolnego wyboru.
Skonstruujemy p/t-sie¢ S" = (P, T, W', M), ktora symuluje w sensie osiagalnosci mar-
kingéw dziatanie sieci S. Przypomnijmy, ze sieci wolnego wyboru sa sieciami zwyktymi
(funkcja wagowa jest zerojedynkowa). W zwiazku z tym wejscie do akcji a moze byé
zwyklym wejsciem lub byé¢ potaczone z nim petelka (by¢ jednoczesnie wejsciem i wyj-
sciem). Poza tym zwykle wejscia moga by¢ wejsciami do jednej lub wielu réznych akcji.
Potraktujemy te trzy przypadki w rézny sposob:

1. jesli miejsce p jest wejsciem do jednej akeji a, to niczego nie zmieniamy (W'(a,p) =
Wi(a,p) =0AW'(p,a) =W(p,a) =1);

2. jesli miejsce p jest potaczone z akcja a petelka, to rowniez niczego nie zmieniamy
(W'(a,p) = W(a,p) =1 AW'(p,a) = W(p,a) = 1);

3. jesli miejsce p jest wejsciem do kilku réznych akcji, to zwickszamy dla tej pary wagi
o jeden (W'(a,p) = W(a,p)+1=1AW'(p,a) = W(p,a)+1 = 2), przez co powstaja
nowe petelki.

O O

Rysunek 3.13: Symulacja dzialania pokojowych sieci wolnego wyboru przez p/t-sieci. Na Rysunku a) pokazano trzy przy-
padki zaleznosci miedzy akcja a wejsciem do niej w sieci pokojowej, na rysunku b) - odpowiadajace im przeksztalcenia
sieci

Latwo wida¢, ze jesli jakas akcja nie byta wykonalna w sieci S, to nie jest wykonalna w
sieci S’. Zauwazmy, ze jesli akcje a i b maja jakiekolwiek wspolne wejscie, to poniewaz
zbiory wej$¢ sg identyczne - to w zadanym markingu albo obie sa umozliwione w sieci
S albo obie nie sa umozliwione w tej sieci. Mozliwe jest jednak, ze tylko jedna z nich
jest wykonalna (ze wzgledu na istniejace petelki). Jesli w danym markingu M akcja a jest
wykonalna w sieci S, to jej wykonanie nie odbierze zetonéw zadnej innej akcji, co oznacza,
ze wejécie do niej moze zosta¢ wyczyszczone tylko w przypadku, gdy nie dzieli go z zadna
inna akcja. W zwiazku z tym kazda wykonalna w markingu M w sieci S akcja jest tez
umozliwiona w sieci S’. W zwigzku z tym sieci S oraz S’ dzialaja identycznie. Nasuwa to
natychmiastowy
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Whniosek 3.3.12 Zbiory markingow osiggalnych w sieciach S oraz S’ sq identyczne. Po-
kojowe sieci wolnego wyboru majg moc obliczeniowq nie wickszq niz klasyczne p/t-sieci.

Zauwazmy, ze konstrukcja przedstawiona na Rysunku 3.9 nie daje w wyniku sieci wolnego
wyboru (chyba, ze zbior akeji T jest jednoelementowy). Problemem otwartym pozostaje
pytanie, czy kazda p/t-sie¢ mozna zasymulowaé¢ przy pomocy pokojowej sieci wolnego
wyboru.

3.4 Uogoblnienia sieci pokojowych

Konflikty w sieciach pokojowych

Przypomnijmy motywacje dla badan nad sieciami pokojowymi. Jezyki obliczenn w tych
sieciach sa tozsame z jezykami obliczen trwalych w odpowiadajacych im p/t-sieciach.
Nie oznacza to, ze w sieciach pokojowych nie ma konfliktéw. Przypomnijmy, ze pojecie
konfliktu dynamicznego zdefiniowalismy (w Definicji 3.1.2) bardzo ogolnie. Zastan6wmy
sie, czy w my$l takiej definicji w sieciach pokojowych wystepuja jakiekolwiek konflikty.

Przyktad 3.4.1 Przywolajmy sieé¢ statyczng z Przyktadu 3.1.6. Sktada sie ona z jednego
miejsca p, dwoch akcji a, b dla ktorych miejsce p jest wspoélnym wejsciem oraz akcji c,
dla ktorej miejsce p jest wyjsciem. Przyjmijmy ponadto, ze w markingu poczatkowym
My w miejscu p znajduja sie dwa zetony. Zauwazmy, ze w tym markingu wszystkie akcje

Rysunek 3.14: Konflikt w sieciach pokojowych

sa umozliwione i wykonalne. Problem pojawia sie w sytuacji, kiedy wykonamy akcje a
(lub symetrycznie b, ale skoncentrujmy sie na akcji a). Po jej wykonaniu w miejscu p
pozostaje jeden zeton. Caly czas wszystkie akcje sa umozliwione, czyli akcja a wykonata
sie pokojowo, jednak w tej chwili wykonanie akcji b spowoduje uniemozliwienie caty czas
umozliwione]j akcji a. Reasumujac, w przytoczonej sieci akcje a oraz b sa pokojowo wy-
konalne, natomiast obliczenia ab i ba nie. Oznacza to (wprost z Definicji 3.1.2), ze jesli
sie¢ S potraktujemy jako sie¢ pokojowa, to akcje a i b sa w markingu M, w konflikcie
dynamicznym.
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Sieci 2-pokojowe Przytoczony przyktad pokazuje, ze sieci pokojowe nie sa wolne od
konfliktéw. Mozna sie zastanowi¢ nad bezkonfliktowymi przebiegami w sieciach pokojo-
wych, co prowadzi do

Definicja 3.4.2 2-pokojowq sieciq Petriego nazywamy sie¢ o strukturze p/t-sieci (czyli
czworke S = (P,T,W, M,)) ze zmienionymi definicjami umozliwienia i wykonalnosci.
Ponownie rozdzielamy te dwa pojecia. Akcja a € T jest umozliwiona w markingu M w
sieci 2-pokojowej S (czyli M Ua), o ile jest ona wykonalna w sieci pokojowej o identycznej
z siecig S strukturze. Akcja umozliwiona w markingu M jest wykonalna w tym markingu
w sieci 2-pokojowej (czyli M Wa) o ile jej wykonanie nie uniemozliwi wykonania innej
pokojowo wykonalnej (2-pokojowo umozliwionej) akcji, innymi stowy nie wprowadzi p/t-
sieci o strukturze identycznej jak sie¢ S w stan konfliktowy. Formalnie zapisa¢ to mozna

Vo MWb = (Ma)Wh,

gdzie relacja W oraz marking wynikowy Ma rozumiane sa w sensie sieci pokojowej o iden-
tycznej jak sie¢ S strukturze. Samo wykonanie akcji powoduje identyczna jak w przypadku
p/t-sieci i sieci pokojowych zmiane markingu.

Uwaga 3.4.3 Zauwazmy, zZe analizowane konfuzje w ktorych pojawiajq sie nowe konflikty
2wigzane sq¢ z akcjami prowadzgcymi do konfliktow, a wiec nie sq 2-wykonalne. Czesé
konfuzji jest w zwigzku z tym rodzajem konfliktow wyzszych rzedow.

Zauwazmy ponadto, ze za pomocg sieci 2-pokojowych mozemy symulowaé¢ zachowanie
p/t-sieci. Konstrukcja jest analogiczna jak w przypadku klasycznych sieci pokojowych
(Rysunek 3.9). Odroczenie wykonania akcji powoduje umozliwienie jej trwalego wykona-
nia, a zabronienie wprowadzania sieci w stany konfliktowe moze co najwyzej uniemozliwié
wykonanie dwoch akcji primowanych z rzedu, nie wptywa jednak na markingi osiggalne w
tak skonstruowanej sieci. Nie moze tez - wprost z definicji - umozliwi¢ wykonania zadnej
akcji, ktora nie bytaby wykonalna w odpowiadajacej jej sieci pokojowej!

Dla sieci 2-pokojowych dziata réwniez konstrukcja z drugiego kroku dowodu nieroz-
strzygalno$ci Problemu Pustosci Stanu w sieciach pokojowych, czyli symulacja sieci inhi-
bitorowych przedstawiona na Rysunku 3.10. Podobnie jak w przypadku tej konstrukceji,
obliczenia prowadzone zgodnie z wykonalnymi w wyj$ciowej sieci inhibitorowej (zamiast
akcji a, akcje aa’) sa umozliwione w powstalej sieci 2-pokojowej. Pozadanym efektem
ubocznym jest niemozliwosé przygotowania do wykonania akcji a posiadajacej zetony w
swoich wejsciach inhibitorowych. Wykonanie akcji ' w takiej sytuacji wprowadzitoby sie¢
w stan konfliktowy, co jest zabronione w sieciach 2-pokojowych.

Konstrukcje te okaza sie jednak niewystarczajace w przypadku sieci pokojowych wyz-
szych rzedow (patrz Definicja 3.4.7 i Przyktad 3.4.19). W zwiazku z tym podamy alter-
natywna konstrukcje, bedaca iteracja rozumowania pozwalajacego symulowaé p/t-sieci i
sieci inhibitorowe przy pomocy sieci pokojowych.

Konstrukcja 3.4.4 Niech S = (P, T, W, M,) bedzie siecia Petriego. Skonstruujemy na jej
podstawie sie¢ pokojowa, a nastepnie na jej podstawie sie¢ 2-pokojowa S" = (P', T, W', M{),
ktore symuluja w sensie osiggalnosci markingéw dziatanie sieci S. W obu etapach posta-
pimy zgodnie z instrukcjami zawartymi w pierwszym kroku konstrukcji dla sieci poko-
jowych (Rysunek 3.9). Ostatecznie wiec, do zbioru miejsc oprocz miejsc nalezacych do
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oryginalnej sieci S naleze¢ beda po dwa miejsca powstate dla kazdej akcji a € T, ozna-
czane Qoff Oraz o, & takze po cztery dodatkowe miejsca powstate dla kazdej akcji a € T,
oznaczone przez ay,ay, ai’ i ay'. Pozo tym, zbior akcji 7" zawieral bedzie caty zbior T oraz
po trzy nowe akcje dla kazdej akcji a € T. Beda to akcja a’, ktora powstata w pierwszym
etapie konstrukeji oraz akcje a” i a” powstale w drugim etapie. Funkcja wagowa w obrebie
oryginalnej sieci S pozostanie niezmieniona. Poza niag bedzie wynosi¢ zero, za wyjatkiem
zdefiniowanych dla kazdego a € T' nastepujacych par:

a,aorf) = Waon,a) =1

W(d', ap) = Wiapss,a') =1

W(
W(
o Wlaa) = W(af.a) =1
° (a/// ///) _ W(a/ll/’a///) — 1
o W(d,al)=W(aj,a')=1
o W(d" ay) =W(a],a") = 1.

Marking 10M : P' — N odpowiadajacy markingowi M : P — N, okreslony tak aby
My = 10M, byl markingiem poczatkowym sieci S” odpowiadajacym markingowi M, w
sieci S, dany jest formuta:

M(p) dla peP
1 dla p=asys dlaacT
0 dla p=a,, dlaaecT
10M (p) = 1 dia p = a1 dlaaecT
0 dla =ay dlaaeT
1 dla p—a’l” dlaaeT
0 dia p=dy dlaaeT

Idee catej tej konstrukeji przedstawiono na Rysunku 3.15.

Rysunek 3.15: Idea konstrukcji sieci 2-pokojowej S’ symulujacej dzialanie p/t-sieci S
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Zauwazmy na poczatek, ze przy takiej konstrukeji, dla kazdego obliczeniau = a4 . .. a, wy-

konalnego w p/t-sieci S istnieje obliczenie dualne v’ = a}'d”a’a; ... a"a’al a, wykonalne
1010y

w sieci 2-pokojowej S’. Wykonanie akcji w innej niz zaproponowana kolejnosci moze co
najwyzej uniemozliwi¢ wykonanie pewnych akcji pochodzacych ze zbioru T, nie wplywa
natomiast na miejsca oryginalnej sieci S (w szczegolnosci, w sieci 2-pokojowej S’ nie moze
zosta¢ umozliwione nic, co nie byloby umozliwione w obcietym do P markingu w p/t-
sieci S). W zwiazku z tym prawdziwy jest nastepujacy fakt: Marking M jest osiagalny w
p/t-sieci S doktadnie wtedy, gdy odpowiadajacy mu marking 10M jest osiggalny w sieci
2-pokojowej S’.

Rysunek 3.16: Idea konstrukcji sieci 2-pokojowej S’ symulujacej dzialanie sieci inhibitorowej S

Na podobnej zasadzie mozemy przeprowadzi¢ drugi krok (patrz Rysunek 3.16), czyli symu-
lacje dziatania sieci inhibitorowych. Wezmy teraz sie¢ inhibitorowa S = (P, T, W, I, My).
Za punkt wyjscia przyjmijmy sie¢ 2-pokojowa S” skonstruowang z sieci S w identyczny jak
w kroku pierwszym sposob, ze zdefiniowanymi identycznie markingami 10M odpowiada-
jacymi markingom M, ktérych sa okrojonymi do dziedziny bedacej zbiorem P wersjami.
Dodajmy jeszcze nowe akcje, odpowiadajace za inhibitorowe dzialanie tej sieci. Ponownie,
dla kazdego tuku inhibitorowego (p, a) dodamy po dwie akcje apl oraz ap2. Wejsciami dla
tych akcji beda dodane w pierwszym kroku wejscie do akcji a (czyli a,,,) a takze miejsce in-
hibitorowe p z oryginalnej p/t-sieci S. Podobnie jak w przypadku sieci pokojowych, w sieci
2-pokojowej S" mozliwe jest w markingu 10M wykonanie akcji, ktora byta umozliwiona
w sieci S w markingu M. Inhibitory dzialaja zgodnie z intuicja — jesli w markingu M w
sieci inhibitorowej S akcja a ma wystarczajaca liczbe zasobow (zetonoéw w odpowiednich
miejscach wejsciowych) aby sie wykonaé, ale nie jest umozliwiona ze wzgledu na niepu-
stos¢ miejsca inhibitorowego p, to przy prébie jej wykonania, czyli wykonania obliczenia
a” a"a’ a pozniej akcji a, doszlibysmy do markingu w ktoérym jednocze$nie umozliwione sg
(w sensie umozliwienia w p/t-sieci o identycznej jak S’ strukturze) akcje a, ap; oraz aps.
Wykonanie ktorejkolwiek z nich spowodowatoby uniemozliwienie (w sensie umozliwienia
w p/t-sieci o identycznej jak S’ strukturze) obu pozostatych akcji, czyli akcja a w takim
markingu jest umozliwiona, ale nie jest wykonalna w sieci pokojowej o identycznej jak
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sie¢ S’ strukturze, a zatem nie jest nawet umozliwiona w sieci 2-pokojowej S’. Istotg tego
uniemozliwienia jest jednoczesne pojawienie sie zetonéw w miejscach a,, oraz p i nie ma
znaczenia, czy taki marking jest w ogole osiggalny w sieci 2-pokojowej S’. Poza tym, mimo
ze wejsciem do akeji ap; oraz aps jest miejsce p nalezace do oryginalnej p/t-sieci S, to i tak
zadna z nich nie bedzie nigdy wykonalna i nie zmieni warto$ci markingu okrojonego do
zbioru P. Mozna stad wywnioskowaé, ze w nowopowstalej sieci 2-pokojowej S’ nie da sie
osiagna¢ markingu 10M jesli w sieci inhibitorowej S nie mozna byto osiagna¢ markingu
M.

Ponadto, dziatanie sieci 2-pokojowych mozemy symulowaé¢ za pomoca sieci inhibitoro-
wych. 2-pokojowa wykonalno$¢ ma, podobnie jak trwata wykonalnos¢ stosowana w sie-
ciach pokojowych, charakter lokalny i mozna ja przetestowaé¢ badajac topologiczne sa-
siedztwo akcji (z wykorzystaniem tukow inhibitorowych). Jest to jednak operacja duzo
bardziej ztozona niz przedstawiona na Rysunku 3.12 symulacja sieci pokojowych. Nie be-
dziemy w zwiazku z tym przytaczaé szczegdtow. Za wystarczajacy argument na poparcie
tej tezy uznamy Teze Churcha-Turinga (gdyby sieci 2-pokojowych nie dato sie symulowaé
za pomocy sieci inhibitorowych, to uzyskalibySmy w ten sposéb model obliczent ogdlniejszy
niz maszyny Turinga). Pozwala to sformutowaé¢ natychmiastowy

Whiosek 3.4.5 Sieci 2-pokojowe sq rownowazne obliczeniowo sieciom pokojowym, a za-
tem rowniez maszynom Turinga.

3.4.1 Hierarchia sieci pokojowych

Przyktad 3.4.1 jest na tyle uniwersalny, ze dodajac w markingu poczatkowym dodatkowy
zeton do miejsca p otrzymujemy sie¢ 2-pokojowa w ktorej w markingu poczatkowym
wystepuje konflikt. Zaproponujemy teraz cala hierarchie pokojowej wykonalnosci (a co za
tym idzie - sieci pokojowych).

Definicja 3.4.6 Niech S = (P, T, W, M) bedzie p/t-siecia. W sieci tej zwykta wykonal-
nos$¢ nazwiemy 0-wykonalnosciq, zas wykonalnosé trwala (wykorzystana w sieciach poko-
jowych) - I-wykonalno$cig. Bardziej ogolnie, wezmy marking M, akcje a oraz k > 0. Zbior
wszystkich obliczen k-wykonalnych w markingu M oznaczaé¢ bedziemy E X (M), zas zbior
wszystkich markingéow osiagalnych w sieci k-pokojowej przez [My >j. Mowimy, ze akcja a
jest k+1-umozliwiona w markingu M o ile jest k-wykonalna w tym markingu. Akcja a jest
k+1-wykonalna w markingu M, o ile jest k+1-umozliwiona w tym markingu, a ponadto jej
wykonanie nie uniemozliwi (w sensie k-wykonalnosci) wykonania innej, k+1-umozliwionej
akcji. Bardziej formalnie:

a€ EXp1(M) < ae EXp(M)NEXp(M)\{a} C EXy(Ma).
Majac tak zdefiniowana k-osiggalnosé, podamy rekurencyjna definicje sieci k-pokojowych.

Definicja 3.4.7 0-pokojowa siecig Petriego nazywamy p/t-sie¢ (w mys$l Definicji 1.2.5).
k-pokojowq sieciqg Petriego nazywamy sie¢ o strukturze p/t-sieci (czyli czworke S =
(P, T, W, My)), zachowujaca definicje kroku oraz obliczenia, w ktorej relacja umozliwienia
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U C N¥ x T zdefiniowana jest jako relacja wykonalnosci w sieci k-1-pokojowej o iden-
tycznej strukturze. Natomiast relacja wykonalnosci w markingu M akcji a okreslona jest
nastepujaco:

MWa < M Ua A Vpzo M Ub = (Ma)ub,

gdzie przez Ma rozumiemy marking wynikowy kroku (M, a, M") w sieci k-1-pokojowej o
identycznej strukturze.

Uwaga 3.4.8 Definicja 3.4.6 odnosi sie do wtasnosci p/t-sieci, natomiast Definicja 3.4.7
wprowadza nowe typy siect Petriego. Sq to blizniacze konstrukcje rekurencyjne i k-wykonalnosé
w p/t-sieci S jest tozsama umozliwieniu w sieci k-pokojowej o strukturze identycznej jak
sie¢ S.

Przyktad 3.4.9 Rozwazmy jeszcze raz sie¢ S z Przyktadéw 3.1.6 oraz 3.4.1 z markingiem
poczatkowym My = (0):

Rysunek 3.17: Konflikt w sieciach pokojowych

Potraktujmy te sie¢ jako p/t-sie¢ (czyli sie¢ 0-pokojowa). Wowcezas po kazdym wy-
konaniu akcji ¢ mozna wykonaé¢ akcje a lub b. W szczegolnosci, wykonalne jest nieskon-
czone obliczenie ug = (ca)¥. Jesli sie¢ S potraktowana zostanie jako sie¢ pokojowa (czyli
1-pokojowa), to obliczenie uy nie jest juz w niej wykonalne (gdyz nie jest obliczeniem
trwatym). Wykonalne natomiast jest obliczenie u; = ¢(ca)¥, rozwiazujace nieskonczenie
wiele razy konflikt dynamiczny przy markingu M, w ktorym M (p) = 2. Wynika stad na-
tychmiast, Ze nie jest to obliczenie wykonalne w sieci S traktowanej jako sie¢ 2-pokojowa.
Kontynuujac powyzsze rozumowanie, uzyskujemy ciag obliczen u, = ¢"(ca)®, ktore sa
wykonalne w kazdej sieci S traktowanej jako sie¢ k-pokojowa dla k nie przekraczajacych
n, za$ nie sa wykonalne dla wiekszych k. Nie zmienia to faktu, ze niezaleznie od przyjetego
typu pokojowej wykonalnosci, zbiér markingéw osiagalnych to zbioér funkeji przyporzad-
kowujacych jedynemu argumentowi p dowolna, ustalona liczbe naturalna.

Przeprowadzona w przyktadzie dyskusja prowadzi do sformutowania faktoéw okreslaja-
cego zmniejszanie sie, wraz ze wzrostem k, rozmiaru jezykéw obliczenn wykonalnych oraz
zbiorow markingéw osiggalnych w sieciach k-pokojowych:
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Fakt 3.4.10 Niech S = (P, T,W, M,) bedzie p/t-siecig. Wowczas, rozwazajgc sieci k-
pokojowe Sy o identycznej jak S strukturze, mamy

L(S) D L(S)D...DL(S)) D....

Fakt 3.4.11 Niech S = (P,T,W, M,) bedzie p/t-sieciqg. Wowczas, rozwazajqc sieci k-
pokojowe Sy o identycznej jak S strukturze, mamy

Mozemy roéwniez rozszerzy¢ pojecie klasycznej trwalodci:

Definicja 3.4.12 Niech S = (P, T, W, My) bedzie p/t-siecia. Powiemy, ze osiagalny w
sieci S marking M € [My > jest k-trwaty doktadnie wtedy, gdy kazda akcja umozliwiona
w tym markingu jest k-wykonalna. Bardziej formalnie

Vo a € EXo(M) = a € EX,(M).

Powiemy, ze sie¢ S jest k-trwata jesli kazdy marking w niej osiagalny jest k-trwaty:.

Zgodnie z powyzsza definicja, klasyczna trwalosé jest tozsama z 1-trwatoscia. Zdefinio-
wana w ten sposob hierarchia sieci trwatych jest ptaska, to znaczy zachodzi

Lemat 3.4.13 P/t-sie¢ S = (P, T,W, M) jest sieciqg k+1-trwalq doktadnie wtedy, gdy
jest sieciq k-trwatq (dla k > 0).

Dowod. Zatézmy, ze sie¢ S jest k-trwata, ale nie jest k-+1-trwala. Oznacza to, ze ist-
nieje taki marking M osiggalny w tej sieci i akcja a k-wykonalna w tym markingu, ze
a ¢ EXj1(M). Oznacza to, ze a ¢ EXy(M) lub Fpzp b € EXp(M)ANb ¢ EXp(Ma).
Pierwszy sktadnik tej koniunkcji jest sprzeczny z k-wykonalnoscia akcji a. Zauwazmy po-
nadto, ze b € EXy_1(M) oraz a € EXy_1(M). Poniewaz mamy tez, ze a € EXy(M), to
b€ EXy(Ma), co prowadzi do sprzecznoscei i koriczy dowod. O

3.4.2 Lematy o propagacji i genezie konfliktow

W poprzednim paragrafie wprowadziliSmy rézne poziomy wykonalnosci akcji w danym
markingu (Definicja 3.4.6). Przyjrzyjmy sie¢ teraz dwom lematom dajacym praktyczne
narzedzia do badania k-wykonalnosci. Pierwszy z nich, nazwany lematem o propagacji
konfliktu, méwi o wstecznym (w rozumieniu porzadku topologicznego na grafie osiagal-
nosci) propagowaniu klasycznych konfliktow, ktore powoduja przerwanie w markingu M
wykonalnodci akcji na poziomie 1. Przy spetnieniu odpowiednich warunkéw dodatkowych,
takie przerwanie, na poziomie o jeden wyzszym, moze sie propagowa¢ do markingow, z
ktorych da sie bezposrednio osiagna¢ marking M.

Lemat 3.4.14 (o propagacji) Niech S = (P,T,W, My) bedzie p/t-sieciq. Wowczas jesli
w osiggalnym w sieci S markingu M ma miejsce przerwanie wykonalnosci akcji a (a €
EXpy(M)Na ¢ EXp1(M)) oraz istnieje akcja b rézna od a prowadzqca z markingu M’
do markingu M (M'bM ) a ponadto akcje a,b sq k+1-wykonalne w markingu M’, to w
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tym markingu nastepuje przerwanie wykonalno$ci akcji b, to znaczy nie jest ona k+2-
wykonalna. Bardziej formalnie:

a € EX;,(M)

a & EXjir (M)

M'bM = b¢ EXpa(M).
a € EXjur (M)

be EXy (M)

Dowod. Zatozmy, ze b € EXyo(M'), czyli rownowaznie
b€ EXpr(M' A EXjor (M) \ {b} € EXyr (M'b = M).

Ale a € EXy1(M')\ {b}, a jednoczesnie a ¢ EXy1(M). W zwiazku z uzyskana sprzecz-
noscia wnioskujemy, ze b ¢ EX; o(M'), co jest teza. O
Sam lemat zawiera pokazna liste warunkow i wygladajaca przy niej skromnie teze. Jego
sita ukazuje sie dopiero wraz z drugim lematem, nazwanym lematem o genezie konflik-
tow. Lemat ten mowi, ze kazde przerwanie akcji w danym markingu jest spowodowane w
opisany w lemacie o propagacji sposob.

Lemat 3.4.15 (o genezie) Niech S = (P,T,W, M,) bedzie p/t-sieciq, za$ M markin-
giem osiggalnym w tej sieci. Wowczas kazde przerwanie wykonalnosci akcji a w tym mar-
kingu ma swojg geneze w przerwaniu (na wyzszym poziomie) pewnej, réznej od a, akcji w
markingu Ma. Bardziej formalnie:

b e EX(Ma)

a e EXk+1(M) } = 3, b gé EXk+1(Ma)
a ¢ EXpya(M) be EXp(M)

Dowod. Poniewaz jednoczesnie a € EXy (M) oraz a ¢ EXjgio(M), to z definicji
k-wykonalnosci mamy, ze zbior (EXy1(M) \ {a}) \ EXyi1(Ma) jest niepusty. Wezmy
b e (EXg1(M)\{a}) \ EXgi1(Ma). Otrzymujemy wowczas, ze b ¢ EXyi1(Ma) oraz
b€ EXgy1(M). Poniewaz a,b € EXyy1(M), to rowniez a,b € EX(M). gdyby przy tym
b ¢ EXy(Ma), to, z definicji, a nie bytoby k-+1-wykonalne w markingu M. Uzyskana
sprzecznos¢ daje trzecia czesé tezy i konczy dowod. O
7 powyzszego lematu mozemy wysnué natychmiastowy, indukcyjny

Wnhniosek 3.4.16 Niech S = (P,T,W, M) bedzie dowolng p/t-sieciq, zas M dowolnym
markingiem osiggalnym w tej sieci. Wowczas kazde przerwanie wykonalnosci akcji a w
tym markingu ma swojq (niezbyt odleglq) geneze w klasycznym konflikcie dynamicznym.
Bardziej formalnie:

be EXo(Maw)
b¢ EXi(Maw)
lw| < k

a€EXpi(M) | _ 5
a ¢ EXkJ’_Q(M) wEX® beY

Ponadto, znajac petna charakteryzacje konfliktow wyzszych rzedéw (w odpowiednich sie-
ciach k-pokojowych), mozna sformutowac
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Wnhniosek 3.4.17 S = (P, T, W, My) bedzie dowolng p/t-sieciq, zas M dowolnym markin-
giem osiggalnym w tej sieci. Jesli w markingu M jest umozliwiona tylko jedna akcja a, to
jest ona dla dowolnego k k-pokojowo wykonalna.

Na koniec pokazemy jeszcze, na przykltadzie, praktyczne zastosowanie sformulowanych
lematow:

Przyklad 3.4.18 Rozwazmy przedstawiona na Rysunku 3.18 p/t-sie¢ S = (P, T, W, M,)
sktadajaca sie z czterech akcji i trzech miejsc. Wystepuje w niej jeden konflikt strukturalny
- akcje b oraz d rywalizuja o zeton znajdujacy si¢ w miejscu q. W markingach pokrywa-
jacych marking (1,1, 1) konflikt ten staje sie dynamiczny. Sie¢ moze zosta¢ wprowadzona
w taki stan konfliktowy przez wykonanie akcji a, pod warunkiem, ze wcze$niej nie zo-
stala wykonana akcja d. Zauwazmy, ze powoduje to do$é¢ dziwne zjawisko - akcja a nie
jest 2-wykonalna w markingu poczatkowym. Bez znaczenia jest tu fakt, ze zbiér miejsc
wejsciowych tej akcji jest pusty, czyli nie zuzywa ona zadnych zasobéw dostepnych w sieci!

Rysunek 3.18: Sie¢ S

Na kolejnym rysunku (Rysunek 3.19) pokazany jest fragment grafu osiagalnosci oma-

wianej sieci. Jest to nieskoniczony graf acykliczny o bardzo regularnej budowie. Sktada sie
z markingow ultozonych w dwoch plaszezyznach, w pierwszej z nich (na Rysunku 3.19 na
zewnatrz) miejsce ¢ jest zamarkowane, w drugiej (wewnetrznej) miejsce g jest puste. Wraz
z tukami poziomymi (akcja ¢) rosna liczby zetonoéw w miejscu r, zas§ wraz z tukami piono-
wymi (akcja a) rosna liczby Zetonéw w miejscu p. Akcje d oraz b opisuja tuki prowadzace
od plaszczyzny zewnetrznej do wewnetrznej.
Korzystajac z przedstawionych lematéw i odnalezionych w osiggalnych markingach postaci
(m,1,n), gdzie m,n > 0, konfliktéw dynamicznych w p/t-sieci S uzyskujemy peten opis
odpowiadajacych sieci S sieci k-pokojowych (dla dowolnego k). W sieci 1-pokojowej S; =
(P, T, W, My) osiagalne sa wszystkie markingi osiggalne w sieci S, natomiast wykonalne
wszystkie akcje, poza tymi oznaczonymi kolorem czerwonym (wszystkie akcje b oraz czesé
d). W sieci 2-pokojowej Sy = (P, T, W, M) osiagalne sa markingi obwiedzione linia ciagta,
za$ wykonalne akcje oznaczone ciaglymi, czarnymi tukami (tuki przerywane odpowiadaja
akcjom umozliwionym w stanach nieosiagalnych). Dla k& > 2 sieci k-pokojowe sg identyczne
jak sie¢ 2-pokojowa.

88



Rysunek 3.19: Fragment grafu osiaggalnosci sieci S. Lukom pionowym odpowiadaja akcje a, poziomym - ¢ za$ ukosnym d
(krotkie) 1 b (dtugie). Na czerwono zaznaczono akcje konfliktowe (a wiec nie nalezace do EX1), na zielono - akcje prowadzace
do konfliktéw (a wiec nie nalezace do EX3). Markingi i akcje nieosiggalne w sieci S traktowanej jako sie¢ 2-pokojowa
zaznaczono liniami przerywanymi, marking poczatkowy pogrubiono

Zauwazmy jeszcze, ze dla markingu poczatkowego My = (0,1,0) 2-pokojowa sie¢ S’
jest martwal!

3.4.3 Sieci w-pokojowe

Konstrukecja symulujaca dzialanie p/t-sieci przedstawiona na Rysunku 3.9 nie dziata dla
sieci 3-pokojowych! Rozwazmy w tym celu nastepujaca sie¢, bedaca zgodnym z przyto-
czong konstrukecja rozszerzeniem sieci podobnej do tej z Przyktadu 3.1.6:

Przyktlad 3.4.19 Rozwazmy p/t-sie¢c S = (P,T,W, M,), przedstawiona na Rysunku
3.20. Zastosujmy konstrukcje, ktora pozwala symulowaé te sie¢ za pomoca 1-pokojowe;j
(lub 2-pokojowej) sieci S'. Rozwazmy sie¢ S’ (jako p/t-sie¢) i zbadajmy rézne poziomy
wykonalnoéci akcji w tej sieci. W markingu poczatkowym wszystkie akcje primowane sa
0-wykonalne, 1-wykonalne oraz 2-wykonalne. Po wykonaniu akcji @, akcja b przestaje by¢
2-wykonalna. W zwigzku z tym, w sieci S’ traktowanej jako sie¢ 2-pokojowa ma miejsce
konflikt dynamiczny w stanie My, a co za tym akcja a’ nie jest 3-wykonalna. W zwiazku
z tym sie¢ S’ jest martwa i z pewnoscig nie symuluje dzialania sieci S.

Problem ten mozna rozwiazac¢ stosujac podobne do przedstawionych w Konstrukeji 3.4.4
narzedzia. W przypadku symulowania p/t-sieci S = (P, T, W, My) za pomoca sieci 3-
pokojowej S, dla kazdej akcji a € P tworzy¢ bedziemy nie 3, ale 7 nowych akcji oraz nie
6, ale 14 nowych miejsc. Zapewni to wystarczajace op6znienie przy wykonywaniu akcji a i
kazde obliczenie wykonalne w sieci S bedzie rowniez wykonalne (po dodaniu przed kazda
akcja a € P nowych, skonstruowanych dla niej akcji w odpowiedniej kolejnosci) w sieci
S’. W przypadku symulacji sieci inhibitorowej rowniez postepujemy zgodnie z zawarta w
Konstrukeji 3.4.4 idea i nowe akcje inhibitorowe taczymy ze wszystkimi nowymi wejéciami
do akcji a oraz odpowiednim miejscem inhibitorowym.
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Rysunek 3.20: Problem w sieciach 3-pokojowych

Zaproponowane dla sieci 2-pokojowych i przytoczone dla sieci 3-pokojowych rozwiazanie
rozszerzymy teraz na sieci k-pokojowe. Przedstawiona ponizej konstrukcja bedzie miata
charakter rekurencyjny:

Konstrukcja 3.4.20 Niech S = (P, T, W, My) bedzie p/t-siecia, zas S" = (P',T", W' M)
siecig k-pokojowa symulujaca w sensie osiggalnych markingow (to jest taka, ze w sieci S
osiggalny jest marking M dokladnie wtedy gdy w sieci S’ osiggalny jest marking 10M
markujacy miejsca nie bedace wyjsciami z nowych akcji, a obciety do zbioru P réowny
markingowi M ). Skonstruujemy sie¢ k+1-pokojowa S” = (P”,T", W" M{), ktora na po-
dobnej zasadzie symulowaé¢ bedzie p/t-sie¢ S.

Rysunek 3.21: Symulowanie sieci k-pokojowej S’ przez sieci k+1-pokojowa S”

Dla kazdej akcji a € T" ze skonstruowanej sieci k-pokojowej S’ dodajmy nowa akcje a’ oraz
dwa nowe miejsca a,, oraz a,s. Podobnie jak w szczegolnych przypadkach tej konstrukeji,
miejsce a,, bedzie wyjsciem z akcji a oraz wejSciem do akeji @', zas$ miejsce a,ry — wyjSciem
z akcji a’ i wejsciem do akcji a. Przez marking 1010 M oznaczymy marking w sieci k+1-
pokojowej S”, ktory odpowiada markingowi 10M w sieci k-pokojowej S’ oraz markingowi
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M w p/t-sieci S w nastepujacy sposob:

10M(p) dla pe P
1010M (p) = 1 dia p=aeys dlaaeT
0 dla p=ay, dlaaecT

Za marking poczatkowy w sieci S” przyjmiemy marking My = 1010M,. Rozwazmy teraz
marking postaci 10M w sieci k-pokojowej S’ oraz odpowiadajacy mu marking 1010M w
sieci k+1-pokojowej S”. Jesli akcja a jest wykonalna w markingu 10M (w sensie wyko-
nalnosci w sieci k-pokojowej), to w sieci k-pokojowej o identycznej jak S” strukturze w
markingu 1010M wykonalne sg akcje @’ a nastepnie a. Sa wiec one umozliwione (w od-
powiednich markingach) w sieci k+1-pokojowej S”. Zaréwno wykonanie w rozwazanych
markingach akcji o’ jak i akcji a nie moze uniemozliwi¢ zadnej innej akcji wykonalnej w
tych markingach w sieci k-pokojowej o identycznej jak sie¢ S’ strukturze, gdyz zadna z
akcji nalezgcych do P’ nie jest wykonalna, a nowe akcje primowane nie majg wspolnych
wej$¢ z akcjami a' oraz a. Zauwazmy, ze w zwigzku z tym, jesli obliczenie u = aqas. .. a,
jest wykonalne w sieci k-pokojowej S’; to obliczenie ' = ajajalas...al a, jest wyko-
nalne w sieci k-+1-pokojowej S”. W zwiazku z tym, dla kazdego obliczenia w = aqas .. . a,
wykonalnego w p/t-sieci S istnieje obliczenie w' = vjajvias ... v, a, wykonalne w sieci
k+1-pokojowej S”, gdzie v, sa odpowiednimi obliczeniami ztozonymi z akcji nalezacych
do zbioru 7" \ T. Poza tym, ze wzgledu na brak bezposredniej ingerencji przez akcje ze
zbioru T" \ T' w zawarto$¢ miejsc ze zbioru P, jesli w sieci k+1-pokojowej S” wykonalne
jest obliczenie o, to w p/t-sieci S wykonalne jest obliczenie bedace rzutem obliczenia o
na zbior T'. Dowodzi to, ze marking M jest osiagalny w p/t-sieci S doktadnie wtedy, gdy
marking 1010M jest osiggalny w sieci S”.

Rysunek 3.22: Symulowanie sieci inhibitorowej S przez sieci k+1-pokojowa S’ (z posrednictwem sieci k-pokojowej S’).
Zaznaczono akcje a z oryginalnej sieci inhibitorowej S, akcje inhibitorowe ap; oraz apz, ktére powstaly w celu symulacji
tukéw inhibitorowych przy pierwszym kroku operacji prowadzacej w k+1 krokach do sieci S” (i nie sa potem dodatkowo
op6zniane), oraz akcje b € T’ \ T, powstala w jednym z posrednich krokéw konstrukeji. Nowe akcje a’ oraz b’ zapewniaja
wymagane przy wykonalnosci odpowiednich akcji w sieci k+1-pokojowej S’ op6znienie

Wezmy teraz sie¢ inhibitorowa S = (P, T, W, I, My) oraz symulujaca ja sie¢ k-pokojowa
S" = (P, T, W' M}). Skonstruujemy sie¢ k-+1-pokojowa S” = (P",T", W" M), ktora
symuluje dzialanie sieci inhibitorowej S. Nowe akcje, nalezace do zbioru 7" \ T" mozna
podzieli¢ na dwie grupy - akcje zapewniajace opdznienie wykonania akcji ze zbioru T
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oraz akcje zapewniajace inhibitorowe dziatanie miejsc ze zbioru P. Dla kazdej akcji z
pierwszej grupy dodajemy, analogicznie jak w przypadku p/t-sieci, po jednej nowej akcji
i po dwa nowe miejsca. Daje nam to takie samo zachowanie sieci k+1-pokojowej S” jak w
przypadku symulacji p/t-sieci, pozostawiajac dziatajace akcje inhibitorowe odziedziczone
po sieci k-pokojowej S’. Tak wiec przy identycznym jak w przypadku symulacji p/t-sieci
oznaczeniu markingu 1010M, mozemy wywnioskowa¢, ze ze marking M jest osiagalny w
sieci inhibitorowej S dokladnie wtedy, gdy marking 10100 jest osiagalny w sieci S”.

Ostatecznie wiec, wydluzajac opdznienia, mozemy symulowaé¢ dziatanie p/t-sieci i sieci
inhibitorowych za pomoca sieci k-pokojowych dla dowolnego k. Daje to nam ptaska
(powotujac sie na Teze Churcha-Turinga), w sensie mocy obliczeniowej, hierarchie sieci
pokojowych. Naturalne wydaje sie zdefiniowanie, w sposéb graniczny, pokojowej super-
wykonalnosci (w-wykonalnosci):

Definicja 3.4.21 Niech S = (P, T, W, M,) bedzie p/t-siecia, zas M markingiem osiagal-
nym w tej sieci. Mowimy, ze akcja a jest w-wykonalna w markingu M, o ile jest w tym
markingu k-wykonalna dla dowolnie duzego k. Bardziej formalnie:

a € EX,(M) & V) a € EXy(M).

Definicja 3.4.22 Super-pokojowq (w-pokojowq) siecig Petriego nazywamy sie¢ o struk-
turze p/t-sieci (czyli czworke S = (P, T, W, My)) zachowujaca definicje kroku oraz obli-
czenia, gdzie marking M jest w relacji umozliwienia z akcja a wtedy i tylko wtedy, gdy
dla dowolnego £ mamy M Ua w sieci k-pokojowej o identycznej jak S strukturze. Ponadto
marking M jest w relacji wykonalnosci z akcja a wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego
k mamy M Wa w sieci k-pokojowej o identycznej jak S strukturze.

Definicja 3.4.23 Marking p/t-sieci jest w-trwaty, jesli kazda umozliwiona w nim akcja
jest w-wykonalna, za$ cala p/t-sie¢ jest w-trwata, jesli kazdy marking w niej osiagalny jest
w-trwaty.

Zauwazmy, ze w przypadku sieci w-pokojowych relacje umozliwienia i wykonalnosci sg
tozsame. Ponadto, nie da sie dostosowac¢ przytaczanych konstrukeji symulujacych dziata-
nie p/t-sieci i sieci inhibitorowych. Proba przeniesienia ich na ten przypadek prowadzi do
sytuacji, kiedy zbiory akcji i miejsc staja sie nieskoriczone - co jest sprzeczne z definicja
sieci. Pozostaje wiec zwiazany z tym otwarty problem:

Problem 3.4.24 Jaka jest moc obliczeniowa sieci w-pokojowych?

Prawdziwy natomiast jest fakt o sieciach w-trwatych, bedacy prostym wnioskiem z Lematu
3.4.13:

Wnhniosek 3.4.25 P/t-sie¢ S = (P,T,W, My) jest sieciq w-trwatq (k-trwatq dla dowolnego
k) doktadnie wtedy, gdy jest siecig trwatq.

Ponadto, dla sieci w-pokojowych mozna sformutowaé¢ odpowiedniag wersje twierdzenia Kel-
lera (zwanego tez zasada diamentu) i pltynacy bezposrednio z tego twierdzenia wniosek
(zwany tez zasada duzego diamentu):
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Twierdzenie 3.4.26 (Kellera dla sieci w-pokojowych) Niech S = (P, T, W, M) be-
dzie sieciq w-pokojowq. Wowczas, jesli dwie rozne akcje a,b sqg wykonalne w osiggalnym w
siect S markingu M, to akcja a jest wykonalna w markingu Mb zas akcja b jest wykonalna
w markingu Ma, a ponadto (Ma)b = (Mb)a.

Dowod. Przez S’ oznaczmy p/t-sie¢ odpowiadajgca sieci S. Zalozmy, ze akcje a, b sa
wykonalne w sieci w-pokojowej S w markingu M, ale akcja b nie jest wykonalna w tej
sieci w markingu Ma. Zauwazmy na poczatku, ze akcja b musi by¢ umozliwiona w sieci S’
w markingu Ma. W innej sytuacji w markingu M wystepowaltby klasyczny konflikt dyna-
miczny miedzy akcjami a i b, co powodowaloby, ze akcja a nie bytaby nawet 1-wykonalna
w markingu M, a to jest sprzeczne z zatozeniem o jej w-wykonalnosci. Ponadto, przyjete
zalozenia oznaczaja, ze akcje a,b sg dla dowolnego k k-wykonalne w sieci S’ oraz istnieje
takie n, ze akcja b nie jest n-wykonalna w sieci S’, cho¢ jest w niej n-1-wykonalna. W
zwiazku z tym, wprost z definicji k-wykonalno$ci mamy, ze wykonanie w markingu M
akcji a powoduje przerwanie n-wykonalnosci akcji b, czyli akcja a nie jest w markingu M
n+1-wykonalna. To z kolei jest sprzeczne z zatozeniami. Wnioskujemy stad, ze jesli akcje
a,b sa w-umozliwione w markingu M, to akcja b jest w-umozliwiona w markingu Ma.
Analogicznie, akcja a jest w-umozliwiona w markingu Mb. Ostatnia cze$¢ tezy wynika
z ogdlnej wlasnosci p/t-sieci - marking wynikowy nie zalezy od kolejnosci wykonywania
akcji (wazne jest tylko, aby w stanach posrednich wszystkie one byly wykonalne). O

Wnhniosek 3.4.27 Niech S = (P, T, W, My) bedzie siecig w-pokojowq. Wowczas, jesli dwa
rozne obliczenia u,v sq wykonalne w osiggalnym w sieci S markingu M, to istnieje takie
obliczenie w wykonalne w sieci S w markingu M, ze obliczenia u oraz v sq jego sladowyms
prefiksami. Bardziej formalnie:

Mu N Mv = 3, MwA [u] C= [w] A [v] E

[w].

Warto zauwazy¢, ze najwieksza podklasa p/t-sieci spelniajaca analogiczne twierdzenie, sa
sieci trwale, ktorych moc obliczeniowa jest zdecydowanie mniejsza niz calej klasy p/t-sieci
(patrz Fakt 3.1.15). Wr6¢my na chwile do Przyktadu 3.4.18:

Przyklad 3.4.28 Przypomnijmy, ze sie¢ o przedstawionej w Przyktadzie 3.4.18 struk-
turze, traktowana jako sie¢ k-pokojowa, zachowuje sie identycznie dla dowolnych k£ > 1.
Oznacza to, ze zachowuje sie tak rowniez jako sie¢ w-pokojowa. Zauwazmy, ze jezyk obli-
czen w-wykonalnych w tej sieci jest jezykiem regularnym zadanym wyrazeniem ¢*d(aUc)*,
zas zbior markingéw osiagalnych to zbior potliniowy

[My >,= (q+ 1+ kir) U (kop + ksr),

gdzie k; sa dowolnymi liczbami naturalnymi, zas$ ¢ (i analogicznie p oraz r) rozumiemy
jako funkcje dzialajaca ze zbioru miejsc do liczb naturalnych (tak jak marking) o wartosci
jeden dla miejsca ¢ oraz warto$ciach dla pozostatych argumentéow réwnych zero.

Ponadto mozna skonstruowacé sie¢ w-trwala (a wiec na mocy Wniosku 3.4.25 trwata w
klasycznym sensie), ktora ma identyczne jezyk obliczen wykonalnych oraz zbior osiagal-
nych markingéw:

Przedstawione powyzej fakty nasuwaja do$¢ naturalng hipoteze:
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Rysunek 3.23: Sie¢ (super-)trwala dzialajaca identycznie jak sie¢ w-pokojowa z Rysunku 3.18

Hipoteza 3.4.29 Sieci w-pokojowe sa w sensie mocy obliczeniowej stabsze od maszyn
Turinga, a nawet od p/t-sieci.
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Podsumowanie

Rozprawa podejmuje temat nieskonczonych proceséw wspotbieznych i bada go przez pry-
zmat jednego z najistotniejszych dla tych procesow zjawisk - konfliktu. W dyskusji wy-
korzystane sg dwa matematyczne modele zwigzane ze wspotbieznoscia - slady Mazurkie-
wicza opisujace procesy wspotbiezne i ich jezyki oraz sieci Petriego, opisujace systemy
wspotbiezne. Oba te modele sa szczegdtowo i z duzg dbaloscig o formalizm matematyczny
wprowadzone w rozdziale pierwszym.

Rozdzial drugi koncentruje sie na jednym z podejé¢ do sladow Mazurkiewicza i bada
zbiory rzutow takich sladéw na podalfabety zalezne. Jest to podejscie znane z teorii $la-
dow skonczonych, ale malo w niej popularne. W przypadku badania proceséw nieskon-
czonych staje sie ono bardziej efektywne - pozwala zredukowaé¢ jeden wymiar nieskon-
czony. Zamiast bada¢ nieskoriczone zbiory (klasy rownowaznosci) nieskoriczonych ciagow
(linearyzacji procesu) mozemy skupi¢ sie na odpowiedniej podklasie skonczonych zbio-
row nieskoriczonych ciagéw (rzutéw procesu). Nie tracimy przy tym zadnych informacji
0 samym procesie, co pokazuje przedstawiona w rozprawie procedura rekonstrukeji §ladu
z reprezentacji rzutowej. Wszechobecny w rozprawie konflikt, pojawia sie tu zaréwno w
strukturalnej definicji wewnetrznie bezkonfliktowych zbioréw rzutowych, jak i w samym
procesie rekonstrukeji, gdzie jego nieporzadanych efektow unikamy wprowadzajac pojecie
warstw akcji.

Rozdzial trzeci w catosci skupia sie na pojeciu konfliktu w sieciach Petriego. Mysla
przewodnig tego rozdzialu sa procesy bezkonfliktowe p/t-sieci. Na poczatku rozdziatu
zostaje uporzadkowana nomenklatura i rozdzielone dwa pojecia - konfliktu statycznego
i dynamicznego. W dalszej czesci przeprowadzona zostaje analiza proceséw trwatych -
prowadzi ona do zdefiniowania pojecia sieci pokojowej, czyli p/t-sieci nierozwiazujacej w
czasie swojego dziatania zadnych konfliktow. Okazuje sie, ze tak zdefiniowany typ sieci
daje mozliwo$é¢ synchronizacji i testowania pustosci miejsca, a w efekcie symulowania sieci
inhibitorowych. Zbadana zostaje tez podklasa pokojowych sieci wolnego wyboru. Podob-
nie jak w przypadku klasycznym (p/t-sieci) okazuje sie, ze ograniczenie sie do takich
sieci statycznych, w ktorych akcje maja wspolne lub roztgczne zbiory miejsc wejsciowych
powoduje zmniejszenie sity modelu. Argumentem $wiadczacym na korzysé tej tezy jest
mozliwosé symulacji pokojowych sieci wolnego wyboru przez p/t-sieci. Jednoczesnie poja-
wia sie¢ w tym miejscu pierwszy problem, ktory nie zostal rozwiazany w ramach rozprawy
- czy pokojowe sieci wolnego wyboru pozwalajg zasymulowaé¢ dziatanie dowolnych p/t-
sieci?

Dalsza analiza zachowan sieci pokojowych prowadzi do odnalezienia w nich sytuacji
konfliktowych i, przez powtoérzenie rozumowania z pierwszej czeSci rozdziatu, do zde-
finiowania sieci 2-pokojowych. Procesy opisywane przez te sieci nie tylko nie rozwia-
zuja zadnych konfliktow, ale nie wystepuje tam réwniez znane z badari nad systemami
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wspotbieznymi zjawisko konfuzji. Znajduje ono swoje naturalne uogoélnienie w postaci
k-wykonalnosci (a wlasciwie przerwania wykonalnosci) akcji, ta za$ prowadzi do definicji
sieci k-pokojowych. Przytoczony przyktad pokazuje, ze dana sie¢, na kolejnych poziomach
pokojowosci, moze mieé istotnie mniejsze zbiory wykonalnych obliczen. Nie jest natomiast
jasne, jak wyglada kwestia zbioréw osiggalnych markingéw. Te, przynajmniej w rozwa-
zanych przyktadach, stabilizuja sie. Moze to oznaczaé, ze sie¢ ma zawsze swoj skonczony
poziom konfliktowosci (wyznaczony przez poziom k-wykonalnosci powyzej ktorej zbior
markingéw osiagalnych stabilizuje sie).

Najciekawszych wnioskéw dostarcza ostatnia cze$¢ rozdziatu trzeciego. Jako efekt nie-
skoniczonego procesu pozbywania si¢ konfliktéw coraz wyzszych rzedéw, zdefiniowana zo-
staje klasa sieci super-pokojowych. Przestaja tu jednak dziala¢ wypracowane wczesniej
metody, a wyniki przeprowadzonych badan pozwalaja sadzi¢, ze podobnie jak pokojowe
sieci wolnego wyboru, sieci super pokojowe nie sg uniwersalnym modelem obliczeri. Wiele
wskazuje na to, ze ich sita wyrazu spada nie tylko do poziomu p/t-sieci, ale nawet do
sieci trwatych, ktorych zbiory markingéw osiagalnych sa potliniowe. Ustalenie faktycznej
mocy obliczeniowe]j sieci super-pokojowych jest kolejnym ciekawym problemem, ktory nie
doczekal sie rozwiazania w ramach niniejszej rozprawy.

Postawione problemy pokazuja, ze przedstawiona w rozprawie dyskusja nie wyczerpuje
tematu konfliktow w nieskoniczonych procesach wspotbieznych, a stanowi jedynie wstep
do dalszych badan. Poza kierunkami wynikajacymi bezposrednio z przeprowadzonej ana-
lizy, zastanowi¢ sie mozna nad tym, czy spelnianie twierdzenia Kellera (w wykorzystanej
w rozprawie postaci) zawsze ogranicza mozliwosci danej klasy sieci? Warto przyjrzeé sie
temu problemowi przez pryzmat trwalych sieci inhibitorowych.
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