Uniwersytet Warszawski
Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki

Karol Pryszczepko

Przemienne pierscienie filialne

rozprawa doktorska

Promotor

dr hab. Ryszard Andruszkiewicz
Wydzial Matematyki i Informatyki
UwB

Wrzesien 2014



Oswiadczenie autora rozprawy:
o$wiadczam, ze niniejsza rozprawa zostata napisana przeze mnie samodzielnie.

data podpis autora rozprawy

Oswiadczenie promotora rozprawy:
niniejsza rozprawa jest gotowa do oceny przez recenzentow.

data podpis promotora rozprawy



Streszczenie

W rozprawie rozwazane sg tylko pierscienie taczne, zwane dalej pierscieniami. Do-
brze wiadomo, ze w klasie piericieni relacja bycia ideatem nie jest przechodnia. Celem
rozprawy jest rozwazenie szeregu zagadnien zwiazanych z pierscieniami w ktorych ta
relacja zachodzi. Pierécienie te dalej bedziemy nazywali filialnymi. Motywacja do
naszych badan byly prace miedzy innymi: Kruse, Andrijanowa, Puczylowskiego.

W pierwszym rozdziale rozprawy przypominamy i uzupetliamy potrzebne dalej
wiadomosci o grupach, pierscieniach i klasach radykalnych.

W drugim rozdziale przedstawiamy wyniki dotyczace filialnych pierscieni (-
radykalnych. W szczegélnosci uzupetlniamy pewne luki w klasyfikacji H-pierscieni
(tj. pierscieni, w ktorych kazdy podpierscien jest ideatem) podanej przez Kruse i An-
drijanowa, poprzez podanie pelnej klasyfikacji pierscieni z prawie zerowym mnozeniem
ograniczonego wyktadnika.

W rozdziale trzecim podajemy pelnag klasyfikacje przemiennych, filialnych pier-
Scieni zredukowanych dowodzac, ze sa to pewne podpierscienie produktu cial liczb
p-adycznych. Niezbedne przy tym okazuje sie udowodnione przez nas twierdzenie,
zgodnie z ktorym, kazdy przemienny, filialny pierécien zredukowany jest ideatem w
pewnym przemiennym, filialnym, zredukowanym pierscieniu z jedynka.

W rozdziale czwartym przedstawiamy konstrukcje i wlasnosci waznych przykta-
dow pierscieni filialnych, tj. pierscieni Kruse i Andrijanowa. Podajemy tam réwniez
klasyfikacje pewnych ich rozszerzen, ktore odegraja kluczows role w opisie filialnych,
przemiennych pierscieni noetherowskich.

Rozdzial piaty zawiera wyniki dotyczace pierscieni filialnych o nietorsyjnym nil-
radykale.

W kolejnych dwoch rozdziatach przedstawiamy pelna klasyfikacje przemiennych,
torsyjnych pierscieni filialnych i przemiennych filialnych pierécieni noetherowskich.

Ostatni, 6smy rozdzial poswiecony jest problemowi dotaczania jedynki do pierscie-
nia filialnego. Dowodzimy tam, ze nie kazdy pierscien filialny jest ideatem w filialnym
pierscieniu z jedynka, konstruujac minimalny przyktad takiego pierscienia. Jest od-
powiedZ na pytanie postawione, przez autora, na konferencji ,,Radicals of rings and
related topics” w Warszawie w 2009 roku.

SEOWA KLUCZOWE: ideal, H-pierscien, pierscien filialny, pierécien z prawie
zerowym mnozeniem, nil-radykal, pierécieni silnie regularny

KLASYFIKACJA TEMATYCZNA PRACY: 13B02, 13C05, 16D25, 16N40



Abstract

In this work we consider only associative rings which we call simply rings. It is well
known that the relation of being an ideal is not transitive in the class of all associative
rings. The aim of the dissertation is to consider a number of issues connected with the
rings in which the transitive property does hold. These rings will be called filial. Our
research is motivated, inter alia, by the papers of Kruse, Andrijanow and Puczytowski.

In the first chapter of dissertation, we recall and extend necessary informations
about groups, rings and radical classes.

In the second chapter of the thesis we present our results on filial #-radical rings.
In particular we fulfill the gaps in the classification of H-rings (i.e. rings in which each
subring is an ideal), given by Kruse and Andrijanow. Namely we give the classification
of almost null rings with the bounded exponent of additive group.

In the third chapter we give a full classification of commutative reduced filial rings
by proving that they are some specific subrings of product of p-adic integers. It turned
out that to show this it is necessary to use our theorem saying that every reduced filial
ring is an ideal in a reduced filial ring with an identity.

In the fourth chapter we present the construction and properties of important exam-
ples of filial rings i.e. Kruse and Andrijanow rings. Additionally we give some classifi-
cation theorems for extensions of these ring, which play a central role in the description
of the commutative filial noetherian rings.

In the fifth chapter we collect our results concerning filial rings with non-torsion nil
radical.

In the next two chapters we present a full classification of commutative torsion filial
rings and commutative noetherian filial rings.

The last, eight chapter is devoted to a problem of adjoining an identity to a filial
ring. In this section we prove that not every filial ring is an ideal in filial ring with
an identity, by constructing a minimal example. This is the answer to the question
posed by the author at the conference ,,Radicals of rings and related topics” in Warsaw,
Poland in 2009.

KEYWORDS: ideal, H-ring, filial ring, almost null ring, nil radical, strongly re-
gular ring

2010 MATHEMATIC SUBJECT CLASSIFICATION: 13B02, 13C05, 16D25,
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Wstep

Rozprawa dotyczy teorii idealéw pierscieni tacznych. Jej gtéwnym celem jest rozwaze-
nie szeregu zagadnien zwiazanych z nastepujacym ogdélnym pytaniem

Ktore pierscienie posiadajg wtasnosé ,przechodniosci bycia ideatem”? Innymi stowy,
dla jakich pierscieni R ideal ideatu pierscienia R jest ideatem pierscienia R?

Problem ten zostal sformutowany przez F. Szésza w monografii [47] w roku 1974
(Problem 9). To naturalne pytanie zwiazane bylo z pewnymi ogélnymi zagadnieniami
dotyczacymi teorii radykatow (por. [48]). Analogiczna wtasnosé badana byla rowniez
dla innych waznych struktur algebraicznych. Na przyktad, w teori grup intensywnie
badane sa tak zwane t-grupy, tj. grupy w ktorej kazda subnormalna podgrupa jest nor-
malna (por. [19, 40]). Warto wspomnie¢, ze pewne wyniki dotyczace tego zagadnienia
uzyskano réwniez dla struktur nietgcznych, np. algebr Liego (por. [50]).

Pierscienie, w ktorych relacja bycia ideatem jest przechodnia badala jako pierwsza
G. Ehrlich w [21] i nazwala je filialnymi. Silng motywacja do badania pierscieni filial-
nych jest to, ze stanowig one bardzo naturalne uogoélnienie tak zwanych H-pierscieni,
czyli tacznych pierscieni, w ktorych kazdy podpierscien jest ideatem. Klasa ta byta
wnikliwie badana przez wielu autoréw, sposréd ktérych najwazniejsze rezultaty otrzy-
mali L. Rédei [43], V. I. Andrijanow [2, 3] i R. L. Kruse [35, 36]. Dzi¢ki wysitkom
tych autoréw i uzyciu niezwykle skomplikowanych technik, udato sie sprowadzié¢ pro-
blem klasyfikacji H-pierécieni do opisu nil- H-p-pierscieni, gdzie p jest liczba pierwsza.
W opisie tej ostatniej klasy wystepuje kilkanascie typow pierscieni opisanych przez
skomplikowane relacje na generatorach z uzyciem wielu parametrow. Nie rozstrzy-
gnieto jednak problemu izomorfizmu takich pierscieni z réznych klas, a nawet z tej
samej klasy w zaleznosci od uzytych parametrow.

W tym kontekscie powstaje naturalne pytanie o zastosowanie przemiennych pier-
Scieni filialnych w teorii pierscieni tacznych. Przypomnijmy, ze podpierscien A pier-
Scienia R jest m-osiggalny, jezeli dla pewnych podpierécieni A = Ay, Ay, , A, = R
pierscienia R, A; jest idealem w A;,; dlai=0,1,...,i— 1, za$ podpierscienn A jest do-
ktadnie n-osiagalny jesli dodatkowo A nie jest n — 1 osiagalny w R. Problem konstruk-
c¢ji podpierscieni doktadnie n-osiagalnych w danym pierscieniu odgrywa fundamentalna
role w teorii radykatéw, a mianowicie przy badaniu stabilizacji tak zwanych tanicuchow
Kurosza (por. [20] i[5, 7, 11]). W pracy [7] udowodniono, ze jesli dziedzina catkowi-
tosci R nie jest filialna, to mozna w niej znalez¢ podpierécienie doktadnie n-osiagalne
dla dowolnego naturalnego n. Wykorzystujac ten fakt mozna konstruowaé¢ tancuchy
Kurosza (w klasie pierscieni tacznych, niekoniecznie przemiennych) stabilizujace sie na
dowolnym skoriczonym kroku (por. [20], [7]). Wspomniane badania, zapoczatkowane
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przez pionierska prace [20] i kontynuowane w [7]| naleza do najbardziej wartosciowych
i cenionych w teorii radykatéw. Uzycie pierscieni filialnych i ich wtasnosci pozwolito na
rozwiazanie probleméw zwiazanych z omawiang tematyka. Jak do tej pory nie udato
sie osiagnaé¢ podobnej sztuki przy uzyciu pierscieni nieprzemiennych.

W roku 1988 A. D. Sands w [45] badal filialnos¢ roznych typow pierscieni. Co
ciekawe, w przeciwienstwie do Ehrlich, zajmowal sie on takze jednostronng filialno-
Scig tzn. relacja przechodniosci bycia idealem lewostronnym. Niemal rownolegle G.
Tzinntzis w [49] uzyl pierscieni filialnych w badaniach nad pierscieniami idempotent-
nymi. Roézne aspekty tej problematyki podjal takze S. Veldsman w [51]. Badanie
lewostronnej filialnosci pierscieni i algebr byto kontynuowane przez M. Filipowicz i E.
R. Puczylowskiego w pracach [23, 24, 25|. Uzyskali oni tam wiele cennych i nowych
rezultatéow oraz wyodrebnili bardzo wazng podklase pierécieni filialnych jaka tworza
pierscienie silnie regularne. Wynikiem ich wysitkow jest niemal kompletna klasyfikacja
lewostronnie filialnych algebr nad ciatami.

Bezposrednia kontynuacja pracy Ehrlich, byt artykul [6] R. R. Andruszkiewicza
i Puczyltowskiego z roku 1988, w ktorym autorzy podawali dalsze przyktady, wtasno-
§ci i charakteryzacje pierscieni filialnych. W 2003 roku Andruszkiewicz w [8] podal
kompletng klasyfikacje filialnych dziedzin catkowitosci, dowodzac ze sa one pewnymi,
konkretnie okreslonymi, podpierscieniami produktu ciat liczb p-adycznych. Nastep-
nym naturalnym krokiem w poszukiwaniu opisu przemiennych pierscieni filialnych byto
zbadanie przemiennych pierscieni zredukowanych. Tematyce tej poswiecona jest praca
[10], ktora podaje warunki konieczne i dostateczne na to aby przemienny beztorsyjny
pierscien zredukowany byt filialny.

Celem niniejszej rozprawy doktorskiej jest kontynuacja badan przemiennych pier-
Scieni filialnych. W szczegoélnosci formutujemy i dowodzimy twierdzenie klasyfikacyjne
dla przemiennych, zredukowanych pierécieni filialnych. To twierdzenie okazuje sie by¢
analogiczne do twierdzenia opisujacego filialne dziedziny catkowito$ci charakterystyki
zero (por. Theorem 8.8., [8]), jednak warto podkresli¢, ze nie jest to automatyczne
uogolnienie znanego juz wyniku, i w dowodzie wymaga uzycia zupelnie innych metod.
Ponadto w pracy tej podajemy, wraz z uzasadnieniem petna klasyfikacje przemiennych
noetherowskich pierécieni filialnych. Niezbedne przy tym okazuje sie gltebokie zbada-
nie struktury pewnych klas H-pierscieni (por. [35, 2]). Omawiane wyniki uzyskujemy
wykorzystujac réoznorodne metody wspotczesnej algebry np. teorie radykalow, teorie
rozszerzen pierscieni.

Rozdzial pierwszy ma charakter wprowadzajacy, przedstawiamy w nim najwazniej-
sze definicje i fakty dotyczagce teorii grup, teorii liczb i teorii pierScieni, ktére beda
wykorzystywane w dalszej czesci pracy. Na szczegdlna uwage zastuguje przedstawiony
tu ogdlny schemat badania wtasnosci pierscieni przy uzyciu réznorodnych klas rady-
kalnych (por. paragraf 1.3.2).

Rozdzial drugi dotyczy filialnych pierscieni radykalnych w sensie Baera. Od dawna
wiadomo (por. [4], Stwierdzenie 3.2.9), ze sa one nil- H-pierscieni. Bardzo wazna pod-
klase w rodzinie nil-H-pierscieni stanowia pierscienie z prawie zerowym mnozeniem
(35], Definition 2.1). Zostaly one odkryte przez Kruse i niezaleznie przez Andri-
janowa. Znalezli oni pewne charakteryzacje tych pierscieni, ktore jednak sa bardzo
dalekie od opisu z doktadnoscia do izomorfizmu. W tym rozdziale dowodzimy szeregu



twierdzen klasyfikujacych pierscienie z prawie zerowym mnozeniem. Jest to istotne
rozwiniecie i uzupelhienie wynikéw uzyskanych przez Kruse i Andrijanowa. Podajemy,
miedzy innym, kompletng klasyfikacje pierscieni z prawie zerowym mnozeniem ograni-
czonego wyktadnika oraz konstruujemy wiele przyktadéw takich pierécieni. Dowodzimy
ponadto, ze pierscienie z prawie zerowym mnozeniem sa to dokltadnie podpierscienie
pewnych uniwersalnych pierscieni (por. Wniosek 2.49).

Rozdzial trzeci zawiera kompletna klasyfikacje przemiennych filialnych pierscieni
zredukowanych. Jest to istotne i nietrywialne rozwiniecie idei zapoczatkowanych
w pracy Andruszkiewicza [8]. Warto tutaj podkresli¢, ze uzyskane tam wyniki dla fi-
lialnych dziedzin, nie przenosza sie automatycznie na pierécienie zredukowane. W tym
rozdziale dowodzimy réwniez, ze kazdy przemienny filialny pierscien zredukowany jest
idealem w pewnym przemiennym filialnym pierscieniu zredukowanym z jedynks. Jest
to kluczowy wynik, wykorzystywany w dowodzie twierdzenia klasyfikacyjnego. W roz-
dziale tym konstruujemy réwniez przyktad S-potprostego, przemiennego, zredukowa-
nego, pierscienia filialnego z jedynka, ktory nie zawiera ideatu bedacego dziedzina.

Rozdzial czwarty dotyczy ogdlnych wlasnosci pierscieni filialnych. Przedstawiamy
w nim, niektore ich charakteryzacje i przyktady oraz pewne zaawansowane konstrukcje.
Najistotniejsze, z punktu widzenia klasyfikacji pierscieni filialnych, sa tu konstrukcje
pierscieni Andrijanowa oraz (uogoélnionych) pierscieni Krusego. Konstrukeje te opieraja
sie o pewne nietrywialne, ogélne przyktady rozszerzen pierscieni. Udowodnione w tym
rozdziale fakty pozwola nam, miedzy innymi, sklasyfikowa¢ noetherowskie pierscienie
filialne.

Rozdzial piaty dotyczy przemiennych pierscieni filialnych o nietorsyjnym nil-
radykale. Wykazujemy w nim, ze takie pierscienie to doktadnie rozszerzenia pierscieni
postaci A @ B, gdzie A jest przemiennym, filialnym nil-pierscieniem, natomiast B jest
przemiennym pierscieniem silnie regularnym, przez pierécien mZ dla pewnej liczby
catkowitej m. Dalej badamy pewne wtasnosci takich rozszerzen.

Rozdzial szosty i siodmy zawieraja, odpowiednio, twierdzenie klasyfikujace torsyjne
przemienne pierscienie filialne i twierdzenia klasyfikujace przemienne noetherowskie
pierdcienie filialne.

W ostatnim, 6smym rozdziale dyskutujemy problem dotaczania jedynki do pier-
Scienia filialnego. Konstruujemy minimalny (ze wzgledu na moc) przyktad pierscienia
filialnego, ktoéry nie zanurza sie jako ideat w zaden pierscien filialny z jedynka. Jest to
odpowiedz na pytanie postawione na konferencji ,,Radicals of rings and related topics”
w Warszawie w 2009, (por. [51]).

Wiele z prezentowanych w tej pracy wynikow zostalo juz opublikowanych (por.
[12, 13, 14, 15, 17]) i referowanych na miedzynarodowych konferencjach.

Podziekowania Pragne podzickowa¢ promotorowi doktorowi habilitowanemu
Ryszardowi Andruszkiewiczowi za cierpliwos¢, wyrozumialto$é, poswiecony czas i liczne
dyskusje.
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Rozdzial 1

Preliminaria

Oznaczenia uzywane w tej pracy nie odbiegaja od powszechnie przyjetych. Dla
kompletnosci podamy najwazniejsze z nich.

Przez 7Z i Q oznaczamy odpowiednio pierscien liczb catkowitych i ciato liczb wy-
miernych. Dodatnie liczby catkowite nazywamy liczbami naturalnymi, zbiér wszyst-
kich liczb naturalnych oznaczamy przez N, ponadto przez Ny oznaczamy zbioér wszyst-
kich nieujemnych liczb catkowitych i symbolem P oznaczamy zbiér wszystkich liczb
pierwszych oraz dla p € P symbolem Z, oznaczamy cialo p-elementowe, przy czym
Z, ={0,1,...,p — 1}. Najwigkszy wspolny dzielnik liczb catkowitych a, b oznaczamy
przez NW D(a,b).

Pierwszy rozdziatl pracy ma charakter wprowadzajacy. Zawiera on niezbedne defini-
cje i fakty dotyczace teorii grup i pierscieni oraz teorii liczb, ktore bedg wykorzystywane
w dalszej czesci pracy.

1.1 Teoria grup

Dla podzbioru A grupy G przez (A) oznaczamy podgrupe grupy G generowana przez
A. Jezeli H jest podgrupa grupy G, to piszemy H < (. Piszac, ze H jest p-grupa
zawsze zakladamy, ze p jest liczba pierwsza. Dla dowolnej grupy abelowej G oznaczamy
Gp={r e G : ptx=0dlapewnegon € N} dlap € Poraz T(G) ={x € G : o(x) €
N}, gdzie o(x) oznacza rzad elementu x. Jest jasne, ze jezeli grupa G jest torsyjna, to

G=@,:C

Lemat 1.1. Niech a bedzie takim elementem grupy abelowej A, ze o(a) jest liczbg
bezkwadratowa. Woéwczas (ka) = (k*a) dla dowolnego k € Z.

Dowdd. Poniewaz (k2 0(a)) = (k,0(a)), wiec s = gk, czyli o(k?a) = o(ka).

Ale k?a € (ka), wiec (ka) = (k*a). O

Stwierdzenie 1.2. Niech = bedzie elementem rzedu p w p-grupie (a). Wowczas dla
dowolnej grupy abelowej B i dla A = (a) ® B mamy

o(a) = maz{o(v) : ve A, 1x € (v)}.

11



Dowdd. Zalézmy, ze istnieje vy € A, takie, ze x € (vg) 1 o(vg) = p' > p" = o(a).
Poniewaz o(z) = p, wiec x = Up'~tvy dla pewnego U € Z, pt U. Ale vy = ka + b dla
pewnych k € Z oraz b € B. Wobec tego p'~lvg € B, wiec x € B, sprzeczno$é. Zatem
o(a) = maz{o(v) ;v e A,ix e (v)}. O

Niech a bedzie elementem grupy abelowej A i niech p € P. Méwimy, ze element a
ma p-wysoko$é «, jedli a = maz{f € Ny : p°z = a dla pewnego = € A}.

Lemat 1.3. Niech A bedzie grupg abelowq i niech x € A bedzie elementem rzedu p,
skonczonej p-wysokosci. Wowczas istniejg podgrupy B, C' w A takie, ze x € B, B jest
cykliczna oraz A = B @ C.

Dowdd. Wniosek 27.2 z [28]. O

Lemat 1.4. Niech A bedzie grupg abelowq i niech b € A oraz C' < A bedq takie, ze
A = (b) @ C i dla kazdego U € Z z tego, ze Ub = 0 wynika UC = 0. Woiwczas
A= (b—c)®C dla dowolnego c € C.

Dowadd. Wezmy dowolne a € A. Wtedy a = kb+ x dla pewnych k € Z i x € C. Zatem
a=k(b—c)+ (x+kec)e(b—c)+C. Stad A= (b—c)+ C. Wezmy dowolne U € Z
takie, ze U(b—c¢) € C. Wtedy Ub € C' N (b) = 0, czyli Ub = 0. Wobec tego Uc = 0
iUb—c)=0. Zatem (b—c)NC=0iA=(b—c)PC. O

Twierdzenie 1.5 (Priifer, Baer, [41]). Grupa abelowa ma skoriczony wyktadnik wtedy
i tylko wtedy, gdy jest izomorficzna z sumq prostq skornczonych grup cyklicznych, ktorych
rzedy sq ograniczone przez pewnq liczbe naturalng.

Twierdzenie 1.6 (Walker). Niech F, F' G, H bedg takimi grupami abelowymi, ze F' &
G2 F @ H. Jezeli F = F' i grupa F jest skoriczenie generowana, to G = H.

Dowdd. Wniosek 8 z [52]. O
Definicja 1.7. Niech p € P. Grupe
Lo = (T1,29,... : pr1 = 0,pr;41 = x;, dla dowolnego i € N),
nazywamy quasicykliczng p-grupa.
Kolejny lemat nie wymaga dowodu.

Lemat 1.8. Niech p € P i niech A bedzie grupg abelowq nieskoniczonego rzedu zawie-
rajgcq taki cigg elementow x1,xq,. .., Ze o(xy) = p oraz x, = PTuy1, dla wszystkich
n € N. Wowczas podgrupa (1, xs, xs,...) grupy A jest izomorficzna z grupq Zyes.

Przypomnijmy, ze grupe abelowa G nazywamy grupa podzielna, jezeli dla dowol-
nych n € Nia € G robwnanie nr = a ma rozwiazanie w G.

Twierdzenie 1.9. Podgrupa podzielna grupy abelowej wydziela sie w niej jako sktadnik
prosty.
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Dowdd. Twierdzenie 21.2 z [28]. (]

Twierdzenie 1.10 (Twierdzenie klasyfikacyjne dla grup podzielnych). Kazda podzielna
grupa abelowa rozktada sie na sume prostq podgrup izomorficznych z grupg addytywnag
ciata Q lub z grupami Zy-, niewykluczone, ze dla roznych p € P.

Dowdd. Stwierdzenie 4.1.5 z [44]. O

Niech A, B < G. Méwimy, ze B jest minimalng podzielng podgrupa zawiera-
jaca A, jezeli B jest grupa podzielng nie zawierajaca wlasciwej podzielnej podgrupy
zawierajgcej A.

Twierdzenie 1.11 (Kulikov). Niech A bedzie podgrupg podzielnej grupy D. Wtedy w D
istnieje minimalna podgrupa podzielna zawierajgca grupe A. Kazde dwie minimalne
podgrupy podzielne zawierajgce A sq izomorficzne nad A.

Dowdd. Twierdzenie 24.4 7 [28]. O

Podzielnym nakryciem grupy abelowej A nazywamy taks grupe podzielng
E(A), w ktorej A jest istotna podgrupa.

Twierdzenie 1.12. Kazda grupa abelowa A ma podzielne nakrycie E (A), ktore jest
wyznaczone z doktadnosciqg do izomorfizmu nad A.

Dowdd. Stwierdzenie 4.3.5 z [44]. O
Dla dowolnej grupy abelowej A przez D(A) oznaczamy najwicksza podzielna pod-
grupe grupy A. Jesli D(A) = 0, to méwimy, ze A jest grupa zredukowana.

1.1.1 Prawie podzielne grupy abelowe

Mowimy, ze grupa abelowa A jest prawie podzielna, jezeli kA = k?A dla kazdego
ke Z.

Uwaga 1.13. Dla dowolnej grupy abelowej A nastepujace warunki sg rownowazne:
(i) grupa A jest prawie podzielna,
(i) kA = k?A dla kazdego k € N,
(iii) pA = p?A dla kazdego p € P.

W szczegolnosci p-grupa abelowa A jest prawie podzielna wtedy i tylko wtedy, gdy
pA = p?A. Oczywiscie kazda abelowa grupa podzielna jest prawie podzielna. Latwo
tez zauwazy¢, ze kazda beztorsyjna grupa prawie podzielna jest podzielna.

Uwaga 1.14. Proste sprawdzenie pokazuje, ze klasa wszystkich grup prawie podziel-
nych jest zamknieta na obrazy homomorficzne i sumy proste, lecz nie jest zamknieta
na rozszerzenia, bo na przyklad dla p € P grupa cykliczna rzedu p? nie jest prawie
podzielna, a jest rozszerzeniem grupy cyklicznej rzedu p przez grupe cykliczna rzedu p.
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Dowody nastepnych dwoch lematow sa natychmiastowe.

Lemat 1.15. Grupa abelowa A jest prawie podzielna wtedy i tylko wtedy, gdy grupy
AJT(A) i T(A) sq prawie podzielne.

Lemat 1.16. Zredukowana abelowa grupa torsyjna A jest prawie podzielna, wtedy
i tylko wtedy, gdy pA, =0 dla kazdego p € P.

Nastepne stwierdzenie daje pewna charakteryzacje grup prawie podzielnych.

Stwierdzenie 1.17. Dla dowolnej grupy abelowej A nastepujgce warunki sq réwno-
wazne:

(i) grupa A jest prawie podzielna,

(i1) istniejg grupa podzielna D i grupa zredukowana B takie, ze A = D@ B oraz grupa
B/T(B) jest podzielna i pB, = 0 dla kazdego p € P.

Dowdd. (i) = (ii). Istnieje zredukowana podgrupa B < A taka, ze A = D(A) &
B. Stad grupa B jest prawie podzielna. 7 Uwagi 1.13 i Lematu 1.15 wynika, ze
grupa B/T(B) jest podzielna. Ponadto na mocy Lematu 1.15, grupa T(B) jest prawie
podzielna i zredukowana, wigc na podstawie Lematu 1.16, pB, = 0 dla kazdego p € P.

(1) <= (4i). Z Lematu 1.16 wynika, ze grupa T(B) jest prawie podzielna. Zatem na
mocy Lematu 1.15, grupa B jest prawie podzielna. Wobec tego z Uwagi 1.14 wynika,
ze grupa A jest prawie podzielna. n

Struktura abelowych grup prawie podzielnych jest bardzo skomplikowana, o czym
swiadczy nastepujacy przyktad.

Przyklad 1.18. Niech II bedzie nieskoniczonym podzbiorem zbioru PP i niech X bedzie
nieskoficzonym podzbiorem II. Niech G = [[,c;; Cp, gdzie €, = (c,) jest grupa p-
elementowa dla kazdego p € II. Niech 1x = (ap)pen € G bedzie takie, ze a, =

0(1 jg;gﬁ z i §7 Niech A(X) ={a € G : na € (1x) dla pewnego n € N}. Wtedy
AX) < G, T(G) = B,en Cp € A(X). Ponadto grupa G/T(G) jest beztorsyjna
i podzielna, jest wiec przestrzenia liniowa nad cialem Q. Poniewaz |X| = oo, wiec
1x+T(G) # 0+T(G) istad ling(1x +T(G)) = Qoraz ling(1x +T(G)) = A(X)/T(G).
Zatem z Lematu 1.15 wynika, ze grupa A(X) jest prawie podzielna.

Niech teraz Y bedzie takim nieskoriczonym podzbiorem II, ze X \ Y lub Y \ X
jest zbiorem nieskoniczonym. Pokazemy, ze wowczas A(X) 2 A(Y), gdzie A(Y) jest
grupa skonstruowana w sposob analogiczny jak A(X). Bez zmniejszania ogolnosci
mozemy zalozy¢, ze |Y \ X| = oco. Zalozmy, ze f: A(X) — A(Y) jest izomorfizmem
grup. Wtedy f(T(A(X))) = T(A(Y)), czyli f(T(G)) = T(G). Ponadto, dla kazdego
peY\X, Ix € pA(X), wiec f(1x) € pA(Y). Dalej, istnieja n € N, k € Z takie, ze
nf(lx) = kly. Zatem dla kazdego p € Y \ X, kly € pA(Y), skad po uwzglednieniu
p-tych wspotrzednych, p | k. Ale |Y \ X| = oo, wiec k = 0 i w konsekwencji nlx = 0,
Sprzecznosc.
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Oczywiscie istnieja parami rozlaczne i nieskonczone podzbiory X, X, ... zbioru
IT takie, ze Il = (J,cy Xi- Dla niepustego podzbioru I € N, niech X; = J,.; Xi.
Odnotujmy, ze jesli I # J dla pewnych dwoch podzbioréw w N, to jeden ze zbiorow
X7\ Xy lub X;\ X7 jest nieskoniczony. Stad grupy A(X;) dla § # I C N sg parami
nieizomorficzne i jest ich 280,

Wobec tego, istnieje co najmniej 2% nieizomorficznych rozszerzeni grupy ®p€l_[ C,
przez grupe addytywna ciata Q.

1.2 Teoria liczb

Prosty dowod nastepnego, technicznego lematu, wynika bezposrednio z Twierdzenia
Dirichleta o postepie arytmetycznym, jednak my podamy jego elementarny dowod.

Lemat 1.19. Niech p bedzie liczbg pierwszq i niech a, b bedg liczbami catkowitymi,
z ktorych co najmniej jedna nie jest podzielna przez p. Wowczas istniejqg wzglednie
pierwsze liczby catkowite x iy takie, ze x = a (mod p) i y = b (mod p).

Dowdd. Bez zmniejszenia ogélnosci mozemy zalozy¢, ze a,b € Z, oraz a # 0. Jedli
b = 0, to wystarczy przyja¢ * = a+p iy = p, gdyz p nie dzieli a. Niech dalej b # 0.
Poniewaz grupa multiplikatywna ciata Z, jest cykliczna, wigc istnieje ¢ € Z,\ {0} takie,
7e a = c* (mod p) i b= c (mod p) dla pewnych k,I € N. Stad p nie dzieli c¢. Niech
r=c+(c+piy=c. Wtedy x = a (mod p) iy =0b (mod p). Gdyby liczby z
i y nie byly wzglednie pierwsze, to dla pewnej liczby pierwszej ¢ mieliby$my, ze ¢ | ¢
iq|c+ (c+1)p. Stad q|c, a wicc ¢ < p. Zatem q | (c+ 1)p, skad ¢ | c + 1. Ale qlc,
wiec q|(c+ 1) — ¢, czyli ¢ | 1 1 mamy sprzecznosc. O

Stwierdzenie 1.20. Niech p bedzie nieparzystq liczbg pierwszq © niech A, F, Vi, V, € 7
bedq takie, ze pt F? — 4A. Wtedy

(X’ +FXY + AY’+ ViX + WY : X\Y € Z,} = Z,.

Dowdd. Udowodnimy najpierw, ze {X?+ FXY + AY? : X|Y € Z,} = Z,. Poniewaz
p > 2, wiec % € Z, oraz dla dowolnych X,Y € Z, mamy

ro\2 v\ 2
X2+ FXY + AY? = (X + EY) — (F% —4A) (5) ,
wobec tego wystarczy pokazac, ze {U? — AV? : U,V € Z,} =7, dla A = F? — 4A.
Wezmy dowolne ¢ € Z,, i rozwazmy zbiory A = {U?—c : U€ Z,} i B={AV? : V €
Zy}. Poniewaz zbior {W? : W € Z,} = {0%12,...,(%5)?} ma dokladnie 2t > 2
elementow oraz p t A, wiec zbiory A i B maja doktadnie po I%l elementow. Zatem te
zbiory nie moga by¢ roztgczne jako podzbiory zbioru Z,. Istnieja wigec U,V € Z,, takie,
ze U? —c=AV? skad c = U? — AV2,
Przejdzmy teraz do przypadku ogélnego, gdy V; i V5 sa dowolnymi liczbami catko-
witymi. Poniewaz p { F? — 4A, wiec istnieja a,b € Z takie, ze 2a + Fb =V, (mod p)
i Fa+2Ab =V, (mod p). Stad dla dowolnych X,Y € Z zachodzi X?+ FXY + AY? +

15



VIX+WY =X +a)+F(X +a)(Y +b) + A(Y +b)? — (a* + Fab+ Ab*) (mod p).
Wobec tego z pierwszej czesci dowodu mamy, ze {X? + FXY + AY? + VX + 1LY
X,Yez) =1, 0

Przedstawimy teraz, wazna w dalszej czesci pracy, konstrukcje bezatomowej algebry
Boole’a podzbioréw zbioru N.

Przyktad 1.21. Niech p bedzie dowolna liczba pierwsza. Niech A; , = {p't+k : t € N}
dlai € Ngike {0,1,...,p" — 1} i niech

@Z):{UX]- : n€Noraz X; = A, gdzie ¢ € Ny, kG{O,l,...,pi—l}}.
j=1

Latwo jest sprawdzi¢, ze dla i1 < is mamy

A Ak, jezeliky =k (mod p™)
Airgr O Aizy = { 0 jezeli ky # ky  (mod p™).

Kazdy element ®, moze by¢ zapisany jako rozlaczna suma zbioréw A;;. Stad dla
dowolnych X,Y € ©,, XNY € D,. Ponadto 4, =N\ A;x =U;cqo1. i1y Aig €
D, i ostatecznie D, jest algebra Boole’a podzbioréw zbioru N. Oczywiscie dla kazdego
A, i dowolnego j > ¢ mamy A;, 2 A;, skad wynika, ze algebra ®,, jest bezatomowa.

Zauwazmy, ze dla réznych p,q € P, ©, # D,. Rzeczywiscie, gdyby tak nie bylo, to
{pt : t e N} € D, skad {¢’s+k : s € N} C{pt : ¢t € N} dla pewnych i € Ny
ike{0,1,...,¢" —1}. Zatem 2¢' + k,¢' + k € {pt : t € N}, wiec 2¢' + k = ¢' + k
(mod p), skad p | ¢°, sprzecznosé.

1.3 Teoria pierscieni

Wszystkie rozwazane w pracy pierécienie sa laczne, ale nie musza posiada¢ jedynki.
Podzbior S piericienia R jest podpierscieniem, jezeli jest on pierscieniem ze wzgledu
na te same dziatania dwuargumentowe co pierscien R. Dla dowolnego podzbioru X
pierscienia R przez [X| oznaczamy najmniejszy podpierscienn w R zawierajacy X, przy
czym jesli X = {aq,...,a,}, to zamiast [{ai,...,a,}| piszemy [ay, ..., a,].
Podpierscien I pierscienia R nazywamy ideatem (idealem lewostronnym), jezeli
ri,ir € I dla dowolnych r € R, ¢« € I (ri € I dla dowolnych r € R, i € I). Dla
oznaczenia, ze I jest idealem (ideatem lewostronnym) pierscienia R piszemy [ < R
(I <; R). Ideal prawostronny [ pierscienia R definiujemy analogicznie i piszemy
I <, R. Najmniejszy ideal piericienia R zawierajacy jego podzbiér X oznaczamy
symbolem Xpg, przy czym jesli X = {ay,...,a,}, to zamiast {ay,...,a,}r piszemy
(ay,...,a,)g lub krotko (aq,...,a,). Ponadto, dla dowolnego a € R okreslamy Ra =
{ra : r € R}, przy czym jest jasne, ze Ra <; R. Ideal (ideal lewostronny, ideal
prawostronny) [ pier§cienia R nazywamy idealem istotnym, jezeli I N J # 0 dla
dowolnego ideatu J pierécienia R. Centrum pierscienia R oznaczamy przez Z(R).
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Grupe addytywng pierScienia R oznaczmy przez RT i dla a € R rzad elementu
a w grupie R™ oznaczamy przez o(a), przy czym T(R) = T(R") i T(R) < R. Je-
zeli R jest pierScieniem takim, ze R jest p-grupa (jest grupa torsyjna, jest grupa
prawie podzielng), to méwimy krotko, ze R jest p-pier$cieniem (pier$cieniem tor-
syjnym, pierscieniem prawie podzielnym, odpowiednio). Jezeli R jest pierscie-
niem torsyjnym i p jest liczba pierwsza, to uzywamy oznaczenia R, = {a € R
pfa = 0 dla pewnego k € N} i wowczas R, < R oraz R = @pep R,. Ponadto,
R(p") ={a € R : p'a =0} <R dlan € N. Moéowimy, ze element a pierscienia
R jest nilpotentny, jezeli ' = 0 dla pewnej liczby naturalnej ¢, jezeli za$ a®> = a, to
taki element a nazywamy idempotentem. Jezeli pierscien R nie posiada niezerowych
elementéw nilpotentnych, to moéowimy, ze jest on zredukowany.

Jesli X jest niepustym podzbiorem pierscienia R, to zbiory (g(X) = {a € R
aX =0} iagr(X)={a€ R : aX = Xa = 0} nazywamy odpowiednio lewostron-
nym anihilatorem i obustronnym anihilatorem zbioru X w pierécieniu R. Latwo
sprawdzi¢, ze [r(X) <; R oraz agr(X) jest podpierscieniem pierscienia R.

Dla liczby naturalnej n, przez Z, oznaczamy pierscienn o elementach 0,1,...,n —1
z naturalnymi dzialaniami modulo n. Dla dowolnej grupy abelowej (M, +) przez M°
oznaczamy pierscien z zerowym mnozeniem, ktorego grupa addytywna jest (M, +).

Moéwimy, ze pierscien R jest suma podprosta pierscieni {A4;}icr, jezeli R zawiera
rodzing ideatow {B;}icr taka, ze (),c; B; = 0 oraz R/B; = A; dla kazdego i € I.

Nastepne twierdzenie jest uogoélnieniem znanego Twierdzenia Kd&the-Dicksona o
podnoszeniu idempotentéw i bedzie przez nas czesto stosowane.

Twierdzenie 1.22. Niech I bedzie nil-ideatem pierscienia R 1 niech m € N bedzie
takie, ze dla kazdego v € I istnieje doktadnie jedno j € I takie, ze 1 = myj. Jezel
a?> —ma € I dla pewnego a € R, to istnieje b € a + I takie, ze b*> = mb.

Dowdd. Dla f € a+ I niech f' = f2 —mf. Wtedy f' € I oraz ff = f'f. Wybierzmy
f takie, ze f’ ma najmniejszy stopien nilpotentnosci s. Z zalozen istnieje g € I stopnia
nilpotentnosci s takie, ze f' = m?g oraz ag = ga. Niech h = a — 2ag + mg. Wtedy
h€a+1Ioraz b/ = h? — mh = 4a*g? — 3m?g? — 4mag?. Jesli s > 1, to (I')*"1 =0, co
przeczy minimalnoéci s. Zatem s = 11 f?2 —mf = 0. [

W pracy bedziemy niejednokrotnie wykorzystywali nastepujacy, dobrze znany, re-
zultat.

Stwierdzenie 1.23. Niech I bedzie ideatem pierscienia R takim, ze a;(I) = 0. Wow-
czas 1 jest ideatem istotnym w R wtedy i tylko wtedy, gdy ar(I) = 0.

Dowdd. Lemat 1.1 z [9]. O

Dla dowolnego pierscienia R zbior End(R%) wszystkich endomorfizméw grupy
R* jest pierscieniem ze wzgledu na naturalne dodawanie i sktadanie funkcji. Niech
End(Rg) = {f € End(R") : f(zy) = f(x)y dla wszystkich 2,y € R}. Jest jasne, ze
End(Rg) jest podpierscieniem pierscienia Fnd(R™). Dow6d nastepnego stwierdzenia
jest natychmiastowy.
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Stwierdzenie 1.24. Jezeli I jest ideatem istotnym pierscienia R takim, ze (1) = 0,
to przeksztatcenie f: R — End(Iy) dane wzorem f(a) = l,, gdzie l,(x) = ax dlax € I,
jest zanurzeniem pierscient.

Centroidem pierscienia R nazywamy zbior C(R) = {f € End(R") : f(zy) =
zf(y) = f(x)y dla dowolnych x,y € R}. Proste sprawdzenie pokazuje, ze dla dowol-
nego pierscienia R centroid C'(R) jest podpierscieniem pierscienia End(R™).

Uwaga 1.25. Niech C' bedzie przemiennym pierscieniem i niech A bedzie C-algebry.
Na grupie C* x A" okreslmy mnozenie wzorem

(c1,a1)(c2, a2) = (c1c9, c1a2 + c2a1 + ayas)

dla dowolnych c¢i,co € C, ay,a5 € A. W ten sposob otrzymujemy nowa C-algebre,
ktora oznaczamy przez C'H A. Zamiast (c,a) piszemy krotko ¢ + a. Przy takim
utozsamieniu, C' C Z(CHA), A< CHAoraz (CHA)/A = C. Jest jasne, ze jesli
algebra A jest przemienna, to algebra C'H A réwniez jest przemienna. Jesli pierscien
C' posiada jedynke 1, to zakladamy, ze A jest unitarnym C-modutem i wowczas (1,0)
jest jedynka algebry C'H A. Ponadto, jesli algebra A ma jedynke, to CH A= C & A.
Odnotujmy, ze kazdy pierscien jest w naturalny sposob Z-algebra.

1.3.1 Definicja i podstawowe charakteryzacje pierscieni filial-
nych

Definicja 1.26. Powiemy, ze pierscien R jest filialny (lewostronnie filialny), jezeli
dla dowolnych podpierscieni A, B pierscienia R z tego, z2e A<<Bi B< R (A < B
i B <; R) wynika, ze A< R (A <; R).

Problem opisu pierscieni filialnych zostal postawiony przez F. Szasza w monogra-
fii [47]. Klasa pierscieni filialnych byta badana przez wielu autorow. Systematyczne
badania przemiennych pierécieni filialnych rozpoczeta Ehrlich w [21]. Znalazta ona,
miedzy innymi, nastepujaca wazna charakteryzacje przemiennych pierscieni filialnych,
ktora bedziemy czesto wykorzystywali bez jej przywotywania.

Stwierdzenie 1.27 (|21], Theorem 4). Przemienny pierscienn R jest filialny wtedy
i tylko wtedy, gdy (a) + Ra = {a) + (a?®) + Ra? dla kazdego a € R.

Jej badania zainspirowaly Andruszkiewicza i Puczylowskiego do napisania dwoch
waznych prac. W pierwszej z nich [6] udowodnili oni, miedzy innymi, nastepujace

fakty:

Stwierdzenie 1.28 ([6], Proposition 2). Torsyjny pierscien R jest filialny wtedy i tylko
wtedy, gdy R, jest pierscieniem filialnym dla kazdego p € PP.

Twierdzenie 1.29 ([6], Theorem 1). Pierscieri R jest filialny wtedy i tylko wtedy, gdy
(a) = {(a) + (a)? dla kazdego a € R.
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Druga praca [8], napisana przez Andruszkiewicza, zawiera kompletna klasyfikacje
filialnych dziedzin catkowitosci. Cze$¢ obserwacji tam przedstawionych bedziemy wy-
korzystywali, dlatego teraz je przypomnimy.

Stwierdzenie 1.30 ([8], Proposition 2.5). Kazde przemienna filialna dziedzina jest
tdeatem w filialnej dziedzinie catkowitosci.

Twierdzenie 1.31 ([8|, Theorem 3.1). Dziedzina catkowitosci R charakterystyki zero
jest pierscieniem filialnym wtedy @ tylko wtedy, gdy spetnione sq nastepujgce warunki:

(1) R= (1) +pR dla kazdego p € P.

(i1) dla kazdego niezerowego a € R, istniejg n € N i element odwracalny v € R takie,
zZe a = mu.

Twierdzenie 1.32 ([8], Theorem 3.3). Niech R bedzie filialng dziedzing catkowitosci
charakterystyki zero. Wowczas:

(1) dla kazdego m € N, R = (1) + mR,
(11) dla kazdego I < R, istnieje n € Ny takie, Ze I = mR.

W szczegolnosci, kazda filialna dziedzina catkowitosci charakterystyki zero jest dziedzing
wdeatow gtownych.

Dla filialnej dziedziny catkowitosci R charakterystyki zero, niech:
II(R)={p€P : p-1 jest nieodwracalne w R}. (1.1)

Dla dowolnego podzbioru X C N, niech S(X) bedzie najmniejszym multiplikatywnym
podzbiorem w N zawierajacym X.

Stwierdzenie 1.33 (8|, Proposition 3.4). Niech R bedzie filialng dziedzing catkowi-
tosci charakterystyki zero. Wowczas dla dowolnych s € S(II(R)), m € Z, elementu
odwracalnego uw € R, s | mu w R wtedy i tylko wtedy, gdy s | m w Z.

1.3.2 Pojecie radykatu

Definicja 1.34. Powiemy, ze klasa pierscieni M jest klasa radykalng, jezeli spelnia
nastepujace warunki:

(i) klasa M jest homomorficznie zamknieta, tzn. jesli R’ jest obrazem homomorficz-
nym pierécienia R € M, to R’ € M,

(ii) klasa M jest zamknieta na rozszerzenia, tzn. jesli [ < R oraz [ € M i R/I € M,
to R e M,

(iii) klasa M jest zamknieta na sumy algebraiczne idealow, tzn. dla dowolnych ideatow
R, piersciena R, jesli R, € M, to Y R, € M.
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Jezeli M jest klasa radykalna, to mowimy krotko, ze M jest radykatem. Jezeli R
jest pierscieniem z klasy radykalnej M, to méwimy, ze pierscien R jest M-radykalny.
Z definicji radykalu wynika, ze dla dowolnego pierscienia R i dowolnego radykatu M,
R zawiera najwiekszy M-radykalny ideal, mianowicie Y {I < R : [ € M}, ktory
oznaczamy przez M(R). Jezeli M((R) = 0, to mowimy, ze pierscien R jest M-potprosty.
Latwo mozemy zauwazy¢, ze pierscien R/M(R) jest M-potprosty dla dowolnego pier-
Scienia R. Wobec tego kazdy pierécien jest rozszerzeniem pierscienia M-radykalnego
przez pierscienn Ml-potprosty.

Radykaly odgrywaja istotna role w badaniu réznych klas pierscieni. Zazwyczaj
badania takie przebiegaja zgodnie z nastepujacym schematem

Schemat badania ustalonej klasy pierscieni
przy pomocy radykalu M:

* PROBLEM 1. Badamy pierécienie M-radykalne z klasy IC,
x PROBLEM 2. Badamy pierécienie M-polproste z klasy K,

* PROBLEM 3. Badamy rozszerzenia pierscieni M-radykalnych z klasy IC przez
pierscienie Ml-potproste z klasy /C.

Czesto odpowiedni wyboér radykatu M dla klasy K pozwala stosunkowo prosto roz-
wigzaé pierwsze dwa problemy z powyzszej listy. Natomiast PROBLEM 3 jest bardziej
skomplikowany ze wzgledu na stabo rozwinicta teori¢ rozszerzen pierscieni i wymaga
niejednokrotnie zaawansowanych badan. W tej pracy bedziemy bada¢ pierscienie fi-
lialne wedtug powyzszego schematu. W zwiazku z tym przejdziemy teraz do krotkiego
omoéwienia radykatow, ktore odgrywaja duza role w opisie pierscieni filialnych.

1. Radykal Baer’a (3. Niech dla dowolnego pierécienia R, W(R) oznacza sume
algebraiczna wszystkich nilpotentnych ideatéw w R. Dla liczb porzadkowych a > 0
zdefiniujmy tancuch idealow {W,(R)} pierscienia R nastepujaco:

e Wy(R) =0,

e Przypusémy, ze a > 0 i, ze idealy W, (R) sa dobrze zdefiniowane dla v < .
Wowezas:

(i) jezeli a jest graniczna liczba porzadkowa, to Wo(R) =, ., W, (R),

(ii) jezeli za$ « nie jest graniczna liczba porzadkowa, to W, (R) definiujemy jako ideat
R zawierajacy W,_1(R) i taki, ze W,(R)/Wyo_1(R) = W(R/W4_1(R)).

Dobrze wiadomo, ze zdefiniowany wyzej tanicuch idealéw stabilizuje sie na pewnej licz-
bie porzadkowej o i wowczas ideat W, (R) nazywamy radykalem Baer’a i oznaczamy
przez (3(R). Ponadto wiadomo, ze pierscien R jest [-radykalny wtedy i tylko wtedy,
gdy w kazdym jego niezerowym obrazie homomorficznym istnieje pewien niezerowy
ideal I taki, ze I? = 0. Radykal Baer’a stanowi silne narzedzie do badania pierscieni
filialnych. Juz w doktoracie [4], udowodniono nastepujace wazny rezultat
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Twierdzenie 1.35 (|4], Stwierdzenie 3.2.9). Dowolny [-radykalny pierscieri R jest
filialny wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy podpierscien pierscienia R jest jego ideatem.

Wykorzystujac wlasnosci radykatu Baer’a, Filipowicz i Puczytowski opisali lewo-
stronnie filialne algebry nad ciatami (por. Twierdzenie 3.10 z [22]).

2. Nil-radykat N (K6ethe). Pierscien, ktorego kazdy element jest nilpotentny
nazywamy nil-pierscieniem. Klasa N wszystkich nil-pierscieni jest klasa radykalna
i dobrze wiadomo, ze dla pierscienia przemiennego R, N'(R) = (S(R) oraz N (R) jest
zbiorem wszystkich elementéw nilpotentnych pierscienia R i R/N(R) jest pierscie-
niem zredukowanym. W kolejnych dwoch rozdziatach skupimy sie na przemiennych
nil-pierscieniach filialnych i przemiennych filialnych pierscieniach zredukowanych.
Okazuje sie ze dla pierscieni z tych dwoch klas jesteSmy w stanie udowodni¢ pewne
twierdzenia klasyfikacyjne. Dalsza czes¢ naszych badan bedzie dotyczyta problemu
opisu rozszerzen przemiennych nil-pierscieni przez przemienne filialne pierscienie
nil-poétproste.

3. Radykal podidempotentny Z. Powiemy, ze pierécienn R jest podidempo-
tentny jezeli I? = I dla kazdego I <t R. Wykorzystujac Lemat Andrunakiewicza (por.
Lemma 1.2.7 w [31]), tatwo jest pokazac, ze kazdy pierscien podidempotentny jest fi-
lialny. Klasa Z wszystkich pierscieni podidempotentnych stanowi radykat, ktérego opis
nie zostal jeszcze znaleziony. W pracy [6] udowodniono nastepujace stwierdzenie.

Stwierdzenie 1.36 ([6], Proposition 3). Kazde rozszerzenie pierscienia Z-radykalnego
przez pierscien filialny jest pierscieniem filialnym.

Powyzszy rezultat pozwolit zredukowaé¢ problem opisu pierscieni filialnych do opisu
Z-polprostych pierscieni filialnych (modulo problem rozszerzen).

4. Radykat silnie regularny S. Powiemy, ze piericienn R jest silnie regularny,
jezeli a € Ra? dla kazdego a € R. Klasa S wszystkich pierscieni silnie regularnych
jest radykatem. Jest jasne, ze S C 7 oraz S(R) = Z(R) dla przemiennego pierscienia
R. Znaczenie radykalu S do badania pierscieni filialnych zostato odkryte przez Filipo-
wicz i Puczylowskiego. Udowodnili oni, mianowicie bardzo wazne i czesto przez nas
wykorzystywane rezultaty.

Twierdzenie 1.37 (|23|, Theorem 3.4). Dla dowolnego pierscienia R nastepujace wa-
runki sq rownowazne:

(1) pierscieni R jest zredukowany i lewostronnie filialny,

(i1) pierscieri R zawiera ideat I € S taki, ze R/I jest przemiennym zredukowanym
pierscieniem filialnym,

(iii)) R/S(R) jest przemiennym zredukowanym pierscieniem filialnym.

Twierdzenie 1.38 (|23|, Theorem 4.1). Jezeli zredukowany lewostronnie filialny pier-
Scieni R jest algebrq nad ciatem F', to R € S.
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5. Radykal prawie silnie regularny S,. Pierscien R nazywamy prawie silnie
regularnym, jezeli dla kazdego a € R istnieje n € N takie, ze na € Ra?. Klasa
S, wszystkich pierscieni prawie silnie regularnych stanowi radykal. Znaczenie tej
klasy radykalnej do badania przemiennych pierscieni filialnych zostalo odkryte przez
Andruszkiewicza i M. Sobolewska w [10] (por. Stwierdzenie 3.3).

6. Radykal p-podzielny 7,. Niech p bedzie liczba pierwsza. Pierscien R taki,
ze R = pR nazywamy p-podzielnym. Klasa wszystkich pierscieni p-podzielnych jest
radykatem. Jej znaczenie do opisu przemiennych pierécieni filialnych zostato po raz
pierwszy zauwazone w pracach [10] i [12].

7. Radykal torsyjny T. Klasa T wszystkich pierscieni torsyjnych jest radykatem.
Jest to bardzo uzyteczny radykal przy badaniu przemiennych pierécieni filialnych. Dla

tej klasy udaje sie rozwigza¢ PROBLEM 1 (por. Rozdzial 6).

Dodatkowe informacje na temat klas radykalnych i ich wlasnosci, wykorzystywane
w tej pracy bez szczegdlnych odwotan, mozna znalez¢ w monografii [31].
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Rozdzial 2

Filialne pierscienie (#-radykalne

2.1 Fundamentalne wtasnos$ci H-pierscieni

Pierscien, w ktorym kazdy podpierécienn jest idealem, nazywamy H-pierScieniem.
Badaniem H-pierscieni zajmowalo sie wielu autoréw, sposrod ktoérych warto wyrdznié
Andrijanowa (|2, 3]), Kruse (|35, 36]), Rédeia ([42, 43]) oraz Freidmana (|29]). Ponizsza
uwaga grupuje pewne, dobrze znane, wtasnosci H-pierécieni, ktore beda wykorzysty-
wane w dalszej czesci pracy.

Uwaga 2.1. 1. Dowolny H-pierscien jest filialny.

2. Pierscien R jest H-pierscieniem wtedy i tylko wtedy, gdy [a] < R dla kazdego
a € R.

3. Dowolny podpierscien i obraz homomorficzny H-pierécienia jest H-pierscieniem.

4. (por. [36]) Torsyjny pierscien R jest H-pierScieniem wtedy i tylko wtedy, gdy R,
jest H-pierécieniem dla dowolnej liczby pierwszej p.

5. Dowolny H-pierécien jest [-radykalny wtedy i tylko wtedy, gdy jest nil-
pierscieniem.

W nawiazaniu do schematu badania klasy pierscieni filialnych, warto zaznaczy¢, ze
przy opisie H-pierscieni podstawowa role odgrywa nil-radykat rownowazny radykatowi
Baer’a na mocy punktu 5. ostatniej uwagi. Najbardziej czytelne w tej tematyce jest
rozwigzanie PROBLEMU 2. Mianowicie zachodzi nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2.2 (Freidman). Wszystkimi z doktadnoscig do izomorfizmu niezerowymi
zredukowanymi H -pierscieniami sq:

(i) nZ dlan € N,
(i1) Z,, dla bezkwadratowej liczby naturalnej m,

(11i) N7 & L, gdzie m,n € N, m jest liczbg bezkwadratowq i m | n.
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Bardziej skomplikowany jest PROBLEM 3, ktorego rozwiazanie nalezy przypisaé
Kruse (por. Stwierdzenia 3.8 i 3.9 w [35]). Otrzymal on bardzo ztozony opis oparty
na kilkunastu lematach, ktory niestety jest jeszcze daleki do opisu z dokladnosciag
do izomorfizmu. W Rozdziatach 4 i 5 rozwijamy metody Krusego do opisu pewnych
pierscieni filialnych.

Z naszego punktu widzenia, wobec Twierdzenia 1.35, najistotniejsze jest rozwiazanie
PROBLEMU 1. Bardzo wazng podklase w rodzinie nil- H-piercieni stanowia pierscienie
z prawie zerowym mnozeniem. Zostaly one odkryte przez Kruse i niezaleznie przez
Andrijanowa.

Definicja 2.3 ([35], Definition 2.1). Moéwimy, ze pierscieni R jest z prawie zerowym
mnozeniem, jezeli spelnione sa nastepujace warunki:

(i) a® = 0 dla dowolnego a € R,

(ii) dla dowolnego a € R istnieje bezkwadratowa liczba naturalna M taka, ze Ma? =
0,

(iii) ab € (a*®) N (b?) dla dowolnych a,b € R.

Kruse i Andrijanow znalezli pewne charakteryzacje pierscieni z prawie zerowym
mnozeniem, ktore jednak sa bardzo dalekie od opisu z doktadnoscia do izomorfizmu
(por. Twierdzenia 2.16, 2.17). W nastepnym paragrafie przedstawimy nasze rozwazania
dotyczace tego zagadnienia, ktore jednak nie wyczerpuja catego tematu. Nastepny
rezultat, uzyskany przez Kruse, daje redukcje opisu nil- H-pierécieni do opisu torsyjnych
nil- H-pierscieni (modulo opis pierScieni z prawie zerowym mnozeniem).

Stwierdzenie 2.4 ([35], Proposition 2.6). Nietorsyjny nil-pierscieni jest H-
pierscieniem wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest pierScieniem z prawie zerowym mmnozeniem.

Wobec Uwagi 2.1 punkt 4., omawiany problem redukuje sie do opisu nil-H-p-
pierscieni. Okazuje sie jednak, ze mozna go dalej zredukowa¢ do p-pierscieni ogra-
niczonego wyktadnika dzieki nastepujacemu wynikowi Kruse.

Stwierdzenie 2.5 ([35]|, Proposition 2.5). Nil-p-pierscieri nieograniczonego wyktad-
nika jest H-pierscieniem wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest pierscieniem z prawie zerowym
mnozeniem.

Opisowi nil- H-p-pierscieni ograniczonego wyktadnika jest po§wiecona cata rozprawa
doktorska [36]. Niezaleznie podobna klasyfikacje (tez w terminach generatoréw i rela-
cji) uzyskal Andrijanow w pracy [3]. Warto tu jednak nadmieni¢, ze ich klasyfikacje
zawieraja istotne luki, miedzy innymi, brakuje opiséw z doktadnoscia do izomorfizmu
i redukcji zbyt duzej liczby parametrow. Zwracaja na to uwage rowniez V. G. Antip-
kin i V. P. Elizarov w [18], (strona 461). Odnotujmy jeszcze, ze Andrijanow wymienia
szesnascie klas nil- H-p-pierscieni, z ktorych pierwsza jest klasa p-pierscieni z prawie
zerowym mnozeniem. Co do pozostalych klas, Andrijanow pisze, ze wszystkie wymie-
nione klasy sa rézne w tym sensie, ze dla dowolnych dwoch klas R; oraz R; jezeli ¢ # j,
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to istnieje pierscien P, ktory nalezy do klasy R; lecz nie jest izomorficzny z zadnym
pierscieniem z klasy R;.

Przedstawimy teraz dwa fakty bezposrednio zwiazane z pracami [42, 43]. Rezul-
taty te sa dobrze znane, jednak ich dowody, podane przez Rédeia sa skomplikowane.
Dlatego, dla kompletnosci przedstawimy, wtasne, prostsze dowody tych faktow.

Lemat 2.6. Jezeli a jest nilpotentnym elementem H-pierscienia R 1 istnieje bezkwa-
dratowa liczba naturalna M taka, ze Ma®> = 0, to a® = 0.

Dowdd. Jezeli a* = 0, to a® = 0. Niech dalej a® # 0. Wtedy z zalozenia o(a?) = N
w grupie R jest liczba naturalng bezkwadratowa. Ponadto a® € [a?] < R, wiec istnieja
n € Noraz ky,...,k, € Z takie, ze a® = k1a® + koa* + ... + k,a®". Stad kia®> = za?
dla pewnego x € [a]. Przez indukcje otrzymujemy, ze k7'a? = x™a* dla dowolnego

m € N. Ale R jest nil-pier§cieniem, wiec k7"a* = 0 dla pewnego m € N. Zatem
N | k. Ale N jest liczbg bezkwadratowa, wiec N | k; i wobec tego kja? = 0 oraz
a® = koa' + ... + k,a®" € [a]a®. Zatem a® = 0. O

Twierdzenie 2.7. Niech a bedzie nilpotentnym elementem H-pierscienia R. Jezeli a
ma nieskoniczony rzqd w grupie RY, to a® = 0 i istnieje liczba naturalna bezkwadratowa
M taka, ze Ma? = 0.

Dowdd. Zalozmy, ze o(a?) = oo. Pokazemy, ze (a) N (a?) = 0. Zalézmy, ze dla
pewnych k,l € Z, ka = la®. Stad k?a = [?a® i przez prosty indukcje k"a = ["a™**
dla dowolnej liczby naturalnej n. Ale a jest elementem nilpotentnym, wiec k"a = 0
dla pewnego n € N, skad k = 0 i w konsekwencji (a) N (a?) = 0. Dalej [a?] < R, wiec
a® € [a?]. Istnieja zatem ki, ko, ..., ks € Z takie, ze a® = kja® + kea® + -+ + ksa®.
Stad kja? = ba? dla pewnego b € [a]. Zatem przez prosta indukcje k7a? = b"a?
dla dowolnego naturalnego n i w konsekwencji k7'a?> = 0 dla pewnego n € N. Ale
o(a*) = oo, wiec ki = 0 oraz a® € [a]a®, wiec a® = 0. Zatem [a]t = (a)T & (a®)T.
Ponadto [2a]" = (2a)" @ (4a®)" < [a], wiec 2a* = a(2a) = U -2a+V -4a?, skad 2 = 4V,
sprzeczno$é. Wobec tego o(a?) < oo.

Przypusémy, ze o(a?) = p?m dla pewnej liczby pierwszej p oraz liczby naturalnej
m. Poniewaz (pma)? = 0, wiec (pma) = [pma] < R. Zatem a(pma) = U(pma) dla
pewnego U € Z. Stad 0 = p(pma?) = p(Upma) = (p*Um)a, ale o(a) = oo, wiec U = 0
i pma® = 0, sprzecznosé z okresleniem o(a?).

Wobec tego, na mocy Lematu 2.6, mamy teze. O]

Niejednokrotnie bedziemy wykorzystywali nastepujacy, udowodniony przez Kruse,
lemat.

Lemat 2.8 ([35], Lemma 2.7). Jezeli R jest nil-H-p-pierscieniem, to dla dowolnego
a € R, a® € (a®) i w szczegdlnosci [a] = (a) + {a?).

2.2 PierScienie z prawie zerowym mnozeniem

Odnotujmy, ze kazdy pierScieri R z prawie zerowym mnozeniem jest H-pierScieniem
oraz R? = 0. Dowdd nastepnego stwierdzenia jest standardowy.
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Stwierdzenie 2.9. Niech R bedzie piersScieniem torsyjnym. Wowczas R jest z prawie
zerowym mnozeniem wtedy ¢ tylko wtedy, gdy R, jest z prawie zerowym mnozeniem dla
kazdego p € P.

Zaczniemy od przedstawienia kilku faktéw dajacych podstawowe wlasnosci pier-
$cieni z prawie zerowym mmnozeniem.

Uwaga 2.10. Jezeli R jest pierscieniem z prawie zerowym mnozeniem, to a(R) = {a €
R : a®> = 0}. Rzeczywiscie, jesli a € R ia* = 0, to z warunku (iii) Definicji 2.3, ab = 0
oraz ba = 0 dla dowolnego b € R, czyli aR = Ra=01a € a(R).

Lemat 2.11. Niech I,J bedq ideatams pierscienia R takimi, ze [ jest pierscieniem
z prawie zerowym mnozeniem oraz J* = IJ = JI = 0. Wowczas I+J jest pierscieniem
Z prawie zerowym mmnozeniem.

Dowdd. Dowodu wymaga jedynie punkt (iii) Definicji 2.3. Niech a,i € I, b,j € J,
wowcezas (a + b)(1 4+ j) = ai. Ale pierscien [ jest z prawie zerowym mnozeniem, wiec
istnieje K € Z takie, ze ai = Ka?. Poniewaz (a + b)? = a?, wiec (a +0)(i +j) = ai =
Ka? = K(a+b)? € {(a+b)?). Analogicznie uzasadnia sie, ze (i+75)(a+b) € (a+0)?). O

Stwierdzenie 2.12. Jezeli nil-H-pierscienn R spetnia ktorykolwiek z ponizszych wa-
runkow:

(i) R jest p-pierscieniem oraz ab € (a*) N (b?) dla dowolnych a,b € R,
(i) pR =0 dla pewnego p € P,

(11i) R jest pierscieniem prawie podzielnym,

to R jest pierscieniem z prawie zerowym mnozeniem.

Dowdd. (7). Niech a € R. Pokazemy, ze pa® = 0. Jesli a*> = 0, to pa® = 0. Niech wigc
a’ # 01 m € N bedzie takie, ze p™a® = 0 oraz p™ 'a? # 0. Wtedy (p™'a)? = 0,
ale 0 # (p™ta)a € ((p™'a)?) = 0. Sprzecznosé. Zatem m = 1. Poniewaz R jest
H-pierscieniem, wiec teza ostatecznie wynika z Lematu 2.6.

(7). Wynika z Twierdzenia 3.3. z pracy [25].

(i77). Jezeli grupa R zawiera element nieskonczonego rzedu, to teza wynika ze
Stwierdzenia 2.4. Zal6zmy wiec, ze R jest grupa torsyjna. Na mocy Stwierdzenia 2.9
wystarczy wykazac, ze R, jest pierScieniem z prawie zerowym mnozeniem dla kazdego
p € P. Jezeli R;r jest grupa o skoriczonym wyktadniku, to p°R, = 0 dla pewnego s € N,
ale z zalozenia p*R, = pR,, wiec pR, = 0 1 na mocy punktu (i), R, jest pierScieniem
z prawie zerowym mnozeniem. W przypadku, gdy grupa R; nie ma skonczonego
wyktadnika, teza wynika ze Stwierdzenia 2.5. m

Nastepne stwierdzenie jest dobrze znane, jednak my podamy jego nowy dowdd.

Stwierdzenie 2.13. Dowolny nil-H -p-pierscien R jest nilpotentny.
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Dowdd. Jezeli grupa addytywna R* nie jest ograniczonego wyktadnika, to ze Stwier-
dzenia 2.5, R jest pier§cieniem z prawie zerowym mnozeniem, wiec B3 = 0.

Zalozmy dalej, ze p*R = 0 dla pewnego k& € N. Udowodnimy, ze wowczas R3* =
0. Zauwazmy, ze R/pR jest nil-H-pierscieniem takim, ze p(R/pR) = 0. Na mocy
Stwierdzenia 2.12 punkt (ii), (R/pR)* = 0, skad R®* C pR. Stad R* C (pR)* C p*R =
0. O

Zauwazmy, ze jezeli H-pierscien R spelnia ktorykolwiek z warunkow: lewostronna
noetherowskosé¢, prawostronna noetherowskosé, obustronna noetherowskosé, ACC na
podpierscienie, to pierécien R spelnia kazdy z tych warunkéw; wobec tego w dalszej
czedci pracy bedziemy taki pierscien nazywaé krotko noetherowskim.

Lemat 2.14. Dla dowolnego nil-H -pierScienia R nastepujgce warunki sqg rownowazne:
(1) pierscieri R jest noetherowski,
(11) grupa RT jest skoriczenie generowana,

(111) pierscien R jest skoriczenie generowany.

W szczegolnosci kazdy noetherowski mil-H -pierscien jest nilpotentny.

Dowdd. (i) = (ii). Zalézmy najpierw, ze pierscieni R nie jest torsyjny. Wowczas ze
Stwierdzenia 2.4 wynika, ze R jest pierScieniem z prawie zerowym mnozeniem. Stad
R3 =0 i pierscienie R/R? oraz R? sa noetherowskimi pierscieniami z zerowym mnoze-
niem. Wobec tego grupy (R/R?)* oraz (R?)" sg skoriczenie generowane. Zatem grupa
R™ jest skoniczenie generowana. Jezeli za$, pierscien R jest torsyjny, to R = @pen R,
dla pewnego skoniczonego podzbioru II C P i na podstawie Stwierdzenia 2.13, R" =
dla pewnego n € N. Wobec tego pierscienie z zerowym mnozeniem R'/R‘™! dla
t = 1,2,...,n — 1 sa noetherowskie. Stad grupy grupy addytywne tych pierscieni
sg skoriczenie generowane, a wiec grupa R jest skoriczenie generowana.

Implikacja (i7) = (ii7) jest oczywista.

(7i1) = (i). Niech R = [a1,a9,...,a,] dla pewnych ay,as,...,a, € R. Wowczas
R = [a1] + [ag] + -+ + [a,]. Ponadto z Twierdzenia 2.7 i z Lematu 2.8 wynika, ze
[ai] = (a;)+{(a?) dlai =1,2,...,n. Stad, R = (a1)+(a?)+{ag) + {a3) +- - -+ {a,) + (a?)
i grupa R™ jest skonczenie generowana, wiec pierscien R jest noetherowski.

O

Ponizej zaprezentujemy przyktad nil-H-pierécienia, ktory nie jest z prawie zero-
wym mnozeniem. Przyklad ten mozna wydedukowaé¢ z prac Andrianowa, jednak my
przedstawimy jego kompletna konstrukcje wraz z dowodem.

Stwierdzenie 2.15. Niech N bedzie pierScieniem z prawie zerowym mnozeniem takim,
ze p"N = 0 dla pewnej liczby naturalnej m. Niech R = [a] @ N, gdzie o(a) = p" dla
pewnej liczby naturalnej n > m oraz a®> = pma. Wowczas R jest H-pierscieniem
v dodatkowo, R jest pierScieniem z prawie zerowym mnozeniem wtedy 1 tylko wtedy,
gdy N> =0 orazn =m + 1.
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Dowdd. Zauwazmy, ze [a] jest nil-pierécieniem, gdyz a® = p™a® = p?™a oraz p"a = 0.
Z przyjetych zalozen wynika, ze [a] = p™Zyn+m oraz N* = 0. Zatem R jest nil-
pierécieniem takim, ze p"R = 0. Niech r € R. Woweczas istnieja k € Z oraz x € N
takie, ze r = (ka,z). Dla y € N mamy yx = Ux? dla pewnego U € Z, wiec (0,y)r =
(0,Uz%) = U(0,z%) = Ur* + (=U)kp™r € [r]. Ponadto [a] = (a) i (a,0)r = (ka? 0) =
(kp™a,0) = p™r € [r]. Analogicznie mozna pokazaé, ze r(0,y) € [r] oraz r(a,0) € [r].
Zatem [r] < R i R jest H-pierscieniem.

Zalozmy, ze R jest pierscieniem z prawie zerowym mnozeniem. Wowcezas [a] jest tez
pierécieniem z prawie zerowym mnozeniem jako podpierscieri w R i wowezas 0 = pa® =
p™Ha, skad p* | p™tL. Ale m < n, wiec n = m + 1. Jezeli N? # 0, to istnieje 7 € N
taki, ze 2 # 0. Poniewaz (0,¢)(a, ) = (0,23) oraz (a,x¢)® = (a? 2%) = (p™a,x?),
wiec jeSli R jest pierScieniem z prawie zerowym mnozeniem, to istnieje V € Z takie,
ze (0,23) = V(p™a,x3). Stad Vp™a =01 Vad = z2. Ale o(a) = p™ > p™, wiec p | V.
Poniewaz pz3 = 0, wiec V3 = 01 23 = 0, sprzecznosc.

Jezeli za§ N? = 0 [a] jest pierScieniem z prawie zerowym mnozeniem, to N C a(R)
i R jest pierscieniem z prawie zerowym mnozeniem na mocy Lematu 2.11. O]

Dla dowolnego pierécienia R i dowolnej liczby pierwszej p niech
Rlp]={a € R : pa*®=0}.

Ponizsze dwa twierdzenia zostaly udowodnione niezaleznie przez Kruse i Andri-
janowa, przy uzyciu nietrywialnych metod wykorzystujacych twierdzenie Chevalley’a
por. [32, strony 143-144]:

Twierdzenie 2.16 (|35], Proposition 2.10). Niech S bedzie pierscieniem takim, Ze
S = S[p] dla pewnej liczby pierwszej p. Wowczas S jest pierscieniem z prawie zerowym
mnozeniem wtedy i tylko wtedy, gdy spetniony jest jeden z nastepujgcych warunkow:

(1) S* =0,
(2) istnieje x € S taki, ze x* # 0, pzr,2? € a(S), oraz S = (x) + a(S),

(3) istniejg x,y € S takie, ze S = (x,y) +a(S), 2> £ 0, y* # 0, px, py, 2%, y* € a(S),
y? = Ax?, xy = Fy2?, yx = Fya? dla takich A, Fy, Fy € Z, Ze kongruencja

X+ (F+FR)X+A=0 (mod p) (2.1)
nie ma ToZWIiGZania.

Ponadto, jezeli S jest pierscieniem z prawie zerowym mnozeniem, to S/a(S) jest Z,-
algebrg oraz dimg, S/a(S) < 2, przy czym dimg, S/a(S) = k — 1 wtedy i tylko wtedy,
gdy S spetnia warunek (k).

Twierdzenie 2.17 ([35], Proposition 2.10). Pierscieni R jest z prawie zerowym mno-
zeniem wtedy i tylko wtedy, gdy R =3 _p R[p|, gdzie dla dowolnych réznych p,q € P,
Rlp] - Rlq] = 0, R[p] < R i R[p| spetnia jeden z warunkow (1), (2), (3) Twierdzenia
2.16.
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Uwaga 2.18. Niech S bedzie pierscieniem z prawie zerowym mnozeniem takim, ze
S = S[p] dla pewnej liczby pierwszej p. Zauwazmy, ze:

(i) jezeli dimgz, S/a(S) = 1, to dla dowolnego = € S\ a(S), S = (x) +a(S). W szcze-
golnosci, jesli o(z) = n € N, to na? = 0, wiec p | n i n = p*m dla pewnych
a,m € N takich, ze p{ m. Zatem o(mzx) = p®, mx ¢ a(S) 1S = (mz) + a(S).

(ii) jezeli dimgz, S/a(S) = 2 oraz S = (x,y) + a(S) dla pewnych z,y € S, to istnieja
A, Fy, Fs € Z takie, ze spetniony jest warunek (3) Twierdzenia 2.16. Rzeczywiscie,
w tym przypadku warstwy = + a(S), y + a(S) sa liniowo niezalezne nad Z,, bo
generuja dwuwymiarowa przestrzen liniowa S/a(S). Ponadto 2% # 0, y* # 0
oraz pr,py,r* y* € a(S). Poniewaz |S?| = p oraz z* # 0, wiec S? = (z?).
Istnieja zatem F, Iy, A € 7 takie, ze y? = Az?, zy = Fi2?, yr = Fya?. Wezmy
dowolne T' € Z. Poniewaz warstwy x + a(.S), y+ a(S) sa liniowo niezalezne, wiec
Tz + a(S)] + [y + a(S)] # a(9), skad Tz +y ¢ a(S). Na mocy Uwagi 2.10,
(Tx + y)* # 0, wiec:

T?2% + Tay + Tyx + y* = T?2* + TF 2 + TFa® + Ax® =

(T? + T(Fy + Fy) + A)x® # 0.
Zatem kongruencja (2.1) nie ma rozwiazania.

Podobne rozumowanie jak w punkcie (i) w przypadku gdy o(z) € N (o(y) € N)
pozwala zaktada¢, ze o(x) = p* (o(y) = p*) dla pewnego a € N.

Pierwszy opis nil-H-p-pierscieni generowanych przez jeden element pochodzi od
Rédeia [42]. Inne spojrzenie na ten problem przedstawili Freidman w krotkiej notce [30]
i Kruse w swoim doktoracie [36]. W zadnej z tych prac nie podano jednak klasyfikacji
tych pierécieni z doktadnoscia do izomorfizmu. Nastepne twierdzenie uzupeltnia te luke.

Twierdzenie 2.19. Wszystkimi, z doktadnoscig do izomorfizmu, niezerowymsi nil-H -
p-pierscieniami generowanymi przez jeden element sq:

(1) p"ZLymsn dla pewnych m,n € N, m <mn,
OEACI)
(iii) xZym(x)/(px? %), m € N, m > 2,
(iv) &ZLpmin 2]/ (p2® — pma, 2® — p*™2x) dla pewnych m,n € N, m > 2.

Dowod. Niech R bedzie niezerowym nil- H-p-pierscieniem generowanym przez element
y. Zalozmy najpierw, ze y* € (y). Wtedy y? = Ky dla pewnego K € N. Ale o(y) = p"
dla pewnego n € N, zatem gdyby p{ K, to y € Ry i poniewaz R jest nil-pierscieniem,
wiec y = 0, wbhrew zalozeniu, ze R # 0. Zatem p | K i istnieja Q,m € N takie, ze
p 1 Q oraz y* = Qp™y. Ponadto istnieje t € Z takie, ze p" | 1 — tQ. Zatem dla
r = ty mamy [y| = [z] oraz 2? = ?y? = ?Qp™y = p™z, czyli ¥* = pmwx. Stad
R*™ = (x) i przeksztalcenie f: R — p™Zym+n dane wzorem f(kx) = p™k dla k € Zyn
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jest izomorfizmem pierécieni. Zauwazmy jeszcze, ze jesli m > n, to 22 = 0 i wtedy
R = p"Z,2.. Wobec tego jesli R = [y] i y* € (y), to pierscien R jest taki jak w punkcie

Teraz zalozmy, ze y*> &€ (y). Na mocy Lematu 2.8, dla kazdego a € R mamy
a’ € ( %) oraz [a] = (a) + (a®). Ale py*> =y - py € [py], wiec istnieja U,V € Z takie,
ze py* = Upy + Vp?y?. Stad p(1 — Vp)y? = Upy. Poniewaz o(y) = p* dla pewnego
s € N, wiec py? € (py) Istnieja zatem m, Q € N takie, ze p 1 Q oraz py?> = Qp™y.
Ponadto istnieje t € Z takie, ze p* | 1 — tQ). Zatem dla z = ty mamy, ze [y] = [z],
2?2 & (x) oraz px? = pt?y? = 2Qp™y = p™x, czyli px? = pmx. Zalozmy, ze s < m.
Wtedy pz? = 0. Ale 2° = ta? dla pewnego t € Z, przy czym jesli p { t, to 2? € Ra?,
co implikuje 2 = 0, skad 2? € (x), wbrew zalozeniu. Zatem p | t i wobec tego z° = 0.
Ponadto R™ jest suma prosta swoich podgrup cyklicznych (x) i (z?). Zatem kazdy
element z pierscienia R mozna jednoznacznie zapisa¢ w postaci kx + (z? dla pewnych
k € Z,s oraz | € Z,. Wynika stad, ze przeksztalcenie g: R — xZ,s[z]/(pz? x3) dane
wzorem ¢(kx + l2?) = kT + 172, gdzie T = z + (pa?, 23), jest izomorfizmem pierscieni.
Zatem w tym przypadku pierscien R jest taki jak w punkcie (i7) jezeli s = 1 lub taki
jak w punkcie (7i7) jezeli s > 1.

Pozostaje do rozpatrzenia przypadek, gdy s > m. Wtedy pz? = p™x # 0. Za-
uwazmy, ze wowczas m > 1. Rzeczywiscie, gdyby m = 1, to pa? = px, skad przez
indukcje pa* = px dla kazdego k = 1,2, .... Ale element x jest nilpotentny, wiec stad
pr = 0, czyli 1 = s > m i mamy sprzeczno$é. Zatem m > 1. Ponadto 3 € (x?),
wiec 23 = Tx? dla pewnego T' € N. Gdyby p 1 T, to 2* € Rz?, skad 2° = 0 i mamy
sprzecznosé. Zatem p | T i istnieja K,t € N takie, ze 23 = Kpt$2 oraz p 1 K.
Stad 2° = Kp'~l(px?) = Kp'~p™z, czyli 23 = Kpm”*lx oraz 2t = Kp*mti—2g,

Niech a = 2% — p™ 'z, Wtedy p™~ 1:153 = p" 2y . pa? = pm iy pha = pP™m2? =
p2m—3(px2) — p2m—3 . pmw — p3m—3x oraz CL2 — ZIZ'4 _pm—lx?) pm 1 3 +p2m 2 2 —
Kp*mHi=2g — Kp?mti=2y p3m_3x + p3m 3z = 0, wige (a) = [ ] < R Stqd za € {(a).
Ale za = 2% — p™ta? = 23 —p™m2(pa?) = 23 —p™ 2 (pw) = x® — p*™ 2z, wiec istnieje

U € N takie, ze 23 —p?™ 2z = U(2?—p™ 'z). Ponadto z° € (z), WIQCJeSth[ U, to stad
z? € (x), co prowadzi do sprzecznosci. Zatem p | U. Ale p(z?—p™~'z) = pz?—p™x = 0,
wiec stad x3 — p™2x = 0, czyli 2% = p*™2z. Dalej, (z) N (z?) = (p2?) = (p"z)
i R=[z] = (z) + («?), wiec kazdy element pierscienia R mozna jednoznacznie zapisac
w postaci kz +(x? dla pewnych k € Z,s oraz | € Z,. Ponadton = s—m € N, bo s > m
i s = m+n. Wynika stad, ze przeksztalcenie h: R — xZpm+n /(pa® — p™a, 2* — p*™ 1)
dane wzorem h(kx + l2%) = kX +1X?, gdzie X = z + (pz? — p"z, 2® — p*™21), jest
izomorfizmem pierscieni. Zatem w tym przypadku piersciei R jest taki jak w punkcie
(iv).

Pierscienie R z punktu (i) sa izomorficzne z podpierscieniami H-pierscieni postaci
ZLyr, a wiec sg H-pierscieniami. Niech my, mg,n1,ne € N bedag takie, ze m; < njimg <
ng oraz Ry = Ry dla Ry = p™ Zymyini i Ry = p"™2Zymyiny. Wtedy |Ri| = |Ry|, skad
p" = p™, a wiec n; = ny. Ponadto R? = R2 skad |R?| = |R3|, a wigc p™ ™1 = pr2—m2
czyli ny—my = ny—ma, skad m; = my. To pokazuje, Ze pierscienie z klasy (7) sa parami
nieizomorficzne. Zaden z takich pierscieni nie moze by¢ izomorficzny z pierscieniem
z punktu (7i) lub (ii7), gdyz grupa R jest cykliczna, za$ grupy addytywne pierscieni
z punktow (i4), (i7i) nie sa cykliczne.
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Przyjrzyjmy sie teraz blizej pierscienieniom z klasy (iv). Pokazemy, ze pierscien
R = xZym+n[z]/(pz* — p™a, 23 — p*™~22) jest nil-H-pierscieniem o doktadnie p™t™*!-
elementach. Oznaczmy I = (px® — p™ax, x> — p*™2z) i niech X = x + I. Pokazemy
najpierw, ze kazdy element pierscienia R mozna jednoznacznie zapisa¢ w postaci kX +
1X? dla pewnych k € Zymin oraz | € Z,. Poniewaz 2® — p*™ 2z € I, wiec kazdy
element nalezacy do R ma posta¢ sX + tX? dla pewnych s,t € Zymin. Ale t =gp+r
dla pewnych ¢,r € Z, 0 < r < p oraz pX? = p" X, wiec sX +tX?% = (s+qp™) X +rX2.
Pozostaje zatem wykazac, ze jezeli k € Zym+n oraz | € Z, 1 kx + 12> € I, to k = 0
il =0. Ale dla pewnych wielomianoéw f,g € Zpm+n|z] zachodzi kx + l2® = f -
(pr?® — p™a) + g - (2* — p*"2x), wiee kx + 12 = x(x — p" V)[pf +g- (@ +p™ )]
Stad k + iz = (x — p™ V)[pf +9g- (x +p™ )] oraz p™™ | k + Ip™ . Ale m > 2,
wiec p | k. Przy naturalnym homomorfizmie pierScienia Z,m+n[z] na pierscienn Z,[z]
uzyskamy stad, ze lx = 2z?G dla pewnego G € Z,[z]. Wobec tego | = 0 oraz k =
(x—p™ Ypf+g-(x+p™ 1), skad k = 0. W ten sposob wykazalismy jednoznacznosé
zapisu elementow pierscienia R w postaci kX + [X? dla pewnych k € Zym+n oraz
| € Z,. Wynika stad od razu, ze |R| = p™* . Ponadto p™*"R = 0, wiec grupa R"
nie jest cykliczna. Zatem w szczegolnosei, zaden z pierscieni z punktu (7) nie moze by¢
izomorficzny z pierscieniem z punktu (iv).

Dalej, X® = p?™2X, skad przez indukcje X* = p*=Dm=DX dla k = 3,4,.... Ale
Pt X = 01im > 2, wieec X" = (i wobec tego R""™"! = 0. Zauwazmy, ze
pX? = pmX oraz R = [X]|. W celu wykazania, ze R jest H-pierscieniem wystarczy
zatem pokazaé, ze dla dowolnych k € Zym+n oraz | € Z, zachodzi X - (kX + [X?) €
(kX +1X2]. Jedlip | k, to k = pt dla pewnego t € Z oraz X - (kX +1X?) = tpX?+1X3 =
tp" X +1pPm 72X = (kp™ +1p*™ ) X oraz p™ (kX +1X?) = p" kX +1pm 2 (pX?) =
P TUEX +pm 2 pm X = (kpm T 4+ 1p?™ ) X, skad X - (BX 4 1X?) € [kX +1X?]. Dalej
zatozmy, ze p t k. Wowcezas X - (kX +1X?) = kX?+1X3 = kX2 +1p?*™ 2 X = [p*" 2 X +
kX2 Ponadto (kX +1X?)? = k2 X242k X3+12 X = B2 X2 +2kIp* 2 X +1?p*" 3 X oraz
istnieje C' € Zym+n takie, ze Ck = 1. Stad C(kX + [X?)? = (21p*™ 2 + CI*p*" )X +
kX? oraz ICp*™ 2 (kX +1X?) = kICPp* 2 X +CP?p*™=3(pX?) = [p* 2 X +CPPp*™ 3 X,
wiec C(kX + X?)2 — IC(kX +1X?) = [p* 72X + kX?, czyli tez X - (kX +1X?) €
(kX + 1X?]. Zauwazmy jeszcze, ze (p"X) < R oraz pX? = p™X. Wynika stad, ze
pR? = (p"X) i poniewaz o(X) = p™™, wigc [pR?| = p™. Stad R nie jest piericieniem
z prawie zerowym mnozeniem, gdyz n > 1

Pierscienie z punktow (i) i (i77) spelniaja warunek (i7) Stwierdzenia 2.16, wiec
sa one pierscieniami z prawie zerowym mnozeniem, za$ pierscienie z punktu (7v) nie
sa z prawie zerowym mnozeniem, wiec zaden piersciert z punktow (i7) lub (ii) nie
jest izomorficzny z zadnym pierScieniem z punktu (iv). Dodatkowo grupy addytywne
pierscieni z punktow (4i) i (iii) sq izomorficzne odpowiednio z grupami Z! x Z} oraz
Zijn X L} (m = 2,3,...). Wobec tego pierscienie: zZ,[z]/(z%), xZpm[x]/(p2?, 2°) (m =
2,3,...) sa parami nieizomorficzne.

Pozostato do pokazania, ze pierscienie z klasy (iv) sa parami nieizomorficzne.
Wezmy dowolne mq,ms,ni,ne € N takie, ze mi,my > 2 oraz Ry = Ry dla Ry =
&L+ 2]/ (pr? — p™a, 2® — p*™ 7 22) 1 Ry = 0lymy+ns 2]/ (pr? — p™2, 2® — p*™2 " 2).
Wtedy |R1| = |Ry|, wiec na mocy wezesniejszych rozwazari , p™ T+l = pmatnatl gkad
mi +n; = mg+ny. Ponadto pR? = pR2, wiec |pR?| = |pR3| i ponownie wykorzystujac
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poprzednie obliczenia, p™ = p™?, wiec ny = ny i ostatecznie my = mo i Ny = no. O

Lemat 2.20. Niech S bedzie pierscieniem opisanym w Twierdzeniu 2.16 w punkcie (2)
lub (3). Jezeli podgrupa (x?) jest istotna w grupie a(S)T, to pierscien S nie rozktada
sie na sume prostq swoich dwoch niezerowych ideatow.

Dowdd. Zatézmy, ze istnieja niezerowe idealy I, J pierscienia S takie, ze [ & J = S.
Wtedy I? ® J? = S? = (2?). Poniewaz o(z?) = p, wiec I? = 0 lub J? = 0. Zalézmy,
ze J* = 0. Na mocy Uwagi 2.10, J C a(S). Poniewaz J # 0 oraz podgrupa {x?)"
jest istotna w grupie a(S)T, wiec J N (x?) # 0. Ale I? = (%), wiec I NJ # 0,
sprzecznosé. O]

Latwo jest zauwazy¢, ze kazdy pierscien spehiajacy warunek (1) lub (2) Twier-
dzenia 2.16 jest przemienny. Kwestia przemiennosci pierscieni spetniajacych warunek
(8) tego stwierdzenia jest bardziej skomplikowana i zostanie dokladniej przedstawiona
w kolejnych stwierdzeniach.

Uwaga 2.21. Pokazemy, ze pierscien S = (z,y) + a(S) opisany w Twierdzeniu 2.16
punkt () dla p = 2 jest nieprzemienny i mozna dla niego tak wybrac elementy z,y € R
by spekialy relacje:

VP =ay =2 yr=0. (2.2)

Rzeczywiscie, gdy zy = yx, to F; = Fy (mod 2) i kongruencja (2.1) przybiera postac
X%+ A = 0 (mod 2), ma wigc rozwigzanie, co prowadzi do sprzecznosci. Zalézmy
zatem, ze F} £ F, (mod 2). Wowczas elementy x, y spetlniaja jeden z warunkow:

(i) y* =2? oy = 2%, yz =0,

(it) y* =22 2y =0, yr = 2%
Zauwazmy, ze w przypadku (i7) zmieniajac miejscami elementy = z y w punkcie (i),
uzyskujemy punkt ().

Liczba parametrow wystepujacych w opisie pierscieni z Twierdzenia 2.16 punkt (3)
moze zostaé istotnie zredukowana, co pokazuja nastepne stwierdzenia.

Stwierdzenie 2.22. Niech p > 2 ¢ niech p bedzie ustalong nieresztq kwadratowg mo-
dulo p. Pierscien S spetniajgcy warunek (3) Twierdzenia 2.16 jest przemienny wtedy
i tylko wtedy, gdy istniejq xo,yo € S takie, ze S = (xo,yo) + a(S), 2 # 0, y2 # 0,
PTo, PYo, Tg, Yo € alS), yg = —Hag, ToYo = YoTo = 0.

Dowdd. Zalozmy, ze pierscien S jest przemienny. Wowezas F; = Fy (mod p).
Oznaczmy F' = Fy. Zalozmy, ze F# 0 (mod p). Niech x; = x oraz y; = Fz — y.
Wowcezas S = (z1,y1) +a(S) i na podstawie Uwagi 2.18 punkt (ii), y} = Bx? dla pew-
nego B € Z. Ponadto z1y; = y17y = (Fz — y)v = Fo? —yr = Fa? — Fz? = 0. Zatem
zgodnie z Uwaga 2.18 punkt (ii), kongruencja X?+ B = 0 (mod p) nie ma rozwiazania.
Ale p > 2, wiec <’TF> = —1. Zatem istnieje K € Z taki, ze (—B)K? = u (mod p).
Przyjmujac zo = x1, yo = Ky dostajemy S = (xg,90) + a(S), zoyo = yoxro = 0 oraz
Yo = —pag.

Implikacja w druga strone jest oczywista. O]
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Stwierdzenie 2.23. Pierscien S spetniajocy warunek (3) Twierdzenia 2.16 dla p > 2
jest nieprzemienny wtedy i tylko wtedy, gdy istniejg x1,y; € S takie, ze S = (x1,y1) +
a(S)7 [E% 7é 07 y% 7& O; pxlapylax%ay% = a(S)7 y% = BZL’%, iy = _ZE% Y11 = [L’% dla

pewnego B € 7 takiego, ze <_T =—1.

Dowdd. Zatozmy, ze S jest pierScieniem nieprzemiennym. Wtedy F; £ Fy (mod p).

Istnieja zatem «, 5 € Z takie, ze a(F) — Fy) = Fy + Fy (mod p) i B(Fy — Fy) = 2
(mod p). Wowczas pt 3, bop > 2oraz a+ F; = —1 (mod p), a+ SF, =1 (mod p).

Niech x; = z, y1 = ax + fy. Wtedy S = (x1,11) + a(S), gdyz ' Cly g ‘ =03£0
(mod p). Na mocy Uwagi 2.18 punkt (ii), istnieje B € Z takie, ze y? = Bx?. Policzmy:

1y = x(ax + By) = ax® + By = (a + BF))2* = —2* = a3,

iy = (ax + By)r = oz’ + fyz = (a + FR)r” = ° = 2]

Zatem na mocy Uwagi 2.18 punkt (ii), kongruencja X2 + B = 0 (mod p) nie ma
rozwiazania, skad, wobec p > 2 otrzymujemy —B jest niereszta kwadratowa modulo p.
Poniewaz p > 2, wiec implikacja odwrotna jest oczywista. [

Uwaga 2.24. Okazuje sie, ze w odrdéznieniu od Stwierdzenia 2.22, w przypadku
nieprzemiennym, dla réznych niereszt kwadratowych modulo p otrzymujemy nieizo-
morficzne pierécienie. Niech S; bedzie pierscieniem, w ktorym istnieja elementy
z1,y1 takie, ze Sy = (r1,y1) + a(Sh), #§ # 0, yi # 0, pri,pyi, 21,97 € a(Sh),
yi = Az}, vyy = —F2?, y1xy = Fa? dla pewnych A, F € Z takich, ze <‘7> = -1
ipt F. Niech Sy bedzie pier§cieniem, w ktorym istnieja elementy X;,Y; takie, ze
S = (X1,Y1) + a(S5), X2 £ 0, Y2 # 0, pXy,p¥1, X2, Y2 € a(Sy), Y2 = BX?,
X\Yi = —FX?, YiX, = FX? dla pewnego B € Z takiego, 7e (%) — 1.

Pokazemy, ze jesli S; = Sy, to A = B (mod p). Zalozmy, ze f: S; — Sy jest
izomorfizmem pierscieni. Wowezas f(z1) = aX; + bY1 + nq, f(y1) = ¢Xq + dY1 + no,

dla pewnych ny, ny € a(S;) oraz a, b, ¢, d € Z takich, ze b ' =ad—bc# 0 (mod p).

d
Woéwczas
—F(aX1+b§/i+n1)2 = (aXl—l—bYl—l—nl)(ch—i—le—i—ng)
F(CLXl—i-b}/l—l-TLl)Q = (CX1+dY1+n2)(aX1+bY1+n1)
A(aX; +bY) +n1)? = (X +dY; +ny)?
Stad
—F(a®>+ BV?) = ac— Fad+ Fbc+ bdB (mod p)
F(a*+ BV?) = ac— Fbc+ Fad+bdB  (mod p) (2.3)
A(a®*+ BV?) = *+ Bd? (mod p)

Dodajac do siebie dwie pierwsze kongruencje i dzielgc przez 2 otrzymujemy ac+bdB = 0
(mod p). Poniewaz jednoczesnie p 1 F', wiec z pierwszej kongruencji ostatniego ukltadu:

a®+b*B =ad—bc (mod p). (2.4)
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Z powyzszych rozwazan i tozsamosci:
(a®> + v*B)(c®* + d*B) = (ac + bdB)* + B(ad — bc)?

wynika, ze

(ad — be)(c* + d*B) = B(ad — bc)*>  (mod p).
Ale p 1 ad — be, wiec ¢® + d?*B = B(ad — be) (mod p). Ponadto, z ostatniej kongruencji
uktadu (2.3), A(a® + Bb?) = B(ad — bc) (mod p) . Z kongruencji (2.4), A(ad — bc) =
B(ad — bc) (mod p) i poniewaz p t ad — be, wiec ostatecznie A = B (mod p).

Z Twierdzenia 2.19 i jego dowodu oraz ze Stwierdzenia 2.15 uzyskujemy nastepujace

Stwierdzenie 2.25. Wszystkimi, z doktadnoscig do izomorfizmu, niezerowymi p-
plerscieniams z prawie zerowym mmnozeniem generowanymi przez jeden element sq:

(1) p"Lymin, m,n €N, gdzien =m lubn=m+1,

(it) xZp[x]/(z?),

(iii) xZpym|[x]/(p2? 2*), m € N, m > 2.

2.3 Pierscienie z prawie zerowym mnozeniem o grupie
addytywnej ograniczonego wyktadnika

2.3.1 Przypadek dimy R/a(R) =1

Przyklad 2.26. Niech s bedzie dowolna bezkwadratowsa liczba naturalna i niech M
bedzie dowolna grupa abelowa posiadajaca element a rzedu s. Niech (x) bedzie grupa
cykliczna nieskoriczong lub rzedu n € N, gdzie s | n. W grupie abelowej Rt = () x M
wprowadzamy mnozenie przyjmujac, ze dla dowolnych ki, ky € Z, my, my € M mamy

(/{le, m1> . (/{321’, m2> - (0, (kll{?g)Oé). (25)

Poniewaz s | n, wiec mnozenie zadane w ten sposob jest dobrze okreslone i rozdzielne
wzgledem dodawania. Ponadto jest ono przemienne oraz (ab)c = a(bc) = 0 dla dowol-
nych a,b,c € R. Wobec tego otrzymujemy przemienny pierscien R taki, ze R® = 0.

Wezmy dowolne a = (kyz,m;) € R. Wowcezas a? = (0, kia). Poniewaz o(a) = s
jest liczba bezkwadratowa, wiec na mocy Lematu 1.1, (a?) = {(0, k;«r)). Ponadto, dla
dowolnego b = (koz,m3) € R, ab = (0, k1ks) = ko(0, k1) € {(a?). To pokazuje, ze
otrzymany pierscien jest z prawie zerowym mnozeniem. Bedziemy go oznaczali przez
(x) Xo M. Odnotujmy tez, ze a((z) xo M) = (sx) x M.

Lemat 2.27. Niech s bedzie dowolng bezkwadratowq liczbg naturalng 1 niech My, M,
bedq izomorficznymi grupami abelowymi. Niech (x1), (x2) bedq izomorficznymi grupami
cyklicznymi nieskoriczonymi lub rzedu n, gdzie s | n. Jezeli a € My, B € My sq
elementami rzedu s dla ktorych istnieje izomorfizm f: My — My taki, ze f(a) = (3, to
pierscienie (x1) X, My oraz (xe) X5 My sq izomorficzne.
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Dowdd. Niech odwzorowanie F': (x1) X, My — (x2) X M, bedzie dane wzorem
F((kx1,m)) = (kxg, f(m)) dla dowolnych k € Z, m € M.

Latwo sprawdzié¢, ze F' jest izomorfizmem grup addytywnych. Ponadto dla dowolnych
kl,kg S Z, mi, Mo € M1> F((k1$1,m1)(k2m1,m2)) = F((O,kleOé)) = (0,]€1]€2f(m)) =
(0, k1k23) oraz F((kiz1,ma)) F((kaz1, ma)) = (kiwz, f(m))(kawa, f(m2)) = (0, kikaf3),

co pokazuje, ze F' jest izomorfizmem pierscieni. O

Poniewaz kazda nietrywialna podgrupa grupy quasicyklicznej posiada doktadnie
jedna podgrupe rzedu p, wiec z poprzedniego lematu otrzymujemy nastepujacy wnio-
sek.

Wnhniosek 2.28. Jezeli (x) jest grupq cykliczng nieskoriczong lub rzedu n, gdzie p | n
1 M jest podgrupq quasicyklicznej p-grupy, to dla dowolnych elementow o, 3 € M rzedu
p, pierscienie (x) X, M oraz (x) xz M sq izomorficzne.

Stwierdzenie 2.29. Jezeli R jest p-pierScieniem z prawie zerowym mnozeniem ograni-
czonego wyktadnika takim, ze R2#0, to R =S ® I, gdzie I* =0 i S jest skoriczonym
pierScieniem z prawie zerowym mnozeniem, nierozktadalnym na sume prostq dwoch
swoich niezerowych ideatow. Ponadto pierscien S spetnia te same warunki Twierdze-
nia 2.16, ktore spetnia pierscien R.

Dowdd. Na podstawie Twierdzenia 2.16, R = (x) + a(R) gdzie = spelnia warunek (2)
Twierdzenia 2.16 lub R = (z,y) + a(R) gdzie z,y speliaja warunek (3) Twierdzenia
2.16. Oba przypadki bedziemy rozwazali rownoczesnie. Oznaczmy przez C' podgrupe
(x) (odpowiednio (z,y)). Na mocy Twierdzenia 1.5, istnieje skonczona podgrupa A <
a(R) taka, ze pr,z* € A (odpowiednio pz, py, 2> € A) oraz a(R)™ = A® B dla pewnej
podgrupy B < a(R). Wtedy R = (C'+ A) + B. Poniewaz R* C (2?) C A, wiec C + A
jest podpierscieniem R. Pokazemy, ze (C'+ A) N B = 0. Jezeli ¢ + a = b dla pewnych
a€ A, beBiceC,toce€a(R). Ponadto ¢ = kx dla pewnego k € Z (odpowiednio
¢ = kx + ly dla pewnych k,l € Z), wiec z Uwagi 2.18 wynika, ze p | £ (odpowiednio
plkip|l),skadce Aic+a=be ANB=0. Zatem R=(C+ A) ® B.

Dalej, pierscien C' + A jest skonczony. Stad C + A = S;1 ® Sy @ --- @ S dla
pewnych skonczonych podpierscieni Sp, .5, ..., .S, pierscienia C' + A, z ktorych kazdy
jest nierozkladalny na sume prosta swoich niezerowych ideatow. Ale, |(C' + A)?| = p,
wiec bez tracenia ogdlnosci mozemy zatozy¢, ze |S?| =pi S?=0dlat e {2,3,...,k}.
Przyjmujac S = S111 = S, @ - @ Sy ® B mamy, ze R =S @ I, gdzie I C a(R).
Ponadto, poniewaz x? # 0, (odpowiednio x? # 01 y* # 0), wiec x = x; +1 dla pewnych
0#x €8,i €I (odpowiednio x = z1 +i iy = y; + j dla pewnych niezerowych
x1,51 € Sorazi,j € [). Wowczas S = (x1) + a(S) (odpowiednio S = (z1,y1) + a(5))
oraz x; spelnia ten sam warunek (2) Twierdzenia 2.16 co x (x7 i y; spelniaja ten sam
warunek (8) Twierdzenia 2.16 co = 1 y). O

Lemat 2.30. Niech dla i = 1,2, T; bedzie jednym z pierscieni:

(i) p"ZLym+r, p € P, m € N,
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(ZZ) Zp'm Xpn—l an7 p (- ]P); m,n € N,

natomiast C; bedzie dowolnym pierscieniem z zerowym mmnozeniem. Wowczas Ty®C =2
Ty ® Coy wtedy i tylko wtedy, gdy Ty = T 1 Cy = Cs.

Dowadd. Niech dla i = 1,2, R; = T; & C; oraz Ry = Ry. Zauwazmy, ze jesli T jest
p-pierscieniem, a Tj jest g-pierscieniem, to p = ¢, gdyz |R?| = p i |R3| = q.

Zalozmy najpierw, ze T1 = p"™ Zypemi+1 1 Ty = p"™?Zy2my+1 dla pewnych p € P,
my,my € N. Poniewaz |Ri| = |R3| = p oraz R} C p"™ Zypm+1, RS C p"™Z2my+1,
wiec ze Stwierdzenia 1.2 wynika, ze p™ ™' = max{o(v) : v € (Ry),, R} C (v)},

p™2tt = max{o(v) : v € (Ra2),, R3 C (v)}. Zatem m; = mao, skad T} = Ty i na
podstawie Twierdzenia 1.6, C = Cs.

Teraz zatézmy, ze Ty = Zymi Xyt Ly, Ty = Zyms Xyno—1 Lyno dla pewnych
n1,n2,my, me € N. Poniewaz |RZ| = |R3| = p oraz R? C Zyni, R3 C Zyna, wiec ze
Stwierdzenia 1.2 wynika, ze p™ = max{o(v) : v € Ry, R} C (v)}, p"* = max{o(v) :
v € Ry, R: C (v)}. Zatem n; = ny. Dalej, bez tracenia ogdlnosci zaldzmy, ze

my < my. Wowcezas (R1(p™))? # 0, ale (Ro(p™))? = 0, sprzecznos¢. Zatem m; = ma.
Stad Ty = 15 i na mocy Twierdzenia 1.6, C = Cj.

W koncu zalézmy, ze Ty = p™Zypmit1, Ty = (Zymz Xyno—1 Zypna) dla pewnych
my,ny,my € N. Poniewaz |RY| = |R3| = p oraz R} C p™Zypm+1, Ry C Zyno,
wiec ze Stwierdzenia 1.2 wynika, ze p™ ™ = max{o(v) : v € (R1),, R} C (v)},
p" = max{o(v) : v € (Ra),, R3 C (v)}. Zatem my + 1 = ny. Jezeli mg < my + 1,
to (Ri(p™))* = 0, ale (Ry(p™2))* # 0, sprzecznosé. Jezeli zas my > my + 1, to
(Ry(p™T1))% £ 0, ale (Ro(p™*1))? = 0, sprzecznosé. Stad my = my + 1. Zauwazmy,
ze w pierscieniu R; istnieje element y = p™ taki, ze y? = p™y # 0. Zatem istnicje
z € Ry = (Lymi+r Xpmi Lymi1) & Cs takie, ze 22 = p™z # 0. Wowcezas z = (U, V) +a
dla pewnych U,V € Zym+1, a € Cy i 2% = (0,U*p™), p™z = (p™U,p™V) + p™a.
Stad p™U = 0 i w konsekwencji p | U, ale wowczas 22 = (0, U*p™) = 0, sprzecznosé.

Implikacja przeciwna jest oczywista. O]

Twierdzenie 2.31. Wszystkimi, z doktadnosciq do izomorfizmu, p-pierscieniami R
z prawie zerowym mnozeniem o ograniczonym wyktadniku grupy R i takimi, Zze
dimz, R/a(R) = 1 sq pierscienie postaci R =T ® C, gdzie T' jest jednym z pierscieni

(Z) mep2m+1; m 6 N,
(ii) Zym Xpn—1 Lpn, m,n € N,

natomiast C' jest p-pierscieniem z zerowym mnozeniem ograniczoneqgo wyktadnika grupy
addytywne.

Ponadto pierscienie wymienione w punktach (i) , (i) sq nierozktadalne na sume
prostqg swoich dwoch niezerowych ideatow.

Dowaod. Na mocy Przyktadu 2.26, Stwierdzenia 2.25 oraz Lematu 2.11, kazdy pierscien
R =T ®C, gdzie T oraz C sa takie jak w sformulowaniu twierdzenia, jest pierscieniem
z prawie zerowym mnozeniem dla ktérego dimz, R/a(R) = 1.
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Na odwrot, Stwierdzenie 2.29 pozwala ograniczy¢ sie do przypadku, w ktéorym R
jest nierozkladalny na sume prosta swoich niezerowych ideatéw. 7Z Uwagi 2.18 wynika,
ze R = (r) + a(R) dla kazdego r € R takiego, ze 1 # 0.

Jesli grupa R* jest cykliczna, to na podstawie Stwierdzenia 2.25, R =2 p™"Z,2m+1 dla
pewnej liczby naturalnej m.

Zalozmy dalej, ze grupa RT nie jest cykliczna. Poniewaz |R?| = p, wigc na mocy
Lematu 1.3, istnieja b € R oraz C' < R takie, ze R* C (b) i RT = (b) & C, przy czym
C # 0. Na podstawie Twierdzenia 1.5, C' = @,, (¢;) dla pewnych ¢; € C. Wezmy
dowolne j € 1. Jesli ¢; = 0, tq A= ()< R‘oraz J =) + Bicr (s (ci>‘<l R, przy
czym R = A @& J, co przeczy nierozktadalnosci R na sume prosta dwodch niezerowych
ideatow. Zatem c? # 0 dla wszystkich j € I. Zalozmy, ze |I| > 1. Niech ¢ = ¢;, bedzie
elementem maksymalnego rzedu sposrod elementow {c; | i € I}. Istnieje i € I\ {ip},
przy czym ¢ # 0. Ale dimy, R/a(R) = 1, wiec istnieje k € Z takie, ze ¢ — k¢; € a(R),
czyli (¢ — ke¢;)? = 0. Ponadto z Lematu 1.4, otrzymujemy (c) & (¢;) = (¢ — k¢;) @ (c;),
wige C' = (¢ — ki) @ (i) © Djep iy (¢)- Stad, podobnie jak wezesniej, uzyskujemy
sprzecznos¢ z nierozktadalnoscia R na sume prosta dwodch niezerowych ideatow. Wobec
tego |[I| =11 RT = (b) & {(c). Jedli b* = 0, to na mocy Przykladu 2.26 i Wniosku 2.28
uzyskujemy, ze R = Zym Xn-1 Zyn dla pewnych m,n € N.

Niech dalej b* # 0. Poniewaz dimg, R/a(R) = 1, wigc istnieja I,t € Z takie, ze
b—lc,c—tb € a(R). Jesli o(b) < o(c), to z Lematu 1.4 wynika, ze Rt = (bY@ (c—tb), przy
czym (b) i (c—tb) sa podpierscieniami (a wiec tez idealami) pierscienia R, otrzymujemy
sprzecznos¢ z nierozktadalnos$cig R na sume prosta dwoch niezerowych ideatow. Wobec
tego o(b) > o(c) i Lematu 1.4, R™ = (b —lc) ® (c). Ale o(b) = p™ i o(c) = p™ dla
pewnych m,n € N, n > m i R? C (b) oraz |R?*| = p, wiec R? = p"~1(b) = p" (b — lc).
Stad na mocy Przyktadu 2.26 i Wniosku 2.28 mamy, R = Zpm Xyn-1 Zpn.

Problem izomorfizmu dla pierscieni opisanych w twierdzeniu rozstrzyga Lemat 2.30.

Pozostalo do wykazania, ze zaden z pierScieni opisanych w punktach (i), (é¢) nie
rozktada sie na sume prosta swoich dwoch niezerowych idealow. Zatézmy, ze R jest
pierscieniem z jednej z klas (i), (ii) oraz R = A @ B dla pewnych swoich niezerowych
idealéow A i B. Poniewaz |R?| = p oraz R*> = A? & B2 wiec bez tracenia ogélnosci
mozemy przyjaé, ze A2 # 0 oraz B? = 0. Ale A, jako podpierécienn pierécienia R,
jest pierScieniem z prawie zerowym mnozeniem o ograniczonym wyktadniku grupy A"
takim, ze dimg, A/a(A) = 1, wigc z udowodnionej juz czesci twierdzenia, A =T @ C,
gdzie T oraz C sa takie jak w sformutowaniu twierdzenia. Stad R = T'@® (C'@® B), co na
mocy jednoznaczno$ci przedstawienia pierécienia R w postaci podanej w twierdzeniu
daje R =T oraz 0 = C' & B. Sprzeczno$¢ z tym, ze B # 0. O

2.3.2 Przypadek dimy R/a(R) = 2

Przyktad 2.32. Niech p bedzie dowolng liczba pierwsza i niech Fi, [y, A € Z beda
takie, ze kongruencja

X2+ (R +FR)X+A=0 (mod p) (2.6)

nie nie ma rozwiazania. Niech U € Z, \ {0}. Niech m,n € N, przy czym n > 1. Niech
ponadto R = Zjn X Zt. lub Rt = Z* x Z.. W grupie Rt okreslamy mnozenie przy
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pPomocy wzoru:
(kl, ll) . (kz, lg) = (O, U - (kllQFQ + l1k2F1 + A/{?ll{ig + lllg) . p”_l). (27)

Latwo sprawdzié¢, ze tak zdefiniowane mnozenie jest dobrze okreslone i rozdzielne wzgle-
dem dodawania oraz (ab)c = a(bc) = 0 dla dowolnych a,b,c € R. Otrzymujemy w ten
sposob pierécien R, ktory bedziemy oznaczali odpowiednio symbolami:

(me XUpn—l an>F1,F27A lub (Z XUpn—l an>F1,F27A.

Ponadto, poniewaz kongruencja (2.6) nie ma rozwiazania, wiec {(k,1)%) = ((0,p"!)) o
ile ptk lub ptloraz (k,1)>=(0,0) jeslip|kip]|l.

Niech y = (1,0), x = (0,1). Wtedy Rt = (y) & (x), 2* = U - p" 'z, y* =
Ax? ry = Fi2?, yr = Fya?, o(2?) = p oraz 2%, pr,py € a(R). Zatem na podstawie
Twierdzenia 2.16 punkt (), R jest pierscieniem z prawie zerowym mnozeniem. Ponadto
a(R) = (py) & (px), (R/a(R))" = Z; x L.

Zauwazmy, ze istnieje V € Z takie, ze UV = 1 (mod p). Niech F| = UFy, Fj =
UF,, A’ = U?A. Latwo zauwazy¢, ze kongruencja

X2+ (F+F)X+A =0 (mod p),

nie ma rozwigzania. Ponadto, przeksztatcenie f: (Zym Xpn—1 Zpn ) pr gy ar — (Zgm X gpn—1
Zpn )y 1y,4 dane wzorem f((k,1)) = (k, V1) jest izomorfizmem pierscieni. Podobnie
przeksztalcenie g: (Z X pn-1 Zpn ) pr gy a0 — (L Xypn-1 Lpn ) 1y 1, 4 dane wzorem g((k, 1)) =
(k, V1) jest izomorfizmem pierscieni. Widzimy zatem, ze bez zmniejszania ogoélnosci
mozemy dalej przyja¢ U = 1.

Zauwazmy jeszcze, ze jesli liczba catkowita W nie jest podzielna przez p, to istnieje
V € 7Z takie, ze WV = 1 (mod p) i kongruencja X? + (WEF, + WE)X + W24 =0
(mod p) nie ma rozwiazania oraz przeksztatcenie f: (Zpm X yn-1Zyn ) py py.a — (Lim X pn—1
L )w iy wiw2a dane wzorem f((k,1)) = (Vk,[) jest izomorfizmem pierscieni.

Twierdzenie 2.33. Niech p € P i niech R = (Zyn Xpn-1 Zypn)p, g4, gdzie
m,n, F1, Fy, A sq takie jok w Przyktadzie 2.32. Wowczas:

(i) jezeli p > 2 i pierscien R jest przemienny, to Fy = Fy (mod p) oraz
R = (Zym Xpn=s Lipn )o,0,4-F2»
(i1) jezeli p =2, to pierscieni R jest nieprzemienny oraz
R = (Zogm Xon—1 Lon)o1,1 = (Zom Xagn-1 Lon)1,01,
(111) jezeli p > 2 i pierscieni R jest nieprzemienny, to Fy # Fy (mod p) oraz
R = (Zym Xpn- Zp")—1,17[4A—(F1+F2)2]V2’

gdzie V € Z jest takie, ze V(F) — Fy) =1 (mod p).
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Dowdd. W punkcie (i) skonstruujemy izomorfizm pierscieni

f: (me Xpnfl an)0,0,A—Ff — (me Xpnfl an)Flle’A.

Jesli m > n, to wystarczy f okresli¢ wzorem f((k,l)) = (k, (I — F1k) - 1). Natomiast
w przypadku, gdy m < n wystarczy f zada¢ wzorem f(k,l) = ((k — F1Ul) - 1, AUI),
gdzie U jest taka liczba calkowita, ze (A — F2)U =1 (mod p).

W punkcie (i7) skonstruujemy izomorfizm pierscieni:

fZ (ZQm Xon—1 Z2n)170,1 — (ng Xon—1 ZQ")O,I,I'

Jesli m > n, to wystarczy f zada¢ wzorem f((k,l)) = (k,(k+1)-1), a jesli m < n, to
wystarczy f okresli¢ wzorem f((k,l)) = ((k+1)-1,1).

Rozwazmy teraz punkt (iii). Z zalozeri wynika, ze kongruencja Y? + 4A — (Fy +
F5)? = 0 (mod p) nie ma rozwigzania. Ponadto, poniewaz p { F| — F,, wiec istnieja
a, 0 € Z takie, ze a(F) — Fy) = F1 + F, (mod p) oraz f(F; — F,) = —2 (mod p). Stad

a+ fF; =—-1 (mod p)oraz o+ fF, =1 (mod p). (2.8)
Niech
B=a*+af(F + F)+ 3A. (2.9)
Woéwczas
B(Fl —F2)2 =4A — <F1+F2>2 (mod p), (210)
skad

B =[4A— (F, + F)’]V? (mod p).

Zatem kongruencja X2 + B = 0 (mod p) nie posiada rozwigzania. W szczegolnosci
p1 B iistnieje D € Z takie, ze BD =1 (mod p). Ponadto p1 3, bo p > 2.

Jezeli m > n, to wykorzystujac kongruencje (2.8), (2.10) i rownos¢ (2.9) oraz natu-
ralne uproszczenia uzyskamy, ze przeksztalcenie f: (Zym Xpn—1Zpn)_11,8 — (Lym X pn—1
Ly ) Py 1,4 dane wzorem f((k,1)) = (Bk, (ak +1) - 1) jest izomorfizmem pierscieni.

Jezeli zag m < n, to wykorzystujac kongruencje (2.8), (2.10) i réwnosé (2.9) uzy-
skujemy po uproszczeniach, ze przeksztatcenie f: (Zym Xpn-1 Zyn) 11, — (Lym Xpn—1
Zyn )y 5y.a dane wzorem f((k,1)) = ((laBD + k@) - 1,3*AD - 1) jest izomorfizmem
pierscieni. O
Przyklad 2.34. Niech p,U, Fi, F5, A beda takie jak w Przykladzie 2.32. Niech

m,n,s € N. Niech ponadto R = Zym X Zyn X Zp lub RT = Z X Zyn X Zps lub
Rt =7 X Z x Zys. W grupie R" wprowadzamy mnozenie za pomoca wzoru

(ki b ) - (Ko, oy ta) = (0,0, U(kyloFy + Lika Fy + Akiks + Lils) - p*Y) (2.11)

Latwo sprawdzi¢, ze tak zdefiniowane mnozenie jest dobrze okreslone i rozdzielne wzgle-
dem dodawania oraz (ab)c = a(bc) = 0 dla dowolnych a,b,¢c € R. Otrzymujemy
w ten sposob pierscien R. Ponadto, poniewaz kongruencja (2.6) nie ma rozwiaza-
nia, wiec (k,[,1)?> = (0,0,0) wtedy i tylko wtedy gdy p | ki p | I. Dodatkowo,
(k,1,t)> = {(0,0,p> ) oile pt k lub pt1.
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Niech y = (1,0,0), z = (0,1,0), z = (0,0,1). Wowczas 2* = Up*~ 'z, y* = Az?,
vy = Fia?, yr = Foa?, a(R) = (py) © (pr) @ (2), R = (z,y) + a(R), (R/a(R))* =

Z;; X Z;, wiec na podstawie Twierdzenia 2.16, pierscien R jest z prawie zerowym

mnozeniem, ktory dalej bedziemy oznaczaé¢ odpowiednio przez
(Zym X L)y 13,4 X1 Lo,

(Z X Zp")Fl,Fg,A Xyps—1 Zps,
(Z X Z)F17F27A XUpsfl Zps.

Ponadto, przeksztatcenie
fI (me X an>F17F27A Xps—1 Zps — (me X Zp")Fl,Fg,A Xyps—1 Zps

dane wzorem f((k,l,t)) = (k,[,Ut) jest izomorfizmem pierscieni. Podobnie mozna
skonstruowaé izomorfizm dla pierscieni w pozostalych dwoch przypadkach. Widzimy
zatem, ze bez zmniejszania og6lnosci mozemy dalej przyja¢ U = 1.

Zauwazmy jeszcze, ze jesli liczba catkowita W nie jest podzielna przez p, to kongru-
encja X2+(WF+WF,)X+W?A =0 (mod p) nie ma rozwiazania oraz przeksztalcenia

f: (me X Zp")Fl,FQ,A Xps—1 Zps — (me X Zp")WFl,WFQ,WQA Xps—1 Zps’

qg: (Z X an)FhFQ’A Xpsfl Zps — (Z X an)WF17WF27W2A Xpsfl Zps

dane wzorami f((k,1,t)) = (k, WI,W?t), g((k,1,t)) = (k, WI,W?t), sg izomorfizmami

pierscieni.

Twierdzenie 2.35. Niech p € P i niech R = (Zym X Zpn)py 14 Xps—1 Lys, gdzie
m,n,s, F1, Fy, A sq takie jok w Przyktadzie 2.34. Wowczas:

(i) jezeli p > 2 i pierscien R jest przemienny, to Fy = Fy (mod p) oraz

R = (Zym X Ly )o0,4-p2 Xps—1 Lys,
(i1) jezeli p =2, to pierscien R jest nieprzemienny oraz
R =2 (Zgm X Zgn)o1 Xos—1 Ligs = (Lgm X Lgn)1,01 Xas—1 Los,
(111) jezeli p > 2 i pierscieni R jest nieprzemienny, to Fy # Fy (mod p) oraz
R (Zpm X Lpn) 11,44~ (Fy+F)2)v2 Xps—1 Lyps,
gdzie V € 7 jest takie, ze V(Fy — F3) = 1 (mod p).
Dowdd. W punkcie (i) konstruujemy izomorfizm pierscieni

F: (me X Zp")O,O,AfFf Xpsfl Zps — (me X an)Fl,FlyA Xpsfl Zps.
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Jezeli m > n, to wystarczy F' okresli¢ wzorem F'((k,[,t)) = (k, (I — Fik) - 1,t), a
jezeli m < n, to wystarczy przyja¢ F((k,l,t)) = ((k — F\Ul) -1, AU - I, AUt), gdzie U
jest taka liczba calkowita, ze (A — FZ)U =1 (mod p).

W punkcie (i7) skonstruujemy izomorfizm pierscieni

F: (ZQm X ZQ")I,O,I Xos—1 ng — (ng X Zgn)071’1 Xos—1 ng.

Jesli m > n, to wystarczy F zadac¢ wzorem F'((k,l1,t)) = (k, (k+1)-1,t), a jesli m < n,
to wystarczy F' okresli¢ wzorem F'((k,l,t)) = ((k+1)-1,1,t).
W punkcie (i2i) skonstruujemy izomorfizm pierscieni

F: (me X Zp")71,1,[4A7(F1+F2)2]V2 X ps—1 Zps — (me X Zp")Fl,FQ,A X ps—1 Zps.

Jesli m > n, to wystarczy F' zada¢ wzorem F((k,l,t)) = (Bk, (ak +1) - 1,t), a jezeli
m < n, to wystarczy F zada¢ wzorem F((k,l,t)) = ((lafD+kpB)-1,8*AD-1, 3?AD-t),
gdzie «, 3, D sa takie jak w dowodzie Stwierdzenia 2.33 punkt (ii7). ]

Lemat 2.36. Dla kazdej nieparzystej liczby p € P niech i, bedzie ustalong nieresztq
kwadratowqg modulo p. Niech dla i = 1,2, T; bedzie jednym z pierScieni:

(i) (Zim Xpn-1 Lign)0,0,—py> 9dziep €P, p>2, m,n €N, n > 1,

(i) (Zpm Xpn—1 L) —171,—v2p,, gdziep €P, p>2 mneN,n>1, V=12 .. (p—

1)/2,
(111) (Zom Xgn-1 Zon)101, gdziep € P, myn € N, n > 1,
(i)

(Zym
(V) (Zym X Liyn) 171, —v2p, Xps—t Lys, gdziep € P, p > 2, mn,s € N,m <n, V=
1,2, ... (p—1)/2,

(Vi) (Zgm X Zon)101 Xos-1 Las, gdziep € P, m,n,s € N, m <n,

X Lan )0,0,—pp Xps—1 Lps, gdziep € P, p>2, m,n,s € N, m <n,

natomiast C; bedzie dowolnym pierscieniem z zerowym mmnozeniem. Wowczas Ty ®Cy =
Ty & Cy wtedy i tylko wtedy, gdy Ty = Ty 1 Cy = Cs.

Dowdd. Niech dla i = 1,2, R; = T; ® C; oraz Ry = Ry. Zauwazmy, ze jesli T jest
p-pierscieniem, a Ty jest g-pierscieniem, to p = ¢, gdyz |R?| = pi |R3| = q.

Zalozmy najpierw, ze 11, Ty sa z pierScieniami z tej samej klasy (i), (i7) lub (zi1)
i T = Zjw X Ly, Ty = Lty X Lf,. Bez tracenia ogélnosci przyjmijmy, ze
R} C Z}. i Ry C Z.,. Wtedy ze Stwierdzenia 1.2 wynika, ze p™ = max{o(v)
v € (Ry),, R? C (v)}, p™ = max{o(v) : v € (Ry),, R3 C (v)}, skad n; = no.
Jezeli za§ my # ma, to bez tracenia ogdlnosci mozemy zalozy¢, ze my < msy. Wow-
czas dimg, (R (p™)/a(Ri(p™)) > 1 +dimg, (Ra(p™)/a(R2(p™)), sprzecznosé. Zatem
my; = mg i od razu Ty = Ty jesli T; jest z klasy (i) lub (#i7). Jezeli natomiast T;
jest z klasy (i7), to T1 = (Zym Xpn-1 Zyn) 11, vy, To = (Lyn Xpn-1 Ln) 11 vz, dla
pewnych Vi, V5 € {1,2,...,(p — 1)/2} i wowczas na mocy Uwagi 2.24, V; = V5, skad
Ty = Ty. Z Twierdzenia 1.6 otrzymujemy, ze C; =2 Cy. Jezeli zas T1, T, sg pierécieniami
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z roznych klas sposrod (i), (i) lub (ii7), to oczywiscie Ry 2 Ry, gdyz w klasie (i) sa
tylko przemienne pierscienie R takie, ze |R%| = p przy p > 2, w klasie (ii) sa tylko
nieprzemienne pierscienie R takie, ze |R?| = p przy p > 2, za$§ w klasie (4i7) znajduja
sie tylko pierScienie R takie, ze |R?| = 2.

Zatozmy teraz, ze T} jest pierScieniem z klasy (¢), (ii) lub (ii7), za$ Ty jest pierscie-
niem z klasy (iv), (v) lub (vi). Wowczas T} = Zowy X Lfuy, Ty" = Lifiny X Ly X L.
Ponadto istnieja © € Z,s, x* = 0, o(x) = p°, C' < Ry takie, ze R} C (x) oraz
Ry = (x) ® C'. Zatem istnieja b € Ry i C < R takie, ze Rt = (b) & C,
R? C (b), o(b) = p* i b* = 0. Na podstawie Stwierdzenia 1.2, o(b) = p™. Ponadto
b= (pK-1,pL-1)+a dla pewnych K, L € Z oraz a € C. Ale ((0,p™~1-1)) = R?, wigc
istnieje U € Z takie, ze (0,p™~1-1) = Upm~1b. Woéwezas Up™ b = (0,0) + Up™ a,
skad p"™~! -1 =0 w pierscieniu Zyn, sprzecznosc.

W konicu, niech Ty, Ty beda pierscieniami z tej samej klasy (iv), (v) lub (vi) i T} =
Lgmi X Lny X Loy, Tob = Lgmz X Lignz X Lypsz. Bez tracenia ogolnosci mozemy zalozy¢,
ze R% C Zps1 i R% C Zyps2, my < ny 1 mg < ng. Wtedy na mocy Stwierdzenia 1.2, p*t =
max{o(v) : v € (Ry),, R% C (v)}, p*> = max{o(v) : v € (Ra),, R3 C (v)}, skad
s1 = So. Jezeli ny # ng, to bez tracenia ogdlnosci mozemy przyjacé, ze ny < ns. Wtedy
dimgz, (Ry(p™)/a(Ry(p™)) = 2, natomiast dimgz, (Ry(p™)/a(Re(p™)) < 1, sprzecznosc.
Stad ny = no.

Jezeli my # mgy, to bez tracenia ogélnosci mozemy zalozyé, ze m; < mo. Wow-
czas dimg, (R (p™)/a(Ry(p™)) > 1 +dimg, (R2(p™)/a(Rz(p™)), sprzecznosé. Zatem
my = mg. Jesli T; jest z klasy (iv) lub (vi) to natychmiast 7} = T,. Natomiast jesli
T; jest z klasy (v), to 77 = T3 na mocy Uwagi 2.24. Na podstawie Twierdzenia 1.6,
Cy = Cs.

Jezeli zas T, Ty sa pierScieniami z roznych klas sposrod (iv), (v) lub (vi), to po-
nownie Ry 2 Ry, gdyz w klasie (iv) sa tylko przemienne pierécienie R takie, ze |R*| = p
dla p > 2, w klasie (v) sa tylko nieprzemienne pierscienie R takie, ze |R?| = p przy
p > 2, za$ w klasie (vi) znajduja si¢ tylko pierscienie R takie, ze |R?| = 2.

O

Twierdzenie 2.37. Niech p € P 4 jesli p > 2 niech p, bedzie ustalong nieresztq
kwadratowqg modulo p. Wszystkimi z doktadnosciq do izomorfizmu p-pierscieniamsi
R z prawie zerowym mnozeniem o ograniczonym wyktadniku grupy RT i takimi, ze
dimz, R/a(R) = 2 sq pierscienie postaci R =T @© C, gdzie T jest jednym z pierscieni:

(i)
(it)

(Ziym X o1 Lign )0,0,—p» Alap>2, m,neN, n>1,
(Zy
(111) (Zigm Xon-1 Zgn)1 01, dla m,n € N, n > 1,
(Zy
(Zy

Z
Lgm Xpn—t Lign ) _11,~v2p,, dlap>2, mneN,n>1,V =12 ., (p-1)/2
(iv)
(v)

Ly X Liggn )0,0,—puy X ps—1 Lips, dlap > 2, m,n,s € N, m <n,
Lym X Lagn ) —1,1,~v2py Xps—t Lips, dlap>2, m,n,s €N, m<n, V=12 (p—

1)/27

(’UZ) (ng X Z2")1,0,1 Xos—1 ng; dla m,n,s N, m < n.
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natomiast C' jest p-pierScieniem z zerowym mmnozeniem ograniczoneqgo wyktadnika grupy
addytyuwnej.

Ponadto, pierscienie z punktow (i) — (vi) sq nierozktadalne na sume prostq swoich
dwoch niezerowych ideatow.

Dowdd. Na mocy Przyktadow 2.32 1 2.34 oraz Lematu 2.11, kazdy pierscien R =T & C),
gdzie T oraz C' sa takie jak w sformulowaniu twierdzenia, jest pierScieniem z prawie
zerowym mnozeniem dla ktérego dimz, R/a(R) = 2.

Stwierdzenie 2.29 pozwala ograniczy¢ sie do przypadku, w ktérym R jest nierozkta-
dalny na sume prosta dwoch swoich niezerowych ideatow.

Poniewaz |R?| = p, wiec na podstawie Lematu 1.3, istnieja b € R oraz C' < RT
takie, ze R* C (b) i Rt = (b) ® C, przy czym C # 0, gdyz dimz, R/a(R) = 2. Na
mocy Twierdzenia 1.5, C' = @, (¢;) dla pewnych ¢; € C. Wezmy dowolne j € 1.
Jesli ¢f = 0, to (¢;) < R oraz J = (b) + @,y gy () < R, przy czym R = (¢;) © J,
co przeczy nierozktadalnosci R na sume prosta dwoch niezerowych ideatow. Zatem
c? # 0 dla wszystkich 7 € I. Niech i,j € I, i # j. Zalozmy, ze warstwy ¢; + a(R)
, ¢; + a(R) sa liniowo zalezne. Poniewaz, jak pokazaliSmy ¢;,¢; ¢ a(R), wiec mozna
zaklada¢, ze o(c;) > o(¢;) i ¢; — ke; € a(R) dla pewnego k € Z. Zgodnie z Lematem
L4, {(c;) ® (¢;) = (i) @ (¢j — ki), wige (¢; — ke;) oraz T = (b) @ Dyep (5 (cr) sa
podpierscieniami w R oraz T'N (¢; — k¢;) = 0, co przeczy nierozkladalnosci R na sume
prosta swoich dwoch niezerowych ideatéw. Stad dla dowolnych réznych i, j € I warstwy
¢; + a(R) oraz ¢; + a(R) sa liniowo niezalezne nad Z,.

Niech ¢ = ¢;, bedzie elementem maksymalnego rzedu sposrod elementow {c; | i €
I}. Zalozmy, ze |I| > 2. Wtedy istniejg rozne 4, j € I\ {ip}. Poniewaz dimz, R/a(R) =
2 i kazde dwie sposrod warstw ¢ + a(R), ¢; + a(R), ¢; + a(R) sa liniowo niezalezne
nad Z,, wiec ¢ — k¢; — le; € a(R) dla pewnych k,l € Z. Ponadto na mocy Lematu
1.4, (c) ® (i) @ (¢cj) = (¢ — ke — lcj) ® (i) @ (cj), skad [ = (c — ke¢; — ¢;) oraz
J = (b) ® (c;) ®(c;) ® DBrep gip4y (¢t) sa niezerowymi idealami pierscienia R takimi, ze
R =1 J. Przeczy to nierozktadalno$ci R na sume prosta swoich dwoch niezerowych
ideatow. Stad |I| < 2.

Zatozmy, ze |I| = 1. Wowcezas RT = (b) ® (c). Poniewaz dimz, R/a(R) = 2, wiec
b*> # 0. Poniewaz (b) jest pierScieniem z prawie zerowym mnozeniem, wiec z Twier-
dzenia 2.31, Przykltadu 2.32 oraz Stwierdzenia 2.33 wynika, ze R jest izomorficzny
z pierscieniem z punktu (7), (i) lub (ii7).

Niech dalej || = 2. Wowcezas Rt = (b) & (¢) & (d) dla pewnego d € C, przy czym
o(d) < o(c).

Jesli b® = 0, to z Twierdzenia 2.31, Przyktadu 2.34 i Stwierdzenia 2.35 wynika, zZe
pierscien R jest izomorficzny z pierscieniem z punktu (iv), (v) lub (vi).

Niech dalej b* # 0. Wtedy ze Twierdzenia 2.31 wynika, ze o(b) = p" dla pewnego
n € Z, n > 1. Poniewaz dimyz, R/a(R) = 2 oraz b,c,d ¢ a(R) i jak wykazalismy
warstwy c+a(R) i d+ a(R) sa liniowo niezalezne, wigc b — ke —1d € a(R) dla pewnych
k,l € Z, przy czym pt k lub p L.

Zatozmy, ze p | k. Wtedy p11id—Vb € a(R) dla pewnego V € Z oraz b—ld € a(R).
Jesli o(b) < o(d), to na mocy Lematu 1.4, (b) @ (d) = (b) & (d — V'b) i pierscieni R jest
suma prosta dwoch swoich niezerowych ideatow (d — Vb) i (b) @ (c), co prowadzi do
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sprzecznosci. Jesli zas o(b) > o(d), to z Lematu 1.4 wynika, ze (b) ®(d) = (b—Id) ® (d).
Zatem R* = (b—1d) ® (c) ® (d), przy czym (b—1d)*> = 0i R* = p"~1(b) = p" 1 (b—1d).
Zatem z Twierdzenia 2.31, Przyktadu 2.34 i Stwierdzenia 2.35 wynika, ze pierscien R
jest izomorficzny z pierscieniem z punktu (iv), (v) lub (vi).

Niech teraz p t k. Wowczas ¢ — Ub — Wd € a(R) dla pewnych U W € Z. Jesli
o(b) < o(c), to z Lematu 1.4 wynika, ze RT = (b) ® (¢ — Ub— Wd) @ (d). Zatem R
jest suma prosta swoich dwoch niezerowych ideatow (b) @ (d) 1 (¢ — Ub — Wd), wbrew
zalozeniu. Stad o(b) > o(c) i na podstawie Lematu 1.4, RT = (b — ke — ld) ® (c) ® (d).
Ktadac by = b—kc—1d mamy Rt = (b)) @ (c)®(d). Stad R? = p"~1(b) = p"(by) przy
czym b? = 0. Zatem z Twierdzenia 2.31, Przyktadu 2.34 i Stwierdzenia 2.35 wynika, ze
pierscieni R jest izomorficzny z pierscieniem z punktu (iv), (v) lub (vi).

Problem izomorfizmu miedzy pierscieniami opisanymi w twierdzeniu rozstrzyga Le-
mat 2.36.

Pozostato do wykazania, ze kazdy pierscien R z klasy (i) — (vi) nie rozklada si¢
na sume prosta swoich dwoch niezerowych ideatéow. Zalézmy, ze R jest dowolnym
pierscieniem z jednej z klas (i) — (vi) i ze R = A® B dla pewnych niezerowych idealow
A, B < R. Podobnie jak w dowodzie Stwierdzenia 2.31 mozna zalozyé¢, ze A% # 0
oraz B* = 0. Stad B C a(R) i dimgz, A/a(A) = 2. Zatem, z udowodnionej juz czesci
twierdzenia, A = T®C, gdzie T oraz C' sa takie jak w sformulowaniu twierdzenia. Stad
R=T® (C® B), co na mocy jednoznacznosci przedstawienia pierscienia R w postaci
podanej w twierdzeniu daje R =T 10 = C & B. Sprzeczno$¢ z tym, ze B # 0.

O

Z Twierdzen 2.31 oraz 2.37 wynika nastepujacy

Wnhiosek 2.38. Niech p € P i jesli p > 2 niech i, bedzie ustalong nieresztq kwadratowq
modulo p. Wszystkimi, z doktadnosciqg do izomorfizmu, przemiennymi pierscieniams R
z prawie zerowym mnozeniem takimi, ze pR =0, R? # 0 sq pierscienie postaci:

(Z) (ZP X1 ZP) @ C;
(Zl) ((Zp X Zp)O,O,—,up X1 Zp) D C, dla p > 2,

gdzie C' jest p-pierscieniem z zerowym mmnozeniem takim, ze pC' = 0.

2.4 PierScienie z prawie zerowym mnozeniem O Ppo-
dzielnym anihilatorze

Opis pierscieni z prawie zerowym mnozeniem, ktorych grupa addytywna jest nieogra-
niczonego wyktadnika jest skomplikowany i wymaga dalszych, zaawansowanych badan.
Ponizsze stwierdzenie i przyktad pokazuja jak ztozony moze by¢ problem opisu takich
pierscieni. Okazuje sie jednak, ze istnieje prosty opis w przypadku, gdy omawiane
pierécienie maja podzielny anihilator.

Stwierdzenie 2.39. Niech p bedzie dowolng liczbg pierwszq i niech My, My bedq abe-
lowymi p-grupami. Niech o € My, B € My bedq takie, Ze o(a) = o(3) = p. Wowezas,
nastepujgee warunki sq rownowazne:
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(Z) Zp Xa M1 = Zp X Mg,
(11) istnieje izomorfizm grup f: My — My taki, ze f(a) = 3.

Dowdd. (i) = (ii). Niech F': Z, xo My — Z,, X5 My bedzie izomorfizmem pierscieni.
Wowczas F((Z, xo M1)?) = (Z, xg My)?, wiec F({0} x (o)) = {0} x (). Stad
F((0,a)) = k(0,) dla pewnego niezerowego k € Z,. Ponadto F(a(Z, X, M;)) =
a(Z, x5 M), wiec F({0} x M;) = {0} x M,. Istnieje zatem bijekcja g: My — M,
taka, ze F'((0,m)) = (0,g(m)) dla kazdego m € M;. Stad g jest izomorfizmem grup
g(a) = kf. Oczywiscie, istnieje | € Z,, takie, ze kl =1 (mod p). Ale M, jest p-grupa,
wiec funkcja h: My — M, dana wzorem h(z) = lx jest izomorfizmem grup. Wystarczy
zatem potozyé¢ f = hog.
(11) = (7). Okreslmy funkcje F': Z,, xo My — Z,, x5 My formula

F((k,m)) = (k, f(m)) for any k € Z,, m € M.

Latwo jest sprawdzi¢, ze F' jest izomorfizmem grup. Ponadto dla dowolnych kq, ks €
Zp, my,my € My mamy F((ky,mi)(ka,mg2)) = F((0,(kiko)a)) = (0,kikaf(m)) =
(0, (k1ko)B) oraz F((ki,m1))F ((k2, m2)) = (ki, f(ma1))(ka, f(m2)) = (0, (kik2)B). To
pokazuje, ze F' jest izomorfizmem pierscieni. L]

Przyktad 2.40. Dla p € P niech M = @7,Z,. Niech ponadto & =
(0,0,...,.1 ,0,...) e M dlai=1,2,.... Pokazemy, ze pierscienie R; = Zjy, Xpi-1., M

i
dlat=1,2,... sg parami nieizomorficzne. Zauwazmy, ze dla dowolnych liczb natural-
nych i > j mamy p’~'e; ¢ p""'M. Stad, nie istnieje automorfizm f grupy M taki, ze
f(p"te;) = PP~ 'ej. Ze Stwierdzenia 2.39 pierscienie R; oraz R; nie sa izomorficzne.

Twierdzenie 2.41. Niech R bedzie (przemiennym) pierScieniem z prawie zerowym
mnozeniem. Istnieje (przemienny) prawie podzielny pierscien S z prawie zerowym mno-
zeniem taki, ze R jest ideatem istotnym w S oraz a(S)T jest grupg podzielng.

Dowdd. Niech A = a(R). Istnieje wowczas grupa podzielna (B, +) taka, ze AT jest
istotng podgrupa w B. Oznaczymy przez B piersciel z zerowym mnozeniem o grupie
addytywnej B. Na podstawie Lematu 2.11, pierscieri R & B jest z prawie zerowym
mnozeniem i jest on przemienny, jesli pierscienn R jest przemienny. Ponadto I = {(z, z) :
r € A}<R®B1iI C a(R®B). Niech S = (R®B)/I. Wtedy (R+I)/I = R/(RNI) = R
oraz (R+1)/I<S. Mozna wigc utozsamia¢ Rz (R+1)/I. Ponadto S jest pierscieniem
z prawie zerowym mnozeniem jako obraz homomorficzny pierscienia z prawie zerowym
mnozeniem R & B.

Niech J < R @ B taki, ze I C J. Wtedy istnieje (a,b) € J\ I. Jezeli a ¢ a(R),
to istnieje x € R takie, ze za # 0 lub ax # 0. Wtedy (x,0)(a,b) = (za,0) ¢ [
lub (a,b)(z,0) = (ax,0) ¢ I, skad (za,0)+1 € (R+1)/INJ/I lub (az,0)+ 1 €
(R+1)/INnJ/I. Jezeli zas a € a(R), to (a,a) € I oraz (a,b) = (a,0) + (0,b — a),
wiec (a,b) + 1 = (0,b —a) + I przy czym (0,b —a) € J\ I. Stad b —a # 0, wigc
(b—a)Na(R) # 0 z istotnosci AT w B*. Zatem 0 # k(b—a) € a(R) dla pewnego k € Z.
Stad (0,k(b—a)) € J\I oraz (0,k(b—a))+ = (—k(b—a),0)+1c (R+1)/INJ/I.
Zatem (R4 I)/1 jest ideatem istotnym w S.
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Zauwazmy, ze (0,0)+1 € a(S) dla kazdego b € B. Jesli (r,b)+1 € a(S) dla pewnych
r € R,b € B, to dla kazdego y € R mamy [(r,b) + I] - [(y,0) + I] = (0,0) + I. Stad
(ry,0) € I, wiec ry = 0. Dlatego 7R = 0 i podobnie Rr = 0. Zatem r € a(R) = A,
wiec (r,0)+1 = [(r,7)+(0,b—r)]+1 = (0,b—7r)+ 1. Stad a(S) ={(0,b)+1 : b e B}.
Ponadto przeksztatcenie b +— (0,b) + I jest izomorfizmem pierscienia B na pierscieni
a(S). Zatem grupa a(S)" jest podzielna.

WeZmy dowolne s € S i dowolne p € P. Istnieje wowczas liczba bezkwadratowa M
taka, ze Ms* = 0. Stad (Ms)? = 0 i wprost z definicji pierscienia z prawie zerowym
mnozeniem, Ms € a(S). Poniewaz (p*, M) | p, wiec istnieja k,l € Z takie, ze p =
kM + Ip*. Zatem ps = k(Ms) + p*(ls) i z podzielnosci grupy a(S)*, ps € p*S. Zatem
pS = p*8S. O

Lemat 2.42. Niech R bedzie pierScieniem z prawie zerowym mmnozeniem o podzielnym
anihilatorze. Wowczas R = T(R) & C, gdzie C jest takim ideatem pierscienia R, Ze
C? =0 oraz grupa C* jest podzielna.

Dowdd. Poniewaz grupa a(R)" jest podzielna, wiec a(R)T = T(a(R))"@®C* dla pewnej
beztorsyjnej podgrupy C* < a(R)". Podgrupy T(a(R))" oraz C* sa podzielne jako
sktadniki proste podgrupy podzielnej i oczywiscie T(R) N C' = 0. Pokazemy, ze R =
T(R) + C. Wezmy dowolne a € R. Poniewaz R jest pierScieniem z prawie zerowym
mnozeniem, wiec istnieje liczba bezkwadratowa m € N taka, ze ma® = 0. Stad (ma)? =
0ima € a(R). Zatem ma = t+c, gdzie t € T(a(R)), ¢ € C. Ponadto ¢ = mcy, t = mt;
dla pewnych ¢; € C, t; € T(a(R)). Zatem m(a —t; —c1) = 0. Stad a —t; — ¢; € T(R)
ia:(a—t1—61)+t1+C1€T(R)+C. ]

Przyktad 2.43. Niech p, Fi, Fy, A, U beda takie jak w Przykladzie 2.32 i niech RT =
Ly X Ly X Lyee. Na grupie RT okreslmy mnozenie wzorem

(K1, b 1) (Ko, Loy t2) = (0, U (kiloFy + LikoFy + kiko A+ Lilo) - 21). (2.12)

Podobnie jak w Przyktadzie 2.34 dowodzi sie, ze R z tak okreslonym mnozeniem
jest pier§cieniem z prawie zerowym mnozeniem. Bedziemy go oznaczali przez (Z, X
Zp)Fl,F27AXUx1Zp°°~ Ponadto, funkcja fZ (ZpXZp)F1,F2,A xlepoo — (ZPXZP)FhFLA XUz
Zp~ dana wzorem f(k,l,t) = (k,I,Ut) jest izomorfizmem pierscieni.

Twierdzenie 2.44. Niech p € P i jesli p > 2 niech p, bedzie ustalong nieresztq
kwadratowg modulo p. Niech R = (Zy, X ZLyp)F, 5y, A Xay Lp, gdzie Fy, Fy, A sq takie jak
w Przyktadzie 2.32. Wowczas:

(i) jezeli p > 2 i pierscien R jest przemienny, to Fy = Fy (mod p) oraz

R g (Zp X ZP)O,O,A—Flz Xfl?1 Zpoo7

(i1) jezeli p =2, to pierscien R jest nieprzemienny oraz

R = (Zo X Z3)1,01 Xay Looo = (Lo X Z2)01,1 Xay Ly,
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(111) jezeli p > 2 i pierscieni R jest nieprzemienny, to Fy # Fy (mod p) oraz

R= (Zp X Zp)—l,l,[4A—(F1+F2)2]V2 Xazl Zpoo,
gdzie V€ Z jest takie, ze V(Fy — F3) =1 (mod p).

Dowdd. W punkcie (i) przeksztalcenie F': (Z, X Zp)ooa-p2 Xu Zpo — R okreslone
wzorem wzorem F'((k,l,t)) = (k,(l — Fk) - 1,t) jest izomorfizmem pierscieni.

W punkcie (i7) przeksztalcenie F': (Zg X Zo)10.1 Xuy Lgee — (Lo X L)1, Xy Lo
zadane wzorem F'((k,l,t)) = (k,(k +1)-1,t) jest izomorfizmem pierscieni.

W punkcie (i7i) przeksztatcenie F': (Zy, X Zp)_11, 44— (Fi+F2)2)v2 Xay Lpo — R okre-
slone wzorem F((k,l,t)) = (Bk,(ak +1)-1,t), gdzie a 1 [ sa takie jak w dowodzie
Stwierdzenia 2.33 punkt (ii7), jest izomorfizmem pierscieni.

[]

Uwaga 2.45. Niech p bedzie liczba pierwsza i niech R bedzie p-pierscieniem z prawie
zerowym mnozeniem takim, ze a(R)" jest grupa podzielng i R?> # 0. Na podstawie
Twierdzenia 2.16, istnieje x € R (lub istnieja x,y € R) taki, ze 2 # 0 oraz R = (x) +
a(R) (z,y spehiaja warunek (3) Twierdzenia 2.16). Wowczas px € a(R) i pr = pry
dla pewnego z; € a(R). Stad p(z —x1) = 0,12 — z; ¢ a(R). Zatem na mocy Uwagi
2.18, R = (z — x1) + a(R) i bez tracenia ogolnosci mozemy zaktadac, ze o(x) = p,
(podobne rozwazania pokazuja, ze mozemy réwniez przyjac o(x) = o(y) = p). Poniewaz
o(z?) = p, wiec istnieje podgrupa M < a(R), M = Z,~ taka, ze 2> € M oraz
a(R)" = M & N dla pewnej podzielnej podgrupy N < a(R). Stad N oraz (x) + M,
({(x,y) + M) sa podpierscieniami H-pierscienia R, wiec N < R oraz (x) + M < R,
({(z,y) + M < R). Ponadto R = ((z)+ M)+ N, (R = ({(z,y) + M)+ N). Niech k € Z,
m € M, n € N beda takie, ze kx + m = n. Wtedy kx = n —m € a(R), wiec p | k,
skad ke =0im=n€ MNN =0. Stad, R = ((z) + M) & N° (podobne argumenty
pokazuja, ze R = ((z,y) + M) & N°.

Wykorzystujac Przyktady 2.26 i Wniosek 2.28 (Przyklad 2.43) tatwo jest sprawdzi¢,
ze (x)+ M = Ly Xy, Lyeo (0raz (x,y)+ M = (Zy X L) py 1y, A Xy Lo, gdzie Fy, Fy, A € Z
sa takie, ze kongruencja (2.6) nie ma rozwiazania).

Nastepne twierdzenie klasyfikuje wszystkie pierscienie z prawie zerowym mnozeniem
o podzielnym anihilatorze.

Twierdzenie 2.46. Niech dla kazdej nieparzystej liczby pierwszej p, p, bedzie ustalong
nieresztq kwadratowg modulo p. Wszystkimi, z doktadnoscig do izomorfizmu, pierscie-
niami z prawie zerowym mmnozeniem o podzielnym anihilatorze sq pierscienie postaci:

PRy ecC. (2.13)

pell
gdzie I C P oraz Ry, jest jednym z nastepujgcych pierscieni:
(Z) Ly Xz, Lpoe
(i) (Zp X Zp)0,0,—pp Xwy Lo, dlap > 2,
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(iii) (Zp X Zp)—11—v2p, Xay Lypo, dlap>2,V =1,2, .. 1
(ZU) (ZQ X Z2)1,0,1 Xy ZQw,

natomiast C' jest dowolnym pierscieniem z zerowym mnozeniem o podzielnej grupie
addytywnej. Ponadto kazdy z pierscieni (i) — (iv) jest nierozktadalny na sume prostq
swoich dwoch niezerowych ideatow.

Dowdd. Niech R bedzie pierécieniem z prawie zerowym mnozeniem o podzielnym ani-
hilatorze. Na mocy Lematu 2.42, R = T(R) & C; dla pewnego C; < R takiego, ze
C? = 0 oraz grupa O} jest podzielna. Stad a(R) = a(T(R)) ® C}, wiec a(T(R))"
jest grupa podzielna. Dalej, T(R) = @, T(R),, wiec T(R); jest grupa podzielng
dla kazdego p € P. Niech Il = {p € P : T(R)? # 0}. Jesli Il = (), to R* = 0
i grupa R" jest podzielna. W przeciwnym przypadku ustalmy p € II. Z Uwagi 2.45
oraz Twierdzenia 2.44 wynika, ze T(R), = R, @ N, gdzie R, jest jednym z pierscieni
z punktow (i) — (iv), a N, jest p-pier§cieniem z zerowym mnozeniem o podzielnej grupie
addytywnej. Wobec tego wystarczy przyja¢ C' = (D, Np) © C1. Ponadto na mocy
Lematu 2.20, kazdy z pierscieni z punktow (i) — (iv) jest nierozktadalny na sume prosta
swoich dwoch niezerowych ideatow.

Niech II,II" C P. Zalézmy, ze R = @pEH Rpy®CiR = @pen, R'(p) @ C', gdzie
R, dla p € II oraz R’(p) dla p € I’ sq pierscieniami z punktoéw (z) — (iv), natomiast C'
i C" s dowolnymi pierscieniami z zerowym mnozeniem o podzielnej grupie addytywnej.
Zalozmy, ze R = R'. Wowcezas

T(R) = T(R'), R/T(R) = R//T(R'), R, = R, dla kazdego p € P. (2.14)

Zauwazmy, ze Il = {p € P : (R,)* # 0} oraz II' = {p € P : (R})* # 0}, skad Il = IT".
Ustalmy dowolne p € TI. Wtedy R, = R, ® C, i R, = R’(p) ® C, wigc na mocy
(2.14), R(p) ©® Cp = Rzp) D CII) Zatem dimzp (R(p) D Cp)/a(R(p) D Cp) = dimzp<R/(p> @
Cyp)/a(R,, @ C}), skad dimz, (R(,))/a(Ry)) = dimg, (R,)/a(R,). Wobec tego, jesli
dimz, (R))/a(Rp) = 1, to Ry) = R, = Z, X4 Ly~ oraz ze Stwierdzenia 4.2.2
z |44], C, = C;D. Niech dalej dimzp(R(p))/a(R(p)) = 2. Jezelip = 2, to R = R,(p) =
(Zy X Zy)101 Xay Lo~ i ze Stwierdzenia 4.2.2 z [44], C, = C}. Niech dalej p > 2. Jesli
Ry jest przemienny, to R, = Rzp) = (Zp X Zp)0,0,~pp Xy Lyyo 1 ze Stwierdzenia 4.2.2
z |44], C, = C;,. Jezeli zas Ry nie jest przemienny, to Ry = (ZpX Zyp)_1,1,-v2p, X ey Ly
1 Ry, = (Zy X Lp)-1,1,~vr2p, Xo Ly dla pewnych V, V' € {1,2,.., 1. Wtedy na
podstawie Uwagi 2.24, V = V', wiec R, = R’(p) i ze Stwierdzenia 4.2.2 z [44], C), =
C,. Ponadto dla dowolnego p € P\ II, na mocy (2.14), C, = C]. Wobec tego,
C, = () dla dowolnego p € P, skad T(C) = T(C’). Poniewaz C/T(C) = R/T(R)
1 C"/T(C") = R/T(R'), wiec z (2.14), C/T(C) = C"/T(C"). Ale z podzielnosci C'i C,
C=C/TC)xT(C)1 C"=C)T(C") x T(C"), wige C = C". O

Z udowodnionego wtasnie twierdzenia wynika od razu nastepujacy wniosek, klasy-
fikujgcy wszystkie przemienne pierécienie z prawie zerowym mnozeniem o podzielnym
anihilatorze.
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Whniosek 2.47. Wszystkimi, z doktadno$cig do izomorfizmu, przemiennymi pierscie-
niami z prawie zerowym mnozeniem o podzielnym anthilatorze sq pierscienie postact
@pen R,y ® C, gdzie C jest dowolnym pierscieniem z zerowym mnozeniem o podziel-
nej grupie addytywnej, II C P oraz pierscienie R, dla kazdego p € P sq takie jak
w punktach (1) — (i) Twierdzenia 2.46 .

7 powyzszego wniosku oraz Twierdzenia 2.41 wynika kolejny wniosek, klasyfikujacy
wszystkie przemienne pierscienie z prawie zerowym mnozeniem.

Whniosek 2.48. Pierscieni R jest przemiennym pierscieniem z prawie zerowym mno-
zentem wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest izomorficzny z podpierScieniem pierscienia
@pEH Ry @ C, gdzie C jest dowolnym pierscieniem z zerowym mnozeniem o podziel-
nej grupie addytywnej, 11 C P oraz piericienie R, dla kazdego p € P sq takie jak
w punktach (1) — (i) Twierdzenia 2.46 .

7 Twierdzeni 2.41 oraz 2.46 wynika od razu nastepujacy wniosek, ktory klasyfikuje
wszystkie pierscienie z prawie zerowym mnozeniem.

Whniosek 2.49. Pierscienn R jest z prawie zerowym mnozeniem wtedy i tylko wtedy,
gdy jest izomorficzny z podpierscieniem pierscienia GBPGP ») ®C, gdzie pierscienie C
oraz Ry dla kazdego p € P sq takie jak w Twierdzeniu 2. 46
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Rozdzial 3

Przemienne, filialne pierscienie
zredukowane

3.1 Podstawowe wtlasnosci C'RF'-pierScieni

Dla liczby pierwszej p, przez Z, bedziemy oznaczac pierscienn p-adycznych liczb catko-
witych, natomiast przez Q, jego cialo utamkéw. Dobrze wiadomo, ze dla kazdej liczby
pierwszej p, pierscien Z, spelnia warunki (i) oraz (ii) Twierdzenia 1.31, i wobec tego
jest on lokalna, filialng dziedzina catkowitosci charakterystyki zero. Dla dowolnego
niepustego podzbioru IT C P, niech 2 = [[ . 2, 1 Qn = [ [,y Qp- Grupg elementéw
odwracalnych pierscienia R bedziemy oznaczali przez R*.

Jak juz wspominaliémy, kompletng klasyfikacje przemiennych, filialnych dziedzin
uzyskano w [8|. Zauwazono tam, ze kazda przemienna, filialna dziedzina jest ideatem
pewnej filialnej dziedziny catkowitosci (por. Stwierdzenie 1.30). Ponadto udowodniono,
ze kazda przemienna dziedzina dodatniej charakterystyki jest filialna wtedy i tylko
wtedy, gdy jest cialem (Corollary 2.6, [8]). Powyzsze spostrzezenia redukuja problem
opisu filialnych dziedzin do opisu filialnych dziedzin calkowitosci charakterystyki zero
nie bedacych ciatami, i ich ideatow.

W rozwazaniach przeprowadzonych w [8] istotna role odegral, okreslony dla dziedzin
catkowitosci R, zbior I1(R) zdefiniowany wzorem (1.1). Udowodniono tam nastepujace
twierdzenie klasyfikacyjne.

Twierdzenie 3.1. Niech II bedzie ustalonym, niepustym podzbiorem w P. Pierscien R
jest filialng dziedzing catkowitosci charakterystyki zero taka, ze I1(R) = I1 wtedy i tylko
wtedy, gdy R jest izomorficzny z pewnym podpierscieniem pierscienia Qn = Hpen 9,
postaci K N 2y, gdzie Zy = HpEH Z,, K jest podciatem w Qmu takim, ze dla kazdego
a € K, a=(ap)pen mamy a, € Z, dla prawie wszystkich p € 11.

Z Twierdzenia Andrunakiewicza-Ryabukhina (por. [34]) wynika, ze kazdy pierscien
zredukowany jest suma podprosta dziedzin. Mogtoby si¢ wiec wydawaé, ze z klasyfika-
cji filialnych dziedzin caltkowitosci powinny tatwo wynika¢ twierdzenia strukturalne dla
przemiennych, zredukowanych pierécieni filialnych. Przyktad pierscienia Z@®Z pokazuje
jednak, ze juz suma prosta filialnych dziedzin catkowito$ci nie musi by¢ pierscieniem
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filialnym, a nawet, ze suma podprosta skoniczonych cial prostych nie musi by¢ pierscie-
niem filialnym. Uzyskane rezultaty o filialnych dziedzinach catkowitosci nie maja wiec
bezposredniego przeniesienia na ich podproste sumy.

Z Twierdzenia 1.37 wynika, ze kazdy zredukowany pierscien filialny jest rozsze-
rzeniem pewnego pierscienia silnie regularnego przez przemienny, filialny, S-potprosty
pierécien zredukowany. Dlatego w tym rozdziale zbadamy przemienne, zredukowane
i S-pélproste pierscienie filialne. Innymi stowy, sprobujemy rozwiaza¢ PROBLEM 2 dla
przemiennych, zredukowanych pierécieni filialnych i radykatu S.

Systematyczne badanie przemiennych, zredukowanych pierécieni filialnych rozpo-
czeto w [10]. Zgodnie z wprowadzona tam notacja przemienny, zredukowany pierscien
filialny nazywamy C' RF-pier§cieniem. Uogoélniono tam réowniez definicje zbioru II( R)
na przemienne pierscienie beztorsyjne R, przyjmujac

(R)={peP : pR#R}.

We wspomnianej pracy, autorzy uzywajac wlasnosci klas radykalnych S, oraz 7, uzy-
skali szereg rezultatow zwigzanych z filialnoscig. W szczegolnosci udowodnili oni na-
stepujace fakty:

Stwierdzenie 3.2 ([10], Remark 1, Theorem 3, Proposition 2). Niech R bedzie prze-
miennym, beztorsyjnym piersScieniem zredukowanym. Wowczas dla kazdej liczby pierw-
sze] p mamy:

(1) p € II(R) wtedy tylko wtedy, gdy T,(R) # R,
(i1) pierscieni R/T,(R) jest beztorsyjny,
(111) jezeli R jest pierscieniem filialnym, to pierscienn R/T,(R) jest zredukowany.

Stwierdzenie 3.3 (|10], Proposition 3). Przemienny, beztorsyjny pierscien zreduko-
wany R jest filialny wtedy i tylko wtedy, gdy R € S, oraz Rc+ (¢) = pRc+ (c) dla
dowolnych c € R, p € P.

Stwierdzenie 3.3 jest interesujacym odpowiednikiem Twierdzenia 1.31. W dalszej
czesci pracy wynik ten jeszcze bardziej wzmocnimy (por. Stwierdzenie 3.12).

Nastepne twierdzenie odgrywa bardzo wazna role w klasyfikacji C'RF-pierscieni.
Zostalo ono po raz pierwszy sformutowane i udowodnione (w nieco innej formie) w pracy
[10]. Zaprezentujemy teraz nowy dowod tego rezultatu.

Twierdzenie 3.4 ([10], Theorem 4). Niech A i B bedq przemiennymi, zredukowanymi
beztorsyjnymai pierscieniami filialnymi takimi, ze pA # A i pB # B dla pewnej liczby
pierwszej p. Wowczas pierscienn A @ B nie jest filialny.

Dowdd. 7 przyjetych zalozen wynika, ze istnieja a € A\ pAib € B\ pB. Zgodnie ze
Stwierdzenia 3.3 istniejg k,l € N takie, ze ka € Aa®ilb € Bl?>. Stadn =k-1 € N
i na = apa® oraz nb = byb? dla pewnych ag € A i by € B. Dalej, istnieja ,o € Ny,
m € N takie, ze pt m i n = p*m. Zaldzmy, ze pierscien A @ B jest filialny. Wtedy
istnieja ¥ € A, y € B oraz U,V € Z takie, ze (apa,0) - (p®ma, p**mb) = (x,y) -
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(P> 2m2a?, p*2T2m2b?) + U (p** 2 m2a?, p**2m?2b?) + V (p*tma, p*imb). Ale (apa, 0)-
(po‘+1ma,po‘+1mb) — (p2a+1m2a7 0), WiQC p2a+1m2a — p2a+2m2xa2 + Up2a+2m2a2 +
Vp“lma, oraz 0 = p?*2m?2yb? + Up?*2m2b? + Vp*timb. Z beztorsyjnosci pierscienia
A @ B oraz z drugiej réwnosci otrzymujemy, Vb € p®t'B. Poniewaz b € pB, wicc
z beztorsyjnoéci pierscienia B, V = p®H'W dla pewnego W € Z. Wobec tego z pierw-
szej réwnosci oraz z beztorsyjnosci pierscienia A uzyskamy, ze m?a € pA. Ale p { m,
wiec a € pA, sprzecznosc. n

Bezposrednia konsekwencja powyzszego twierdzenia i dziedzicznosci radykatu 7,
jest nastepujace stwierdzenie.

Stwierdzenie 3.5 ([10]|, Theorem 5). Kazdy niezerowy, beztorsyjny C RF-pierscien R
taki, ze T,(R) = 0 dla pewnej liczby pierwszej p, jest dziedzing. O

Ze Stwierdzen 3.2 i 3.5 wynika

Stwierdzenie 3.6 (|10], Theorem 6). Niech R bedzie niezerowym, beztorsyjnym C RF -
pierscieniem. Wowczas dla kazdego p € II(R), pierscienn R/T,(R) jest dziedzing.

Przedstawimy teraz dalsze wlasnosci radykatu 7,.
Lemat 3.7. Dla pierscienia zredukowanego R, T,(R) =\, p"R.

Dowdd. Inkluzja T,(R) C ()2, p"R jest oczywista, poniewaz T,(R) = () —, p"T,(R).
Niech teraz a € (,—,p"R. Wtedy a = pr dla pewnego r € pR. Jednoczesnie jesli
s €pRia=ps, top(r—s)=01ir=pr, s = ps dla pewnych r,s; € R. Stad
pi(r1 — s1) = 0, a wiec (p(r; — 1)) = 0. Zatem p(r; — s1) = 0, gdyz pierScien
R jest zredukowany. Dlatego pri = ps;, skad r = s. Dlan € N, a = p"™'b dla
pewnego b € R, wicc a = p(p"b), skad r = p"b € p"R. Zatem r € () —, p"R, skad
p(No2,P"R) = (._, P"R, wiec (),—, p"R C T,(R) i ostatecznie T,(R) = ().~ p"R. [

Uwaga 3.8. Lemat 3.7 nie jest prawdziwy w klasie wszystkich pierscieni. Rzeczy-
widcie, niech p bedzie ustalong liczbg pierwsza i niech A° bedzie pierscieniem z zero-
wym mnozeniem, ktorego grupa addytywna jest A = ;- (a;), gdzie o(a;) = p' dla
kazdego i € N. Niech B = (p"la; —a; : i € N). Wtedy A jest zredukowana
p-grupa i pB = 0. Zauwazmy, ze D(A/B) = C/B dla pewnej p-podgrupy C' < A.
Wowcezas p(C/B) = C/B, skad C = pC + B i pC = p(pC). Wobec tego grupa
pC' jest podzielna. Ale grupa A jest zredukowana, wiec pC = 0, skad C' = B oraz
D(A/B) = 0. Zatem grupa A/B jest zredukowana p-grupa i 7,(A/B) = 0. Pokazemy,
ze a; ¢ B. Jezeliay =Y, ki(p"'a;—ay) dla pewnych liczb calkowitych kq, ks, . . ., Ky,
to (L+> 0 ki)ar = >0 kip"ta; € (a1) N (B;-5{a;)) = 0. Skad o(a;) | k;p' ' dla kaz-
degoi > 2. Ale o(a;) = p', wiec p | k; dla kazdego i > 21w konsekwencjipt 1+ " | ki,
sprzecznosé z tym, ze (1+ > k;)ay = 0. Zatem 0 # a1 + B € (),—, p"(A/B).

Lemat 3.9. Niech R bedzie niezerowym S-potprostym C RF -pierscieniem. Wowczas:
(i) II(R) # 0,
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(ii) jesli pa,...,ps,p € H(R) oraz (i_; Tp,(R) € T,(R), to T,,(R) = T,(R) dla pew-
nego i € {1,...,s},

(i1i) dla kazdego ) # 11 C II(R) oraz A = (e Tp(R), R/A jest pierscieniem beztor-
syjnym i mA = A dla kazdego m € S(II),

(iv) mpGH(R) T,(R) = 0.

Dowdd. (i). Przypusémy, ze II(R) = (). Wtedy pR = R dla kazdego p € P. Z Lematu 1
z [10], R jest pierScieniem beztorsyjnym. Stad R jest Q-algebra. Na mocy Twierdzenia
1.38, R € S, ale S(R) =0, skad R = 0, sprzecznos¢.

(ii). Z zalozen wynika, ze T, (R)-----7,,(R) C 7,(R). Stad, i na mocy Twierdzenia
6 z [10], istnieje ¢ € {1,...,s} takie, ze T,,(R) C T,(R). Jezeli 7,,(R) # T,(R),
to 0 # T,(R)/7,,(R) < R/T,,(R) i z Twierdzenia 5 z [10|, R/7,,(R) jest dziedzina.
Zgodnie z Lematem 5 z [10], istnieje m € N takie, ze mR C 7T,(R). Sprzecznosé
z beztorsyjnoscia pierscienia R/7,(R).

(iii). Niech r € R, n € N beda takie, ze n (r + A) = A. Wtedy nr € Ainr € T,(R)
dla kazdego p € II. Na mocy Twierdzenia 3 z [10], r € 7,(R) dla kazdego p € II, skad
re A

Wezmy dowolne ¢ € ITia € A. Poniewaz a € 7,(R), wiec istnieje x € T,(R) taki, ze
a = qx. Ponadto pierscien R/A jest beztorsyjny, skad z € A. Stad A C gA 1 A = ¢A.
Zatem mA = A dla kazdego m € S(II).

(iv). Niech B = (\,cg) Zp(R2). Poniewaz B < R, wiec B jest CRF-pierscieniem.
Z S-potprostoty R wynika, ze S(B) = 0. Dla p € II(R), pB = B na mocy (i)
Natomiast dla kazdego p € P\ II(R), zachodzi réwnosé¢ pR = R z ktorej wynika, ze
dla kazdego a € B istnieje z € R taki, ze a = px. Ponownie na mocy (i), x € B,
skad wynika juz réwnos¢ pB = B. Wobec tego pB = B dla kazdego p € P i B jest
Q-algebra. Z Twierdzenia 1.38 wynika, ze B € S, skad B = 0. O]

3.2 Dolaczanie jedynki do C'RF-pierscieni
Nastepny lemat jest znany i ma standardowy dowod.

Lemat 3.10. Niech p bedzie dowolng liczba pierwszq i niech R bedzie dowolnym pier-
Scieniem. Wowczas:

(1) jezeli R jest pierscieniem zredukowanym, to R, = {x € R : pxr =0},
(i1) jezeli R €S, to R=pR & R,.
Lemat 3.11. Niech R bedzie CRF -pierscieniem takim, ze R # S(R). Wdowczas:
(i) R, =S(R), i pR, =0 dla kazdej liczby pierwszej p,
(i) R/S(R) jest beztorsyjnym C RF -pierscieniem takim, ze II(R/S(R)) # 0,
(iii) R € S,
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(iv) R=pR & R, dla kazdego p € P\ II(R/S(R)),

(v) dla kazdego p € TI(R/S(R)) istnieje a € R\ (pR+S(R)) takie, ze a*—ma € T,(R)
dla pewnego m € S(II(R/(R))), ((a) + pR) N R, =0, R = ((a) + p"R) + R, dla
kazdego n € N. Ponadto:

(a) jeslip|m, toaR,=01iR = ({a)+p"R)® R, dla kazdego n € N, przy czym
(a) +p"R < R,

(b) jesliptm, to R = ({a) +p"R+ aR,) ® lg(a) i (a) + p"R+ aR, < R, przy
czym ax = mx dla kazdego v € aR, 1 n € N.

Dowod. Poniewaz pierscien R jest zredukowany, wiec na podstawie Lematu 3.10,
pR, = 0 dla kazdej liczby pierwszej p. Ale R, < R, wiec piersciei R, jest filialny
i zredukowany jako ideal pierscienia R. Z Twierdzenia 1.38 wynika, ze R, € S i wobec
tego R, = S(R),. Koriczy to dowod (7).

Pierscieri R/S(R) jest przemienny i filialny jako obraz homomorficzny pierscienia R.
Ponadto T(R) = @, T(R), = D,cp Ry, wiec T(R) C S(R). Niech r € R bedzie
taki, ze nr € S(R) dla pewnego n € N. Wtedy istnieje b € S(R) takie, ze nr = (nr)?b,
skad n(r — nr?b) = 0. Zatem r — nr?b € T(R) C S(R) oraz b € S(R), skad r € S(R)
i pierscien R/S(R) jest beztorsyjny. Wezmy = € R taki, ze 2* € S(R). Wtedy istnieje
y € S(R) taki, ze 22 = xy, skad (x—23y)? = 0 i poniewaz pierscient R jest zredukowany,
wiec © — 23y = 0. Zatem z = 2%y € S(R). Stad pierscieri R/S(R) jest zredukowany.
Zalozmy, ze II(R/S(R)) = (0. Wtedy dla kazdego p € P, p(R/S(R)) = R/S(R), skad
z beztorsyjnosci R/S(R) wynika, ze R/S(R) jest Q-algebra. Ale R/S(R) jest pierscie-
niem filialnym, wigc z Twierdzenia 1.38 mamy R/S(R) € S, skad R/S(R) = 0, czyli
R = S(R), sprzecznos¢. Zatem II(R/S(R)) # 0. Konczy to dowod (7).

Na podstawie Stwierdzenia 3.3 mamy R/S(R) € S,. Poniewaz S(R) € S, 1S, jest klasa
radykalna, wiec R € S,. To pokazuje prawdziwos¢ (ii).

Jezeli p € P\ II(R/S(R)), to R/S(R) = p(R/S(R)), skad R = pR + S(R). Na podsta-
wie Lematu 3.10, S(R) = pS(R) + S(R), = pS(R) + R,, wiec R = pR + R,. Ponadto
piercienn R jest zredukowany, wiec pR N R, = 0. Zatem R = pR @© R,. Koiiczy to
dowod (iv).

Dla p € P, na podstawie Lematu 3.10, S(R) = pS(R) & S(R),, skad pS(R) = p*S(R),
wiec pS(R) C T,(R) i T,(S(R)) = pS(R). Dla p € II(R/S(R)) z Twierdzenia 6
z [10], (R/S(R))/T,(R/S(R)) jest przemienng filialng dziedzina charakterystyki zero
nie bedaca cialem. Ponadto (7,(R) + S(R))/S(R) C T,(R/S(R)) oraz istnieje I < R
taki, ze T,(R/S(R)) = I/S(R). Wtedy p(I/S(R)) = I/S(R), wiec I = pI + S(R),
skad I = pI + S(R),, bo S(R) = pS(R) + S(R), = T,(S(R)) + S(R),. Zatem
pl = p*I, wiec pI C T,(R) i I C T,(R) + S(R). Stad ostatecznie 7T,(R/S(R)) =
(T,(R) + S(R))/S(R) = ((R) + R,)/S(R). Zatem R/(T,(R) ® R,) jest prre-
mienng filialng dziedzina charakterystyki zero nie bedaca cialem i ze Stwierdzenia
1.30 oraz Twierdzen 1.32 i 3.1 wynika, ze istnieje m € S(II(R/S(R))), a nawet
m € S(II(R/(7,(R) ® R,)) oraz istnieje filialna dziedzina catkowitosci D charak-
terystyki zero taka, ze m € S(II(D)) i R/(7,(R) ® R,) = mD. Istnieje zatem
a € R\ (7,(R) @ R,) takie, ze ar — mr € T,(R) ® R, dla kazdego r € R. Zatem
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a’® —ma = o + s dla pewnych zy € T,(R), so € R,. Stad istnieje ¢ = €? € R,
takie, ze sy = esg. Zatem (a — ae)? — m(a — ae) = (a®> — ma) — 2a%e + a*e* + mae =
To+ S0 — 2a® + a’e+mae = T+ 5o — mae — roe — spe +mae = Ty, bo 5o = spe i xpe = 0.
Bez zmniejszania ogolnosci mozemy wiec zaktadac, ze a®> — ma € T,(R). Z filialnosci
pierscienia D mamy R = (a) +pR+7,(R)+ R, = (a) +pR+ R,. Stad jesli a € pR+R,),
to R = pR+ R, wiec pR = p*R, czyli pR C T,(R), a zatem a € T,(R) + R,, sprzecz-
nos¢. Stad a ¢ pR+ R,,. Ponadto R = (a) + mR+7T,(R)+ R, = (a)+aR+7T,(R)+ R,.
Dalej pR N R, = 0 z beztorsyjnosci R ijesli K € Z, r € R sa takie, ze Ka +pr € R,
ipf K, tostad a € pR+ R,, sprzecznoé¢. Zatem p | K, skad Ka+ pr € pRN R, = 0.
Zatem ({a) + pR) N R, = 0. Przez prosta indukcje R = (a) + p"R + R, dla kazdego
n € N.

Niech p | m. Wtedy a®* € pR + T,(R) C pR, wiec dla x € R,, a’x = 0, skad
(az)? = 01 az = 0 poniewaz R jest zredukowany. Stad aR, = 01 (a) + p"R < R oraz
R = ({a) +p"R) & R,.

Niech teraz p t m. Wtedy R, = mR, i dla x € R,, mz = (mz — az) + ax, przy
czym a(mz — ax) = (ma — a*)x = —xox = 0, bo g € T,(R) C pRiz € R,
oraz a(ax) = a*xr = (ma + x9)r = m(ax). Stad R, = aR, ® lg,(a). Zatem
R = ({(a) + p"R + aR,) + lg,(a). Jesli K € Z, r € R, x € R, sa takie, ze
Ka+p'r+ax € (pR+aR,)NIg,(a) C (pR+aR,)NR, C (pRNR,)+(aR,)NR, = aR,,
to Ka + p"r + ax € aR, Nlg,(a) = 0. Stad ((a) + p"R + aR,) N lg,(a) = 0
i((a)+p"R+aR,)lr,(a) =0, wigc (a) +p"R+aR,<Ri R = ((a)+p"R+aR,)®lg,(a),
co konczy dowod (v). O

Sformutujemy teraz anonsowane wczesniej uogdlnienie Stwierdzenia 3.3.

Stwierdzenie 3.12. Dla przemiennego zredukowanego pierscienia R z jedynkq naste-
pujgce warunki sq rownowazne:

(i) pierscien R jest filialny,
(1) ReS, i R= (1) +pR+S(R), dla dowolnej liczby pierwszej p.

Dowdd. (i) = (i7). Jezeli R = S(R), to R € S,, gdyz S C S,. Jezeli zas R # S(R),
to ze Stwierdzenia 3.11 otrzymujemy, ze R € S,. Wezmy dowolne p € P. Wtedy
pR = R(p-1) iz filialnosci pierscienia R, R(p-1) = R(p-1)*+p- (1). Wobec tego dla
a € R istnieja b € R, k € Z takie, ze pa = p°b + pk - 1, skad p(a — (pb + k- 1)) = 0.
Zatem a — (pb+ k- 1) € R,. Ale R, < R, skad R, jest zredukowanym pier$cieniem
filialnym takim, ze pRR, = 0. Zatem na mocy Twierdzenia 1.38 mamy, ze I, € S. Dalej,
a—(pb+k-1) € S(R) = pS(R) + S(R),. Wobec tego a € (1) + pR + S(R), i stad
R = (1) +pR+S(R),.

(i1) = (i). Jezeli k,l € Z sa takie, ze R = kR + (1) + S(R) = (R + (1) + S(R),
to R = (Kl)R + (1) + S(R). Ale S(R) = pS(R) + S(R), dla dowolnego p € P, skad
R =pR+(1)+S(R) idalej R =mR+ (1) +S(R) dla kazdego m € N. Wezmy dowolne
a € R. Poniewaz R € S,, wicc istnieja m € Z oraz b € R takie, ze ma = a*b. Zatem
Ra = (1) -a+ (ma)R + aS(R) C (a) + Ra® + aS(R). Ale dla z € S(R), ax € S(R),
wiec ax € (ax)*S(R) C a*S(R), skad Ra C (a) + Ra®. Wobec tego Ra = (a) + Ra?
i pierscienn R jest filialny. m
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Z Twierdzenia 1 z |27] wynika od razu, nastepujace wazne twierdzenie.

Twierdzenie 3.13. Centroid silnie regularnego pierscienia jest przemiennym pierscie-
niem silnie reqularnym z jedynkq.

Stwierdzenie 3.14. Jezeli R jest C RF-pierscieniem, to T(C(R)) jest pierscieniem
silnie regularnym.

Dowod. Jezeli R € S, to teze otrzymujemy bezposrednio z Twierdzenia 3.13. Niech
dalej R # S(R). 7 zalozenn wynika, ze C(R) jest pierscieniem zredukowanym, wiec
T(C(R)) = D,ep(C(R)), i pC(R), = 0 dla kazdego p € P. Pozostaje zatem wykazac,
ze dla kazdej liczby pierwszej p pierscienn C'(R), jest silnie regularny.

Jesli p € P\ II(R/S(R)), to z Lematu 3.11 wynika, ze R = pR & R,,. Stad C(R), =
C(R,). Ale z Twierdzenia 1.38 wynika, ze R, € S. Ponadto na podstawie Twierdzenia
3.13, C(R,) € S i w konsekwencji C(R), € S.

Niech teraz p € II(R/S(R)). Wtedy, zgodnie z Lematem 3.11, istnieja a € R\ (pR +
S(R)) oraz m € S(II(R/S(R))) takie, ze a®> —ma € T,(R) i R = ((a) + pR) & R, przy
czym R, € S oraz R, = S(R),.

Niech p | m. Wtedy z Lematu 3.11 wynika, ze aR, = 0 oraz (a) + pPR<R1 R =
({(a) + pR) ® R,. Ponadto a* € pR. Niech f € C(R),. Wtedy pf = 0, wiec 0 =
pf(R) = f(pR), skad 0 = (a?) = af(a), wice 0 = f(af(@)) = f(a)f(a) = [f(a)]". Ale
pierscienn R jest zredukowany, wiec f(a) = 0. Wobec tego C'(R), = C(R,) i, zgodnie
z Twierdzeniem 3.13, istnieje h € C(R), takie, ze f = f2h.

Niech dalej p f m. Wtedy, na podstawie Lematu 3.11, mamy (a) + pR + aR, < R,
R = ((a)+pR+aR,)®lg,(a)iar = mx dlakazdego x € aR,. Niech f € C(R),. Wtedy
0=pf(R) = f(pR). Ale a*—ma € T,(R) C pR, wiec 0 = f(a*—ma) = f(a®)— f(ma),
skad af(a) =mf(a). Ale pf(a) =0, wigc f(a) € R, 1p{m, skad istnieje [ € Z takie, ze
ml =1 (mod p)idlatego f(a) = laf(a). Dalej (la)*—(la) = I?a®>—la = I*(ma+zy)—la
dla pewnego zg € T,(R), wiec (la)? — (la) = I(Ima) + [*z¢ — la. Ponadto ml = 1+ pK
dla pewnego K € Z, wiec (la)* — (la) = la + IpKa + >z — la € pR. Ponadto
(a) + pR = (la) + pR i aR, = (la)R, oraz lg,(a) = I, (la). Zatem dla a; = la mamy
(m) + pR+aR, <R i R = ({(a1) + pR + a1 Ry) ® lg,(a1) oraz af — a; € pR. Stad
0= f(ai —a1) = f(a?) — flar) = a1 f(a1) — f(a1). Zatem

flar) = a1 f(a1). (3.1)

Dla z € R,, a1(ayz) = ayx, gdyz a3 — a; € pR. Stad f(r) = f(a1)r dla kazdego
r € (a1) + pR+ a1 R,. Niech h = fli; (). Wtedy h € C(Ig,(a1)), wigc na podstawie
Twierdzenia 3.13, istnieje hy € C(lg,(a1)) takie, ze h = h*hy. Ponadto f(a1) € R, € S,
wiec istnieje so € R, takie, ze f(a1) = [f(a1)]?so. Ze wzoru (3.1) wynika, ze f?(a;) =
[f(a1)]®. Przeksztalcenie g: (a1) + pR+ a1 R, — (a1) + pR+ a1 R, dane wzorem g(r) =
sor jest homomorfizmem lewostronnych ({a;) + pR+ a1 R,)-modutéw. Stad F': R — R
dane wzorem F(ry +ry) = g(r1) 4+ hi(re) dla ry € (a1) + pR + a1 R, 72 € g, (a1)
jest homomorfizmem lewostronnych R-modutéw. Ponadto dla ry € (a;) + pR + a1 R,
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9 € lg,(a1) mamy, ze

(fPF = f)(ri+1m2) = f
f(
f(f
f(f

(g(r1) + ha(ra)) — f(r1) — f(ra)
f(g(r1)) + f(ha(ra))) — f(r1) — f(r2)
2807“1) + h(hi(re))) — f(r1) — f(r2)

= sor1)) + f(h(hi(r2))) — f(r1) — f(r2)
= f(sof(r1)) + (R2hy)(ra) — f(r1) — f(r2)
= sof(f(ar)r1) + h(r2) — f(r1) — h(re)

= sof*(ar)r1 — f(r1) = so[f(a1)]*r1 — f(a1)r
= fla)r — flar)r, =0,

Zatem f?F = f i pF = 0. Stad piersciei C'(R), jest silnie regularny. O

Zauwazmy najpierw, ze zgodnie z Lematem 1 z [10], kazdy przemienny, zreduko-
wany 1 S-polprosty pierscieni filialny jest beztorsyjny. Ponizszy fakt jest analogiczny do
Stwierdzenia 1.30 i jest uogélnieniem Twierdzenia 2.1 z [12].

Twierdzenie 3.15. Kazdy niezerowy C RF -pierscien jest ideatem istotnym w pewnym
CRF -pierscieniu z jedynkq.

Dowdd. Niech R # 0 bedzie C'RF-pierscieniem. Wowcezas End(Rg) = C(R) i C(R)
jest przemiennym pierscieniem zredukowanym z jedynks idgr. Ze Stwierdzenia 1.8,
przeksztatcenie p: R — C(R) dane wzorem ¢(a) = [, jest zanurzeniem pierscieni.
Ponadto R = ¢(R) <t C(R) i lewostronny anihilator piericienia R w C(R) jest zerowy.
Stad, i na mocy Stwierdzenia 1.23, R jest ideatem istotnym w kazdym podpierécieniu
C(R) zawierajacym R. Jezeli R € S, to Twierdzenie 3.13 implikuje, ze pierscien C'(R)
jest silnie regularny. Niech dalej R # S(R) i niech

S={feC(R) : nf € R+ (idg) dla pewnego n € N}.

Oczywiscie S jest podpierscieniem w C(R) zawierajacym T(C(R)). Na mocy Stwier-
dzenia 3.14, T(C(R)) € S. Ponadto R+ (idg) C S.

Ze Stwierdzenia 3.11 wynika, ze R € S,. Ponadto (R + (idg))/R € S, jako obraz
homomorficzny, piericienia Z. Stad R + (idr) € S, oraz z definicji S, S € S,.

Zgodnie ze Stwierdzeniem 3.12 wystarczy pokaza¢, ze S = (idgr) + pS + S(R), dla
kazdego p € P. Jezeli p € P\ II(R/S(R)), to z Lematu 3.11 wynika, ze R = pR ® R,),
skad pR = p*R, wiec pR C T,(R). Ale pierscieri R jest zredukowany, wiec dla kazdego
x € pR istnieje doktadnie jedno y € pR takie, ze x = py. Odwzorowanie h: pR — pR
dane wzorem h(z) = y jest homomorfizmem lewostronnych R-modutéw oraz id,r = ph.
Dalej C(R) = C(pR) & C(R,), wiec kazde f € S jest postaci f = fi + fa, gdzie
fi € C(pR) oraz fo € C(R,). Zatem f = (fi +0)+ (04 f2) i 0+ fo € S(S),, zas
fi = fi-idyr = p(f1h) € pS, wiee S = (idg) + pS +S(5),.

Niech dalej p € II(R/S(R)). Zgodnie z Lematem 3.11, istnieja a € R\ (pR + S(R))
oraz m € S(II(R/S(R))) takie, ze a* — ma € T,(R) oraz dla kazdego r € R,
ar—mr € T,(R)® R,. Ponadto R = ({(a),R)® R,. Dla dowolnych r € R, n € N istnieje
wige doktadnie jedna para (x,,,, s,) € T,(R)® R, taka, ze ar —mr = p"x, . +s,. Zatem
s: R — R, dane wzorem s(r) = s, jest homomorfizmem lewostronnych R-modutéw

o8



oraz dla kazdego n € N przeksztalcenie f,,: R — T,(R) dane wzorem f,(r) = x,, tez
jest homomorfizmem lewostronnych R-moduléw. Stad, oraz z definicji f,, i s mamy

P fo =1, —m-idr —s. (3.2)

Ale ps = 0, wigc s € S(5),, czyli s € S'ioczywiscie f,, € S dla kazdej liczby naturalne;
n. Dalej, dlan € Nir € R mamy ar — mr = p",, + s,, wiec a(pr) — m(pr) =
anrlfL‘n,r + O) Sk@d fn—l—l(pr) = Tnyr = fn(r)v Czyh pfn—l—l(?n) = fn(r) i wobec tego

fn = pfn1 dla kazdego n € N. (3.3)

Stad
<f1,f2,...> :p<f1,f2,...> QpS (34)

Z (3.2) mamy, ze l, € pS + (idg) + S(S),. Ponadto R = (a) + pR + R, wiec R =
(ls) + PR+ R,. Ale R, C S(S),, wiec

R+ (idg) + R, = (idg) + pS + S(5),. (3.5)

Wezmy dowolne f € S. Z definicji S istnieje najmniejsze ng € N takie, ze nof €
(idr) + R+ (f1, f2, .. .) +S(9)p.

Zalozmy, ze p | ng. Wtedy istnieje mg € N takie, ze ng = pmy oraz p(mgf) €
R+ (idg) + (f1, f2,.--) +S(S),. Ale R = (I,) + pR + R, C (l.) + pR + S(S),, wigc
p(mof) € pR+ (L) + (idg) + {f1, f2 . . .) +S(S),. To implikuje istnienie r € R, k,l € Z,
z € (f1, fa...), e € S(9), takich, ze p(mof) = pl, +kl,+1-idgp+x+e. Z (3.2) oraz (3.4)
mamy, odpowiednio, I, = pfi +m -idr + s oraz x = py dla pewnego y € (f1, fo...).
W konsekwencji p(mo f) = pl,+kpfi+km-idr+1-idgp+py+s', gdzie s = ks+e € S(9),.
Stad

pg=t-idg+ 5, (3.6)

gdzie g = mof — I, — kfi —y oraz t = km + 1. Jedli ptt, to istnieja u, v € Z takie, ze
pu + tv = 1. Zatem dla dowolnego b € R

b = pnb + tvb = pnb + (vpg — vs')b

= pnb + pvg(b) —vs'b € pR ® R,,.

Stad R = pR® R, a wicc a € pR+S(R), sprzecznosé. Zatem t = pt’ dla pewnego t’ € Z.
Wobec (3.6) mamy p(g—t'-idg) € S(9),, wiec p*(g—t'-idg) = 0, stad [p(g—t'-idg)]* = 0
i wobec tego p(g — t' - idr) = 0. Zatem ze Stwierdzenia 3.14, g — t' - idr € S(95),, czyli
mof — 1, —kfi —y— t'-idg € S(S)p, a wiec mof € <ZdR> + R+ <f1,f2, ce ,> + S(S)p,
co przeczy minimalnosci nyg.

Wobec tego p 1 ng 1 istnieja u,v € Z takie, ze pu + vng = 1. Stad oraz z (3.4), (3.5)
mamy, ze f = p(uf)+v(nof) € (idg) +pS+S(S),. Zatem S = (idg) +pS+S(S),. O
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3.3 Twierdzenia klasyfikacyjne dla C'RF'-pierscieni

Stwierdzenie 3.16. Klasa C'RF -pierscieni to doktadnie rodzina wszystkich rozszerzen
przemiennych pierscieni silnie reqularnych przez S-potproste C RE -pierscienie.

Dowaod. Przypus$émy, ze przemienny silnie regularny pierscieni I jest ideatem pierscie-
nia R 1 R/I jest S-potprostym CRF-pierscieniem. Na podstawie Twierdzenia 1.37,
pierscienn R jest zredukowany i lewostronnie filialny. Wezmy dowolne a € R, i,j € I.
Wtedy (ai — ia)j = a(ij) —i(aj) = aji — aji = 0. Oczywiscie ai — ia € I oraz
(ai—ia)? = 0. Zatem ai = ia, gdyz pierSciefi R jest zredukowany. Niech teraz a,b € R.
i € I. Wowczas (ab—ba)i = a(bi) — b(ai) = bia — bia = 0. Poniewaz pierscienn R/I jest
przemienny, wiec ab — ba € I. Stad (ab — ba)* = 0, i ostatecznie ab = ba, czyli R jest
C RF-pierscieniem.

Implikacja w druga strone jest natychmiastows konsekwencja Twierdzenia 1.37. [

Warto w tym miejscu odnotowaé, ze natura rozszerzenn omawianych w poprzednim
stwierdzeniu wydaje sie by¢ skomplikowana. Pokazuje to nastepujacy przyktad.

Przykltad 3.17. Niech II bedzie nieskoniczonym podzbiorem w P i niech D bedzie
ustalonym, wlasciwym podpierscieniem ciata Q, 1 € D. Udowodnimy, ze istnieje co
najmniej 2% nieizomorficznych, istotnych rozszerzen pierscienia S = ®p€H 7, przez
D.

Niech A = Hpen Z,. Poniewaz as(S) = 0, wiec S jest idealem istotnym w kazdym
podpierscieniu T pierScienia A zawierajacym S. Podobnie jak w Przyktadzie 1.18 dla
nieskoniczonego podzbioru X C II, niech 1x = (a,)pen € A bedzie takie, ze a, =

0 jezelipg X . . .

1 ezeli p € X, i niech A(X)={a€ A : na € (1x) dla pewnego n € N}. Wtedy
A(X)< A, T(A) = S. Ponadto grupa A*/S jest beztorsyjna i podzielna, jest wiec
przestrzenia liniowa nad cialem Q. Poniewaz |X| = oo, wiec 1x +5 # 0+ S i stad
ling(1x +S) =2 Q7 oraz ling(lx +5) = A(X)"™/S. Z definicji 1x i nieskoriczonodci
zbioru X wynika, ze 1 x+S jest jedynka pierscienia A(X)/S. Ale A(X)T/S = Q*, wiec
A(X)/S =2 Q. Ponadto S, A(X)/S € S, wiec A(X) € S. Dalej, istnieje podpierscieri
R(X) C A(X) zawierajacy S i taki, ze 1x € R(X) 1 R(X)/S = D. Jezeli YV jest
nieskoriczonym podzbiorem w II takim, ze |Y \ X| = oo, to 1y ¢ R(X), bo inaczej
nly = klyx dla pewnych n € N, k € 7Z, co prowadzi do sprzecznosci z tym, ze
Y\ X| =00. Ale 1y € R(Y), wiec R(X) 2 R(Y') na mocy pierwszej czesci rozwazail.
Powtarzajac zatem rozumowanie przedstawione w Przyktadzie 1.18 otrzymujemy, ze
istnieje co najmniej 2%° nieizomorficznych, istotnych rozszerzen pierscienia ®p€H Ly,
przez D.

Lemat 3.18. Niech ) # I1 C P. Wowczas kazdy podpierscieri A pierscienia 2y jest
S-potprosty.

Dowdd. Przypusémy, ze istnieje 0 # a = (ap)pen € S(A). Wtedy a, # 0 dla pewnego
q € II. Stad qa € S(A) i istnieje b € S(A) takie, ze ga = b(ga)?. Ale b = (b,)pen, wiec
qa, = bqq2a2. Skad 1 = q(bya,). Sprzecznosé, gdyz q € 11(Z,). [
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Lemat 3.19. Niech () # II C P i niech A bedzie filialnym podpiericieniem piericienia
Zn z tg samq jedynkq. Wowczas nie istnieje nietrywialne zanurzenia pierscienia A
w pierscien Zy. W szczegolnosci, jesli B jest filialnym podpierscieniem pierscienia Zyy
z tqg sama jedynkq i B = A, to B = A.

Dowdd. Przypusémy, ze istnieje zanurzenie f: A — Zy takie, ze a # f(a) dla pewnego
a€ Ai f(1) =1. Niech a = (ap)pen, f(a) = (by)pen. Wowczas istnieje ¢ € II takie, ze
aq # by Stad istnieja a € Ny 1 u € Z7 takie, ze a; — b, = ¢“u. Zgodnie z Wnioskiem
1 z [10] istnieja c € A i k € Z takie, ze a = ¢*"c+ k- 1, wiec f(a) = ¢*™ f(c) + k- 1.
Wtedy a — f(a) = ¢*(c — f(c)). Skad ¢“u = ¢“"'d dla pewnego d € Z,. Zatem
q € Z;, sprzecznosc. O

Twierdzenie 3.20. Niech Il bedzie dowolnym niepustym podzbiorem w P. Wowczas
pierscien R jest S-potprostym C RF -pierscieniem z jedynkq takim, ze II(R) = II wtedy
i tylko wtedy, gdy R jest izomorficzny z podpiersScieniem pierscienia Qu postaci K N 2y
gdzie K jest jednoznacznie wyznaczonym, silnie reqularnym podpierscieniem w QO z tq
sama jedynkq i takim, Ze dla kazdego a € K, a = (ap)pen, ap € 2, dla prawie wszystkich
p e Il.

Dowdd. Niech R bedzie S-potprostym C'RF-pierscieniem z jedynka takim, ze II(R) =
II. Z Lematu 3.9, punkt (iv) wiemy, ze odwzorowanie ¢: R — [[ o 12/7,(R) dane
wzorem p(a) = (a+7T,(R))qen dla a € R jest zanurzeniem pierscieni. Zgodnie z Twier-
dzeniem 6 z [10], R/7,(R) jest filialna dziedzing catkowitosciip € R/7,(R) dla kazdego
p € II. Na podstawie Twierdzen 6 i 7 z [10], dla kazdego p € II istnieje zanurzenie pier-
Scieni f,: R/T,(R) — Z, takie, ze f,(1+7,(R)) = (1,1,...). Stad, istnieje zanurzenie
pierscieni ®: R — Zj takie, ze ®(1) = (1,1,...). Oznaczmy A = ®(R).

Niech K = {1a|a € A,n € S(I)}. Oczywiscie K jest podpierscieniem w Qi A C K.
Wezmy dowolne a € A. Z Twierdzenia 2 z [10], istnieja m € S(II), b € A takie, ze
ma = a®b. Stad a = a?(£b) € a’K co pokazuje, ze ta = (£a)*(2b) dla kazdego
n € S(II), wigc K € S.

Pokazemy, ze K N 2y C A. WeZzmy dowolne niezerowe r € K N Zy. Wtedy istnieja
n € S(I) oraz a = (ay)pen € A takie, ze r = fa. Stad La € Zy. Z filialnosci A
dostajemy, ze A = nA+(1). Zatem a = nb+k-1 dla pewnych k € Zib = (b,),enn € A.
Oczywiscie r =b+£.1€ Zyibe Zy, skad £ -1 € Zy i dla kazdego p € 11, £ € Z,,.
Poniewaz n € S(II), wiec istnieja rézne liczby pierwsze py, pa, . .., ps 1 nieujemne liczby
catkowite 11,1y, ..., 1, takie, ze n = pipl---pk. Stad pl | k w pierscieniu Z,, dla
kazdego 1 = 1,2,...,s. Ze Stwierdzenia 1.33 otrzymujemy, ze pi-i k w pierscieniu Z
dla kazdego i = 1,2,...,s. Zatemn | k w Z i % -1 € A, wiec r € A i ostatecznie
A=Kn2Zy.

Z definicji K i Zy; wynika, ze dla kazdego a € K, a = (a,)pen mamy a, € 2, dla prawie
wszystkich p € II.

Na odwroét, niech K bedzie silnie regularnym podpierécieniem pierécienia Qg z ta
sama jedynka i takim, ze dla kazdego a € K, a = (ay)pen, ap € Z, dla prawie wszyst-
kich p € II i niech A = K N 2. Wowcezas (1,1,...) € A i na mocy Lematu 3.18,
pierscien A jest S-potprosty. Oczywiscie A jest przemiennym zredukowanym pierscie-
niem beztorsyjnym takim, ze I1(Zy) = II.
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Niech p bedzie dowolna liczba pierwsza. Jesli p ¢ TI(A), to p-1 € A* C Zj
ipgI(Zy) =11 Jeslipg I, top-1€ Zf. Alep-1 € K, gdyz1 € K. Po-
nadto K € S, wigc p-1 = (p-1)?b dla pewnego b € K. Stad 1 = (p-1)b, wiec p-1 € K*.
Dlatego be KN 2y, skad p-1 € A*ip ¢ [I(A). Zatem II(A) = II.

Teraz pokazemy, ze A = pA + (1) dla dowolnej liczby pierwszej p. Jest to oczywiste
dla p ¢ II(A). Niech wiec p € II(A). Wezmy dowolne a = (a,)4en € A. Z filialnosciZ,
istniejg k € Z i b, € Z, takie, ze a, = pb, + k. Stad b, = a"p_k € Z,. Ponadto dla

qeIl\ {p}, b, = aq;k € Z,, gdyz % € Z,. Niech b = (aq;k)qen. Wowcezas b € Zy oraz
a = pb+k-1. Pozostalo wykaza¢, ze b € K. Jest jasne, ze a,1 € K, wiecca— k-1 € K.
Ale piericieri K jest silnie regularny, wiec p-1 = (p - 1)%c dla pewnego ¢ € K. Stad
1= (p-1)cco pokazuje, ze p-1 € K*. Ale (p-1)b=a—k-1ib=(a—k-1)c€ K.
Dlatego A = pA + (1) dla kazdego p € P.

Wezmy dowolne niezerowe a = (a,)p,ex € A. Poniewaz a € K, wiec a, € Z, dla prawie
wszystkich p € TI. Ponadto K € S, wiec istnieje b = (b,),en € K takie, ze a = a?.
Istnieje wiec tylko skoriczona ilog¢ liczb pierwszych qq, ga, . . ., ¢ takich, ze b,, € Q .\ Z,,
dla¢=1,2,...,[. Stad, dla kazdego i = 1,2...,[ istnieje n; € N takie, ze n,q; € Z,,.
Ktadac n = nyny -+ -ny mamy nb € Zy oraz nb € K. Stad nb € A, wiec A € S,. Na
podstawie Wniosku 1 z [10] wynika, ze pierscienn A jest filialny.

Niech L bedzie silnie regularnym podpierscieniem w O z ta samg jedynka i takim,
ze dla @ € L, a = (ap)pen mamy a, € Z, dla prawie wszystkich p € II i niech
KnN2Zy =2 LN 2y 7 pierwszej czedci dowodu i1 z Lematu 3.19 otrzymujemy, ze
KN Zyg = LN 25 Wezmy dowolne a = (a,),ex € K. Poniewaz a, € Z, dla prawie
wszystkich p € II, wiec istnieje n € S(II) takie, ze na € Zy. Dlatego na € K N 2y,
skad na € LN Zp. Wiecna € Lia € L, gdyz L € S. Stad K C L. Podobnie pokazuje
sie, ze L C K, skad K = L. O]

Definicja 3.21. Niech K bedzie podpierscieniem pierscienia O z ta sama jedynka
i niech a € K. Przez supp(a) oznaczamy zbior {p € Il : a, # 0} i niech

By = {supp(a) : a € K}. (3.7)

Standardowe sprawdzenie pokazuje, ze By jest algebra Boole’a zbioréw. Dla do-
wolnego podzbioru Y C II, niech 1y = (a,)pen € Zn bedzie okreslone formula

[ 0 jezelipg Y
@ = { 1 jezelip €Y. (3.8)

Dowod nastepnego lematu jest natychmiastowy.

Lemat 3.22. Niech II bedzie dowolnym niepustym podzbiorem w P ¢ niech K bedzie
podpierscieniem w Oy z tg samg jedynkq. Wowczas K jest pierScieniem silnie regular-
nym wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla kazdego a € K istnieje b € K takie, zZe ab = Lgypp(a)-
W szczegolnosci, jesli K jest pierscieniem silnie reqularnym, to 1y € K dla kazdego
Y € Bgk.

Lemat 3.23. Niech II bedzie dowolnym niepustym podzbiorem w P 1 niech K bedzie
silnie reqularnym podpierscieniem w Qr z tg samgq jedynkq takim, ze dla kazdego a € K,
a = (ap)penr, mamy a, € 2, dla prawie wszystkich p € I1. Niech S = KNZy. Wowczas:
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(1) kazdy ideal J pierscienia K jest postaci J = {%z cieJnS,neN},
(11) jezeli pierscien S jest noetherowski, to pierscieri K tez jest noetherowski,

(i1i) pierscien S zawiera niezerowy ideal, ktory jest dziedzing wtedy i tylko wtedy, gdy
pierscien K zawiera niezerowy ideat, ktory jest dziedzing.

Dowdd. (i) Z dowodu Twierdzenia 3.20 mamy K = {+a : a € S,n € N}. Zauwazmy,
ze J < K implikuje JN S <1.S. Pokazemy, ze J = {%i: i € JNS,n € N}. Rzeczywiscie
Li=(2-1)ieJdlaie JNS. Jezeli j € J, to istnicje n € N takie, ze n-j € S i wtedy
oczywiscie j = %(nj)

Punkty (i), (i1) wynikaja bezposrednio z (i). O

Teraz przedstawimy przyktad CRF-pierscienia, ktory nie posiada idealu bedacego
dziedzina.

Twierdzenie 3.24. Niech I1 bedzie dowolnym niepustym podzbiorem wP. Wowczas R
jest S-potprostym C RF -pierscieniem z jedynkq nieposiadajgcym ideatu bedgcego dzie-
dzing 1 takim, ze II(R) = 11 wtedy i tylko wtedy, gdy R jest izomorficzny z podpierscie-
niem pierscienia Qu postaci K N 2y, gdzie K jest jednoznacznie wyznaczonym, silnie
reqularnym podpierscieniem w Qu z tg samq jedynkq i takim, zZe dla kazdego a € K,
a = (ap)pen, mamy a, € 2, dla prawie wszystkich p € I1 oraz algebra Boole’a By jest
bezatomowa.

Dowdd. Niech R bedzie S-potprostym C'RF-pierécieniem z jedynks, ktory nie posiada
ideal bedacego dziedzing i takim, ze TI(R) = II. Na podstawie Twierdzenia 3.20, R
jest izomorficzny z podpierscieniem pierscienia QO postaci K N Zyy, gdzie K jest jed-
noznacznie wyznaczonym, silnie regularnym podpierécieniem w Qp z ta sama jedynka
i takim, ze dla kazdego a € K, a = (ap)pen, mamy a, € Z, dla prawie wszystkich
p € II. Lemat 3.23 implikuje, ze pierscienn K nie posiada ideatu, ktory jest dziedzina.
Wezmy dowolny niepusty Y € Bg. Zgodnie z Lematem 3.22, a = 1y € K. Ale
I = Ka nie jest dziedzina, wiec istnieja niezerowe c,d € [ takie, ze cd = 0. Oczywidcie
0 # supp(c) CY oraz () # supp(d) C Y. Ponadto supp(c) N supp(d) = () poniewaz
cd = 0. Stad supp(c) €Y lub supp(d) C Y i algebra Bk jest bezatomowa.

Na odwrot, na mocy Lematu 3.23 wystarczy udowodnié, ze pierscien K nie posiada
ideatu, ktory jest dziedzina. Niech {0} # I < K. Wezmy dowolne niezerowe a € I.
Algebra By jest bezatomowa, wiec istnieje Y € By takie, ze ) # Y C supp(a). Na pod-
stawie Lematu 3.22, 1y, Lypp@eny € K 1 aly,algpyq)\y S8 niezerowymi elementami
z I. Zatem [ nie jest dziedzina. O]

7 Twierdzen 3.15, 3.24 tatwo wynika nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.25. R jest S-potprostym C RF -piersScieniem, ktory nie posiada ideatu
bedgcego dziedzing wtedy @ tylko wtedy, gdy R jest izomorficzny z pewnym istotnym
1deatem pierscienia KNZp, gdzie K jest jednoznacznie wyznaczonym, silnie reqularnym
podpierscieniem w Qy z tq samq jedynkq i takim, zZe dla kazdego a € K, a = (a,)pen,
mamy a, € Z, dla prawie wszystkich p € 11 oraz algebra Boole’a By jest bezatomouwa.
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Przyktad 3.26. Niech IT = {p,ps, ...} bedzie dowolnym nieskonczonym podzbiorem
w P i niech ® bedzie dowolna bezatomowa algebra Boole’a podzbioréw zbioru II.
Algebra taka zostata skonstruowana w Przyktadzie 1.21. W pierscieniu Qp definiujemy
podpierscien

K=laly:Y €9,0#a€cQ). (3.9)
Latwo jest sprawdzi¢, ze

K={(aly:Y €9,0#a€Q). (3.10)
Stad, dowolne niezerowe d € K moze by¢ zapisane w postaci

d = a1y, + asly, + - + arly,, (3.11)

gdzie 0 # a; € Q, ) # Y; € D dla kazdego i € {1,2,...,k} 1Y;NY; =0 dlai # j,
supp(d) = Y1 UYo U --- UY,. Pokazemy, ze pierscieni K jest silnie regularny. Niech d
bedzie postaci (3.11). Polézmy d' = a7 'ly, +ay ' 1y, +- - +a; ' ly,. Oczywiscie ' € K
i ponadto d - d’ = L) € K. Na podstawie Lematu 3.22, K jest silnie regularnym
podpierscieniem w Q. Oczywiscie K N 2 # {0}. Jest tatwo sprawdzi¢, ze By jest
bezatomowa, wiec z Twierdzenia 3.24 wynika, ze K N Zy jest niezerowym S-potprostym
C RF-pierscieniem, bez niezerowych ideatéw, ktore sa dziedzinami. Dodatkowo odno-
tujmy, ze II(K N Zy) =11
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Rozdzial 4

Przykltady 1 wlasnosci pierscieni
filialnych

W tym rozdziale przedstawimy fundamentalne przyktady i konstrukcje pierscieni fi-
lialnych, ktére beda mialy zastosowanie w klasyfikacji noetherowskich, przemiennych
pierscieni filialnych.

4.1 Uzyteczne wlasnosci pierscieni filialnych

Lemat 4.1. Niech I bedzie pierscieniem filialnym, ktorego kazdy ideal jest ideatem
pierscienia R oraz R/1 € T. Wowczas pierscien R jest filialny.

Dowdd. Niech A<iB oraz B<R. Wtedy (A+1)/I<(B+1)/I<R/I,skad (A+1)/I<
R/I, gdyz kazdy podidempotentny piericieri jest filialny. Ponadto (A + I)/I = (A? +
I)/I, skad A+ I = A? + I. Przecinajac obie strony z A otrzymujemy z modularnosci
kraty podgrup w R, A = A%+ (IN A). Poniewaz INA<1IN B <1, wiec z zalozenia
INA<R. Ponadto RAC RA?+ R(INA) C BA+(INA) C A. Dowéd AR C A jest

analogiczny. O

Stwierdzenie 4.2. Niech A, B bedg przemiennymi p-pierscieniami takimi, ze 1 € A
oraz N(A) # 0 i N(B) # 0. Wowczas piersciers A ® B nie jest filialny.

Dowadd. Zatézmy, ze pierscienn A @ B jest filialny. Wowczas na podstawie Twierdzenia
1.35, N(A) @ N(B) jest H-pierscieniem. Istnieja niezerowe a € A, b € B takie, ze
pa = a® = 0 oraz pb = b* = 0. Zatem {(a,b)) <N (A) & N(B) < A& B. Z filialnosci
pierscienia A @ B, ((a,b)) < A @® B. Wobec tego (a,0) = (a,b) - (1,0) € ((a,b)). Stad
(a,0) = k- (a,b) dla pewnego k € Z, wiec a = ka, 0 = kb, co daje sprzecznosc. ]

Lemat 4.3. Niech A, B bedg przemiennymi pierscieniami filialnymi takimi, zZe dla
dowolnych a € A, b € B zachodzi

(a,0) € (A® B)(a*b%) + ((a®,b*)) + {(a,b)) (4.1)

Wowczas pierscien A @ B jest filialny.
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Dowdd. Niech a € A, b € B. Woéwczas S = (A @ B)(a?, V%) + ((a?, b)) + {(a, b)) jest
podpierscieniem w A® B. Z (4.1) uzyskujemy, ze (a?,0) € S, (0,b) = (a,b)—(a,0) € S,
(0,6%) € S. Ponadto z filialnosci pierscieni A i B, Aa C Aa® + (a*) + (a) i Bb C
BV? + (b*) + (b). Zatem (A & B)(a,b) C S i pierscieri A @ B jest filialny. O

Przypomnijmy, ze dla beztorsyjnego C'RF-pierscienia R, II(R) = {p € P : pR #
R}. W dalszych badaniach istotna role odegra nastepujace uogélnienie zbioru II(R)
dla filialnego pierscienia przemiennego R o torsyjnym nil-radykale. Mianowicie

I(R) ={peP : N(R), # 0} UII((R/N(R))/S(R/N(R))). (4.2)

Poprawnosé tej definicji wynika z Lematu 1 z [10] oraz Lematu 3.10. Nastepne twier-
dzenie jest uogolnieniem Wniosku 3 z pracy [10].

Twierdzenie 4.4. Niech {A;}ier bedzie dowolng niepustq rodzing przemiennych pier-
$cieni filialnych takich, ze N'(A;) C T(A;) dla kazdego i € T oraz TI(A;) NTI(A;) =0
dla dowolnych i,j € T, i # j. Wowczas pierscieri @, ., A; jest filialny.

Dowdd. Niech A, B beda dowolnymi przemiennymi pierscieniami filialnymi takimi, ze
N(A) C T(A), N(B) C T(B) oraz II(A) NII(B) = 0. Wtedy S(A/N(A)) = I/N(A)
i S(B/N(B)) = J/N(B) dla pewnych I < A, J < B. Z Twierdzenia o izomorfizmie
wynika, ze II(A) = II(N(A))UTI(A/I) oraz I1(B) = II(N(B))UII(B/J). Niech a € A,
b € B. Poniewaz pierscien A/l jest przemienny, filialny i S-polprosty, wiec zgodnie
z Lematem 3.11, istnieja m € S(II(A/I)) oraz a; € A takie, ze ma — a*a; € I. Dalej,
piericien I /N (A) € S, wiec istnieje i € [ takie, ze ma—a*a;—(ma—a?a;)?i = x € N(A)
dla pewnego x € N(A). Ale N(A) C T(A), wiec istnieje k € S(II(N(A))) takie, ze
kx = 0, skad mka = a®ay dla pewnego a; € A. W ten sposob pokazaliSmy, ze istnieje
M € S(II(A)) takie, ze Ma = a®*ay dla pewnego a; € A. Analogicznie, istnieje
N € S(II(B)) takie, ze Nb = b*b, dla pewnego by € B. Z przyjetych zalozenn wynika,
ze NWD(M,N) =1, wiec istnieja U,V € Z takie, ze MU + NV = 1, wiec

(Uas, =Vbo)(a*,0%) + VN(a,b) = (Uaza® + VNa, V(Nb - b%b,))

= (UMa + VNa,0) = (UM + VN)a,0) = (a,0).

Zatem zgodnie z Lematem 4.3, pierécien A @ B jest filialny.
Niech 7" bedzie niepustym, skoniczonym podzbiorem zbioru T. Z wtasnosci klas rady-
kalnych i definicji zbioru IT wynika, ze II(@D, v Ai) = U, IL(A;). Stad i z pierwszej
czesci dowodu przez indukcje uzyskujemy, ze pierscien @, ., A; jest filialny dla kazdego
niepustego skoriczonego podzbioru T” zbioru T
Wezmy dowolne a,b € R = @,.p Ai. Wtedy istnieje skonczony, niepusty pod-
zbior T' zbioru T taki, ze a,b € R' = @,.p A;. 7 filialnosci R’ otrzymujemy
ab € Ra*> + (a®) + (a) C Ra® + (a*) + (a), co koriczy dowod filialnosci piericienia
R.

O

Bezposrednio z powyzszego twierdzenia wynika nastepujacy wniosek.
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Whniosek 4.5. Niech D bedzie filialng dziedzing catkowitosci charakterystyki zero, ktora
nie jest ciatem, i niech N bedzie niezerowym mil-H-q-pierscieniem, q € P. Niech
R=mD & N, gdzie m € N. Jezeli q ¢ TI(D), to R jest pierscieniem filialnym.

Stwierdzenie 4.6. Niech S bedzie pierscieniem takim, ze S = Sy + So + --- + Sk
dla pewnych swoich filialnych podpierscient Sy, S, ...,Sk. Jezeli istniejg liczby na-
turalne ny,no,...,ny takie, ze NWD(ny,ng,...,ng) = 1 i dla dowolnych a € S,
i€ {1,2,...,kY} istniejg t1,...,t, €N takie, ze n''a € S;, to pierscien S jest filialny.

Dowdd. Niech a,b € S. 7 zalozen wynika, ze istnieje ¢t € N takie, ze nla € S; oraz
nib € S; dla kazdego i € {1,2,...,k}. Zatem na podstawie Twierdzenia 1.29 wynika,
ze n}'(ab), n7'(ba) € (nla)s, + (nla) C (a)g + (a). Poniewaz NWD(ny, n, ..., ny) = 1,

wiec istnieja rq,79,...,7, € Z takie, ze ni'ry + n3'ry + -+ + nilry = 1. Wowczas
ab =% ri(n?ab) € (a)% + (a) i podobnie ba € (a)% + (a). Stad ostatecznie S jest
pierscieniem filialnym na mocy Twierdzenia 1.29. [

Lemat 4.7. Niech D bedzie filialng dziedzing catkowitoSci charakterystyki zero, ktora
nie jest ciatem, i niech N bedzie nil-H-q-pierscieniem, gdzie ¢ € P, q € II(D). Niech
ponadto m € N, t € Ny, ¢t m. Wowczas pierscienn mq'D & N jest filialny wtedy i tylko
wtedy, gdy pierscien ¢! D @ N jest filialny.

Dowdd. Niech S = ¢!D@® N i R = mq¢'D @& N. Wtedy R < S, wicc jezeli S jest
pierscieniem filialnym, to rowniez R jest pierscieniem filialnym.

Zatozmy, ze pierscien R jest filialny i niech a € S. Woéwczas istnieje t; € N takie,
ze ¢"a € ¢"D ® {0} oraz m'a € R. Ale S = R+ (¢'D x {0}), wiec ze Stwierdzenia 4.6,
pierscien S jest filialny. m

Twierdzenie 4.8. Niech D bedzie filialng dziedzing catkowitosci charakterystyki zero,
ktora nie jest ciatem, niech m € N i niech N bedzie niezerowym przemiennym nil-q-
pierscieniem, przy czym q € 11(D). Wowczas dla pierscienia R = mD @ N nastepujgce
warunki sq rownowazne:

(1) pierscien R jest filialny,

(i) N jest pierscieniem z prawie zerowym mnozeniem takim, zZe ¢* N = 0 dla pewnego
a €N oraz ¢* | m.

Dowdd. (i) = (ii). Zaczniemy od wykazania, ze ¢ | m. Niech 2 € N\ {0} bedzie taki,
ze 12 = 0, gv = 0 i niech a = (mq, r). Z filialnoci pierscienia R wynika, ze (m,0)a €
Ra* + (a®) + {(a). Istnieja wiec d € D, U, W € Z takie, ze (m?q,0) = (m3¢*d,0) +
W(m?2q*,0)+U(mgq, ). Stad Uz = 0 i w konsekwencji ¢ | U oraz U = qV dla pewnego
V € Z. Ponadto m%q = m®*¢®d + Wm?q¢®> + Vmg?, skad m = m?qd + Wmq + Vq.
Zatem q | m w D. Ale g € TI(D), wiec na mocy Stwierdzenia 1.33, ¢ | m w Z. Stad
m = ¢“m; dla pewnych o« € N, my € Z, q f m;. Na podstawie Lematu 4.7, pierscien
S =q*D @ N jest filialny. Pierscienn N jest filialny jako ideal pierscienia filialnego S.
Ponadto na mocy Stwierdzenia 1.35, N jest H-pierscieniem. Udowodnimy, ze N jest
pierécieniem z prawie zerowym mnozeniem. Zgodnie ze Stwierdzeniem 2.12 punkt ()
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wystarczy pokazaé, ze xy € (y*) dla dowolnych z,y € N. Ustalmy liczbe naturalna
r > « taka, ze ¢"y = 0. Z filialnosci S wynika, ze

S(q",y) €S y%) + (@, v) + (¢ ),

skad
(0,2y) = (¢°d, 1)(¢",y*) + U(q”,y*) + V(4" y),

dlapewnychd € D, z; € N, U,V € Z. Wowczas 0 = ¢*T2"d+Uq¢* +Vq" i Stwierdzenia
1.33 wynika, ze ¢" | V. Ponadto xy = z1y*+Uy? +Vy, skad vy = 19>+ Uy?, poniewaz
Vy = 0. Skoro N jest H-g-pierscieniem, wiec zgodnie z Lematem 2.8, z1y* € (y?)
i w konsekwencji xy € (y?). Zatem N jest pierscieniem z prawie zerowym mnozeniem.

Pozostalo do wykazania, ze ¢* N = 0. Udowodnimy najpierw, ze ¢*a(N) = 0.
Zalozmy, ze tak nie jest. Istnieje wowcezas x € N, taki, ze 22 = 01 ¢“x # 0. Z filialnosci
S otrzymujemy

S(g* x) € S(g**2,0) + ((¢***2,0)) + ((¢**, x)),
skad wynika, ze
(q**,0) = (¢°***d,0) + U(q****,0) + V(¢**", ),

dla pewnych d € D, U,V € Z. Zatem 0 = Vx i poniewaz ¢z # 0, wiec ¢! | V. Dalej,
7z réwnosci ¢**t = @T2d + Ug**™? + V¢!, podzielnosci ¢*™ | V i ze Stwierdzenia
1.33 otrzymujemy ¢***2 | ¢**™! w Z, sprzecznosé. Zatem ¢“a(N) = 0 i poniewaz
gN C a(N), wigc ¢*TIN = 0.

Zalozmy, ze ¢®N # 0. Wowczas istnieje x € N, 22 # 0, ¢z # 01 ¢z = 0.
Z filialno$ci S otrzymujemy

S(g* =) € S(g*, =) + ((¢*, =) + ((¢*, =)
Poniewaz Nz? = 0, wiec istnieja d € D, U,V € Z takie, ze
(0,2%) = (¢°*d,0) + U(¢**, 2*) + V(¢*, z).

Zatem 0 = ¢3*d + Uq** + V¢ co wobec Stwierdzenia 1.33 oznacza, ze ¢* | V w Z.
Zatem V = Viq¢® dla pewnego V; € Z. Wowczas 0 = ¢*d + U + V; i ponownie ze
Stwierdzenia 1.33, ¢* | U +V; w Z. Dalej, 22 = Uz?+ Vx, wiec jesli ¢ | U, to Uz? = 0,
q | Viiaz?=Vux, skad 22 = 0, sprzecznosé. Zatem ¢t U i (1 — U)a® = Va. Jedli
q|1-=U,toVex=01iq| V1. Ale q | U+ Vi, wiec q | U, sprzecznosé. Wobec tego
q11—-Uiaz?=q¢*Wax dla pewnego W € Z, gt W. Niech T € Z bedzie takie, ze
TW =1 (mod ¢). Dla y = Tz mamy, ze o(y) = o(z) = ¢“™' i y* = ¢®y. Z filialnosci
pierscienia S wynika, ze

S(q%y) € S v°) + (%) + ((¢".v),

skad otrzymujemy
(0,9%) = (¢°d,0) + U(¢**,y") + V(¢", y),
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dla pewnych d € D, U,V € Z. Zatem 0 = ¢3%d + Ug** + V¢®, wicc V = ¢*V; dla
pewnego Vi € Z oraz y?> = Uy? +Vy. Stad 0 = ¢“d+ U +V; oraz ¢*y = Uq®y + q*V1y.
Dalej, ¢*(1-U —Vi)y =0, wiec q | 1 — (U +V1). Ale ¢* | U+ V; na mocy Stwierdzenia
1.33, wiec ¢ | 1, sprzecznos$é. Zatem ostatecznie ¢*N = 0.

(11) = (i) Wobec Lematu 4.7 wystarczy wykazaé filialnos¢ pierscienia ¢*D @& N.
W tym celu weZzmy dowolne a € D oraz x € N. Wystarczy pokazaé, ze

("D ® N)(¢“a,z) C (¢°D & N)(¢**a*,2%) + ((¢**a*, 2%)) + ((¢"a, x)).

Pierécienn N jest z prawie zerowym mnozeniem, wiec Nx? = 0, czyli wystarczy pokazac,
ze
(¢**aD) & Nz C (¢**a’D) & {0} + ((¢**a®, 2%)) + ((¢“a, 2)).

Sprowadza sie to do pokazania dwoch inkluzji
{0} & Na C (¢*a*D) @ {0} + ((¢**a”, 2%)) + ((¢"a, 7)) (4.3)

oraz
(¢**aD) & {0} C (¢**a*D) ® {0} + ((¢**a* %)) + ((¢"a, x)). (4.4)
Dla a = 0 obie inkluzje sa oczywiste, gdyz Nz C (x?). Niech wigc dalej a # 0.

Dla dowodu inkluzji (4.3), niech y € N. Poniewaz Nx C (x?), wiec istnieje k € Z
takie, ze yz = kxz?. 7Z filialnosci D wynika, ze D = ¢®aD + (1), skad otrzymujemy, ze
ka € ¢*aD + (1). Niech b € D oraz | € Z beda takie, ze 0 = q*ab + ka + . Poniewaz
q®x = 0 oraz 0 = ¢**a?b + kq**a® + ¢**al, wicc

(0,yz) = (¢**a®h,0) + k(¢**a®, 2%) + ¢*1(¢"a, z).

Dla dowodu inkluzji (4.4), niech ¢ € D bedzie dowolne. Z filialnosci D wynika, ze
¢ € ¢“aD + (1). Istnieja wiec d € D oraz k € Z takie, ze ¢ = ¢®ad + k. Poniewaz
q¢“x = 0 oraz ¢*“ac = ¢*“a’*d + ¢**ak, wicc

(q2aac, 0) = (q3“a2d, 0)+0- (q2°‘a2, xz) + ¢“k(¢%a, x),

co konczy dowod.
m

Twierdzenie 4.9. Niech D bedzie filialng dziedzing catkowitosci charakterystyki zero,
ktora nie jest ciatem, niech m € N 1 niech N bedzie niezerowym przemiennym nil-
pierscieniem torsyjnym takim, ze II(N) C II(D). Wowczas dla pierscienia R = mD @
N nastepujgce warunki sg rownowazne:

(1) pierscien R jest filialny,
(11) N jest pierscieniem z prawie zerowym mnozeniem takim, ze mN = 0.

Dowdd. (i) = (i1). Wezmy dowolne p € II(N). Wtedy N, # 01 N, jest idealowym
sktadnikiem prostym pierscienia N. Wobec tego pierscien mD @& N, jest filialny jako
obraz homomorficzny pierscienia filialnego R. Zatem z Twierdzenia 4.8, pierscienn V),
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jest z prawie zerowym mnozeniem i mN, = 0. Stad m/N = 0 i na mocy Stwierdzenia
2.9, pierscien N jest z prawie zerowym mnozeniem.

(it) = (7). Z zalozen wynika, ze dla kazdego p € II(N) pierdcienn N, jest z prawie
zerowym mnozeniem i istnieje o, € N spelniajace warunki p*» N, = 01 p*» | m. Wobec
tego zbior II(N) jest skoniczony i z Twierdzenia 4.8 dla kazdego p € II(IV) pierscien
S, = mD @ N, jest filialny i moze by¢ traktowany jako podpierécien pierécienia R oraz
R =3 e Sp- Oznaczmy n = [,y p* oraz n, = 2 dla p € II(N). Wtedy
NWD({n, | p € II(N)}) =1 oraz n,R C S, dla kazdego p € II(N). Zatem na mocy
Stwierdzenia 4.6 pierscien R jest filialny. O

Twierdzenie 4.10. Niech R bedzie pierscieniem [(-radykalnym v niech m bedzie liczbg
naturalng. Wowczas nastepujgce warunki sq rownowazne:

(i) piersciern m(Z BB R) + R jest filialny,

(ii) R jest pierscieniem z prawie zerowym mnozeniem takim, ze mR = m?R oraz
pierscien mR jest prawie podzielny.

Dowdd. Oznaczmy S = m(Z B R) + R. Wowczas §(5) = R.

(1) = (i7). Pierscien R jest filialny jako ideal pierscienia filialnego S. Z Twierdze-
nia 1.35 wynika, ze R jest nil-H-pierscieniem. Wezmy dowolne k € Z. Z filialnosci
pierscienia S i tego, ze km -1 € Z(S) wynika, ze

km - S = (km)*- S+ km - (1).
Zatem dla dowolnego a € R istnieje x € R oraz istnieja [y, o € Z takie, ze
kma = (km)*(ly - 1+ x) + kmly - 1,

skad otrzymujemy ((km)3l; + kmly) -1 = kma — (km)?z € RN (1) = 0. Zatem kma =
k*m?*z € k*(m*R). Stad k(mR) = k*(m*R) dla kazdego k € Z, wiec w szczegodlnosci
mR =m?R i k(mR) = k*(mR) dla kazdego k € Z.

Teraz pokazemy, ze pierscien R jest z prawie zerowym mnozeniem. Jesli pierécieni
R nie jest torsyjny, to na podstawie Stwierdzenia 2.4, jest on pierScieniem z prawie ze-
rowym mnozeniem. Niech dalej pierscien R bedzie torsyjny. Zgodnie ze Stwierdzeniem
2.9 wystarczy wykazac, ze pierscienn 12, jest z prawie zerowym mnozeniem dla kazdego
p € P. Jezeli p t m, to kR, = k*R, dla kazdego k € Z, wiec na mocy Stwierdzenia
2.12 punkt (i77), pierScien R, jest z prawie zerowym mnozeniem. Niech dalej p | m.
Jezeli R, jest pierdcieniem nieograniczonego wykladnika, to ze Stwierdzenia 2.5, R,
jest z prawie zerowym mnozeniem. Niech dalej I?, bedzie piercieniem ograniczonego
wykladnika. Woéwcezas mR, = m*R, i p | m, wiec mR, = 0, skad (mR) N R, = 0.
Wezmy dowolne x,y € R,. Woéwczas z Lematu 2.8 wynika, ze (z?) < R i ponadto
mR <1 R. Wobec tego

() + (m-1+2)+mR < {x) + () + (m-1) + mR < S.

Zatem z filialnosci S, (z?)+(m-14+z)+mR<S izy = (m-1+2)y = Ka*+mr+L(m-1+x)
dla pewnych K, L € Zir € R. Stad Lm =0, czyli L =0iay— Ka* € (mR)NR, =0,
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wiec zy € (x?). Analogicznie zy € (y?) co wobec Stwierdzenia 2.12 punkt (i) oznacza,
ze R, jest pierScieniem z prawie zerowym mnozeniem.

(i) = (z). PierScien R jest z prawie zerowym mnozeniem, wiec R? = 0 oraz
aR = Ra = (a?) dla dowolnego a € R. Nalezy wykaza¢, ze (a)s C ()% + (a) dla
dowolnego a € S. Ale a« = km -1 + a dla pewnych a € R oraz k € Z, wigc poniewaz
km-1¢€ Z(S), (km)*-1= (km)®-1+a® = a((km)*- 1 — kma + a*) € (a)s. Stad
(km)*R C (a)s. Ponadto kmR = (km)?R, wiec kmR C (a)s. Ale aR = Ra = {(a?)
i(a)s = RaR+ Ra+aR+(a) = R(km-1+a)R+ R(km-1+4a)+ (km-14+a)R+ (o),
wiec poniewaz RaR C R? =0, to

(@)s = kmR + (a®) + {a). (4.5)

Dalej, a* = a® — kma— kma, dlatego a® € (a)%+kmR+ (). Ponadto a? = (km)*-1+
(a* + 2kma), wiec na mocy (4.5) i tego, ze kmR = (km)?R, (a?)s = (km)*R + ((a® +
2kma)?) + (a?) = kmR + (a?). Zatem kmR C (a)%. Ponadto a® = o* — kma — kma,
wiec a® € (a)% + (), i wobec (4.5), (a)s C (@)% + (). O

Podstawiajac m = 1 w powyzszym twierdzeniu uzyskujemy nastepujacy wniosek,
ktorego inny dowod byt przedstawiony w pracy [14] (por. Theorem 4.2).

Whniosek 4.11. Niech R bedzie pierscieniem B-radykalnym. Wowczas nastepujgce wa-
runki sq rownowazne:

(1) pierscien Z B R jest filialny,

(i1) R jest prawie podzielnym pierscieniem z prawie zerowym mnozeniem.

4.2 Pierscienie Andrijanowa

Niech N # 0 bedzie prawie podzielnym pierscieniem torsyjnym z prawie zerowym
mnozeniem i niech D bedzie filialna dziedzina catkowitosci charakterystyki zero, ktora
nie jest cialem i taka, ze dla kazdego x € N, o(x) € S(II(D)). Wezmy dowolne
x € N. Wtedy D = (1) + o(z)D i dla dowolnego d € D zapisanego w postaci d =
k-1+4 o(x)d; dla pewnych k € Z, d; € D ktadziemy d o x = kx. Wowczas dzialanie o
jest dobrze okreslone na mocy Stwierdzenia 1.33. Bezposrednie rachunki pokazuja, ze
N jest unitarna D-algebra przy dzialaniu zewnetrznym o. Ponadto tatwo zauwazyc¢,
ze jesli N jest unitarna D-algebra przy dziataniu zewnetrznym *, to * = o.

Stwierdzenie 4.12. Niech D bedzie filialng dziedzing catkowitosci charakterystyki zero,
ktora nie jest ciatem. Niech p € II(D), m € S(II(D)) i niech N bedzie nil-H-p-
pierscieniem. Jezeli p ¥ m i piersciern m(D B N) jest filialny, to pN = p*N. W szcze-
golnosci N jest pierscieniem z prawie zerowym mnozeniem.

Dowdd. Oczywiscie m(DHB N) = m(D B N)+ N. Niech x € N. Wtedy z filialnosci
pierScienia m(DHEN) oraz tego, ze mp-1 € Z(DHEN) mamy (mp)z = (md+y)(mp-1)*+
U(mp-1) dlapewnychy € N, d € D, U € Z. Stad mpx = m*p*y i m*p?’d = —Ump. Ale
ptm, wiec z pierwszej rownosci otrzymujemy, ze pr = p?*my. Zatem pN C p? N, skad
pN = p?N i N jest pier§cieniem prawie podzielnym. Stad na podstawie Stwierdzenia
2.12 punkt (i2i) uzyskujemy, ze N jest pierscieniem z prawie zerowym mnozeniem. [J
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Definicja 4.13. Niech N # 0 bedzie prawie podzielnym pierscieniem torsyjnym z pra-
wie zerowym mnozeniem i niech D bedzie filialna dziedzing catkowitos$ci charaktery-
styki zero, ktora nie jest ciatem i taka, ze dla kazdego z € N, o(x) € S(II(D)). Wtedy
pierscien D H N bedziemy nazywali pierScieniem Andrijanowa.

Uwaga 4.14. Dla dowolnego pierscienia Andrijanowa A = D H N mamy II(A) =
II(N)UII(D) = II(D).

Twierdzenie 4.15. Dowolny pierscieni Andrijanowa D B N jest filialny.

Dowdd. Niech R = DH N. Jest jasne, ze R jest pierScieniem z jedynka, D C Z(R)
B(R)=N#0iR/B(R)=2 D, R"=D"®NT, N>=0, Na =aN = (a*) i Da = (a
dla wszystkich a € N oraz IN = [*N dla | € N. Pokazemy, ze (a)gr C (@)% + {(«
dla kazdego a € R. Zauwazmy, ze zachodzi to dla o € N, gdyz wowczas (« )R =
Da + (a?) = (a) + (a®) C (@)% + (). Niech dalej a ¢ N. Woéwcezas a = d + a
dla pewnych 0 # d € D oraz a € N. Skoro D jest filialnag dziedzing catkowitosci
charakterystyki zero, wiec na mocy Twierdzenia 1.31, istnieja k € S(II(D)) oraz u € D*
takie, ze d = ku Ale uN = N i wobec tego dN = kN. Zatem d*N = k*N = kN = dN.
Dalej, d*> — a* = a(d — a) € (a)g oraz Na? = 0, wiec d*N C (a)g, skad kN C (a)r.
Wobec tego

~ ~— o

(a)r = Da+ (a®) + kN. (4.6)

Dalej, a? = d? + (2da + a?), wiec po podstawieniu w miejsce o elementu o? uzyskamy
ze wzoru (4.6), (a?)gr = Da? + ((2da + a*)*) + k*N. Poniewaz k*N = kN oraz
dN = kN, wiec (a®)g = Da? + kN. Dalej, a® = d* + 2da + a® i da € kN, wiec
(a®)gr = D(d? + a®) + kN. Wystarczy zatem wykazaé, ze Da C D(d? + a®) + kN + ()
oraz a®> € D(d* + a®) + kN + {(a). Poniewaz D = (1) + o(a)D, wiec dla dowodu
pierwszej inkluzji wystarczy pokazac, ze (o(a)D)a C D(d*+a?)+kN+ (). Z filialnosci
D mamy, ze D = dD + (1), skad o(a)D = o(a)dD + o(a)(1). Zatem (o(a)D)a =
o(a)(d + a)Da + o(a){a) C (a?®)r + {a). Zostalo wiec do pokazania jeszcze to, ze
a’* € D(d® + a®) + kN + (a). Z filialnosci D istnieja s; € Z oraz dy € D takie, ze
u! = s -1+ o(a)dy, przy czym NWD(si,0(a)) = 1, bo o(a) € S(II(D)). Istnieje
zatem [ € Z takie, ze o(a)|ls; — 1. Stad (lu™')(d? + a®) + kla — kl(d + a) = lu" kud +
l(u™'a?) — kld = I(s1a*) = a®. Tym samym udowodnili$my filialnos¢ pierscienia R. [
Stwierdzenie 4.16. Niech R; = D;BN; dla i = 1,2 bedqg pierscieniami Andrijanowa.
Wowczas nastepujgce warunki sqg rownowazne:

(Z) Rl RQ,
(i) Dy = Dy i Ny = Ny.
Dowdd. (i) = (it1). Niech f: D; B Ny — Dy H N, bedzie izomorfizmem pierscieni.
Woéwcezas f(ﬁ(Dl H Nl)) = /B(Dg H NQ) Sk&}fd f(Nl) = N2 1 N1 = Ng. Dalej, (Dl H
Nl)/Nl (DQEHNQ)/NQ, anQC D1 DQ
(79) = (7). Niech g: Dy — D, oraz h: Ny — N, beda izomorfizmami pierscieni.
Wowczas standardowe sprawdzenie, w oparciu o definicje dziatania o, pokazuje, ze

odwzorowanie F': D;HN; — Dy Ny dane wzorem F(d+a) = g(d)+h(a) dla d € Dy,
a € Ny, jest izomorfizmem pierscieni. n
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Twierdzenie 4.17. Niech D B N bedzie pierscieniem Andrijanowa © niech M  be-
dzie niezerowym, przemiennym, torsyjnym nil-pierscieniem takim, ze II(M) C TI(D) \
II(N). Wowczas dla dowolnego m € N i dla pierscienia R = (mD B N) @ M réwno-
wazne sq warunki:

(i) pierscien R jest filialny,
(1) M jest pierscieniem z prawie zerowym mnozeniem takim, ze mM = 0.

Dowdd. (i) = (ii). Poniewaz (mD B N)/N = mD, wiec pierscien mD & M jest
obrazem homomorficznym filialnego pierscienia R. Zatem pierécien mD@ M jest filialny
iz Twierdzenia 4.9, M jest pierécieniem z prawie zerowym mnozeniem takim, ze mM =
0.

(1) = (i). Na mocy Twierdzenia 4.9, pierscien mD @& M jest filialny. Wezmy
dowolne a,b € R. Wowczas istnieje niepusty, skoniczony podzbior 11 zbioru II(NV) taki,
ze a,b € S = (mD® M)+ mD B Ny, gdzie No = D ,cr; Np- Wtedy z Twierdzenia
4.15, pierscien D H Ny jest filialny. Ale mD B Ny <« D B Ny, wiec pierscieri mD H N
jest filialny. Ponadto, dla kazdego p € II(M) istnieje o, € N takie, ze p*» | m oraz
p**M, = 0. Niechn =[] cypis=[[enunp™. Poniewaz II(M) C II(D)\IL(N), wiec
liczby n i s sa wzglednie pierwsze. Dalej, mD & M, mD H Ny i S sa podpierécieniami
pierscienia R. Zatem na mocy Stwierdzenia 4.6, pierécien S jest filialny. Wobec tego
ab,ba € (a)% + (a) C (a)% + {(a) i pierscieri R jest filialny. O

4.3 Pierscienie Krusego

Przedstawimy teraz skomplikowane konstrukcje rozszerzen pewnych torsyjnych pier-
Scieni z prawie zerowym mnozeniem przez przemienne filialne dziedziny charakterystyki
zero nie bedace ciatami. Prezentowane rozszerzenia nie sg sprowadzalne do klasycznych
konstrukcji algebraicznych, takich jak sumy proste, czy ré6znorodne dotgczanie jedynki.
Pozwoli to nam budowaé¢ nowe, nietrywialne przyktady pierscieni filialnych. Jednocze-
$nie prezentowana teoria pokazuje harmonijny zwigzek filialnych dziedzin catkowitosci
z pierscieniami z prawie zerowym mnozeniem. Pierwsze tego typu rozszerzenia (jedynie
przez podpierscienie pierscienia Z) rozwazal Kruse (por. [35]) przy opisie H-pierscieni.
7 tego powodu nazwalisémy konstruowane w tym paragrafie pierscienie jego nazwiskiem.
Uzasadnienie filialnosci takich pierscieni jest jednak bardziej skomplikowane niz dowody
Krusego przeprowadzane w podobnych rozszerzeniach dla H-pierscieni.

Przyktad 4.18. Niech D bedzie filialng dziedzing catkowitosci charakterystyki zero
taka, ze II(D) # 0 i niech m € S(II(D)), m > 1. Niech II; i IIy beda dowolnymi
roztacznymi podzbiorami w zbiorze wszystkich dzielnikéw pierwszych liczby m, przy
czym IIy = II; U I, # (). Dla kazdego p € Iy niech N, bedzie p-pierscieniem z prawie
zerowym mnozeniem, przy czym istnieje 0 # z, € N, taki, ze 0 = acg = px,. Niech
dla kazdego p € Ily, Ng = 01 mN, = 0. Ponadto, niech dla kazdego p € Il liczby
catkowite Uy, Uyp, Us, beda tak dobrane, by p 1 Uy, oraz by kongruencja

1+ (2U2p - Ulp)X + UOpX2 =0 (mod p) (47)
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nie miata rozwigzania. 7 podstawowych wtasnosci kongruencji kwadratowych wynika,
ze dla dowolnej liczby pierwszej p istniejg liczby catkowite Up,, Uiy, Uy, dla ktorych
powyzsza kongruencja nie ma rozwiazania.

Bedziemy zakladali, ze dla kazdego p € II, istnieje y, € N, takie, ze py, € a(N,),
0 # yo = Uspp, my, = Uppxy oraz Ny = (yp) + a(N,) i ma(N,) = 0. Klasyfi-
kacja takich pierscieni [V, zostala przedstawiona w Twierdzeniu 2.31. Zauwazmy, ze
m*(@,en, Np) = 0. Z filialnosci D, D = (1) +mD, skad mD = m(1) + m*D. W
grupie addytywnej mD™* x N, wprowadzamy mnozenie

p€llp
(a,Zzp—l—Z(prp—irzp) (5,Zz +Z Up 2, >:
pelly pelly pelly p€ellz
(Oéﬁ, (klkg) Z Tp + Z (klkg + klUZPK]/j + kQUszp + KpKI,)UOp):Cp> s (48)
pelly p€Elly

gdzie 2,2, € a(N,) dla p € Ily, a = kym + m?dy, B = kym + m?dy dla pewnych

ki,ky € Z, dy,dy € D oraz K, K, € Z.

Udowodnimy, ze tak zdefiniowane mnozenie zadaje na grupie mD™ x @ ey, N,
strukture pierscienia tacznego. Jesli ki, ky € Z, dy,ds € D sa takie, ze
k:lm + m2d1 = ka + m2d2, (49)

to m? | (kam — kym) w D. Ale m € S(II(D)), wiec na mocy Stwierdzenia 1.33, m |
ky—ki w Z. Zatem ky—k; = Qm dla pewnego Q € Z i kym+m?2d, = kym+Qm? +m2d2,
skad d; = Q+dy. W ten sposéb udowodnilismy, ze dla dowolnych ky, ky € Z, dy,ds € D,
rownosé (4.9) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy

dQ €Z : ky=ki+mQ oraz dy = di — Q. (4.10)

Dlap ey, N,={Ky,+x : K€ Z,x € a(N,)}. Niech Ky,Ky € Z, x1,z5 € a(N,)
beda takie, ze

Ky, + 1 = Koy, + xo. (4.11)
Wtedy (Ky — Ka)yp € a(N,) 1 pyp € a(N,) oraz y, & a(N,), wiee Ky — Ky = Kp
dla pewnego K € Z. Stad Ky = K, — pK i Ky, + 1 = Kyy, — pKy, + z2, wiec
xy = 1 + K(py,). Wobec tego dla dowolnych Ky, Ky € Z, 1,22 € a(N,), r6wnosé
(4.11) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy

dK €Z : Ky=K, —pK iz =z + K(py,). (4.12)

Kazdy element grupy @peno N, mozna jednoznacznie zapisa¢ w postaci x + 2, gdzie
T € @peﬂl N, 1xy € @péﬂ N . Dalej, o mozna jednoznacznie zapisa¢ w postaci
sumy elementow z N, dla p € Hg, a kazdy z tych elementéw dla p € Hg jest postaci
Kyyp + zp, gdzie K, € Z i 2, € a(N,). Stad kazdy element x € €, p;, IV, jest postaci

r=Y 2+ Y (K +2) (4.13)

pelly pellz
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gdzie kazde K, € Z, oraz kazde z, € a(N,), przy czym wybor elementu ) 2, jest
jednoznaczny, a posta¢ kazdego Ky, + 2, jest ograniczona warunkiem (4.12).

Zauwazmy, ze mnozenie na pierwszej wspotrzednej jest takie jak w pierscieniu mD),
wiec pozostaje do sprawdzenia jedynie dobra okreslono$¢ mnozenia na drugiej wspol-
rzednej. Niech ky, k|, ke, ki € Z, dy,d}, ds, dy € D beda takie, ze kym + m?2d; = kim +
m2d}, kam + m?dy = kbym + m?*d}, oraz niech K, K,, Ly, L, € Z, zp, 2, up, u;, € a(Np)
dla p € TI; beda takie, ze Kpy,+z, = Lpy,+up, K y,+2, = L;yp—i—u Wtedy na mocy
(4.10) K} = k1 (mod m) i ky = ke (mod m). Alep | m, czyli k] = k; (mod p) i k) = ko
(mod p) dla kazdego p € Ily. Zatem kjkl = kiks (mod p) i (k:’ Kz, = (kik2)z, dla
kazdego p € Ilo, skad (k1ks)(D_,cr, @p) = (kik2)(D_,cr, 7p). Ponadto z (4.12) dla
kazdego p € Iy, L, = K,, (mod p) i L;, = K (mod p), wiec

klepK; + kQngKp + KpK;)UOp = kingL; + kéngLp + Lleonp (HlOd p),

dla kazdego p € II;. Powyzsze rozwazania pokazuja, ze badane mnozenie jest dobrze
okreslone. Ponadto, wprost z definicji wynika, ze jest tez ono przemienne, a standar-
dowe sprawdzenie pokazuje, ze to mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania.

Udowodnimy, ze badane mnozenie jest taczne. Wezmy dowolne ki, ko, k3 € Z,
di,dy,d3 € D, K, K, K] € Z dla p € Il oraz 2, z,, 2z, € a(NN,,) dla p € Iy i niech

= (klm +m?2d,, Z zp + Z (Kpyp + zp)> ,

pelly pellz

b:<k2m+m2d2,22 +Z yp+z ),

pelly pelly

— <k:3m +m?ds, Z zy + Z (K yp + zZ)) :
pelly pellz

Wtedy ab = (0-m~+m?d, (kika) 3 crr, Tp+ 2 pern, (F1U2p K + koUsy Ky 4+ K, K Uy ) y),
dla pewnego d € D, wiec (ab)c = ((kym+m?2dy)(kem~+m?ds)(ksm+m?2ds), 0) i podobnie
a(be) = ((kym~+m?dy) (kam+m?2dy) (ksm+m?2ds),0), wiec (ab)c = a(bc) i mnozenie jest
taczne. Otrzymany w ten sposéb pierscien bedziemy nazywali pier§cieniem Krusego.

Odnotujmy dodatkowo, ze ze wzoru (4.8) dla dowolnych z,y € D, Ny
(0,2)(0,y) = (0,zy) i stad D er, Np = {(0,2) : 2 € D,epy, Np}- Mozna Wch
dokona¢ utozsamienia (0,r) = z dla x € Py, Np. Ze wzoru (4.8) otrzymujemy, Ze
przeksztatcenie f: R — mD dane wzorem f((d, x)) =ddlad € mD, v € @,c, Np

jest homomorfizmem pierécienia R na pierécien mD i Ker f = ®pEHO N,. Zatem

& N, < R oraz R/ @ N, = mD.

p€llp pellp

Dalej ze wzoru (4.8) mamy tez, ze dla a,b € m?D jest (a,0)(b,0) = (ab, 0) sk@d
{(a,0) : a € m*D} 2 m?D. Ponadto {(a,x) : a € m?D,z € P

I

PGHO
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m?*D X @, epy, Np- Oczywiscie N(R) = T(R) = @y, Np- Oznaczmy v = (m,0),
To =D e, Tp- WOWCzas ze wzoru (4.8)

v? = mu + x¢ oraz vy = mrg = g = 0. (4.14)

Twierdzenie 4.19. Dowolny pierscienn Krusego jest filialny.

Dowdd. Niech R bedzie pierScieniem Krusego i niech beda zachowane wszystkie ozna-
czenia uzyte w Przyktadzie 4.18. Ze wzoru (4.8), vy, = Uz, dla kazdego p € Il,.
Niech n = Hpenop in, = % dla p € Il5. Woéwcezas na mocy zalozen istnieje t € N
takie, ze dla kazdego p € I i dla m;, = ny, jest my, (D eny\ py Vo) = 0 0raz m, N, = Np,.
Ponadto wtedy NWD({m, : p € Ilp}) = 1. Na mocy Stwierdzenia 4.6, wystarczy
wykazaé, ze dla kazdego p € 1l piersciefi m, R jest filialny. Zauwazamy, ze dla kazdego
p € 1o

myR = {(m,md,z) : d € D,z € Np}. (4.15)

Z filialnosci pierdcienia D, D = (1) +m,D, wigc mD = m(1) +mm,D. Stad R = (v) +
mpR + @ enig gy No- Dalej, mp(B er oy No) = 0, wice (mpR) - (D gerig 7 Vo) = 0.
Wezmy dowolne p € Il i niech a € (m,D) x a(N,). Wtedy a = (m,mk + m,m?*d, x)
dla pewnych k € Z , d € D, x € a(N,). Pokazemy, ze dla kazdego b € m,R, ba €
(mpR)a® + (a*) + (a). Ze wzoru (4.8), va — ma = (0, km,x,). Jezeli p | k, to va = ma
oraz b = myk'v + (m,m?d’',2') dla pewnych ¥ € Z , d € D, 2/ € N,, wiec ba =
myk'ma + (mym?d', 2')a oraz na mocy wzoru (4.8) (m,m?*d,z")a = (m,m*d’,0)a =
(mym?2d' (mymk +m,m?2d),0). Z filialnosci m,mD istnieja d; € D oraz U,V € Z takie,
ze mym?*d' (mymk + mym2d) = mymd;(m,mk + m,m?*d)* + U(m,mk + m,m?d)? +
V (mymk+m,m?3d). Zatem (m,m*d,x")a = (m,mdy,0)a®+Uda*+Va—V(0,2'). Jezeli
mymk + mym*d = 0, to stad ba € (m,R)a* + (a*) + (a). W przeciwnym przypadku
mym?2d = mymdy (mymk + mym?d) + U(m,mk + mym?d) + V, wiece m | V w D i na
mocy Stwierdzenia 1.33, m | V' w Z. Stad V(0,z) = 0 i wobec tego, réwniez w tym
przypadku, ba € (m,R)a* + (a*) + (a). Niech teraz p { k. Poniewaz p | m, wiec
k+md # 0. Zatem z filialnosci D, D = (1) + m(k + md)D. Dalej, p{ m, ip 1t k,
wiec istnieje U € Z takie, ze Uk*m3 =1 (mod p) i istnieja V € Z, d; € D takie, ze
—U(k+md) =V +m(k+md)d,. Zatem md;(k+md)+ U(k+md)+V =0, skad po

pomnozeniu obu stron ostatniej réwnosci przez mf,m
(mpmdy) (kmym + mym*d) + Umy,(kmym + muym?d) + Vmim = 0. (4.16)

Ponadto, a® = ((kmpm + mym?d)?, k*m>x,) i ma = 0, wiec (mymdy, 0)a® + Umpa® +
Vm2ma = ((mymdy)(kmpm + mym?d)* + Umy,(kmym + mpym?d)? + VmZm(kmym +
mym?d), Um3k*z,) i stad wobec (4.16) i tego, ze Uk*m2 =1 (mod p), (mymdy, 0)a® +
Umypa® + VmZma = (0, x,). Zatem

(0, 2) € (mpR)a” + (a®) + (a). (4.17)

Wezmy dowolne b € m,R. Wtedy b = (m,md',z’) dla pewnych d' € D, 2/ € N,,.
Ponadto ba = (m,md’,0)a = ((m,md’)(km,m + m,m?*d), Lx,) dla pewnego L € Z.
Stad i z (4.17) pozostaje sprawdzi¢, ze

(mymd (kmym + m,m?d),0) € (m,R)a* + (a*) + (a). (4.18)
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Ale D = (1) + mym(k +md)D, wiec istnieje d; € D takie, ze d = W +mym(k+md)d,
dla pewnego W € Z. Stad (m,md’)(km,m + m,m?d) = Wm,m(km,m + m,m?d) +
(mymdy) (kmym~+m,m?d)* i wobec tego (m,md (km,m+m,m?d),0) = (m,mds, 0)a*+
Wm,ma. Zatem

(myR)a C (myR)a* + (a*) + (a) dla kazdego a € (m,mD) x a(N,). (4.19)

Jesli p € 11y, to N, = a(NV,) i w tym przypadku filialnos¢ pierscienia m,R dla p € II;
wynika bezposrednio z (4.19). Pozostaje zatem uzasadni¢, ze dla p € Ily pierscien
myR jest rowniez filialny, co wobec (4.19) sprowadza si¢ do wykazania, ze dla kazdego
catkowitego K niepodzielnego przez p € Il i dla dowolnych k € Z, d € D, z € a(N,)
oraz dla a = (km,m + m,m?d, Ky, + z) mamy

(mpR)a C (myR)a* + (a*) + (a). (4.20)

Ze wzoru (4.8) wynika, ze przeksztalcenie ¢: (pm,mD) x N, — R dane wzorem
o((pmpymd, x)) = (pmymd,z) dla d € D, x € N, jest zanurzeniem pierScieni. Po-
nadto p((pm,mD) x N,) < R. Zgodnie z Twierdzeniem 4.8, pierscien (pm,mD) x N,
jest filialny, gdyz (pm)N, = 0 i N, jest pierScieniem z prawie zerowym mnoze-
niem. Z filialnosci D, D = (1) 4+ pmymD, wiec mymD = mym(1) + pm2m?D, skad
mpmD = m,m(1) + pm,mD. Wobec tego

myR = (mpv) + (pmpymD) x N,,. (4.21)

Ze wzoru (4.8) wynika, ze dla kazdego d' € pm,mD mamy

(myv)(d’,0) = m,m(d',0). (4.22)
Dalej, (m,v)* = miv? = mz(mv + 37 24) = mym(mpv) +mzx,, czyli
(mpv)? = mym(myv) +m2a,. (4.23)

Zatozmy, ze p | k. Wtedy a € (pm,mD) x N,,. Jesli b € (pm,mD) x N,, to z filialnosci
pierscienia (pm,mD) x N, ba = ca®+Ua*+Va dla pewnych U,V € Zic € (pm,mD) X
N, czyliba € (m,R)a*+(a*)+(a). Zatem dla k podzielnego przez p pozostaje wykazac,
zgodnie z (4.21), ze (mpv)a € (myR)a® + (a®) + (a). Ale ze wzoru (4.8), (m,v)a —
(mym)a € ((0,)), wiec pozostaje wykazac, ze (0,7) € (m,R)a* + (a®) + (a). Ze
wzoru (4.8) a* = ((kmy, +m,m?*d)?, K*Ugyyx,). Jesli k+md = 0, to a* = (0, K*Upyz,),
a poniewaz p {1 K i p { Uy, wiec (0,29) € (a*). Niech dalej k + md # 0. Wtedy
z filialnosci D, D = (1)+m(k+md)D. Ponadto istnieje U € Z takie, ze UK*Uy,m,, = 1
(mod p) i istnieja V € Z, d; € D takie, ze —U(k +md) =V + m(k + md)d;. Zatem
mdy(k 4+ md) + U(k +md) +V = 0, skad po pomnozeniu przez m2m

(mpmdy) (kmym + mym?d) + Umy,(kmym + mym?*d) + Vmim = 0.
Stad (mymdy)a®+Umpa® +Vm2ma = ((mpmdy) (kmym~+mym?d)?, 0)+ (Um,,(kmpm+

mym?d)?, z,) + (Vmzm(kmym + mpm?d),0) = (0,z0), co konczy rozwazania w przy-
padku, gdy p | k.

7



Niech teraz p t k. Wtedy a = (kmpym + pmymr, Ky, + z), gdzie r
“d € D. Dalej, ze wzoru (4.8), (pmymr,0)a = (pmymr(kmym + pmymr),

=

i kmyma = (kmym(km,m + pm,mr), kKm,my,), wiec km,ma + (pm,mr,0)a
((kmpym + pmymr)?, kKmymy,). Ale my, = Uypz,, wiec kmyma + (pmymr,0)a =
((kmym—+pmymr)? kKm,Uyyx,). Ze wzoru (4.8), (mymr, 0)(pa) = (mymr - p(km,m +
pmymr),0), wiec

kmyma + (mymr,0)(pa) = ((kmym + pmymr)*, kKm,U,x,) (4.24)
Ponadto, ze wzoru (4.8) mamy
a’> = ((kmym + pmymr)?, (k*m2 + 2km, KUy, + K*Uy, ) ). (4.25)
Ze wzorow (4.24) i (4.25) otrzymujemy
a’ — [kmyma + (mymr, 0)(pa)] = (0, (K*m? + 2km, KUy, + K*Uy, — kEKm,Uyp)x,).
Ale z udowodnionego kroku dla k podzielnych przez p mamy
(mymr,0)(pa) € (m,R)(pa)* + ((pa)®) + (pa),
stad
(0, (K*m2 + 2km, KU, + K*Uy, — kKm,Uy)x,) € (myR)a* + (a®) + (a).  (4.26)
Ale ptkiptm, wiec istnieje L € Z takie, ze K = Lm,k (mod p). Stad
(k*m2 + 2km, KUy, + K*Uy, — kKm,U,),
= (K*m} + 2k* Lm} Uy + L*m2k* Uy, — k*m3 LUy )y,
= [K*m2(1 4 2LUs, + L*Uy, — LUz,
= k*m2(1+ (2Usp — Urp) L + UgpL?),.
i dalej, z warunku (4.7) mamy
(0,2,) € (myR)a* + (a®) + {a). (4.27)
Poniewaz (m,v)a —myma € ((0,x,)), wiec z (4.27)
(myv)a — myma € (myR)a® + (a*) + (a). (4.28)
Ponadto dla y € N,, (0,y)a € ((0,z,)), wiec z (4.27)
({0} x Ny)a € (myR)a? + (a2 + {a). (4.20)

Dla d, € D, (pmymdy,0)a = (mymdy,0)(pa) € (m,R)(pa)? + ((pa)?) + (pa) na mocy
udowodnionego kroku dla k podzielnych przez p, co razem z (4.29) daje

((pmymD) x Np)a C (m,R)a* + (a*) + {a).

Stad i z (4.21) mamy ostatecznie, ze (m,R)a C (m,R)a® + (a*) + (a). O
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Stwierdzenie 4.20. Jezeli R jest pierscieniem Krusego, to dla kazdego p € I, N (R),
nie wydziela sie w R jako ideatowy sktadnik prosty.

Dowdd. Zatézmy, ze dla pewnego p € 1l istnieje I < R taki, ze N, @I = R, gdzie N, =
N(R),. Wtedy T(R) = N, & T(I), ale T(R) = @, No» wige T(1) = B, e Vo
Dalej, v = yo + 7o dla pewnych yo € N,, ip € I. Ale o(v) = oo, wiec rowniez o(ip) = oo.
Stad v* = yg +if 1 v* = mv + o = myo + mio + Yy, Tg = (Myo + 1) + (Mo +
> getio\(p} Ta)- Zatem yg = myo+x, oraz if = mio+ 3 )\ ) T Jezeli yo € a(N,), to
ya = myo = 0, skad 2, = 0, sprzeczno$¢. Zatem yo ¢ a(N,) istad p € Il,, a wiec istnieja
K € Z oraz z € a(N,) takie, ze pt K oraz yo = Ky, + 2. Stad yg = K*y = K*Up,,
i myo = K(my,) = KUyyx,. Wobec tego K2Up,x, = KUz, + xp, czyli

K?Uy, — KUy, —1=0 (mod p). (4.30)
Ponadto vy, = yoy,, wiec Ugpz), = Kyf, = KUypx,. Stad
UQP = KUOp (mod p) (431)

Z (430) 1 (431) wynika, ze K2U0p—|—K(U1p—2U2p)+1 = K2U0p+K2U0p—1—2K2U0p—|—
1 =0 (mod p), co przeczy warunkowi (4.7). O

Stwierdzenie 4.21. Jezeli dla pierscienia Krusego R @ kazdego p € Il pierscien
N(R), jest nierozktadalny na sume prostq swoich dwdch niezerowych ideatow, to R
rowniez nie rozktada sie na sume prostg swoich dwdoch niezerowych ideatow.

Dowod. Zatozmy, ze przy zatozeniach stwierdzenia i stosowanych w tym paragrafie
oznaczeniach, pierécien R jest sumg prosta dwoéch swoich niezerowych ideatow I, J.
Wtedy N(R) = N(I) ® N(J), skad R/N(R) = I/N(I)® J/N(J). Ale R/N(R) =
mD, wiec bez zmniejszania ogolnosci mozemy zakladac, ze J = N (J). Stad J C T(R)
izbior Il = {p € Iy : J, # 0} jest niepusty oraz J = P,y Jp- Ponadto dla kazdego
p € Il zachodzi N, = I,®J,, co wobec nierozktadalnosci NV, na sume¢ dwoch niezerowych
idealow oznacza, ze I, =0, czyli J, = N, 1 J = @, e Np- Zatem R=1& (D, Np),
co przeczy Stwierdzeniu 4.20. m

Stwierdzenie 4.22. Jezeli R jest pierscieniem Krusego, to

pl+ P N, = @)+ P N, (4.32)

p€lly p€llp
oraz [v] + ®p€Ho N, jest H-pierscieniem.

Dowdd. Zastosujemy oznaczenia wprowadzone w dowodzie Twierdzenia 4.19. Na mocy
(4.14), A= (v) + @,er, Np = [v] + D, crr, Np 1 A jest podpierscieniem pierscienia R.
Pokazemy najpierw, ze dla kazdego p € Il i dla dowolnych a,b € m,A zachodzi
ab € [b]. Zauwazmy, ze m,A = (m,v) + N,. Stad b = km,v + x dla pewnych k € Z,
x € N,. Mozliwe sa tylko dwa przypadki: (1) z € a(N,) i (2) 2* # 0.
W przypadku (1), vz = ma = 0, wiec vb = kmyv* = kmymv + kmyz,. Jezeli
p |k, to vb = kmymv = mb € [b. Ponadto wtedy dla y € N, mamy yb = 0. Ale
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a € (mpv) + Ny, wiec wowczas ab € [b]. Niech teraz p { k. Wtedy bv* = k*m’v* =
kK*mZmo + k*m2z, = kmpymb + k*m2x,, skad k*m2z, € [b], a wiec z, € [b]. Zatem
vb = mb + km,x, € [b] oraz yb =0 dla y € N,, wiec takze ab € [b].

W przypadku (2), p € Il i N, = (y,) + a(N,), wiec x = Ky, + 2z dla pewnych
K e€Z pt K, zc a(Ny). Zalozmy, ze p | k. Wtedy v* = kK*mZmov + K*Up,z,,
oraz kmymb = k*m2mv, skad K*Upz, € [b], a zatem z, € [b]. Ponadto, mb =
km,mv + KUy pz,, wigc kmymu € [b]. Dalej, vb = km,mv+ KUs,x,, skad vb € [b]. Dla
y € N, mamy yb = yx € (x,) C [b]. Wobec tego ab € [b]. W koricu, niech p { k. Wtedy
b* — kmymb = k*m2muv + kagxp + 2EKmyvy, + KQyZ — kazmv — km,K(my,) =
(k*m2 4 2k*m2 LUy, + L*m2k*Up, — k*m?2 LUy, )2, skad na mocy (4.7), x, € [b]. Dalej,
na mocy (4.8), ve —max € (x,), wobec tego vb—mb = km,z, + (ve —mz) € (z,) C [b],
wige vb € [b] oraz dla y € N, yb € (x,) C [b]. Zatem ab € [b].

Niech teraz a,b € A beda dowolne. Istnieja wowczas k, € Z, p € Il takie, ze
> petty Koy = 1, wiec a = 37 ky(mpa) 10 = oy kp(myb). Zatem z pierwszej
czesel dowodu ab = o (kpky)((mpa)(mgb)) € 3 e [meb] C [b]. Stad [b] <A1 A
jest H-pierécieniem. O

Twierdzenie 4.23. Niech R bedzie pierscieniem Krusego opisanym w Przyktadzie 4.18
1 niech M bedzie niezerowym, przemiennym i torsyjnym nil-pierScieniem takim, Ze
(M) CII(D) \ lIy. Wowczas dla pierscienia S = R & M réwnowazne sq warunki:

(i) pierscien S jest filialny,
(i) M jest pierscieniem z prawie zerowym mnozeniem takim, ze mM = 0.

Dowdd. (i) = (ii). Poniewaz R/N(R) = mD, wiec pierscien mD @ M jest filialny
jako obraz homomorficzny piericienia filialnego S. Na podstawie Twierdzenia 4.9, M
jest pierscieniem z prawie zerowym mnozeniem takim, ze mM = 0.

(i1) = (7). Na mocy zalozen dla kazdego p € II(M) istnieje o, € N takie, ze p® | m
ip*M, = 0. Niech n = HpeH(M) pis = [],en,p- Wtedy s*N = 0 dla pewnego
a € N. Poniewaz II(M) C II(D) \ I, wiecc NWD(n,s) = 1. Ponadto nM = 0
i s*N =0, wiec s*R = s*mD. Zatem na mocy Twierdzenia 4.9, pierscieri s*R & M
jest filialny. Ale pierscien R tez jest filialny oraz R i s*R & M sa podpierscieniami
pierscienia S, przy czym S = R+ (s*R& M), wiec na mocy Stwierdzenia 4.6, pierscien
S jest filialny. O

Przyklad 4.24. Niech R bedzie pierscieniem Krusego. Zachowujemy wszystkie ozna-
czenia stosowane w dowodzie Twierdzenia 4.19. Niech M bedzie torsyjnym, nieze-
rowym, przemiennym prawie podzielnym pierécieniem z prawie zerowym mnozeniem
takim, ze o(z) € S(II(D)) oraz NW D(o(z),m) = 1 dla kazdego x € M.
Niech s bedzie liczbg naturalng wzglednie pierwsza z liczba m. Wtedy sN(R) =
N (R), na mocy naszych zalozen. Z filialnosci D, D = (1) + sD, czyli mD = m(1) +
msD, skad R = (v) + sR+ N(R), a wiec R = (v) + sR, bo sN'(R) = N(R). Niech
dodatkowo x € M bedzie takie, ze o(z)|s. Wykazemy, ze dla dowolnych k;, ks € Z,
r,re € R
kv 4 sry = kv + sty => (kym)x = (kam)z. (4.33)
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Rzeczywiscie, przechodzac do pierscienia ilorazowego R/N(R) = mD uzyskamy, ze
kim 4+ smdy = kam + smds dla pewnych dy,dy € D. Stad s|k; — ko. Ale o(z)|s, wiec
o(x)|ky — ko w pierscieniu D i na mocy Stwierdzenia 1.33, o(x)|k1 — ko w pierscieniu Z.
Wobec tego (k1 — ko)x = 0, skad (kym)x = (kam)z.

Mozemy teraz zdefiniowa¢ dziatanie zewnetrzne o: R x M — M w nastepujacy
sposob: jedli x € M oraz a € R i s jest liczba naturalng wzglednie pierwsza z liczba m
taka, ze o(x)|s oraz a = kv+ sr dla pewnych k € Z, r € R, to aox = (km)x. Wlasnos¢
(4.33) gwarantuje nam poprawna okreslonosé¢ o. Natomiast standardowe sprawdzenie
pokazuje, ze dziatanie zewnetrzne o zadaje na M strukture R-algebry.

Pokazemy, ze pierécien S = R B M jest filialny. Najpierw zauwazmy, ze m?R =
m3D, bo na mocy Przykltadu 4.18, m?N(R) = 0, m*RNN(R) = 0i ¢: mD —
R/N(R) jest izomorfizmem pierscieni takim, ze ¢(m) = v+ N (R). Stad i ze zgodnosci
dziataii zewnetrznych wynika, ze ®: m3DB M — m?RE M dane wzorem ®(m3d, z) =
(p(m3d),z), dla d € D, x € M jest izomorfizmem pierscieni. Ponadto m?*M = M,
wiec m2S = m*D B M. Ale pierscieri D H M jest filialny na mocy Twierdzenia 4.15
i poniewaz m*D B M < DB M, wicc m?RHE M jest piercieniem filialnym jako ideal
pierscienia filialnego. Zatem m?2S jest pierécieniem filialnym.

Niech M’ bedzie skoriczona suma prosta pewnych p-komponent pierscienia M.
Wtedy istnieje n € N takie, ze NW D(n, m) = 1 oraz dla kazdego x € M’, istniejet € N
takie, ze n'z = 0. Niech S’ = REM’'. Wtedy m2S’ <m?S, wiec m?S’ jest pierscieniem
filialnym. Ponadto S’ = m2S’+ R i wobec tego na podstawie Stwierdzenia 4.6 pierscien
S’ jest filialny. Wezmy dowolne a,b € S. Wtedy istnieje pierscien M’ bedacy skoriczong
sumg prosta pewnych p-komponent pierscienia M taki, ze a,b € 8" = RH M'. Zatem
z filialnosci S', ab € S'a® + (a*) + {(a) C Sa* + (a?) + (a), co konczy dowod filialnosci
pierscienia S.

Tak skonstruowany pierscienn S bedziemy nazywali uogélnionym pierscieniem
Krusego.

Stwierdzenie 4.25. Jezeli S = RHE M jest uogdlnionym pierscieniem Krusego, to
dla kazdej liczby pierwszej p takiej, ze S, # 0, S, nie wydziela si¢ w S jako ideatowy
sktadnik prosty.

Dowaod. Zachowujemy wszystkie oznaczenia z Przyktadu 4.24. Istnieje niepusty zbior
I3 liczb pierwszych taki, ze M = ereng M, oraz M, # 0 dla p € II;. Stad dla
p € P mamy S, # 0 wtedy i tylko wtedy, gdy p € IIy U Il3. Zalozmy, ze dla pewnego
p € Iy UIl; istnieje 1 < .S taki, ze [ ® S, = S.

Rozwazmy najpierw przypadek, gdy p € II3. Wtedy S, = M,. Dla kazdego ¢q €
I3\ {p}, (My)q & Iy = Sy, wiee Iy = My, skad @ cpy ) Mg © 1. Ponadto dla
kazdego q € Ilp, (My)y & Iy = Sy, wige Iy = Ny, skad N = @ e, Ny € 1. Ale
S/M = Ri R/N = mD, wigc stad I/J = mD dla J = N & (D, () Mq). Wobec
tego mD @ M, = I/J & M,. Ale pierscienn I/J @& M, jest obrazem homomorficznym
filialnego pierscienia .S, wigc pierscienn mD @ M, jest filialny, co przeczy Twierdzeniu
4.8, bo p1m.

Niech dalej p € II. Wtedy S, = N,. Dla kazdego ¢ € I3, (N,), ® I, = S,, wiec
I, = M,, skad M C I. Wobec tego (N, + M)/M & I/M = S/M. Ponadto S/M = R
oraz (N, + M)/M = N, wiec otrzymujemy sprzecznos¢ ze Stwierdzeniem 4.20. O
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Twierdzenie 4.26. Niech R B M bedzie uogdlnionym pierscieniem Krusego opisa-
nym w Przyktadzie 4.24 1 niech My bedzie niezerowym, przemiennym i torsyjnym
nil-pierscieniem takim, ze II(M) C II(D) \ (Ily U II(M)). Wowczas dla pierscienia
T =(RBM)® My réwnowazne sq warunki:

(i) pierscien T jest filialny,
(i1) My jest pierscieniem z prawie zerowym mnozeniem takim, ze mMqy = 0.

Dowdd. (i) = (ii). Poniewaz (RB M)/N(RB M) = mD, wiec pierscieri mD @ My
jest obrazem homomorficznym filialnego pierscienia 7. Stad pierscien mD @ M, jest
filialny i na mocy Twierdzenia 4.9, M, jest pierscieniem z prawie zerowym mnozeniem
takim, ze mM, = 0.

(17) = (7). Wezmy dowolne a,b € T. Wtedy istnieje niepusty, skoniczony podzbior
IT zbioru I1(M) taki, ze a, b € S = (RBX )Mo, gdzie X = P, M. Z Przykladu 4.24
wiemy, ze pierscienn REBX jest filialny. Na mocy zalozen, dla kazdego p € I1(M) istnieje
ap € N takie, ze p* | m 1 p*(My), = 0. Niech n = J[ cryar) P* 18 = [Leryun ?-
Wtedy s*(N + X) = 0 dla pewnego o € N. Poniewaz I1(M,) C II(D) \ (Il UII(M)),
wiec NWD(n,s) = 1. Ponadto nMy =01 s*(N + X) = 0, wiec s*(RHB X) = s*mD.
Zatem na podstawie Twierdzenia 4.9 pierscieri s*( REBX)® M jest filialny. Ale pierscieni
RHE X tez jest filialny oraz REB X i s*(RHE X) @ M, sa podpierscieniami pierscienia S,
przy czym S = (REBX) + [(s*(RE X) ® M)], wiec na mocy Stwierdzenia 4.6, pierscieri
S jest filialny. Stad ab € Sa*+ (a?)+ (a) C T'a*+ (a)+ (a) i pierscien T jest filialny. [

4.4 Klasyfikacja pewnych rozszerzen za pomoca pier-
Scieni Krusego i pierScieni Andrijanowa

W calym paragrafie R jest przemiennym pierScieniem filialnym takim, ze N = N'(R) #
0, przy czym grupa N ma ograniczony wykladnik oraz istnieje filialna dziedzina cal-
kowitosci D charakterystyki zero nie bedaca ciatem i istnieje m € S(II(D)) takie,
ze R/IN = mD. Wobec tego istnieje skonczony, niepusty zbior IIy C P taki, ze
N = @,cny, Np oraz N, # 0 dla kazdego p € Ilp. Niech II; = {p € Il : p | m}
i, ={pelly : ptm}. Wtedy IIy =II; UIl,. Zalézmy tez, ze Iy C II(D) i N, nie
wydziela sie jako ideatowy sktadnik prosty w R dla zadnego p € II;.

Z przyjetych zalozen wynika, ze pierscien R jest S-polprosty i istnieje t € N\ {1}
takie, ze p'N, = 0 oraz N, jest przemiennym nil- H-p-pierscieniem dla kazdego p € Il,,.
Ponadto zachodzi nastepujacy lemat.

Lemat 4.27. Istnieje v € R takie, ze o(v + N) = oo w grupie (R/N)T, v? = mv + xg
dla pewnego xy € N, vr — mr € N dla kazdego r € R oraz (v) + Rv + N = R
i (v) +mR+ N =R.

Uwaga 4.28. Oczywiscie 1o = Y .y, @p, gdzie z, € N, dla p € Il i na mocy Twier-
dzenia 1.22 mozna zaktada¢, ze x, = 0 dla kazdego p € Il,.
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Lemat 4.29. Dia kazdego p € Ily, N, nie wydziela si¢ w R jako ideatowy sktadnik
prosty.

Dowad. Zatézmy, ze dla pewnego p € Il istnieje A < R takie, ze R = A® N,. Wtedy
N=N(A)@® N, i R/N =mD, wigc A/N(A) = mD. Dalej, pierscieit A/N(A) & N,
jest filialny jako obraz homomorficzny filialnego pierscienia R oraz A/N(A) & N, =
mD @ N,. Na podstawie Twierdzenia 4.8, p | m i mamy sprzecznosc. O

Lemat 4.30. Dla kazdego p € 11y mamy:
(i) ((v) +p'R) N N, =0,
(ii) {v) Np'R = p'{v),
(ii) (v) +p'R+ N, = R.

Dowdd. (i). Pokazemy najpierw, ze pRN N, = 0. Wezmy r € R iz € N, takie, ze
plr = x. Wtedy p'(r + N) =0+ N, wiecr € N, bo R/N = mD. Ale p'z = 0, wiec
p*r =0, skad r € N,. Zatem p'r =01 p'RN N, = 0. Wezmy teraz dowolne k € Z,
r € R takie, ze kv + p'r € N,. Wowczas w pierscieniu mD = R/N mamy km + p'ry =
0 dla pewnego o € mD. Zatem w pierscieniu D mamy p‘m | km, wiec zgodnie ze
Stwierdzeniem 1.33, p'm | km w Z i stad p' | k. Wobec tego kv + p'r € pRN N = 0.
Zatem ((v) +p'R) N N, = 0.

(i1). Wezmy dowolne | € Z i a € R takie, ze lv = p'a. Wtedy w pierscieniu
mD = R/N mamy Im = p'mb dla pewnego b € D. Zatem na podstawie Stwierdzenia
1.33, p'm|lm w Z, skad | = p'K dla pewnego K € Z oraz lv € p'(v). Wobec tego
(v)y Np'R C p'(v) i inkluzja przeciwna jest oczywista, wiec (v) Np'R = p'(v).

(iii). Poniewaz @B ey gy N € PR oraz (1) +p'D = D, wiec m(1) +p'mD = mD.
Stad (v) + p'R+ N = R, czyli (v) + p'R+ N, = R. O

Lemat 4.31. Dla kazdego p € I, mamy:
(i) (v) + p'R jest podpierscieniem w R,
(it) vr = mr dla kazdego r € N,
(111) pN, =0 i N, jest pierscieniem z prawie zerowym mnozeniem.

Dowdd. (i). Poniewaz x, = 0, wiec xp € p'R. Ale v* = mv + zo i p'R < R, wiec
(v) + p'R jest podpierScieniem w R.

(ii). Wezmy dowolne z € N,,. Poniewaz x, = 0, wiec zoz = 0, czyli (v —mz)z = 0.
Stad v’z = muz dlaz € N,. Niech X = {z € N, : vz =0}iY = {z €
N, : v =ma}. Wtedy X,Y < R. Ponadto p { m, wiec X NY = 0. Dla z € N,
mamy mx = (mzx — vx) + vz, mx —vr € X oraz vx € Y, bo mvx = v?z. Ale
pt m, wigc mN, = N, i wobec tego N, = X @Y. Z Lematu 4.30 wynika, ze RT =
((v)+p'R+Y)® X, a poniewaz (v) +p'R+Y)X =01 (v) +p'R jest podpierscieniem
w R, wiec (v) +p'R+Y < R. Wobec tego R = ((v) + p'R+Y) @ X. Dalej, pierscieni
[((V)+p"R+Y) /N ((v)+p"'R+Y)|® X jest filialny jako obraz homomorficzny pierscienia
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filialnego R oraz ((v)+p'R+Y) /N ((v)+p'R+Y) = mD, tym samym pierscien mD® X
jest filialny. Ponadto p € TI(D), wiec jesli X # 0, to na mocy Twierdzenia 4.8, p | m, co
prowadzi do sprzecznosci. Zatem X = 0 i wobec tego vx = ma dla wszystkich z € N,,.

(i43). Z punktu (i), Nypv = mpN, = pN,, bo p { m. Ponadto z filialnosci R
wynika, ze Rpv C Rp*v? + (p?v?) + (pv). Ale

(P*0%) + (pv) = (P*mov + p*xo) + (pv) = (pv) + (P°x0) C p(v) + 'R,

wiec pN, C ({(v) + p'R) 4+ p*v*R. Stad i z Lematu 4.30 wynika, ze pN, C ((v) +p'R) +
p?N,. Ale p’N, C pN, i N, N ({(v) + p'R) = 0, wiec z modularnosci kraty podgrup
w R* mamy pN, C p*’N,, skad pN, = p>N,. Ponadto p'N, = 0, wiec stad pN, = 0.
Dalej, N, jest nil-H-pierScieniem, wiec ze Stwierdzenia 2.12 punkt (i¢), wynika, ze N,
jest pierScieniem z prawie zerowym mnozeniem. O]

Twierdzenie 4.32. Niech D bedzie filialng dziedzing catkowitoSci charakterystyki zero
nie bedacq ciatem i niechm € S(II(D)). Niech N # 0 bedzie przemiennym pierscieniem
z prawie zerowym mnozeniem ograniczonego wyktadnika takim, ze I(N) CII(D) iptm
dla kazdego p € II(N). Niech R bedzie pierscieniem przemiennym. Wowczas pierscien
R jest filialnym rozszerzeniem pierscienia N przez mD wtedy i tylko wtedy, gdy R =
m(DB N) ¢ DB N jest przemiennym pierscieniem Andrijanowa.

Dowdd. Zalozmy, ze DH N jest przemiennym pierscieniem Andrijanowa i R = m(D H
N). Wtedy na podstawie Twierdzenia 4.15, pierscien DHN jest filialny. Dalej, pierscien
m(D B N) jest filialny jako ideal pierscienia D B N. Ponadto p { m dla kazdego
p € II(N), wieccmN = Nim(DHBN) =mDHEN. Zatem R jest filialnym rozszerzeniem
pierécienia N przez mD.

Na odwrét, z przyjetych zalozen i z Uwagi 4.28, wynika, ze 2o = 0, czyli v? = mw.
Ponadto, na mocy Lematu 4.31, va = mx dla kazdego x € N i DHN jest przemiennym
pierscieniem Andrijanowa. Na podstawie Lematu 4.30 przez prosta indukcje uzysku-

jemy, ze R = (v) + <HpeHo pt> R+ N. Wezmy dowolne z € ((v) + <Hp€H0 pt> R) NN
i dowolne ustalone p € Iy. Niech m;, = [ ey ¢ Skoro myz € N, 0 ((v) + p'R),
wi¢c na mocy Lematu 4.30, m,x = 0 dla kazdego p € IIy. Ponadto NW D({m,

p € Tlg}) = 1, wiec x = 0. Wobec tego ((v) + (HpEHOpt> R) NN =01 Rt =

+
<<v> + (HPGHO pt> R) @ N*. Ponadto (v) + (Hpeno pt> R jest podpierscieniem w R
izomorficznym z mD. Wobec tego R = mD B N = m(D B N), bo p{ m dla kazdego
pE Ho. ]

Dalej bedziemy zakladali, ze II; # () i wobec tego m > 1.
Lemat 4.33. Dla kazdego p € 11, pierscient N, jest z prawie zerowym mnozeniem.

Dowdd. Poniewaz p'R @ N, < R, wiec piericienn p'R @ N, jest filialny i wobec tego
pierscien [p'R/(N (p'R))] @ N, jest filialny. Ponadto R/N = mD, wiec (p'R+ N)/N =
p'mD, skad p'R/(N N p'R) = p'mD. Stad pierscien p'mD @& N, jest filialny. Ale
p € II(D), wigc na podstawie Twierdzenia 4.8 pierscien N, jest z prawie zerowym
mnozeniem. [
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Lemat 4.34. Jezeli p € 11y, to dla kazdego x € N,, vr —mx € (x?). W szczegdlnosci,
jesli x € a(N,), to vx = muz.

Dowdd. Wezmy dowolne x € N, i niech a = p'v +x. Wtedy va = p'v? 4+ vz = p'(mv +
o) + vz = p'mv +p' 37 11\ (py Tq + va. Ponadto a? = p*'v? + 2plvx + 22 = p*o? + 22,
bo p'N, = 0. Stad a* = p*muv +p*z¢+ 2% = p*muv +p* > e\ (p} Ta +22. 7 filialnosci
pierécienia R, va € Ra? + (a®) + (a). Stad istnieja r € R, K, L € Z takie, ze

p'mu + p' Z z, + vr = r(p*mov + p* Z T, + 7°)
g€l \{p} q€\{p}

+K (p*'muv + p* Z z, + 2°) + L(p'v + ).
g€l \{p}

Stad w pierscieniu mD = R/N mamy p'm? = mdp*m?*+ Kp*m?+ Lp'm, dla pewnego
d € D. Po skroceniu przez p'm, m = m2dp' + Kp'm + L. Stad p' | L —m w pierscieniu
D i na mocy Stwierdzenia 1.33, p' | L — m w Z. Zatem vx — Kz?> — mx € p'RN N,
Ale na podstawie Lematu 4.30, p'R N N, = 0, wiec ostatecznie v = mz + Kz?, czyli
vr —mz € (x?).

Dla z € a(N,), ¥? = 0, wiec teza drugiej czesci Lematu jest oczywista. O

Lemat 4.35. Dla p € II; mamy x, = 0, vz, = mx,. Ponadto vry = mxy oraz x5 = 0.

Dowdd. Na mocy Lematu 4.34, vz, = mz, + Kz dla pewnego K € Z. Ale 2 =0 na

podstawie Lematu 4.33, wiec Lemat 4.34 implikuje, ze va = ma2. Stad

via, = v(ma, + Kf;) = MUTp + Kmxf) = m(mz, + Kmf)) + Km:ch7 = m’z,,

bo p | m i px} = 0 na mocy Lematu 4.33. Zatem v’z, = m*z,. Ponadto

2 _ _ 2 _ 2 2 2 _ 2 2
vix, = (MU + 10)T)p = MVT, + T, = M Ty + Kmx, + 1, = m-x, + 1,

2 _ _ _ : _ 2 _
skad x, = 0 oraz v, = max,. Ale 2o =) Tp, WieC vTg = mxy oraz xg = 0. O

pelly

Lemat 4.36. W pierscieniu R zachodzq nastepujqce zaleznosci:
(1) [v] = (v) + (xo) oraz [v]N =vN,

2

(ii) v’z = m*z = muz dla dowolnego x € N,

(iii) v*x = mFx dla dowolnych x € N,k € {2,3,...}.

Dowdd. (7). Na podstawie Lematow 4.35, 4.34, mamy v(v? —mv) = m(v? —mv), czyli
v? = 2mv® — m*v 1 wobec tego [v] = (v) + (v?) = (v) + (mv + zo) = (v) + (x0), czyli
[v] = (v) + (x0). Poniewaz N jest pierscieniem z prawie zerowym mnozeniem i x3 = 0,
wigc Nxg = 0. Stad [v]|N = vN, co koniczy dowod (i).

(77). Wezmy dowolne p € II; i dowolne x € N,. Zauwazmy, ze v°z = (mv + 2¢)r =
mux, bo zox = 0. Ponadto na mocy Lematu 4.34, vx = ma + Kx? dla pewnego K € Z.
Poniewaz p | m, wiec mvx = m?z, czyli v2x = m?z. Stad, na podstawie Lematu 4.31
(ii) mamy v?x = m?z = moz dla kazdego = € N, co koniczy dowod ().

Punkt (7i7) wynika przez prosta indukcje z (7). O

2
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Lemat 4.37. Dla kazdego p € 11y, mamy:
(i) v'N, =0 oraz [v] + p'R < R,
(i) vN, C (x,), pr, =0 oraz z, # 0.

Dowdd. (7). Poniewaz p | m, wiec na mocy Lematu 4.36 (4ii), v'N, = 0. Na podstawie
Lematu 4.30, mamy, ze [v] + p'R + vN, < R. Ponadto

[v] +p'R<[v] + p'R+ vt_le <[]+ p' R+ vt_2Np << ]+ p'R+vN, < R.

Z filialnosci R, [v] + p'R < R, co konczy dowod (i).
(77). Na mocy udowodnionego punktu i Lematu 4.36 (i) mamy

oN, C [v] + p'R = (v) + (z¢) + p'R C (v) + (x,) + P'R,

wiec vN, C (z,) + ((v) + p'R). Wezmy dowolne z € N,. Wtedy va = kx, + a dla
pewnych k € Z, a € (v) +p'R. Stad va — kx, € N,N((v) +p'R) = 0, na mocy Lematu
4.30 1 vN,, C (z,).

Zalozmy, ze px, # 0. Wtedy istnieje u € N takie, ze p“x, # 0 oraz p*™'z, = 0.
Wezmy a = p“v + p“z,. Wtedy

o> = p™v® = p™(mo + zo) = pmo+p™ Yz,
q€lli\{p}

Ponadto va = v(p“v + p“z,) = p“v* + p“vx, oraz na mocy Lematow 4.34 i 4.35,
VT, = Mmx,, wiec va = p*v? + p'ma,. Ale p | m i p*Tx, =0, wiec

U

va = p"v® = p"(mv + x9) = p“muv + pz, + p" Z T
q€ll\{p}

Z filialnoéci R mamy, ze va € Ra* + (a*®) + (a). Zatem dla pewnych r € R, K, L € Z
mamy

ptmu + p'x, + p* Z z, = r[p*mv + p** Z T4
g€l \{p} g€l \{p}

+K (p*“mu + p** Z z,) + L(p“v + p“z,).
g€l \{p}

Przechodzac do pierscienia mD = R/N mamy

pqu — FpQqu 4 Kp2um2 + Lpum’
dla pewnego T € mD, wiec w pierscieniu D, mamy p“m? | Lp“m, skad m | L i na mocy
Stwierdzenia 1.33, m | L w pierscieniu Z. Ale p | m, wiec p | L 1 wobec tego Lp“z, = 0.
Zatem mamy p“z, € p“T Rv + (v) 4+ (zg — ;) 1 na mocy Lematu 4.30 mamy

piz, € (v) + PP ((w) +p'R + Np)v + (o — ).
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Ale z Lematu 4.37 (ii), vN, C (z,). Ponadto p*™'z, = 0, wiec stad p“x, € (v) + (zg —
z,) + p'R. Ponadto (x¢ — z,) C p'R, wiec p“z, € ((v) + p'R) N N,. Zatem na mocy
Lematu 4.30, p“z, = 0, sprzecznosc.

Zatozmy, ze x, = 0. Z (ii) vN, C (z,), wiec vN, = 0. Ponadto, na podstawie
Lematu 4.30, (v) + p'R + N, = R oraz p'N, = 0, wiec (v) + p'R < R, bo v? =
mv + 3 cm ) Tg € (v) +p'R. Ale na mocy Lematu 4.30, ((v) +p'R) N N, = 0, wige
N, wydziela si¢ w R jako idealowy skladnik prosty, sprzecznosc. O]

Lemat 4.38. Dla dowolnego p € II; mamy:
(1) va(N,) = ma(N,) =0,

(ii) pmN, = 0, w szczegdlnosci m? (Zpenl Np> =0.

Dowdd. (i). Na mocy Lematu 4.34, va(N,) = ma(N,). Ponadto z 4.37 (ii), va(N,) C
(xp) 1 pr, = 0. Zalézmy, ze ma(N,) # 0. Wtedy va(N,) = (z,). Zatem istnieje
Yo € a(N,) takie, ze vyp = myo = x,. Niech 0 = v — yo. Wtedy 0 + N = v + N,
or —mr € N dla kazdego r € R, (0) + Ro+ N = R, (0) + mR + N = R oraz
0% =md = v* =20y +ys —mu+myo = (v —mv) =22, +0+x, = To—Tp = D 11, ) Tg» CO
przeczy Lematowi 4.37, w ktorym v zastapimy przez 0. Zatem va(N,) = ma(N,) = 0.

(77). Na podstawie Lematu 4.33, N, jest pierScieniem z prawie zerowym mno-
zeniem, wiec pN, C a(N,). Wobec tego z (i), pmN, = 0 i stad w szczegdlnosci

m? (Zpenl Np) = 0. =
Lemat 4.39. Dia kazdego p € 1y i dowolnego y € N,, my, y* vy € (x,). Ponadto:
(i) jezeli vy # 0, to y*> # 0,
(i) jezeli x, & [y], to my =0 orazy € a(R),

(iii) jezeli y* & (y) i x, € [y], to my = 0.

Dowdd. (i) Niech y € N, i zalézmy najpierw, ze vy = x,. Na mocy Lematow 4.37,
4.38, y ¢ a(N,), a wiec y* # 0, w szczegdlnosci o(y?) = p. Zauwazamy, ze

(v =y)* —=mv—y) = (V" = mw) = 2z, + y* + my = z0 — 2z, +y* + my =

Z Ty +3p — 22, +y* +my = Z Tg+ (—zp + y* + my).
q€I\{p} q€Il\{p}

Z Lematu 4.37 (#4) mamy, ze (v—y)N, C (—z,+y*+my). Ponadto (v—y)y = z, — 9,
wiec x, — y* = L(—x, + y* + my) dla pewnego L € Z. Ponadto na podstawie Lematu
4.34, istnieje K € Z takie, ze vy = my + Ky?, wiec z, = my + Ky* i my = z, — Ky*.
Wobec tego x, — y* = L(—xz, + y* + z, — Ky?), czyli z, — y* = L(1 — K)y?, wiec
z, = [1+ L(1 — K)]y*. Ale z Lematu 4.37, o(z;,) = p oraz jak wiemy o(y?) = p, wiec
stad y? € (z,). W konicu my = z, — Ky? € (z,).

Wezmy teraz dowolne y € N, takie, ze vy # 0. Na mocy Lematu 4.37 (i7), istnieje
H € Z, takie, ze p t H oraz vy = Hux,. Istnieje takze T € Z takie, ze HT =1
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(mod o(y)) i stad v(Ty) = x,. Niech yo = T'y. Wtedy vyo = x, 1 y = Hyo. Z pierwszej
czescl dowodu, y3 # 0, y3, myo € (x,), wiec tez y? # 0 oraz vy, y*, my € (x,).

(7). Poniewaz o(z,) = p, wiec [y] N (x,) = 0. Ponadto [y] < R, wiec vy € [y]. Ale
na podstawie Lematu 4.37 (i7), vy € (z,), wiec vy € [y| N (z,) = 0, stad vy = 0. Dalej,
(v =y —=mv—y) = (V® —my) + > + my = 3 cm () Tg + T + y* + my, wiee na
mocy Lematu 4.37 (i), mamy, ze (v —y)N, C (z, + y*> + my). Ale (v —y)y = —y?,
wiec istnieje U € Z takie, ze —y* = U(z, + y* + my). Ponadto na podstawie Lematu
4.34, istnieje K € Z takie, ze vy = my + Ky* i vy = 0, wiec my = —Ky? oraz
—y* = Uz, + (1 — K)y?), skad —Uz, = [1 + U(1 — K)|y*. Jesli U# 0 (mod p), to
z, € (y*) wbrew zalozeniu. Zatem U = 0 (mod p) i y*> = 0. Stad my = —Ky* = 0.
Ponadto na mocy Lematu 4.30, R = (v) +p'R + N, wiec y € a(R).

(ii1). Zalozmy na poczatek, ze vy # 0. Z dowodu punktu (a) wynika, ze my, y? €
(xp). Zalozmy, ze my # 0. Na podstawie Lematu 4.38 (i7), o(my) = p. Ale my € (x,)
i o(z,) = p, wiec x, = Vmy dla pewnego V € Z. Ponadto y* = Uz, dla pewnego
U € Z, wiec y*> = UVmy € (y), sprzecznoéé. Zatem my = 0.

Niech dalej vy = 0 (i oczywiscie y* ¢ (y) i 2, € [y]). Na mocy Lematu 4.34,
vy = my+Ky? dla pewnego K € Z, skad my+Ky* = 0. Jeslipt K, to y*> = Lmy € (y)
dla pewnego L € Z, sprzecznosé. Zatem p | K, skad my = 0, bo py* = 0. Dalej
(v =9 =mv—y) = (V> =mv) + 4> = 20+ 4> = e\ Lo T (T + Y7, Wice
(v —y)N, C (x, + ¥*) na mocy Lematu 4.37. Ale (v — y)y = —y?, wiec istnieje U € Z
takie, ze —y? = U(x, +y?), skad Uz, = —(1+U)y?. Jesli U = —1 (mod p), to x, = 0,
sprzecznosé. Zatem pt 1+ U, skad y* € (x,).

Wezmy dowolne y € N,,. Pokazemy, ze my, y*, vy € (z,). Jezeliy? = 0, toy € a(N,)
oraz na mocy Lematow 4.34, 4.38 (i), vy = my = 0, czyli my, y*, vy € (x,). Niech
dalej y? # 0. Jezeli y* ¢ (y), to y*, my,vy € (x,) na mocy czesci (i1i) dowodu. Niech
wiec dalej 0 # y* € (y). Jesli vy # 0, to z czesci (i) dowodu, y%, my, vy € (x,). Niech
zatem dalej 0 # y* € (y) oraz vy = 0. Jezeli teraz dodatkowo x, & [y], to z czesci (D)
dowodu, y?, my,vy € (x,). Pozostaje zatem do rozpatrzenia przypadek 0 # y? € (y),
vy = 0 oraz x, € [y]. Na podstawie Lematu 4.34, vy = my + Ky?* dla pewnego K € 7Z
i na mocy Lematu 4.37 (ii), vy € (x,), wiec wystarczy wykazaé, ze y* € (x,). Ale
y? # 01 py? =0, wiec o(y?) = p. Grupa (y) jest cykliczng p-grupa, wiec ma dokladnie
jedna podgrupe rzedu p, ktora jest (y?). Ale 0 # [y] N (x,) = (y) N (z,), wiec poniewaz
o(zp) = p, to (z,) C (y) oraz [(z)| = p. Stad (z,) = (y*) i y* € (z). 0

Lemat 4.40. Jezeli p € I, i N} # 0, to istnieje y, € N, takie, ze Ny = (yp) + a(N,),
vy = Uspp, yf, = Uppxp, my, = Urpz, dla pewnych Uy, Uy, Us, € Z takich, ze p { Uy,
oraz kongruencja

1+ (2Us — Upp)z + Uppr? =0 (mod p) (4.34)

nie ma ToZWiqGzania.

Dowod. 7 zalozenia wynika, ze istnieje y, € N, takie, ze yf, # 0. Na podstawie Lematu
4.39, istnieja Uy, U1y, Usp, € Z takie, ze yi = Uppzp, my, = Uipxy,, vy, = Uspxy, przy
czym p t Up,. Ponadto na mocy Lematu 4.34, istnieje V' € Z takie, ze vy, = myp—i-Vyg.
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Dla X € Z mamy, ze

(v+ Xyp)? —m(v+ Xy,) = (v —mo) 4+ 2Xvy, + X2y, — X(my,)
= X9+ QXUQPZEP -+ X2U0p$p — XUlpiL'p
= qunl\{p} xq + (1 _'_ (2U2p - U1p>X _'_ XQUOP):CP

Na mocy Lematu 4.37 (i), (1 4+ 2XUs, — XUy, + X?Uy,)z, # 0. Zatem kongruencja
(4.34) nie ma rozwiazania.

Niech p = 2. Wobec Twierdzenia 2.16 oraz przemiennosci pierscienia R otrzymu-
jemy, ze Ny = (y2) + a(N2).

Niech wigc dalej p > 2. Wykazemy, ze N, C (y,) + a(V,), co zakonczy dowdd.
Zalozmy, ze tak nie jest. Wtedy istnieje y3 € N, taki, ze y1 ¢ (y,) + a(N,). W sze-
golnosci y1 ¢ a(N,), a wige y7 # 0. Ponadto pyi = 0, py; = 0, wicc py1, py, € a(Ny).
Zatem warstwy v, + a(N,), y1 + a(lV,) sa liniowo niezalezne nad Z,. Na podstawie
Twierdzenia 2.16 i przemiennosci pierécienia R istnieja A, F € Z takie, ze y; = Ay?,
YplY1 = Fyg oraz dla dowolnego K € Z, pt K*+2F K + A. Na mocy Twierdzenia 1.20,
dla dowolnych Vi, Vo € Z mamy

{[Y?+2FXY + AX* + VX + WY, : X,)Y €Z,} =17, (4.35)

Ale z pierwszej czesci dowodu i Lematu 4.39 mamy my, = Hixz,, yi = Uy, Axy,
vy, = Hax, dla pewnych Hy, Hy € Z, wige dla dowolnych X, Y € Z mamy, ze

(v+ Xy +Yyr)? —m(v+ Xyp + Yn)
= (v* —mw) + X2y§ + Y297 + 2X vy, + 2Y vy, + 2XYy,u — X (my,) — Y (my;)
= 20 + X?Ugpz, + Y2Upp Az + 2X Uspzy, + 2Y Hozp, + 2X Y FUgyx, — XUy,p1, — Y How,

= Y 2+ (1+ XUy, + Y UppA + 2X Uy, + 2Y Hy + 2XY FUy, — XUy, — Y Hy)a.
g€lli\{p}

Na podstawie Lematu 4.37 (i), (14 X2Ugy+Y 2Upp A-+2X Uny+2Y Hy+2XY FUp, —
XUy, — YHs)z, # 0 dla dowolnych X, Y € Z, co przeczy (4.35). Wobec tego N, =

{yp) + a(IN).
O

Twierdzenie 4.41. Niech D bedzie filialng dziedzing catkowitoSci charakterystyki zero
nie bedgcq ciatem i niech m € S(II(D)). Niech N # 0 bedzie przemiennym pierscie-
niem z prawie zerowym mnozeniem ograniczonego wyktadnika takim, ze II(N) C II(D).
Niech 11} = {p € II(N) : p|m} illy ={p € II(N) : ptm}. Niech piersciern prze-
mienny R bedzie takim rozszerzeniem pierscienia N przez pierscien mD, ze N, nie
wydziela sie w R jako ideatowy sktadnik prosty dla wszystkich p € 11;. Wowczas:

(i) Jezeli Ty = 0, to pierscien R jest filialny wtedy i tylko wtedy, gdy R jest pierscie-
niem Krusego,

(i1) Jezeli Iy # () i 11y # (), to pierscieri R jest filialny wtedy i tylko wtedy, gdy R jest
uogolnionym pierscieniem Krusego.
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Dowdd. Zatézmy, ze R jest pierscieniem Krusego lub uogdlnionym pierscieniem Kru-
sego. Wowcezas na podstawie Twierdzenia 4.19 i Przyktadu 4.24 pierscieri R jest filialny.
Na odwrot, zatozmy, ze Ily = (). Wtedy II; = II,. Wykorzystujac Lematu 4.30 i pro-

pello pt> R+ N. Stosujac to samo rozumowanie

sta indukcje, otrzymujemy R = (v)+ (H
+
co w dowodzie Stwierdzenia 4.32 uzyskujemy, ze Rt = (<v> + (H;DGHO pt> R) ®NT.

+
Stad ((v) + <Hp€Ho pt> R) =~ (mD)". Na podstawie rozwazan tego rozdziatu i Przy-
ktadu 4.18 mamy, ze R jest pierécieniem Krusego.
Niech teraz II; # 0 i Iy # (. Stosujac to samo rozumowanie co w dowodzie

+
Stwierdzenia 4.32 uzyskujemy, ze Rt = ((v> + <HP€H2 pt> R> © Dpen, N, Po-

nadto xg € <Hpen2 pt> R, wiec (v) + (Hp€H2 pt> R jest podpierscieniem w R, ktory na
mocy pierwszej czesci dowodu jest pierécieniem Krusego. Wobec tego z udowodnionych
lematéw i na mocy Przyktadu 4.24, R jest uogélnionym pierscieniem Krusego. O]

Twierdzenie 4.42. Niech D bedzie filialng dziedzing catkowitosci charakterystyki zero
nie bedgcq ciatem i niech m € S(II(D)). Niech A bedzie przemiennym pierscieniem
filialnym takim, ze N(A) = N @ A/N = mD, przy czym N # 0 jest pierscieniem
z prawie zerowym mnozeniem ograniczonego wyktadnika takim, ze Iy = TI(N) C II(D).
Niech II; = {p € I(N) : p|m} i Iy ={p € I(N) : ptm}. Niech zbior I3 tych
wszystkich p € II(N), dla ktorych N, wydziela sie w A jako ideatowy sktadnik prosty
bedzie nmiepusty. Wowczas istnieje S << A taki, ze (@p€H3 N,) & S = A oraz pierscien
D, cri, N jest z prawie zerowym mnozeniem i m (€D N,) = 0. Ponadto wowczas

p€ells p
N(S) = @,cryz, No» SIN(S) = mD oraz:
(i) jezeli I3 =TIy, to S = mD,
(i) jezeli 3 = 1I; i Ily # 0, to S = (mD) B (B,er, Np) @ D B (D, No) Jest

pelly P
przemiennym pierscieniem Andrijanowa,
(111) jezeli T3 # 11y i Tly = 0, to S jest pierscieniem Krusego,
(iv) jezeli T3 # 11y i [y # 0, to S jest uogdlnionym pierscieniem Krusego.

Dowod. Najpierw przez indukcje wykazemy, ze jesli II jest niepustym podzbiorem
zbioru 113, to (P, Np) ® Sn = A dla pewnego Si <1 A. Jest to oczywiste dla [II| = 1.
Niech |IT| > 1 i zal6zmy, ze teza zachodzi dla wszystkich niepustych podzbioréw zbioru
T3 mocy mniejszej niz |I1|. Wybierzmy dowolne p € II. Wtedy istnieja I, J < A ta-
kie, ze N, ® I = A oraz (@qeﬂ\{p} N,) & J = A. Z pierwszej rownosci wynika, ze
I, = Ay = Ny dla kazdego ¢ € I1\ {p}. Zatem €D cyp ) Vg € I 1z prawa modular-
nosci dla podgrup grupy A" otrzymujemy (B e g, No) © (I NJ) = I. Wobec tego
(®q€f[ Ny @ (INJ) = Aiwystarczy przyja¢ Sy = INJ. W ten sposob wykazalismy, ze
(D,crr, Np) @S = A dla pewnego S<A. Ale A/T(A) = mD, wige stad S/T(S) = mD.
Zatem pierscien mD @ (€D, Ny) jest obrazem homomorficznym filialnego pierscienia
A. Wobec tego pierscien mD & (D ey Ny) jest filialny i na podstawie Twierdzenia 4.9,
pierscient €y, IVp jest z prawie zerowym mnozeniem i m(€P, ¢y, Np) = 0.
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Zauwazmy, ze T(A) = N(A) = ®p€H0\H3 N,. Ponadto, gdyby dla pewnego p €
Il \ IT3 istnial J <1 .S taki, ze S = N, @ J, to J < A oraz N, & (B ,cpy, Ng) & J = S, co
przeczy definicji II3. Wobec tego II(S) = Iy \ II5 i dla kazdego p € II(S), N, = N(S5),
nie wydziela si¢ jako ideatowy sktadnik prosty w pierscieniu S.

Jesli TI3 = Ty, to T'(S) = 0, wiec S = mD. Niech teraz I3 = II; i I, # (). Wtedy
I1(S) = I, wiec na mocy Twierdzenia 4.32, S = (mD)H (6D Np) i DE(D,crr, Np)
jest przemiennym pierscieniem Andrijanowa.

Zalozmy, ze I3 # II; i Il = 0. Wtedy II(S) = II; \ II3 # ), wiec na mocy
Twierdzenia 4.41, S jest pierscieniem Krusego. W korcu, niech II3 # II; i I, # (.
Wtedy II(S) = (I1; \ I13) UIl,, wiec na podstawie Twierdzenia 4.41, S jest uog6lnionym
pierécieniem Krusego. [

pellz
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Rozdzial 5

Przemienne pierscienie filialne o
nietorsyjnym nil-radykale

W tym rozdziale oméwimy i przedstawimy pewne fakty zwiazane z pierscieniami filial-
nymi, ktére posiadaja niezerowy, nilpotentny element nieskonczonego rzedu.

5.1 Klasyfikacja przemiennych pierscieni R takich, ze
pierécien Z' @ R jest filialny
Twierdzenie 5.1. Dla przemiennego pierscienia R rownowazne sq warunki:
(i) pierscien Z° & R jest filialny,
(ii) Ra = (a*) + Ra* dla kazdego a € R.

Dowdd. (i) = (i1). Dla a € R oraz a = (1,a) € Z° & R mamy, ze o = (0,a?) oraz
(Z°® R)a* = {0} ® Ra?, skad (a) + (a?) + (Z°® R)a* = {(1,a)) + ({0} & ((a®) + Ra?)).
Stad i z filialnoéci pierécienia Z° @ R dla dowolnego b € R istnieja k,1 € Z oraz v € R
takie, ze (0,0) - a = k- (1,a) + (0,la® + za?). Zatem (0,ba) = (k, ka + la® + xa?), skad
=01 ba = la* + za*. Wobec tego Ra C (a*) + Ra?* i ostatecznie Ra = (a*) + Ra®.

(it) = (i). Wezmy dowolne o € Z° @ R. Wtedy istnieja k € Z i a € R takie, ze
a = (k,a). Stad a® = (0,a?) oraz {a)+{(a?)+(Z°® R)a? = (o) + ({0} ® ((a*) + Ra?)) =
(a) + ({0} ® Ra) = (a) + (Z° ® R)«, wiec pierscienn Z° @& R jest filialny. OJ O

Whniosek 5.2. Jezeli R # 0 jest zredukowanym przemiennym pierScieniem takim, ze
piersciers Z° ® R jest filialny, to R jest pierscieniem silnie reqularnym (w szczegdlnosci
R posiada niezerowego idempotenta).

Dowdd. Wezmy 0 # a € R. Na mocy Twierdzenia 5.1, Ra® = (a®) + Ra®. Zatem
istnieje b € R takie, ze a* = ba®. Stad a®(a — ba®) = 0, wiec (a — ba?)* = 0. Ale R jest
zredukowany, wiec a = ba? i w konsekwencji R € S. n

Opiszemy teraz dokltadniej przemienne pierscienie R spelniajace warunek

Ra = (a®) + Ra® dla kazdego a € R. (5.1)
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Lemat 5.3. Jezeli przemienny nil-pierscieri R spetnia warunek (5.1), to R jest pier-
scieniem z prawie Zerowym mnozeniem.

Dowdd. Zalozmy, ze istnieje a € R takie, ze a® # 0. Wtedy a*™ = 0 oraz a**? # 0 dla
pewnego s € N. Ale Ra*™ C (a**"2) + Ra*™ = 0, bo 2s +2 > s+ 3, wiec Ra*™! = 0,
skad 0 = aa®*! = a**2, sprzeczonoéé. Wobec tego a® = 0 dla kazdego a € R.

Wezmy dowolne a € R. Wtedy a® = 0 i z warunku (5.1), Ra? = {a') + Ra* = 0.
Stad Ra = (a?), a wiec R jest H-pierscieniem. Na mocy Twierdzenia 2.7, o(a?) < oo
dla kazdego a € R.

Zalozmy, ze istnieje a € R takie, ze o(a?) dzieli si¢ przez kwadrat liczby pierwszej
p. Niech o(a?) = p?n dla pewnego n € N. Wtedy pna® # 0 oraz (pna)? = 0 i R(pna) =
{(pna)?), wiec Rpna = 0, skad apna = 0, czyli pna® = 0, sprzecznosc.

O]

Uwaga 5.4. Z Lematu 5.3 wynika, ze przemienny nil-pierscien R jest pierScieniem
7 prawie zerowym mnozeniem wtedy i tylko wtedy, gdy Ra = (a?) dla kazdego a € R.
Ponadto, jezeli przemienny pierécieni R z jedynka spetnia warunek (5.1), to R jest silnie
regularny. Rzeczywiscie, jesli 1 € R, to (a?) C Ra® oraz Ra = Ra?, skad a € Ra? dla
kazdego a € R.

Uwaga 5.5. Kazdy pierscien silnie regularny i kazdy pierscieri z prawie zerowym mno-
zeniem spetnia warunek (5.1). Niech R bedzie pierscieniem przemiennym takim, ze
R = P& N, gdzie P € S oraz N jest pierScieniem z prawie zerowym mnozeniem.
Wezmy dowolne a = (s,x) € R, b = (r,y) € R. Istnieje wowczas s; € S takie, ze
s = s%sy iistnieje k € Z takie, ze yxr = ka?. Zatem ba = (s%sir, kx?), a® = (52, 2%), wiec
ba—ka* = (s*s1r —ks?,0) = (s*s17 —ks®s1,0) = (s1r —kssy,0)a?. Stad ba € (a®) + Ra?
i pierscien R spelnia warunek (5.1). W szczegolnosei pierscien R jest filialny.

Lemat 5.6. Jezeli pierscien przemienny R spetnia warunek (5.1), to kazdy ideat I
pierscienia R tez spetnia (5.1).

Dowdd. Wezmy dowolne a € I. Wtedy Ra? = (a*) + Ra* C Ia?® oraz Ia C (a?®) + Ra?,
wiec Ta C (a®)+Ta® C (a®)+1a? C la. Zatem Ia = (a®)+ Ia?, czyli I spelnia warunek
(5.1). O

Twierdzenie 5.7. Dla przemiennego pierscienia R réwnowazne sq warunki:
(i) pierscien Z° & R jest filialny,
(i1) pierscieri R spetnia warunek (5.1),
(i1i)) R=S(R) ® N(R) i N(R) jest pierScieniem z prawie zerowym mnozeniem.

Dowdd. (i) = (i1). Wynika bezposrednio z Twierdzenia 5.1

(i1) = (iii). Poniewaz N (R) < R, wiec na mocy Lematu 5.6, pierscien N(R)
spelnia warunek (5.1). Na podstawie Lematu 5.3, N'(R) jest pierscieniem z prawie
zerowym mnozeniem. Oczywiscie S(R) N N (R) = 0. Ponadto pierscien R/N(R) tez
spelia warunek (5.1) i jest zredukowany, a wiec na mocy Twierdzenia 5.1 i Wniosku
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5.2 pierscien R/N(R) jest silnie regularny. Wezmy dowolne a € R. Wtedy istnieje
b € R takie, ze a —a?b € N(R) i ab+ N (R) jest idempotentem w pierscieniu R/N(R).
Zatem zgodnie z Twierdzeniem 1.22, istnieje idempotent e = ab + z, gdzie € N (R).
Wobec tego a — ae € N(R), a wiec a € Re + N(R). Ale Re < R, wiec z Lematu 5.6,
Re spelnia warunek (5.1) i e jest jedynka w Re. Z Uwagi 5.4 otrzymujemy, ze Re € S,
czyli Re C S(R). Stad a € S(R) + N(R), wiec ostatecznie R = S(R) ® N'(R).

(17i) = (7). Wynika z Uwagi 5.5 i Twierdzenia 5.1. O

5.2 Charakteryzacje przemiennych pierscieni filial-
nych o nietorsyjnym nil-radykale

Stwierdzenie 5.8. Jezeli N jest przemiennym, nietorsyjnym, filialnym nil-
pierscieniem, to:

(i) N jest pierScieniem z prawie zerowym mnozeniem,
(ii) istnieje y € N taki, ze o(y) = oo 1 y* = 0.

Dowdd. (i). Na mocy zalozen pierscien N jest [-radykalny. Zatem na podstawie
Twierdzenia 1.35, R jest H-pierscieniem. Wobec tego na mocy Stwierdzenia 2.4, R jest
pierscieniem z prawie zerowym munozeniem.

(7). Istnieje z € N taki, ze o(x) = oo. Zatem na mocy punktu (i) oraz Twierdzenia
2.7 istnieje U € N takie, ze Uz? = 0. Stad (Ux)? = 0 i wystarczy przyja¢ y = Uz. [

Twierdzenie 5.9. Niech R bedzie przemiennym pierscieniem filialnym takim, zZe pier-
$cieni N'(R) nie jest torsyjny i R/N(R) € S. Wtedy R = N(R) ® S(R).

Dowdd. 7 zalozen wynika, ze N'(R) jest pierscieniem filialnym, wiec ze Stwierdzenia
5.8 wynika, ze N (R) jest pierScieniem z prawie zerowym mnozeniem.

Niech e = €? € R i niech i € N'(R) bedzie takie, ze o(i) = oo oraz i* = 0. Zal6zmy,
ze ei = i. Wtedy o(e) = oo. Ponadto R/N(R) € S, wiec istnieje r € R takie,
ze 2¢ + N(R) = (2¢ + N(R)))*(r + N(R)). Zatem 2e — der € N(R). Ale i* = 0
i N(R) jest z prawie zerowym mnozeniem, wiec i € a(N(R)). Stad 0 = (2e — 4er)i =
2ei —4rei = 2i —4ri. Ponadto (i) = [i] < R, wiec istnieje | € Z takie, ze ri = li. Zatem
0=2i—4li = (2—4l)i. Ale o(i) = oo, wiec 2— 41 = 0, sprzecznosé. Wobec tego ei # i.
Dalej, ei = Ki dla pewnego K € Z, skad Ki = €%i = e(ei) = e(Ki) = K(ei) = K%, a
wiec K = K2, Ponadto K # 1, wiec K =01 ei = 0.

Niech teraz j € N(R), o(j) = co. Wtedy na podstawie Twierdzenia 2.7 istnieje
U € N takie, ze Uj% = 0, wigc (Uj)> = 01 o(Uj) = oo i z pierwszej czedci dowodu
e(Uj) = 0, czyli U(ej) = 0. Ponadto [j] = (j) + (4%) i [j] < R, wiec ej = Vij + Vaj?
dla pewnych Vi,V € Z. Stad 0 = U(ej) = UVij + UVaj? = UVij, skad UVij = 0,
skad V; = 0. Wobec tego ej = Vo52. Ale j3 = 0, wiec stad ej? = 0. Zatem ej = e%j =
e(ej) = e(Va5?) = Va(ej?) = 0. W ten sposob wykazalismy, ze ej = 0 dla kazdego
J € N(R) takiego, ze o(j) = 0.

Wezmy dowolne x € N(R) takie, ze o(z) < co. Z zalozenia istnieje ig € N(R)
takie, ze o(ig) = co. Wtedy o(ig + x) = oo i z pierwszej czesci dowodu eig = 0 oraz
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e(ip+ ) = 0, skad ex = 0. W ten sposob wykazalismy, ze eN(R) = 0 dla kazdego
idempotenta e € R.

Wezmy dowolne a € R. Wtedy z silnej regularnosci pierscienia R/N(R) istnieje
r € R takie, ze a—a*r € N'(R) oraz ar+ N (R) jest idempotentem w R/N (R). Zgodnie
z Twierdzeniem 1.22; istnieje e = e* € R takie, ze ar —e € N(R). Stad a —ae € N(R)
ia € Re+N(R). Wezmy dowolne b € R takie, ze be € N (R). Wtedy 0 = (be)e = be? =
be, skad N (R)N Re = 0. Dlatego Re = (Re+N(R))/N(R)<R/N(R)i R/N(R) €S,
wiec Re € S. Zatem Re C S(R) ia € S(R) + N(R). Stad R = N(R) + S(R). Ale
N(R)NS(R) =0, wiecc R =S(R) ® N(R). O

Lemat 5.10. Niech R bedzie przemiennym pierscieniem filialnym o nietorsyjnym nil-
radykale. Jezeli R # S(R) ® N(R), to R/(S(R) & N(R)) jest przemiennym, beztor-
syjnym, zredukowanym i S-potprostym pierscieniem filialnym. Ponadto ay # 0 dla
dowolnego a € R\ (S(R) & N (R)) i dowolnego y € R takiego, ze y* =0, o(y) = oo.

Dowdd. Niech N = N(R). Z filialnodci pierscienia R i Stwierdzenia 5.8 wynika, ze N
jest pierscieniem z prawie zerowym mnozeniem i istnieje y € N taki, ze y?> = 0 oraz
oly) = oc.

Pierscienn R/(S(R) @ N) jest przemienny i filialny jako obraz homomorficzny pier-
Scienia R. Istnieje T'<q R takie, ze N CT i T/N = S(R/N). Oczywiscie T/N € S oraz
S(T) NN = 0. Ponadto na mocy Twierdzenia 5.9, T = S(T') & N. Dalej, S(T') C R
i(S(R)+N)/N =S(R)/(NNS(R)) € S. Zatem (S(R)+N)/N C S(R/N) =T/N, skad
S(R) C S(T). Zatem T = S(R) & N. Ponadto pierscien R/N jest zredukowany i fi-
lialny, wiec pierscient (R/N)/(S(R/N)) jest zredukowany i S-potprosty. Jest on rowniez
beztorsyjny na mocy Lematu 1 z [10]. Dalej

(R/N)/(S(R/N)) = (R/N)/((S(R) ® N)/N) = R/(S(R) © N),

wiec R/(S(R) @ N) jest przemiennym, beztorsyjnym, zredukowanym i S-potprostym
pierscieniem filialnym.

Wezmy teraz dowolne a € R\ (S(R) ® N(R)) i dowolne y € R takie, ze y* = 0,
o(y) = oo. Pokazemy, ze RaN(y) # 0. Zalozmy, ze RaN (y) = 0. Wtedy Ra® (y) < R,
poniewaz Ra @ (y) < Ra+ N < R oraz y € a(N), gdyz piersciei N jest z prawie
zerowym mnozeniem. Zatem pierscieri Ra @ (y) jest filialny. Ale (y) = Z°, wigc na
podstawie Twierdzenia 5.1, pierscien Ra spelnia warunek (5.1). Ponadto a® ¢ S(R)® N
i a®> € Ra, wiegc N(Ra) # Ra. Zatem na mocy Twierdzenia 5.7, S(Ra) # 01 Ra =
S(Ra)®N (Ra). Ale pierscienn N jest z prawie zerowym mnozeniem, wiec [N'(Ra)]® = 0,
skad (a?)® € S(Ra). Zatem a® € S(R) & N, skad a € S(R) & N, sprzecznosé. Wobec
tego Ra N (y) # 0.

Przypusémy, ze ay = 0. Poniewaz a®> € R\ (S(R) ® N), wiec z pierwszej czesci
dowodu Ra* N (y) # 0. Zatem ra®> = Uy # 0 dla pewnych r € R, U € Z. Ale y* = 0,
wiec (ra®)? =01 (ra)* = 0. Zatem ra =z € N i za = Uy. Ale ay = 0, wigc xa? = 0.
Ponadto z filialnosci i S-potprostoty pierscienia R/(S(R)® N) wynika, ze istniejan € N,
b€ Roraz i € S(R)® N takie, ze na = a*b+1. Zatem 0 # nUy = x(na) = za’b+xi =
zi. Alei = s+m dla pewnych s € S(R), m € N, wiec zi = am € (z?) C T(N) i wobec
tego 0 # nUy € T(N), co przeczy temu, ze o(y) = oo. ]
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Twierdzenie 5.11. Niech R bedzie przemiennym piersScieniem filialnym o nietorsyj-
nym nil-radykale i niech R # S(R) ® N(R). Wowczas istniejg m € N, v € R\
(N(R)®S(R)) takie, ze v>* —mv € N(R), va = ma dla kazdego a € S(R)v oraz S(R) =
S(R)v®lsr)(v). Ponadto pierscien (v)+N(R) jest filialny, ((v) +N(R))/N(R) = mZ
i ((v) + N(R)) NS(R)v =0 oraz

R = (o) + N(R) + S(R)o) & b (v). 5.2
W szczegdlnosci R/ (N(R) & S(R)) = mZ.

Dowdd. Oznaczmy N = N(R), S = S(R). Na podstawie Stwierdzenia 5.8, N jest
piericieniem z prawie zerowym mnozeniem i istnieje y € N takie, ze o(y) = oo i y* = 0.
Stad (S @ N)y = 0 oraz (y) = [y] < N, wiec (y) < R i Ry C (y). Wezmy dowolne
a€ R\ (S®N). Z Lematu 5.10 wynika, ze ay # 0. Zatem istnieje m € N takie, ze
Ry = m(y). Stad vy = my dla pewnego v € R. Zatem v ¢ S@® N, bo (S®& N)y =0
io(y) = oc.

Wezmy dowolne » € R. Wtedy istnieje U € Z takie, ze ry = Umy, czyli ry = Uvy.
Stad r — Uv € lg(y) i na podstawie Lematu 5.10, lg(y) C S® N. Zatem lg(y) = SO N
oraz R = (v) + S @ N, przy czym (v) N (S @ N) = 0, bo na mocy Lematu 5.10
pierscien R/(S @ N) jest beztorsyjny i v ¢ S@& N. Ale vy = my, wigc v’y = moy, skad
v  —muv € lg(y) = S® N. Zatem R/(S & N) = mZ.

Dalej, v* = mv + sg + xo, gdzie s € S, ©g € N oraz BT = (v)™ & ST & NT.
Poniewaz pierécient S jest silnie regularny, wicc istnieje e = e? € Ssg takie, ze sy = sge.
Stad i z tego, ze v = mv + sy + x9 mamy v:e = mve + sy. Zatem ve € S oraz
(v—wve)? —m(v—ve) = v? —2v%e +v?e? —mv +mue = (v2 — mv) — 2ve +vie + mue =
S0+ xo — vie +mve = xy € N. Wobec tego mozna zastapi¢ v przez v — ve i dla nowego
v bedzie v? — mv = x5 € N oraz vy = my.

Ponadto o(v+ N) = oo, wiec ((v) +N)/N = mZ. Stad S(({(v)+ N)/N) = 0 i wobec
tego (S((v) + N) + N)/N = 0. Zatem S({(v) + N) C N, skad S((v) + N) = 0 oraz
((v) + N)NS = 01w szczegdlnosdei ((v) + N)NSv = 0.

Wezmy dowolne a,b € (v)+N. Wtedy z filialnosci pierscienia R i tego, ze R = (v)+
S+ N istnieja Uy, Uy, k € Z, s € S, x € N, dla ktorych ba = Uya+Usa®+ (kv +s+x)a®.
Stad sa®> € SN ({(v) + N) = 0, wiec ba = Uya + Uza® + (kv + x)a? i pierScien (v) + N
jest filialny.

Niech s € S, wtedy vs € S i pierscien S jest silnie regularny. Istnieje zatem r € S
takie, ze vs = (vs)*r, skad v(s —vs?r) = 0. Stad s — vs®*r € lg(v), czyli s € Sv+15(v).
Wobec tego S = Sv + lg(v). Wezmy dowolne s € S takie, ze sv € lg(v). Wtedy
sv? = 0, skad (sv)? = 0 i poniewaz pierscien S jest zredukowany, wiec sv = 0. Zatem
SvNlsg(v) =018 = Svdls(v). Wobec tego RT = (((v) + N)™ @ (Sv)T) & lg(v) "
i(((v)+N)+Sv)-lsg(v) =0. Zatem ((v) + N)+ Sv <R, lg(v) < R, co dowodzi wzoru

(5.2).
Wezmy dowolne a € Sv. Wtedy a = vs dla pewnego s € S. Zatem va = v?s =
(mv + x9)s = m(vs) + xps. Ale zos € SN N =0, wiec 295 = 0 i va = ma. O

Definicja 5.12. Przemienny pierscien filialny R o nietorsyjnym nil-radykale i taki, ze
R/N(R) = mZ dla pewnego m € N, bedziemy nazywali B-pier§cieniem.
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Przyktad 5.13. Niech R bedzie B-pierscieniem i R/N(R) = mZ dla pewnego m € N.
Niech S i T beda przemiennymi pierscieniami silnie regularnymi. Na mocy Lematu
5.11 istnieje v € R takie, ze Rt = (v) ® N(R), o(v) = oo oraz v* — mv € N(R)
i pierscien N'(R) jest z prawie zerowym mnozeniem oraz nie jest torsyjny. Standardowe
sprawdzenie pokazuje, ze S jest R-algebra przy dzialaniu zewnetrznym o zdefiniowanym
w nastepujacy sposob: dlak € Z, x € N(R) ia € S przyjmujemy (kv+x)oa = (km)a.
Na podstawie Stwierdzenia 1.36 pierscien RH S jest filialny. Wobec tego, jeszcze raz
ze Stwierdzenia 1.36, pierscien A = (RHS) @ T tez jest filialny i jest przemienny oraz
ma nietorsyjny nil-radykat. Ponadto, N(A) = N(R), S(A) = S@ T, A/S(A) 2 R
1 AT = (v) N (A) & S(A).

Na podstawie Twierdzenia 5.11 i Przyktadu 5.13 otrzymujemy od razu nastepujace
twierdzenie klasyfikacyjne dla przemiennych pierscieni filialnych o nietorsyjnym nil-
radykale wyrazone w jezyku pierscieni silnie regularnych i B-pierscieni.

Twierdzenie 5.14. Dla przemiennego pierscienia R rownowazne sq warunki:
(i) R jest pierscieniem filialnym o nietorsyjnym nil-radykale oraz R # S(R) ®N (R),

(i) istnieje B-pierscien A oraz istniejq przemienne pierscienie silnie reqularne S i T
takie R= (ABS)®T.

5.3 Klasyfikacje pewnych klas B-pierscieni

W calym tym paragrafie bedziemy zaktadali, ze R jest B-pierscieniem, N = N(R)
i R/N = mZ dla pewnego m € N. Na podstawie Stwierdzenia 5.8, N jest przemiennym
pierécieniem z prawie zerowym mnozeniem i istnieje y € N takie, ze y> = 0 oraz
o(y) = co. Ponadto na mocy Twierdzenia 5.11 i jego dowodu, istnieje v € R\ N takie,
ze 19 = v —mv € N(R), R* = (v) ® N(R) i vy =my.

Lemat 5.15. Dla kazdego v € N mamy, ze ve —mx € (x?) . Jezelix € N iV € Z
oraz v = mx + Va?, to

(v—2)* —m(v—1x) =120 —max + (1 —2V)a> (5.3)
W szczegolnosci dla kazdego x € a(N) mamy vx = mx oraz:
(v—2) —m(v—1) =20 — M. (5.4)

Dowod. Wezmy dowolne x € N. Poniewaz N jest pierscieniem z prawie zerowym
mnozeniem, wiec (y + 22)? = 0. Z filialnoci pierscienia R, v(y + 22) = W(y + 2?) dla
pewnego W € Z. Ale v(y + 2?) = vy + va? = my + va?, wiec my + vaz? = Wy + Wa?,
skad (m — W)y € T(N), a zatem m = W i vz? = ma?.

Jezeli o(z) = oo, to [z] = (z) + (z*) < R iistnieja U,V € Z takie, ze vr = Uz + V22
Ale vr? = ma?, wige v2z = Uve +mVa? = Ulz + (UV +mV)z? i v’z = (mv+x¢)z =
muz + zor = mUx +mVa? + xoz, skad (mU — U?)z = UVz? — zxy € T(N). Dlatego
mU = U?, skad U = m lub U = 0. Jezeli U = 0, to vx = Va?, skad va? = Va3 = 0,
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wiec mz? = 0. Zatem (mx)? = 0 i na podstawie Lematu 5.10, v(mz) # 0. Ale
v(mz) = m(Vz?) = V(ma?) = 0, wiec mamy sprzecznosé. Zatem m = U i wobec tego
vr = mz + Va2, skad vz — mz € (z?).

Niech teraz o(x) < co. Wtedy o(y +x) = oo, wiec v(y +x) = m(y +x) + V(y + z)?
dla pewnego V € Z. Ale v(y + z) = vy +vx = my + vz oraz (y + x)? = 22, wiec
z my +vr = my + mx + Va? wynika, ze vz = mx + Va?, skad v — mz € (z?).
Wtedy (v — z)y = vy = my oraz (v — x)* — m(v — z) = v? — 2z + 22 — mv + mx =
(vV2—mv)+ 2% =2(mz+Va?)+mz = zg+ 2> —mz —2Va? = xog—ma+ (1-2V)z% O

Lemat 5.16. Elementy xo oraz v mozna wybraé tak, ze 2 = 0.

Dowdd. Zatozmy, ze x3 # 0. Wtedy istnieje bezkwadratowa liczba naturalna s taka, ze
o(x3) = s. Stad (szg)? = 0. Ponadto na podstawie Lematu 5.15, vry = mzg + V3 dla
pewnego V € Z. Poniewaz v? = mv + xg, wiec virg = muzy + z2. Zatem Vmazd = 23,
skad (1 — Vm)z2 = 0. Wobec tego [(1 — Vm)zo]? = 0. Dalej, dla x = Vg z tego,
ze vy = mxg + Vg otrzymujemy vr = mz + z®. Zatem na mocy wzoru (5.4),
(v—2z)2—m(v—1x) =29 —mz — 2% Ale 2° € a(N) i 1o — mz = (1 — Vm)z € a(N),
wiee [rg — mx — 2%]? = 0. Wobec tego za v wystarczy przyja¢ v — x i za x¢ przyjac
To — mz — x°.

O
Lemat 5.17. Elementy x¢ oraz v mozna wybrac tak, ze z2 =0 oraz mxo = 0.

Dowdd. Na mocy Lematu 5.16 mozemy przyjaé, ze 2 = 0. Woéwczas vry = m.
Ale v? = mv + x, wicc dla © € N, xzy = 0, skad v’z = moz dla kazdego x € N.
W szezegolnosei v2N = muN. Ale R = (v) + N, wiec (v) + Rv = (v) + (v*) + Nv =
(v) + (zo) + Nv, czyli

(v) + Rv = (v) + (z¢) + Nwv. (5.5)

Stad
(v*) + Rv? = (v*) + (maxo) + Nv?, (5.6)

czyli
(v*) + Rv* = (v*) + {maxo) + muN. (5.7)

Zatem (v) + (v?) + Rv? = (v) + (zo) + mvN. Ale z filialnosci pierscienia R, (v) + Rv =
(v) + (v?) + Rv?, wiec (v) + (zo) + mvN = (v) + (o) + vN. Ponadto o(v + N) = oo
w grupie (R/N)*, wiec

(o) + vN = (x¢) + mvN. (5.8)

Po pomnozeniu obu stron réwnosci (5.7) przez v? otrzymujemy (v?) + Rot = (v1) +

(m3x¢) + m3uN, gdyz v’zg = muxry = m?zy i mv>N = mv(v3N) = mv(moN) =
m2v: N = m3uN. Ale v* = (mv + 20)? = m*v? + 2mvzy = m*v? + 2m?xg, wice stad

() + (1) + Rv* = (v?) + 2m?zo) + (mPzo) + mPuvN (5.9)
Z filialnosci pierscienia R oraz z (5.6), (5.7) i (5.9) uzyskujemy, ze (v?)+(mxo)+moN =

(%) + 2m%xg) + (m3z¢) + m3vN, ale o(v? + N) = oo w grupie (R/N)* i dlatego
(mxo) +muN = (2m?zo) + (m3xo) + mPvN. Zatem istnieja U € Z oraz x € N takie, ze
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mzo = Um?zy + m3vz. Ale 2y € a(N), wiec stad m3(vx) € a(N), czyli [m3(vx)]? = 0.
Zatem m®(vx)? = 0. Ale o((vz)?) = 1 lub o((vx)?) jest liczba bezkwadratowa, wiec
m(vx)? =0, czylim(vz) = z; € a(N). Wobec tego Um?zo+m?Pvz = m?(Uzg+moz) =
m2(Uzg+ 1) = m2xy, gdzie v = Urg+x1 € a(N) oraz m(xg —maxs) = 0. Przyjmujac
w Lemacie 5.15, x = x5 dostajemy, ze (v — 29)? — m(v — x9)? = 1y — mxy. Powyzsze
rozwazania pokazuja, ze wystarczy przyjac¢ xo — mxs za xgi v — To za v. O]

Niech dalej elementy zq oraz v beda wybrane tak, ze 22 = mxo = 0.
Lemat 5.18. Dia dowolnych k € N, x € N mamy:
(i) jesli V € Z i vx = mx + Va?, to mVa? =0,
(ii) v:x = m*z = moz,
(111) m*N = mvN = m*vN = m>N,
(iv) k(m*N) = k?*(m?N).

Dowdd. Na mocy Lematu 5.15, vz = ma + Va? dla pewnego V € Z oraz va? = ma?.
Zatem v?x = v(mx + Va?*) = mox + Vma? oraz v* = mv + x¢ 1 9 € a(N), wigc
vir = mox, skad Vmz? = 0, co dowodzi (7). Dalej, v2x = m(mx + Va?) = m?x +
mVz? = m*z, co dowodzi (ii).

(7ii). Mnozac obie strony réwnosci (5.8) przez m z uwzglednieniem tego, ze mzy = 0
i wykorzystujac punkt (i7) uzyskujemy teze.

(iv). Mnozac stronami réwnosé (5.5) przez k dostajemy (kv) + R(kv) = (kv) +
(kxo) + kuN. Ponadto (kv)? = k*v? = k*(mv + xo) = k*muv + k*zg = km(kv) + K%z,
wiee k203 = m(kv)? oraz (kv)+(k*v?) = (kv)+(k®z¢). Zatem (kv)+(k*v?)+ R(k*v?) =
(kv) + (K*z0) + (k*v3) + k202N = (kv) + (k®z¢) + k*moN. Z filialnosci pierscienia R,
mamy (kv) + (kzo) + kvN = (kv) + (k*z¢) + k*muN. Ale o(kv + N) = oo w grupie
(R/N)*, wiec stad

(ko) + kvN = (k*x0) + k*muN. (5.10)

Mnozac ostatnia rowno$é¢ przez m i uwzgledniajac mzy = 0 mamy k(muN) =
k*(m*vN). Stad i z punktu (ii7) mamy teze.
O

Stwierdzenie 5.19. Wszystkimi, z doktadnoscig do izomorfizmu, B-pierscieniami R
takimi, ze R/N(R) = 7 sq pierscienie ZEB N, gdzie N jest przemiennym, nietorsyjnym
prawie podzielnym pierScieniem z prawie zerowym mnozeniem.

Dowaod. Implikacja <= wynika bezpos$rednio z Wniosku 4.11. Na odwrdét, poniewaz
m = 1, wiec na podstawie Lematu 5.17, v = v%. Dalej, z Lematu 5.18 otrzymujemy, ze
N =wvN. Poniewaz R = (v) + N, wiec v jest jedynka pierscienia R. Ale R™ = (v) @ N,
wiec otrzymujemy stad, ze R = ZH N. O
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Rozdzial 6

Przemienne torsyjne pierscienie
filialne

6.1 Uzyteczne lematy zwigzane z idempotentami
w pierscieniach filialnych

Lemat 6.1. Niech R bedzie przemiennym pierscieniem filialnym posiadajgcym nil-ideat
I, ktory jest p-pierscieniem. Wowczas dla kazdego idempotentae € R, el =0 lubei =1
dla kazdego i € 1.

Dowdd. Zalozmy, ze tak nie jest. Wowczas el oraz J = {ei—i : i € I} sa niezerowymi
ideatami pierscienia R zawartymi w [ takimi, ze el N J = 0. Poniewaz [ jest nil-
p-pierécieniem, wiec istniejg niezerowe a € el oraz b € J takie, ze a® = b? = 0
ipa =pb=0. Stad ab = 0, (a)N(b) = 01 wobec tego (a+0b) = [a+b]. Ale z Twierdzenia
1.35 wynika, ze I jest H-pierscieniem, wiec z filialnosci pierscienia R, (a+b) <{R. Zatem
e(a+b) = k(a+b) dla pewnego k € Z. Ponadto e(a 4+ b) = ea + eb = a+ 0 = a, wiec
a = ka+ kb. Stad kb € (a) N (b) =0, wiec kb = 0 i w konsekwencji p | k i ka = 0, wiec
a = 0, sprzecznosé. O

Lemat 6.2. Niech R bedzie przemiennym pierscieniem filialnym takim, ze N'(R) jest
niezerowym p-pierscieniem oraz R/N(R) € S. Wowczas dla kazdego idempotenta
e € R, pierscieni Re jest silnie reqularny wtedy i tylko wtedy, gdy eN(R) = 0.

Dowdd. =. Z zaltozenia Re C S(R). Stad e N (R) C S(R)NN(R) = 0, wiec e N (R) = 0.
<. Z zalozenia N'(R) C Ig(e). Ale R = Re®lg(e), wiec Re = (Re+N(R))/N(R)<
R/N(R). Ponadto R/N(R) € S oraz radykal S jest dziedziczny, wiec Re € S. O

Lemat 6.3. Niech R bedzie przemiennym pierscieniem filialnym takim, ze N'(R) jest
niezerowym p-pierscieniem oraz R/JN(R) € S. Jezeli S(R) + N(R) # R, to istnieje
idempotent e € R taki, ze N(R) C eR oraz R = eR @ lg(e), przy czym lg(e) € S.

Dowdd. Z zalozenia istnieje x € R\ (S(R) + N(R)). Z silnej regularnosci pierscienia
R/N(R) istnieje y € R takie, ze © — z?y € N(R) oraz yx + N(R) jest idempotentem
w R/N(R). Ale N'(R) jest nil-pierscieniem, wiec na podstawie Twierdzenia 1.22 istnieje
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idempotent e € R taki, ze yr—e € N'(R). Zatem z—ex = (x—2y)+z(zy—e) € N(R),
skad © € eR+N(R). Ale x ¢ S(R) + N(R), wiec e ¢ S(R). Zatem Re ¢ S i na mocy
Lematu 6.2, eN(R) # 0. Wobec tego na podstawie Lematu 6.1, ei = i dla kazdego
i € N(R). Zatem N(R) C eR, skad N(eR) = N(R). Ponadto R = eR & Ig(e)
1 R/IN(R) €S, wiec lg(e) € S. O

Lemat 6.4. Niech R bedzie przemiennym pierscieniem filialnym takim, ze N'(R) jest
niezerowym p-pierscieniem oraz R/N(R) € S. Jesli eN'(R) = 0 dla kazdego idempo-
tenta e € R, to R =S(R) & N(R).

Dowdd. Zalozmy, ze R # S(R) & N(R). Wtedy zgodnie z Lematem 6.3, istnieje
e = e¢* € R taki, ze N(R) C eR. Wezmy dowolne i € N(R). Woéwczas i = ex
dla pewnego x € R. Stad 0 = ei = e*r = ex = i. Zatem N(R) = 0 i mamy
sprzecznosé. O]

Lemat 6.5. Niech R bedzie przemiennym p-pierscieniem filialnym, takim, zZe grupa
N(R)™ nie ma ograniczonego wyktadnika. Wowczas R = S(R) & N (R).

Dowdd. Wezmy dowolne e = e € R. Jesli eN(R) # 0, to N(R) = N(R)e na pod-
stawie Lematu 6.1. Ale p"e = 0 dla pewnego naturalnego n, wiec p"N(R) = 0,
sprzeczno$é. Zatem eN(R) = 0 i na mocy Lematu 6.4, R = S(R) & N(R). O

Lemat 6.6. Niech R bedzie przemiennym, filialnym pierscieniem z jedynkq takim, ze
N (R) jest niezerowym p-pierscieniem oraz R/JN(R) € S. Woéwczas R = (1) + S(R) +
N(R).

Dowdd. Na podstawie Twierdzenia 1.35, N'(R) jest H-pierScieniem, wiec ze Stwier-
dzenia 2.13 wynika, ze piersciern N(R) jest nilpotentny. Zatem istnieje niezerowe
io € Ivr)(N(R)). Wowcezas (ig) <N(R), wiec (ip) <R. Wezmy dowolne r € R. Wtedy
istnieje catkowite k takie, ze rig = kig, skad r — k- 1 € lg(ig). Zatem R = (1) + lr(ip).
Ponadto S(R) N N(R) = 0, wiec S(R) C Igr(io), skad S(lg(ip)) = S(R). Z okresle-
nia ig, N(R) C lr(i0), wiec N(lr(ig)) = N(R). Wezmy dowolne e = ¢€* € Ig(ip).
Wtedy eig = 0 oraz iy # 0, wiec na mocy Lematu 6.1, eN'(R) = 0. Zatem stosujac
Lemat 6.4 do pierscienia [g(ig) otrzymujemy, ze lg(ig) = S(R) + N(R). Wobec tego
R={(1)+S(R)+N(R). O

Lemat 6.7. Niech R bedzie filialnym p-pierscieniem z jedynkq. Wowczas B(R) =
B(R)(p)+p-(1). W szczegdlnosci grupa pB(R)T jest cykliczna orazy* € (B(R)(p))*+(y
dla kazdego y € B(R).

Dowdd. Poniewaz R jest p-grupa, wiec istnieje n € N takie, ze o(1) = p™ w R*. Stad
p"R =01 pR C ((R). Z filialnosci pierscienia R i Twierdzenia 1.35 mamy, ze 5(R)
jest H-pierscieniem. Ale (p-1) = [p-1] < B(R), wiec (p-1) < R, czyli pR C p(l).
W szczegolnosci pB(R) C p(1) i pB(R)™ jest grupa cykliczna.

Jeieli p3(R) = 0, to A(R) C A(R)(p) i B(R) = BR)(p) + p(1). Niech dalej
pB(R) # 0. Wezmy dowolne ¢ € G(R). Istnieje wowczas k € Z takie, ze pi = k(p - 1).

Jesli p 1 k, to istnieje | € Z takie, ze [k = 1 (mod p"™), wiec p -1 = Ipi. Zatem
pB(R) C pif(R) i przez indukcje pf(R) C pi™[(R) dla kazdego naturalnego m. Ale
B(R) jest nil-pierscieniem, skad pB(R) = 0, sprzecznosc.
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Wobec tego p | k i istnieje k' € Z takie, ze k = pk’. Wtedy p(i — (pk’) - 1) = 0,
i— (pk') -1 € B(R)(p), skad i = (i — (pk') - 1) + pk’ - 1 € B(R)(p) +p - (1). Zatem
B(R) = B(R)(p) +p- (1).

Wezmy dowolne y € S(R). Wtedy z pierwszej czesci dowodu, istnieja j € B(R)(p)
oraz K € Z takie, zZe y = j+ Kp-1. Stad > = 2+ K**-1 = 2+ Kp-y €
(B(R)())? + (). .

6.2 Kj-piersScienie

Przyklad 6.8. Niech n € N, p € P i niech N bedzie przemiennym pierscieniem
z prawie zerowym mnozeniem takim, ze pN = 0 przy czym jesli n = 1, to N # 0.
Wtedy N jest Zpn-algebrag przy naturalnym dzialaniu zewnegtrznym

koa=ka dlak € Zy»,a € N.

Jest jasne, ze S = Z,»HN jest pierscieniem przemiennym. Ponadto N'(S) = p(1)+ N #
0 oraz S/N(S) = Z,. Na podstawie Wniosku 4.11, pierscien Z B N jest filialny.
Standardowe sprawdzenie pokazuje, ze przeksztalcenie f: ZH N — S dane wzorem
f((k,z)) = (k-1,z) dla k € Z, v € N jest homomorfizmem pierscienia Z H N na
pierscien S. Zatem S jest pierécieniem filialnym.

Zauwazmy, ze przeksztalcenie f: Z, B N — Z, H N dane wzorem
f((k,a)) = (k- 1,a) jest epimorfizmem pierscieni o jadrze (p(1,0)). Zatem

(Z BN)/(p(1,0)) = Z, B N. (6.1)

Zatozmy, ze m € N oraz M jest przemiennym pierscieniem z prawie zerowym mnoze-
niem takim, ze pM = 0. Wykazemy, ze Z,» H N = Z,» B M, wtedy i tylko wtedy,
gdy n =m oraz N = M. Zalézmy najpierw, ze Zyn BN = Z,» B M. Wtedy o((1,0))
w grupie Z,» B NT jest rowny o((1,0)) w grupie Z,» B M™*, skad m = n. Zaloézmy,
zen =m = 1. Wowczas N(Z, BN) = N(Z, B M) skad M = N. Jesli zas n > 2,
to z formuly (6.1) i tego, ze (Z,» B N)/(p(1,0)) = (Z,~ B M)/(p(1,0)) wynika, ze
Z, BN = 7,8 M, a wigc takze N = M.

Na odwrét, jezeli g: N — M jest izomorfizmem pierscieni i n = m, to tatwo
wykazac, ze przeksztatcenie G: Zyn BN — Z,m B M dane wzorem G((k,a)) = (k, g(a))

jest izomorfizmem pierscieni.

Definicja 6.9. Bedziemy moéwili, ze pierscienn R jest Ky-pierScieniem, jezeli R jest
przemiennym, filialnym pier$cieniem z jedynka takim, ze N'(R) # 0 oraz R/N(R) jest
ciatem.

Lemat 6.10. Kazdy K, pierscien R jest S-potprosty.

Dowdd. Zalozmy, ze S(R) # 0. Wowcezas mamy, ze N(R) NS(R) = 0 oraz (N(R) &
S(R))/N (R) jest niezerowym idealem w ciele R/N(R). Stad mamy N (R)®S(R) = R.
Ale R ma jedynke, wiec N'(R) tez ma jedynke, co przeczy temu, ze N'(R) # 0. O

Nastepujace Twierdzenie daje pewna charakteryzacje Ky-pierscieni.
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Twierdzenie 6.11. Dla dowolnego pierscienia R nastepujgce warunki sq rownowazne:
(i) R jest Ky-pierscieniem,

(i1) istnieje przemienny piersciern N z prawie zerowym mnozeniem, N <\ R taki, ze
pN = 0 dla pewnego p € P oraz R = (1) + N, o(1) = p™ w grupie R* i jesli
m =1, to N # 0.

Dowdd. (i) = (ii). Z zalozenia wynika, ze istnieje 0 # x € N'(R) taki, ze 22 = 0. Na
mocy Twierdzenia 1.35, N'(R) jest H-pierscieniem i [z] = (x). Stad (z) <N (R), ale
N(R) < R, wiec z filialnosci R mamy, ze (x) < R. Wezmy dowolne a € R. Wtedy
istnieje k € Z takie, ze ax = kx, skad (a — k- 1)z =0, czyli a — k-1 € lg(x). Zatem

R = (1) + ln(2). (6.2)

Teraz pokazemy, ze lg(z) C N(R). Zalozmy, ze tak nie jest. Wtedy istnieje y €
Ir(z) \N(R). Poniewaz R/N(R) jest cialem, wiec istnieje z € R takie, ze 1 —zy =b €
N(R). Stad x = bx. Ale N(R) jest nil-piercieniem, wiec x = 0, sprzecznos¢. Zatem
lr(z) C N(R) i wobec (6.2),

R= (1) + N(R). (6.3)

Stad R/N(R) = (1)/((1) N N(R)). Ale R/N(R) jest cialem, wigc istnicje liczba
pierwsza p taka, ze ((1)/(1)NN(R)) = Z,. Stad R/N(R) = Z,. Ponadto p-1 € N'(R),
wiec istnieje najmniejsze m € N takie, ze (p- 1) = 0. Wtedy o(1) = p™ w grupie R
oraz p" R =01 R jest p-pierscieniem.

Z Lematu 6.7, Stwierdzenia 2.12 punkt (i¢) i wzoru (6.3) wynika, ze wystarczy
przyjac N = N (R)(p).

(it) = (i). Na podstawie Przykladu 6.8, Z,m B N jest przemiennym pierscieniem
filialnym. Zauwazmy, ze f: Z,m» B N — R dane wzorem f((k,a)) = k-1 + a jest
epimorfizmem pierscieni. Zatem pierscieni R jest filialny. Ponadto N (R) = p(1)+N # 0
i R/IN(R) = Z,. O

Przyktad 6.12. Niech C = Z, x; Z,. Wowczas C jest Z,-algebra z baza {z, 2},
gdzie z* = 0. Niech m > 2 bedzie dowolna liczba naturalna i to € Z, \ {0}. Niech
P bedzie Z,m-algebra generowana przez elementy 1, x i relacje pr = 0,2% = top™ ' - 1
(dalej element top™ ! - 1 bedziemy oznaczali krotko przez top™ ). Woéwezas piericieri

P jest skoniczony oraz
P = Zym[X]/(pX, X* = top™ ).

Ponadto kazdy element z P mozna jednoznacznie zapisa¢ w postaci k + [z, gdzie k €
Liym , | € Ly Zauwazamy dalej, ze

P 2 (Zyn B C)/{(—p™ 0, 2%))

Na mocy Przyktadu 6.8, pierscient Z,» H C' jest filialny, i w konsekwencji pierscieit
P jest tez filialny jako jego obraz homomorficzny.

Niech B bedzie niezerowa Z,-algebra taka, ze B? = 0. Wowczas B jest P-algebra
przy dziataniu zewnetrznym

(k+lz)ob=kbdlak € Zym,l € Z,,b € B.
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Mozna pokazaé, ze
PBE B ((Zym BC) D B)/{((—p™ to, 2%),0)).

Na mocy Twierdzenia 6.11 pierscienn PHDB jest K(-pierécieniem. Ponadto kazdy element
z P B B mozna jednoznacznie zapisa¢ w postaci k + lz + b, gdzie k € Zym, | € Zy,
be B.

Niech C” bedzie Z,-algebra z baza {y,y?}, gdzie y> = 0 i niech m’ > 2 bedzie
dowolna liczba naturalna, sy € Z, \ {0}. Niech P’ bedzie Z ,./-algebra generowana
przez elementy 1,y i relacje py = 0,y% = sop™ ~' - 1. Niech B’ bedzie Z,-algebra taka,
ze B? = 0. Zalozmy, ze f: PH B — P' W B’ jest izomorfizmem pierscieni. Wtedy
f(1) =1, skad m = m'. Dalej, f(x) =k +ly + b dla pewnych k € Zym, l € Z, b € B'.
Poniewaz pr = 0, wiec p - f(x) = 0 i wobec tego pk = 0. Zatem k = kop™ ! dla
pewnego ko € Z, oraz

f(x) =kop™ -1+ 1y +b.

Ponadto (f(z))? = f(2?) = f(top™ ' - 1) = tep™ 1 f(1) = tep™ ' - 1, wicc
(kop™ ™" - 141y +b)* = top™ ' - 1.

Zatem [*y* = top™ ! - 1, czyli Psogp™! -1 = tep™ ! - 1, skad 125y = ty (mod p).
Zauwazmy, ze (P B B)(p) = [¢] ® B, oraz (P B B')(p) = [y] ® B'. Zatem f([z] @
B) = [y] @ B'. Dalej, a([z] ® B) = (z*) @ B oraz a([y] ® B') = (y*) ® B, wiec
(x?) @ B = (y*) @ B'. Stad dimz, B = dimg, B i wobec tego B = B'.

Na odwrot, niech m = m’ i [2sg =ty (mod p) dla pewnego [ € Z, \ {0} i niech
g: B — B’ bedzie izomorfizmem pierscieni. Okreslamy f: PH B — P'H B’ wzorem

f(k1 + kox + b) = Ky + lkay + g(b).

Jest jasne, ze f jest izomorfizmem grup addytywnych. Proste sprawdzenie pokazuje,
ze f jest homomorfizmem pierScieni. Zatem PH B = P'H B'.

7 powyzszych rozwazan wynika, ze dla ustalonych m > 2 1 B oraz p > 2 istnieja
doktadnie dwa z doktadnoscia do izomorfizmu takie pierscienie P B B. Jeden z nich
otrzymujemy dla t, = 1 natomiast drugi dla dowolnej niereszty kwadratowej ¢, modulo

D-

Przyktad 6.13. Niech p bedzie nieparzysta liczba pierwsza i niech C' = (Z,XZ,)0.0.0 X1
Z, bedzie skoriczona Z,-algebra z baza {r,z? y} gdzie zy = yx = 0,2% = 0,9? = az?
oraz —« jest niereszta kwadratowa modulo p. Niech m > 2, tq € Z, \ {0} i niech P
bedzie Z,m-algebra generowang przez elementy 1, z,y takie, ze 2y = yxr = pr = py =
0,22 = top™ ' - 1,y = az®. Wowczas

P27 [X,Y]/(XY,pX,pY, X2 — top™ 1, Y? — aX?).

Zauwazamy, ze kazdy element z P mozemy jednoznacznie zapisa¢ w postaci k-1+1;x+
loy, gdzie k € Zym, 11,1l € Z,. Ponadto

P 2 (Zyn BC)/((—p™ Mo, 27%)).
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Na podstawie Przyktadu 6.8 pierscieri P jest filialny.

Niech C” bedzie Z,-algebra z baza {x1,y1, 23}, gdzie 191 = yizy = 0,23 = 0,y} =
Ba7 dla pewnej niereszty kwadratowej —( modulo p. Niech sy € Z, \ {0} i niech P’
bedzie Z,,.v-algebra generowana przez elementy 1, z1,y; takie, ze x1y1 = y1z1 = pr1 =
pyr = 0,27 = sop™ " - 1,47 = Bat.

Woéwcezas istnieje niezerowe v € Z, takie, ze 3 = v, gdyz —a i —3 sa nieresztami
kwadratowymi. Z teori liczb wiadomo, ze {u® + v*A : u,v € Z,} = Z, dla dowolnego
niezerowego A € Z,. Istnieja zatem [y, k1 € Z,, takie, ze to = so(I3 + k?7%a) (mod p).
Ponadto istnieje 7' € Z, takie, ze y-7' =1 (mod p). Niech dalej ly = —ayky, k2 = 7'l;.
Okreslmy funkcje f: P — P’ wzorem

gdzie U € Zym, V,W € Z,. Mozna sprawdzi¢, ze tak okreslona funkcja jest izomorfi-
zmem pierscieni.

Niech B bedzie Z,-algebra taka, ze B> = 0. Wowczas B jest P-algebra przy
dzialaniu zewnetrznym

(k+he+lky)ob==Fkbdlak € Zym,ly,ls € Z,,b € B.
Mozna pokazaé, ze
P8 B = (Zyn 8.C) & B)/{((—p" o, 27),0).

Na mocy Twierdzenia 6.11 pierscien PHB jest K(-pierécieniem. Ponadto kazdy element
z PHB mozna jednoznacznie zapisa¢ w postaci k+lz+loy+0, gdzie k € Zpm, 11,1y € 7y,
be B.

Niech B’ bedzie Z,-algebra 2z zerowym mnozeniem. Zatozmy, ze
f: PB B — P H B jest izomorfizmem pierscieni. Wtedy f(1) = 1, skad
m = m'. Zauwazmy, ze (P 8 B)(p) = [z,y] ® B, oraz (P'8 B')(p) = [z1,11] & B'.
Zatem f([z,y] ® B) = [z1,31] @ B. Dalej, a([z,y] ® B) = (2*) & B oraz
a([z1, 1] @ B') = (af) & B', wige (2*) & B = («2]) @ B'. Stad dimg, B’ = dimg, B
i wobec tego B = B'.

Na odwrdét, niech m = m’ i niech g: B — B’ bedzie izomorfizmem pierscieni.
Okreslamy F': PH B — P'H B’ wzorem

F(r+b)=f(r)+g() dlare P, be B,

gdzie f jest jak we wzorze (6.4). Latwo sprawdzi¢, ze f jest izomorfizmem pierscieni.
Zatem PHB > P'H B’

7 powyzszych rozwazan wynika, ze dla ustalonych m > 2 i B istnieje doktadnie
jeden, z doktadnoscia do izomorfizmu, pierécien P H B. Otrzymujemy go biorac np.
to = 1.

Twierdzenie 6.14. Wszystkimi z doktadnoscig do izomorfizmu Ky-pierScieniami sq
pierscienie opisane w przyktadach 6.8, 6.12, 6.13.
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Dowod. Niech R bedzie Ky-pierscieniem. Wtedy na podstawie Twierdzenia 6.11, ist-
nieje przemienny pierécien N z prawie zerowym mnozeniem, N <1 R taki, ze pN = 0
dla pewnego p € P oraz R = (1) + N, o(1) = p™ w grupie Rt ijesli m =1, to N # 0.
Poniewaz o(1) = p™ i pN =0, wiec (I) "N =0lub (1) NN = (p™1-1) £0im > 2.
Jesli (1) NN =0, to R = Z,m B N, czyli R jest taki jak w Przykladzie 6.8.

Niech dalej (1)NN = (p™~!-1). Na podstawie Wniosku 2.38 mamy, ze N = B& C,
gdzie B2 =0, pB = 0 oraz C = 0 lub C = Z, X1 Z, lub C = (Z x Z)op.a X1 Z dla
pewnej niereszty kwadratowej —A modulo p. Skad p™~! -1 = by + ¢y dla pewnych
b() € B, Co € C.

Zalozmy najpierw, ze by # 0. Wtedy B = (by) & B; dla pewnej podgrupy B
w BT. Oznaczmy Ny = B; & C. Udowodnimy, ze wowczas RT = (1)T @& Ny Jezeli
() M Ny # 0, to by + ¢y € By @ C, stad by € By, wiec by € By N (by) = 0, sprzecznos¢.
Zatem (1) N Ny = 0. Ponadto by = p™ -1 — ¢y € (1) + Ny, wiec RT = (1)T & N .
Zatem R = Zpm B Ny, czyli R jest taki jak w Przykltadzie 6.8.

Teraz zalozmy, ze by = 0, tzn. p™~' -1 € C. Zatem C # 0, wiec C jest Z,-algebra
z bazg {x, 2}, gdzie 23 = 0 lub z baza {x,y, 2%}, gdzie vy = yzr = 2* = 0, y* = az?
dla pewnej niereszty kwadratowej o € Z,,. W obu przypadkach a(C) = (z?) ip™~!-1 €
a(C), wiec istnieje ty € Z, \ {0} takie, ze 2> = top™ ' - 1. Dalej, R = ((1) + C) + B.
Ponadto ((1) + C) N B = 0. Rzeczywiscie, wezmy ¢ € C, b € B, k € Z takie, ze
k-14+c=05b. Wtedy k-1 € (1)NnN C C, wiecb—c € C, stad b € BNC, wiec b = 0 oraz
((1)+C)NB =0. Zatem R = ((1) + C) @ B. Niech P = (1) + C. Jezeli baza C jest
{z,2%}, to R= PH B i R jest jak Przykladzie 6.12. Jedli za$ baza C jest {x,y, 2%},
to R= PH B i R jest jak w Przyktadzie 6.13.

Na odwrot, jesli pierscien R jest izomorficzny z pierscieniem opisanym w Przy-
ktadach 6.8, 6.12, 6.13, to R jest Kj-pierscieniem. Zalézmy, ze pewien pierscien R
opisany w Przyktadzie 6.12 jest izomorficzny z pierscieniem R; opisanym w Przykla-
dzie 6.13. Niech f: R — R; bedzie izomorfizmem pierscieni. Wowcezas f(1) = 1, wiec
p™ = p", skad p = p; i m = my. Ponadto R(p) = B® C i Ri(p) = B ® C4, wiec
f(B@O) = Bl@C’l. Zatem f(a(B@C’)) = CL(Bl @Cl), WIQC f(B@(I(C)) = B1 @a(C’l)
Wobec tego C'/a(C) = Cy/a(Cy). Ale dimz, C/a(C) = 11idimz, Ci/a(C) = 2, wicc

mamy Sprzecznosc.

Pozostaje jeszcze wykazac, ze dowolny pierécien R = Z,»HN opisany w Przykladzie
6.8 nie jest izomorficzny z zadnym z pierscieni opisanych w Przyktadach 6.12, 6.13.
Zalozmy, ze tak nie jest. Wowczas RT = ()T @ N oraz R = (1) + (B & (), gdzie
m > 21 B jest taki, ze B® = 0 oraz C jest Z,-algebra z baza {z,2?}, gdzie 2* = 0 lub
z baza {x,y, 2%}, gdzie zy = yr = 2° = 0, y? = az? dla pewnej niereszty kwadratowej
a € Zy. Stad |R| > p™*!, gdyz C nie zawiera si¢ w (1) 1 wobec tego N # 0. Ponadto
N C R(p) = C@® B. Ale (1) ® N = R, wiec z prawa modularnosci dla podgrup
w RT mamy ((1)N(C & B))® N =C&® B, czyli (p™!-1)® N = C & B. Ponadto
(pm=t-1) = C? = a(C), wiec C* @ N = C & B. Ponownie z modularnosci kraty
podgrup RT otrzymujemy C? @ (N N C) = C, przy czym N N C < C. Sprzecznose,
gdyz na podstawie Twierdzen 2.31 oraz 2.37, C' nie rozklada sie na sume prosta swoich
dwoch niezerowych ideatow. O
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6.3 Twierdzenie klasyfikacyjne dla torsyjnych pier-
Scieni filialnych

Uwaga 6.15. Niech C' bedzie Ky-p-pierécieniem i niech S bedzie przemiennym p-
pierscieniem silnie regularnym. Pokazemy, ze strukture unitarnej C-algebry na pierscie-
niu S mozna zada¢ na doktadnie jeden sposoéb. Mianowicie, na podstawie Twierdzenia
6.11, C = ()+N(C) orazp-1 € N(C). Stad dla k € Zmamy k-1 € N(C) < p| k.

Dlatego dzialanie zewnetrzne dane wzorem
(k-14+z)os=ks, dakeZzeN(C),seS

jest dobrze okreslone. Proste sprawdzenie pokazuje, ze przy tym dziataniu S jest
unitarng C-algebrg.

Zatozmy, ze S jest unitarna C-algebra przy dziataniu zewnetrznym *x. Wtedy dla
dowolnych k € Z,z e N(C),s € S, (k-1+x)*s =ks+x*s. Ale 2" = 0 dla pewnego
n € N, skad (zxs)™ = 01 wobec tego zxs = 0, bo pierscien S jest zredukowany. Zatem
* = o,

Poniewaz, S<<CHS oraz (CHS)/S = C, wiec na mocy Lematu 6.10, S(CHS) = S.

Twierdzenie 6.16. Pierscienn R jest przemiennym torsyjnym pierscieniem filialnym
wtedy 1 tylko wtedy, gdy R = ®pEP R, oraz kazde R, jest jednym z ponizszych pierscieni:

(i) S®& N, gdzie N jest przemiennym nil-H -p-pierscieniem oraz S jest przemiennym
p-piercieniem silnie reqularnym,

(i) (CHBS)® Sy, gdzie S 1 Sy sq przemiennymi p-pierscieniami silnie reqularnymi
i p-pierscien C jest Ky-pierscieniem.

Dowdd. Kazdy pierscien torsyjny R mozna zapisa¢ w postaci R = ®pEP R, przy czym
kazdy ze sktadnikow tej sumy jest wyznaczony jednoznacznie. Ze Stwierdzenia 1.28
otrzymujemy, ze R jest filialny wtedy i tylko wtedy, gdy R, jest filialny dla kazdego
p € P. Wobec tego wystarczy udowodni¢ nasze twierdzenie w przypadku, gdy R jest
przemiennym p-pierscieniem.

Zalozmy, ze pierscien R jest filialny. Wowcezas z Twierdzenia 1.35 wynika, ze N (R)
jest H-p-pierscieniem. Ponadto p-pierscienn R/N (R) jest filialny i zredukowany. Zatem
na mocy Twierdzenia 1.38 otrzymujemy, ze R/N(R) € S. Jesli zatem R = N(R) lub
N(R) =0, to R jest taki jak w punkcie (7).

Niech dalej 0 # N (R) # R. Jesli grupa N(R)" nie jest ograniczonego wykltadnika,
to z Lematu 6.5 otrzymujemy, ze R = S(R) ® N(R).

Zalozmy wiec, ze grupa N (R)" jest ograniczonego wykltadnika. Wtedy poniewaz,
p(R/N(R)) =0, wiec p™R = 0, dla pewnego m € N. Zalozmy, ze R # S(R) & N(R).
Wtedy na podstawie Lematu 6.3, istnieje idempotent e € R\ (S(R) + N(R)) taki,
ze N(R) C eR oraz R = eR @ Ig(e), przy czym lr(e) € S. Stad eR jest przemien-
nym filialnym pier§cieniem z jedynka e oraz N(eR) = N(R) i p™(eR) = 0. Po-
nadto (eR)/N(R) € S. Na mocy Lematu 6.6, eR = {e) + S(eR) + N(R). Oznaczmy
C={(e)+N(R)iN = (N(R))(p). Wtedy, na podstawie Lematu 6.7, N'(R) = N +p(e)
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iC = (e)+ N. Zgodnie z Twierdzeniem 6.11, C' jest Ky-pierscieniem. Na mocy Lematu
6.10, CNS(eR) = 0. Zatem eR jest suma prosta podpierscieni C'i S(eR). Ponadto dla
k € Zoraz x € N, s € S(eR) mamy, ze (ke+x)-s = (ke)s, wiec S(eR) jest w naturalny
sposob C-algebra. Wobec tego eR = C'HS(eR) i ostatecznie R =~ (CHS(eR)) @ lg(e).
Na odwrét. Jezeli R =2 S @& N, gdzie N jest nil-H-p-pierécieniem oraz S p-
pierscieniem silnie regularnym, to ze Stwierdzenia 1.36 wynika, ze R jest filialny.
Niech teraz R = (CH S) @ Sy, gdzie S i Sy sa p-pierscieniami silnie regularnymi
i p-pierécien C' jest Ky-pierécieniem. Poniewaz R jest rozszerzeniem pierscienia C'H S
przez S7 wiec ze Stwierdzenia 1.36 wystarczy wykazaé, ze pierscienn C'H S jest filialny.
Ale CH S jest rozszerzeniem silnie regularnego pierscienia S przez pierscien filialny C,
wiec ze Stwierdzenia 1.36 wynika, ze pierscienn C'H S jest filialny. O]

Uwaga 6.17. Nietrudno jest zauwazy¢, ze pierscienie S i N wystepujace w punkcie (7)
Twierdzenia 6.16 sa wyznaczone jednoznacznie z doktadnoscig do izomorfizmu przez
pierscien A = S @® N, gdyz S = S(A) oraz N = N(A). Ponadto, A/S(A) jest nil-
pierscieniem, za$ jezeli T' jest pierscieniem z punktu (i) Twierdzenia 6.16, to T'/S(T)
jest niezerowym pierscieniem z jedynka jako Ky-pierscien. Wobec tego A 22 T

Niestety w przypadku pierscieni C, S; i Sy wystepujacych w punkcie (i) Twierdze-
nia 6.16 kwestia jednoznaczno$ci nie jest sprawa prosta. Mianowicie, jesli np. pierscien
S1 ma jedynke, to CHS; 2 C @ S;iwtedy (CHS)) @Sy 2 Cd (S @S = A.
W tym przypadku jedynie pierscienie N = N(A) i S; & Sy = S(A) sa jednoznacznie
wyznaczone z doktadnoscig do izomorfizmu przez pierscien A.

7 Twierdzenia 6.16 otrzymujemy natychmiast nastepujacy wniosek.

Whniosek 6.18. Pierscien R jest przemiennym torsyjnym pierscieniem filialnym z je-
dynkq wtedy 1 tylko wtedy, gdy R = ®p€H R,, gdzie 11 jest skoriczonym podzbiorem w PP
oraz kazde R, jest jednym z ponizszych pierscieni:

(1) przemiennym p-pierscieniem silnie reqularnym z jedynkq,

(i) (CBS) @Sy, gdzie S i Sy sq przemiennymi p-pierscieniami silnie reqularnymi,
przy czym S jest pierscieniem z jedynkq i p-pierscien C' jest Ky-piersScieniem.
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Rozdzial 7

Przemienne noetherowskie pierscienie
filialne

7.1 Klasyfikacja noetherowskich C'RF'-pierScieni

Twierdzenie 7.1. Dla dowolnego pierscienia R z jedynkq nastepujgce warunki sq row-
nowazne:

(1) R jest noetherowskim S-pdtprostym C RF -pierscieniem,

(ii) R = @, D;, gdzie D; jest filialng dziedzing calkowitosci charakterystyki zero,
ktora nie jest ciatem dla kazdego i € {1,2,...,n} oraz II(D;) N1I(D;) = 0 dla
i £ .
Dowdd. (i) = (ii). Na podstawie Twierdzenia 3.20, istnieje niepusty podzbior I1 C P
i silnie regularny podpierécien K w Qp z ta sama jedynka taki, ze dla kazdego a € K,
a = (ap)penr mamy a, € 2, dla prawie wszystkich p € Il oraz R = K N Zy. Lemat 3.23
implikuje, ze K jest pierscieniem noetherowskim. Z Lematu 3.22 otrzymujemy, ze By
jest artinowska algebra Boole’a.

Istnieja zatem parami rozlaczne atomy Iy, ..., 1l € By takie, ze II = II; U Tl; U
-+« UIIg. Standardowe rozumowanie i Lemat 3.22 pokazuja, ze 1y, 1, ..., 1y, € K
sa parami ortogonalnymi idempotentamii 1 = 1y, 4+ Iy, + - - -+ Ly, . Poniewaz II; jest
atomem, wiec Ly, K jest dziedzing catkowitosci. Ale 1y, K jest idealem w pierscieniu
silnie regularnym K, skad 1, K € S. Zatem 1, K jest cialem. To pokazuje, ze
K =@ 11K i w konsekwencji R = @Y [(15,K) N Zy,]. Ponadto z Twierdzenia
3.1 wynika, ze D; = (1, K) N 2y, jest filialng dziedzina catkowitosci charakterystyki
zero oraz II(D;) =TI; dlai € {1,2,... k}.

(1) = (). Z Twierdzenia 4.4 wynika, ze R jest S-polprostym CRF-pierscieniem.
Na podstawie Twierdzenia 1.32, D; jest dziedzing idealéw gléwnych, a wiec i pierscie-
niem noetherowskim. Stad pierscien R jest noetherowski.

O

W powyzszym Twierdzeniu istotna role odgrywal fakt, ze pierscien R posiadal
jedynke. Teraz pokazemy w jaki sposob opuscié¢ to zatozenie.
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Twierdzenie 7.2. Dla dowolnego pierscienia R nastepujgce warunki sq rownowazne:
(i) R jest noetherowskim S-pdtprostym C RF -pierscieniem,

(ii) R = @;_, m;D;, gdzie D; jest filialng dziedzing catkowitosci charakterystyki zero,
ktora nie jest ciatem, m; € N dla kazdego i € {1,2,...,n} oraz II(D;)NIL(D;) = ()
dla i # j.

Dowdd. (i) = (ii). Twierdzenie 3.15 pokazuje, ze istnieje beztorsyjny C RF-pierscieni
S z jedynka taki, ze R jest w nim istotnym idealem. Poniewaz pierscien R jest no-
etherowski, wiec End(Rp) jest noetherowskim R-modutem. Ale z dowodu Twierdzenia
3.15, S jest R-podmodutem w End(Rg), wiec S jest noetherowskim R-modulem. Za-
tem S jest pierScieniem noetherowskim. Na podstawie Twierdzenia 7.1, S = @, D;,
gdzie D; jest filialng dziedzing catkowitosci charakterystyki zero, ale nie cialem dla
kazdego i € {1,2,...,n} i II(D;)NII(D;) = 0 dla i # j. Poniewaz R jest ideatem istot-
nym w S, wiec R = @, J;, gdzie J; jest niezerowym ideatem w D;. Z Twierdzenia
1.32 otrzymujemy, ze J; = m;D;, m; € N dla kazdego i € {1,2,...,n}. Ostatecznie
R=@; ,m;D;.

(1) = (i). Z Twierdzenia 1.32 wynika, ze D; jest pierscieniem noetherowskim
dla kazdego i € {1,2,...,n}. Z filialnosci D; wynika, ze m;D; jest pierscieniem no-
etherowskim dla dowolnego i € {1,2,...,n}. W konsekwencji R jest pierscieniem
noetherowskim. Ponadto z Twierdzenia 4.4 wynika, ze R jest S-potprostym CRF-
pierscieniem. O

Dalej przyjrzymy sie strukturze dowolnych noetherowskich C'RF-pierscieni. Jezeli
R jest noetherowskim C'RF-pierscieniem takim, ze 0 # S(R) , to S(R) jest pierScieniem
noetherowskim z jedynka. Zatem S(R) wydziela sie jako idealowy skladnik prosty
z Ri R =S(R)®T dla pewnego T' <t R. Poniewaz T spelnia wszystkie zalozenia
Twierdzenia 7.2, wiec jego struktura jest opisana i wystarczy zbadaé¢ pierscieni S(R).
Ale standardowe obliczenia pokazuja, ze kazdy silnie regularny, noetherowski, C' RF-
pierdcien jest skoriczong suma prosta cial.

Z powyzszych rozwazan i Twierdzenia 7.2 natychmiast wynika nastepujace twier-
dzenie.

Twierdzenie 7.3. Dla dowolnego pierscienia R nastepujgce warunki sg rownowazne:

(i) R jest noetherowskim CRF -pierscieniem,

(ii)) R= S® ( D), miDi), gdzie Dj jest filialng dziedzing catkowito$ci charakterystyki
zero, ale nie ciatem, m; € N dla kazdego i € {1,2,...,n} ¢ II(D;) NII(D;) = 0
dla 1 # t oraz S jest skoriczong sumq prostq cial.

Udowodnimy teraz analog Twierdzenia 7.3 dla skoiiczenie generowanych S-
potprostych C'RF-pierscieni. Wynik ten jest uprecyzyjnieniem Twierdzenia 2.4 z [13].

Twierdzenie 7.4. Dla dowolnego pierscienia R nastepujgce warunki sq rownowazne:

(i) R jest skoriczenie generowanym C RF -pierscieniem,
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(i) R = S @®&mD, gdzie D = [1] dla pewnych s,m € N oraz S jest skoriczong sumaq
prostq ciat skonczonych.

Dowdd. (i) = (ii). Poniewaz pierscien R jest noetherowski, wiec na podstawie Twier-
dzenia 7.3, R = (@?:1 F]) &) (@?:1 miDZ-), gdzie D; jest filialna dziedzina calko-
witosci charakterystyki zero, ale nie ciatem, m; € N dla kazdego ¢ € {1,2,...,n}
i1 II(D;)NIL(D;) = (0 dla i # t oraz piericien Fj jest ciatem dla kazdego j € {1,2,...,k}.
Ponadto m;D; jest obrazem homomorficznym pierécienia R. Stad m;D; jest skorniczenie
generowany jako pierscieni. Ale z filialnosci D;, D; = m;D; + (1), skad D; tez jest
pierscieniem skonczenie generowanym. 7Z Twierdzenia 5.1 z [8] otrzymujemy, ze D; jest
skoriczenie generowanym podpierscieniem Q. Zatem N\ II(D;) jest zbiorem skoriczo-
nym i powniewaz II(D;) N TI(D;) = 0 dla i # t, wiec n = 1. Ponadto Dy = [1] dla
pewnego s € N.

Kazde cialo F} jest takze obrazem homomorficznym pierécienia R, skad F} jest
pierécieniem skonczenie generowanym i w konsekwencji, skoriczonym.

(i) = (i). Istnieje k € N takie, ze NWD(k,s) = 11 mD = k[}] (gdzie k =
m). Pokazemy, ze mD = [£]. Oczywiscie [£] C k[1]. Niech a € [1]. Wtedy
istnieja [ € Z oraz t € N takie, ze a = L. Ale NWD(k, s) = 1, wiec istnieja u,v € Z
takie, ze k' 'u + s''v = 1. Dalej ka = (£)lu+ £lv € [£] i w konsekwencji mD jest
pierscieniem skonczenie generowanym. Jest tez jasne, ze kazde cialo I jest skoiiczenie
generowane. Stad R jest pierscieniem skonczenie generowanym. Ponadto mD jest
C RF-pierscieniem i ze Stwierdzenia 1.36 wynika, ze pierScien R jest filialny. O

7.2 Torsyjne noetherowskie pierscienie filialne

Nastepne twierdzenie wynika z Twierdzen 2.31 oraz 2.37 i w pelni klasyfikuje noethe-
rowskie, torsyjne pierscienie z prawie zerowym mnozeniem.

Twierdzenie 7.5. Wszystkimi z doktadnosciq do izomorfizmu noetherowskimsi, torsyj-
nymi prerscieniams z prawie zerowym mmnozeniem sq pierscienie postact @pEH Rpy@C,
gdzie 11 jest skoriczonym podzbiorem w P, dla kazdego p € II, Ry, jest pierscieniem
opisanym w punktach (i) — (it) Twierdzenia 2.31 lub pierscieniem opisanym w punk-
tach (i) — (vi) Twierdzenia 2.37, natomiast C' jest skoriczonym pierScieniem z zerowym
mmnozeniem.

Dobrze wiadomo, ze wszystkimi z doktadnoscia do izomorfizmu niezerowymi, prze-
miennymi, noetherowskimi, silnie regularnymi, p-pierscieniami sa skoriczone sumy pro-
ste cial charakterystyki p. 7Z Lematu 2.14 wynika, ze noetherowski nil- H-p-pierscien
jest skoriczony. Ponadto z Twierdzenia 6.14 i Przykladow 6.8, 6.12, 6.13 wynika, ze
Ky-pierscien jest noetherowski wtedy i tylko wtedy, gdy jest skonczony. Stad, z Twier-
dzenia 6.16 i z Uwagi 6.17 mamy nastepujacy wniosek.

Whniosek 7.6. Wszystkimi z doktadno$cig do izomorfizmu przemiennymi torsyjnyms,
noetherowskimi, pierscieniami filialnymi sq pierscienie postaci @pen R,, gdzie II jest
skoriczonym podzbiorem zbioru liczb pierwszych oraz kazde R, jest jednym z ponizszych
piersciens.
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(i) S@® N, gdzie N jest skoriczonym przemiennym nil-H -p-pierscieniem oraz S jest
skonczong sumgq prostq ciat charakterystyki p,

(i) C @S, gdzie S jest skoriczong sumq prostq cial charakterystyki p i p-pierscien C
jest skonczonym Kqy-pierscieniem.

Dobrze wiadomo, ze kazde cialo, ktore jest skoriczenie generowane jako pierscien,
jest skoriczone, i kazdy skonczenie generowany pierscien przemienny jest noetherowski.
Stad, i z Wniosku 7.6, otrzymujemy nastepujacy wniosek.

Whniosek 7.7. Wszystkimi, z doktadnosciqg do izomorfizmu, torsyjnymi, skonczenie

generowanymi przemiennymi pierscieniami filialnymi sq pierscienie postaci ®p€1—[ R,

gdzie II jest skorniczonym podzbiorem zbioru liczb pierwszych oraz kazde R, jest jednym
z ponizszych pierscieni:

(i) S@® N, gdzie N jest skoniczonym przemiennym nil-H -p-pierscieniem oraz S jest
skonczong suma prostq ciat skoniczonych charakterystyki p,

(ii)) C @ S, gdzie S jest skoriczong sumgq prostq cial skoriczonych charakterystyki p
1 p-pierscien C' jest skonczonym Kg-pierScieniem.

W szczegolnosci kazdy taki pierscien jest skonczony.

7.3 Noetherowskie filialne pierScienie o nietorsyjnym
nil-radykale

Z opisu podgrup grupy Z,~, Twierdzenia 2.46 i Lematu 2.14 wynika nast¢pujgce twier-
dzenie, klasyfikujace w pewien sposob, wszystkie noetherowskie pierécienie z prawie
ZErowym mnozeniem.

Wnhniosek 7.8. Dia kazdej nieparzystej liczby pierwszej p niech ji, bedzie ustalong nie-
resztq kwadratowg modulo p. R jest noetherowskim pierscieniem z prawie zerowym
mnozeniem wtedy 1 tylko wtedy, gdy R zanurza sie w pierscien postaci

DEryeC. (7.1)

pell

gdzie II jest skoriczonym podzbiorem w P oraz R, jest jednym z nastepujgcych pier-
Scient:

(Z) Zp Xps—l Zp37 S G N,
(1) (Zp X Zip)0,0,—pp Xps—1 Lips, dla p>2, s €N,
(ZZZ) (Zp X Zp)fl,l,fVQ,up Xps—l Zps; dla p > 2; S E N, V E {1,27 ceey (p - 1)/2};

(iv) (Zg X Za)101 Xps—1 Lgs, s € N,
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natomiast C jest dowolnym pierscieniem z zerowym mnozeniem o skonczenie genero-
wanej grupie addytywner.

Dalej zbadamy przemienne pierscienie filialne R takie, ze 0 # N (R) # R.

Twierdzenie 7.9. Dla przemiennego pierScienia R o nietorsyjnym nil-radykale, na-
stepujgce warunki sg rownowazne:

(1) R jest filialnym pierscieniem noetherowskim,

(ii) R =S(R) ®N(R), gdzie S(R) jest skonczong sumgq prostq cial i N'(R) jest pier-
Scieniem z prawie zerowym mnozeniem takim, ze grupa N (R)T jest skoriczenie
generowana.

Dowdd. (i) = (i1). Zalozmy, ze R # S(R) & N(R). Wowcezas na mocy Twierdze-
nia 5.14 istnieje noetherowski, przemienny B-pierscien R. Wtedy N (R) jest nil-H-
pierscieniem noetherowskim, wiec z Lematu 2.14 wynika, ze grupa N (R)" jest skon-
czenie generowana. Ponadto ta grupa nie jest torsyjna i na podstawie Lematu 5.18,
m2N (R)" jest grupa prawie podzielna. Wobec tego m? N (R)™ jest skoriczenie genero-
wang, nietorsyjna grupa prawie podzielng. Ale wtedy na mocy Uwagi 1.13 i Lematu
1.15, m2N(R)* /T(m*N (R)) jest niezerowa grupa podzielna i ta grupa jest skoriczenie
generowana, co prowadzi do sprzecznosci. Zatem R = S(R) & N (R). Ponadto S(R)
i N (R) sa przemiennymi pier$cieniami noetherowskimi i na mocy Stwierdzenia 5.8 pier-
Scien N'(R) jest z prawie zerowym mnozeniem. Stad pierscienie z zerowym mnozeniem
N(R)? i N(R)/N(R)? tez sa noetherowskie. Wobec tego grupa N (R)™ jest skoriczenie
generowana. Ponadto pierscien S(R) jest silnie regularny, wiec zgodnie z Twierdzeniem
7.3 jest on skoriczona suma prosta cial.

(73) = (i). Wynika bezposrednio ze Stwierdzenia 1.36. O

7.4 Noetherowskie filialne pierScienie o torsyjnym,
niezerowym nil-radykale

Ponizej prezentujemy kluczowe twierdzenie tego rozdziatu.

Twierdzenie 7.10. Przemienny pierscien R o torsyjnym nil-radykale jest filialny i no-
etherowski wtedy i tylko wtedy, gdy R jest postaci R = S®@;_,(T; ® M;), gdzie S jest
skonczong sumq prostq ciat, M; jest pierscieniem z prawie zerowym mnozeniem takim,
ze II(M;) NTI(N(T;)) = 0 @ kazde T; jest jednym z ponizszych pierscieni:

(i) skoniczonym Ky-pierscieniem,
(i1) skoniczonym i nilpotentnym H -p-pierscieniem,

(11i) m;D;, gdzie D; jest filialng dziedzing catkowitosci charakterystyki zero, ktora nie
jest ciatem, m; € S(II(D;)) oraz m;M; = 0,

(iv) m;R;, gdzie R; jest noetherowskim przemiennym pierscieniem Andrijanowa, m; €
S(II(R;)) oraz m;M; =0,
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(v) noetherowskim pierscieniem Krusego lub noetherowskim wogdlnionym pierscie-
niem Krusego takim, ze T; /N (T;) = m;D;, gdzie D; jest filialng dziedzing catko-
witoSci charakterystyki zero, ktora nie jest ciatem, m; € S(II(D;)) oraz m;M; = 0,

przy czym I(T;) NII(T};) = 0 dla wszystkich i # j.

Dowaod. Niech R bedzie przemiennym pierécieniem o torsyjnym nil-radykale. Jezeli
N(R) = 0, to teza wynika z Twierdzenia 7.3. Niech dalej N'(R) # 0 i zal6zmy dodat-
kowo, ze pierscienn R jest noetherowski. Wowczas S(R) jest skoriczona suma prosta cial
i R=S(R)® J, gdzie J jest przemiennym, noetherowskim, S-p6tprostym pier§cieniem
takim, ze 0 # N'(J) C T(J). Jezeli J = T(J), to teza wynika z Wniosku 7.6.

Dalej bedziemy zaktadali, ze T(J) # J i pierscien R jest filialny. Oczywiscie
T(J) jest przemiennym, noetherowskim, S-polprostym, filialnym pierscieniem torsyj-
nym. Zatem na podstawie Wniosku 7.6, T(J) = @,y T(J),, gdzie II jest skon-
czonym podzbiorem zbioru liczb pierwszych oraz T(J), jest nil-H-pierscieniem lub
T(J), jest skonczonym Kjy-pierscieniem dla kazdego p € II. Niech Il = {p € II
T(J), jest Ky pierscieniem}. Poniewaz kazdy Ky-pierscien ma jedynke i zbior Il jest
skoriczony, wiec

J = (@ ']I'(J)p) @ A dla pewnego A < J. (7.2)

Pierscienni A jest oczywiscie filialny i noetherowski jako ideal w R. Jest on rowniez
S-polprosty jako ideat w J. Poniewaz N(J) C T(J), wiec z okreslenia zbioru I,
T(A) = D,emm, T(J)p € N(A) oraz N(A) C T(A), skad N(A) = T(A). Ponadto
T(A) # A, gdyz T(J) # J i A nie posiada idealu bedacego Ky-pierscieniem. Jezeli
T(A) = 0, to na mocy Twierdzenia 7.2, A = @ | m;D;, gdzie D; jest filialng dziedzing
catkowitosci charakterystyki zero, ktora nie jest ciatem, m; € S(II(D;)) dla kazdego
ie{l,2,...,n} 1 II(D;) NII(D,) = 0 dla i # j.

Wobec tego mozemy dalej zaktada¢, ze N(A) = T(A) # 0. Z naszych rozwazan
wynika, Ze istnieje skoriczony niepusty podzbior A C P taki, ze T(A) = @, cn T(A)y,
gdzie T(A), jest niezerowym, noetherowskim nil- H-p-pierscieniem dla kazdego p € A.
Na podstawie Lematu 2.14, pierscienn T(A), jest skoiiczony i nilpotentny dla kazdego
p € A.

Niech B = A/T(A). Woéwcezas B jest niezerowym, beztorsyjnym, noetherowskim
C RF-pier§cieniem. Pokazemy, ze S(B) = 0. Zalozmy, ze S(B) # 0. Wtedy S(B) =
I/T(A) # 0 dla pewnego I < A. Oczywiscie, istnieje m € N takie, ze mT(A) = 0.
Ponadto I/T(A) jest pierscieniem beztorsyjnym i silnie regularnym, wiec m({/T(A)) =
I/(T(A)). Stad mI + T(A) = 1. Jezeli mi € T(A) dla pewnego i € I, to m(mi) = 0,
skad i € T(A) i mi = 0. Zatem mI @ T(A) =1 iml = I/T(A). Poniewaz radykal S
jest dziedziczny i I/T(A) € S, wiec mI C S(A), skad I = T(A), co przeczy temu, ze
I/T(A) #0.

Niech II; = A\ II(B) i niech n = [[ c p. Wtedy nB = B i istnieje t € N

takie, ze nt (EBpem ’]I‘(A)p> — 0. Stad A = n'A + T(A). Ale n'T(A), = T(A),

dla ¢ € A\TIL oraz T(A) = @ ep T(A)p, wiec A = n'A + Py, T(A), Jezeli
n‘a € @,cpy, T(A), dla pewnego a € A, to istnieje m € S(II;) takie, ze mn'a = 0,
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skad a € @, ey, T(A)p, gdyz n € S(II,). Ale n’ (@penl T(A)p> = 0, wiec n'a = 0
i w konsekwencji n'A NP, cpy, T(A), = 0. Stad
A=n'Ae P T(A), (7.3)

pelly

wiec n'A/T(n'A) = B oraz [I(n'A) = TI(T(n*A)) UTI(B). Wobec tego ze wzoru (7.3)
i z definicji Iy, TI(n*A) = TI(B) oraz

I, NI(n'A) = 0. (7.4)

Z Twierdzenia 7.2 wynika, ze B = @;_, m;D;, gdzie D; jest filialng dziedzing
catkowitosci charakterystyki zero, ktora nie jest ciatem, m; € S(II(D;)) dla kazdego
i€ {1,2,...,s} i II(D;) NII(D;) = (0 dla wszystkich i # j. Zatem istnieja idealy
Ay, As, ..., Ay pierScienia n'A takie, ze T(n'A) C A; oraz A;/T(n'A) =2 m;D; dla
kazdego i € {1,2,...,s} oraz

B= @ A;/T(ntA). (7.5)

Oznaczmy Ag = II(T(n'A)). Poniewaz II(B) = |J;_, II(D;) = U;_, II(A;/T(n'A)) oraz

Teraz udowodnimy, ze jezeli Ag NII(A;/T(n*A)) = 0 dla pewnego i € {1,2,...,s},
to T(n'A) wydziela si¢ jako idealowy sktadnik prosty w A; i A; = T(n'A) & C;, gdzie
Ci =2 m;D;. Niech m = [[ cn, p. Wowezas m*T(n'A) = 0 dla pewnego s € N oraz
m(A;/T(n'A)) = A;/T(n'A), skad m*A; + T(n'A) = A;. Zalézmy, ze m*a € T(n'A).
Wtedy r(m®a) = 0 dla pewnego r € S(4A). Stad rm® € S(Ao) i w konsekwencji a €
D,ca, T(n'A), = T(n'A). Ale m*T(n'A) = 0, wiec m*a = 0, skad m*A; N T(n'A) =0
i ostatecznie m*A; & T(n'A) = A,.

Niech @ ={i € {1,2,...,s} : ANII(A;/T(n'A)) = 0}. Poniewaz n'A=>""_ A,

wiec
A= ) A+ G (7.6)
1€{1,2,...,s}\Q i€

Jezeli ¢ € C; N C; dla pewnych réznych 7,5 € Q, to ¢ + T(A) € (4;/T(n'A)) N
(A;/T(n'A)) i ze wzoru (7.5) mamy ¢ = 0. Stad >, ., Cs = @, Ci-

Niech a € 37 c15 g4 ¢ € C; dlai € Q beda takie, ze a+ Y icq Ci = 0.
Wowcezas w pierscieniu ilorazowym n*A/T(n'A) mamy @+, ¢ = 0, skad ¢; = 0 dla
kazdego i € Qi w konsekwencji @ = 0. Stad ¢; € C; N T(n'A) = 0 dla kazdego i € €,
wiec a = 0. Zatem Zie{m 77777 Y AN, oCi=0i

A= Y A @(@@).

ie{1,2,sN\Q ie

Niech T' = {1,2,...,s} \ Q. Oczywiscie T(n'A) = T(> ;cp 4i) 1 A = U;er[A N
II(4;/T(n'A))]. Niech A; = A\II(A;/T(n'A)) i Lj = [[,en,p dlaj € T Istnieje
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liczba naturalna k taka, ze L - ( N ntA)p> = 0 oraz L¥ <@peA\Aj ']I'(ntA)p> =
®,caa, T(n'A),, skad A; = LEA; @ (@M T(n tA),,) . Dalej

m;D; = A/ T(A;) =

=ty e | PTwA),| |/ P T'a), | e | P TnA),| | =
PEA; PEA\A, PEA;
LiA;) | @ T('A), | = LEA; /N (LEA,).
PEA\A;
Odnotujmy, ze A NTI(A;/T(n'A)) = A\ A;. Pokazemy, ze Y .. Aj = @, LjA;.
Oczywiscie T(n'A) C 3. LiA;, gdyz A = U;cp[A\ 4] oraz @peA\AJ_ T(n'A), C
LEA; Ale 3. cp Ay = 30 cp LEA; + T(A), wige Yicr A5 = Y ier L%¥A;. Niech a; €

LkA dla j € T quac takie, ze Z]er = 0. Wowczas w pierscieniu ilorazowym
A/T( ), > er@; = 0. Zatem a; € LfA NT(A), skad a; € D,eaia, T(n'4), dla
kazdego j € I'. Ale zbiory A\ A, sa parami roztaczne, wiec a; = 0 dla kazdego j € T',

gdyz a; € T(n'A). Zatem
S A =Eria; (7.7)
jer jer

I ostatecznie

R) @ <@ ']I'(J)p) O (@ T(A)p> @ <@ Ci> ® (EB LQ?AJ) .

i dla kazdego 7 € T, LkAJ jest przemiennym, filialnym, S-potprostym pierscieniem
noetherowskim taklm ze 0 # T(LYA;) = N(LEA)) # LEA;, m;D; = LEA; IN(LEA;))
oraz II(T (LY A;)) C II(D;). Jesli dla kazdego p € II(T (LkA ), (T(LEA; )) nie Wyd21ela
sie jako idealowy sktadnik prosty pierscienia L;?Aj, to na mocy Twierdzer’l 4.3214.41,
L;?Aj = m;R,; dla pewnego przemiennego noetherowskiego pierécienia Andrijanowa R,
lub L?Aj jest noetherowskim pierscieniem Krusego lub noetherowskim uogélnionym
pierécieniem Krusego.

Niech zatem, (T(Lg‘?Aj))p wydziela sie jako idealowy skladnik prosty pierscienia
L5 A; dla pewnego p € II(T(LYA;)). Z Twierdzenia 4.8 wynika, ze p | m;. Zatem na
podstawie Twierdzenia 4.42, pierscien LfAJ jest taki jak w punktach (i7i) — (v).

Ponadto R/(S(R) @N(R)) = @,cqur Di 1 pierscien R/(S(R) ® N(R)) jest filialny
oraz QN T = 0, wigc na mocy Twierdzenia 3.4, II(D;) N II(D;) = 0. dla réznych
i,j € QUT. Stad i z przeprowadzonego rozumowania wynika, ze II(7;) N II(T;) = ()
dla wszystkich ¢ # j.

Na odwrot. Filialnosé pierscienia T; & M;, dla T; takiego jak w punkcie (7) lub
(77) wynika z Twierdzenia 4.4, dla T; takiego jak w punkcie (iii) wynika z Twierdzenia
4.9, dla T; takiego jak w punkcie (iv) wynika z Twierdzenia 4.17, dla T; takiego jak
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w punkcie (v) wynika z Twierdzen 4.23, 4.26. Filialnos¢ pierscienia @;_,(T; & M;)
wynika z Twierdzenia 4.4. Natomiast filialno$¢ pierscienia R wynika ze Stwierdzenia
1.36. Noetherowskos¢ pierscienia R wynika bezposrednio z zatozen i faktu, ze skoiiczona
suma prosta przemiennych pierscieni noetherowskich jest pierécieniem noetherowskim.

]
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Rozdzial &

Dolaczanie jedynki do torsyjnego
piersScienia filialnego

Lemat 8.1. Jezeli nil-H-p-pierscien I jest ideatem w pewnym filialnym p-pierscieniu
z jedynkq, to:

(1) grupa pI™ jest cykliczna,
(ii) jezeli I(p)* # 0, to y* € I(p)? + (y) dla kazdego y € I.

Dowdd. (i). Niech R bedzie filialnym p-pierscieniem z jedynka takim, ze I < R.

Wowcezas B = B(R) jest pierScieniem filialnym jako ideal pierscienia R. Na podsta-
wie Twierdzenia 1.35, 3(R) jest H-pierscieniem. Ponadto, ze Stwierdzenia 2.13 wynika,
ze pierscieni I jest nilpotentny, wiec I C G(R). Zatem na mocy Lematu 6.7, grupa pI+
jest cykliczna.

(i1). Oczywiscie B(p)? # 0, gdyz I C B. Ze Stwierdzenia 2.12 punkt (i7) wynika,
ze B(p) jest p-piericieniem z prawie zerowym mnozeniem, wiec |B(p)?| = p. Poniewaz
0 # I(p)* C B(p)?, wiec I(p)> = B(p)*>. Niech y € I. Na mocy Lematu 6.7, y* €
B(p)® + (y), wigc y* € 1(p)* + (y). O

Stwierdzenie 8.2. Jezeli filialny p-pierscien R spetnia ktorykolwiek z warunkow:
(i) grupa R* jest cykliczna,
(ii) pR =0,

to R jest ideatem w pewnym filialnym p-pierscieniu z jedynkq.

Dowdd. (7). Niech R™ = (a) dla pewnego a € R. Woéwczas o(a) = p° i a®> = pa dla
pewnych s € N, r € No. Wtedy (a) = p"Zyr+s, ale p"Zyr+s < Zyr+s, wiec R jest ideatem
w p-pierdcieniu z jedynka.

(27). Poniewaz R jest algebra nad Z,, to na mocy Uwagi 1.25, Z, B R jest p-
pier§cieniem z jedynka, w ktorym R jest idealem i takim, ze (Z,BBR)/R = Z,. Z Lematu
4.1 wynika, ze pierscienl Z, B R jest filialny. ]

Ze Stwierdzenia 8.2 otrzymujemy natychmiast nastepujacy wniosek.
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Whiosek 8.3. Filialny p-pierscien R taki, ze |R| < p? jest ideatem w pewnym filialnym
p-pierscieniu z jedynkq.

Stwierdzenie 8.4. Dowolny pierscien z prawie zerowym mnozeniem R jest ideatem
w pewnym filialnym pierscieniu z jedynkq.

Dowdd. 7 Twierdzenia 2.41 wynika, ze R < S, gdzie S jest pierscieniem z prawie ze-
rowym mnozeniem takim, ze pS = p%S dla dowolnej liczby pierwszej p. Na podstawie
Whiosku 4.11, Z H S jest pierscieniem filialnym, w ktérym R jest ideatem. O]

Uwaga 8.5. Z Lematu 8.1, punkt (i) wynika, ze pierscien 20, © Z., nie jest idealem
w zadnym filialnym p-pierscieniu z jedynks, ale jest on idealem w pewnym pierscieniu
filialnym z jedynka na mocy Stwierdzenia 8.4.

Stwierdzenie 8.6. Kazdy filialny p-pierscienn R generowany przez jeden element jest
ideatem w pewnym filialnym, przemiennym p-pierscieniu z jedynkq.

Dowoaod. Bez tracenia ogolnosci mozna zakladaé, ze pierscien R nie ma jedynki. Niech
R = [a] dla pewnego a € R. Poniewaz R jest pier§cieniem przemiennym, wiec z przy-
jetych zatozen oraz Wniosku 7.7 wynika, ze R = S @& N gdzie N jest niezerowym
skoniczonym przemiennym nil- H-p-pierécieniem oraz S jest skoriczona suma prosta cial
skonczonych charakterystyki p. Na mocy Twierdzenia 4.1 wystarczy pokazac, ze N
jest idealem w pewnym filialnym, przemiennym p-pierscieniu z jedynks. 7Z Twierdzenia
2.19 wynika, ze N jest izomorficzny z jednym z ponizszych pierscieni:

(i) p"Zym+n dla pewnych m,n € Z, m <mn,

(ii) Zym %1 Z, dla pewnego m € N,

(lll) J,’me+n [$]/(pl'2 — pm:E, 1?3 _ p2m72x)

dla pewnych m,n € N, m > 2.

W przypadku (i), N < Zym+n.

W przypadku (ii), jesi m = 1, to N = zZ,[z]/(2®) < Zp[z]/(2?). Jezeli, za$
m > 1, to niech S = Z2m—1 ByZ,[y]/(y*). Pierscien S jest filialny na mocy Przyktadu
6.8. Mozna sprawdzi¢, ze odwzorowanie ¢: Z, x; Z — S dane wzorem ¢((a.(3)) =
ap™ !+ Bp*™ 2 4 ag + By2, (0((1,0)) = p™ ' +7), jest monomorfizmem. Ponadto
Imp C N(S), wiec Imp < S.

W przypadku (ii7) niech T = Zyzmin— B yZ,y]/(y*). Pierscien T jest filialny na
mocy Przyktadu 6.8 i odwzorowanie ¢ : Zym+n[x]/(pz® — p™a, 2* — p*™~2x) — T dane
wzorem () = p™ ! 4+ ¥ jest monomorfizmem. O

Przez R bedziemy rozumie¢ pierscien R z odwréconym mnozeniem. Ponadto
odnotujmy, ze dowolny pierscieri R jest filialny wtedy i tylko wtedy, gdy pierscienn R
jest filialny.

Twierdzenie 8.7. Dowolny filialny pierscien (przemienny) R taki, Ze |R| = 8 jest
ideatem w pewnym filialnym 2-pierscieniu (przemiennym) z jedynkaq.
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Dowaod. Bez tracenia og6lnosci mozna zaktadac, ze pierscien R nie ma jedynki.

Jezeli grupa R* jest cykliczna lub 2R = 0, to teza wynika ze Stwierdzenia 8.2. Niech
wiec dalej RT = Z] x Z3. Istnieja wowczas 1,19 € R takie, ze RY = (z1) @ (x9),
gdzie o(x1) =4, o(xy) = 2.

Jezeli R nie jest nil-pierscieniem, ale jest przemienny, to na podstawie Wniosku
77, R = S @ N, gdzie S jest suma prosta cial charakterystyki 2 oraz N jest nil-
pierdcieniem takim, ze |N| < 4. Zgodnie ze Stwierdzeniem 8.2, istnieje filialny 2-
pierscien N; z jedynka taki, ze N << N;. Wowezas R <1S @ Ny i S @ Ny jest filialny na
mocy Lematu 4.1.

Jezeli za$ R nie jest nil-pierscieniem i nie jest przemienny, to z Twierdzenia 3 z [18],

. . ~ [ Ly 274 ~ Zy O .
wynika, ze R = ( 0 0 ) lub R = ( 9%, 0 ) W pierwszym przypadku

o o) (G o))=(%%)=(5%)

00 (2 23] e jest | Lo 2i\ oo
ale {(0 0)’<O O)} nie jest ideatem w ( 0 O),WIQCRDIG jest pier-

Ly
274

Scieniem filialnym. Podobnie mozna pokazaé, ze 8 ) tez nie jest pierscieniem
filialnym.

Zatozmy, ze R jest nil-pierScieniem.

Jezeli 2 ¢ (x1), to 23 = kxy + lzy dla pewnych k1 € Z oraz |{x;) + (23)| = 8,
skad R = (z1) + (22). Stad R jest torsyjnym 2-piericieniem generowanym przez jeden
element, wiec teza wynika ze Stwierdzenia 8.6.

Zalozmy teraz, ze 22 € (x;). Istnieje wowczas t € Z takie, ze 22 = tz;. Jezeli
2 1 t, to xy € Ry i poniewaz R jest nil-pierscieniem, wiec z; = 0, sprzecznosc.
Zatem 2 | t i 22 € (2x1). Stad [z1] = (z1) i poniewaz R jest H-pierscieniem, wigc
(1) <9 R. Dalej 2R* = 01 R(2) = (2x1) + (x2), wige 2122, Tox1 € (2x1). Oczywiscie
13 € R(2), wiec istnieja liczby catkowite k,[ takie, ze 3 = k(2x;) + lxo. Wowczas
13 = 2kxi1w9 + l23 = [(2kx1 + l29) 1 dla dowolnego m € N, ' = 2L,,x; + ™ xy dla
pewnego L, € Z. Poniewaz R jest nil-pierécieniem, wiec 3" = 0 dla pewnego m € Z,
skad ™ txy = 0. Zatem 2 | [ i 23 = 2kux;.

Podsumowujac powyzsze rozwazania widzimy, ze xf = 2ax1, T1T9 = 2bx1, Tow1 =
2cxy, ¥3 = 2dx; dla pewnych a,b, c,d € Zs.

Jezelia =b=c=d=0,to R=[(4,0),(0,2)] < Zys B 2Z4. Izomorfizm f: R —
[(4,0),(0,2)] zadany jest na generatorach f(x;) = (4,0), f(z2) = (0,2). Ponadto
pierscien Zg H 27Z,4 jest filialny na mocy Przyktadu 6.8.

Jezeli d = 0, to 3 = 01 [22] = (z2) < R, wiec 2172, 291 € (22) N (221) = 0.
Zatem R = [z1] ® (z2)°. Ale, [r1] jest pierscieniem z prawie zerowym mnozeniem,
ktorego grupa addytywna jest cykliczna, wiec ze Stwierdzenia 2.25, [z1] = 2Zg. Stad
R =275 & 274 < Zg B 274 i pierscien Zg H 27, jest filialny na mocy Przyktadu 6.8.

Pozostaly zatem do rozpatrzenia nastepujace przypadki:

1. x% = 214, x% =0, 2129 =0, zox; = 0,
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2. 13 =2y, 23 =0, 1129 = 0, Tow; = 211,
3. 2 = 2wy, 23 = 0, 11209 = 271, Tox1 = 0,
4. x% = 221, m% =0, z129 = 221, Tox1 = 221,
5. 13 = 2wy, 23 = 221, 105 = 0, Tox; = 0,
22 =2z, 22 =2 =0 =2

9 = &l1, Ty = &al1, 1Ty = U, ToX1 = &7,

2 = 2x,, x% = 221, T1T9 = 221, Tox1 = 0,

o N o
8
©)

x% = 214, x% = 221, T1T9 = 21, Tox1 = 221,

Ad.1. Niech T = (Zys B yZy[y]/(v*))/(8 - 1 — y2). Pierscieri Zis B yZ,[y]/(y*)
jest filialny na mocy Przyktadu 6.8, wiec T jako jego obraz homomorficzny jest tez
pierscieniem filialnym. Ponadto przeksztalcenie ¢: R — T zadane na generatorach
o(z1) =41, p(x2) =7 jest monomorfizmem pierScieni takim, ze Imp C N(T'), wiec
Imp < N(T).

Ad.2. Niech S = [z,y], gdzie o(z) = o(y) = 2, 2* = y* = yx, zy = 0. Wowczas S
jest pierscieniem z prawie zerowym mnozeniem na mocy Twierdzenia 2.16 punkt (3).
Niech T' = (Zg B S)/1, gdzie I = (2x — 4 - 1). Pierscien Zs B S jest filialny na mocy
Przyktadu 6.8, wiec T" jako jego obraz homomorficzny jest tez pierscieniem filialnym.
Przeksztalcenie ¢: R — T zadane na generatorach o(r1) = 2-1+7, p(xs) =T+ 7
jest monomorfizmem pierscieni takim, ze Imy C N (T'), wiec Ime < N (T).

Ad.3. Pierscien R jest izomorficzny z pierScieniem z punktu 2. Zatem R jest
ideatem w pewnym 2-pierscieniu filialnym z jedynka P, wiec R jest ideatlem w filialnym
2-pierécieniu z jedynka PP.

Ad.4. Kladac v = x; + x5 oraz y = x5 otrzymujemy: 2% = 2x, y?> = 2z, a2y = 0,
yxr = 0. Zatem pierscienie z przypadkoéw 4. oraz 5. sg izomorficzne.

Ad.5. Niech S = zZj[z]/(2*). Wowczas S jest pierScieniem z prawie zerowym
mnozeniem na mocy Twierdzenia 2.16, punkt (2). Pierscien Zg B S jest filialny na
mocy Przyktadu 6.8, wicc T = (Zg B S)/I, gdzie I = (4 -1 — x2) jako jego obraz
homomorficzny, jest tez pierscieniem filialnym. Przeksztalcenie p: R — T zadane
na generatorach o(z;) = 2 -1, p(xs) = T jest monomorfizmem pierscieni takim, ze
Imep CN(T), wiec Imep < N(T).

Ad.6. Niech S = [z,y], gdzie o(z) = o(y) = 2, 2* = y* = yz, vy = 0. Wowczas
S jest pierScieniem z prawie zerowym mnozeniem na mocy Stwierdzenia 2.16. Niech
T = (Zig B S)/I, gdzie I = (8 -1 — x?). Pierscien Zs B S jest filialny na mocy
Przyktadu 6.8, wiec T' jako jego obraz homomorficzny jest tez pierscieniem filialnym.
Przeksztatcenie ¢: R — T zadane na generatorach ¢(z1) = 4 -1+ T, o(x3) = 7 jest
monomorfizmem pierScieni takim, ze Ime C N (T), wiec Imp < N(T).

Ad.7. Pieréciern R jest izomorficzny z pier$cieniem z punktu 6. Zatem R jest
ideatem w pewnym 2-pierscieniu filialnym z jedynka P, wiec R jest idealem w filialnym
2-pierécieniu z jedynka PP.

Ad.8. Ktadac x = 1 + 79 oraz y = x5 otrzymujemy: 2 = 0, v = 2z, 2y = 0,
yx = 0. Zatem pierécienie z przypadkéw 8. oraz 1. sa izomorficzne. O
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Lemat 8.8. Jezeli nil-H-p-pierscien I, ktory nie jest pierScieniem z prawie zerowym
mmnozeniem jest ideatem w pewnym filialnym pierscieniu z jedynkq, to jest on ideatem
w pewnym filialnym p-pierscieniu z jedynkaq.

Dowadd. Niech R bedzie filialnym pierscieniem z jedynka takim, ze [ <t R. Bez tracenia
ogolnosci mozna zakladaé, ze I jest ideatem istotnym w R. Wowcezas S(R) jest pier-
cieniem filialnym jako ideal pierscienia R. Na podstawie Twierdzenia 1.35, B(R) jest
H-pierscieniem. Na mocy Stwierdzenia 2.13, pierscien [ jest nilpotentny. Jezeli w gru-
pie B(R)" istnieje element nieskonczonego rzedu, to ze Stwierdzenia 2.4 wynika, ze
B(R) jest pierscieniem z prawie zerowym mnozeniem i wobec tego I jest pierscieniem
7z prawie zerowym mnozeniem jako podpierscien w [3(R), sprzecznosé. Zatem grupa
B(R)T jest torsyjna. Poniewaz I jest idealem istotnym w R, wiec B(R)™ jest p-grupa.
Ponownie, ze Stwierdzenia 2.5 wynika, ze grupa S(R)" jest ograniczonego wyktadnika.
Stad, istnieje n € N takie, ze p"3(R)* = 0. Ponadto, 3(R) jest ideatem istotnym w R,
bo I C B(R) oraz I jest istotny w R.

Jezeli p-1 ¢ B(R), to p™ -1 ¢ [(R) dla dowolnego m € N, gdyz p-1 € Z(R).
W szezegolnosei p™ R # 0 dla kazdego naturalnego m. Z istotnosci (R) w R mamy
p""'RN B(R) # 0. Stad p"™'r € B(R) \ {0} dla pewnego r € R. Zatem (p(r)g)"™ C
B(R), skad ((p(r)r + B(R))/B(R)™ = 0, wigc p(r)n C B(R). Wobec tego 0 —
p"(p(r)r) = p" T (r)g, skad p"Tr = 0, sprzecznosé. Wobec tego p- 1 € B(R) i istnieje
s € N takie, ze (p-1)* = 0. Wtedy p*R = 01 R jest p-pierScieniem. ]

Twierdzenie 8.9. Kazdy filialny (przemienny) pierscienn R taki, ze |R| < 16 jest
ideatem w pewnym filialnym (przemiennym) pierscieniu z jedynkq. Ponadto istnieje
przemienny filialny pierscien szesnastoelementowy, ktdry nie jest ideatem w zZadnym
filialnym pierscieniu z jedynkq.

Dowadd. Dowdd pierwszej czesci Twierdzenia wynika ze Stwierdzenia 1.28, Wniosku 8.3
oraz Twierdzenia 8.7.

Na grupie I™ = (x1) & (x2) ® (x3), o(x1) =4, o(xs) = o(x3) = 2 okreslmy mnozenie
za pomoca relacji 3 = xo, 11713 = w31, = 12 = 221, 1ol = 1y = 0. Latwo jest
sprawdzi¢, ze (xy)z = z(yz) = 0 dla dowolnych z,y,z € I wiec wyzej okreslone
mnozenie jest taczne i zadaje na I strukture pierscienia.

Poniewaz 2z = xy2x3 ¢ (x2) = (x3), wiec I nie jest pierscieniem z prawie zerowym
mnozeniem.

Pokazemy, ze I jest H-pierscieniem. Niech ¢ € I. Wtedy istnieja a, b, c € Z takie,
ze i = axy + bry + cxz. Stad i = a’x? + a2 + 2acr w3 = A’y + 277 + 2ac(27;) =
azy + 2cxy. Poniewaz [i] = (i ) + (i%), x1i = axy + 2cxy € [i], 291 = 0 € [i] oraz
x3i = 2axy + 2cxy = X (axy + bxry + cx3) + Y (axy + 2cxy), gdzie jesli a = 0, to X =0,
Y=1,jeslic=0,to X =2,Y =0,jeslia=+1ic=1,to X =Y = 01 ostatecznie
jesia=2ic=1,to0 X =0, Y = 1. Powyzsze rozwazania pokazuja, ze [i| < I, wiec [
jest H-pierécieniem.

Poniewaz I(2)? = (2x,) oraz 3 = xy, wiec 23 ¢ 1(2)? + (x1). Zatem na podstawie
Lematu 8.1, I nie jest idealem w zadnym filialnym 2-pierscieniu z jedynka. Ponadto
na mocy Lematu 8.8, I nie jest idealem w zadnym filialnym pierécieniu z jedynka. [
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