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The Algorithms for Improving Legibility of Natural

Deduction Proofs

Abstract

In this dissertation the methods to improve legibility of existing formal reasonings
written in natural deduction are presented. Computer assisted proof development
frameworks can check the correctness of such reasonings, but any attempt to analyze
details of the proofs scripts created in this way, according to opinion of some proof
writers, is extremely di�cult or even impossible. The readability of such arguments is
a subjective quality which is understood by di�erent proof writers in di�erent ways.
Still the analysis of their needs led to a distinguished set of criteria that facilitate
making the formal deductions closer to the informal mathematical proofs.

First part of the dissertation describes an abstract model of mathematical proofs
written in the Mizar language. This model expresses the intuitions connected with
the reasonings, where the information �ow in proof is regarded as a special kind
of digraph. Based on this model notion and parameters associated with legibility
criteria are formally de�ned in the second part of the dissertation. Improvement of
readability has been realised by two separate approaches that are used in informal
mathematical practice. The �rst approach is based on the �nding fragments of
reasoning and consists in isolation (extraction) of these fragments in the form of
lemmas or encapsulation at the deeper levels of nested proof. The second
approach to improvement of the readability consists in the modi�cation of the
order of independent steps written in the proof script. The methods that
reorganize the order of steps focus mainly on the location of information used to
justify a step. As a result of research based on the �rst approach, methods to extract or
encapsulate reasoning fragments from existing deductions were elaborated. Also
properties of reasoning fragments that determine the structure of statements which
describing the information about reasoning contained in these fragments were
described. In the second approach �ve parameters of legibility that are indicated
as most important by the users users of Mizar database has been formally de�ned.
Analysis of the proposed parameters related to improvement of proof readability
revealed that four of the considered problems are NP-complete. Additionally, an
auxiliary application to improve the readability of articles distributed in MML based
on the most popular hierarchy of the considered parameters were created.

Keywords: Natural deduction proofs,Improving Legibility of proofs, formal langu-
ages NP�complete problems, Linear Arrangement, Acyclic partition.

Classi�cation according to ACM: F.2.2, F.4.3, G.2.2, I.2.4.
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Streszczenie

Przedmiotem bada« opisanych w rozprawie doktorskiej s¡ metody poprawy czy-
telno±ci formalnych rozumowa« zapisanych w systemie naturalnej dedukcji. Wykorzy-
stanie komputerowej wery�kacji jest znanym narz¦dziem uªatwiaj¡cym sprawdzanie
poprawno±ci formuªowanych rozumowa«, aczkolwiek jakiekolwiek próby analizowania
tak uszczegóªowionych rozumowa« s¡ wyj¡tkowo trudne, a zdaniem niektórych nie-
mo»liwe. Czytelno±¢ takich wywodów jest poj¦ciem subiektywnym, ró»nie rozumia-
nym przez poszczególnych autorów rozumowa«. Analiza ich potrzeb przyczyniªa si¦
jednak do wyodr¦bnienia grupy kryteriów umo»liwiaj¡cych uczytelnienie formalnych
rozumowa«, poprzez upodabnienie ich postaci do takiej, która wyst¦puje w niefor-
malnych dowodach matematycznych.

W pierwszej cz¦±ci rozprawy zostaª przedstawiony model abstrakcyjnego dowodu
matematycznego odzwierciedlaj¡cy rzeczywist¡ struktur¦ dowodów zapisanych w j¦-
zyku Mizar. Model ten umo»liwia interpretowanie przepªywu informacji w rozumo-
waniu jako szczególnego rodzaju skierowanych grafów acyklicznych. W oparciu o ten
model w drugiej cz¦±ci rozprawy zostaªy formalnie opracowane poj¦cia oraz wyznacz-
niki poprawy czytelno±ci. Uczytelnianie formalnych rozumowa« zostaªo zbadane pod
k¡tem zastosowania dwóch rodzajów ±rodków stosowanych w praktyce matematycz-
nej. Jako pierwszy z nich, zostaªy zbadane metody odnajdywania lokalnych podroz-
umowa«, a nast¦pnie ich wyizolowywania (wyodr¦bniania) w postaci lematów lub
kapsuªkowaniu na gª¦bszych poziomach zagnie»d»enia. Drugim za± analizowanym
±rodkiem byªa reorganizacja niezale»nych od siebie kroków rozumowa« w sposobie
ich uporz¡dkowania w dowodzie, maj¡ca na celu popraw¦ wybranych wªasno±ci line-
aryzacji dowodu. W wyniku przeprowadzonych bada« w zakresie pierwszego ±rodka
zostaªa skonstruowana metoda wyizolowywania i kapsuªkowania fragmentów rozu-
mowania przy zachowaniu poprawno±ci mody�kowanego skryptu dowodowego oraz
zostaªy zbadane wªasno±ci fragmentów dowodu, które determinuj¡ budow¦ stwier-
dzenia opisuj¡cego rozumowanie zawarte w tych fragmentach. W zakresie za± dru-
giego ±rodka zostaªo opracowane pi¦¢, najcz¦±ciej wskazywanych przez u»ytkowników
bazy Mizar Mathematical Library wska¹ników czytelno±ci. Przeprowadzone badania
nad zªo»ono±ci¡ problemu optymalizacji warto±ci przyj¦tych wska¹ników wykazaªy, »e
optymalizacja czterech z nich wi¡»e si¦ z rozwi¡zywaniem problemów NP�trudnych.
Dodatkowo, zostaªy stworzone programy umo»liwiaj¡ce automatyczn¡ popraw¦ czy-
telno±ci skryptów dowodowych zapisanych w j¦zyku Mizar, których dziaªanie opiera
si¦ na optymalizacji warto±ci opracowanych wska¹ników przy zadanej przez u»ytkow-
nika hierarchii ich wa»no±ci.

Sªowa kluczowe: rozumowanie w systemie naturalnej dedukcji, poprawa czytel-
no±ci dowodów, systemy formalne, problemy NP�zupeªne, liniowe uporz¡dkowanie,
acykliczna partycja.

Klasy�kacja wedªug ACM: F.2.2, F.4.3, G.2.2, I.2.4.
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Wprowadzenie

1 Geneza bada«

W naukach matematycznych komputerowa wery�kacja uªatwia sprawdzanie popraw-
no±ci formuªowanych rozumowa«. Wery�kacja ta, cho¢ wymaga szczegóªowej analizy
wszystkich kroków oraz mo»liwych przypadków, gwarantuje unikni¦cie nie zawsze
drobnych bª¦dów, które czasami pojawiaj¡ si¦ w nieformalnych dowodach matema-
tycznych. Zapewnienie poprawno±ci rozumowa« na tak drobiazgowym poziomie wi¡»e
si¦ jednak z kosztem, którym jest kilkukrotne zwi¦kszenie ich dªugo±ci charaktery-
zowane tzw. wspóªczynnikiem de Bruijna [16, 43, 96]. To zwi¦kszenie dªugo±ci jest
jednym z czynników pogarszaj¡cych czytelno±¢ rozumowa«.

Problem ten istnieje od pierwszych prób formalizacji matematyki, przyczyniaj¡c
si¦ do zaniechania wielu z nich. Spowodowaª on m.in. porzucenie projektu grupy na-
ukowców wyst¦puj¡cych pod pseudonimem Nicolas Bourbaki1, który byª rozwijany
pomimo wykazania przez K. Gödla2 niemo»liwo±ci realizacji w najbardziej ideali-
stycznej postaci pogl¡dów �lozo�cznych stanowi¡cych podstaw¦ programu D. Hil-
berta, zwanego wspóªcze±nie formalizmem, czy te» dalszych prac nad kolejnym to-
mem dzieªa �Principia mathematica� tworzonego przy ekstremalnie rygorystycznym
podej±ciu do formuªowaniu de�nicji i dowodów, reprezentowanego przez A. N. White-
heada i B. Russella3. Zdaniem niektórych koncepcje systemów formalnych umo»liwia-
j¡ce jasne strukturalizowanie dowodów, zapisanych w systemie dedukcji naturalnej,
przedstawione przez G. Gentzena [30] lub S. Ja±kowskiego [40] utrudniaj¡, czy wr¦cz
uniemo»liwiaj¡, zastosowanie ich do wiernej reprezentacji dowodów twierdze« prowa-
dzonych w praktyce przez matematyków [80].

Rozkwit formalizacji byª mo»liwy dopiero w wyniku wykorzystania komputerów
do wery�kacji poprawno±ci tak uszczegóªowionych rozumowa«. Idea komputerowo
wspomaganej automatyzacji i wery�kacji formalnych rozumowa« matematycznych
stanowiªa bowiem punkt wyj±cia do zbudowania systemów prowadzenia rozumowa«
formalnych, tj. Coq [1], Isabelle/Izar [92], HOL Light [37], Mizar [33]. Wykorzystanie
komputerów nie tylko zlikwidowaªo problem sprawdzania poprawno±ci, ale umo»li-
wiªo równie» prowadzenie rozwa»a« formalnych na bardziej ogólnym poziomie, który
jest bli»szy temu, jaki wyst¦puje w nieformalnych dowodach matematycznych. Po-
mimo zbudowania takich systemów zapisane w nich formalne rozumowania s¡ nadal

1Grupa francuskich matematyków zawi¡zaªa si¦ w 1935 r. i podj¦ªa projekt m.in. opracowa-
nia kursu matematyki prezentuj¡cego ówczesny stan wiedzy najwa»niejszych dziedzin matematyki
w nurcie formalizmu. W wyniku tych dziaªa« zostaªa opracowana seria Elementy matematyki (fr.
Éléments de mathématique).

2Program przedstawiony przez Davida Hilberta na Mi¦dzynarodowym Kongresie Matematyków
w Pary»u w 1900 r., maj¡cy na celu �ratowanie matematyki przed nie±cisªo±ciami�.

3Zespóª brytyjskich naukowców, twórców trzytomowego dzieªa Principia mathematica dotycz¡-
cego podstaw matematyki, reprezentuj¡cych ekstremalnie rygorystyczne podej±cie do formuªowania
de�nicji i dowodów. Ich prace doprowadziªy do powstania najbardziej skomplikowanego uzasadnienia
równo±ci 1 + 1 = 2, które zostaªo zamieszczone na ponad 300 stronach.
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nieczytelne dla przeci¦tnego u»ytkownika. Implikuje to konieczno±¢ dalszych bada«
w zakresie metod poprawy czytelno±ci. Zagadnieniom tym zostaªa po±wi¦cona pre-
zentowana rozprawa doktorska.

2 Obszar badawczy

Obszarem badawczym rozprawy jest wdra»anie metod, które s¡ wykorzystywane
w procesie poprawy czytelno±ci nieformalnych rozumowa« matematycznych, w celu
uczytelniania istniej¡cych formalnych rozumowa« zapisanych w systemie naturalnej
dedukcji, ze szczególnym uwzgl¦dnieniem rozumowa« zgromadzonych w bibliotece
Mizar Mathematical Library (MML).

Wybór biblioteki systemu Mizar zostaª podyktowany tym, i» jest ona najbardziej
rozbudowanym na ±wiecie, intensywnie rozwijanym przez ponad dwadzie±cia lat, re-
pozytorium sformalizowanej wiedzy matematycznej. Za wyborem bazy MML prze-
mawia równie» fakt, »e rozwi¡zania wykorzystywane w j¦zyku Mizar s¡ inspiracj¡
do opracowywania podobnych rozwi¡za« maj¡cych na celu polepszanie czytelno±ci
skryptów w innych uznanych systemach [65], tj. Declare [82], Mizar Mode for HOL
[36], Isar language for Isabelle [93],Mizar-light for HOL-light [97], miz3 for HOL-light
[7], MMode for Coq [32], declarative proof language (DPL) for Coq [17], Formal Proof
Sketches [98].

Analiza do±wiadcze« zwi¡zanych z rozwojem i konserwacj¡ bazy MML potwier-
dziªa istnienie znanego powodu nieczytelno±ci skryptów dowodowych. Jest nim d¡-
»enie do osi¡gni¦cia konkretnego celu (tj. udowodnienia twierdzenia) przy jednocze-
snym traktowaniu pobocznych warto±ci, np. czytelno±ci tworzonych skryptów do-
wodowych, jako kwestie drugorz¦dne. Oczywi±cie efekt ten nasila si¦ w przypadku
dªugich rozumowa« uzasadniaj¡cych coraz trudniejsze zagadnienia zawarte w MML.
Rozumowania te, cho¢ s¡ poprawne dla systemu wery�kuj¡cego, to s¡ jednak maªo
eleganckie, niejednokrotnie wr¦cz chaotyczne, a czªowiek mo»e je zrozumie¢ jedynie
przy bardzo du»ym nakªadzie pracy i wysiªku. Czytelno±¢ takich skryptów wpªywa
nie tylko na czas ich analizowania, który jest potrzebny do wyodr¦bnienia idei sfor-
malizowanych w ten sposób dowodów matematycznych, ale równie» na ªatwo±¢ ich
konserwacji (rewidowania). Autorzy takich skryptów maj¡ bowiem przekonanie, i»
problem znajdowania i usuwania niepotrzebnych lub mo»liwych do skrócenia frag-
mentów nie jest z ich punktu widzenia istotny, gdy» zakªadaj¡ oni, »e wszystkie
elementy tego procesu mo»na ªatwo zautomatyzowa¢. Warto w tym miejscu pod-
kre±li¢, »e istniej¡ narz¦dzia umo»liwiaj¡ce automatyczne odnajdywanie i usuwanie
niepotrzebnych fragmentów skryptów dowodowych [57, 58]. Z tym, »e stosunkowo
nieliczne badania zostaªy przeprowadzone nad uczytelnianiem pozostaªej cz¦±ci rozu-
mowania po usuni¦ciu nadmiarowych fragmentów. Dodatkowo badania korzystaj¡ce
z narz¦dzi, które dokonuj¡ wyodr¦bniania mniej istotnych lub powtarzaj¡cych si¦
fragmentów rozumowania w postaci lematów, s¡ prowadzone przy caªkowitym po-
mini¦ciu kwestii czytelno±ci wynikowych rozumowa« [73]. Maj¡ one na celu jedynie
minimalizacj¦ dªugo±ci skryptów dowodowych.

Wybór rozwi¡za« wykorzystywanych w procesie uczytelniania nieformalnych ro-
zumowa« matematycznych zostaª podyktowany tym, i» wielowiekowe do±wiadczenia
zwi¡zane z formuªowaniem nieformalnych dowodów matematycznych umo»liwiªy wy-
pracowanie pewnego �stylu�, pozwala na czytelny zapis nawet rozbudowanych rozu-
mowa«. Oczywi±cie czytelno±¢ dowodu jest warto±ci¡ subiektywn¡, ró»nie rozumian¡
przez poszczególnych autorów rozumowa«, aczkolwiek w±ród werbalizowanych pogl¡-
dów na ten temat mo»emy wskaza¢ powtarzaj¡cy si¦ pewien �zestaw� metod uczy-
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telniania, który ró»ni si¦ co najwy»ej kolejno±ci¡ zhierarchizowania u poszczególnych
autorów wªasno±ci, jakie powinien posiada¢ czytelny dowód. Dodatkowo metody te
maj¡ swoje uzasadnienie w badaniach psychologicznych nad procesami poznawczymi
czªowieka.

Za tak okre±lonym obszarem badawczym przemawia równie» fakt, »e metody te
s¡ przenoszone na grunt dowodów formalnych przez wielu autorów skryptów dowodo-
wych, dla których równie wa»nym priorytetem w formalizacji jak powi¦kszanie bazy
sformalizowanych twierdze« jest jej jako±¢.

3 Cele rozprawy

Celem rozprawy jest zbadanie zªo»ono±ci obliczeniowej metod poprawy czytelno-
±ci dªugich formalnych skryptów dowodowych. Cel ten b¦dzie realizowany poprzez
badanie efektywno±ci algorytmów poprawiaj¡cych czytelno±¢ rozumowa« zapisanych
w systemie G. Gentzena lub S. Ja±kowskiego [30, 40, 54].

W zwi¡zku z tak nakre±lonym celem gªównym rozprawy zostaªy wyodr¦bnione
nast¦puj¡ce cele szczegóªowe proponowanych bada«:

1. Wyodr¦bnienie zbioru informacji zawartych w poszczególnych krokach rozumo-
wania, który umo»liwia interpretowanie struktury rozumowania jako grafu skie-
rowanego reprezentuj¡cego przepªyw informacji mi¦dzy poszczególnymi krokami
rozumowania, nazywanego dalej grafem dowodu.

2. Stworzenie abstrakcyjnego modelu grafu dowodu, który umo»liwi uniezale»nie-
nie prowadzonych rozwa»a« od konkretnego systemu wery�kuj¡cego, co upro±ci
adaptacj¦ oczekiwanych rozwi¡za« do innych systemów.

3. Zde�niowanie grupy wska¹ników czytelno±ci wyra»onych w terminach abstrak-
cyjnego grafu dowodu oraz zbadanie zªo»ono±ci problemów grafowych optymali-
zuj¡cych warto±ci tych wska¹ników.

4 Problem badawczy

Problemy w zakresie obranej tematyki mo»na sformuªowa¢ w postaci dwóch na-
st¦puj¡cych pyta« ogólnych:

1. Czy i w jakim stopniu mo»liwe jest posªugiwanie si¦ abstrakcyjnym modelem
grafu dowodu do analizy metod uczytelniania istniej¡cych rozumowa« formal-
nych zgromadzonych w bazie MML?

2. Na ile proponowane metody uczytelniania s¡ efektywne czasowo, a co za tym
idzie, na ile s¡ stosowalne w procesie automatycznej poprawy czytelno±ci sfor-
malizowanych rozumowa« zapisanych w systemie naturalnej dedukcji?

Zdecydowano si¦ na ª¡czne potraktowanie tych dwóch problemów badawczych, po-
niewa» przeprowadzenie bada« nad popraw¡ czytelno±ci bez ich uniezale»nienia od
konkretnego systemu utrudniªoby, a wr¦cz uniemo»liwiªoby adaptacj¦ oczekiwanych
rozwi¡za« do innych systemów.

5 Hipoteza badawcza

Hipoteza badawcza zostaªa sformuªowana w nast¦puj¡cy sposób: nie jest mo»-
liwe osi¡gni¦cie warto±ci optymalnej wi¦kszo±ci proponowanych wyznaczników po-
prawy czytelno±ci, stosuj¡c algorytmy dokªadne o zªo»ono±ci wielomianowej. Nie jest
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równie» mo»liwe równoczesne osi¡gni¦cie warto±ci optymalnych wszystkich propono-
wanych wyznaczników. Istniej¡ jednak algorytmy, umo»liwiaj¡ce optymalizacj¦ wie-
lokryterialn¡ wyznaczników poprawy czytelno±ci, które dziaªaj¡c przy ustalonej hie-
rarchii wa»no±ci zaproponowanych metod, dostosowanej do potrzeb okre±lonej grupy
czytelników mog¡ skutecznie poprawi¢ czytelno±¢ analizowanych rozumowa« formal-
nych.

6 Metodyka bada«

Do przygotowania rozprawy wykorzystane zostaªy: metoda empiryczna oraz meto-
da teoretyczna. Badania empiryczne wykorzystane w pocz¡tkowym etapie bada«
polegaªy na wyodr¦bnieniu zbioru informacji zawartych w poszczególnych krokach
rozumowania sformuªowanych w j¦zyku Mizar, niezb¦dnych do skonstruowania gra-
fów poszczególnych dowodów, które to grafy w adekwatny sposób reprezentowaªyby
przepªyw informacji w istniej¡cych skryptach dowodowych. W dalszej cz¦±ci bada«
metody empiryczne zostaªy wykorzystane do analizy do±wiadcze« w uczytelnianiu
skryptów dowodowych, jak równie» do jako±ciowej wery�kacji przyj¦tych wska¹ników
czytelno±ci w trakcie rozmów z do±wiadczonymi u»ytkownikami systemu Mizar. Nie-
zwykle cenny okazaª si¦ równie» udziaª w konferencjach krajowych i zagranicznych,
na których dyskusja nad zaprezentowanymi cz¡stkowymi wynikami bada« umo»liwiªa
dopracowanie wybranych wska¹ników.

Metoda teoretyczna zostaªa wykorzystana do konstrukcji abstrakcyjnego modelu
grafu dowodu. Przeprowadzone badania umo»liwiªy bowiem rozdzielenie wªasno±ci
grafu dowodu wynikaj¡cych z wykorzystania systemu Mizar od wªasno±ci, które s¡
zakªadane w systemie naturalnej dedukcji. Na skutek tego podziaªu przyj¦ty model
mo»e by¢ stosowany do opisu struktury ka»dego poprawnie zbudowanego dowodu
matematycznego. Badania nad wªasno±ciami grafu dowodu wynikaj¡cymi ze skªadni
systemu Mizar umo»liwiªy równie» ustalenie reprezentatywnej rodziny abstrakcyjnych
grafów dowodów, z których ka»dy graf ma wªasno±ci dostateczne do skonstruowania
poprawnego dla systemu Mizar rozumowania o strukturze opisanej przez ten graf. Do-
datkowo zostaªa przedstawiona transformacja skryptów dowodowych, umo»liwiaj¡ca
mody�kacj¦ ka»dego rozumowania do postaci, dla której graf dowodu nale»y do tej
rodziny. W dalszej cz¦±ci bada« metody teoretyczne zostaªy równie» wykorzystane do
zbadania zªo»ono±ci problemów optymalizacyjnych przyj¦tych wska¹ników poprawy
czytelno±ci.

7 Plan rozprawy

Rozprawa skªada si¦ z czterech rozdziaªów. Rozdziaª 1 ma charakter wprowa-
dzaj¡cy i zawiera de�nicje podstawowych poj¦¢. W rozdziale 2 rozwa»amy model
abstrakcyjnego grafu dowodu oraz przedstawiamy niezb¦dne poj¦cia i fakty zwi¡zane
z tym modelem. Rozdziaª 3 jest po±wi¦cony kolejno genezie i uzasadnieniu wykorzy-
stywanych metod poprawy czytelno±ci, sformuªowaniu problemów optymalizuj¡cych
warto±ci wska¹ników czytelno±ci oraz wynikom eksperymentalnych bada« nad po-
praw¡ czytelno±ci rozumowa«. Nast¦pnie w rozdziale 4 zostaªy przedstawione wyniki
dotycz¡ce zªo»ono±ci postawionych problemów optymalizacyjnych. Ostatni¡ meryto-
ryczn¡ cz¦±¢ pracy stanowi¡ wnioski ko«cowe, b¦d¡ce odpowiedzi¡ na pytania sformu-
ªowane w problemach badawczych oraz ustosunkowanie si¦ do hipotezy badawczej.
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Rozdziaª 1

Poj¦cia podstawowe

Poni»ej zostaªy zde�niowane poj¦cia z zakresu teorii grafów, które s¡ wykorzystywane
w niniejszej rozprawie.

1.1 Grafy skierowane

De�nicja 1.1. Grafem prostym G b¦dziemy nazywa¢ uporz¡dkowan¡ par¦ dwóch
zbiorów 〈V(G), E(G)〉, niepustego zbioru V(G) i podzbioru zbioru wszystkich dwuele-
mentowych podzbiorów zbioru V(G), E(G) ⊆ {{v, u} : v, u ∈ V(G) ∧ v 6= u}. Ele-
menty zbioru V(G) b¦dziemy nazywa¢ wierzchoªkami grafu G, natomiast elementy
zbioru E(G) jego kraw¦dziami.

Prowadzone w rozprawie rozwa»ania b¦d¡ skupiaªy si¦ wokóª zagadnie« wykorzy-
stuj¡cych grafy skierowane, dlatego wszystkie poj¦cia b¦d¡ wprowadzone jedynie dla
tego rodzaju struktur. Wykorzystywane oznaczenia w gªównej mierze s¡ zapo»yczone
z [99].

Grafem skierowanym lub digrafem D b¦dziemy nazywa¢ uporz¡dkowan¡ par¦
dwóch zbiorów 〈V(D),A(D)〉, niepustego zbioru V(D) i podzbioru A(D) ⊆ V(D) ×
V(D) zbioru wszystkich par. Elementy zbioru V(D) b¦dziemy nazywa¢ wierzchoª-
kami digrafu D, natomiast elementy zbioru A(D) jego kraw¦dziami skierowanymi lub
krócej ªukami. Przyjmujemy, »e ªuk (v, u) jest skierowany od v do u, a wi¦c pocz¡t-
kiem tego ªuku jest v, a ko«cem u. Je»eli nie prowadzi to do niejednoznaczno±ci, ªuk
(v, u) b¦dziemy oznacza¢ vu. B¦dziemy równie» zakªada¢, »e rozwa»ane digrafy nie
zawieraj¡ ªuków postaci vv (równowa»nie, »e rozwa»ane digrafy s¡ proste).

Ustalmy dowolny digraf D oraz zbiór A ⊆ A(D). W poni»szych oznaczeniach
b¦dziemy wyró»nia¢ zbiór A w celu unikni¦cia niejasno±ci podczas analizowania za-
le»no±ci mi¦dzy strukturami kilku digrafów skonstruowanych nad wspólnym zbiorem
wierzchoªków. Dodatkowo, je±li zbiór A b¦dzie pokrywaª si¦ ze zbiorem A(D), to
wskazany zbiór A b¦dzie cz¦sto zast¦powany w oznaczeniach przez symbol digrafu
D lub zostanie caªkowicie pomini¦ty.

�uk vu b¦dziemy nazywali A�ªukiem, je±li vu ∈ A. Je±li vu jest A�ªukiem, to
wierzchoªek u ∈ V(D) b¦dziemy nazywa¢ nast¦pnikiem wierzchoªka v w rodzinie
A�ªuków (lub krócej w A). Relacj¦ bycia nast¦pnikiem w A b¦dziemy oznacza¢ przez
→
A
. Podobnie, u b¦dziemy nazywa¢ poprzednikiem v w rodzinie A�ªuków (lub krócej

w A) wtedy i tylko wtedy, gdy v jest nast¦pnikiem u w A. Dodatkowo, je±li u jest
nast¦pnikiem v w domkni¦ciu zwrotno-przechodnim relacji→

A
, to relacj¦ t¦ b¦dziemy

oznacza¢ v→
A

∗u i b¦dziemy mówi¢, »e u jest osi¡galny z v w A.

11



Zbiorem nast¦pników wierzchoªka v ∈ V(D) w rodzinie A�ªuków b¦dziemy nazy-
wa¢ zbiór N+A (v) := {u ∈ V(D) : v →

A
u∧u 6= v}, natomiast zbiorem poprzedników v

w rodzinie A�ªuków b¦dziemy nazywa¢ zbiór N−A (v) := {u ∈ V(D) : u→
A
v∧u 6= v}.

Ci¡g elementów {ai}ki=1 b¦dziemy na ogóª oznacza¢ 〈a1, a2, a3, . . . , ak〉. B¦dziemy
mówi¢, »e ci¡g v := 〈v0, e0, v1, e1, v2, e2, . . . , vn, en, vn+1〉 jest A�tras¡ je±li
ei = (vi, vi+1) ∈ A ∨ ei = (vi+1, vi) ∈ A, gdzie i = 0, 1, 2, . . . , n. Wierzchoªek v0
b¦dziemy wówczas nazywa¢ pocz¡tkiem A�trasy v, a vn+1 jej ko«cem. Zbiór A�ªuków
{e0, e1, e2, . . . , en} b¦dziemy oznacza¢ symbolem A(v), natomiast zbiór wierzchoªków
{v0, v1, v2, . . . , vn, vn+1} symbolem V(v). Przez dªugo±¢ A�trasy v b¦dziemy rozu-
mie¢ moc zbioru A(v) równ¡ n+ 1. Je±li A�ªuki e0, e1, e2, . . . , en s¡ parami ró»ne, to
A�tras¦ v b¦dziemy nazywa¢ A�±cie»k¡. Je±li dodatkowo wierzchoªki v0, v1, v2, . . . ,
vn+1 s¡ parami ró»ne (by¢ mo»e z wyj¡tkiem pary v0, vn+1) to v b¦dziemy nazywa¢
A�drog¡. W przypadku v0 = vn+1, A�drog¦ v b¦dziemy nazywa¢ A�póªcyklem. Ka»dy
ci¡g postaci 〈vi, ei, vi+1, ei+1 . . . , vj , ej , vj+1〉 b¦dziemy nazywa¢ segmentem A�trasy
v, gdzie 0 ¬ i ¬ j ¬ n.

Dwa A�ªuki b¦dziemy nazywa¢ s¡siednimi, je±li koniec jednego z nich jest pocz¡t-
kiem drugiego. Je±li A�trasa jest zbudowana z A�ªuków s¡siednich u := 〈u0, (u0, u1),
u1, (u1, u2), u2, . . . , uk−1, (uk−1, uk), uk〉, to b¦dziemy j¡ nazywa¢ skierowan¡ A�tras¡
i oznacza¢ na ogóª przez u0 →

A
u1 →

A
. . .→

A
vn →

A
uk+1. Je±li dodatkowo u jest A�drog¡

oraz u0 = uk, to u b¦dziemy nazywa¢ zamkni¦t¡ skierowan¡ A�drog¡ lub skierowanym
A�cyklem.

W celu uproszczenia opisu posªuguj¡c si¦ terminem A�±cie»ka, A�droga b¦dziemy
zakªada¢, »e chodzi o ich wersj¦ skierowan¡. W pozostaªych przypadkach b¦dziemy
dopisywa¢ przymiotnik �nieskierowany�.

De�nicja 1.2. Niech D b¦dzie digrafem, A ⊆ A(D). B¦dziemy mówi¢, »e ªuk vu jest
A�skrótem, je±li vu ∈ A oraz istnieje skierowana A�droga o pocz¡tku v i ko«cu u,
której dªugo±¢  2.

De�nicja 1.3. Niech D b¦dzie digrafem, A ⊆ A(D), V1, V2 ⊆ V(D). Wówczas:

V1 y
A
V2 := {vu ∈ A : v ∈ V1 ∧ u ∈ V2}. (1.1)

De�nicja 1.4. Niech D b¦dzie digrafem, A ⊆ A(D), V ⊆ V(D) oraz |V |  2.
Wówczas g¦sto±ci¡ zbioru V w domkni¦ciu zwrotno-przechodnim zbioru ªuków A b¦-
dziemy nazywa¢ liczb¦

ρA(V ) :=
|{{v, u} : v, u ∈ V ∧ v 6= u ∧ (v→

A

∗u ∨ u→
A

∗v)}|(
|V |
2

) . (1.2)

De�nicja 1.5. Niech D b¦dzie digrafem, V ⊆ V(D). Podgrafem grafu skierowanego
D indukowanym wierzchoªkowo przez zbiór V b¦dziemy nazywa¢ digraf:

D|V := 〈V, {vu ∈ A(D) : v, u ∈ V }〉. (1.3)

De�nicja 1.6. Niech D b¦dzie digrafem, V ⊆ V(D). B¦dziemy mówi¢, »e podgraf
D|V jest spójny, je±li dla dowolnej pary wierzchoªków z V istnieje nieskierowana
D|V �droga ª¡cz¡ca te punkty.
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De�nicja 1.7. Niech D b¦dzie digrafem. B¦dziemy mówi¢, »e digraf D jest acykliczny
lub krócej D jest DAG-iem, je±li nie zawiera on skierowanych D�cykli.

De�nicja 1.8. Niech D b¦dzie DAG-iem. Przeksztaªcenie ró»nowarto±ciowe
τ : V(D) → {1, 2, . . . , |V(D)|} b¦dziemy nazywa¢ sortowaniem topologicznym (li-
nearyzacj¡) wtedy i tylko wtedy, gdy speªniona jest zale»no±¢:

∀
vu∈A(D)

τ(v) < τ(u). (1.4)

Zbiór wszystkich sortowa« topologicznych acyklicznego digrafu D b¦dziemy ozna-
cza¢ przez TS(D). Ustalmy dowoln¡ linearyzacj¦ τ ∈ TS(D). A�drog¦ v := v0 →

A

v1 →
A
. . . →

A
vk b¦dziemy nazywa¢ τA�ªa«cuchem, je±li linearyzacja τ przypisuje ko-

lejnym wierzchoªkom drogi v kolejne liczby naturalne (precyzuj¡c, τ(vi+1) = τ(vi)+1
dla wszystkich i = 0, 1, 2, . . . , k − 1). Dodatkowo, τA�ªa«cuch b¦dziemy nazywali
maksymalnym, je±li nie jest on segmentem »adnego innego τA�ªa«cucha. Bezpo±red-
nio z de�nicji maksymalnego τA�ªa«cucha uzyskujemy, »e poszczególne maksymalne
τA�ªa«cuchy s¡ wierzchoªkowo rozª¡czne. Metryk¦ okre±lon¡ przez linearyzacj¦ τ na
wierzchoªkach digrafu D dan¡ zale»no±ci¡ dτ (v, u) = |τ(v)−τ(u)|, b¦dziemy nazywa¢
τ�metryk¡, gdzie v, u ∈ V(D). Dodatkowo przez τ�rozpi¦to±¢ D�ªuku vu b¦dziemy
rozumie¢ liczb¦ dτ (v, u). Szczególne znaczenie dla naszych rozwa»a« b¦d¡ miaªy
A�ªuki o τ�rozpi¦to±ci 1, których zbiór b¦dziemy oznacza¢

1Aτ := {vu ∈ A : dτ (v, u) = 1}. (1.5)

De�nicja 1.9. Niech D b¦dzie DAG-iem, τ linearyzacj¡ D oraz niech A ⊆ A(D).
Partycj¡ digrafu D wzgl¦dem linearyzacji τ i rodziny A�ªuków, b¦dziemy nazywa¢
partycj¦ τA := {V(P ) : P jest maksymalnym τA�ªa«cuchem}.

Tak zde�niowane τA jest jednoznacznie okre±lone, poniewa» τA�ªa«cuchy musz¡
si¦ skªada¢ z wierzchoªków numerowanych przez τ kolejnymi liczbami naturalnymi.

De�nicja 1.10. Niech D b¦dzie DAG-iem, τ linearyzacj¡ D oraz niech V ⊆ V(D).
B¦dziemy mówi¢, »e zbiór V jest τ�spoisty, je±li istnieje liczba naturalna i, dla której
i ¬ τ(v) ¬ i+ |V | − 1, dla wszystkich v ∈ V .

1.2 Acykliczna partycja digrafu

Wprowad¹my poj¦cia oraz oznaczenia niezb¦dne do zde�niowania acyklicznych par-
tycji (ang. acyclic P(k) partition [13]). Pod¡»aj¡c za Borowiecki i Mihók, ustalmy
digraf D oraz partycj¦ π := (P1, P2, . . . , Pk) zbioru wierzchoªków V(D). Je±li wówczas
podgraf indukowany wierzchoªkowo przez zbiór Pi digrafu D posiada wªasno±¢ Qi,
dla ka»dego i = 1, 2, . . . , k to partycj¦ π b¦dziemy nazywa¢ Q1,Q2, . . . ,Qk�partycj¡.
Je±li dodatkowo Q1 = Q2 = . . .Qk = Q, to partycj¦ π b¦dziemy nazywa¢ Qk�
partycj¡, a kolejno±¢ zbiorów w partycji π mo»e zosta¢ pomini¦ta. B¦dziemy mówi¢,
»e partycja π′ zbioru wierzchoªków V(D) jest Q∗�partycj¡, je±li π′ jest Qk′�partycj¡
dla pewnej liczby naturalnej k′. Naturalnie zakªadamy, »e ka»da spo±ród wªasno±ci
Q1,Q2, . . . ,Qk,Q jest poprawnie okre±lona dla wszystkich podgrafów indukowanych
wierzchoªkowo w digra�e D.
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De�nicja 1.11. Niech D b¦dzie digrafem, π partycj¡ zbioru wierzchoªków V(D).
Grafem partycji π nad D b¦dziemy nazywa¢ digraf:

G(D,π) := 〈π, {(P1, P2) ∈ π2 : P1 6= P2 ∧ ∃
v1∈P1,v2∈P2

v1v2 ∈ A(D)}〉. (1.6)

De�nicja 1.12. Niech D b¦dzie digrafem; Q wªasno±ci¡, która jest poprawnie okre±lo-
na na ka»dym indukowanym wierzchoªkowo podgra�e D; π b¦dzie Qn�partycj¡ digrafu
D. B¦dziemy mówi¢, »e partycja π jest acykliczn¡ Q(n)�partycj¡ digrafu D (ang.
acyclic Q(n) partition [13]), je±li digraf G(D,π) jest acykliczny.

Partycj¦ π b¦d¡c¡ Q∗�partycj¡ b¦dziemy nazywa¢ acykliczn¡ Q(∗)�partycj¡, je±li
π jest acykliczn¡ Q(|π|)�partycj¡.
De�nicja 1.13. Niech dany b¦dzie digraf D oraz droga v := v1 →

D
v2 →

D
. . . →

D
vk.

B¦dziemy mówi¢, »e v jest drog¡ Hamiltona wtedy i tylko wtedy, gdy speªniona jest
zale»no±¢: k = |V(D)| = |V(v)|.
De�nicja 1.14. Niech D b¦dzie digrafem, V ⊆ V(D), A ⊆ A(D). B¦dziemy mówi¢,
»e indukowany wierzchoªkowo podgraf D|V ma wªasno±¢ HA wtedy i tylko wtedy, gdy
digraf 〈V(D), A〉|V zawiera drog¦ Hamiltona.

Ustalmy acykliczn¡ H(∗)A �partycj¦ π digrafu D, gdzie A ⊆ A(D). Wówczas ka»de-
mu zbiorowi P ∈ π, mo»emy przyporz¡dkowa¢ jednoznacznie skierowan¡ A�drog¦,
która jest drog¡ Hamiltona w D|P . B¦dziemy j¡ oznacza¢ przez hπ(P ). Dodatkowo
je±li v ∈ P , to drog¦ Hamiltona hπ(P ) b¦dziemy oznacza¢ hπ(v).

Twierdzenie 1.15. Niech τ b¦dzie linearyzacj¡ digrafu D oraz A ⊆ A(D). Wówczas
τA jest acykliczn¡ H(|τA|)A �partycj¡ grafu D.

Dowód. Poniewa» ka»dy τA�ªa«cuch jest skierowan¡ A�drog¡, wi¦c w szczególno±ci
digraf indukowany wierzchoªkowo przez zbiór wierzchoªków ka»dego maksymalnego
τA�ªa«cucha ma wªasno±¢ HA. Poka»emy, »e digraf G(D, τA) jest acykliczny. Uza-
sadnimy w tym celu, »e dla ka»dego G(D, τA)�ªuku (P1, P2) zachodzi nierówno±¢
τ(v1) < τ(v2) po wszystkich v1 ∈ P1, v2 ∈ P2, co zako«czy dowód. Niech (P1, P2)
b¦dzie G(D, τA)�ªukiem, wówczas z Def. 1.11 mo»emy wskaza¢ v1 ∈ P1, v2 ∈ P2, dla
których v1v2 jest D�ªukiem. St¡d z Def. 1.8 uzyskujemy, »e τ(v1) < τ(v2), co w kon-
kluzji z warunkiem P1∩P2 = ∅ oraz z faktem, »e τ przypisuje w P1 i P2 wierzchoªkom
kolejne liczby naturalne uzasadnia szukan¡ nierówno±¢.

Twierdzenie 1.16. Niech π b¦dzie acykliczn¡ H(∗)A �partycj¡ digrafu D, gdzie A ⊆
A(D). Wówczas istnieje linearyzacja τ digrafu D, dla której |τA| ¬ |π|.
Dowód. Ustalmy linearyzacj¦ τ ∈ TS(G(D,π)). Przyporz¡dkujmy ka»demu wierz-
choªkowi v z V(D), liczb¦ naturaln¡ oraz element partycji π, tak aby speªniona byªa
zale»no±¢ hπ(P ) = vP1 →

A
vP2 →

A
. . . →

A
vP|P |, gdzie P ∈ π. Zde�niujmy linearyzacj¦

σ ∈ TS(D), dan¡ wzorem σ(vQi ) = i +
∑

R∈π:τ(R)<τ(Q)
|R|, gdzie 1 ¬ i ¬ |Q|, Q ∈ π.

Wówczas ka»da droga Hamiltona hπ(P ), b¦d¡ca z de�nicji skierowan¡ A�drog¡, jest
σA�ªa«cuchem, gdzie P ∈ π. W celu zako«czenia dowodu wystarczy jedynie za-
uwa»y¢, »e liczba maksymalnych σA�ªa«cuchów w σA partycji nie przekracza liczby
σA�ªa«cuchów, których wierzchoªki stanowi¡ pokrycie zbioru V(D).

De�nicja 1.17. Niech π b¦dzie partycj¡ zbioru wierzchoªków X, X ′ ⊆ X. Obci¦ciem
partycji π do zbioru wierzchoªków X ′ b¦dziemy nazywa¢ partycj¦:

π|X′ := {P ∩X ′ : P ∈ π} \ {∅}. (1.7)
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1.3 Ukorzenione drzewa skierowane

De�nicja 1.18. Niech T b¦dzie acyklicznym digrafem. B¦dziemy mówi¢, »e T jest
ukorzenionym drzewem skierowanym, je±li istnieje wierzchoªek r ∈ V(T ) dla któ-
rego osi¡galny jest ka»dy wierzchoªek z V(T ) oraz dla dowolnej pary dwóch ró»nych
wierzchoªków z V(T ) istnieje dokªadnie jedna nieskierowana T�droga ª¡cz¡ca te wierz-
choªki.

Specy�ka budowy rozwa»anych w tej pracy dowodów formalnych wymusza posªu-
giwanie si¦ specjalnym rodzajem drzew skierowanych � drzew skierowanych ukorze-
nionych o odwróconej orientacji (ang. arborescent directed graph).

De�nicja 1.19. Niech T b¦dzie acyklicznym digrafem. B¦dziemy mówi¢, »e T jest
dendroidem, je±li istnieje wierzchoªek r ∈ V(T ) osi¡galny z ka»dego wierzchoªka
z V(T ) oraz dla dowolnej pary dwóch ró»nych wierzchoªków z V(T ), istnieje dokªadnie
jedna nieskierowana T�droga ª¡cz¡ca te punkty.

Podobnie jak w strukturze drzewa ukorzenionego wyró»niony wierzchoªek r den-
droidu T b¦dziemy nazywa¢ korzeniem, za± wierzchoªki nieposiadaj¡ce poprzednika
w T , li±¢mi.

De�nicja 1.20. Lasem dendroidów b¦dziemy nazywa¢ acykliczny digraf, w którym
ka»dy maksymalny spójny podgraf (w sensie zawierania) jest dendroidem.

De�nicja 1.21. Niech L b¦dzie lasem dendroidów, wówczas n�tym poziomem za-
gnie»d»enia lasu dendroidów L, oznaczanym dalej Ln, b¦dziemy nazywa¢ zbiór wierz-
choªków speªniaj¡cy zale»no±¢: v ∈ Ln wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje skierowana
L�droga dªugo±ci n o pocz¡tku v oraz ko«cu b¦d¡cym korzeniem maksymalnego skie-
rowanego drzewa w L, zawieraj¡cego v.
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Rozdziaª 2

Reprezentacje grafowe

W niniejszej rozprawie doktorskiej skupiamy si¦ na dotychczas sªabo rozwini¦tych
metodach poprawy czytelno±ci, których wdro»enie jest niezale»ne od dotychczas pro-
wadzonych prac nad popraw¡ wizualizacji dowodów w postaci HTML [86] oraz wpro-
wadzanych udogodnieniach w systemie Mizar [48, 49, 50, 62, 63, 64].

Mizar [12, 33, 56, 85] jest systemem z logik¡ pierwszego rz¦du okre±lonym za
pomoc¡ aksjomatów teorii mnogo±ci Tarskiego-Grothendiecka [75, 83, 84], wzmoc-
nionym o kilka narz¦dzi umo»liwiaj¡cych formalizacj¦ matematyki w sposób bardziej
zrozumiaªy dla czªowieka. Równolegle z rozwojem tego systemu budowana jest baza
komputerowo zwery�kowanej wiedzy matematycznej (Mizar Mathematical Library,
w skrócie MML [8, 76]), zbudowana z poszczególnych artykuªów, zawieraj¡cych for-
malizacj¦ coraz wi¦kszego zakresu matematyki. Doskonalenie bazy, jak równie» zwi¦k-
szanie wygody u»ytkownika wymaga jednak jej ci¡gªej reorganizacji.

W pierwszej kolejno±ci w celu precyzyjnego przedstawienia metod doskonalenia
bazy i omówienia istoty zwi¡zanych z nimi problemów, zaprezentujemy metod¦ opisy-
wania zale»no±ci wyst¦puj¡cych w rozumowaniu, w oparciu o znane poj¦cia grafowe.
Taka interpretacja, bazuj¡ca na abstrakcyjnej de�nicji grafu dowodu umo»liwi precy-
zyjne sformuªowanie napotykanych problemów, zastosowanie algorytmów rozwi¡zu-
j¡cych znane problemy wyst¦puj¡ce w teorii grafów, jak równie» upro±ci zrozumienie
przedstawionych rozwi¡za« dla nowych problemów z zakresu acyklicznych digrafów,
które s¡ wykorzystane w procesie poprawy czytelno±ci. Uzyskane dzi¦ki takiej abs-
trakcji uniezale»nienie prowadzonych bada« od konkretnego systemu wery�kuj¡cego,
upro±ci równie» adaptacj¦ uzyskanych wyników do innych systemów umo»liwiaj¡cych
formalizacj¦ dowodów matematycznych, np. HOL, Coq, Isabelle/Isar [1, 37, 92], jak
równie» w dziedzinach niezwi¡zanych z formalizacj¡.

Badania nad abstrakcyjn¡ de�nicj¡ grafu dowodu, b¦d¡ce tematem tego rozdziaªu,
zostaªy opublikowane w [70].

2.1 Zale»no±ci referencyjne

Rozumowania odpowiadaj¡ce dowodom stwierdze« stanowi¡ gªówna cze±¢ skryp-
tów dowodowych zgromadzonych w bazie MML. Ka»de takie rozumowanie mo»emy
w najprostszy sposób zilustrowa¢ jako ci¡g wyst¦puj¡cych po sobie uzasadnionych
faktów, mi¦dzy którymi przekazywane s¡ pewne informacje. Mo»liwe jest te» inne
spojrzenie na rozumowanie, tj. interpretowanie zbioru wszystkich kroków jako zbioru
wierzchoªków digrafu, natomiast przekazywanych informacji jako ªuków ª¡cz¡cych te
wierzchoªki. Przyjmujemy, »e istnieje ªuk o pocz¡tku w wierzchoªku odpowiadaj¡cym
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stwierdzeniu α oraz o ko«cu w wierzchoªku odpowiadaj¡cym stwierdzeniu β wtedy
i tylko wtedy, gdy fakt α jest bezpo±rednio wykorzystywany w uzasadnieniu β. W celu
uproszczenia rozwa»a«, b¦dziemy posªugiwa¢ si¦ terminem wierzchoªek α zamiast
wierzchoªek, zwi¡zany z którym krok stwierdza α. Zauwa»my, »e liniowe uporz¡d-
kowanie wierzchoªków takiego digrafu zawiera na ogóª dodatkowe zale»no±ci mi¦dzy
wierzchoªkami, które nie wynikaj¡ z przepªywu informacji, a jedynie z wyboru sor-
towania topologicznego. Przykªad digrafu, którego linearyzacja musi zawiera¢ dodat-
kowe informacje, zostaª przedstawiony na rys. 2.1. Niezale»nie od wyboru linearyzacji,
uporz¡dkowanie takie musi okre±li¢ porz¡dek mi¦dzy wierzchoªkami α1, α2, a β, który
nie jest okre±lony w tym digra�e. Zauwa»my, »e wybór porz¡dku mo»e mie¢ istotny
wpªyw na czytelno±¢ w przypadku nawet tak prostego grafu. Rozwa»my w tym celu
wszystkie mo»liwe linearyzacje tego grafu: β, α1, α2, γ; α1, β, α2, γ; α1, α2, β, γ,

α1

α2 β

γ

Rysunek 2.1: Graf obrazuj¡cy przepªyw informacji mi¦dzy wierzchoªkami α1, α2, β
oraz γ.

1: B: β ; A1: α1 ; A1: α1 ;
2: A1: α1 ; B: β ; A2: α2 by A1;
3: A2: α2 by A1; A2: α2 by A1; B: β ;

4: C: γ by A2, B; C: γ by A2, B; C: γ by A2, B;

Wydruk 2.2: Linearyzacje grafu przedstawionego na rys. 2.1 zapisane w j¦zyku Mizar.

przedstawione na wydruku 2.2. Pierwsza linearyzacja uwypukla wówczas spójno±¢
podrozumowania α1, α2, γ, ale równocze±nie �rozrywa� ªuk ª¡cz¡cy wierzchoªki β, γ.
Owe rozerwanie wydªu»a czas poszukiwania tre±ci stwierdzenia zwi¡zanego z identy-
�katorem B, nazywanym dalej etykiet¡, które to stwierdzenie jest niezb¦dne do zrozu-
mienia sposobu uzasadnienia γ. Poszukiwanie tre±ci wi¡»e si¦ bowiem z dodatkowym
przeszukiwaniem kroków, które znajduj¡ si¦ w zlinearyzowanym rozumowaniu mi¦dzy
wierzchoªkami β i γ (kroki 2, 3). Dwie pozostaªe linearyzacje �rozrywaj¡� najdªu»sze
podrozumowanie α1, α2, β, aczkolwiek zmniejszaj¡ liczb¦ dodatkowo przeszukanych
kroków w trakcie poszukiwania znaczenia etykiet.

Dodatkowo w przypadku trzeciej linearyzacji liczba ta przyjmuje najmniejsz¡
mo»liw¡ warto±¢ dla tego rozumowania. Jak ªatwo mo»na zauwa»y¢, minimaliza-
cja ta odpowiada znanemu problemowi NP-zupeªnemu Minimalnego Liniowego Upo-
rz¡dkowania Grafu Skierowanego (ang. Directed Optimal Linear Arrangement, GT43
[2, 25]).

Znaczenie odlegªo±ci mi¦dzy miejscem wprowadzenia przesªanki a miejscem jej
u»ycia w rozumowaniu jest uwydatniane przez konstrukcj¦ then (wydruk 2.3). Kon-
strukcja ta umo»liwia bowiem niejawne przekazanie stwierdzenia zwi¡zanego z po-
przedzaj¡cym krokiem bez podania explicite etykiety wskazuj¡cej na to stwierdzenie.
W szczególno±ci, je±li stwierdzenie s jest wykorzystywane jedynie w celu uzasadnie-
nia kroku wyst¦puj¡cego w linearyzacji bezpo±rednio po kroku stwierdzaj¡cym s, to
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wykorzystanie konstrukcji then nie tylko umo»liwia przekazanie przesªanki bez wyko-
rzystania etykiety, ale skutkuje równie» tym, »e etykieta zwi¡zana ze stwierdzeniem
s nie jest wykorzystywana w rozumowaniu, a wi¦c mo»e by¢ usuni¦ta z rozumowa-
nia. St¡d odpowiednie wykorzystanie konstrukcji then umo»liwia minimalizowanie
ª¡cznej liczby wykorzystywanych etykiet. Oczywi±cie taka minimalizacja jest jedn¡
z najbardziej naturalnych metod uczytelniania skryptów dowodowych. Zauwa»my
dodatkowo, »e powstaj¡ce w rozumowaniu ci¡gi kroków, z których ka»dy odwoªuje
si¦ do poprzedzaj¡cego krok za pomoc¡ then, wskazuj¡ czytelnikowi skryptu dowo-
dowego w naturalny sposób liniowe fragmenty rozumowania.

B: β ; A1: α1 ; α1 ;
α1 ; B: β ; then A2: α2 ;

then α2 ; α2 by A1; β ;

then C: γ by B; then C: γ by B; then C: γ by A2;

Wydruk 2.3: Linearyzacje grafu przedstawionego na rys. 2.1, zapisane w j¦zyku Mizar
z wykorzystaniem konstrukcji then.

Ocena wyboru zbioru ªuków, które w zlinearyzowanym rozumowaniu maj¡ ª¡czy¢
stwierdzenia wyst¦puj¡ce bezpo±rednio po sobie lub dualnie � ocena wyboru zbioru
ªuków, które zostan¡ �rozerwane� w zlinearyzowanym rozumowaniu jest kwesti¡ dys-
kusyjn¡. Niezale»nie jednak od sformuªowania zagadnienia, metoda optymalizacyjna
poprawiaj¡ca czytelno±¢ musi wykorzystywa¢ narz¦dzie, które na podstawie informa-
cji zawartych w krokach istniej¡cego rozumowania � wierzchoªkach grafu � zrekon-
struuje rodzin¦ ªuków tego grafu.

Kroki rozumowania, z których b¦d¡ wyodr¦bniane informacje o rodzinie ªuków,
zasadniczo przyjmuj¡ posta¢ daj¡c¡ si¦ przedstawi¢ za pomoc¡ nast¦puj¡cego frag-
mentu gramatyki j¦zyku Mizar:

<Label-Identi�er> :<Formula-Expression>

[by<Label-Identi�er> { ,<Label-Identi�er> }∗] ;, (2.1)

gdzie <Formula-Expression> odpowiada uzasadnianemu stwierdzeniem, a etykietom
<Label-Identi�er> (peªna gramatyka znajduje si¦ w tab. D.1 str. 111). W celu zi-
lustrowania budowy takich rozumowa« rozwa»my przykªad z wydruku 2.4, zapo»y-
czony z artykuªu [74], gdzie etykiety Lm3, Th9, Th14 s¡ identy�katorami uzasad-
nionych gdzie indziej w tym artykule faktów (ich sformuªowania s¡ zamieszczone
w wydruku D.1).

Graf dowodu tego rozumowania chcieliby±my budowa¢ na podstawie krotki zªo-
»onej z dwóch terminali:

<Reasoning-Step>=
8〈8<Labels-Introduced> 8

,
8
<Labels-Used>

8〉8,
<Labels-Introduced>=

8∅8 | 8{8<Label-Identi�er> { 8,8<Label-Identi�er>}∗ 8}8,
<Labels-Used>=

8∅8 | 8{8<Label-Identi�er> { 8,8<Label-Identi�er>}∗ 8}8,
(2.2)

przyporz¡dkowanej ka»demu krokowi w rozumowaniu. Jednak w istniej¡cych skryp-
tach nie jest wykluczone istnienie powielonych kroków oraz nadpisywanych etykiet,
dlatego w celu odró»nienia poszczególnych kroków w rozumowaniu na podstawie je-
dynie krotek <Reasoning-Step> rozszerzmy t¦ krotk¦ o trzeci terminal <Id> wska-
zuj¡cy na unikalny identy�kator kroku, który w analizowanych przykªadach b¦dzie
wyra»ony za pomoc¡ maªych liter greckich.
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α: A1: 13 = 2 * 6 + 1;
β: A2: not 2 divides 13 by A1, Th9;
γ: A3: 13 = 3 * 4 + 1 ;

δ: A4: not 3 divides 13 by A3, Th9;
ε: A5: for n be Nat st 1 < n & n * n <= 13 & n is prime

holds not n divides 13 by A2, A4, Lm3;
ζ: A6: 13 is prime by A5, Th14;

Wydruk 2.4: Dowód faktu, »e 13 jest liczb¡ pierwsz¡.

Grafem dowodu D przy takiej interpretacji jest wówczas digraf, którego wierz-
choªkami s¡ krotki:

<Reasoning-Step> =
8〈8<Id> 8

,
8
<Labels-Introduced>

8
,
8
<Labels-Used>

8〉8, (2.3)

za± ªukami pary (〈α1, LI1, LU1 〉, 〈α2, LI2, LU2 〉) takie, »e LI1 ∩ LU2 6= ∅, które b¦dziemy
nazywa¢ ªukami referencyjnymi (zob. rys. 2.5).

W analizowanym przykªadzie z wydruku 2.4, z krokiem δ zwi¡zana jest krotka
〈δ, {A4}, {A3, Th9}〉, z krokiem ε krotka 〈ε, {A5}, {A2, A4, Lm3}〉, które to krotki
s¡ poª¡czone ªukiem referencyjnym, poniewa» A4 ∈ {A4} ∩ {A2, A4, Lm3} (zob.
rys. 2.5).

〈α, {A1}, ∅〉 〈β, {A2}, {A1, Th9}〉 〈ε, {A5}, {A2, A4, Lm3}〉

〈γ, {A3}, ∅〉 〈ε, {A5}, {A2, A4, Lm3}〉 〈ζ, {A6}, {A5, Th14}〉

〈<Id> , <Labels-Introduced> , <Labels-Used> 〉

Rysunek 2.5: Graf dowodu dla rozumowania przedstawionego na wydruku 2.4.

Digraf, w którym zbiór ªuków pokrywa si¦ ze zbiorem ªuków referencyjnych jest
cz¦sto nazywany grafem referencyjnym [59]. Naturalnie graf referencji jest digrafem
acyklicznym. Istnienie cyklu oznaczaªoby, »e uzasadnienie jakiego± stwierdzenia s wy-
korzystuje przesªank¦, która jest wywnioskowana przy u»yciu uzasadnianego stwier-
dzenia s, co jest sprzeczne z zaªo»eniami dowodu matematycznego. Dopuszczalne s¡
jednak póªcykle � zamkni¦te D�drogi, które uniemo»liwiaj¡ rozpatrywanie grafu re-
ferencji jako drzewa skierowanego (dodanie ªuku (〈α, {A1}, ∅〉, 〈γ, {A3}, ∅〉) do grafu
przedstawionego na rys. 2.5 generuje póªcykl, zob. równie» rys. 2.7).

W celu uproszczenia opisu grafu dowodu, b¦dziemy posªugiwa¢ si¦ terminem krok
α zamiast krok, którego terminal <Id> ma warto±¢ α oraz wierzchoªek α, zamiast
wierzchoªek, z którym zwi¡zany terminal <Id> w gra�e dowodu ma warto±¢ α. Do-
datkowo, wykorzystuj¡c jednoznaczno±¢ warto±ci terminalu <Id>, b¦dziemy oznacza¢
ªuk ª¡cz¡cy wierzchoªki α1, α2 za pomoc¡ pary uporz¡dkowanej (α1, α2).

W dalszej cz¦±ci rozprawy, krotka <Reasoning-Step> reprezentuj¡ca informacj¦
zawart¡ w poszczególnych krokach rozumowania b¦dzie powi¦kszana o kolejne ter-
minale. Mody�kacje te b¦d¡ jednak zachowywa¢ kolejno±¢ istniej¡cych terminali, co
umo»liwia wykorzystanie poj¦cia ªuku referencyjnego mimo zmian w opisie krotki.
Ostateczna posta¢ krotki <Reasoning-Step> zostaªa sformuªowana w Def. 2.1.

20



2.2 �uki pierwotnie porz¡dkuj¡ce

Przedstawione do tej pory zale»no±ci referencyjne nie opisuj¡ wszystkich mo»liwych
zale»no±ci mi¦dzy krokami rozumowania. Konieczne jest bowiem uwzgl¦dnienie struk-
tury formuª (tab. 2.1), co wyka»emy w tym podrozdziale rozprawy. Formuªy zapisane

⊥ contradiction

¬α not α
α ∧ β α & β
α ∨ β α or β
α =⇒ β α implies β
α⇐⇒ β α iff β
∃x α ex x st α
∀x α for x holds α
∀x :α β for x st α holds β

Tablica 2.1: Zapis spójników logicznych oraz kwanty�katorów w j¦zyku Mizar.

w j¦zyku Mizar, mog¡ zawiera¢ identy�katory zmiennych, które wi¡»¡ si¦ z kolejnym
rodzajem zale»no±ci wyst¦puj¡cej mi¦dzy wierzchoªkami grafu dowodu. Zale»no±ci
te s¡ nast¦pstwem faktu, »e je±li rozwa»ana w pewnym kroku formuªa ma zmienne
wolne, to musz¡ j¡ poprzedza¢ w rozumowaniu kroki wprowadzaj¡ce te zmienne.
W celu uproszczenia rozumowania zakªadamy, »e rozwa»ane skrypty dowodowe nie
posiadaj¡ zarezerwowanych identy�katorów zmiennych [33]. Zmienne, które zostaªy
wprowadzone do rozumowania, a wi¦c zmienne odpowiadaj¡ce za wprowadzenie sta-
ªej, jak równie» kwanty�katora uniwersalnego oraz egzystencjalnego do rozumowania
b¦dziemy nazywa¢ zmiennymi ustalonymi lub staªymi (ang. dummy variable [39]).

Zauwa»my, »e pomini¦cie informacji opisuj¡cej porz¡dek wyznaczony przez zale»-
no±ci wynikaj¡ce z wykorzystania zmiennych ustalonych mo»e prowadzi¢ do powsta-
nia wierzchoªków izolowanych w gra�e dowodu. Natra�amy na tak¡ sytuacj¦ podczas
analizy kroków rozumowania, które odpowiadaj¡ wyª¡cznie za wprowadzanie do ro-
zumowania nowych identy�katorów zmiennych ustalonych.

Narzucaj¡cym si¦ rozwi¡zaniem tego problemu jest wzbogacenie opisu wierzchoªka
w gra�e dowodu o terminale umo»liwiaj¡ce opis zale»no±ci, które wynikaj¡ z wprowa-
dzania lub u»ywania identy�katorów zmiennych ustalonych (<Variable-Identi�er>).
Rozszerzmy w tym celu opis kroku rozumowania o dwa terminale: list¦ wprowadzo-
nych w tym kroku do rozumowania nowych identy�katorów zmiennych ustalonych
(<Variables-Introduced>) oraz list¦ identy�katorów zmiennych ustalonych, które s¡
zmiennymi wolnymi wykorzystywanych w stwierdzeniu sformuªowanym w tym kroku,
ale nie zostaªy ustalone w tym kroku (<Variables-Used>).

<Reasoning-Step>=
8〈8<Id> 8

,
8
<Labels-Introduced>

8
,
8
<Labels-Used>

8
,
8

<Variables-Introduced>
8
,
8
<Variables-Used>

8〉8,
<Variables-Introduced>=

8∅8 | 8{8<Variable-Identi�er>{8,8<Variable-Identi�er>}∗8}8,
<Variables-Used>=

8∅8 | 8{8<Variable-Identi�er>{8,8<Variable-Identi�er>}∗8}8.
(2.4)

Niech 〈α1, LI1, LU1 , V I1 , V U1 〉, 〈α2, LI2, LU2 , V I2 , V U2 〉 b¦d¡ wierzchoªkami grafu dowodu
z interpretacj¡ informacji zawartej w krokach rozumowania w postaci (2.4). Wówczas
kroki te s¡ poª¡czone ªukiem nowego rodzaju, je±li V I1 ∩LV2 6= ∅. Takie ªuki b¦dziemy
nazwa¢ ªukami pierwotnie porz¡dkuj¡cymi.
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for K be Field st 1.K <> -1.K holds K is Fanoian
proof

α: let K be Field;
β: assume A1: 1.K <> -1.K;
γ: A2: 1.K + 1.K <> 0.K by A1, VECTSP_1: 63;
δ: assume A3: not K is Fanoian;
ε: consider a be Element of K such that

A4: a + a = 0.K and A5: a <> 0.K by A3, VECTSP_1: def 30;
ζ: A6: a = a * 1.K by VECTSP_1: def 13;
η: A7: 0.K = a * (1.K+1.K) by A4, A6, VECTSP_1: def 18;
θ: thus contradiction by A2, A5, A7, VECTSP_1: 44;

end;

Wydruk 2.6: Dowód faktu, »e dowolne ciaªo posiadaj¡ce dwa ró»ne elementy 1, −1,
nie jest charakterystyki 2.

〈α, ∅, ∅, {K}, ∅〉

〈β, {A1}, ∅, ∅, {K}〉 〈δ, {A3}, ∅, ∅, {K}〉 〈ε, {A4, A5}, {A3},
{a}, {K}〉

〈γ, {A2}, {A1}, ∅, {K}〉 〈η, {A7}, {A4, A6},
∅, {a,K}〉 〈ζ, {A6}, ∅, ∅, {a,K}〉

〈θ, ∅, {A2, A5, A7},
∅, ∅〉

〈<Id> , <Labels-Introduced> , <Labels-Used>
<Variables-Introduced> , <Variables-Used> 〉

K

K

K
K

K

K

a

a

A1

A2

A3

A4

A6A7
A5

Rysunek 2.7: Graf dowodu dla rozumowania przedstawionego na wydruku 2.6.

W celu zilustrowania rodzin ªuków referencyjnych oraz pierwotnie porz¡dkuj¡-
cych w gra�e dowodu, rozwa»my rozumowanie przedstawione na wydruku 2.6, po-
chodz¡ce z artykuªu [67], którego struktura przy interpretacji informacji zawartej
w wierzchoªku w postaci (2.4) jest przedstawiona na rys. 2.7 (wykorzystujemy tam
oznaczenia 1.K, -1.K, 0.K na elementy 1, −1, 0 ciaªa K odpowiednio). Naturalnie
graf dowodu nie zawiera ªuków wielokrotnych, a ªuki nie s¡ etykietowane. U»yte opisy
maj¡ na celu jedynie uªatwienie identy�kacji ªuków oraz wyró»nienie tych spo±ród
nich, które s¡ jednocze±nie referencyjne i pierwotnie porz¡dkuj¡ce. Opisy nad ªukami
przedstawiaj¡ odpowiednio wspólne elementy odpowiednich list <Labels-Introduced>,
<Labels-Used>, w przypadku ªuków referencyjnych oznaczanych ci¡gª¡ strzaªk¡ oraz
list <Variables-Introduced>, <Variables-Used>, w przypadku ªuków pierwotnie po-
rz¡dkuj¡cych oznaczanych wykropkowan¡ strzaªk¡.
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2.3 Szkielet rozumowania jako szczególny rodzaj in-

formacji porz¡dkuj¡cych

Niektóre dowody w systemie naturalnej dedukcji maj¡ pewn¡ ustalon¡ struktur¦, np.
»eby udowodni¢ twierdzenie uniwersalne zwykle najpierw wprowadza si¦ zmienn¡
reprezentuj¡c¡ dowolny element, a potem co± na temat tego elementu si¦ dowodzi.
Charakterystyczn¡ cech¡ takiej struktury jest to, »e pewne kroki musz¡ nast¡pi¢
przed innymi. Kolejno±¢ ta cz¦sto nie jest powi¡zana z dotychczas wprowadzonymi
rodzajami ªuków. Dlatego potrzebne jest wprowadzenie tzw. ªuków szkieletowych
do naszego modelu grafu dowodu. Szkielet jest zatem cz¦±ci¡ rozumowania, która
ustala struktur¦ dowodu (szkielet rozumowania przedstawionego na wydruku 2.6
jest wyznaczony przez kroki α, β, δ, θ). Poszczególne jego elementy, nazywane da-
lej <Skeleton-Step>, odpowiadaj¡ za wprowadzenie do rozumowania uniwersalnego
oraz egzystencjalnego kwanty�katora, eliminacj¦ implikacji, w tym rozpocz¦cie rozu-
mowania nie wprost, oraz stwierdzanie tezy. Dodatkowo, do opisanych powy»ej czte-
rech rodzajów <Skeleton-Step> (por. tab. D.1) nale»y doda¢ kroki odpowiadaj¡ce za
rozpocz¦cie rozumowania prowadzonego przez przypadki oraz kroki rozpoczynaj¡ce
poszczególne przypadki. Poniewa» ka»de rozumowanie prowadzone przez przypadki
mo»e zosta¢ sformuªowane w postaci ci¡gu zagnie»d»onych podrozumowa« uzasadnia-
j¡cych poszczególne przypadki (tak jak zostaªo to zrobione w przypadku rozumowania
przedstawionego na wydruku 2.11). B¦dziemy zakªada¢, »e rozumowania rozwa»ane
w tej rozprawie nie wykorzystuj¡ kroków umo»liwiaj¡cych prowadzenie rozumowa«
przez przypadki.

Rozwa»my kilka mo»liwych konstrukcji szkieletu rozumowania uzasadniaj¡cego
zawieranie si¦ dwóch relacji R, S, gdzie predykat c= opisuje relacj¦ zawierania ⊆,
natomiast wyra»enie [x,y] odpowiada parze uporz¡dkowanej (x, y). Przytoczone

a) R c= S b) R c= S c) R c= S
proof proof proof

let x be set; let x be set; let x, y be set;

assume x in R; assume x in R; assume [x,y] in R;
<Reasoning> assume not x in S; <Reasoning>
thus x in S; <Reasoning> thus [x,y] in S;

end; thus contradiction; end;

end;

d) R c= S e) R c= S
proof proof

let x be set; assume ex x, y be set st

assume ex y be set st [x,y] in R & not [x,y] in S;
[x,y] in R & not [x,y] in S; <Reasoning>

<Reasoning> thus contradiction;

thus contradiction; end;

end ;

Rysunek 2.8: Wybrane konstrukcje szkieletu rozumowania uzasadniaj¡cego zawiera-
nie R⊆S.

warianty szkieletów rozumowania (rys. 2.8) prezentuj¡ wówczas wybrane poprawnie
zbudowane szkielety dowodów uzasadniaj¡cych formuª¦ R⊆S. Dwa pierwsze szkielety
a), b) odpowiadaj¡ strukturom dowodu wykorzystuj¡cym jedynie de�nicj¦ predykatu
zawierania zbiorów. Aby wykorzysta¢ wªasno±ci, »e R jest relacj¡ (S nie musi by¢
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relacj¡), niezb¦dne jest umieszczenie w ±rodowisku rede�nicji predykatu zawierania,
opisuj¡cej przypadek zawierania si¦ zbioru b¦d¡cego relacj¡ w dowolnym zbiorze,
wraz z niezb¦dnymi notacjami, umo»liwiaj¡cymi sformuªowanie szkieletu w trzech
pozostaªych postaciach (c), d), e)). Wprowadzenie tej rede�nicji oraz odpowiednich
notacji do ±rodowiska skryptu dowodowego uniemo»liwia jednak dost¦p do rozwini¦cia
de�nicyjnego predykatu zawierania sformuªowanego dla zbiorów, odk¡d wery�kator
systemu Mizar na podstawie informacji zawartych w ±rodowisku oraz skrypcie dowo-
dowym mo»e wywnioskowa¢, »e R jest relacj¡. Tym samym szkielety zaproponowane
w przypadkach a), b) staj¡ si¦ niepoprawne dla wery�katora tego systemu.

Szczególnym zbiorem informacji zawartym w ±rodowisku, które wery�kator sys-
temu Mizar wykorzystuje w procesie wnioskowania s¡ rejestracje [33]. Jest to lista
stwierdze«, które w danym ±rodowisku s¡ uznane za oczywiste i s¡ domy±lnie wy-
korzystywane m.in. do uzasadnienia ka»dego kroku. Tak¡ rejestracj¡ mo»e by¢ np.
stwierdzenie, »e zbiór pusty jest relacj¡, która wpªywa na szkielet uzasadnienia za-
wierania ∅ c= S.

Wyznaczenie kolejno±ci kroków rozumowania <Skeleton-Step> w ogólnym przy-
padku wymaga wi¦c bardzo szczegóªowej analizy zasobów ±rodowiska skryptów dowo-
dowych lub wykorzystania moduªu Reasoner, który wery�kuje poprawno±¢ zbudowa-
nego szkieletu. Moduª ten musiaªby jednak sprawdzi¢ poprawno±¢ wszystkich mo»li-
wych linearyzacji podgrafu dowodu indukowanego przez kroki rodzaju
<Skeleton-Step>, których liczba mo»e by¢ bliska liczbie permutacji zbioru tych kro-
ków. Rozs¡dnym wydaje si¦ zatem przechowywanie informacji o kolejno±ci kroków
<Skeleton-Step> w opisie rozumowania, za pomoc¡ dodatkowego terminalu:

<Skeleton-Predecessor> =
8∅8 | 8{8<Id> 8}8. (2.5)

Terminal <Skeleton-Predecessor> w wierzchoªku α2 ma warto±¢ {α1} wtedy i tylko
wtedy, gdy oba kroki α1, α2 s¡ rodzaju <Skeleton-Step>, krok α1 jest poprzednikiem
kroku α2 w rozumowaniu oraz nie istnieje krok w zlinearyzowanym rozumowaniu
rodzaju <Skeleton-Step> znajduj¡cy si¦ mi¦dzy α1 oraz α2.

〈α, ∅, ∅, {K}, ∅, ∅〉

〈β, {A1}, ∅, ∅, {K}, {α}〉 〈δ, {A3}, ∅, ∅, {K},
{β}〉

〈ε, {A4, A5}, {A3},
{a}, {K}, ∅〉

〈γ, {A2}, {A1}, ∅, {K}, ∅〉 〈η, {A7}, {A4, A6},
∅, {a,K}, ∅〉 〈ζ, {A6}, ∅, ∅, {a,K}, ∅〉

〈θ, ∅, {A2, A5, A7},
∅, ∅, {δ}〉

〈<Id> , <Labels-Introduced> , <Labels-Used>
<Variables-Introduced> , <Variables-Used> ,
<Skeleton-Predecessor> 〉

K

K

K
K

K

K

a

a

A1

A2

A3

A4

A6A7
A5

Rysunek 2.9: Graf dowodu przedstawiony na rys. 2.7 wzbogacony o ªuki szkieletowe
oznaczone strzaªkami kreskowanymi.
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�ukiem szkieletowym b¦dziemy nazywa¢ par¦ (α1, α2) wtedy i tylko wtedy, gdy
α1 jest elementem zbioru, który jest warto±ci¡ terminalu <Skeleton-Predecessor>
w krotce opisuj¡cej krok α2 (w przykªadzie rys. 2.7, s¡ to trzy ªuki (α, β), (β, δ),
(δ, θ), zob. rys. 2.9). Dodatkowo wierzchoªki, które odpowiadaj¡ krokom rodzaju
<Skeleton-Step>, b¦dziemy cz¦sto nazywa¢ szkieletowymi.

�uki szkieletowe, podobnie jak ªuki pierwotnie porz¡dkuj¡ce, okre±laj¡ warunki
narzucone na porz¡dek linearyzacji grafu dowodu. Ze wzgl¦du na podobny charakter
informacji zwi¡zany z tymi ªukami, de�niujemy now¡ rodzin¦ ªuków w gra�e dowodu,
powstaª¡ z poª¡czenia dwóch rodzin: rodziny ªuków szkieletowych oraz rodziny ªuków
pierwotnie porz¡dkuj¡cych, której elementy b¦dziemy nazywa¢ ªukami porz¡dkuj¡-
cymi. Podobnie de�niujemy rodzin¦ ªuków w gra�e dowodu powstaª¡ z poª¡czenia
dwóch rodzin: rodziny ªuków referencyjnych oraz rodziny ªuków porz¡dkuj¡cych, któ-
rej elementy b¦dziemy nazywa¢ ªukami argumentuj¡cymi.

2.4 Pozostaªe ªuki porz¡dkuj¡ce

Ostatnim rodzajem informacji, który mo»na opisa¢ za pomoc¡ ªuków porz¡dkuj¡cych,
s¡ zale»no±ci wynikaj¡ce z mo»liwo±ci nadpisywania wprowadzonych identy�katorów
zmiennych ustalonych oraz etykiet. Naturalnie wystarczaj¡cym rozwi¡zaniem tego
problemu jest rozszerzenie rodziny ªuków porz¡dkuj¡cych o ªuki opisuj¡ce zale»no±¢
mi¦dzy ka»dym wierzchoªkiem, w którym zostaª wykorzystany identy�kator przed
nadpisaniem, a wierzchoªkiem w którym ten identy�kator zostaª nadpisany. Takie
rozwi¡zanie nie generuje skierowanych cykli w powstaªym gra�e dowodu, aczkolwiek
ze wzgl¦du na istnienie w systemie Mizar programów pomocniczych dokonuj¡cych
α�konwersji [58], które eliminuj¡ problemy nadpisywania, b¦dziemy zawsze zakªada¢,
»e w rozwa»anych rozumowaniach nie wyst¦puj¡ problemy zwi¡zane z nadpisywaniem
identy�katorów.

2.5 Metakraw¦dzie

Przedstawiane powy»ej przykªady sªu»¡ce opisaniu zale»no±ci wyst¦puj¡cych w gra�e
dowodu, posiadaªy zawsze �pªaskie�, czy te» � jednopoziome� rozumowanie. W celu
zilustrowania struktury dowodów, w których rozumowanie jest prowadzone na kliku
poziomach zagnie»d»enia, rozwa»my jeden z mo»liwych dowodów �reguªy pij¡cego�
[70, 97] zapisany w j¦zyku Mizar (wydruk 2.11). W strukturze tego rozumowania
mo»emy odnale¹¢ trzy poziomy zagnie»d»enia: zerowy, zbudowany wyª¡cznie z kroku
α; pierwszy, z kroków β, ι, ν oraz drugi, zawieraj¡cy pozostaªe kroki (rys. 2.12).

Zauwa»my, »e »adna ze zgromadzonych dot¡d informacji w gra�e dowodu nie
charakteryzuje zwi¡zku mi¦dzy wierzchoªkami, które znajduj¡ si¦ na tym samym
poziomie zagnie»d»enia w rozumowaniu. Dodatkowo, nie odnajdziemy »adnych za-
le»no±ci miedzy wierzchoªkiem, którego uzasadnienie opiera si¦ o zagnie»d»one pod-
rozumowanie, a wierzchoªkami odpowiadaj¡cymi krokom tego podrozumowania (np.
mi¦dzy krokiem β, a którymkolwiek z po±ród γ, δ, ε, ζ, η, θ).

Wykorzystuj¡c poj¦cia zwi¡zane z drzewem skierowanym, mo»emy unikn¡¢ utraty
tego rodzaju informacji zawartych w rozumowaniu, wzbogacaj¡c krotk¦ opisuj¡c¡
kroki dowodu. Naturalnym wydaje si¦ przechowywanie informacji o tym aspekcie
struktury dowodu w postaci drzewa skierowanego, w którym uzasadnione stwierdze-
nie odpowiada korzeniowi drzewa, natomiast kolejne poziomy zagnie»d»enia odpo-
wiadaj¡ �warstwom� drzewa, zbudowanym z wierzchoªków o tej samej odlegªo±ci
od korzenia. Precyzuj¡c, zbiór nast¦pników wierzchoªka v odpowiada zbiorowi kro-
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ków podrozumowania, które stanowi zagnie»d»one podrozumowanie uzasadniaj¡ce
poprawno±¢ stwierdzenia sformuªowanego w kroku v.

Skonstruowana w ten sposób nowa rodzina ªuków ma zupeªnie inne znaczenie
w strukturze grafu dowodu ni» rodziny ªuków referencyjnych oraz ªuków porz¡dkuj¡-
cych. Opisuje ona wyª¡cznie zale»no±ci mi¦dzy kolejnymi poziomami zagnie»d»enia.
Dla odró»nienia tej relacji w strukturze grafu dowodu, ªuki tego drzewa b¦dziemy
nazywali metakraw¦dziami.

Analizuj¡c wªasno±ci, którymi odznacza si¦ powstaªa struktura ªuków oraz meta-
kraw¦dzi, mo»emy zauwa»y¢, »e wybór orientacji metakraw¦dzi od korzenia do li±ci
prowadzi do komplikacji w opisie interesuj¡cych nas wªasno±ci. W celu zilustrowa-
nia tego problemu, rozwa»my sytuacj¦ niedozwolon¡ w dowodzie matematycznym
(rys. 2.10), w której stwierdzenie α2 wynikaj¡ce z α1 jest wykorzystywane w uza-
sadnieniu np. formuªy βi nale»¡cej do podrozumowania, zbudowanego ze stwierdze«
β1, β2, . . . , βn, stanowi¡cego zagnie»d»one uzasadnienie formuªy α1. Chcieliby±my,

α1 α2

β1 β2 β3 βi βn

Rysunek 2.10: Przykªad niepoprawnego rozumowania, które nie generuje cyklu skie-
rowanego, je»eli metakraw¦dzie prowadz¡ od korzenia drzewa do jego li±ci. Metakra-
w¦dzie s¡ tutaj reprezentowane przez strzaªki postaci �.

aby taka sytuacja, w której wniosek z kroku α1 zostaª wykorzystany w uzasadnieniu
tego kroku, wi¡zaªa si¦ z powstaniem cyklu skierowanego, tak jak miaªo to miejsce
w gra�e referencji. Mo»emy uzyska¢ ten warunek, zmieniaj¡c orientacj¦ metakraw¦-
dzi, tak aby prowadziªy one od li±ci do korzeni. Nowa rodzina metakraw¦dzi wraz
ze zbiorem wierzchoªków tworzy wówczas skierowane drzewo o odwróconej orientacji
(ang. arborescent directed graph).

Informacje o rodzinie metakraw¦dzi b¦dziemy przechowywa¢ w opisie kroku ro-
zumowania <Reasonings-Step> w oparciu o dodatkowy terminal

<Justi�ed-Statement> = 8∅8 | 8{8<Id> 8}8. (2.6)

Terminal <Justi�ed-Statement> w wierzchoªku α2 przyjmuje warto±¢ {α1} wtedy
i tylko wtedy, gdy uzasadnienie kroku α1 opiera si¦ o zagnie»d»one podrozumowanie
zawieraj¡ce krok α2. W rozwa»anym przykªadzie (wydruk 2.11), warto±¢ terminala
<Justi�ed-Statement> zwi¡zanego z wierzchoªkiem α jest zbiorem pustym, w wierz-
choªkach β, ι, ν ma warto±¢ {α}, a w wierzchoªkach γ, δ, ε, ζ, η, θ oraz κ, λ, µ ma
odpowiednio warto±¢ {β} oraz {ι}.

Opisuj¡c struktur¦ dowodów formalnych, niejednokrotnie rozwa»amy struktur¦
konkretnego rozumowania z pomini¦ciem zawartych w nim zagnie»d»onych podrozu-
mowa«. Wynika to z faktu, »e proces odtworzenia koncepcji analizowanego dowodu
mo»emy naturalnie podzieli¢ ze wzgl¦du na kolejne � jednopoziomowe� rozumowania,
które stanowi¡ zagnie»d»one uzasadnienia pojedynczych kroków dowodu lub �zerowy
poziom� rozumowania. Mo»emy bowiem najpierw rozwa»y¢ zerowy poziom dowodu,
z pomini¦ciem zagnie»d»onych podrozumowa«, które stanowi¡ uzasadnienia wybra-
nych kroków tego dowodu. W drugim �kroku� mo»emy wówczas analizowa¢ wyª¡cznie
podrozumowania zawarte w pomini¦tych uzasadnieniach. Naturalnie, je»eli w którym±
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podrozumowaniu istniaªy kroki, których uzasadnienie opieraªo si¦ o dowód, to ich ana-
liza zostanie wykonana w kolejnym �kroku�, itd. Jednopoziomowe rozumowania odpo-
wiadaj¡ wi¦c rodzinom kroków dowodu, które posiadaj¡ wspóln¡ warto±¢ terminalu
<Justi�ed-Statement>. W dalszej cz¦±ci rozprawy, jednopoziomowe rozumowanie b¦-
dziemy nazywa¢ rozumowaniami pierwotnymi. W rodzinie rozumowa« pierwotnych
okre±lamy relacj¦ bycia rozumowaniem nadrz¦dnym. Rozumowanie pierwotne R1 b¦-
dziemy nazywa¢ bezpo±rednio nadrz¦dnym wzgl¦dem rozumowania pierwotnego R2,
je±li R2 jest zagnie»d»onym podrozumowaniem uzasadniaj¡cym wybrany krok z R1
(rozumowanie pierwotne zbudowane z kroku α, przedstawione na rys. 2.12 jest bezpo-
±rednio nadrz¦dne wzgl¦dem rozumowania pierwotnego zbudowanego z wierzchoªków
β, ι, ν). Relacj¡ nadrz¦dno±ci jest wówczas domkni¦cie zwrotno�przechodnie relacji
bezpo±redniej nadrz¦dno±ci. Podobnie rozumowanie pierwotne R2 b¦dziemy nazywa¢
podrz¦dnym wzgl¦dem rozumowania pierwotnego R1, je±li R1 jest nadrz¦dne wzgl¦-
dem R2.

α: ex x st (P[x] implies for y holds P[y])

proof

β: A1: (ex x st not P[x]) implies thesis

proof

γ: assume A2: ex x st not P[x] ;

δ: consider a such that A3: not P[a] by A2;
ε: take a;
ζ: assume A4: P[a];
η: A5: contradiction by A3, A4;
θ: thus for y holds P[y] by A5;

end;

ι: A6: (for x holds P[x]) implies thesis

proof

κ: assume A7: for x holds P[x];
λ: take b=the set;

µ: thus P[b] implies for y holds P[y] by A7;
end;

ν: thus thesis by A1, A6;
end;

Wydruk 2.11: Dowód �reguªy pij¡cego�, która stwierdza, »e w ka»dej grupie ludzi
mo»na wskaza¢ jedn¡ osob¦ tak¡, »e je»eli ta osoba pije, to wszyscy pij¡.

2.6 Graf dowodu

Przedstawiona powy»ej konstrukcja opisu informacji zawartej w poszczególnych kro-
kach rozumowania dostarcza dostatecznej liczby zale»no±ci wyst¦puj¡cych mi¦dzy
krokami rozumowania, które umo»liwiaj¡ odtworzenie grafu dowodu (badania wyko-
rzystuj¡ce przedstawiony opis informacji zostaªy przedstawione w sekcji 3.3.3). Osta-
teczna forma opisu informacji zawartej w krokach rozumowania ma posta¢:

<Reasoning-Step>=
8〈8<Id> 8

,
8
<Labels-Introduced>

8
,
8
<Labels-Used>

8
,
8

<Variables-Introduced>
8
,
8
<Variables-Used>

8
,
8

<Skeleton-Predecessor>
8
,
8
<Justi�ed-Statement>

8〉8.
(2.7)
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Naturalnie krotk¦ t¦ mo»emy zastosowa¢ do opisu informacji zawartej w ka»dym po-
prawnie zbudowanym kroku dowodu w systemie Mizar (tab. D.1). Na jej podstawie
formuªujemy de�nicj¦ grafu dowodu.

De�nicja 2.1. Niech D b¦dzie rozumowaniem zapisanym w uproszczonej skªadni sys-
temu Mizar (tab. D.1), poprawnym dla wery�katora tego systemu, V zbiorem krotek
<Reasoning-Step> opisuj¡cych kroki rozumowania D, za± A,M ⊆ V × V podzbio-
rami zbioru wszystkich par krotek. Uporz¡dkowan¡ trójk¦ P = 〈V,A,M〉 b¦dziemy
nazywa¢ grafem dowodu D wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych dwóch krotek
v1 = 〈α1, LI1, LU1 , V I1 , V U1 , SP1, JS1〉, v2 = 〈α2, LI2, LU2 , V I2 , V U2 , SP2, JS2〉 ze zbioru
V , speªnione s¡ warunki:

1. (v1, v2) ∈ A⇐⇒
(
LI1 ∩ LU2 6= ∅ ∨ V I1 ∩ V U2 6= ∅ ∨ α1 ∈ SP2

)
,

2. (v1, v2) ∈M ⇐⇒ α1 ∈ JS2.

W gra�e dowodu P = 〈V,A,M〉 ªuki ze zbioru A odpowiadaj¡ ªukom argumen-
tuj¡cym, za± ªuki ze zbioru M metakraw¦dziom.

De�nicja 2.2. Uporz¡dkowan¡ trójk¦ P = 〈V,A,M〉 b¦dziemy nazywa¢ konstruk-
tywnym grafem dowodu, je±li istnieje poprawne dla wery�katora systemu Mizar ro-
zumowanie D zapisane w uproszczonej skªadni tego systemu (tab. D.1), dla którego
P jest grafem dowodu D.

Wprowad¹my oznaczenia pomocniczeDP = 〈V,A〉,MetaP = 〈V,M〉. Z konstruk-
cji grafu dowodu, uzyskujemy dwa poni»sze stwierdzenia.

Stwierdzenie 2.3. Niech P = 〈V,A,M〉 b¦dzie konstruktywnym grafem dowodu.
Para 〈V,A ∪M〉 jest acyklicznym digrafem, w którym dopuszczalne s¡ póªcykle, na-
tomiast para 〈V,M〉 jest lasem dendroidów.

Stwierdzenie 2.4. Je»eli (v, u) jest DP�ªukiem konstruktywnego grafu dowodu P,
to ka»dy nast¦pnik wierzchoªka v w MetaP, jest osi¡galny z u w MetaP i jest ró»ny
od u.

Dowód. Niech (u, v) b¦dzieDP�ªukiem konstruktywnego grafu dowoduP. Oznaczmy
przez pu, pv poziomy zagnie»d»enia w lesie MetaP, dla których u ∈ MetapuP , v ∈
MetapvP oraz niech Ru, Rv b¦d¡ rozumowaniami pierwotnymi zawieraj¡cymi kroki
u, v odpowiednio. Zauwa»my, »e niezale»nie, czy w u zostaªo uzasadnione stwier-
dzenie, czy te» zostaªy wprowadzone nowe zmienne ustalone do rozumowania, »adna
z tych informacji nie mo»e by¢ wykorzystana w rozumowaniu pierwotnym, które jest
jednocze±nie nadrz¦dne wzgl¦dem Ru i ró»nym od Ru. St¡d pv  pu. Przypadek pu =
0 jest oczywisty, poniewa» u jako korze« nie posiada »adnego nast¦pnika w MetaP.
Zaªó»my wi¦c, »e pu > 0 oraz niech u →

MetaP
w. Rozumowanie Rw jest wówczas

nadrz¦dne wzgl¦dem Rv oraz Rw 6= Rv, gdzie Rw oznacza rozumowanie pierwotne
zawieraj¡ce wierzchoªek w. St¡d ostatecznie v →

MetaP

∗w oraz v 6= w.

Wªasno±ci konstruktywnego grafu dowodu sformuªowane w Stw. 2.3, 2.4, charak-
teryzuj¡ podstawowe oczekiwania, stawiane przed poprawnie zbudowanym dowodem
w systemie naturalnej dedukcji G. Gentzena, S. Ja±kowskiego [30, 40, 66]. Wªasno±ci
te umo»liwiaj¡ zde�niowanie struktury abstrakcyjnego grafu dowodu, wyra»onej wy-
ª¡cznie w terminach digrafów. Poka»emy w twierdzeniu 2.17, »e ka»dy abstrakcyjny
graf dowodu P, w którym rodzina wierzchoªków szkieletowych speªnia dodatkow¡
zale»no±¢ wynikaj¡c¡ z syntaktyki systemu Mizar, jest konstruktywny.
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De�nicja 2.5. Abstrakcyjnym grafem dowodu P = 〈V(P),A(P),M(P)〉 nazy-
wamy uporz¡dkowan¡ trójk¦ zbiorów, niepustego zbioru V(P) oraz dwóch podzbiorów
A(P),M(P) ⊆ V(P) × V(P) zbioru wszystkich uporz¡dkowanych par, speªniaj¡c¡
zale»no±ci:

1. digraf MetaP := 〈V(P),M(P)〉 jest lasem dendroidów,

2. ka»dy ªuk (u, v) w digra�e dowodu DP := 〈V(P),A(P)〉 speªnia warunek: ka»dy
nast¦pnik u w lesie MetaP jest osi¡galny z v w lesie MetaP i jednocze±nie
ró»ny od v,

3. digraf GP := 〈V(P),A(P) ∪M(P)〉 jest acykliczny.

Z warunku Def. 2.5.2◦ uzyskujemy natychmiast, »e zbiory A(P),M(P) s¡ rozª¡-
czne. Dodatkowo ze stwierdze« 2.3, 2.4, uzyskujemy nast¦puj¡cy lemat.

Lemat 2.6. Konstruktywny graf dowodu jest abstrakcyjnym grafem dowodu.

Niech v1 = 〈α1, LI1, LU1 , V I1 , V U1 , SP1, JS1〉, v2 = 〈α2, LI2, LU2 , V I2 , V U2 , SP2, JS2〉
oraz v1, v2 ∈ V . W rodzinie A(P)�ªuków konstruktywnego grafu dowodu P zostaªy
wyró»nione podczas konstrukcji cztery rodzaje ªuków o szczególnym znaczeniu:

• (v1, v2) jest ªukiem referencyjnym wtedy i tylko wtedy, gdy LI1 ∩ LU2 6= ∅,

• (v1, v2) jest ªukiem pierwotnie porz¡dkuj¡cym wtedy i tylko wtedy, gdy V I1 ∩
V U2 6= ∅,

• (v1, v2) jest ªukiem szkieletowym wtedy i tylko wtedy, gdy α1 ∈ JS2,

• (v1, v2) jest ªukiem porz¡dkuj¡cym wtedy i tylko wtedy, gdy (v1, v2) jest pier-
wotnie porz¡dkuj¡cym lub szkieletowym,

Zde�niujmy teraz odpowiedniki tych rodzin w digra�e DP abstrakcyjnego grafu do-
wodu P, nadaj¡c im analogiczne nazwy.

De�nicja 2.7. Niech P b¦dzie abstrakcyjnym grafem dowodu. W rodzinie
A(P)�ªuków wyró»niamy podrodziny: RefP, Ord

P
P, SkelP, OrdP speªniaj¡ce wa-

runki RefP ∪ OrdP = A(P), OrdP = SkelP ∪ OrdPP. Elementy rodzin RefP,
OrdPP, SkelP, OrdP b¦dziemy nazywa¢ odpowiednio ªukami referencyjnymi, pierwot-
nie porz¡dkuj¡cymi, szkieletowymi, porz¡dkuj¡cymi.

Wprowad¹my oznaczenia dwóch grafów: grafu referencyjnego RP =〈V(P),RefP〉
i grafu pierwotnie porz¡dkuj¡cego OP = 〈V(P),OrdPP〉, a tak»e dla zbioru wierzchoª-
ków szkieletowych SP = {v ∈ V(P) : ∃w∈V(P)(v, w) ∈ SkelP ∨ (w, v) ∈ SkelP}.

Wykorzystanie konstrukcji then w procesie poprawy czytelno±ci skutkuje powsta-
niem jeszcze jednej wa»nej podrodziny RefP�ªuków. Z syntaktyki j¦zyka Mizar wy-
nika bowiem, »e nie ka»da informacja zwi¡zana RefP�ªukiem (α1, α2) mo»e zosta¢
przekazana mi¦dzy wierzchoªkami α1, a α2 za pomoc¡ konstrukcji then, nawet je±li
kroki te wyst¦puj¡ bezpo±rednio po sobie w zlinearyzowanym dowodzie. W rozumo-
waniu mog¡ bowiem istnie¢ kroki, które nie mog¡ wykorzystywa¢ konstrukcji then
jako metody pobrania informacji z poprzedzaj¡cego kroku w »adnej linearyzacji (np.
krok uzasadniony w oparciu o schemat) oraz kroki, z którymi zwi¡zana informa-
cja nie mo»e zosta¢ przekazana do kolejnego kroku w »adnej linearyzacji za pomoc¡
konstrukcji then (np. krok wprowadzaj¡cy zmienne do rozumowania). Wybrane ªuki
referencyjne abstrakcyjnego grafu dowodu P, które mog¡ by¢ zast¡pione konstruk-
cj¡ then b¦dziemy nazywali then�ªukami, a przez thenP b¦dziemy oznacza¢ rodzin¦
wszystkich then�ªuków.
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W dalszych rozwa»aniach w celu uniezale»nienia bada« nad struktur¡ abstrakcyj-
nych grafów dowodu od kontekstu systemu Mizar, rozwa»aj¡c rodzin¦ thenP�ªuków,
b¦dziemy o niej zakªada¢ jedynie, »e thenP ⊆ RefP. Wpªyw kontekstu systemu Mi-
zar b¦dzie rozwa»any jedynie w podrozdziale 4.3. Rozwa»anie ogólnego przypadku,
jak równie» ograniczonej instancji, w której thenP jest zbiorem jedynie tych ªuków
referencyjnych, których pocz¡tki nie s¡ pocz¡tkami »adnych ªuków porz¡dkuj¡cych:

thenP ⊆ {vu : vu ∈ RefP ∧ ∀w∈V(P)vw 6∈ OrdP} (2.8)

umo»liwi bowiem przedstawienie wpªywu syntaktyki systemu Mizar na zªo»ono±¢
problemu optymalizacji jednego ze wska¹ników czytelno±ci.

Wprowadzimy teraz odpowiedniki poj¦¢ poziomu zagnie»d»enia oraz rozumowa-
nia pierwotnego, wywodz¡ce si¦ z konstruktywnego grafu dowodu, zaadoptowane do
abstrakcyjnego grafu dowodu.

De�nicja 2.8. Niech P b¦dzie abstrakcyjnym grafem dowodu, wówczas n�tym po-
ziomem zagnie»d»enia w P b¦dziemy nazywa¢ podgraf digrafu DP indukowany wierz-
choªkowo przez n-tego poziomu zagnie»d»enia lasu dendroidów MetaP, DP|Metan

P
.

De�nicja 2.9. Niech P b¦dzie abstrakcyjnym grafem dowodu. Rozumowaniem pier-
wotnym w P, b¦dziemy nazywa¢ ka»dy podgraf G digrafu DP speªniaj¡cy jeden
z dwóch warunków:

• G jest zerowym poziomem zagnie»d»enia,

• istnieje wierzchoªek v ∈ V(DP), dla którego G = DP|N−
MetaP

(v).

Dodatkowo, symbolem RP(P) b¦dziemy oznacza¢ rodzin¦ wszystkich rozumowa« pier-
wotnych w P.

W celu zilustrowania wprowadzonych poj¦¢ rozwa»my dowód �reguªy pij¡cego�
(wydruk 2.11) oraz graf dowodu wygenerowany na jego podstawie (rys. 2.12), gdzie
ªuki ci¡gªe odpowiadaj¡ ªukom referencyjnym, wykropkowane � pierwotnie porz¡d-
kuj¡cym, kreskowane � szkieletowym, � � metakraw¦dziom, a rodziny wierzchoªków
otoczone kresk¡ przerywan¡ � rozumowaniom pierwotnym.

Analizuj¡c poªo»enie rozumowa« pierwotnych wzgl¦dem poziomów zagnie»d»enia,
stwierdzamy »e ka»dy poziom zagnie»d»enia zawiera co najmniej jedno rozumowanie
pierwotne. W szczególno±ci drugi poziom zagnie»d»enia (rys. 2.12) zawiera dwa ro-
zumowania pierwotne w postaci dwóch spójnych podgrafów. W ogólnym przypadku,
nieopªacalnym jest jednak interpretowanie poj¦cia rozumowania pierwotnego w ter-
minach maksymalnych (w sensie zawierania) spójnych podgrafów. Istnienie referencji
mi¦dzy ró»nymi poziomami zagnie»d»enia umo»liwia bowiem �niewidoczny� przepªyw
informacji mi¦dzy wierzchoªkami. Niech bowiem α1, α2 b¦d¡ dwoma wierzchoªkami
z ustalonego rozumowania pierwotnego A. Wówczas, je»eli istnieje podrozumowanie
B uzasadniaj¡ce stwierdzenie zwi¡zane z wierzchoªkiem α2 oraz istnieje wierzchoªek
β nale»¡cy do B, który wykorzystuje w uzasadnieniu stwierdzenie zwi¡zane z wierz-
choªkiem α1 lub identy�kator wprowadzony do rozumowania w tym wierzchoªku, to
informacja o tej zale»no±ci (mi¦dzy α1 a α2) nie b¦dzie przechowywana w digra�e A.
Ponadto, skªadnia systemu Mizar nie dopuszcza istnienia ªuków referencyjnych ª¡cz¡-
cych wierzchoªki tego rodzaju. Wzbogacenie struktury abstrakcyjnego grafu dowodu
o ten rodzaj informacji, umo»liwia jednak analizowanie wynikªego digrafu w oparciu
o zawarte w nim rozumowania pierwotne. Wprowad¹my wi¦c operator wzbogacaj¡cy
struktur¦ o omówiony rodzaj informacji.
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〈α, ε, ε, ε, ε, ∅, ∅〉

〈ν, ε, A1A6, ε, ε, ∅, {α}〉

〈β,A1, ε, ε, ε, ∅, {α}〉 〈ι, A6, ε, ε, ε, ∅, {α}, 〉

〈γ,A2, ε, ε,
ε, ∅, {β}〉

〈ε, ε, ε, ε, a,
{γ}, {β}〉

〈η,A5A3, A4,
ε, ∅, {β}〉

〈κ,A7, ε, ε,
ε, ∅, {ι}〉

〈λ, ε, ε, b, ε,
{κ}, {ι}〉

〈δ, A3, A2, a,
ε, ∅, {β}〉

〈ζ, A4, ε, a, ε,
{ε}, {β}〉

〈θ, ε, A5, ε, ε,
{ζ}, {β}〉

〈µ, ε,A7, ε, b,
{λ}, {ι}〉

poziom zagnie»d»enia 0

poziom zagnie»d»enia 1

poziom zagnie»d»enia 2

Rysunek 2.12: Abstrakcyjny graf dowodu opisuj¡cy rozumowanie zawarte w dowodzie
�reguªy pij¡cego� (wydruk 2.11).

De�nicja 2.10. Niech P b¦dzie abstrakcyjnym grafem dowodu. Mówimy, »e P̃ =

〈V(P), Ã(P),M(P)〉 jest domkni¦ciem abstrakcyjnego dowodu P wtedy i tylko wtedy,
gdy:

(u,w) ∈ Ã(P)⇐⇒ (u,w) ∈ A(P)∨ ∃
A∈RP (P), v∈V(P)

(u,w ∈ V(A)∧u →
DP

v∧v →
MetaP

∗w).

(2.9)

W tym momencie oczywistym powinien by¢ nast¦puj¡cy fakt.

Lemat 2.11. Domkni¦cie abstrakcyjnego grafu dowodu jest abstrakcyjnym grafem
dowodu.

W powstaªym abstrakcyjnym gra�e dowodu P̃ de�niujemy rodziny Ref
P̃
, Ord

P̃
,

OrdP
P̃
, Skel

P̃
, then

P̃
.

De�nicja 2.12. Niech P b¦dzie abstrakcyjnym grafem dowodu. Wówczas:

(u,w)∈Ref
P̃
⇐⇒ (u,w)∈RefP ∨ (( ∃

A∈RP (P)
u,w∈A)∧

( ∃
v∈V(P)

(u, v)∈RefP ∧ u →
MetaP

∗w)),

(u,w)∈Ord
P̃
⇐⇒ (u,w)∈OrdP ∨ (( ∃

A∈RP (P)
u,w∈A)∧

( ∃
v∈V(P)

(u, v)∈OrdP ∧ u →
MetaP

∗w)),

(u,w)∈OrdP
P̃
⇐⇒ (u,w)∈OrdPP∨(( ∃

A∈RP (P)
u,w∈A)∧

( ∃
v∈V(P)

(u, v)∈OrdPP ∧ u →
MetaP

∗w)),

Skel
P̃

= SkelP,
then

P̃
= thenP.

(2.10)
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Wªasno±ci domkni¦cia abstrakcyjnego grafu dowodu P̃ umo»liwiaj¡ sformuªowa-
nie dodatkowych wªasno±ci P. Pomijaj¡c przypadki rozumowa«, które s¡ prowadzone
przez przypadki, mo»emy stwierdzi¢, »e w rozumowaniu pierwotnym z P̃, dla ka»-
dego kroku rozumowania, który jest wykorzystywany przy uzasadnieniu dowodzonego
faktu, mo»emy wskaza¢ co najmniej jeden krok szkieletowy w P̃, który jest osi¡galny
z tego kroku. Je±li wi¦c istnieje krok, z którego »aden krok szkieletowy nie jest osi¡-
galny, to jego usuniecie nie ma wpªywu na poprawno±¢ rozumowania. Uwzgl¦dniaj¡c
dodatkowo fakt, »e ªuki szkieletowe (je»eli istniej¡) tworz¡ skierowan¡ drog¦ ª¡cz¡c¡
wszystkie wierzchoªki szkieletowe wyst¦puj¡ce w obr¦bie ustalonego rozumowania
pierwotnego uzyskujemy poni»sz¡ obserwacje.

Obserwacja 2.13. Niech P b¦dzie abstrakcyjnym grafem dowodu opisuj¡cym struk-
tur¦ poprawnego dowodu w systemie Mizar. Je»eli domkni¦cie P̃ posiada rozumowa-
nie pierwotne zawieraj¡ce co najmniej dwa uj±cia, tzn. wierzchoªki nie posiadaj¡ce
nast¦pnika, to dowód ten posiada krok, którego usuniecie nie wpªywa na poprawno±¢
rozumowania. Ponadto ka»de rozumowanie pierwotne w P̃ zawiera dokªadnie jeden
maksymalny (w sensie zawierania) spójny podgraf, który jest konieczny do uzasadnie-
nia dowodzonego stwierdzenia.

2.7 Konstruktywno±¢ abstrakcyjnego grafu dowodu

W przedstawionych dot¡d rozwa»aniach, omawiaj¡c struktur¦ abstrakcyjnego grafu
dowodu ograniczali±my si¦ do tych grafów, które odpowiadaj¡ konstruktywnym gra-
fom dowodu. W obecnym podrozdziale wska»emy podrodzin¦ abstrakcyjnych grafów
dowodu, dla której mo»liwe jest podanie konstrukcji dowodów akceptowalnych przez
wery�kator systemu Mizar. Dodatkowo wska»emy sposób mody�kacji skryptów dowo-
dowych, tak aby uzyskane rozumowania posiadaªy struktur¦ grafu dowodu nale»¡c¡
do tej rodziny, przy zachowaniu ich poprawno±ci wzgl¦dem wery�katora systemu Mi-
zar.

Wprowad¹my oznaczenie LP = {v ∈ V(P) : ∀
w∈V(P)

(v 6= w =⇒ ¬(w →
MetaP

∗v))}

na zbiór li±ci lasu MetaP (przypomnijmy, »e MetaP jest lasem drzew skierowanych
o odwróconej orientacji). Zanim zaczniemy podawa¢ warunki dostateczne dla kon-
struowalno±ci rozumowania, zauwa»my najpierw, »e skªadnia systemu Mizar narzuca
warunki na rodziny RefP, Ord

P
P�ªuków.

Obserwacja 2.14. Niech P b¦dzie konstruktywnym grafem dowodu. Wówczas:

1. ka»dy krok wprowadzaj¡cy zmienn¡ ustalon¡ do rozumowania nie mo»e by¢ uza-
sadniany za pomoc¡ zagnie»d»onego dowodu ( ∀

(v1,v2)∈OrdPP
v1 ∈ LP),

2. uzasadnienie ka»dego kroku w rozumowaniu wykorzystuje albo list¦ referencji
<Justi�ed-Statement>, albo zagnie»d»ony dowód ( ∀

(v1,v2)∈RefP

v2 ∈ LP).

Warunki te narzucaj¡ równie» zale»no±ci mi¦dzy digrafem DP a lasem MetaP
w konstruktywnym gra�e dowodu P. Ustalmy bowiem A(P)�ªuk (v1, v2) oraz za-
ªó»my, »e v2 /∈ LP. Wówczas na mocy Obs. 2.14.2◦ wnioskujemy, »e (v1, v2) ∈ OrdP.
St¡d je»eli dodatkowo zaªo»ymy, »e v1 /∈ LP, to wykorzystuj¡c Obs. 2.14.1◦ stwier-
dzamy, »e (v1, v2) ∈ SkelP \ OrdPP. W konsekwencji A(P)�ªuki ª¡cz¡ce wierzchoªki
nieb¦d¡ce li±¢mi lasu MetaP, nazywane dalej ªukami bezwzgl¦dnie szkieletowymi, s¡
ªukami szkieletowymi w gra�e dowodu ka»dego rozumowania zapisanego w j¦zyku
Mizar, którego struktura jest opisywana za pomoc¡ P.
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De�nicja 2.15. Niech P b¦dzie abstrakcyjnym grafem dowodu. �ukiem bezwzgl¦d-
nie szkieletowym w P, b¦dziemy nazywali ka»dy A(P)�ªuk (v1, v2), dla którego wierz-
choªki v1, v2 nie nale»¡ do LP.

Zauwa»my równie», »e ªuki bezwzgl¦dnie szkieletowe musz¡ posiada¢ wªasno-
±ci, jakie speªnia szkielet rozumowania, np. ka»dy ªuk szkieletowy ª¡czy wierzchoªki
w obr¦bie jednego rozumowania pierwotnego. Zauwa»my równie», »e konsekwencj¡
Obs. 2.14 jest istnienie wierzchoªków, które w ka»dym dowodzie opisanym za pomoc¡
struktury P odpowiadaj¡ krokom wprowadzaj¡cym zmienne ustalone do rozumowa-
nia. St¡d w szczególno±ci dopuszczenie ªuków bezwzgl¦dnie szkieletowych w abstrak-
cyjnym gra�e dowodu P wymusza sformuªowanie warunków gwarantuj¡cych kontrol¦
nad wykorzystaniem zmiennych w krokach szkieletowych (skªadnia systemu Mizar
wymusza, i» zmienna ustalona v wprowadzona w nieszkieletowym kroku rozumowania
pierwotnego A mo»e by¢ wykorzystana w szkielecie tego rozumowania tylko w sytu-
acji, gdy pierwsze jej wyst¡pienie w tym szkielecie jest w kroku <Exempli�cation>).

Naturalnie, mo»liwe jest sformuªowanie kilkunastu warunków gwarantuj¡cych
konstruktywno±¢P w przypadku dopuszczaj¡cym istnienie ªuków bezwzgl¦dnie szkie-
letowych w strukturze grafu dowodu. Sprawdzanie jednak, czy te warunki s¡ zacho-
wywane przez transformacje grafu dowodu, którym celem jest poprawa czytelno±ci
nie prowadzi do lepszego zrozumienia charakteru tych mody�kacji.

Omówione powy»ej problemy znikn¡, je±li zastosujemy transformacje skryptów
dowodowych polegaj¡c¡ na mody�kacji kroków szkieletowych rodzaju <Conclusion>
w rozumowaniu, które s¡ uzasadniane za pomoc¡ zagnie»d»onego rozumowania. Tran-
sformacja ta wi¡»e si¦ z dodaniem nowego kroku rozumowania o powtórzonym polu
<Statement> wedªug schematu, gdzie podrozumowanie:

thus [ then ] <Statement>
proof<Reasoning> end;

, (2.11)

zostaje zast¡pione podrozumowaniem:

[ then ] <Statement>
proof<Reasoning> end;

thus then<Statement> ;

. (2.12)

Zastosowanie tej reguªy nie wpªywa na poprawno±¢ zmody�kowanego skryptu i jed-
nocze±nie eliminuje ªuki bezwzgl¦dnie szkieletowe z grafu dowodu.

Obserwacja 2.16. Niech P b¦dzie konstruktywnym grafem dowodu opisuj¡cym stru-
ktur¦ poprawnego rozumowania w systemie Mizar, które zostaªo zmody�kowane zgod-
nie z reguª¡ (2.11-2.12). Wówczas w ka»dym rozumowaniu pierwotnym A ∈ RP(P),
nie pokrywaj¡cym sie z zerowym poziomem zagnie»d»enia, istnieje wierzchoªek nale-
»¡cy do LP, którego ka»dy nast¦pnik nale»¡cy do V(P) w gra�e DP jest elementem
zbioru LP. Precyzuj¡c:

∀
A∈RP (P)

V(A) 6= Meta0P =⇒ ∃
c∈V(A)

(c ∈ LP ∧ ∀
w∈V(P)

w /∈ LP =⇒ ¬(c →
DP

w)). (2.13)

Dowód. Z konstruowalno±ci P uzyskujemy, »e ka»de rozumowanie pierwotne A ∈
RP(P), z pomini¦ciem zerowego poziomu zagnie»d»enia, zawiera wierzchoªek c ro-
dzaju <Conclusion>. Przypu±¢my, »e c /∈ LP. Wówczas krok zwi¡zany z wierzchoª-
kiem c ma posta¢ 2.11, sk¡d w wyniku transformacji zostaª wygenerowany nowy krok,
który jest li±ciem w gra�e dowodu zmody�kowanego skryptu. W celu zako«czenia do-
wodu wystarczy wi¦c jedynie zauwa»y¢, »e ka»dy wierzchoªek c w zmody�kowanym
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skrypcie rodzaju <Conclusion> speªnia wªasno±¢ c ∈ LP ∧ ∀
w∈V(P)

(w /∈ LP =⇒

¬(c →
DP

w)).

Twierdzenie 2.17. Niech P b¦dzie abstrakcyjnym grafem dowodu nie zawieraj¡-
cym ªuków bezwzgl¦dnie szkieletowych oraz speªniaj¡cym wªasno±¢ (2.13). Wówczas
P jest grafem konstruktywnym oraz skonstruowane rozumowanie nie zawiera ªuków
bezwzgl¦dnie szkieletowych, a zbiór kroków rozumowania wprowadzaj¡cych zmienne
do rozumowania pokrywa si¦ ze zbiorem {v ∈ V(P) : ∃

w∈V(P)
v →

DP

w ∧ w /∈ LP}.

Dowód. Niech P speªnia zaªo»enia twierdzenia. Oznaczmy przez A0 rozumowanie
pierwotne pokrywaj¡ce si¦ wierzchoªkowo z zerowym poziomem zagnie»d»enia oraz
niech Con : RP(P)\{A0} → LP przyporz¡dkowuje ka»demu rozumowaniu pierwotne-
mu A ∈ RP(P) \ {A0} wierzchoªek c ∈ V(A) ∩ LP speªniaj¡cy zale»no±¢:

∀
w∈V(P)

w /∈ LP =⇒ ¬(c →
DP

w). (2.14)

Wprowad¹my oznaczenie N−DP
(v, V1) na zbiór N−DP

(v) ∩ V1, gdzie v ∈ V(P), V1 ⊆
V(P). Ustalmy równie» linearyzacj¦ τ ∈ TS(GP) oraz oznaczmy dwa zbiory

Ver := {v ∈ V(P) : ∃
w∈V(P)

v →
DP

w ∧ w /∈ LP}, C := Con(RP(P) \ {A0}). (2.15)

Jak ªatwo mo»na wykaza¢, zbiory Ver, C s¡ rozª¡czne. Zde�niujmy nast¦pnie dwa
funktory:

Just(V1) := byAτ(v1), Aτ(v2), Aτ(v|V1|),
Just(∅) := ' ',

Expr(V1) := xτ(v1) =xτ(v1) & . . . &xτ(v|V1|) =xτ(v|V1|),
Expr(∅) := not contradiction,

(2.16)

gdzie ∅ 6= V1 ⊆ V(P), V1 = {v1, v2, . . . , v|V1|}, τ(v1)<τ(v2)< . . .< τ(v|V1|). Funktor
Just(V1) okre±la fraz¦ wskazuj¡c¡, »e krok, w którym zostanie ona u»yta, korzysta
w swoim uzasadnieniu odwoªuje si¦ do stwierdze« sformuªowanych w krokach z V1.
Z kolei Expr(V1) de�niuje formuª¦ u»ywaj¡c¡ zmienne ustalone wprowadzone w kro-
kach z V1. Rozwa»my konstrukcj¦ rozumowania podzielon¡ na trzy etapy:

(1◦) Przyporz¡dkowujmy ka»demu wierzchoªkowi v ∈ LP krok S(v) zgodnie z re-
guª¡:

S(v) :=


consider xτ(v) be set such that

Aτ(v): Expr(∅) by Just(N−DP
(v,V(P))); gdy v ∈ Ver,

thusAτ(v): thesis by Just(N−DP
(v,V(P))); gdy v ∈ C,

Aτ(v): Expr(N−DP
(v,Ver)) by Just(N−DP

(v,V(P))); w.p.p.
(2.17)

Krok S(v) w przypadku v ∈ Ver odpowiada wówczas za wprowadzenie do ro-
zumowania zmiennej ustalonej xτ(v) oraz etykiety Aτ(v). Zauwa»my, »e wpro-
wadzenie do rozumowania zmiennej ustalonej oraz etykiety umo»liwia zarówno
odwoªanie si¦ do tego kroku z innego kroku s ªukiem porz¡dkuj¡cym jak i re-
ferencyjnym. Pierwszy rodzaj ªuków odpowiada sytuacji, w której w sformu-
ªowaniu kroku s zostaªa wykorzystana zmienna xτ(v). Natomiast drugi rodzaj
ªuku odpowiada sytuacji, w której w uzasadnieniu kroku s istnieje odwoªanie
do kroku S(v) przez wskazanie etykiety Aτ(v). Umo»liwienie prowadzenia obu
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rodzajów ªuków argumentuj¡cych z wierzchoªka v jest jednak uzasadnione tylko
w przypadku v ∈ Ver. Z Obs.2.13.2◦ oraz z konstrukcji zbioru Ver wynika bo-
wiem, »e istnieje co najmniej jeden wierzchoªek u /∈ V(P) \ LP, dla którego
argumentuj¡cy ªuk vu nie mo»e by¢ ªukiem referencyjnym.

Z kolei S(v) w przypadku v ∈ C odpowiada za wprowadzenie do rozumowania
kroku rodzaju <Conclusion>. W poprawnie zbudowane zagnie»d»onym rozu-
mowaniu zapisanym w j¦zyku Mizar musi bowiem istnie¢ co najmniej jeden
krok rodzaju <Skeleton-Step>. Dodatkowo ostatni krok szkieletowy w ka»dym
takim rozumowaniu musi by¢ rodzaju <Conclusion>.

W ostatnim przypadku, v /∈ Ver ∪ C, krok S(v) odpowiada jedynie za wpro-
wadzenie do rozumowania etykiety Aτ(v), umo»liwiaj¡cej odwoªywanie si¦ do
tego kroku ªukiem referencyjnym.

(2◦) Oznaczmy nast¦pnie przez R(v) rozumowanie pierwotne DP|N−
MetaP

(v) nale»¡ce

do RP(P) \ {A0}, gdzie v ∈ V(P) \ LP (w konstruowanym dowodzie, rozumo-
wanie R(v) b¦dzie opisywa¢ struktur¦ zagnie»d»onego podrozumowania uza-

sadniaj¡cego krok zwi¡zany z wierzchoªkiem v). Ustawmy w ci¡g {ui}
|V(P)\LP|
i=1

elementy zbioru V(P) \LP, tak aby speªniona byªa zale»no±¢: je±li 1 ¬ i ¬ j ¬
|V(P)\LP|, za± pi, pj s¡ poziomami zagnie»d»enia w MetaP do których nale»¡
odpowiednio wierzchoªki ui, uj , to pi  pj .

(3◦) Wyznaczymy teraz rekurencyjnie ci¡g wyra»e« S(ui). Ustalmy w tym celu liczb¦
i speªniaj¡c¡ zale»no±¢ 1 ¬ i ¬ |V(P)\LP| oraz zaªó»my, »e zostaªy ju» wyzna-
czone wyra»enia S(uj) dla wszystkich 1 ¬ j < i (przypadek i = 1 nie wymaga
odr¦bnej analizy). Z zaªo»enia, z ka»dym wierzchoªkiem v ∈ V(R(ui)) zostaªo
zwi¡zane wyra»enie S(v), sk¡d poprawnie okre±lone jest wyra»enie S(ui):

S(ui) = Aτ(ui): Expr(N−DP
(v,Ver)) proof S(v1) S(v2) . . . S(v|V(R(ui))|) end;,

(2.18)
gdzie {v1, v2, . . . , v|V(R(ui))|}=V(R(ui)) oraz τ(v1)<τ(v2)<. . .<τ(v|V(R(ui))|).

α1

β1 β2 β3 β4

γ1 γ4

γ2 γ3

α1 : AV: not contradiction

proof

β1 : consider x1 be set such that

A1: not contradiction ;

β2 : consider x2 be set such that

A2: not contradiction by A1;
β3 : A7: x1=x1 & x2=x2

proof

γ1 : A3: x1=x1 by A1;
γ2 : A4: x2=x2 by A2, A3;
γ3 : A5: x1=x1 by A1, A4;
γ4 : thus A6: thesis by A2, A4, A5;

end;

β4 : thus A8: thesis by A2, A7;
end;

Rysunek 2.13: Linearyzacja grafu dowodu, ilustruj¡ca konstrukcj¦ zawart¡ w dowo-
dzie Tw. 2.17, gdzie linearyzacja τ jest okre±lona uporz¡dkowaniem: β1, β2, γ1, γ2,
γ3, γ4, β3, β4, α1; Ver = {β1, β2}, C = {β4, γ4}.
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Ci¡g stwierdze« S(v1) S(v2) . . . S(v|V(A0)|) jest wówczas szukanym dowodem zapi-
sanym w j¦zyku Mizar, gdzie {v1, v2, . . . , v|V(A0)|} = V(A0) oraz τ(v1) < τ(v2) <
. . . < τ(v|V(A0)|). W celu zako«czenia dowodu wystarczy jedynie zauwa»y¢, »e for-
muªy Expr(N−DP

(v,Ver)) s¡ oczywiste dla wery�katora systemu Mizar oraz, »e ka»de
wyst¡pienie identy�katora etykiety Aτ(v) i zmiennej ustalonej xτ(u) w zlinearyzo-
wanym rozumowaniu jest poprzedzone krokiem, w którym te identy�katory zostaªy
wprowadzone, gdy» τ ∈ TS(GP), gdzie v ∈ V(P), u ∈ Var. W konsekwencji, skon-
struowane rozumowanie jest poprawne dla wery�katora systemu Mizar oraz, jak ªatwo
mo»na to uzasadni¢, graf dowodu tego rozumowania pokrywa si¦ z P.

Twierdzenie 2.18. Niech D b¦dzie acyklicznym digrafem, wówczas istnieje kon-
struktywny abstrakcyjny graf dowodu zawieraj¡cy rozumowanie pierwotne A, którego
struktura pokrywa si¦ z A. Dodatkowo ka»dy D�ªuk odpowiada ªukowi referencyjnemu
w A.

Dowód. Niech D b¦dzie acyklicznym digrafem. Wybierzmy element r /∈ V(D), który
b¦dzie korzeniem w lesie dendroidów konstruowanego grafu dowodu. �atwo mo»na
wykaza¢, »e struktura

P(D) := 〈V(D) ∪ {r},A(D), {vr : v ∈ V(D)}〉 (2.19)

jest abstrakcyjnym grafem dowodu, posiadaj¡cym dokªadnie jedno rozumowanie pier-
wotne AD zawarte w pierwszym poziomie zagnie»d»enia, to»samo±ciowo równeD. Po-
ka»emy, »e struktura P(D) speªnia zaªo»enia Tw. 2.17. Na mocy równo±ci LP(D) =
V(D) stwierdzamy, »e w P(D) istnieje dokªadnie jeden wierzchoªek r, który nie jest
li±ciem. St¡d na mocy Def. 2.15, P(D) nie zawiera ªuków bezwzgl¦dnie szkieletowych.
Z równo±ci LP(D) = V(D) uzyskujemy równie», »e dla dowolnego wierzchoªka v z AD,
ka»dy nast¦pnik wierzchoªka v w DP(D), nale»y do LP(D). W celu zako«czenia do-
wodu, wystarczy wi¦c jedynie zauwa»y¢, »e

{v ∈ V(D) ∪ {r} : ∃
w∈V(D)∪{r}

v →
DP(D)

w ∧ w /∈ LP(D)} = ∅, (2.20)

sk¡d graf dowodu P(D) nie posiada ªuków porz¡dkuj¡cych. Tym samym, ka»dy
AD�ªuk jest referencyjnym A(D)�ªukiem.
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Rozdziaª 3

Kryteria czytelno±ci dowodów

Czytelno±¢ dowodów zapisanych w deklaratywnym systemie formalnym jest wªa-
sno±ci¡ dyskusyjn¡, ró»nie rozumian¡ przez autorów poszczególnych artykuªów. Na-
turalnie chcieliby±my, aby teksty formalnych rozumowa« byªy bardziej zbli»one do
tych, które wyst¦puj¡ w nieformalnych dowodach matematycznych. Analizuj¡c dªu-
gie rozumowania coraz trudniejszych zagadnie« zawartych w bibliotece systemu Mizar
(MML), mo»emy jednak zauwa»y¢ proces odwrotny. Niejednokrotnie przeprowadzane
rozumowania, cho¢ poprawne dla systemu wery�kuj¡cego, s¡ maªo eleganckie, niejed-
nokrotnie wr¦cz chaotyczne, a czªowiek mo»e je zrozumie¢ jedynie przy bardzo du»ym
nakªadzie pracy. Autorzy takich dowodów maj¡ bowiem przekonanie, »e kwestia od-
najdywania i usuwania fragmentów, które s¡ niepotrzebne lub mo»liwe do skrócenia
jest drugorz¦dna, poniewa» mo»na j¡ zautomatyzowa¢.

Warto podkre±li¢ w tym miejscu, »e odnajdywanie kroków mo»liwych do usuni¦cia
z rozumowania (Obs. 2.13), jest problemem nieporównywalnie ªatwiejszym od reorga-
nizacji struktury rozumowania w celu poprawy jej czytelno±ci. Uzasadnimy bowiem
w dalszych rozwa»aniach, »e poprawa czytelno±ci wi¡»e si¦ na ogóª z rozwi¡zywaniem
problemów NP-trudnych.

Do rozwi¡zywania problemów poprawy czytelno±ci s¡ wykorzystywane dwa ro-
dzaje ±rodków (metod), reprezentuj¡ce niezale»ne podej±cia do tego zagadnienia.
Pierwsza grupa metod, opisana w podrozdziale 3.1, sªu»y wyró»nieniu idei dowodu
w oparciu o kapsuªkowanie lokalnych podrozumowa« oraz wprowadzanie ci¦¢ w rozu-
mowaniu. Wyniki generowane przez narz¦dzia stworzone dla tej grupy metod skracaj¡
dªugie rozumowania pierwotne, ukrywaj¡c podrozumowania uzasadniaj¡ce gªówne
kroki dowodu na gª¦bszych poziomach zagnie»d»enia dowodu albo izoluj¡c je poza
obszar dowodu w postaci lematów. Natomiast druga grupa metod, omawiana w pod-
rozdziale 3.2, opiera si¦ na mody�kacji uporz¡dkowania (linearyzacji) niezale»nych od
siebie kroków rozumowania w celu uwypuklenia spójno±ci lokalnych podrozumowa«
oraz poprawy wybranych wªasno±ci linearyzacji rozumowania.

Przedstawione kategorie ró»ni¡ si¦ równie» pod wzgl¦dem aparatury poj¦ciowej
niezb¦dnej do opisu napotykanych problemów. Realizacja pierwszej grupy metod po-
prawy czytelno±ci wi¡»e si¦ w gªównej mierze z mody�kacj¡ abstrakcyjnego grafu do-
wodu oraz z wdro»eniem uzyskanych zmian w rozwa»anej linearyzacji rozumowania
przy mo»liwie minimalnej jej mody�kacji. Natomiast druga grupa metod jest reali-
zowana jedynie w oparciu o przeksztaªcenie linearyzacji poszczególnych rozumowa«
pierwotnych.

Cz¦±¢ wyników przedstawionych w tym rozdziale zostaªa opublikowana w Journal
of Automated Reasoning [72]. Na potrzeb¦ rozwijania i wdra»ania w innych systemach
metod przedstawionych w tej publikacji zwrócono uwag¦ w [42].
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3.1 Metody poprawy czytelno±ci oparte o wyodr¦b-

nianie podrozumowa«

Porównuj¡c rozwój komputerowej wery�kacji formalnych rozumowa« matematycz-
nych oraz j¦zyków programowania mo»emy dostrzec wiele podobie«stw. Nale»y wska-
za¢ dwie gªówne przyczyny tych zale»no±ci:

(i) w obu przypadkach ¹ródªo jest tworzone w sztucznym j¦zyku, który ma jedno-
znacznie zde�niowane znaczenie dla systemu komputerowego,

(ii) autorzy kodu w obu przypadkach d¡»¡ do osi¡gni¦cia konkretnego celu, po-
mniejszaj¡c rol¦ czytelno±ci tworzonego ¹ródªa.

Naturalnie czytelno±¢ ¹ródªa ma istotny wpªyw na jego konserwacj¦ [3], dlatego sto-
sunkowo wcze±nie zostaªy rozpocz¦te badania nad sposobami poprawy ich czytelno±ci,
które miaªy na celu opracowanie narz¦dzi uªatwiaj¡cych proces analizowania ¹ródªa.
Ze wzgl¦du jednak na wcze±niejszy rozwój j¦zyków programowania i ich powszechne
stosowanie, uzyskane rozwi¡zania w tej dziedzinie byªy inspiracj¡ dla wielu rozwi¡za«
wykorzystywanych we wspomaganej komputerowo formalizacji.

W obu tych dziedzinach wdro»ony bowiem zostaª cukier syntaktyczny (ang. syn-
tactic sugar), który umo»liwia upodobnienie sztucznego j¦zyka do naturalnego, dzi¦ki
czemu staje si¦ on bardziej zrozumiaªy dla u»ytkownika. Nie b¦dzie on jednak przed-
miotem dalszych rozwa»a«. Innym powszechnie wykorzystywanym rozwi¡zaniem
w j¦zykach programowania jest poprawa wizualizacyjna ¹ródªa w dedykowanych edy-
torach tekstowych, opieraj¡ca si¦ na automatycznym rozpoznawaniu skªadni j¦zyka
oraz rozbudowanym systemie podpowiedzi (ang. infotip). Badania przeprowadzone
przez zespóª B. A. Myersa [47] wykazaªy, »e brak takich narz¦dzi istotnie wydªu»a
czas potrzebny na mody�kacj¦ kodu. Wyniki uzyskane w±ród eksperymentalnej grupy
programistów dowiodªy bowiem, »e a» 35% czasu potrzebnego na mody�kacj¦ kodu
jest zu»ywane na przeszukiwanie informacji o jego strukturze.

Prace prowadzone przez J. Urbana nad wdro»eniem takich narz¦dzi dostarczyªy
u»ytkownikom systemu Mizar specjalnego trybu w dystrybucji edytora GNU Emacs
[79, 81, 87, 88]. Tryb ten oprócz kolorowania skªadni i wskazywania stwierdze«,
do których odwoªuj¡ si¦ referencje, umo»liwiª �zwijanie� istniej¡cych zagnie»d»o-
nych rozumowa« (bloków kodu ograniczonych przez okre±lone sªowa kluczowe m.in
proof, end), jak równie» automatyczne generowanie szkieletu dowodów wskazanych
formuª. Upro±ciª on równie» dost¦p do narz¦dzi dystrybuowanych z systemem Mi-
zar [90] oraz dostarczyª moduª, który generuje uzasadnienie poszczególnych kro-
ków rozumowania, wykorzystuj¡c przy tym rozwi¡zania stosowane w automatycz-
nym dowodzeniu twierdze« [5, 89]. Niezale»ne prace J. Urbana nad wizualizacj¡
istniej¡cych rozumowa« doprowadziªy równie» do stworzenia narz¦dzia przeksztaª-
caj¡cego skrypt dowodowy do zlinkowanej postaci HTML ([4, 6, 86], zob. równie»
http://mizar.org/version/current/html/), zawieraj¡cej dodatkowe informacje
o strukturze dowodu, które nie s¡ zawarte explicite w skrypcie dowodowym m.in.:

(i) wskazanie de�nicji funktorów, które zostaªy wykorzystane w sformuªowaniach
stwierdze«,

(ii) wskazanie de�nicji, które zostaªy rozwini¦te w szkielecie dowodu,

(iii) wskazanie formuªy, która pozostaªa do udowodnienia przy ka»dym kroku szkie-
letowym wyst¦puj¡cym w rozumowaniu.
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Informacje te maj¡ szczególne znaczenie ze wzgl¦du na liczb¦ rede�nicji funktorów
oraz nadpisywaniem (ang. overloading) symboli (w bazie MML symbol �+� jest de�-
niowany lub rede�niowany dla ró»nych typów argumentów ponad 130 razy).

Wszystkie te narz¦dzia w naturalny sposób upraszczaj¡ proces poszukiwania
stwierdze« wykorzystywanych w uzasadnieniach, jak równie» rekonstrukcj¦ idei kon-
kretnego rozumowania, odwracaj¡c uwag¦ czytelnika od nieanalizowanych w danym
momencie fragmentów tekstu dowodu. Badaj¡c jednak dowody zgromadzone w ba-
zie MML, bez trudu odnajdujemy jednopoziomowe rozumowania zbudowane z ponad
50 krokami, dla których rekonstrukcja idei nawet przy zastosowaniu ww. narz¦dzi
wymaga ogromnego nakªadu pracy.

Poszukuj¡c rozwi¡zania tego problemu w±ród metod poprawy czytelno±ci dªugich
rozumowa« zawartych w nieformalnych dowodach matematycznych, mo»emy zauwa-
»y¢, »e autorzy tych rozumowa« niejednokrotnie wyodr¦bniaj¡ z nich mniej istotne
fragmenty w postaci lematów. Metoda ta jest szczególnie stosowana w sytuacji, kiedy
ustalony fragment rozumowania jest wykorzystywany kilkakrotnie w dowodzie i zo-
staª on wyodr¦bniony w postaci lematu w celu unikni¦cia powtórze«. Wyodr¦bnianie
takich fragmentów umo»liwia równie» odwrócenie uwagi czytelnika od mniej wa»nych
cz¦±ci rozumowania, uªatwiaj¡c tym samym odnalezienie i zrozumienie idei dowodu.
Czytelnik tak zmody�kowanego rozumowania ma oczywi±cie mo»liwo±¢ szczegóªo-
wego przeanalizowania sposobu uzasadnienia konkretnego kroku poprzez:

(i) odesªanie do wskazanych wcze±niej uzasadnionych faktów

(ii) lub wskazane zagnie»d»onego rozumowania, wyst¦puj¡cego bezpo±rednio po
tym kroku jako jego uzasadnienie.

Wybór jednej z tych dwóch metod wyodr¦bnienia fragmentu rozumowania, jak rów-
nie» sam dobór fragmentu, zale»y od indywidualnych pogl¡dów autora. Wybierane
fragmenty, które powinny stanowi¢ zamkni¦te i spójne cz¦±ci dowodu z punktu wi-
dzenia opisywanych zagadnie«, b¦dziemy nazywa¢ paczkami.

Przedstawione sposoby uwypuklania idei rozumowania s¡ przenoszone przez wielu
autorów na grunt dowodów formalnych w systemie Mizar. Autorzy ci maja bowiem
przekonanie, »e równie wa»nym priorytetem w formalizacji jak powi¦kszanie bazy
sformalizowanych twierdze« jest jej jako±¢. Przekonanie to uwidacznia si¦ równie»
w±ród u»ytkowników innych systemów (Isabelle [11]), którzy podejmuj¡ prace nad
popraw¡ czytelno±ci skryptów dowodowych, w tym równie» nad wyodr¦bnianiem le-
matów [73]. Poszukiwanie sposobów, umo»liwiaj¡cych automatyczne wyszukiwanie,
jak i wyodr¦bnianie paczek z rozumowa« wydaje si¦ wi¦c po»¡danym kierunkiem
rozwoju metod poprawy czytelno±ci dowodów formalnych, wychodz¡cym naprzeciw
oczekiwaniom wielu u»ytkowników.

3.1.1 Metody wyodr¦bniania paczek z rozumowania

Przedstawione powy»ej wªasno±ci rozumowa« nieformalnych, mo»emy wdra»a¢ w do-
wodach formalnych, stosuj¡c jedn¡ z dwóch metod.

Pierwsza metoda: �ukrywaj¡c� (kapsuªkuj¡c) mniej wa»ne, cz¦sto techniczne
fragmenty rozumowania na bardziej zagª¦bionych poziomach dowodu w po-
staci zagnie»d»onych podrozumowa«, których dowody zostaªy wygenerowane na
podstawie kroków rozumowania z wyodr¦bnionych paczek. Ka»da spo±ród wy-
odr¦bnionych paczek jest wówczas zast¦powana na ogóª pojedynczym nowym
krokiem, którego zadaniem jest opisanie informacji uzyskanych na podstawie
rozumowania zawartego w tej paczce.
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Druga metoda: �usuwaj¡c� (izoluj¡c) paczki poza obszar dowodu, zast¦puj¡c je
na ogóª pojedynczymi krokami, z których ka»dy odwoªuje si¦ do zewn¦trznego
lematu, wygenerowanego na podstawie tych paczek.

Szczegóªowa analiza przedstawionych metod, b¦d¡ca tematem tego podrozdziaªu, zo-
staªa opublikowana w [72].

W obu przypadkach stwierdzenie zwi¡zane z nowym krokiem w zmody�kowanym
rozumowaniu powinno by¢ koniunkcj¡ stwierdze« uzasadnionych wewn¡trz paczki, do
których odwoªuj¡ si¦ inne kroki z poza obszaru paczki. Konieczno±¢ wprowadzenia
nowych kroków do rozumowania jest bowiem nast¦pstwem faktu, »e podczas wyod-
r¦bniania paczki z rozumowania wszystkie ªuki referencyjne prowadz¡ce z wewn¡trz
na zewn¡trz obszaru paczki musz¡ by¢ usuni¦te. W celu zapewnienia poprawno±ci
w ten sposób zmody�kowanego rozumowania wszystkie usuwane referencje odwoªu-
j¡ce si¦ do wn¦trza ustalonej paczki, s¡ zast¦powane referencjami do nowego kroku
zast¦puj¡cego t¦ paczk¦.

W dalszej cz¦±ci sekcji, ka»dy krok nale»¡cy do wn¦trza paczki, z którym zwi¡zane
stwierdzenie jest wykorzystywane jako przesªanka poza obszarem tej paczki b¦dziemy
nazywa¢ konkluzj¡ paczki. Podobnie, ka»dy krok nie nale»¡cy do wn¦trza paczki, który
jest wykorzystywany jako przesªanka jakiegokolwiek kroku nale»¡cego do wn¦trza
paczki b¦dziemy nazywa¢ przesªank¡ paczki.

De�nicja 3.1. Niech P b¦dzie abstrakcyjnym grafem dowodu. Paczk¡ P b¦dziemy
nazywa¢ ka»dy niepusty indukowany wierzchoªkowo podgraf digrafu DP, dla którego
istnieje rozumowanie pierwotne A ∈ RP(P) zawieraj¡ce jako podgraf P.

Wykorzystuj¡c fakt, »e zbiory wierzchoªków rozumowa« pierwotnych w P stano-
wi¡ partycj¦ zbioru V(P), uzyskujemy poni»sz¡ obserwacj¦.

Obserwacja 3.2. Rozumowanie pierwotne A zwi¡zane z paczk¡ P abstrakcyjnego
grafu dowodu P jest wyznaczone jednoznacznie.

De�nicja 3.3. Niech P b¦dzie paczk¡ w abstrakcyjnym gra�e dowodu P. Obszarem
paczki b¦dziemy nazywa¢ zbiór wierzchoªków Obsz(P) ⊆ V(P) speªniaj¡cy zale»no±¢
v ∈ Obsz(P) ⇐⇒ ∃

u∈V(P)
v →
MetaP

∗u.

De�nicja 3.4. Niech P b¦dzie paczk¡ w abstrakcyjnym gra�e dowodu P. Konkluzj¡
paczki b¦dziemy nazywa¢ ka»dy wierzchoªek v ∈ V(P), dla którego mo»emy wskaza¢
RefP�ªuk o pocz¡tku w tym wierzchoªku oraz ko«cu nie nale»¡cym do Obsz(P). Zbiór
wszystkich konkluzji paczki P b¦dziemy oznacza¢ Con(P).

De�nicja 3.5. Niech P b¦dzie paczk¡ w abstrakcyjnym gra�e dowodu P. Przesªank¡
paczki b¦dziemy nazywa¢ ka»dy wierzchoªek z P nie nale»¡cy do P, dla którego mo-
»emy wskaza¢ RefP�ªuk o pocz¡tku w tym wierzchoªku oraz ko«cu nale»¡cym do
Obsz(P). Zbiór wszystkich przesªanek paczki P b¦dziemy oznacza¢ Pre(P).

W celu zilustrowania przedstawionych metod wyizolowywania paczek z rozumo-
wania, rozwa»my abstrakcyjny graf dowodu (rys. 3.1) posiadaj¡cy dwie wyró»nione
paczki P1, P2, który to graf reprezentuje m.in. uzasadnienie formuªy α =⇒ φ przed-
stawione na wydruku 3.2. Dodatkowa paczka P3 b¦dzie analizowana w dalszej cz¦±ci
podrozdziaªu. Uwaga, wierzchoªki <Skeleton-Step> posiadaj¡ dodatkow¡ informacje
o rodzaju wierzchoªka, assume w przypadku wierzchoªka rodzaju <Assumption> oraz
thus w przypadku <Conclusion>. Aplikacja pierwszej metody wyodr¦bniania do pa-
czek P1, P2 wi¡»e si¦ wówczas z dodaniem do rozumowania dwóch nowych kroków
γ∧δ2, φ (rys. 3.5), z którymi zwi¡zane stwierdzenia s¡ koniunkcj¡ konkluzji odpowied-
nich paczek (wyodr¦bnienie paczek z rozumowania przedstawionego na wydruku 3.2
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α =⇒ φ

β1 δ1

assume

α
γ ε

thus

φ

β2 δ2 paczka P2
paczka P1

pa
cz
ka
P 3

Rysunek 3.1: Abstrakcyjny graf dowodu oraz jego linearyzacja zapisana w j¦zyku
Mizar, reprezentuj¡ce przykªadowe uzasadnienie implikacji α =⇒ φ.

α =⇒ φ
proof

assume A: α;
B1: β1 by A;
B2: β2 by A;
C: γ by B1, B2;
D1: δ1 by C;
D2: δ2 by A, B2, C;
E: ε by D1,D2;
thus F: φ by E;

end;

Wydruk 3.2: Przykªad rozumowania zapisanego w j¦zyku Mizar, którego struktura
jest opisana przez graf dowodu przedstawionym na rys. 3.1.

za pomoc¡ pierwszej metody zostaªo przedstawione na wydruku 3.3). Dodatkowo ªuki
referencyjne, które odwoªywaªy si¦ do konkluzji paczek (np. (γ, δ1)), w zmody�ko-
wanym rozumowaniu zostaªy zast¡pione ªukami odwoªuj¡cymi si¦ do nowych kroków
(np. (γ ∧ δ2, δ1)). Analizuj¡c graf dowodu rozumowania, w którym paczki zostaªy
wyodr¦bnione za pomoc¡ drugiej metody (rys. 3.5), mo»emy zauwa»y¢, »e aplikacja
tej metody wi¡»e si¦ z dodatkowym cz¦±ciowym �oderwaniem� paczki od kontekstu
rozumowania zawieraj¡cego t¦ paczk¦, w szczególno±ci od wybranych jej przesªanek
(rys. 3.5, wyodr¦bnienie paczek z rozumowania przedstawionego na wydruku 3.2 za
pomoc¡ drugiej metody zostaªo przedstawione na wydruku 3.4). Oderwanie paczki
od jej przesªanek wi¡»e si¦ jednak z:

(i) przytoczeniem explicite wszystkich jej przesªanek w postaci zaªo»enia implikacji
abstrachuj¡cej rozumowanie zawarte w paczce w sformuªowaniu lematu (np.
przesªanki α w implikacji α =⇒ (γ ∧ δ2) na rys. 3.5)

(ii) oraz utworzeniem dodatkowego kroku rodzaju <Assumption>, który odpo-
wiada za eliminacj¦ implikacji w uzasadnieniu lematu (np. kroki α′, (γ ∧ δ2)′
na rys. 3.5).
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α =⇒ φ
proof

assume A: α;
New1: γ ∧ δ2
proof

B1: β1 by A;
B2: β2 by A;
thus C: γ by B1, B2;
thus D2: δ2 by A, B2, C;

end;

thus F: φ
proof

D1: δ1 by New1;
E: ε by D1, New1;
thus F′: φ by E;

end;

end;

Wydruk 3.3:Mody�kacja rozumowania z wydruku 3.2 b¦d¡ca nast¦pstwem wyodr¦b-
nienia paczek P1, P2 za pomoc¡ pierwszej metody wyodr¦bniania w gra�e dowodu
rys. 3.1, którego struktura zostaªa przedstawiona na rys. 3.5.

Lemma1: α =⇒ (γ ∧ δ2)
proof

assume A′: α;
B1: β1 by A′;
B2: β2 by A′;
thus C: γ by B1, B2;
thus D2: δ2 by A, B2, C;

end;

Lemma2: (γ ∧ δ2) =⇒ φ
proof

assume C∧D2: γ ∧ δ2;
D1: δ1 by C∧D2;
E: ε by D1, C∧D2;
thus F′: φ by E;

end;

α =⇒ φ
proof

assume A: α;
New1: γ ∧ δ2 by Lemma1;
thus F: φ by New1, Lemma2;

end;

Wydruk 3.4:Mody�kacja rozumowania z wydruku 3.2 b¦d¡ca nast¦pstwem wyodr¦b-
nienia paczek P1, P2 za pomoc¡ pierwszej metody wyodr¦bniania w gra�e dowodu
rys. 3.1, którego struktura zostaªa przedstawiona na rys. 3.5.
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Wówczas ªuki referencyjne, które odwoªywaªy si¦ uprzednio do przesªanek paczki, po
zmody�kowaniu odwoªuj¡ si¦ do nowo utworzonych kroków rodzaju <Assumption>.
Podobnie jak w przypadku pierwszej metody, paczki wyodr¦bnione z rozumowania,
zostaªy zast¡pione nowymi krokami γ ∧ δ2, φ stwierdzaj¡cymi konkluzje lematów
wygenerowanych na podstawie paczek, z t¡ ró»nic¡, »e ka»dy nowy krok rozumowania
odwoªuje si¦ zarówno do wygenerowanego lematu, jak i przesªanek paczki.

α =⇒ φ

assume

α
γ ∧ δ2

thus

φ

β1 δ1thus

γ
thus

δ2

thus

φβ2 ε

pierwsza metoda

paczka P1
paczka P2

α =⇒ (γ ∧ δ2) (γ ∧ δ2) =⇒ φ

assume

α′
thus

δ2

assume

(γ ∧ δ2)′
thus

φ

β1 β2
thus

γ
δ1 ε

α =⇒ φ

assume

α

thus

φ

γ ∧ δ2

druga metoda

paczka P1 paczka P2

Rysunek 3.5: Mody�kacje abstrakcyjnego grafu dowodu, które reprezentuj¡ dwie me-
tody wyodr¦bniania paczek w gra�e przedstawionym na rys. 3.1.

Krótka analiza zmody�kowanych grafów dowodu prowadzi wi¦c do wniosku, »e
pierwsza metoda wyodr¦bniania dostarcza czytelnikowi informacji o konkluzjach uzy-
skanych wewn¡trz paczki. Ukrywa ona jednak informacje o przesªankach paczki, które
czytelnik mo»e odnale¹¢ samodzielnie, badaj¡c wszystkie ªuki referencyjne prowa-
dz¡ce poza obszar rozumowa« wygenerowanych na postawie tej paczki. Naturalnie,
je±li liczba wykorzystywanych przesªanek jest maªa, rozs¡dnym wydaje si¦ przytocze-
nie ich explicite w stwierdzeniu opisuj¡cym rozumowanie zawarte w paczce, tak jak ma
to miejsce w przypadku drugiej metody. Aplikacja drugiej metody generuje bowiem
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lemat, z którym zwi¡zane sformuªowanie ma posta¢ implikacji, w której zaªo»eniu po-
jawia si¦ koniunkcja stwierdze« zwi¡zanych z przesªankami paczki, natomiast tezie �
koniunkcja stwierdze« zwi¡zanych z konkluzjami paczki. Przytoczenie zaªo»e« wi¡»e
si¦ jednak z wydªu»eniem rozumowania, wynikaj¡cym z wprowadzenia dodatkowego
wierzchoªka odpowiadaj¡cego za eliminacj¦ implikacji w uzasadnieniu lematu.

Wzgl¦dny wzrost liczby wierzchoªków w przypadku wyizolowywania du»ych pa-
czek jest niewielki w stosunku do korzy±ci, jakich dostarcza kapsuªkowanie rozbudo-
wanych szczegóªów dowodu w procesie poprawy czytelno±ci. W przypadku krótkich,
kilkuelementowych paczek koszt ten mo»e jednak wydawa¢ si¦ zbyt du»y w stosunku
do uzyskanych rezultatów i stawia pod znakiem zapytania sens wyodr¦bniania tego
rodzaju lematów�paczek. Nawet tak krótkie lematy odgrywaj¡ jednak istotn¡ rol¦
w procesie wyszukiwania powtarzaj¡cych si¦ prostych podrozumowa«, które niejed-
nokrotnie wyst¦puj¡ w dªugich skryptach dowodowych. Warto w tym miejscu podkre-
±li¢, »e takie wydzielanie umo»liwia nie tylko eliminacj¦ powtarzaj¡cych si¦ krótkich
podrozumowa«, ró»ni¡cych si¦ co najwy»ej identy�katorami zmiennych, ale równie»
podrozumowa«, które s¡ opisywane przez stwierdzenia równowa»ne. Dodatkowo eli-
minacja powtarzaj¡cych si¦ rozumowa« w bazie MML, jest jednym z po»¡danych
kierunków dalszych bada« nad popraw¡ jako±ci tej bazy [34, 35].

3.1.2 Metody wyodr¦bniania paczek nie domkni¦tych na pro-

wadzenie dróg skierowanych

W przeprowadzonej dot¡d analizie, wybrane do wyodr¦bniania paczki pokrywaªy
si¦ ze spójnymi (w pewnym sensie) fragmentami rozumowania. Oczywi±cie wybrane
paczki byªy wierzchoªkowo rozª¡czne, ale posiadaªy one równie» wªasno±¢ domkni¦-
cia ze wzgl¦du na prowadzenie dróg skierowanych, tj. ka»da RefP�droga skierowana
ª¡cz¡ca dowolne dwa wierzchoªki z obszaru paczki byªa wierzchoªkowo zawarta w ob-
szarze tej paczki. Ujmujemy t¦ kluczow¡ wªasno±¢ w precyzyjnej de�nicji.

De�nicja 3.6. Niech P b¦dzie paczk¡ w abstrakcyjnym gra�e dowodu P. Wówczas
paczk¦ P b¦dziemy nazywa¢ domkni¦t¡ ze wzgl¦du na prowadzenie dróg skierowanych
lub krócej domkni¦t¡ wtedy i tylko wtedy, gdy

∀
u,v∈V(P), w∈V(P)

(u→
D

P̃

∗w→
D

P̃

∗v =⇒ w ∈ V(P)). (3.1)

W dalszym ci¡gu tej sekcji skupimy uwag¦ na wpªywie wªasno±ci domkni¦to±ci
paczki na posta¢ stwierdzenia dowodzonego przez rozumowanie zawarte w paczce.
Rozwa»my w tym celu paczk¦ P3 (rys. 3.1) zbudowan¡ z wierzchoªków: β1, β2, δ1, δ2,
dla której mo»emy wskaza¢ drog¦ skierowan¡ β1 → γ → δ2 �wychodz¡c¡� poza obszar

P3 (γ 6∈ Obsz(P3)). Zauwa»my, »e aplikuj¡c któr¡kolwiek z metod wyodr¦bnienia do
paczki P3, uzyskujemy cykl skierowany w gra�e dowodu, odk¡d co najmniej jedna
z przesªanek (γ ∈ Pre(P3)) jest osi¡galna z jakiej± konkluzji (β1 ∈ Con(P3)). Zast¡-
pienie paczki P3 krokiem stwierdzaj¡cym formuª¦ β1∧β2∧δ1∧δ2 powoduje bowiem, »e
ka»dy bezpo±redni nast¦pnik konkluzji paczki (np. γ b¦d¡ca bezpo±rednim nast¦p-
nikiem β1) jest osi¡galny w domkni¦tym gra�e dowodu z ka»dej przesªanki paczki
(np. γ).

Dysponuj¡c jednak opisem rozumowania zawartym w paczce P3 w postaci (α =⇒
β1) ∧ (α =⇒ β2) ∧ ((α ∧ γ) =⇒ δ2) ∧ (γ =⇒ δ1) mo»emy, jak zostanie poka-
zane w dalszej cz¦±ci podrozdziaªu 3.1, wyodr¦bni¢ t¦ paczk¦ zachowuj¡c popraw-
no±¢ rozumowania (wyodr¦bnienie paczki P3 w gra�e dowodu rys. 3.1 oraz mo-
dy�kacja skryptu dowodowego z wydruku 3.2, zostaªo przedstawione na rys. 3.7,
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LemmaP3: (α =⇒ (β1 ∧ β2 ∧ (γ =⇒ δ2))) ∧ (γ =⇒ δ1)
proof

thus α =⇒ (β1 ∧ β2 ∧ (γ =⇒ δ2))
proof

assume A′: α;
thus B1: β1 by A′;
thus B2: β2 by A′;
thus γ =⇒ δ1
proof

assume C′:γ;
thus δ1 by C′;

end;

end;

end;

α =⇒ φ
proof

assume A: α;
NewP3: (α =⇒ (β1 ∧ β2 ∧ (γ =⇒ δ2))) ∧ (γ =⇒ δ1) by LemmaP3;
Newβ1: β1 by NewP3, A;
Newβ2: β2 by NewP3, A;
C: γ by Newβ1, Newβ2;
Newδ1: δ1 by NewP3, A, C;
Newδ2: δ2 by NewP3, A, C;
E: ε by Newδ1, Newδ2;
thus F: φ by E;

end;

Wydruk 3.6:Mody�kacja rozumowania z wydruku 3.2 b¦d¡ca nast¦pstwem wyodr¦b-
nienia niedomkni¦tej paczki P3 na prowadzenie dróg skierowanych w gra�e dowodu
rys. 3.1, którego struktura zostaªa przedstawiona na rys. 3.7.

wydruk 3.6 odpowiednio). Zauwa»my w tym celu, »e rozumowanie zawarte w do-
wolnej paczce P mo»e zosta¢ opisane przez koniunkcj¦ implikacji, gdzie nast¦pnik
ka»dej spo±ród implikacji odpowiada stwierdzeniu zwi¡zanemu z ustalon¡ konkluzj¡
c ∈ Con(P), a poprzednik jest koniunkcj¡ stwierdze« najmniejszego zbioru (w sen-
sie zawierania) przesªanek paczki P, które zostaªy wykorzystane do uzasadnienia tej
konkluzji. W szczególno±ci, je±li najmniejszy zbiór przesªanek jest pusty, b¦dziemy
przyjmowa¢, »e przesªank¡ implikacji jest verum, które w j¦zyku Mizar jest zapisy-
wane jako not contradiction. Ka»d¡ tak¡ implikacj¦ b¦dziemy nazywa¢ bazow¡,
a koniunkcj¦ wszystkich implikacji bazowych ustalonej paczki P, jej stwierdzeniem
bazowym. Naturalnie wybieraj¡c formuª¦ opisuj¡c¡ rozumowanie zawarte w paczce,
mo»emy wybra¢ ka»d¡ formuª¦, która jest równowa»na ze stwierdzeniem bazowym
(np. (α =⇒ (β1 ∧ β2 ∧ (γ =⇒ δ2))) ∧ (γ =⇒ δ1)). Formuªy, które s¡ równowa»ne ze
stwierdzeniem bazowym, b¦dziemy nazywa¢ zmody�kowanymi stwierdzeniami bazo-
wymi.

De�nicja 3.7. Niech c b¦dzie konkluzj¡ paczki P w abstrakcyjnym gra�e dowodu P.
Zbiorem przesªanek konkluzji c w paczce P b¦dziemy nazywa¢ wyra»enie

P(c) := {v ∈ Pre(P) : ∃
u∈V(P)

v →
D

P̃

u −−−−−→
D

P̃|V(P)

∗ c}. (3.2)
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LemmaP3 : (α⇒ (β1 ∧ β2 ∧ (γ ⇒ δ2))) ∧ (γ ⇒ δ1) α⇒ φ

thus

α⇒ (β1 ∧ β2 ∧ (γ ⇒ δ2))
thus

γ ⇒ δ1

assume
α

γ ε
thus

φ

vβ1 vβ2 vδ2 vδ1

assume
α

thus

γ ⇒ δ2 vP3 : (α⇒(β1 ∧ β2 ∧ (γ ⇒ δ2))) ∧ (γ⇒δ1)

thus

β1

thus

β2

assume
γ

thus

δ2

assume
γ

thus

δ1

Rysunek 3.7: Mody�kacja abstrakcyjnego grafu dowodu (rys. 3.1), wynikaj¡ca z wy-
odr¦bnienia paczki P3 przy u»yciu mody�kacji drugiej metody wyodr¦bniania.

Implikacj¡ bazow¡ konkluzji c w paczce P b¦dziemy wówczas nazywa¢ implikacj¦,
w której konkluzj¡ jest stwierdzenie zwi¡zane z c, a przesªank¡ jest koniunkcja stwier-
dze« zwi¡zanych z wierzchoªkami nale»¡cymi do zbioru P(c) lub not contradiction

w przypadku P(c) = ∅.

Mo»na innymi sªowy okre±li¢ zbiór P(c) jako zbiór tych kroków, z których bezpo-
±rednio korzysta paczka, ale tak, »e prowadz¡ one w ko«cu do konkluzji c.

De�nicja 3.8. Niech P b¦dzie paczk¡ w abstrakcyjnym gra�e dowodu. Stwierdze-
niem bazowym paczki P nazywamy koniunkcj¦ zbudowan¡ z wszystkich implikacji
bazowych, odpowiadaj¡cych poszczególnym konkluzjom paczki P.

Wyodr¦bnienie paczek nie maj¡cych wªasno±ci domkni¦to±ci na prowadzenie dróg
skierowanych w abstrakcyjnym gra�e dowodu wpªywa nie tylko na rozbudowanie
stwierdzenia opisuj¡cego rozumowanie zawarte w paczce, ale wymusza równie» bar-
dziej zaawansowan¡ mody�kacj¦ grafu dowodu. Zauwa»my, »e rozumowanie uzasad-
niaj¡ce stwierdzenie zwi¡zane z tak¡ paczk¡, musi by¢ zbudowane z serii odr¦bnych
dowodów uzasadniaj¡cych poszczególne implikacje bazowe (np. γ =⇒ δ1 rys. 3.7).
Takiemu rozwi¡zaniu towarzyszy na ogóª powielanie cz¦±ci wierzchoªków zawartych
w paczce, poniewa» dowody poszczególnych implikacji bazowych nie musz¡ by¢ roz-
ª¡czne, w sensie podzbiorów zbioru wszystkich kroków paczki, które zostaªy wykorzy-
stane do uzasadnienia poszczególnych implikacji. Zauwa»my bowiem, »e dowód im-
plikacji bazowej konkluzji c ∈ Con(P), zawiera wierzchoªek v je±li istnieje wierzchoªek
u, który jest osi¡galny z jakiego± wierzchoªka nale»¡cego do P(c), c jest osi¡galne z u
w D

P̃
oraz v ∈ Obsz(u) ({v ∈ Obsz(P) : ∃

p∈P(c),w∈Obsz(P)
p→
D

P̃

∗w →
D

P̃

∗c ∧ v →
Meta

P̃

∗w})

oraz mo»liwe inne wierzchoªki, które nale»¡ do Obsz(P) i s¡ wykorzystywane w uza-
sadnieniu u, ale nie s¡ osi¡galne z »adnej przesªanki paczki P, tzw. wierzchoªki
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swobodne, których uzasadnienie wynika z wªasno±ci termów oraz predykatów wy-
st¦puj¡cych w stwierdzeniach zwi¡zanych z tymi wierzchoªkami ({v ∈ Obsz(P) :
( ∃
w∈Obsz(P)

v →
Meta

P̃

∗w →
D

P̃

∗c) ∧ ( ∀
p∈Pre(P)

¬p→
D

P̃

∗v)}). Odpowiedni wybór zmody�kowa-

nego stwierdzenia bazowego umo»liwia jednak zmniejszenie liczby powielonych wierz-
choªków. Staje si¦ to mo»liwe dzi¦ki poª¡czeniu odpowiednich implikacji o identycz-
nych zaªo»eniach (m.in. w oparciu o prawo kompozycji nast¦pników koniunkcji) oraz
dzi¦ki wyodr¦bnianiu powtarzaj¡cych si¦ przesªanek (w oparciu o prawo eksportacji,
np. wybór formuªy α =⇒ (β1 ∧ β2 ∧ (γ =⇒ δ2)) równowa»nej z (α =⇒ β1) ∧ (α =⇒
β2) ∧ ((α ∧ γ) =⇒ δ2) (rys. 3.7), umo»liwiª zast¡pienie trzech wierzchoªków szkiele-
towych �assume α� jednym).

Innym nast¦pstwem wyodr¦bniania niedomkni¦tych paczek, jest bardziej zaawan-
sowana mody�kacja pozostaªej po wyodr¦bnianiu cz¦±ci rozumowania pierwotnego.
W celu przedstawienia tych mody�kacji ustalmy dowoln¡ paczk¦ P oraz zaªó»my, »e
Con(P) = {c1, c2, . . . , cn}, gdzie n = |Con(P)|. Oznaczmy zbiór⋂

P :=
⋂
1¬i¬n

P(ci) (3.3)

oraz wprowad¹my oznaczenie sta(v) na stwierdzenie sformuªowane w wierzchoªku
v ∈ V(P) oraz lab(v) na etykiet¦ umo»liwiaj¡c¡ odwoªanie si¦ do stwierdzenia sta(v).
Dodatkowo przez sta(V ) b¦dziemy oznacza¢ koniunkcj¦ wszystkich stwierdze« sfor-
muªowanych w wierzchoªkach ze zbioru V , a przez lab(V ) ci¡g wszystkich etykiet
stwierdze« sformuªowanych w wierzchoªkach ze zbioru V oddzielanych przecinkami,
gdzie ∅ 6= V ⊆ V(P). Dodatkowo, w przypadku ∅ = V b¦dziemy przyjmowa¢:
sta(V ) = not contradiction, a za lab(V ) etykiet¦ dodatkowego kroku stwierdza-
j¡cego not contradiction.

Ze wzgl¦du na cz¦±ciowe wykorzystanie rozwi¡za« dotycz¡cych drugiej metody
wyodr¦bniania w pierwszej, metody te b¦d¡ rozwa»ane w kolejno±ci odwrotnej.

Druga metoda W przypadku drugiej zmody�kowanej metody wyodr¦bniania no-
wy krok zwi¡zany z wierzchoªkiem vP , który zast¦puje paczk¦ P, ma posta¢:

lab(vP):
∧
1¬i¬n

( sta(P(ci) \
⋂
P) implies sta(ci) ) by lab(

⋂
P), lab(LemmaP);

(3.4)
gdzie vLemmaP oznacza wierzchoªek odpowiadaj¡cy krokowi rozumowania postaci
(3.5), w którym zostaª sformuªowany lemat wygenerowany na podstawie paczki P,
a lab(vP) oraz lab(vLemmaP) s¡ nie wykorzystywanymi dot¡d etykietami w dowodzie.

lab(vLemmaP): sta(
⋂
P) implies

( ∧
1¬i¬n

( sta(P(ci) \
⋂
P) implies sta(ci) )

)
proof . . . end;,

(3.5)
Zauwa»my, »e w pierwotnej wersji drugiej metody, zast¡pienie poszczególnych

odwoªa« do ró»nych konkluzji paczki, odwoªaniem do nowego wspólnego kroku zast¦-
puj¡cego paczk¦ umo»liwiaªo zachowanie poprawno±ci mody�kowanych w ten sposób
uzasadnie«. Sytuacja ta ulega jednak istotnej zmianie w przypadku wierzchoªka vP .
Zast¡pienie odwoªania do konkluzji ci przez odwoªanie do vP jest bowiem uzasad-
nione jedynie w przypadku P(ci) \

⋂
P = ∅, gdzie 1 ¬ i ¬ n. W celu rozwi¡zania

tego problemu wprowad¹my do rozumowania krok zwi¡zany z nowym wierzchoªkiem
vci , odpowiadaj¡cy konkluzji ci postaci:

lab(ci): sta(ci) by lab(P(ci) \
⋂
P), lab(vP);, (3.6)
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gdzie lab(ci) jest nie wykorzystywan¡ dot¡d etykiet¡ w dowodzie. Oczywi±cie zast¡-
pienie ka»dego wyst¡pienia etykiety lab(ci) przez etykiet¦ lab(vci), nie powoduje bª¦-
dów we w ten sposób zmody�kowanych uzasadnieniach. Dodatkowo, przeprowadzone
empiryczne badania nad uzyskanymi mody�kacjami wykazaªy, »e wykorzystuj¡c ist-
niej¡ce w systemie Mizar programy, tj. RelPrem, RelInfer, Inacc [57, 59, 78], RenInfer,
MergeItems [70], które szerzej s¡ opisane w sekcji 3.3.1, mo»liwe jest �usuni¦cie� cz¦-
±ci wierzchoªków postaci (3.6) lub ich �pogrupowanie� przy zachowaniu poprawno±¢
rozumowania.

Przedstawiony sposób mody�kacji uzasadnie« poszczególnych kroków rozumowa-
nia pierwotnego po wyodr¦bnieniu paczki P nie budzi w¡tpliwo±ci w zakresie popraw-
no±ci tak zmody�kowanych uzasadnie« poszczególnych kroków. Równie intuicyjne
jest uzasadnienie stwierdzenia bazowego w oparciu o ci¡g kroków stwierdzaj¡cych
kolejne implikacje bazowe, które zostaªy uzasadnione na podstawie odpowiednio wy-
branych fragmentów paczki.

W celu uzasadnienia zachowywania poprawno±ci rozumowania przez zmody�ko-
wan¡ drug¡ metod¦ poka»emy jedynie, »e mody�kacja ta zachowuje wªasno±¢ acy-
kliczno±ci.

Obserwacja 3.9. Mody�kacja rozumowania pierwotnego, b¦d¡ca nast¦pstwem wy-
odr¦bnienia paczki za pomoc¡ zmody�kowanej drugiej metody, nie generuje cykli skie-
rowanych w uzyskanej strukturze grafu dowodu.

Dowód. Ustalmy abstrakcyjny graf skierowany P oraz jego mody�kacj¦ P1 zwi¡zan¡
z wyodr¦bnieniem paczki P. Zaªó»my nie wprost, »e a jest skierowanym cyklem wGP1

(zob. Def. 2.5). Z Def. 2.5 digrafGP jest acykliczny, sk¡d cykl amusi przechodzi¢ przez
�nowe� wierzchoªki zwi¡zane z krokami rozumowania postaci: (3.4), (3.6), LemmaP .
W celu uzyskania sprzeczno±ci poka»emy, »e ka»dy maksymalny w sensie zawierania
segment cyklu a zbudowany wyª¡cznie z �nowych� wierzchoªków mo»e zosta¢ zast¡-
piony drog¡ zbudowan¡ z wierzchoªków nale»¡cych do Obsz(P), w taki sposób, »e
po iteracyjnym zast¡pieniu poszczególnych maksymalnych segmentów okre±lonego
rodzaju, uzyskany ci¡g b¦dzie cyklem, co doprowadzi do sprzeczno±ci z wynikaj¡c¡
z de�nicji acykliczno±ci¡ GP.

Ustalmy wi¦c segment a′ := 〈a0, a1, a2, . . . , ak, ak+1〉 drogi a, gdzie ai s¡ �nowymi�
wierzchoªkami dla i = 1, 2, . . . , k, a a0, ak+1 ∈ V(P). Wówczas mo»liwe s¡ tylko dwa
przypadki, gdy» vLemmaP jako ¹ródªo w D

P̃1
nie mo»e nale»e¢ do a′ (rys. 3.7):

1. segment a′ = 〈a0, a1, a2, a3〉, gdzie

◦ a0 ∈
⋂

d∈Con(P)
P(d),

◦ a1 = vP ,

◦ a2 = vc dla pewnej konkluzji c ∈ Con(P),

◦ a3 odwoªuje si¦ do c,

2. segment a′ = 〈a0, a1, a2, a2〉, gdzie

◦ a0 ∈ P(c) dla c ∈ Con(P), ale a0 /∈
⋂

d∈Con(P)
P(d),

◦ a1 = vc,

◦ a2 odwoªuje si¦ do c.

Jednak w obu przypadkach a0 ∈ P(c), a zatem z Def. 3.7 konkluzja c jest osi¡-
galna z przesªanki a0 w D

P̃|V(P)
. Mo»emy zatem segment miedzy a0 i ak+1 zast¡pi¢

wierzchoªkami z pierwotnego grafu, zachowuj¡c osi¡galno±¢ ak+1 z a0.
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Pierwsza metoda Zauwa»my, »e w przypadku drugiej metody wyodr¦bniania ge-
nerowanie lematu o mo»liwie najogólniejszej postaci kosztem powielania wierzchoªków
w uzasadnieniu byªo uzasadnione tym, i» �poªo»enie� lematu w skrypcie dowodowym
umo»liwiaªo jego zastosowanie nie tylko w uzasadnieniu kroku zast¦puj¡cego paczk¦,
ale równie» potencjalnie w uzasadnieniu innych wierzchoªków. Koszt ten jest jednak
nieuzasadniony w przypadku pierwszej metody, gdzie wygenerowane rozumowanie
jest wykorzystane tylko do uzasadnienia tego kroku. Oczywi±cie, prowadz¡c analo-
giczne rozwa»ania jak w przypadku drugiej metody,

(i) zast¦puj¡c krok zwi¡zany z wierzchoªkiem vP krokiem v′P postaci:

lab(v′P):
∧
1¬i¬n

( sta(P(ci) \
⋂
P) implies sta(ci) ) proof . . . end;, (3.7)

gdzie proof . . . end; jest rozumowaniem wykorzystywanym w uzasadnieniu
kroku vLemmaP o postaci (3.5),

(ii) usuwaj¡c z tego rozumowania krok rodzaju <Assumption>, który odpowiada
za eliminacj¦ implikacji o zaªo»eniem sta(

⋂
P) � implikacja ta nie wyst¦puje

w sta(v′P),

(iii) zast¦puj¡c odwoªania do usuni¦tego kroku bezpo±rednimi odwoªaniami do prze-
sªanek ze zbioru

⋂
P w uzasadnieniu kroku v′P ,

uzyskujemy zachowanie poprawno±ci zmody�kowanego rozumowania.
W sekcji tej skupimy uwag¦ nad sposobem mody�kacji zbiorów przesªanek Pre(c),

dzi¦ki któremu wygenerowane rozumowanie na podstawie paczki nie b¦dzie posiada¢
powielonych wierzchoªków, przy jednoczesnym zachowaniu poprawno±ci zmody�ko-
wanego w ten sposób rozumowania, gdzie c ∈ Con(c). Cel ten zostanie osi¡gni¦ty
poprzez odpowiednie osªabienie stwierdzenia bazowego.

De�nicja 3.10. Niech P b¦dzie abstrakcyjnym grafem dowodu, V podzbiorem zbioru
wierzchoªków w P, za± A podzbiorem zbioru ªuków A(D

P̃
) oraz v, u par¡ wierzchoªków

w P. B¦dziemy mówi¢, »e wierzchoªek u jest osi¡galny z v wzgl¦dem zbiorów A, V ,
je±li speªniona jest nast¦puj¡ca zale»no±¢:(

∃
w1,w2,...,wk∈V

v →
A
w1 →

A
w2 →

A
. . .→

A
wk →

A
u

)
∧(

∀
s1,s2,...,sl∈V(P)

v →
A
s1 →

A
s2 →

A
. . .→

A
sk →

A
u =⇒ s1, s2, . . . , sk ∈ V

)
(3.8)

i b¦dziemy oznacza¢ v V7−→
A
u.

Ustalmy paczk¦ P. Wierzchoªki zbioru PC := Pre(P)∪Con(P) mo»emy wówczas
przedstawi¢ w postaci dwóch ci¡gów zbiorów: {Pre(P)i}∞i=1, {Con(P)i}∞i=1 danych
zale»no±ciami:

Pre(P)0 = {p ∈ Pre(P) : ¬ ∃
u∈Con(P)

u→
D

P̃

∗p},

Con(P)i = {c ∈ Con(P) : ∃
p∈Pre(P)i

p
Obsz(P)7−−−−−→
A(D

P̃
)
c},

Pre(P)i+1 = {p ∈ Pre(P) : ∃
c∈Con(P)i

c
V(P)\Obsz(P)7−−−−−−−−−→
A(D

P̃
)

p},

(3.9)
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gdzie i jest dowoln¡ liczb¡ naturaln¡. Oczywi±cie, elementy ci¡gów Pre(P)0, Con(P)0,
Pre(P)1, Con(P)1,Pre(P)2, Con(P)2, . . . stanowi¡ partycj¦ zbioru PC. Dodatkowo,
tylko sko«czona liczba elementów mo»e by¢ niepusta, gdy» PC jest zbiorem sko«czo-
nym. Ponadto istnieje liczba naturalna m, dla której Con(P)0 6= ∅, Pre(P)i 6= ∅,
Con(P)i 6= ∅ dla i = 1, . . . ,m oraz Pre(P)i = Con(P)i = ∅ dla i > m, poniewa» dla
ka»dej przesªanki istnieje co najmniej jedna konkluzja osi¡galna w D

P̃
(uwaga, w po-

ni»szych rozwa»aniach w przypadku Pre(P)0 = ∅ b¦dziemy przyjmowa¢, »e zbiór
Pre(P)0 jest zbudowany z wierzchoªka stwierdzaj¡cego not contradiction).

Korzystaj¡c nast¦pnie bezpo±rednio z konstrukcji ci¡gów (3.9) stwierdzamy, »e nie
zachodzi c→

D
P̃

∗p dla ka»dej konkluzji c ∈ Con(P)i oraz przesªanki p ∈ Pre(P)j , gdzie

j ¬ i. St¡d partycja zbioru wierzchoªków rozumowania pierwotnego zawieraj¡cego
jako podgraf P, która zostaªa zbudowana ze zbiorów Pre(P)0, Con(P)0,Pre(P)1,
Con(P)1, . . . ,Pre(P)m, Con(P)m oraz jednoelementowych zbiorów zawieraj¡cych
wierzchoªki nie nale»¡cych do PC, wyznacza acykliczn¡ partycj¦ tego grafu dowodu.
Mo»emy wi¦c osªabi¢ stwierdzenie bazowe paczki P do postaci:

sta(Pre(P)0) implies ( sta(Con(P)0) & (
sta(Pre(P)1) implies ( sta(Con(P)1) & (

. . .
( sta(Pre(P)m) implies sta(Con(P)m) ) . . . )))),

(3.10)

które jest uzasadnione za pomoc¡ rozumowania:

proof

assume sta(Pre(P)0);
�zbiór wierzchoªków nie nale»¡cych do Con(P)0, dla których istniej¡
konkluzje ze zbioru Con(P)0, osi¡galne z tych wierzchoªków w D

P̃
�

thus sta(Con(P)0);
assume sta(Pre(P)1);

�zbiór wierzchoªków nie nale»¡cych do Con(P)1, dla których istniej¡
konkluzje ze zbioru Con(P)1, osi¡galne z tych wierzchoªków w D

P̃

oraz które nie zostaªy jeszcze wymienione�
thus sta(Con(P)1);
. . .
assume sta(Pre(P)m);

�zbiór wierzchoªków nie nale»¡cych do Con(P)m, dla których istniej¡
konkluzje ze zbioru Con(P)m, osi¡galne z tych wierzchoªków w D

P̃

oraz które nie zostaªy jeszcze wymienione�
thus sta(Con(P)m);

end;,
(3.11)

w którym odwoªania do stwierdze« sformuªowanych w krokach zwi¡zanych z prze-
sªankami paczki P zostaªy odpowiednio zast¡pione odwoªaniami do kroków rodzaju
<Assumption>. Oczywi±cie konstrukcja tego rozumowania nie wymaga powielania
wierzchoªków nale»¡cych do paczki P.

Rozwa»my teraz krok postaci (3.7), w którym stwierdzenie bazowe zostaªo za-
st¡pione jedynie nast¦pnikiem implikacji o przesªance sta(Pre(P)0) sformuªowanej
w (3.10). Uzasadnieniem tego kroku jest wówczas rozumowanie (3.11), w którym
zostaª pomini¦ty krok �assume sta(Pre(P)0);� oraz wszystkie odwoªania do tego
kroku zostaªy zast¡pione poprzez odwoªania do odpowiednich stwierdze« zwi¡zanych
z krokami, b¦d¡cymi przesªankami ze zbioru Pre(P)0.

50



Poprawno±¢ zmody�kowanego rozumowania przy takiej postaci kroku zwi¡zanego
z wierzchoªkiem vP jest osi¡gana dzi¦ki zast¡pieniu ka»dego wierzchoªka vc postaci
(3.6), przez wierzchoªek vCon(P)i postaci:

lab(vCon(P)i): sta(ci) by lab(vP), lab(Pre(P)1), lab(Pre(P)2), . . . ,lab(Pre(P)i−1);,
(3.12)

gdzie 0 ¬ i ¬ n, lab(ci) jest nie wykorzystywan¡ dot¡d etykiet¡ w dowodzie; oraz
zast¡pieniu ka»dego odwoªania do stwierdzenia sta(c) konkluzji c ∈ Con(P) przez
odwoªanie do stwierdzenia sta(vCon(P)i), je±li c ∈ Con(P)i.

Zauwa»my równie», »e zaproponowane uogólnienie pierwszej metody wyodr¦b-
niania paczek przy pomocy osªabionego stwierdzenia bazowego w naturalny sposób
uogólnia metod¦ zaproponowan¡ dla domkni¦tych paczek, gdy» w przypadku do-
mkni¦tej paczki P ci¡gi okre±lone zale»no±ci¡ (3.9), posiadaj¡ co najwy»ej dwa nie-
puste elementy, mianowicie Pre(P)0, Con(P)0 oraz vCon(P)0 = vP .

3.1.3 Metody wyodr¦bniania paczek uwzgl¦dniaj¡ce zmienne

w rozumowaniu

W przedstawionych dot¡d metodach wyodr¦bniania paczek, pomijane byªy informa-
cje opisuj¡ce sposób wykorzystania zmiennych w paczkach. Intuicyjnie, wykorzystanie
zmiennych, które zostaªy wprowadzone do rozumowania poza obszarem paczki, ale s¡
wykorzystywane wewn¡trz tej paczki powinno wpªywa¢ co najwy»ej na drug¡ metod¦,
która wyodr¦bnia paczk¦ w postaci lematu. Oderwanie paczki od kontekstu rozumo-
wania w przypadku drugiej metody wymusza bowiem poprzedzenie stwierdzenia ba-
zowego kwanty�katorami ogólnymi, umo»liwiaj¡cymi zwi¡zanie zmiennych wolnych
wyst¦puj¡cych w tym stwierdzeniu. Sytuacja taka ma jednak miejsce tylko w przy-
padku, je±li zmienne ustalone wprowadzone do rozumowania wewn¡trz paczki s¡ wy-
korzystywane tylko w jej obszarze. Dostateczn¡ mody�kacj¡ drugiej metody jest wów-
czas poprzedzenie stwierdzenia bazowego kwanty�katorami ogólnymi, a nast¦pnie po-
przedzeniem wszystkich kroków w uzasadnieniu krokiem rodzaju <Generalization>,
który odpowiada za wprowadzenie tych zmiennych ustalonych do rozumowania wy-
generowanego lematu.

Zbiór zmiennych wyst¦puj¡cych w stwierdzeniu bazowym, nie musi si¦ jednak
pokrywa¢ ze zbiorem zmiennych wykorzystywanych w paczce. Rozwa»my bowiem
przypadek, w którym zmienna ustalona x typu Θ jest wykorzystywana w rozumowa-
niu zawartym w paczce, ale nie jest wykorzystana w stwierdzeniu bazowym. Wówczas
wykorzystywane s¡ w paczce co najwy»ej wªasno±ci wynikaj¡ce z istnienia zmiennej
okre±lonego typu, sk¡d mo»liwe jest zast¡pienie wszystkich wyst¡pie« tej zmiennej
przez reprezentanta okre±lonego typu (ang. the global choice [38, 51, 100]), który
w j¦zyku Mizar ma posta¢ the Θ. Wykorzystanie reprezentanta, jest jednak mo»liwe
wyª¡cznie dla typów niepustych � typów dla których wcze±niej zostaª udowodniony
klaster egzystencjalny (szerzej na ten temat w [33]), aczkolwiek ten sam klaster jest
konieczny do wprowadzenia do rozumowania zmiennej ustalonej okre±lonego typu.
Tym samym zast¡pienie zmiennej x reprezentantem theΘ nie generuje bª¦dów w ro-
zumowaniu, a nawet mo»e je upro±ci¢ w przypadku kilku zmiennych ustalonych tego
samego typu, które na wskutek zast¡pienia tych zmiennych wspólnym reprezentan-
tem zostaªy uto»samione.

Rozwa»my przykªad z rys. 3.8. Przedstawiona zostaªa tam sytuacja, w której
zmienna ustalona wprowadzona do rozumowania wewn¡trz paczki, jest wykorzysty-
wana poza jej obszarem, gdzie symbole P, Q, R, S, T reprezentuj¡ predykaty jedno-
argumentowe, a F reprezentuje funktor jednoargumentowy. Zauwa»my najpierw, »e
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α : let x be set;

β : A1: P[x];
γ : consider y be set such that

A2:y=F(x) by A1;
δ : A3: Q[y] by A2;
ε : consider z be Subset of y such that

A4: R[z] by A3;
ζ : consider r be Relation of y,z such that

A5: S[r] by A4;
η : A6: T[r] by A5;

α :

β : γ :

ε : δ :

η : ζ :

paczka P4

Rysunek 3.8: Fragment rozumowania zapisanego w j¦zyku Mizar przedstawiaj¡cy
niedomkni¦t¡ paczk¦ P4. Paczka P4 jest niedomkni¦ta, gdy» ±cie»ka δ → ε → ζ

zªo»ona z ªuków referencyjnych wychodzi poza jej zakres. Gdyby ten warunek nie
zachodziª, to niedomkni¦cie wynikaªoby te» z obecno±ci ±cie»ki γ → ε → ζ zªo»onej

z ªuków porz¡dkuj¡cych.

stwierdzenie bazowe paczki P4 ma posta¢:

(P[x] impliesQ[y] ) & (R[z] implies S[r] ), (3.13)

w którym wyst¦puj¡ cztery zmienne wolne x, y, z, r odpowiadaj¡ce zbiorom, przy
czym zmienne x i z s¡ zmiennymi ustalonymi wprowadzonymi do rozumowania poza
obszarem paczki P4, natomiast pozostaªe zmienne odpowiadaj¡ zmiennym ustalonym
wprowadzonym wewn¡trz obszaru paczki P4. St¡d, w celu zapewnienia poprawno±ci
mody�kowanego rozumowania zmienne x i z w stwierdzeniu opisuj¡cym rozumowanie
zawarte w paczce, musz¡ by¢ zwi¡zane kwanty�katorami ogólnymi, natomiast y i r
egzystencjalnymi. Dodatkowo kolejno±¢ wi¡zania zmiennych w przypadku paczki P4
jest nast¦pstwem dwóch obserwacji:

(i) konstrukcja zmiennej ustalonej y w kroku γ wykorzystuje zmienn¡ ustalon¡ x,
sk¡d kwanty�kator ∀

x
musi poprzedza¢ kwanty�kator ∃

y
,

(ii) zmienna ustalona z jest podzbiorem zbioru y oraz zmienna ustalona z jest pod-
zbiorem iloczynu kartezja«skiego y × z, sk¡d kwanty�kator ∃

y
musi poprzedza¢

kwanty�kator ∀
z:z⊆y

, który to nast¦pnie musi poprzedza¢ ∃
r:r⊆y×z

.

Generalizuj¡c powy»sze stwierdzenie mo»emy zauwa»y¢, »e kolejno±¢ kwanty�ka-
torów w sformuªowaniu lematu jest jedyn¡ mo»liw¡ dla tej paczki. Jest ona okre-
±lona relacj¡ osi¡galno±ci w gra�e OP, która w tym przypadku jednoznacznie de-
terminuje kolejno±¢ kwanty�katorów. Relacj¡ osi¡galno±ci w gra�e OP determinuje
bowiem kolejno±¢ kwanty�katorów z dokªadno±ci¡ do wyboru sortowania topologicz-
nego digrafu rozpi¦tego na wierzchoªkach odpowiadaj¡cych krokom wprowadzaj¡cym
zmienne ustalone do rozumowania, które to zmienne s¡ wprowadzone lub wykorzy-
stywane wewn¡trz paczki; natomiast ªuki ª¡cz¡ pary ró»nych wierzchoªków b¦d¡cych
w relacji osi¡galno±ci w gra�e OP. St¡d jako stwierdzenie opisuj¡c¡ rozumowanie
zawarte w paczce P4, mo»emy przyj¡¢ formuª¦:

∀
x
∃
y
∀

z:z⊆y
∃

r:r⊆y×z
((P (x) =⇒ Q(y)) ∧ (R(z) =⇒ S(r))) , (3.14)

która to odpowiada stwierdzeniu bazowemu paczki, w którym zostaªy zwi¡zane wy-
st¦puj¡ce zmienne wolne. Uzasadnienie tej formuªy (wydruk 3.9), jak równie» mody-
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α0 : LemmaP4: for x be set ex y be set st

for z be Subset of y ex r be Relation of y,z st

(P[x] implies Q[y]) & (R[z] implies S[r])
proof

α1 : let x be set;

α2 : per cases;

α3 : suppose A1: P[x];
γ′ : consider y be set such that

A2:y=F(x) by A1;
δ′ : A3: Q[y] by A2;
α4 : take y;
α5 : let z be Subset of y;
α6 : per cases;

α7 : suppose A4: R[z];
ζ ′ : consider r be Relation of y,z such that

A5: S[r] by A4;
α8 : take r;
α9 : thus (P[x] implies Q[y]) & (R[z] implies S[r])

by A3, A5;
end;

α10 : suppose A6: not R[z];
α11 : take y= the Relation of y,z;
α12 : thus (P[x] implies Q[y]) & (R[z] implies S[r])

by A3, A6;
end;

end;

α13 : suppose A7: not P[x];
α14 : take y = the set;

α15 : let z be Subset of y;
α16 : per cases;

α17 : suppose A8: R[z];
ζ ′′ : consider r be Relation of y,z such that

A9: S[r] by A8;
α18 : take r;
α19 : thus (P[x] implies Q[y]) & (R[z] implies S[r])

by A7, A9;
end;

α20 : suppose A10: not R[z];
α21 : take y= the Relation of y,z;
α22 : thus (P[x] implies Q[y]) & (R[z] implies S[r])

by A7, A10;
end;

end;

end;

Wydruk 3.9: Dowód formuªy zapisany w systemie Mizar, z wykorzystaniem kon-
strukcji per cases, powstaªej ze stwierdzenia bazowego paczki P4 (rys. 3.8), w któ-
rej zmienne wolne zostaªy zwi¡zane czterema kwanty�katorami poprzedzaj¡cymi to
stwierdzenie. Nowe kroki w dowodzie, które nie posiadaj¡ swoich odpowiedników
w paczce P4, zostaªy sformuªowane w wierszach: α0, α1, . . . , α22.
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α : let x be set;

β : A1: P[x];
θ1 : consider y be set such that

B1: for z be Subset of y ex r be Relation of y,z st

(P[x] implies Q[y]) & (R[z] implies S[r]) by A1, LemmaP4;
θ3 : consider r1 be Relation of y,the Subset of y such that

B2: (P[x] implies Q[y]) & (R[the Subset of y] implies S[r1])
by B1;

δ : A3: Q[y] by B2, A1;
ε : consider z be Subset of y such that

A4: R[z] by A3;
θ2 : consider r be Relation of y,z such that

B3: (P[x] implies Q[y]) & (R[z] implies S[r]) by B1;
η : A6: T[r] by A4, B3;

Wydruk 3.10:Mody�kacja pozostaªej cz¦±ci rozumowania (rys. 3.8) po wyodr¦bnieniu
paczki P4, gdzie etykieta LemmaP4 jest identy�katorem stwierdzenia uzasadnionego
na wydruku 3.9. Nowe kroki w dowodzie, które zostaªy dodane do pozostaªej cz¦±ci
rozumowania po wyodr¦bnieniu paczki, zostaªy sformuªowane w wierszach: θ1, θ2, θ3.

�kacja pozostaªej cz¦±ci rozumowania po wyodr¦bnieniu paczki (wydruk 3.10), jest
jednak do±¢ skomplikowana i wymaga wprowadzenie do rozumowania du»ej liczby
nowych kroków w celu zagwarantowania poprawno±ci mody�kowanego skryptu do-
wodowego.

Jedn¡ z metod, umo»liwiaj¡c¡ zmniejszenie liczby dodatkowych kroków jest osªa-
bienie formuªy (3.14), poprzez m.in. �poprzedzenie� ka»dego kwanty�katora egzysten-
cjalnego wi¡»¡cego pewn¡ zmienn¡ zwi¡zan¡ ze staª¡ wprowadzon¡ do rozumowania
w paczce implikacj¡, której poprzednikiem jest koniunkcja przesªanek wykorzystywa-
nych do skonstruowania tej zmiennej ustalonej. Wówczas stwierdzenie, które opisuje
rozumowanie zawarte w paczce P4, przyjmuje m.in. poni»sz¡ posta¢:

∀
x
(P (x) =⇒ ∃

y
(Q(y) ∧ ∀

z:z⊆y
(R(z) =⇒ ∃

r:r⊆ y×z
S(r)))), (3.15)

odk¡d uzasadnienie kroku γ, w którym zostaªa skonstruowana staªa y odwoªuje si¦
do stwierdzenia P[x], sformuªowanego w przesªance paczki P4 oraz analogicznie uza-
sadnienie kroku ζ, w którym zostaªa skonstruowana zmienna ustalona r odwoªuje si¦
do stwierdzenia R[z], sformuªowanego w przesªance paczki P4. Mody�kacja skryptu
dowodowego rys. 3.8 zwi¡zana z wyodr¦bnieniem paczki w postaci lematu stwierdza-
j¡cego formuª¦ (3.15) zostaªa przedstawiona na wydruku 3.11.

Zauwa»my, »e istnienie zmiennych ustalonych wprowadzonych do rozumowania
wewn¡trz paczki, które s¡ wykorzystywane poza jej obszarem, wi¡»e si¦ nieodzow-
nie z ponownym wprowadzeniem tych zmiennych do zmody�kowanego rozumowania
po wyodr¦bnieniu paczki (zob. kroki θ1, θ2 przedstawione na wydrukach 3.10, 3.11).
Dodatkowo, stwierdzenie formuªy Q[y] na podstawie przesªanki P[x] oraz stwierdze-
nia uzasadnionego w kroku θ1 (wydruk 3.10) wymaga wprowadzenia do rozumowa-
nia zmiennej ustalonej r1 (krok θ3) w celu umo»liwienia bezpo±redniego odwoªania
si¦ do implikacji bazowej P[x] implies Q[y]. Ponadto liczba dodatkowych kroków
wprowadzonych do rozumowania w celu umo»liwienia jedynie �bezpo±redniego� od-
woªania si¦ do odpowiednich implikacji bazowych, mo»e by¢ proporcjonalna nawet
do kwadratu liczby kwanty�katorów egzystencjalnych. Rozwi¡zaniem tego problemu
jest generalizacja metody, wykorzystanej w przypadku stwierdzenia (3.15).
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α0 LemmaP4: for x be set st P[x] holds

ex y be set st Q[y] & for z be Subset of y st R[z] holds

ex r be Relation of y,z st S[r]
proof

α1 : let x be set;

α2 : assume A1: P[x];
γ′ : consider y be set such that

A2:y=F(x) by A1;
α3 : take y;
δ′ : thus Q[y] by A2;
α4 : let z be Subset of y;
α5 : assume A3: R[z];
ζ ′ : consider r be Relation of y,z such that

A4: S[r] by A3;
α6 : take y;
α8 : thus S[r] by A4;

end;

α : let x be set;

β : A1: P[x];
θ1 : consider y be set such that

B1: Q[y] & for z be Subset of y st R[z] holds

ex r be Relation of y,z st S[r] by A1, LemmaP4;
δ : A3: Q[y] by B1;
ε : consider z be Subset of y such that

A4: R[z] by A3;
θ2 : consider r be Relation of y,z such that

B2: S[r] by B1;
η : A6: T[r] by B2;

Wydruk 3.11: Mody�kacja skryptu dowodowego rys. 3.8 zwi¡zana z wyodr¦bnieniem
paczki P4 w postaci lematu stwierdzaj¡cego formuª¦ (3.15).

Ze wzgl¦du jednak na uzale»nienie konstrukcji od skªadni systemu Mizar w po-
ni»szych rozwa»aniach, przedstawiona zostanie jedynie metoda generowania stwier-
dzenia opisuj¡cego rozumowanie zawarte w paczce, uwzgl¦dniaj¡ca wykorzystywane
zmienne oraz szkic metody mody�kacji pozostaªej cz¦±ci rozumowania po wyodr¦b-
nieniu paczki rozwa»anego tutaj rodzaju.

Ustalmy zatem paczk¦ P w abstrakcyjnym gra�e dowodu P. Dla uproszczenia
b¦dziemy zakªada¢, »e w jednym kroku rozumowania jest wprowadzana co najwy»ej
jedna zmienna. Oznaczmy dwa zbiory wierzchoªków w P:

AP :={v ∈ V(P) : v 6∈ Obsz(P) ∧ ∃
u∈Obsz(P)

v
V(P)\Obsz(P)7−−−−−−−−−→

OrdP
P

u},

EP :={v ∈ Obsz(P) : ∃
u∈V(P)\Obsz(P)

v
Obsz(P)7−−−−−→
OrdP

P

u}.
(3.16)

Skonstruujmy nast¦pnie dwa ci¡gi {AiP}∞i=1, {E iP}∞i=1, b¦d¡ce odpowiednikami ci¡gów
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danych zale»no±ci¡ (3.9):

A0P = {a ∈ AP : ∀
u∈AP∪EP

u →
OrdP

P

∗a =⇒ u ∈ AP},

E iP = {e ∈ EP : ∃
a∈AiP

a
Obsz(P)7−−−−−→
OrdP

P

e},

Ai+1P = {a ∈ AP : ∃
e∈EiP

e
V(P)\Obsz(P)7−−−−−−−−−→

OrdP
P

a},

(3.17)

gdzie i jest dowoln¡ liczb¡ naturaln¡. Oczywi±cie elementy ci¡gu A0P , E0P ,A1P , E1P , . . .
stanowi¡ partycj¦ zbioru AP∪EP oraz istnieje liczba naturalnam, dla którejm pierw-
szych elementów ci¡gu jest niepuste z wyj¡tkiem co najwy»ej pierwszego, a kolejne
wyrazy pocz¡wszy od m+ 1 s¡ puste.

Ka»demu zbiorowi wierzchoªków AiP oraz E iP przyporz¡dkujmy sortowanie topo-
logiczne digrafu O

P̃|AiP
oraz O

P̃|EiP
oznaczane aiP oraz eiP . Zde�niujmy równie» zbiór

przesªanek paczki, które zostaªy wykorzystane przy uzasadnieniu istnienia zmiennych
ustalonych ze zbioru E iP dane zale»no±ci¡:

P(E iP) := {v ∈ Pre(P) : ∃
e∈EiP

v→
D

P̃

∗e}. (3.18)

Rozumowanie zawarte wewn¡trz paczki, jest wówczas opisywane przez ci¡g fraz µ(1),
µ(2), . . . , µ(m) danych zale»no±ci¡:

µ(1) := for �uporz¡dkowane zmienne dom(a0P)� holds �koniunkcja implikacji bazowych,
które w sformuªowaniu wykorzystuj¡ jedynie zmienne ustalone ze zbioru A0P �

µ(2) := & P(E0P) implies ex �uporz¡dkowane zmienne dom(e0P)� st �koniunkcja im-
plikacji bazowych, które nie zostaªy wymienione we frazie µ(1), w których s¡
wykorzystywane co najwy»ej zmienne ustalone ze zbioru A0P ∪ E0P . Dodatkowo,
w ka»dej takiej implikacji zostaªy pomini¦te przesªanki ze zbioru P(E0P)�

...

µ(2i+ 1) := for �uporz¡dkowane zmienne dom(ai+1P )� holds �koniunkcja implikacji bazo-
wych, które nie zostaªy wymienione we frazach µ(1), µ(2), . . . , µ(2i), w których
s¡ wykorzystywane co najwy»ej zmienne ustalone ze zbioru Ai+1P ∪

⋃
1¬j¬i

(AjP ∪

EjP). Dodatkowo, w ka»dej takiej implikacji zostaªy pomini¦te przesªanki ze zbio-
ru

⋃
1¬j¬i

P(EjP)�

µ(2i+ 2) := & P(E iP) \
⋃
1¬j<i

P(EjP) implies ex �uporz¡dkowane zmienne dom(eiP)� st �ko-

niunkcja implikacji bazowych, które nie zostaªy wymienione we frazach µ(1),
µ(2), . . . , µ(2i + 1), w których s¡ wykorzystywane co najwy»ej zmienne usta-
lone ze zbioru

⋃
1¬j¬i

(AjP ∪ E
j
P). Dodatkowo, w ka»dej takiej implikacji zostaªy

pomini¦te przesªanki ze zbioru
⋃
1¬j¬i

P(EjP)�

...
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Wykorzystanie powy»szego stwierdzenia w kroku zwi¡zanym z wierzchoªkiem vP ,
który zast¦puje wyodr¦bnion¡ paczk¦ P, wymusza wprowadzenie dodatkowych wierz-
choªków vj w mody�kowanym gra�e dowodu, z których ka»dy odpowiada za wpro-
wadzenie do rozumowania zmiennych ustalonych ze zbioru EP i przyjmuje poni»sz¡
posta¢:

consider �uporz¡dkowane zmienne dom(ejP)� such that

lab(vj): �implikacje bazowe wymienione we frazie µ(2j) oraz ci¡g fraz
µ(2j+1), µ(2j+2), . . . , µ(m)�

by lab(P(EjP)), (lab(vj−1) je±li j > 1, lab(vP) je±li j = 1);

(3.19)

gdzie 1 ¬ j ¬ m
2 . Dodatkowo, w celu zapewnienia poprawno±ci zmody�kowanego

rozumowania, ka»de odwoªanie si¦ do konkluzji c paczki P musi zosta¢ zast¡pione
odwoªaniem do kroku vj , dla którego implikacja bazowa zwi¡zana z konkluzj¡ c zo-
staªa wymieniona we frazie µ(2j) lub µ(2j + 1). Równie» ka»dy ªuk porz¡dkuj¡cy,
który ª¡czyª wierzchoªek e ∈ EP z wierzchoªkiem u nie nale»¡cym do obszaruObsz(P),
musi zosta¢ zast¡piony ªukiem porz¡dkuj¡cym (vj , u), gdzie j jest liczb¡ naturaln¡
dla której e ∈ EjP .

3.2 Metody poprawy czytelno±ci oparte o reorgani-

zacj¦ kolejno±ci kroków rozumowania

�ledz¡c opinie ró»nych u»ytkowników bazy danych systemu Mizar, natra�amy na
rozmaite pogl¡dy dotycz¡ce sposobu poprawy czytelno±ci skryptów dowodowych wy-
korzystuj¡cych reorganizacj¦ kolejno±ci kroków rozumowania. Mo»emy jednak w±ród
nich odnale¹¢ powtarzaj¡c¡ si¦ cz¦±¢, pewien kanoniczny zestaw sposobów uszla-
chetniania nieformalnych dowodów matematycznych. W±ród nich szczególnie istotne
wydaj¡ si¦ te polegaj¡ce na d¡»eniu do osi¡gni¦cia wskazanych poni»ej pi¦ciu opty-
malnych sytuacji. Wyrazimy je, stosuj¡c wprowadzone w rozdziale 1 poj¦cia dotycz¡ce
linearyzacji τ digrafu DP.

1. Maksymalne τRefP
�ªa«cuchy powinny mie¢ mo»liwie najwi¦ksz¡ dªugo±¢.

2. Dla ka»dego maksymalnego τRefP
�ªa«cucha jego wierzchoªki powinny wykorzy-

stywa¢ mo»liwie maª¡ liczb¦ stwierdze«, które s¡ zwi¡zane z wierzchoªkami
nienale»¡cymi do tego ªa«cucha.

3. Liczba kroków rozumowania, z których ka»dy jest pocz¡tkiem co najmniej jed-
nego ªuku referencyjnego o τ�rozpi¦to±ci wi¦kszej od jeden powinna by¢ mini-
malna.

4. �¡czna τ�rozpi¦to±¢ wszystkich ªuków referencyjnych powinna by¢ minimalna.

5. Zbiory kroków rozumowania, których g¦sto±¢ w domkni¦ciu zwrotno-przecho-
dnim zbioru ªuków RefP jest dostatecznie du»a, w zlinearyzowanym rozumo-
waniu powinny stanowi¢ τ�spoiste fragmenty.

Przedstawione metody poprawy czytelno±ci wykorzystuj¡ce optymalizacj¦ wybranych
wska¹ników w zlinearyzowanym rozumowaniu, które b¦dziemy nazywa¢ wska¹nikami
czytelno±ci, wydaj¡ si¦ w istocie naturalne i zgodne z intuicj¡, nie budziªy równie»
kontrowersji podczas prezentacji na konferencjach oraz innych forach dyskusji na-
ukowych [69, 71]. Du»y problem stanowi natomiast okre±lenie hierarchii wa»no±ci tak
sformuªowanych metod optymalizacji. Niejednokrotnie napotykamy opini¦, »e metody
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optymalizuj¡ce wªasno±ci okre±lone w punktach 1, 3, 5 s¡ nieporównywalne, a dobór
kolejno±ci zale»y od konkretnego rozumowania. Taka sytuacja sugeruje wi¦c wyko-
rzystanie optymalizacji wielokryterialnej lub u»ycie aplikacji, która umo»liwi u»yt-
kownikowi wybór hierarchii. Innym rodzajem napotykanych trudno±ci, s¡ problemy
zwi¡zane z formalnym sformuªowaniem przedstawionych metod oraz parametryzacj¡
stwierdze« �mo»liwie najwi¦ksz¡� oraz �dostatecznie du»a�.

3.2.1 Uzasadnienie wyboru metod poprawy czytelno±ci

U»yteczno±¢ przedstawionych metod potwierdzaj¡ nie tylko u»ytkownicy bazy MML.
Odnajdujemy ich uzasadnienie równie» w modelu procesów poznawczych wyst¦pu-
j¡cych w czytaniu tekstów. Lokalno±¢ odwoªa« jest bowiem postrzegana jako wa»ny
czynnik w procesie rozumienia czytanego tekstu. Byª on analizowany ju» przez O. Be-
haghela [9]. Sformuªowane przez niego pierwsze prawo stwierdza, »e elementy, które
s¡ blisko siebie znaczeniowo powinny znajdowa¢ si¦ blisko siebie (z ang. Behaghel's
First Law: `elements that belong close together intellectually will also be placed close
together'). Liczne odwoªania do tego prawa znajdujemy we wspóªczesnej literaturze
przedmiotu [31, 52].

Prawo to mo»e równie» zosta¢ zastosowane na gruncie rozwa»a« zwi¡zanych z czy-
telno±ci¡ rozumowa« formalnych. Zauwa»my, »e przesªanki wykorzystane do uzasad-
nienia konkretnego kroku, musz¡ zawsze poprzedza¢ ten krok w zlinearyzowanym
rozumowaniu. Informacje te mog¡ jednak znajdowa¢ si¦ daleko lub w bliskim s¡-
siedztwie tego kroku. Naturalnie nie wszystkie przesªanki mog¡ znajdowa¢ si¦ w bez-
po±rednim s¡siedztwie tego kroku. Sytuacja taka wyst¦puje m.in. w przypadku, gdy
jaka± przesªanka jest wielokrotnie wykorzystywana w rozumowaniu. Znaczna jednak
cz¦±¢ przesªanek jest wykorzystywana jedynie kilkakrotnie w rozumowaniu lub nawet
tylko jeden raz. Naturalnie, przy odpowiednim doborze sposobu linearyzacji, istotna
cz¦±¢ spo±ród tych przesªanek mo»e by¢ zlokalizowana w bezpo±rednim otoczeniu
kroków, które si¦ do nich odwoªuj¡ lub nawet by¢ sformuªowana w kroku bezpo-
±rednio poprzedzaj¡cym krok, w którym nast¦puje odwoªanie. Z prawa Behaghela
mo»emy w szczególno±ci wi¦c wnioskowa¢, »e w poprawnie zbudowanych tekstach
liczba kroków, które odwoªuj¡ si¦ do przesªanek sformuªowanych w bezpo±rednio po-
przedzaj¡cych krokach powinna by¢ maksymalna. St¡d równowa»nie, liczba ªuków
wyznaczaj¡cych maksymalne τRefP

�ªa«cuchy, powinna by¢ maksymalna � na tym
opiera si¦ nasza pierwsza metoda optymalizacyjna.

Maksymalne τRefP
�ªa«cuchy peªni¡ jeszcze jedn¡ wa»n¡ rol¦ w procesie poszu-

kiwania idei rozumowania. Zauwa»my, »e ka»dy taki τRefP
�ªa«cuch jest liniowym

fragmentem rozumowania, którego uwypuklenie wskazuje przyszªemu czytelnikowi,
»e fragment ten stanowi �lokalnie spójn¡� cz¦±¢ rozumowania. Wybór podrozumo-
wa«, które miaªyby odzwierciedla¢ lokaln¡ spójno±¢ liniowych fragmentów, wymaga
jednak szczegóªowej analizy stwierdze« formuªowanych w krokach rozumowania, a ta
musiaªaby by¢ wykonana przez czªowieka. W celu unikni¦cia tej konieczno±ci mo»emy
jednak przyj¡¢, »e spójne fragmenty charakteryzuj¡ si¦ du»¡ liczb¡ wewn¦trznych
odwoªa«. Precyzuj¡c, kroki nale»¡ce do maksymalnego τRefP

�ªa«cucha powinny od-
woªywa¢ si¦ do maksymalnej liczby faktów nale»¡cych do tego ªa«cucha lub równo-
wa»nie, liczba odwoªa« mi¦dzy ró»nymi maksymalnymi τRefP

�ªa«cuchami powinna
by¢ minimalna � na tym opiera si¦ nasza druga metoda optymalizacyjna.

W celu przedstawienia genezy trzeciej metody optymalizacyjnej zauwa»my, »e kry-
terium numer 3 wi¡»e si¦ ze zliczaniem kroków, które musz¡ posiada¢ etykiet¦. Przy-
pomnijmy, »e odwoªanie si¦ do wcze±niej sformuªowanego faktu w uzasadnieniu kroku
dowodu jest realizowane w systemie Mizar przez przytoczenie w tym uzasadnieniu
unikalnej etykiety przyporz¡dkowanej do tego faktu. Jednym z cukrów syntaktycz-
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nych wdro»onym w systemie Mizar jest mo»liwo±¢ zast¡pienia referencji do bezpo-
±rednio poprzedzaj¡cego kroku, dodaj¡c na pocz¡tku sformuªowania kroku wyra»enie
then. Naturalnie odpowiedni dobór kolejno±ci kroków w zlinearyzowanym rozumo-
waniu, umo»liwiaj¡cy podkre±lenie spójnych fragmentów rozumowania za pomoc¡
konstrukcji then jest rozwa»any w dwóch pierwszych metodach optymalizacyjnych.
Trzecia metoda optymalizacyjna skupia si¦ wokóª jeszcze jednego aspektu zwi¡zanego
z konstrukcj¡ then. Opiera si¦ ona bowiem na fakcie, »e krok rozumowania, który
jest przesªank¡ w co najwy»ej jednym uzasadnieniu oraz je±li jest wykorzystywany
jako przesªanka, to tylko w kroku bezpo±rednio wyst¦puj¡cym po nim, nie musi mie¢
przyporz¡dkowanej etykiety. Minimalizacja liczby etykiet realizowana przez trzeci¡
metod¦ optymalizacji umo»liwia wi¦c maksymalizacje liczby faktów, które b¦d¡ po-
mijane w trakcie poszukiwa« �daleko poªo»onych� przesªanek w rozumowaniu, jako
fakty, które je±li s¡ wykorzystywane, to tylko lokalnie.

Bardziej narzucaj¡c¡ si¦ interpretacj¡ trzeciej metody optymalizacyjnej jest
zmniejszenie liczby przesªanek, których zapami¦tanie przez czytelnika umo»liwi przy-
±pieszenie odnajdywania stwierdze« wskazywanych przez etykiety. Badania nad po-
jemno±ci¡ pami¦ci krótkotrwaªej czªowieka, prowadzone przez Millera i Cowana [19,
61], wskazuj¡ jednak, »e zapami¦tanie du»ej liczby przesªanek jest maªo prawdopo-
dobne. Pojemno±¢ ta jest bowiem oszacowana na 7 ± 2 � jednostki� (k¦sy albo ele-
menty informacji), a dost¦pno±¢ do zapami¦tywanych jednostek spada szybko wraz
z upªywem czasu. Uwzgl¦dniaj¡c dodatkowo zjawisko inferencji informacji, wynika-
j¡cej w tym przypadku z podobie«stwa zapami¦tywanych informacji uzyskujemy,
»e liczba informacji w swobodnym odtwarzaniu jednostek, jest oszacowana na jedy-
nie 2-3 [91]. Niezale»ne badania przeprowadzone przez D. D. Wicknes, D. G. Born
i C. K. Allen [95] wykazaªy bowiem, »e poprawno±¢ odtworzenia czterech informacji
z ró»nych kategorii semantycznych jest dwukrotnie wi¦ksza ni» w przypadku seman-
tycznie jednolitych. Zale»no±¢ ta zostaªa równie» potwierdzona w badaniach przepro-
wadzonych przez Loessa [53]. Badania te nie uwzgl¦dniaªy jednak wpªywu treningu
na mo»liwo±¢ zapami¦tywania [14, 15, 18]. Wykorzystuj¡c model pami¦ci roboczej
K. A. Ericsson i W. Kintsch [23, 24] wykazali bowiem, »e dªugotrwaªy trening umo»-
liwia zapami¦tywanie nawet 80 cyfr, przy czym efekt ten byª ograniczony wyª¡cznie
do wybranego rodzaju materiaªu, jakim mog¡ by¢ formuªy. Obci¡»enie pami¦ci ro-
boczej poprzez przechowywanie wi¦kszego zbioru informacji prowadzi jednak do spo-
wolnienia procesu wykonywania zªo»onych zada« poznawczych, jakim jest m.in. ana-
lizowanie sposobu uzasadnienia poszczególnych kroków rozumowania. Tym samym
zapami¦tywanie nadmiernej liczby przesªanek mo»e przy±pieszy¢ proces wyszukiwa-
nia stwierdze« wskazywanych przez referencje, aczkolwiek ª¡czny czas analizowania
caªego rozumowania mo»e ulec wydªu»eniu. Badania nad pami¦ci¡ krótkotrwaª¡ oraz
pami¦ci¡ robocz¡ wskazuj¡ wi¦c, »e ograniczenie na liczb¦ zapami¦tywanych infor-
macji jest cech¡ indywidualn¡, ale staª¡ dla poszczególnych badanych. St¡d trzecia
metoda optymalizacyjna minimalizuj¡ca liczb¦ stwierdze« posiadaj¡cych etykiety,
analizowana w kontek±cie znanych modeli zapami¦tywania, mo»e by¢ rozpatrywana
w równowa»nej postaci jako maksymalizacja procentu zapami¦tywanych przesªanek
spo±ród wszystkich przesªanek posiadaj¡cych etykiet¦.

Wykorzystanie τ�rozpi¦to±ci ªuków referencyjnych w sformuªowaniu kryterium
czwartej metody optymalizacyjnej zwi¡zane jest z obci¡»eniem czytelnika wynikaj¡-
cym z konieczno±ci nawracania do odlegªych cz¦±ci rozumowania celem przypomnienia
sobie ich wyników. Ze wzgl¦du na ograniczenie pojemno±ci pami¦ci roboczej, czytelnik
jest zmuszony do cz¦stego poszukiwania wi¦kszo±ci stwierdze« zwi¡zanych z etykie-
tami. Czas poszukiwania znaczenia tych etykiet w dªugich skryptach jest wi¦c na ogóª
proporcjonalny do τ -rozpi¦to±ci odpowiednich ªuków referencyjnych, gdy» poszukiwa-
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nie etykiet przewa»nie zwi¡zane jest z liniowym przeskanowaniem dowodu wstecz od
obecnego miejsca do miejsca wyst¡pienia etykiety. Dodatkowo czytelnik rozumowa-
nia zmuszony jest w trakcie poszukiwania do wielokrotnego przeª¡czania si¦ mi¦dzy
zadaniami, co dodatkowo spowalnia ten proces [41]. Proces poszukiwania znaczenia
dwóch kolejnych przesªanek jest bowiem cz¦sto rozdzielany przez czytelników prób¡
�cz¦±ciowego� uzasadnienia analizowanego kroku rozumowania w oparciu o odnale-
zion¡ przesªank¦. Nast¦pstwem tego rozdzielania jest sumowanie τ -rozpi¦to±ci wszyst-
kich ªuków referencyjnych, a nie tylko najwi¦kszych τ -rozpi¦to±ci ªuków o wspólnym
ko«cu po wszystkich wierzchoªkach.

W celu przedstawienia genezy kryterium pi¡tej metody optymalizacyjnej zauwa»-
my, »e pierwsza metoda uwypukla w postaci τRefP

�ªa«cuchów jedynie liniowe frag-
menty rozumowania. Analizuj¡c rozumowania zgromadzone w bazie MML mo»emy
jednak zauwa»y¢, »e zawarte w niej rozumowania s¡ cz¦sto �prawie� liniowe, ale nie
daj¡ si¦ zoptymalizowa¢ przez pierwsz¡ metod¦. Rozwa»my fragment rozumowania
przedstawiony na rys. 3.12. Naturalnie fragment ten nie jest liniowy, ale dobrze od-
zwierciedla sens okre±lenia �prawie liniowy� dla dostatecznie du»ych k,m. G¦sto±¢
tego zbioru w domkni¦ciu zwrotno-przechodnim jest bowiem bliska 1 (dokªadnie wy-
nosi ona 1− 2

(k+m+2)·(k+m+1) ). Pi¡ta metoda optymalizacyjna ma wi¦c na celu wybór
linearyzacji, dzi¦ki której liczba zbiorów wierzchoªków o dostatecznie du»ej g¦sto±ci
p, zapisanych w spójnych fragmentach jest maksymalna. Z punktu widzenia psycho-
logi poznawczej kryterium to jest jedynie niewielkim rozlu¹nieniem wcze±niejszych
kryteriów i podobnie jak one opiera si¦ na zasadzie lokalno±ci odwoªa«.

v1 vk−1 vk u1 u2 um

w2

w1

Rysunek 3.12: Przykªad nieliniowego rozumowania, które zostanie uznane za dosta-
tecznie g¦ste przez pi¡t¡ metod¦ optymalizacyjn¡ dla p < 1 oraz odpowiednio du»ych
k,m.

3.2.2 Hierarchia metod optymalizacji

W±ród hierarchii wa»no±ci przedstawionych kryteriów optymalizacji postaci liniowej
rozumowania na szczególn¡ uwag¦ zasªuguj¡ dwie najbardziej popularne gradacje
1, 2, 3, 4, 5 oraz 3, 5, 1, 2, 4. Priorytetem pierwszej gradacji w procesie poprawy
czytelno±ci jest maksymalizowanie dªugo±ci poszczególnych τRefP

�ªa«cuchów, któ-
rych wybór powinien odzwierciedla¢ �zwi¦zªe� liniowe fragmenty rozumowania. Przez
zwi¦zªo±¢ rozumiemy liczb¦ odwoªa« w obszarze poszczególnych τRefP

�ªa«cuchów.
Priorytetem drugiej gradacji jest minimalizacja liczby wprowadzonych etykiet oraz
spoisty zapis nie tylko τRefP

�ªa«cuchów, ale równie» wszystkich fragmentów rozu-
mowania odznaczaj¡cych si¦ dostatecznie du»¡ g¦sto±ci¡ sieci informacji wewn¡trz
tych fragmentów.

Rozwa»my dwie linearyzacje grafu dowodu uzasadnienia stwierdzenia i ∈ Seg(n)
=⇒ i + m ∈ Seg(n + m), gdzie Seg(k) := {1, 2, . . . , k}. S¡ one przedstawione na
rys. 3.13. Na ich przykªadzie przyjrzymy si¦ dokªadniej ró»nicom, jakie wynikaj¡
z reorganizacji rozumowania przy u»yciu tych dwóch gradacji.
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α :

γ : ζ :

β : δ : θ :

ε : η :

theorem theorem

α : i in Seg n implies i+m in Seg(n+m) α : i in Seg n implies i+m in Seg(n+m)
proof proof

δ: A1: i<=i+m by NAT_1:11; β: assume A1: i in Seg n;
β: assume A2: i in Seg n; γ: then A2: 1<=i by FINSEQ_1:3;
ε: then i<=n by FINSEQ_1:3 ; ε: i<=n by A1, FINSEQ_1:3;
η: then A3: i+m<=n+m by XREAL_1:9; η: then A3: i+m<=n+m by XREAL_1:9;
γ: 1<=i by A2, FINSEQ_1:3; δ: i<=i+m by NAT_1:11;
ζ: then 1<=i+m by A1, XXREAL_0:2; ζ: then 1<=i+m by A2, XXREAL_0:2;
θ: hence thesis by A3, FINSEQ_1:3; θ: hence thesis by A3, FINSEQ_1:3;

end; end;

Rysunek 3.13: Dwie linearyzacje abstrakcyjnego grafu dowodu rozumowania uzasad-
niaj¡cego stwierdzenie i ∈ Seg(n) =⇒ i+m ∈ Seg(n+m) zapisane w j¦zyku Mizar.

Zauwa»my, »e w obu linearyzacjach zostaªy u»yte dokªadnie trzy etykiety, a wi¦c
obie linearyzacje w równym stopniu minimalizuj¡ warto±¢ wska¹nika trzeciej metody.
Równie» w przypadku wska¹nika pierwszej metody, obie linearyzacje w równym stop-
niu minimalizuj¡ liczb¦ maksymalnych ªa«cuchów. W obu linearyzacjach istniej¡ bo-
wiem dokªadnie cztery maksymalne ªa«cuchy α; δ; β → ε → η; γ → ζ → θ oraz

α; β → γ; ε → η; δ → ζ → θ. Pierwsza metoda optymalizacji nie precyzuje

jednak, czy wi¦kszy wpªyw na popraw¦ czytelno±ci ma wybór linearyzacji, która ge-
neruje maksymalne ªa«cuchy o mo»liwie najwi¦kszej dªugo±ci (dwa ªa«cuchy dªugo±ci
3 oraz dwa dªugo±ci 1 w pierwszej linearyzacji), kosztem generowania wielu krótkich,
cz¦sto jednoelementowych ªa«cuchów, czy te» generowanie kilku �±redniej� dªugo±ci
maksymalnych ªa«cuchów (ªa«cuch dªugo±ci 3, dwa dªugo±ci 2 oraz jeden dªugo±ci 1
w drugiej linearyzacji).

Analizuj¡c wskazane maksymalne ªa«cuchy pod k¡tem drugiej metody optyma-
lizacyjnej, mo»emy zauwa»y¢, »e dokªadnie jeden maksymalny ªa«cuch w pierwszej
analizowanej linearyzacji (γ → ζ → θ) ma odwoªanie do przesªanki nie nale»¡cej

do tego ªa«cucha. Natomiast w przypadku drugiej linearyzacji, mo»emy wskaza¢ dwa
takie ªa«cuchy (ε → η, δ → ζ → θ) . Wykorzystuj¡ one odpowiednio 3 oraz 1,

2 zewn¦trzne przesªanki. Sformuªowanie drugiej metody optymalizacyjnej, podobnie
jak sformuªowanie pierwszej metody, nie precyzuje jednak, czy minimalizacja do-
tyczy ª¡cznej liczby zewn¦trznych odwoªa«, czy te» górnego ograniczenia na liczb¦
zewn¦trznych odwoªa« w poszczególnych maksymalnych ªa«cuchach.

Porównanie jako±ci realizacji czwartej metody optymalizacji dla tych dwóch line-
aryzacji sprowadza si¦ do porównania warto±ci wska¹nika b¦d¡cego sum¡ rozpi¦to±ci
wszystkich ªuków referencyjnych. Suma ta w przypadku pierwszej linearyzacji ma
warto±¢ 15, za± w przypadku drugiej � 13. Tym samym, druga linearyzacja lepiej
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minimalizuje wska¹nik, który jest optymalizowany przez czwart¡ metod¦.
Porównuj¡c jako±¢ realizacji pi¡tej metody optymalizacyjnej w dwóch analizo-

wanych linearyzacjach, mo»emy zauwa»y¢, »e spo±ród 14 zbiorów wierzchoªków co
najmniej dwu elementowych miary jeden, 6 z po±ród nich tworzy spójne fragmenty
w przypadku pierwszej linearyzacji, za± 5 z nich w drugim przypadku (zbiory te
odpowiadaj¡ ªa«cuchom rozumowania o dªugo±ci 2). Tym samym pierwsza lineary-
zacja lepiej maksymalizuje liczb¦ spójnych fragmentów o mierze równej 1. Dodatkowo
szczegóªowa analiza miar wszystkich spójnych fragmentów w obu linearyzacjach wska-
zuje, »e pierwsza linearyzacja zawiera wi¦ksz¡ liczb¦ spójnych fragmentów przy ka»-
dym dolnym ograniczeniu na warto±¢ miary, co potwierdza stwierdzenie, »e pierwsza
linearyzacja lepiej realizuje pi¡t¡ metod¦ optymalizacyjn¡.

3.2.3 Formalizacja kryteriów

Podejmuj¡c prób¦ formalnego sformuªowania przedstawionych kryteriów optymali-
zacji struktury dowodu widzimy, »e opisuj¡ one warunki narzucaj¡ce wªasno±ci na
linearyzacje poszczególnych rozumowa« pierwotnych w abstrakcyjnym gra�e dowodu
P, a nie caª¡ linearyzacj¦ grafu. Wynika to z faktu, »e przedstawione metody odzwier-
ciedlaj¡ pewien zbiór wªasno±ci nieformalnych dowodów matematycznych, w których
rzadko prowadzi si¦ rozumowanie na kilku poziomach zagnie»d»enia. Je±li nawet ma
to miejsce, cz¦sto s¡ one zamkni¦te w pojedynczych zdaniach b¡d¹ akapitach i tworz¡
zamkni¦te fragmenty rozumowania. Dodatkowo odwoªania do tego rodzaju zagnie»-
d»onych podrozumowa« nigdy nie wskazuj¡ na poszczególne jego kroki, ale na stwier-
dzenia uzasadnione na jego podstawie. Dopuszczalne jest natomiast odwoªanie si¦ do
idei rozumowania uzasadniaj¡cego konkretny krok, ale tylko w przypadku maj¡cym
na celu zasugerowania czytelnikowi, »e adaptuj¡c fragment tego uzasadnienia mo»liwe
jest uzasadnienie innego kroku dowodu, które to uzasadnienie ze wzgl¦du na analogi¦
zostaªo pozostawione czytelnikowi. W celu unikni¦cia wielopoziomowych rozumowa«,
wykorzystuje si¦ równie» seri¦ �oczywistych zda«� w rozumowaniu lub seri¦ pomocni-
czych lematów, poprzedzaj¡cych uzasadniane twierdzenie, wykorzystywanych na ogóª
wyª¡cznie w tym twierdzeniu.

Geneza przedstawionych wska¹ników sugeruje równie», »e warunki narzucone na
linearyzacj¦ ustalonego rozumowania pierwotnego A ∈ RP(P) opisuj¡ w rzeczywi-
sto±ci wªasno±ci domkni¦cia tego rozumowania (rozumowania pierwotnego z P̃, które
wierzchoªkowo pokrywa si¦ z A), oznaczane dalej Ã.

Za takim ograniczeniem przemawia równie» fakt, »e konkatenacja dwóch τRefA
�

ªa«cuchów u1 := u11 →RefA

u12 →RefA

. . . →
RefA

u1n1 , u2 := u21 →RefA

u22 →RefA

. . . →
RefA

u2n2 , zawartych na ró»nych poziomach zagnie»d»enia, intuicyjnie nie jest �ªa«cuchem
rozumowania�, je±li nawet u11 →

RefA

. . . →
RefA

u1n1 →
RefA

u21 →
RefA

. . . →
RefA

u2n2 jest

τRefA
�ªa«cuchem. Przypu±¢my dodatkowo, »e u2 stanowi fragment zagnie»d»onego

uzasadnienia kroku v, który nale»y do rozumowania pierwotnego A1 zawieraj¡cego
wierzchoªki z u1. Wówczas ci¡g u11 →RefA

. . . →
RefA

u1n1 →Ref
Ã

v jest bli»szy intuicyjnie

�ªa«cuchowi rozumowania�, pomimo »e nie jest on τRefA
�ªa«cuchem. Jest on jednak

τRef
Ã

�ªa«cuchem.

W poni»szych rozwa»aniach b¦dziemy zawsze przyjmowa¢, »e Ã jest domkni¦-
ciem rozumowania pierwotnego A, rozumianym jako acykliczny digraf, a τ ∈ TS(Ã).
W A(Ã) b¦d¡ wyró»nione dwie podrodziny ªuków Ref

Ã
, Ord

Ã
, dla których Ref

Ã
∪

Ord
Ã

= A(Ã). B¦dziemy równie» wykorzystywa¢ podzbiór zbioru wszystkich ªuków
referencyjnych w A, RefA oraz zbiór then�ªuków, thenA zakªadaj¡c o tych zbiorach
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jedynie, »e thenA ⊆ RefA ⊆ Ref Ã.
Wprowad¹my dodatkowe pojecie pomocnicze, umo»liwiaj¡ce bardziej precyzyjne

sformuªowanie metod optymalizacyjnych.

De�nicja 3.11. �a«cuchem rozumowania A b¦dziemy nazywa¢ ka»d¡ skierowan¡
Ref

Ã
�drog¦ c, dla której istnieje linearyzacja σ ∈ TS(Ã) taka, »e c jest σRef

Ã

�
ªa«cuchem.

Jak ªatwo mo»na zauwa»y¢, nie ka»da skierowana Ref
Ã
�droga mo»e by¢ ªa«cu-

chem rozumowania A. W analizowanym przykªadzie z rys. 3.13 rozumowanie pier-
wotne A′ zbudowane z wierzchoªków β, γ, δ, ε, ζ, η, θ zawiera RefA′�ªa«cuch
β →
RefA′

γ →
RefA′

ζ →
RefA′

θ, który nie jest ªa«cuchem rozumowania w A′, poniewa»

w ka»dej linearyzacji τ ∈ TS(A′) miedzy wierzchoªkiem β i θ musz¡ si¦ znajdowa¢
wierzchoªki ε, η.

Stwierdzenie 3.12. Niech u := u1 →
Ref

Ã

u2 →
Ref

Ã

. . . →
Ref

Ã

un b¦dzie skierowan¡

Ref
Ã
�drog¡. Wówczas u jest ªa«cuchem rozumowania wtedy i tylko wtedy, gdy ist-

nieje dokªadnie jedna skierowana Ã�droga o pocz¡tku u1 i ko«cu un.

3.2.4 Pierwsza metoda optymalizacyjna

Jak zostaªo zauwa»one w analizowanym przykªadzie na rys. 3.13, wyra»enie �maksy-
malizacja� nie precyzuje dokªadnie, w jaki sposób τRef

Ã

�ªa«cuchy maj¡ by¢ maksy-

malizowane przez wybór linearyzacji τ ∈ TS(Ã). Najbardziej narzucaj¡c¡ si¦ inter-
pretacj¡ tej metody jest stwierdzenie, »e najdªu»szy ªa«cuch rozumowania z A jest
τRef

Ã

�ªa«cuchem. Pierwsza metoda optymalizacyjna poszukuje wówczas sortowania

topologicznego speªniaj¡cego poni»sz¡ zale»no±¢:

τ ∈ TS(Ã) : max
P∈ τRef

Ã

|P | = max
σ∈TS(Ã)

(
max

P∈σRef
Ã

|P |

)
(3.20)

(przypomnijmy, »e zgodnie z Def. 1.9 τA jest partycj¡ digrafu D wzgl¦dem τ i zbioru
A ⊆ A(D)). Sformuªowanie pierwszej metody optymalizacyjnej w postaci (3.20) nie
okre±la jednak dªugo±ci pozostaªych maksymalnych τRef

Ã

�ªa«cuchów w wybranej

linearyzacji. Jednym z mo»liwych sposobów rozwi¡zania tego problemu jest sprowa-

dzenie tej metody do poszukiwania najwi¦kszego elementu w kracie 〈{ ↘
σRef

Ã

: σ ∈

TS(Ã)},4〉,

τ ∈ TS(Ã) : ∀
σ∈TS(Ã)

↘
σRef

Ã

4
↘

τRef
Ã

. (3.21)

gdzie
↘

τRef
Ã

= 〈|P1|, |P2|, . . . , |P|τRef
Ã

||〉, je±li |P1|  |P2|  . . .  |P|τRef
Ã

|| oraz
{P1, P2, . . . , P|τRef

Ã

|} = τRef
Ã

dla τ ∈ TS(A), a 4 oznacza porz¡dek leksykogra-

�czny. Takie uj¦cie tej metody dopuszcza jednak, by linearyzacja τ zawieraªa maksy-
malne jednoelementowe τRef

Ã

�ªa«cuchy. Odwrócenie kolejno±ci wyrazów w ci¡gach
↘

σRef
Ã

oraz poszukiwanie elementu najwi¦kszego wzgl¦dem porz¡dku 4 minimalizuje

liczb¦ krótkich maksymalnych τRef
Ã

�ªa«cuchów, ale uzyskane rozwi¡zanie nie musi

speªnia¢ warunku (3.20).
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Przedstawione dot¡d interpretacje pierwszej metody optymalizacyjnej posiadaj¡
charakter lokalny. Jest to szczególnie widoczne w rozumowaniach zawieraj¡cych do-
kªadnie jeden maksymalny ªa«cuch rozumowania o maksymalnej dªugo±ci. Globalny
charakter sformuªowania pierwszej metody mo»emy uzyska¢, wykorzystuj¡c zwi¡zek
mi¦dzy dªugo±ci¡ poszczególnych maksymalnych τRef

Ã

�ªa«cuchów a moc¡ partycji

τRef
Ã

. Minimalizowanie mocy partycji τRef
Ã

wpªywa bowiem na wzrost dªugo±ci

skªadaj¡cych si¦ na ni¡ τRef
Ã

�ªa«cuchów, umo»liwiaj¡c tym samym sformuªowanie

pierwszej metody w postaci:

τ ∈ TS(Ã) : |τRef
Ã

| = min
σ∈TS(Ã)

|σRef
Ã

|, (3.22)

gdzie wska¹nikiem optymalizowanym przez t¦ metod¦ jest liczno±¢ partycji. Za tak¡

interpretacj¡ przemawia równie» fakt, »e |τRef
Ã

| ma ±cisªy zwi¡zek z liczb¡ 1
Ref

Ã
τ �

ªuków, tzn. Ref
Ã
�ªuków referencyjnych, które ª¡cz¡ kroki wyst¦puj¡ce bezpo±rednio

po sobie w zlinearyzowanym rozumowaniu τ (zob. de�nicj¦ na str. 13).

Stwierdzenie 3.13. Niech D b¦dzie acyklicznym digrafem, τ ∈ TS(D), A ⊆ A(D).
Wówczas |τA|+ |1Aτ | = |V(D)|.

Dowód. Poka»emy w istocie, »e |1Aτ | = |V(D)| − |τA|. Partycja τA dzieli V(D) na
rozª¡czne cz¦±ci. W ramach P ∈ τA wierzchoªki sa poª¡czone 1Aτ �ªukami i jest ich
|P | − 1. Zauwa»my, »e nie ma 1Aτ �ªuków poza elementami partycji τA, bo inaczej
obecne w niej τA�ªa«cuchy nie byªyby maksymalne.

Warunek (3.22) jest wi¦c równowa»ny z maksymalizacj¡ liczby 1
Ref

Ã
τ �ªuków w li-

nearyzacji τ rozumowania Ã. Tym samym (3.22), dobrze oddaje intuicje zwi¡zane
z pierwsz¡ metod¡ i umo»liwia jasne sformuªowanie problemu grafowego charaktery-
zuj¡cego t¦ metod¦:

K.1: Instancja: DAG D, zbiór A ⊆ A(D), liczba naturalna 0 ¬M ¬ |V(D)|.
Pytanie: Czy istnieje sortowanie topologiczne τ ∈ TS(D) speªniaj¡ce zale»no±¢:
|1Aτ | M?

Wykorzystuj¡c Tw. 1.15, 1.16 oraz Stw. 3.13, mo»emy sformuªowa¢ postawiony pro-
blem K.1 w postaci równowa»nej, wykorzystuj¡c przy tym acykliczn¡ partycj¦ digrafu
na drogi Hamiltona:

K.1′ : Instancja: DAG D, zbiór A ⊆ A(D), liczba naturalna 0 ¬M ¬ |V(D)|.
Pytanie: Czy istnieje acykliczna H(∗)A �partycja π digrafu D speªniaj¡ca zale»-
no±¢: |π| ¬M?

3.2.5 Druga metoda optymalizacyjna

Wdrugiej metodzie optymalizacji poszukiwana jest linearyzacja τ , która minimalizuje
wska¹nik Kτ b¦d¡cy ilo±ci¡ informacji przekazywanych mi¦dzy ró»nymi maksymal-
nymi τRef

Ã

�ªa«cuchami. Wska¹nik Kτ mo»emy wówczas zde�niowa¢ na co najmniej

dwa niezale»ne sposoby:

(i) jako górne ograniczenie na liczb¦ przekazywanych informacji mi¦dzy dowolnymi
dwoma ró»nymi maksymalnymi τRef

Ã

�ªa«cuchami:

Kτ := max
Pi,Pj∈τRef

Ã
Pi 6=Pj

|Pi y
Ref

Ã

Pj |, (3.23)
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(ii) lub jako górne ograniczenie na liczb¦ wszystkich referencji mi¦dzy ró»nymi mak-
symalnymi τRef

Ã

�ªa«cuchami:

Kτ :=
∑

Pi,Pj∈τRef
Ã

P1 6=Pj

|Pi y
Ref

Ã

Pj |. (3.24)

Minimalizowanie wska¹nika Kτ sformuªowanego w postaci (3.23) charakteryzuje pe-
wnego rodzaju zbalansowanie, wskazuj¡cy górne ograniczenie na liczb¦ przekazywa-
nych informacji mi¦dzy poszczególnymi maksymalnymi τRef

Ã

�ªa«cuchami. Tak sfor-

muªowane kryterium nie narzuca jednak »adnych ogranicze« na liczb¦ maksymalnych
τRef

Ã

�ªa«cuchów. Ponadto, je±li istnieje linearyzacja τ ′ ∈ TS(Ã), w której ka»dy

maksymalny τ ′Ref
Ã

�ªa«cuch zawiera dokªadnie jeden wierzchoªek, to Kτ ′ = 1, st¡d

je±li Ã nie posiada Ref
Ã
�drogi Hamiltona, to linearyzacja τ ′ minimalizuje tak zde-

�niowany wska¹nik Kτ .
Zde�niowanie wska¹nika Kτ w postaci (3.24) nadaje drugiej metodzie optyma-

lizacyjnej bardziej globalny charakter. Dodatkowo takie sformuªowanie tej metody
upodabnia j¡ do pierwszej metody optymalizacyjnej. Zauwa»my bowiem, »e je±li abs-
trakcyjny graf dowodu nie zawiera Ref

Ã
�skrótów, to dla ka»dego τRef

Ã

�ªa«cucha

P , zachodzi to»samo±¢ |V(P ) y
Ref

Ã

V(P )| = |V(P )| − 1 (zob. Def. 1.3). St¡d w szcze-

gólno±ci uzyskujemy, »e Kτ = |A| − |V(A)|+ |τRef
Ã

| (Lem. 3.14).

Lemat 3.14. Niech D b¦dzie acyklicznym digrafem, A ⊆ A(D) oraz τ ∈ TS(D).
Wówczas je±li D nie zawiera A�skrótów, to prawdziwa jest to»samo±¢

|A| −
∑

P1,P2∈τA
P1 6=P2

|P1 y
A
P2| = |V(D)| − |τA|. (3.25)

Dowód. Niech D, A oraz τ speªniaj¡ zaªo»enia lematu. Na mocy Tw. 1.15 τA jest
acykliczn¡ H(|τA|)A �partycj¡ digrafu D. Wówczas zbiór ªuków A(hτA(P )) ⊆ A oraz
|A(hτA(P ))| = |V(hτA(P ))| − 1 dla wszystkich P ∈ τA. St¡d ostatecznie∑
P1,P2∈τA
P1 6=P2

|P1 y
A
P2| = |A| −

∑
P∈τA

|P y
A
P | =

|A| −
∑
P∈τA

(|V(hτA(P ))| − 1) = |A| − |V(D)|+ |τA|. (3.26)

Istnienie Ref
Ã
�skrótów rozró»nia wi¦c dwie pierwsze metody optymalizacyjne.

Je±li bowiem istniej¡ Ref
Ã
�skróty, to liczba referencji odwoªuj¡cych si¦ do kroków

w obr¦bie jednego τRef
Ã

�ªa«cucha P mo»e przewy»sza¢ liczb¦ |V(P )|−1. Zauwa»my

równie», »e je±li |V(P ) y
Ref

Ã

V(P )|  |V(P )| to co najmniej jeden Ref
Ã
�ªuk ª¡cz¡cy

dwa wierzchoªki z V(P ) ma τ�rozpi¦to±ci  2. Tym samym kroki w maksymalnych
τRef

Ã

�ªa«cuchach wykorzystuj¡ bezpo±rednio poprzedzaj¡cy krok w linearyzacji τ ,

ale równie» inne kroki nale»¡ce do tego ªa«cucha. Dodatkowo ª¡czna liczba odwoªa«
o τ�rozpi¦to±ci  2 w obr¦bie poszczególnych maksymalnych τRef

Ã

�ªa«cuchów jest

maksymalizowana przez drug¡ metod¦ optymalizacyjn¡, je±li ograniczymy przestrze«
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poszukiwa« tej metody do sortowa« topologicznych τ ′ ∈ TS(Ã) o ustalonej liczebno±ci
partycji τ ′Ref

Ã

(Lem. 3.15). Linearyzacja wyznaczona przez drug¡ metod¦ optyma-

lizacyjn¡ zwi¦ksza wi¦c �spójno±¢� lokalnych rozumowa« zawartych w maksymalnych
τRef

Ã

�ªa«cuchach, je±li za miar¦ spójno±ci przyj¡¢ liczb¦ wewn¦trznych odwoªa«.

Lemat 3.15. Niech D b¦dzie acyklicznym digrafem, A ⊆ A(D), τ ∈ TS(D). Wów-
czas

|
⋃
P∈τA

{vu ∈ A : dτ (v, u)  2 ∧ v, u ∈ P}| = |A| − V(D) + |τA| −
∑

P1,P2∈τA
P1 6=P2

|P1 y
A
P2|.

(3.27)

Dowód. Wystarczy zauwa»y¢, »e
⋃

P∈τA

(
(P y

A
P ) \ {vu ∈ A : dτ (v, u)  2 ∧ v, u ∈

P}
)

= 1Aτ , co w konkluzji ze Stw. 3.13, dowodzi uzasadnian¡ równo±¢.

Zde�niowanie wska¹nika Kτ w postaci (3.24) oddaje wi¦c w wi¦kszym stopniu in-
tuicje zwi¡zane z drug¡ metod¡ optymalizacyjn¡. Ostateczna posta¢ problemu grafo-
wego charakteryzuj¡cego t¦ metod¦ przyjmuje zatem nast¦puj¡c¡ posta¢:

K.2: Instancja: DAG D, zbiór A ⊆ A(D), liczba naturalna 0 ¬M ¬ |A|.
Pytanie: Czy istnieje sortowanie topologiczne τ ∈ TS(D) speªniaj¡ce zale»no±¢:∑
P1,P2∈τA
P1 6=P2

|P1 y
A
P2| ¬M?

Prowadz¡c rozumowanie analogiczne do rozwa»a« zawartych w uzasadnieniu
Tw. 1.16, formuªujemy postawiony problem K.2 w równowa»nej postaci:

K.2′ : Instancja: DAG D, zbiór A ⊆ A(D), liczba naturalna 0 ¬M ¬ |A|.
Pytanie: Czy istniej acyklicznaH(∗)A �partycja π digrafuD speªniaj¡ca zale»no±¢:∑
P1,P2∈π
P1 6=P2

|P1 y
A
P2| ¬M?

3.2.6 Trzecia metoda optymalizacyjna

Z charakteryzacji trzeciej metody optymalizacji przeprowadzonej w ramach analizy
przykªadu rys. 3.13 uzyskujemy, »e metoda ta minimalizuje liczb¦ etykiet Lτ , które
nale»y wprowadzi¢ do zlinearyzowanego rozumowania, aby mo»liwe byªo odwoªanie
si¦ do wcze±niej uzasadnionych faktów, które nie mog¡ zosta¢ przekazane do odpo-
wiednich uzasadnie« przy pomocy konstrukcji then. Przypomnijmy, »e ze wst¦pnej
analizy skªadni systemu Mizar (tab. D.1) wynika, »e za pomoc¡ konstrukcji thenmo»e
zosta¢ przekazana tylko taka przesªanka, która jest sformuªowana w bezpo±rednio po-
przedzaj¡cym kroku oraz je±li ªuk referencyjny opisuj¡cy odwoªanie do tej przesªanki
jest then�ªukiem. Tym samym z wierzchoªkiem v ∈ V(A) musi by¢ zwi¡zana etykieta
wtedy i tylko wtedy, gdy:

1. vu ∈ Ref
Ã
∧ dτ (v, u) > 1 lub

2. vu ∈ Ref
Ã
\ thenA.

St¡d wska¹nik Lτ dany jest zale»no±ci¡:

Lτ = |{v ∈ V(A) : ∃
u∈V(A)

vu ∈ Ref
Ã
∧ ( dτ (v, u) > 1 ∨ vu /∈ thenA )}|. (3.28)

Trzecia metoda optymalizacyjna rozwi¡zuje wi¦c nast¦puj¡cy problem grafowy:
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K.3: Instancja: DAG D, zbiory A1 ⊆A2 ⊆A(D), liczba naturalna 0¬M¬ |V(D)|.
Pytanie: Czy istnieje sortowanie topologiczne τ ∈ TS(D) speªniaj¡ce zale»no±¢:

|{v ∈ V(D) : ∃
u∈V(D)

vu ∈ A2 ∧ ( dτ (v, u) > 1 ∨ vu /∈ A1 )}| ¬M? (3.29)

Analiza zale»no±ci wyst¦puj¡cych mi¦dzy zbiorami thenA, RefA, OrdP sformuªo-
wana w postaci (2.8) na str. 30, wskazuje na dodatkow¡ zale»no±¢ wyst¦puj¡c¡ mi¦-
dzy zbiorami A1, A2, A(D), które s¡ zde�niowane w sformuªowaniu problemu K.3.
Skªadnia systemu Mizar wymusza bowiem przyporz¡dkowanie etykiety ka»demu kro-
kowi rozumowania ze zbioru {v ∈ V(D) : ∃

u,w∈V(D)
vu ∈ RefP ∧ vw ∈ OrdP}. St¡d

sformuªowanie problemu K.3 uwzgl¦dniaj¡ce skªadni¦ systemu Mizar przyjmuje na-
st¦puj¡c¡ posta¢:

K.3MIZ : Instancja: DAG D, zbiory A1 ⊆A2 ⊆A(D), liczba naturalna 0¬M¬ |V(D)|.
Pytanie: Czy istnieje sortowanie topologiczne τ ∈ TS(D) speªniaj¡ce zale»no±¢:

|{v ∈ V(D) : ∃
u∈V(D)

vu ∈ A2 ∧ ( dτ (v, u) > 1 ∨ vu /∈ A1 ∨

∃
w∈V(D)

vw ∈ A(D) \A2 )}| ¬M? (3.30)

3.2.7 Czwarta metoda optymalizacyjna

Sformuªowanie czwartej metody optymalizacyjnej jednoznacznie okre±la minimalizo-
wany wska¹nik Bτ uzale»niony od linearyzacji τ ∈ TS(Ã), dany zale»no±ci¡:

Bτ :=
∑

vu∈Ref
Ã

dτ (v, u). (3.31)

Warto±¢ wska¹nika Bτ danego zale»no±ci¡ (3.31) jest uzale»niona od ªuków referen-
cyjnych. Zauwa»my jednak, »e czytelnik mo»e poszukiwa¢ w rozumowaniu nie tylko
informacji zwi¡zanej z referencjami, ale na przykªad zwi¡zanej z wykorzystaniem
identy�katorów zmiennych ustalonych lub chcie¢ korzysta¢ intensywnie z dowolnej
innej klasy kraw¦dzi. W zwi¡zku z tym naturalne jest uogólnienie formuªy 3.31 w na-
st¦puj¡cy sposób. Ustalmy pomocnicz¡ funkcj¦ wagi wA : A(Ã)→ N∪{0}. Wówczas
wska¹nik Bτ dany jest zale»no±ci¡:

Bτ =
∑

vu∈A(Ã)

wA(vu) · dτ (v, u). (3.32)

St¡d ostateczna posta¢ problemu grafowego rozwi¡zywanego przez t¦ metod¦ przyj-
muje nast¦puj¡c¡ posta¢:

K.4: Instancja: DAG D, funkcja w : A(D) → N ∪ {0}, liczba naturalna 0 ¬ M ¬(
|V(D)|+ 1

3

)
· max
vu∈A(D)

w(vu).

Pytanie: Czy istnieje sortowanie topologiczne τ ∈ TS(D) speªniaj¡ce zale»no±¢:∑
vu∈A(D)

w(vu) · dτ (v, u) ¬M? (3.33)
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Dzi¦ki takiemu postawieniu problemu czytelnik mo»e indywidualnie okre±li¢, które
kraw¦dzie s¡ dla niego istotne i przez nadanie im du»ej wagi sprawi¢, »e sortowanie
topologiczne umie±ci ich ko«ce niedaleko od siebie w wynikowym skrypcie.

Na uwag¦ zasªuguje równie» wyra»enie

(
|V(D)|+ 1

3

)
. Zauwa»my, »e sortuj¡c

topologicznie za pomoc¡ τ ′ digraf o n wierzchoªkach, mo»emy uzyska¢ co najwy»ej
n− 1 ªuków o τ ′�rozpi¦to±ci 1, n− 2 ªuków o τ ′�rozpi¦to±ci 2 itd. St¡d ograniczenie

na sum¦ τ ′�rozpi¦to±ci ma warto±¢
n−1∑
i=1

i · (n− i) =
(
n+ 1

3

)
.

3.2.8 Pi¡ta metoda optymalizacyjna

Sformuªowanie pi¡tej metody optymalizacyjnej, podobnie jak czwartej, jednoznacznie
okre±la maksymalizowany wska¹nik Sτ,p, uzale»niony od linearyzacji τ ∈ TS(Ã) oraz
liczby dodatniej p nie wi¦kszej od 1, dany zale»no±ci¡:

Sτ,p := |{V ⊆ V(A) : |V |  2 ∧ ρRef
Ã

(V )  p ∧ V jest τ�spoisty}|, (3.34)

gdzie ρRef
Ã

(V ) oznacza g¦sto±¢ zbioru V ⊆ V(D) w domkni¦ciu zwrotno-przechodnim

zbioru ªuków Ref
Ã
(zob. Def. 1.4 na str. 12), natomiast zbiór V jest τ�spoisty, je-

±li istnieje liczba naturalna i, dla której i ¬ τ(v) ¬ i + |V | − 1 (zob. Def. 1.10 na
str. 13). St¡d ostateczna posta¢ problemu grafowego charakteryzuj¡cego t¦ metod¦
optymalizacyjn¡ ma posta¢:

K.5: Instancja: DAG D, zbiór A ⊆ A(D), liczba rzeczywista 0 < p ¬ 1, liczba
naturalna 0 ¬M ¬ 2|V(D)|.

Pytanie: Czy istnieje sortowanie topologiczne τ ∈ TS(D) speªniaj¡ce zale»no±¢:

|{V ⊆ V(D) : |V |  2 ∧ ρA(V )  p ∧ V jest τ�spoisty}| M? (3.35)

3.3 Metody poprawy czytelno±ci wykorzystuj¡ce

mody�kacj¦ formuª w krokach rozumowania

Przeprowadzone dot¡d rozwa»ania dotycz¡ce sposobu poprawy czytelno±ci rozumo-
wa« skupiaªy si¦ jedynie wokóª mody�kacji struktury dowodu lub sposobu jego line-
aryzacji przy zachowaniu formuª stwierdzonych w poszczególnych krokach rozumo-
wania. Zakªadaªy one bowiem m.in., »e mody�kowane rozumowanie nie zawiera nie-
potrzebnych lub mo»liwych do usuni¦cia fragmentów, a wszystkie przesªanki przyto-
czone w poszczególnych krokach s¡ konieczne do uzasadnienia sformuªowanych w nich
faktów. Rozwa»ania zawarte w tym podrozdziale b¦d¡ dotyczyªy metod �wst¦pnej�
poprawy budowy rozumowa«, maj¡cych na celu zagwarantowanie powy»szych zaªo-
»e«. B¦d¡ one skupiaªy si¦ gªównie na dwóch dziaªaniach: upraszczaniu struktury
grafu dowodu oraz mody�kowaniu budowy formuª stwierdzanych w krokach rozumo-
wania.

3.3.1 Narz¦dzia dystrybuowane z systemem Mizar

Od pocz¡tków rozwoju systemu Mizar podejmowane byªy próby tworzenia nowych
narz¦dzi, których gªównym zadaniem byªo poprawienie jako±ci artykuªów zgromadzo-
nych w bazie MML. Niektóre z nich nie zapewniaªy zaªo»onych skutków lub okazywaªy
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si¦ z czasem bezu»yteczne na skutek mody�kacji systemu. Istnieje równie» znaczna
grupa programów, które s¡ intensywnie wykorzystywane i uaktualniane do nowych
wersji systemu Mizar, a nawet dystrybuowane jako dodatkowe narz¦dzia systemowe.
Niektóre z nich zostaªy wr¦cz wbudowane na staªe do systemu jako dodatkowe moduªy
[48, 49, 60, 64]. Mo»emy tu wyró»ni¢ pi¦¢ programów [57, 58, 77, 78], dziaªaj¡cych na
poprawnych artykuªach, które realizuj¡ wybrane aspekty wst¦pnej poprawy budowy
struktur rozumowa«:

RelPrem � wskazuje przesªanki, których usuni¦cie z uzasadnie« poszczególnych kro-
ków, nie wpªywa na ich akceptowalno±¢ przez wery�kator systemu Mizar,

RelInfer � wskazuje te przesªanki w uzasadnieniu, które mog¡ zosta¢ zast¡pione
przez list¦ przesªanek u»ytych do ich uzasadnienia,

TrivDemo � wskazuje stwierdzenia, których uzasadnienie w postaci zagnie»d»onego
podrozumowania mo»e zosta¢ zast¡pione list¡ przesªanek, które jednocze±nie s¡
wykorzystywane w tym podrozumowaniu oraz zostaªy stwierdzone poza obsza-
rem tego podrozumowania,

Inacc � wskazuje niewykorzystywane fragmenty rozumowania, których usuni¦cie nie
wpªywa na poprawno±¢ zmody�kowanego w ten sposób rozumowania,

ChkLab� wskazuje etykiety, które nie zostaªy wykorzystane w »adnym uzasadnieniu
znajduj¡cym si¦ w skrypcie dowodowym.

Programy te maj¡ równie» istotne znaczenie w procesie przyjmowania nowych artyku-
ªów do bazy MML. Jednym z podstawowych wymogów edytorskich stawianych przed
artykuªami nadsyªanymi do bazy MML jest bowiem eliminacja wszystkich usterek
wskazywanych przez te programy.

Mody�kacja fragmentów rozumowania wskazywanych przez wy»ej wymienione
programy wymaga szczegóªowej analizy wskaza« tylko w przypadku dwóch pierw-
szych z nich. Wskazanie przez program RelPrem dwóch przesªanek w uzasadnieniu
jednego kroku nie oznacza bowiem w ogólnym przypadku, »e mo»liwe jest usuni¦cie
ich obu (np. w sytuacji, gdy przesªanki te s¡ równowa»ne). Analogiczny problem do-
tyczy programu RelInfer. Z faktu, »e wery�kator systemu Mizar mo»e uzasadni¢ krok
rozumowania pomimo zast¡pienia jednej referencji przez odpowiedni¡ list¦ przesªa-
nek, nie wynika, »e po zast¡pieniu wskazanych referencji w pierwotnym uzasadnieniu
odpowiednimi listami, zmody�kowane uzasadnienie b¦dzie w dalszym ci¡gu dosta-
teczne do uzasadnienia zwi¡zanego z tym krokiem stwierdzenia. Zmody�kowane uza-
sadnienie mo»e bowiem mie¢ liczb¦ referencji przekraczaj¡c¡ górne ograniczenie na-
rzucone na liczb¦ przesªanek w pojedynczym uzasadnieniu (w dystrybuowanej wersji
systemu Mizar ograniczenie to ma warto±¢ 25). Dodatkowo odpowiedni dobór zbioru
przesªanek wybranych w±ród tych, które zostaªy wskazane przez RelInfer, mo»e utrud-
ni¢ zrozumienie idei tak zmody�kowanych uzasadnie«. Sytuacja ta jest nast¦pstwem
m.in. wzmocnienia systemu Mizar o oczywisto±¢ w sensie M. Davisa [20], która jest
intensywnie wykorzystywana przez RelInfer. Naturalnie, oczywisto±¢ ta umo»liwia
tworzenie krótszych rozumowa«, ale równocze±nie zmusza niejednokrotnie czytelnika
do analizowania skomplikowanych uzasadnie«. W szczególno±ci, wykorzystanie oczy-
wisto±ci w sensie M. Davisa w wery�katorze systemu Mizar umo»liwia stwierdzenie
poprawno±ci reguªy pij¡cego z wydruku 2.11 bez podania jego uzasadnienia.

Regularne przebudowywanie bazy MML oraz wzmacnianie systemu Mizar przy-
czyniaj¡ si¦ jednak do powstawania nowych wskaza«, generowanych przez wy»ej wy-
mienione programy w �oczyszczonych� przez autora artykuªach. Szczegóªowa analiza
ka»dego takiego przypadku ze wzgl¦du na liczb¦ artykuªów w bazie wi¡zaªaby si¦
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jednak ze zbyt du»ym nakªadem pracy, co w konsekwencji uniemo»liwiaªoby prze-
prowadzenie modernizacji bazy. W celu unikni¦cia tego problemu zostaªy stworzone
dwa ni»ej przedstawione programy, rozwi¡zuj¡ce problem eliminacji wskaza« genero-
wanych przez RelPrem oraz RelInfer.

ChkRPrem � program ten jest mody�kacj¡ programu RelPrem, umo»liwiaj¡c¡
wskazanie minimalnego, cho¢ nie zawsze najmniejszego, podzbioru przesªanek, który
to zbiór jest wystarczaj¡cy do zaakceptowania uzasadnienia przez wery�kator sys-
temu Mizar. Jest ona jednym spo±ród pierwszych narz¦dzi stworzonych dla potrzeb
poprawy bazy MML i jest dystrybuowana z systemem Mizar do dnia dzisiejszego
[55]. Analogicznie jak w przypadku RelPrem algorytm wykorzystywany w tym pro-
gramie przebiega list¦ przesªanek w ka»dym kroku rozumowania (pocz¡wszy od ostat-
niej przesªanki) w poszukiwaniu tych przesªanek, których odrzucenie nie wpªywa na
dostateczno±¢ uzasadnienia tego kroku. Jedyna ró»nica mi¦dzy tymi dwoma algoryt-
mami wyst¦puje w przypadku odnalezienia niepotrzebnej przesªanki. Jest ona bowiem
usuwana z listy, a do dalszych poszukiwa« nadmiarowych przesªanek jest wykorzy-
stywana jedynie zmody�kowana lista. Oczywi±cie odnajdywane w ten sposób zbiory
przesªanek nie s¡ w ogólnym przypadku minimalne w sensie liczebno±ci.

RenInfer � program ten zast¦puje wybrane referencje wskazane przez RelInfer odpo-
wiednimi listami referencji, mody�kuj¡c w uzasadnieniu ka»dego kroku rozumowania
co najwy»ej jedn¡ referencj¦ [70]. W intencji program ten ma sªu»y¢ temu, aby uprasz-
cza¢ struktur¦ dowodu, a w skrajnym przypadku nawet ujawnia¢ pewne niezbyt po-
trzebne kroki. Stosowana jest tutaj taka pragmatyczna zasada, »e w uzasadnieniach
chcemy w jak najwi¦kszym stopniu wykorzystywa¢ tylko te elementy przesªanki, które
s¡ istotnie potrzebne � je±li w uzasadnieniu danego kroku u»ywana jest przesªanka
o skomplikowanej tre±ci, ale tylko cz¦±¢ tej tre±ci jest potrzebna w uzasadnieniu, to
o ile to mo»liwe, warto odwoªa¢ si¦ bezpo±rednio do tej istotnej cz¦±ci. Obecno±¢ kro-
ków zbieraj¡cych wiedz¦, z której potem nale»y od�ltrowa¢ nieistotn¡ cz¦±¢, wpªywa
w istotny sposób ujemnie na czytelno±¢ dowodu. St¡d podj¦ty zostaª wysiªek, aby
tego rodzaju sytuacje wyeliminowa¢.

Warto zwróci¢ uwag¦, »e nie jest do ko«ca jasne, czym jest wspomniana �istotna
cz¦±¢ tre±ci�. W zwi¡zku z tym w bibliotece MML wprowadzono pewne pragmatyczne
rozwi¡zanie, które jedynie przybli»a opisany tutaj proces. Mianowicie uznano, »e
istotna cz¦±¢ tre±ci da si¦ wyodr¦bni¢ z danej przesªanki α, je±li w danym kroku β
mo»na zast¡pi¢ odwoªanie do α przez pewien podzbiór przesªanek uzasadniaj¡cych α.
Przy tym w skrajnym przypadku � gdy α sªu»y wyª¡cznie zebraniu kilku przesªanek
we wspóln¡, oczywist¡ konkluzj¦ z nich wynikaj¡c¡ � ka»de odwoªanie do α da si¦
zast¡pi¢ przez odwoªania do (cz¦±ci) jej bezpo±redniego uzasadnienia. W ten sposób
odwoªania do α znikn¡ i mo»liwe stanie si¦ usuni¦cie tego kroku za pomoc¡ programu
Inacc.

Tego rodzaju upraszczanie bazy MML zostaªo podj¦te przy peªnej ±wiadomo±ci
faktu, i» mo»e ono prowadzi¢ do zmniejszenia czytelno±ci skryptów w wyniku po-
jawienia si¦ dªugich list referencji w uzasadnieniach. Zagadnienie systematycznego
skracania takich list jest otwartym problemem badawczym.

Dokonywany przez RenInfer wybór podzbioru zbioru referencji wskazanych przez
RelInfer, które nast¦pnie s¡ zast¦powane odpowiednimi listami, jest dokonywany re-
kurencyjnie w oparciu o trzy poni»sze kryteria przy ustalonej ich gradacji: 1, 2, 3.

1. Wybierane referencje odwoªuj¡ si¦ do przesªanki (ka»da swojej wªasnej), do
której ª¡czna liczba odwoªa« w skrypcie dowodowym nie wskazanych przez
RelInfer jest minimalna.
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2. Gdy zbiór referencji z punktu 1. ma moc > 1, wybierane referencje wskazuj¡ na
przesªank¦ (ka»da swoj¡ wªasn¡), która jest wykorzystywana jako przesªanka
w uzasadnieniach ró»nych kroków minimaln¡ liczb¦ razy.

3. Gdy zbiór referencji z punktu 2. ma moc > 1, wybierane referencje wskazuj¡
na przesªank¦ (ka»da swoj¡ wªasn¡), która w swoim uzasadnieniu wykorzystuje
minimaln¡ liczb¦ przesªanek wskazanych przez RelInfer.

Kryterium 1. wyodr¦bnia te kroki (przesªanki), których peªne sformuªowanie jest
wykorzystywane mo»liwie rzadko. W wyniku jego zastosowania w szczególno±ci ujaw-
niane s¡ takie kroki, których sformuªowanie zawsze jest wykorzystywane jedynie cz¦-
±ciowo, co jak »e±my powy»ej opisali, prowadzi do ich eliminacji. Dodatkowo prze-
twarzanie w pierwszej kolejno±ci kroków rzadko w peªni wykorzystywanych prowadzi
do wykrycia niepotrzebnych kroków przy zastosowaniu RenInfer.

Je±li kryterium 1. wskazuje wiele referencji, to staramy si¦ dokona¢ wyboru speª-
niaj¡cego kryterium 2. Kryterium 2. wymusza wybór tych spo±ród referencji, które
odwoªuj¡ si¦ do rzadko wykorzystywanych przesªanek.

W przypadku, w którym oba przedstawione kryteria nie daj¡ jednoznacznego
wskazania, w celu uzyskania jeszcze lepszego efektu dodatkowo stosujemy kryterium
3. Zastosowanie kryterium 3. ma na celu zmniejszenie liczby referencji wskazanych
przez program RelInfer, które pozostaj¡ niezmody�kowane po jednokrotnym zasto-
sowaniu programu RenInfer. Skrypty dowodowe, w których zostaªy zmody�kowane
wszystkie referencje wskazywane przez RelInfer, mog¡ okaza¢ si¦ niemo»liwe do zaak-
ceptowania przez wery�kator systemu Mizar. Przypu±¢my, »e kroki s1, s2 maj¡ w uza-
sadnieniu referencje R1, R2 odpowiednio, wskazane przez RelInfer. Dodatkowo, niech
referencja R2 odwoªuje si¦ do kroku s1. Wówczas uzasadnienie kroku s2, w którym
referencja R2 zostaªa zast¡piona list¡ przesªanek wykorzystywanych do uzasadnienia
kroku s1, gdzie dodatkowo wyst¦puj¡ca referencja R1 zostaªa zast¡piona odpowied-
ni¡ list¡, mo»e okaza¢ si¦ nieakceptowalne przez wery�kator systemu Mizar. W celu
zagwarantowania poprawno±ci zmody�kowanego rozumowania, referencja R2 jest za-
st¦powana oryginaln¡ list¡ przesªanek wykorzystywanych do uzasadnienia kroku s1.
Sprawdzenie, czy mo»liwe jest zmody�kowanie referencji R1 w uzyskanym uzasad-
nieniu kroku s2, wymaga ponownego wykorzystania programu RelInfer, a nast¦pnie
ponownej analizy wskazanych uchybie« w programie RenInfer.

3.3.2 Narz¦dzia umo»liwiaj¡ce rozbijanie koniunkcji w formu-

ªach

Dziaªanie narz¦dzi analizowanych w poprzedniej sekcji skupiaªo si¦ gªównie wokóª od-
najdywania niepotrzebnych przesªanek lub mody�kacji wybranych referencji w celu
odnalezienia bardziej elementarnych uzasadnie«. Nie uwzgl¦dniaªy one jednak faktu,
»e stwierdzenia, do których odwoªuje si¦ uzasadnienie konkretnego kroku, mog¡ by¢
koniunkcj¡ kliku formuª, z których nie wszystkie musz¡ by¢ wykorzystywane w tym
uzasadnieniu. �¡czenie kilku formuª za pomoc¡ koniunkcji w pojedynczych krokach
jest dozwolone w systemie Mizar, ale uzasadnione jedynie w przypadku, gdy wybrana
grupa formuª opisuje fakty, które zdaniem autora rozumowania wspólnie opisuj¡ jedn¡
sytuacj¦ oraz jako przesªanki wyst¦puj¡ na ogóª razem w uzasadnieniach. Chaotyczny
dobór takich grup formuª nie tylko zwi¦ksza czas wery�kacji przez maszyn¦, ale na
skutek istnienia niepotrzebnych przesªanek w uzasadnieniu, istotnie obni»a jego czy-
telno±¢. W skrajnym przypadku taki rodzaj poª¡cze« umo»liwia nawet powstanie
twierdze«, które posiadaj¡ zaªo»enia w rzeczywisto±ci niewykorzystywane w ich do-
wodzie. Problem ten zostanie szerzej opisany w dalszej cz¦±ci sekcji. Z bada« prze-
prowadzonych na bazie MML [70], które zostaªy omówione w sekcji 3.3.3, wynika, »e
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problem ten dotyczyª 541 spo±ród ponad 30 tys. zgromadzonych twierdze«, a r¦czne
poprawienie tego byªoby niezwykle pracochªonne.

W celu przedstawienia najcz¦±ciej wyst¦puj¡cych rodzajów chaotycznych poª¡-
cze« grup faktów za pomoc¡ koniunkcji oraz narz¦dzi umo»liwiaj¡cych eliminowanie
tych poª¡cze« rozwa»my dowód zapisany w systemie Mizar zawieraj¡cy dwa �równo-
legªe� rozumowania przedstawiony na wydruku 3.14. Zakªadamy, »e system Mizar na

α1 implies αn β1 implies βn α1 & β1 implies αn & βn
proof proof proof

assume A1: α1; assume B1: β1; assume AB1: α1 & β1;
A2: α2 by A1; B2: β2 by B1; AB2: α2 & β2 by AB1;
A3: α3 by A2; B3: β3 by B3; AB3: α3 & β3 by AB2;
...

...
...

An: αnby An-1; Bn: βnby Bn-1; ABn: αn & βn by ABn-1;
thus thesis by An; thus thesis by Bn; thus thesis by ABn;

end; end; end;

Wydruk 3.14: Przykªad dowodu powstaªego w wyniku �równolegªego� poª¡czenia
dwóch rozumowa«.

podstawie formuªy αi nie mo»e uzasadni¢ βj , oraz formuªy αi na podstawie βj , gdzie
1 ¬ i, j ¬ n. Naturalnie, je±li oba rozumowania byªy akceptowalne przez wery�kator
systemu Mizar, to skonstruowany dowód jest równie» akceptowalny. Zauwa»my, »e
powielenie wybranych kroków w rozumowaniach przed ich poª¡czenie, w celu uzyska-
nia równej dªugo±ci obu rozumowa«, równie» nie generuje bª¦dów w rozumowaniu.
Dodatkowo odpowiedni sposób powielenia wybranych kroków uniemo»liwia ich wy-
krycie nawet przy pomocy omówionych dotychczas programów tj. RelInfer. Precyzu-
j¡c, referencja ABi zostanie wskazana przez RelInfer tylko w przypadku je±li, przed
poª¡czeniem rozumowa« obie referencje Ai, Bi byªy wskazane przez ten program.
W szczególno±ci, je±li przedstawione dot¡d narz¦dzia dystrybuowane z systemem Mi-
zar nie wskazuj¡ »adnych usterek w skrypcie dowodowym, to dopisanie frazy & (0=0)
lub innego równie oczywistego faktu poprzedzonego & do stwierdzania sformuªowa-
nego w dowolnym kroku rodzaju <Compact-Statement> nie zostanie wykryte jako
usterka przez wspomniane programy.

Innym rodzajem wady napotykanym w dowodach zawieraj¡cych równolegªe frag-
menty rozumowania jest sytuacja, gdy autor skryptu dowodowego w trakcie jego pisa-
nia usun¡ª wybrane konkluzje z dowodzonego faktu (np. βn), nie mody�kuj¡c równo-
cze±nie odpowiednich list zaªo»e« i dowodu. Oczywi±cie usuni¦te konkluzje mog¡ znaj-
dowa¢ si¦ na ka»dym poziomie zagnie»d»enia (wydruk 3.15), co dodatkowo utrudnia
proces odnajdywania nieuzasadnionych koniunkcyjnych poª¡cze« faktów w poszcze-
gólnych krokach rozumowania.

Przypadkowe równolegªe poª¡czenie kilku rozumowa« lub ich fragmentów wpªywa
nie tylko na czas wery�kacji poprawno±ci skryptów dowodowych, ale równie» istotnie
obni»a ich czytelno±¢. Zauwa»my, »e odwoªanie si¦ do przesªanki, która jest sfor-
muªowana w postaci koniunkcji kilku faktów, zmusza czytelnika do samodzielnego
zbadania, które spo±ród tych faktów s¡ rzeczywi±cie wykorzystywane w tym uza-
sadnieniu. Analogiczna sytuacja wyst¦puje równie» w przypadku, kiedy samo uza-
sadniane stwierdzenie ma posta¢ koniunkcji faktów. Przypadek, w którym zarówno
wykorzystywana przesªanka, jak i uzasadniane stwierdzenie jest koniunkcj¡ faktów
zostaª przedstawiony w kroku η∧ζ (wydruk 3.16).

Jedn¡ z najbardziej intuicyjnych metod rozwi¡zywania problemów przedstawio-
nych w tej sekcji jest �rozbicie� w rozumowaniach wszystkich kroków, które stwier-
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α1 & β1 implies α4
proof

assume A1: α1 & β1;
A2: α4 & β4
proof

B1: α2 & β2 by A1;
B2: α3 & β3 by B1;
B3: α4 & β4 by B2;
thus thesis by B3;

end;

thus thesis by A2;
end ;

Wydruk 3.15: Przykªad dowodu, w którym zostaªa usuni¦ta konkluzja jednego z rów-
nolegªych rozumowa«, bez mody�kacji pozostaªej cz¦±ci skryptu.

theorem

α: i in Seg n implies i+m in Seg(n+m)
proof

β: assume i in Seg n ;

γ∧δ∧ε: then 1<=i & i<=i+m & i<=n by FINSEQ_1:3, NAT_1:11;
η∧ζ: then i+m<=n+m & 1<=i+m by XREAL_1:9, XXREAL_0:2;

θ: hence thesis by FINSEQ_1:3;
end ;

Wydruk 3.16: Mody�kacja rozumowania przedstawionego na rys. 3.13, zawieraj¡ca
równolegªe fragmenty rozumowania.

dzaj¡ koniunkcj¦ faktów, a nast¦pnie poª¡czenie za pomoc¡ koniunkcji tylko tych
stwierdze«, które speªniaj¡ ±ci±le okre±lone kryteria. Metoda ta jest realizowana za
pomoc¡ pi¦ciu poni»szych programów, które zostaªy stworzone dla przeprowadzenia
wst¦pnych bada« nad popraw¡ czytelno±ci rozumowa« w systemie Mizar [70].

BreakBinaryAnd � program ten �rozbija� koniunkcje wyst¦puj¡ce w krokach rozu-
mowania, które zostaªy uzasadnione przez wskazanie listy referencji
(<Simple-Justi�cation>). Rozbijanie koniunkcji jest realizowane w oparciu o za-
st¡pienie ka»dego kroku stwierdzaj¡cego koniunkcj¦ formuª ci¡giem kroków, z któ-
rych ka»dy stwierdza pojedyncz¡ formuª¦ skªadow¡ pierwotnej koniunkcji. Dodatkowo
wszystkie uzasadnienia w ka»dym ci¡gu kroków s¡ identyczne z uzasadnieniem odpo-
wiedniego �rozbijanego� kroku, natomiast ka»de odwoªanie do �rozbitego� kroku jest
zast¦powane ci¡giem referencji do wszystkich kroków z odpowiedniego ci¡gu.

DelBlock � program ten �rozbija� koniunkcje wyst¦puj¡ce w ka»dym kroku uza-
sadnionym za pomoc¡ zagnie»d»onego rozumowania, je±li w rozumowaniu tym ka»dy
krok rodzaju <Skeleton-Step> jest równie» rodzaju <Conclusion>. W ogólnym przy-
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padku, mody�kacja wykonywana przez ten program ma posta¢:

<Reasoning>0
<Proposition>0

proof

<Reasoning>1
thus <Proposition>1 <Justi�cation>1
<Reasoning>2
thus <Proposition>2 <Justi�cation>2
...
<Reasoning>n
thus <Proposition>n <Justi�cation>n

end;

<Reasoning>n+1

<Reasoning>0

<Reasoning>1
T1: <Proposition>1 <Justi�cation>1
<Reasoning>2
T2: <Proposition>2 <Justi�cation>2
...
<Reasoning>n
Tn: <Proposition>n <Justi�cation>n
<Proposition>0 by T1,T2,. . . ,Tn;
<Reasoning>n+1

(3.36)

Rozbicie zagnie»d»onego uzasadnienia kroku <Proposition>0 umo»liwia usuni¦cie
nie tylko �nadmiarowych� koniunktów mog¡cych wyst¦powa¢ w sformuªowaniu tego
kroku, ale równie» fragmentów zagnie»d»onego rozumowania odpowiedzialnych za
uzasadnienie tych koniunktów.

TrivConsider � program ten eliminuje zmienne ustalone wprowadzone do rozumo-
wania za pomoc¡ konstrukcji consider, dla których:

(i) identy�kator tej zmiennej ustalonej nie jest wykorzystywany w rozumowaniu
poza krokiem, w którym zostaª wprowadzony,

(ii) stwierdzenie sformuªowane w kroku wprowadzaj¡cym t¦ zmienn¡ do rozumo-
wania jest wykorzystywane co najmniej raz jako przesªanka w rozumowaniu.

Dziaªanie tego programu opiera si¦ na zast¡pieniu ka»dego kroku wprowadzaj¡cego
niewykorzystywan¡ zmienn¡ ustalon¡ do rozumowania:

consider <Quali�ed-Variable> such that

[<Label-Identi�er>:] <Formula-Expression> <Simple-Justi�cation>;, (3.37)

przez krok stwierdzaj¡cy formuª¦ egzystencjaln¡:

[<Label-Identi�er>:] ex <Quali�ed-Variable> st

<Formula-Expression> <Simple-Justi�cation>;. (3.38)

Wykorzystanie tego programu umo»liwiªo eliminacj¦ 6186 u»y¢ konstrukcji consider
w bazie MML, co stanowiªo 11,83% spo±ród wszystkich istniej¡cych u»y¢ tej kon-
strukcji.

MergeItems � program ten w pierwszym etapie odnajduje w ramach rozumowa«
pierwotnych pary kroków, które:

(i) jako przesªanki wyst¦puj¡ zawsze razem w uzasadnieniach

(ii) takie, dla których »aden element nie jest osi¡galny z drugiego elementu pary
w domkni¦ciu grafu dowodu.

W drugim etapie cz¦±¢ spo±ród odnalezionych par, która speªnia dodatkowe wªa-
sno±ci, jest zast¦powana nowymi krokami. Ka»dy taki nowy krok stwierdza wówczas
koniunkcj¦ faktów sformuªowanych w mody�kowanej parze, przy czym jego uzasad-
nienie powstaje w wyniku poª¡czenia zbiorów przesªanek obu kroków z pary. Dodat-
kowe wªasno±ci, jakie musz¡ speªnia¢ pary, s¡ przekazywane do programu za pomoc¡
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parametrów wywoªania umo»liwiaj¡cych unikni¦cie generowania rozbudowanych uza-
sadnie«. Okre±laj¡ one poziom �zgodno±ci� uzasadnie« wybieranych par kroków. Pre-
cyzuj¡c, para kroków u1, u2 nale»¡ca do rozumowania pierwotnego A jest zast¦po-
wana nowym krokiem, je±li dla ka»dej przesªanki p, nale»¡cej do ró»nicy symetrycznej
zbiorów przesªanek uzasadniaj¡cych u1 oraz u2, zachodzi:

-Thm: przesªanka zostaªa sformuªowana poza obszarem twierdzenia, którego dowód
zawiera rozumowanie pierwotne A,

-Block: przesªanka zostaªa sformuªowana poza obszarem rozumowania pierwotnego A,

-L: je±li p jest przesªank¡ kroku u1 (u2) oraz nie istnieje linearyzacja τ , dla której
p i u1 (u2) nale»¡ do tego samego τ�ªa«cucha,

-D[liczba]: je±li p jest przesªank¡ kroku u1 (u2) oraz nie istnieje linearyzacja τ ,
dla której τ�rozpi¦to±¢ ªuku (p, u1) (lub (p, u2)) jest mniejsza od zadanej liczby.

Kroki, które s¡ wybierane do �ª¡czenia�, domy±lnie nie mog¡ stwierdza¢ koniunkcji
formuª. Ograniczenie to mo»e jednak zosta¢ pomini¦te po wykorzystaniu dodatkowego
parametru wywoªania -MoreBC.

SortItem � program ten reorganizuje kolejno±¢ kroków w linearyzacji rozumowania,
wykorzystuj¡c algorytm zachªanny do optymalizacji wyznaczników poprawy czytel-
no±ci zaproponowanych w podrozdziale 3.2. Program optymalizuje warto±¢ czterech
pierwszych wska¹ników w domy±lnej hierarchii wa»no±ci 1, 3, 2, 4 (lub 4, 1, 3, 2 przy
zastosowaniu parametru wywoªania -MinDist). Uzyskiwana linearyzacja rozumowa-
nia jest generowana w oparciu o rekurencyjn¡ konkatenacj¦ par zlinearyzowanych seg-
mentów rozumowania w ka»dym rozumowaniu pierwotnym. Naturalnie wybór pary
zlinearyzowanych segmentów dokonywany na ka»dym etapie rekurencji w ustalonym
rozumowaniu pierwotnym A nie generuje kon�iktów w gra�e dowodu. Precyzuj¡c:

(i) pierwszy element pary, traktowany jako zbiór wierzchoªków rozumowania, nie
jest osi¡galny z drugiego elementu pary, traktowanego równie» jako zbiór wierz-
choªków rozumowania w gra�e partycji domkni¦tego rozumowania pierwotnego
A, wyznaczonego przez zbiory wierzchoªków zlinearyzowanych segmentów,

(ii) partycja ta jest acykliczna pomimo konkatenacji wybranej pary zlinearyzowa-
nych segmentów.

Wybór pary zlinearyzowanych segmentów 〈F 1, F 2〉, gdzie F 1 = 〈f11 , f12 , . . . , f1n1〉,
F 2 = 〈f21 , f22 , . . . , f2n2〉, b¦d¡cej lokalnym optimum przy ustalonej hierarchii wa»no-
±ci (w±ród wszystkich par speªniaj¡cych warunki (i), (ii)) jest realizowany w oparciu
o cztery poni»sze warunki, które s¡ odpowiednikami poszczególnych kryteriów popra-
wy czytelno±ci, wyszczególnionych na str. 57:

1) Krok f1n1 jest przesªank¡ kroku f
2
1 oraz przesªanka f

1
n1 mo»e zosta¢ przekazana

do uzasadnienia kroku f21 za pomoc¡ konstrukcji then ((f1n1 , f
2
1 ) ∈ thenP).

2) Liczba referencji ª¡cz¡ca zbiór V(F 1) ∪ V(F 2) z pozostaªymi wierzchoªkami
w gra�e dowodu jest minimalna. Precyzuj¡c, wyra»enie:

|
(
V(P) \ (V(F 1) ∪ V(F 2))

)
y
RefP

(V(F 1) ∪ V(F 2))|+

|(V(F 1) ∪ V(F 2)) y
RefP

(
V(P) \ (V(F 1) ∪ V(F 2))

)
| (3.39)

ma warto±¢ minimaln¡.
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3) Kraw¦d¹ (f1n1 , f
2
1 ) ∈ RefP oraz zbiór |N−RefP

(f1n1)| ma minimaln¡ liczno±¢.

4) Wzrost sumy τ�rozpi¦to±ci ªuków referencyjnych, zwi¡zany z powstaniem no-
wych wierzchoªków v, dla których w zlinearyzowanym rozumowaniu b¦d¡ ist-
niaªy referencje 〈p, u〉 ∈ RefP, takie »e ¬(p→

D
P̃

∗v) lub ¬(v→
D

P̃

∗u), jest mini-

malny. Precyzuj¡c, wyra»enie:

n1 ·

(
n2∑
i=1

|N+RefP
(f2i )|

)
+ n2 ·

(
n1∑
i=1

|N−RefP
(f1i )|

)
−

(n1 + n2) · |(V(F 1) ∪ V(F 2)) y
RefP

(V(F 1) ∪ V(F 2))| (3.40)

ma warto±¢ minimaln¡.

3.3.3 Rewizja bazy MML wykorzystuj¡ca rozbijanie koniun-

kcji w formuªach � wyniki statystyczne

Grupa programów, które zostaªy przedstawione w sekcji 3.3.2, umo»liwiªa przeprowa-
dzenie badanie sensowno±ci mody�kacji struktur rozumowa« zgromadzonych w bazie
MML, w celu wyeliminowania niewykorzystywanych przesªanek z uzasadnie«. Ba-
dania te zostaªy przeprowadzone na wersji MML 4.121.1054, a uzyskane dzi¦ki niej
mody�kacje struktur po pozytywnej ocenie zostaªy wdro»one w wersji bazy MML
4.127.1060 [70].

Przeprowadzona poprawa struktur rozumowa« dostarczyªa równie» danych o licz-
bie niewykorzystywanych przesªanek w uzasadnieniach. Zast¡pienie wszystkich kro-
ków w rozumowaniach, które stwierdzaªy koniunkcj¦ formuª odpowiednimi ci¡gami
formuª, umo»liwiªo bowiem odnalezienie 755196 nadmiarowych referencji (28,6% z po-
±ród wszystkich referencji wyst¦puj¡cych w skryptach dowodowych zgromadzonych
w MML). Dodatkowo 2% w±ród pozostaªych referencji zostaªo wskazane przez pro-
gram RelInfer. Mody�kacja poszczególnych referencji w celu usuni¦cia tych wskaza«
umo»liwiªa odnalezienie 38944 kroków w rozumowaniach (2,8% spo±ród wszystkich
kroków w bazie), które przestaªy by¢ wykorzystywane w rozumowaniu. Dodatkowym
nast¦pstwem mody�kacji sposobu uzasadnie« kroków w rozumowaniach byªo odnale-
zienie 461 twierdze«, które posiadaªy zaªo»enia niewykorzystywane w toku rozumowa-
nia. Naturalnie autorzy artykuªów, którzy odwoªywali si¦ do tych twierdze«, musieli
zakªada¢ lub dowodzi¢ te niewykorzystane zaªo»enia. St¡d, eliminacja tych zaªo»e«
pozwoliªa na odnalezienie i usuni¦cie fragmentów rozumowa«, które byªy wykorzysty-
wane jedynie do uzasadnienia tych nadmiarowych zaªo»e«, jak równie» pozwoliªa na
odnalezienie kolejnych twierdze« posiadaj¡cych niewykorzystywane zaªo»enia w toku
rozumowania.

Etap Liczba Liczba Liczba kro- Liczba Liczba
usuni¦tych wskaza« ków usuni¦- zmody�ko- zmody�ko-
referencji programu tych z rozu- wanych wanych

RelInfer mowania artykuªów twierdze«
1 755196 37304 38944 1017 461
2 160 23 633 118 64
3 596 2 168 55 16

Istnienie nadmiarowych zaªo»e« w toku rozumowania nie zawsze jest jednak nast¦p-
stwem usuni¦cia przez autora wybranych konkluzji w sformuªowaniu twierdzenia.
Analiza sformuªowa« zmody�kowanych twierdze«, które zostaªy wzmocnione dzi¦ki
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eliminacji niewykorzystywanych zaªo»e«, wykazaªa, »e istnienie nadmiarowych zaªo-
»e« mogªo wynika¢ z ró»nic mi¦dzy de�nicjami poj¦¢ w bazie MML oraz literatur¡,
na podstawie której byªa dokonywana formalizacja. Jednym z takich twierdze« jest
lemat wykorzystywany w uzasadnieniu twierdzenia Nagata-Smirnov (wydruk 3.17),
sformalizowany w artykule [68] na podstawie dowodu zawartego w ksi¡»ce [22]. Jego
dowód po sformalizowaniu zawieraª 77 kroków, znajduj¡cych si¦ na pi¦ciu poziomach
zagnie»d»enia. W konwencji przyj¦tej przez R. Engelkinga [22], przestrze« topolo-
giczna jest regularna lub krócej T3, je±li jest T1 i speªnia warunek regularno±ci. Na-
tomiast w bazie MML, przestrzeni¡ regularn¡ jest nazywana przestrze« topologiczna
speªniaj¡ca jedynie warunek regularno±ci, a T3 jest regularn¡ przestrzeni¡ T1. Inter-
pretacja wªasno±ci regularno±ci przestrzeni topologicznej, wyra»ona w j¦zyku Mizar
w postaci �T is regular & T is T_1� oraz wykorzystanie narz¦dzi do rozbijania ko-
niunkcji umo»liwiªy automatyczne wywnioskowanie, »e przesªanka �T is T_1� nie
jest wykorzystywana w dowodzie tego lematu.

theorem :: NAGATA_1:20
for T being non empty TopSpace st T is regular & T is T_1 &

ex Bn being FamilySequence of T st

Bn is Basis_sigma_locally_finite
holds T is normal;

Wydruk 3.17: Lemat wykorzystywany w dowodzie twierdzeniu Nagata-Smirnov, sfor-
muªowany w j¦zyku Mizar.
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Rysunek 3.18: Mody�kacja dªugo±ci skryptów dowodowych w zale»no±ci od dªugo±ci
uzasadnianych formuª jako nast¦pstwo rozbicia koniunkcji w formuªach. Przedsta-
wiona prosta regresji przedstawia wspóªzale»no±¢ zmiennej obja±niaj¡cej � wzrostu
dªugo±ci artykuªu, wzgl¦dem zmiennej obja±nianej � wzrostu dªugo±ci formuª.

Usuni¦cie ª¡cznie 39745 kroków z rozumowa« zgromadzonych w bazie MML nie
wpªyn¦ªo jednak istotnie na dªugo±¢ skryptów dowodowych mierzon¡ w jednostkach
leksykalnych. �rednia dªugo±¢ skryptu zmniejszyªa si¦ bowiem o 0,21% (rys. 3.18).
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Rysunek 3.19: Zmiana dªugo±ci uzasadnie« kroków rozumowa« w zale»no±ci od dªu-
go±ci uzasadnianych formuª jako nast¦pstwo rozbicia koniunkcji w formuªach. Przed-
stawiona prosta regresji przedstawia wspóªzale»no±¢ zmiennej obja±niaj¡cej � wzrostu
dªugo±ci uzasadnie«, wzgl¦dem zmiennej obja±nianej � wzrostu dªugo±ci formuª.
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Rysunek 3.20: Mody�kacja dªugo±ci skryptu dowodowego w zale»no±ci od czasu we-
ry�kacji jego poprawno±ci systemem Mizar jako nast¦pstwo rozbicia koniunkcji w for-
muªach. Przedstawiona prosta regresji przedstawia wspóªzale»no±¢ zmiennej obja±nia-
j¡cej � wzrostu czasu wery�kacji, wzgl¦dem zmiennej obja±nianej � wzrostu dªugo±ci
rozumowa«.
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Gªówn¡ przyczyn¡ tak maªego spadku dªugo±ci skryptów jest fakt, »e �rozbija-
nie� koniunkcji i usuwanie nadmiarowych kroków zmniejszyªo ª¡czn¡ dªugo±¢ formuª
w krokach rozumowania ±rednio o 3,02%, ale równocze±nie zwi¦kszyªo ª¡czn¡ dªugo±¢
uzasadnie« ±rednio o 3,79% (rys. 3.19), co jest nast¦pstwem powielania uzasadnie«
w trakcie �rozbijania� koniunkcji.

Rozbicie stwierdze« sformuªowanych w postaci koniunkcji faktów wpªyn¦ªo rów-
nie» na czas wery�kacji poprawno±ci skryptów dowodowych zgromadzonych w bazie
MML. �redni czas wery�kacji ulegª bowiem skróceniu ±rednio o 5,13% (rys. 3.20).

3.3.4 Metody eliminacji konstrukcji reconsider

W prowadzonych dot¡d rozwa»aniach byªo zakªadane, »e przepªyw informacji o wy-
korzystywanych przesªankach mi¦dzy dowolnymi dwoma krokami w rozumowaniu jest
obrazowany jedynie za pomoc¡ ªuków referencyjnych. Przy tym zaªo»eniu ªuki po-
rz¡dkuj¡ce dostarczaªy jedynie informacji o wykorzystanych identy�katorach zmien-
nych ustalonych oraz budowie szkieletu rozumowania. Zaªo»enie to nie jest jednak
prawdziwe, je±li w skrypcie dowodowym zapisanym w j¦zyku Mizar wykorzystywana
byªa konstrukcja reconsider. Konstrukcja ta umo»liwia bowiem jednoznaczne przy-
porz¡dkowanie typu do termu, je±li na podstawie zgromadzonych informacji w rozu-
mowaniu mo»liwe jest uzasadnienie, »e rozwa»any term ma m.in. dany typ. Przypo-
rz¡dkowanie to jest realizowane poprzez wprowadzenie do rozumowania nowej zmien-
nej ustalonej okre±lonego typu, która jest uto»samiana z tym termem przez wery�-
kator systemu Mizar. Informacja o tym uto»samieniu nie jest jednak przechowywana
w gra�e dowodu.

W celu przedstawienia ukrytych zale»no±ci w gra�e dowodu, rozwa»my fragment
rozumowania z wydruku 3.21. Rozumowanie to jest akceptowalne przez system Mi-

α: let X be non empty set;

β: let f be Function of X,X;
γ: assume A1: f is one-to-one onto;
δ: reconsider P=f as Permutation of X by A1, FUNCT_2: def 4;

ε: A2: P is Function-like;
ζ: A3: f is one-to-one & f is onto by A2;

Wydruk 3.21: Przykªad rozumowania w j¦zyku Mizar, zawieraj¡cego ukryty ªuk re-
ferencyjny (γ, ζ) odwoªuj¡cy si¦ do równo±ci P=f.

zar. Zauwa»my, »e uzasadnienie kroku ζ, które odwoªuje si¦ tylko do stwierdzenia P
is Function-like, wydaje si¦ niedostateczne do udowodnienia stwierdzenia f is

one-to-one & f is onto. Poprawno±¢ uzasadnienia tego kroku nie wynika bowiem
z informacji zawartej w tej przesªance, a jedynie z faktu, »e przesªanka ta wykorzy-
stuje w swym sformuªowaniu identy�kator zmiennej ustalonej P. Zmienna ustalona
P jest bowiem domy±lnie uto»samiana ze zmienn¡ ustalon¡ f, sk¡d przy odwoªaniu
do kroku ε, lista przesªanek w ζ jest niejawnie powi¦kszana przez wery�kator o rów-
no±¢ P=f. Zauwa»my równie», »e stwierdzenie P is Function-like mo»e zosta¢
zast¡pione przez dowolny oczywisty fakt, który wykorzystuje identy�kator P w swym
sformuªowaniu, np. P = P.

Jak ªatwo mo»na zauwa»y¢, ka»dy �ukryty� ªuk referencyjny (v, u) w abstrakcyj-
nym gra�e dowodu P jest nast¦pstwem istnienia ±cie»ki skierowanej v →

OrdP
w →
OrdP

u,

gdzie w ∈ V(P) oraz wykorzystania konstrukcji reconsider w kroku v. Istnienie
jednak takiej ±cie»ki nie jest warunkiem dostatecznym istnienia ukrytego ªuku refe-
rencyjnego � identy�kacja termu ze zmienn¡ ustalon¡ nie musi by¢ wykorzystywana
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w uzasadnieniu. Odnajdywanie ukrytych ªuków referencyjnych w strukturze grafu
dowodu jest wi¦c niemo»liwe, nawet w przypadku, je±li struktura tego grafu zawiera-
ªaby informacj¦ o zbiorze wierzchoªków, w których zostaªa wykorzystana konstrukcja
reconsider. Tym samym nie jest wi¦c mo»liwe dokªadne wyznaczenie zbioru prze-
sªanek dowolnej paczki, jak równie» zbadanie, czy dana paczka jest domkni¦ta na
prowadzenie dróg skierowanych.

Zadowalaj¡cym jednak rozwi¡zaniem przedstawionego problemu, jest wyelimino-
wanie ukrytych ªuków referencyjnych z grafu dowodu poprzez usuni¦cie konstruk-
cji reconsider ze skryptów dowodowych. Eliminacja ta mo»e zosta¢ zrealizowana
w dwóch opisanych poni»ej etapach.

Etap 1. � eliminacja kroków rozumowania wykorzystuj¡cych konstrukcj¦ reconsi-

der, w których zostaª nadpisany identy�kator zmiennej (zob. wydruk 3.22). W etapie
tym jest zast¦powany rekurencyjnie ka»dy krok rozumowania postaci:

reconsider {<Variable-Identi�er> =<Term-Expression>,}∗

<Variable-Identi�er>
{,{<Variable-Identi�er> |<Variable-Identi�er> =<Term-Expression> }}∗

as <Type-Expression> <Simple-Justi�cation> ;

(3.41)

przez

reconsider {<Variable-Identi�er> =<Term-Expression>,}∗

<New-Variable-Identi�er> =<Variable-Identi�er>
{,{<Variable-Identi�er> |<Variable-Identi�er> =<Term-Expression> }}∗

as <Type-Expression> <Simple-Justi�cation> ;

(3.42)

oraz wszystkie wyst¡pienia <Variable-Identi�er> przez <New-Variable-Identi�er>
w sformuªowaniach kroków, które w skrypcie dowodowym znajduj¡ si¦ po kroku
(3.41), gdzie <New-Variable-Identi�er> jest niewykorzystywanym dot¡d w skrypcie
dowodowym identy�katorem zmiennej ustalonej.

α: let x be set such that A1: x in NAT;
β: reconsider x as Nat by A1;

Wydruk 3.22: Fragment rozumowania zapisanego w j¦zyku Mizar, zawieraj¡cy nadpi-
sanie typu zmiennej ustalonej x w kroku wykorzystuj¡cym konstrukcj¦ reconsider.

Etap 2. � zast¡pienie kroków wykorzystuj¡cych konstrukcj¦ reconsider przez wy-
generowane na ich podstawie kroki wykorzystuj¡ce konstrukcj¦ consider. W etapie
tym zast¦powany jest ka»dy krok postaci:

reconsider<Variable-Identi�er>1 =<Term-Expression>1,
<Variable-Identi�er>2 =<Term-Expression>2,
...
<Variable-Identi�er>n =<Term-Expression>n

as <Type-Expression> <Simple-Justi�cation> ;

(3.43)
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przez

consider<Variable-Identi�er>1,<Variable-Identi�er>2, . . ., <Variable-Identi�er>n
be <Type-Expression> such that

<New-Label-Identi�er>:<Variable-Identi�er>1 =<Term-Expression>1 &
<Variable-Identi�er>2 =<Term-Expression>2 &
...
<Variable-Identi�er>n =<Term-Expression>n

<Simple-Justi�cation>;

(3.44)

oraz etykieta <New-Label-Identi�er> jest dopisywana do ka»dego uzasadnienia kro-
ku, który w sformuªowaniu wykorzystuje identy�kator <Variable-Identi�er> lub od-
woªuj¡ si¦ do przesªanek wykorzystuj¡cych ten identy�kator w sformuªowaniu, gdzie
<New-Label-Identi�er> jest nie wykorzystywan¡ dot¡d etykiet¡ w skrypcie dowodo-
wym. Naturalnie, nie wszystkie dopisane etykiety <New-Label-Identi�er> w uzasad-
nieniach s¡ konieczne do zachowania dostateczno±ci uzasadnie« w zmody�kowanym
rozumowaniu. Problem odnajdywania i usuwania z rozumowania niepotrzebnych ety-
kiet zostaª omówiony w sekcji 3.3.1 i zostanie pomini¦ty w tym miejscu.
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Rozdziaª 4

Zªo»ono±¢ problemów

reorganizuj¡cych kolejno±¢

kroków w rozumowaniu

Analiza metod poprawy czytelno±ci opieraj¡cych si¦ o mody�kacj¦ kolejno±ci kroków
rozumowania, przeprowadzona w podrozdziale 3.2, umo»liwiªa sformuªowanie pi¦ciu
gªównych problemów grafowych. W niniejszym rozdziale zostanie zbadana ich zªo»o-
no±¢.

4.1 NP-zupeªno±¢ problemów K.1′, K.2′

W trakcie formalizacji dwóch pierwszych metod optymalizacyjnych, zostaª okre±lony
zwi¡zek mi¦dzy tymi metodami w szczególnej rodzinie acyklicznych digrafów. Korzy-
staj¡c ze Stw. 3.13 oraz Lem. 3.14 mo»emy bowiem stwierdzi¢, »e problem K.1 ma
rozwi¡zanie wtedy i tylko wtedy, gdy ma rozwi¡zanie problem K.2, przy ograniczeniu
zbioru instancji tych problemów do rodziny acyklicznych digrafów z wyró»nionym
zbiorem ªuków nie zawieraj¡cym skrótów oraz przy odpowiedniej zale»no±ci mi¦dzy
parametrami K1, K2, gdzie K1 oraz K2 s¡ liczbami naturalnymi wyst¦puj¡cymi od-
powiednio w instancji problemów K.1′ oraz K.2′. Obserwacja ta jest oczywistym
nast¦pstwem równo±ci: ∑

P1,P2∈τA
P1 6=P2

|P1 y
A
P2|+ |1Aτ | = |A|, (4.1)

gdzie τ jest sortowaniem topologicznym digrafuD z wyró»nionym zbiorem A ⊆ A(D),
dla którego D nie zawiera A�skrótów, a zale»no±¢ mi¦dzy parametrami K1, K2 dana
jest równaniem: K1 +K2 = |A|.

Zale»no±¢ (4.1) wyra»ona w terminach acyklicznej H(∗)A �partycji digrafu D okre±la
analogiczn¡ zale»no±¢ mi¦dzy problemami K.1′, K.2′, gdzie A ⊆ A(D).

Twierdzenie 4.1. Niech D b¦dzie acyklicznym digrafem bez A�skrótów, M liczb¡
naturaln¡ 1 ¬ M ¬ |V(D)|, gdzie A ⊆ A(D). Wówczas istnieje acykliczna H(∗)A �
partycja π digrafu D o liczebno±ci co najwy»ej M wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
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acykliczna H(∗)A �partycja π digrafu D speªniaj¡ca zale»no±¢:∑
P1,P2∈π
P1 6=P2

|P1 y
A
P2| ¬ |A| − |V(D)|+M. (4.2)

Dowód. Niech D, A,M speªniaj¡ zaªo»enia twierdzenia. Ustalmy dowoln¡ acykliczn¡
H(∗)A �partycj¦ π digrafu D. Zauwa»my, »e |P y

A
P | = |P | − 1 w ka»dym digra-

�e nie zawieraj¡cym A�skrótów dla dowolnego P b¦d¡cego elementem acyklicznej
H(∗)A �partycji. St¡d

|A| =
∑

P1,P2∈π
P1 6=P2

|P1 y
A
P2|+

∑
P∈π

(|P | − 1) =
∑

6=P1,P2∈π

|P1 y
A
P2|+ |V(D)| − |π|, (4.3)

a zatem
∑

P1,P2∈π
P1 6=P2

|P1 y
A
P2| = |A| − |V(D)|+ |π| co ostatecznie ko«czy dowód.

W szczególno±ci z Tw. 4.1 wynika fakt, »e je±li problem K.1′ jest NP�zupeªny
w rodzinie acyklicznych digrafów nie zawieraj¡cych skrótów w wyró»nionych rodzi-
nach ªuków, to tym samym uzyskamy, »e problem K.2′ jest równie» problemem NP�
zupeªnym. Dodatkowo, jak zostaªo wykazane w Tw. 2.18, rozwa»aj¡c acykliczny di-
grafD z wyró»nionym zbiorem A(D)�ªuków A, mo»emy bez straty ogólno±ci zakªada¢
równo±¢ A = A(D). St¡d, w szczególno±ci w celu uzasadnienia NP�zupeªno±ci proble-
mów K.1′, K.2′, wystarczy pokaza¢, »e NP�zupeªny jest problem Acyklicznej Partycji
Hamiltona.

Acykliczna Partycja Hamiltona (APH)
Instancja: DAG D bez A(D)�skrótów, liczba naturalna 0 ¬ K ¬ |V(D)|.
Pytanie: Czy istnieje acykliczna H(∗)A(D)�partycja digrafu D o mocy nie przekra-
czaj¡cej K.

Warto w tym miejscu zauwa»y¢, »e problem odnajdywania minimalnej liczby
wierzchoªkowo�rozª¡cznych skierowanych ±cie»ek, stanowi¡cych partycj¦ acyklicznego
digrafu, bez ograniczenia w postaci acykliczno±ci uzyskiwanej partycji, jest znanym
problemem grafowym rozwi¡zywalnym w czasie wielomianowym [10].

4.1.1 Redukcja FAS ∝ APH

Jak ªatwo mo»na zauwa»y¢, rozwa»any problem APH nale»y do klasy NP problemów.
W bie»¡cej sekcji skonstruujemy redukcj¦ wielomianow¡, transformuj¡c¡ szczególny
podproblem problemuMinimalnego Zbioru Sprz¦»onego (ang.Minimum Feedback Arc
Set, zob. GT8 [25, 28, 44]), który zachowuje NP�zupeªno±¢ do APH.

Wprowad¹my niezb¦dne poj¦cia w celu sformuªowania dwóch znanych problemów
grafowych.

De�nicja 4.2. Niech G b¦dzie grafem (nieskierowanym). Zbiór wierzchoªków V ⊆
V(G) b¦dziemy nazywa¢ pokryciem wierzchoªkowym wtedy i tylko wtedy, gdy zbiór
{u, v} ∩ V jest niepusty dla ka»dej E(G)�kraw¦dzi {u, v}.

De�nicja 4.3. Niech D b¦dzie digrafem. Zbiór A ⊆ A(D) b¦dziemy nazywa¢ sprz¦-
»onym wtedy i tylko wtedy, gdy do A nale»y co najmniej jeden A(D)�ªuk z dowolnego
skierowanego A(D)�cyklu.
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Pokrycie Wierzchoªkowe (ang. Vertex Cover, VC, GT1 [21, 25, 26, 27])
Instancja: Graf nieskierowany G, liczba naturalna 0 ¬ K ¬ |V(G)|.
Pytanie: Czy istnieje pokrycie wierzchoªkowe V ⊆ V(G) o mocy nie przekra-
czaj¡cej K.

Minimalny Zbiór Sprz¦»ony (FAS)
Instancja: Digraf D, liczba naturalna 0 ¬ K ¬ |A(D)|.
Pytanie: Czy istnieje sprz¦»ony podzbiór A(D)�ªuków o mocy co najwy»ej K.

Analizuj¡c redukcj¦ VC ∝ FAS zaproponowan¡ przez R. M. Karpa w pracy [45],
mo»emy zaobserwowa¢, »e problem FAS jest NP�zupeªny je±li nawet zaªo»ymy, »e
ka»dy wierzchoªek v w rozpatrywanym digra�e D speªnia co najmniej jeden z dwóch
warunków: |N−D (v)| = 1 lub |N+D (v)| = 1.

Obserwacja 4.4. Problem FAS zachowuje NP�zupeªno±¢ w rodzinie digrafów, speª-
niaj¡cych zale»no±¢: |N−D (v)| = 1 lub |N+D (v)| = 1 dla ka»dego v ∈ V(D).

Dowód. Niech G b¦dzie grafem nieskierowanym, K liczb¡ naturaln¡ speªniaj¡c¡ za-
le»no±¢ 1 ¬ K ¬ |E(G)|, za± V pokryciem wierzchoªkowym G o mocy nie przekra-
czaj¡cej K. Powtarzaj¡c konstrukcj¦ zaproponowan¡ przez R. M. Karpa, rozwa»my
digraf D(G) okre±lony równo±ciami:

V(D(G)) = V(G)× {0, 1},
A(D(G)) = {(〈v, 0〉, 〈v, 1〉) : v ∈ V(G)} ∪ {(〈u, 1〉, 〈v, 0〉) : {u, v} ∈ E(G)}

(4.4)
oraz zbiór A(D(G))�ªukówD(V ) := {(〈v, 0〉, 〈v, 1〉) : v ∈ V }. Naturalnie, digrafD(G)
speªnia warunek sformuªowany w obserwacji. W celu zako«czenia uzasadniania, po-
wtarzaj¡c rozumowanie za R. M. Karpem stwierdzamy, »e D(V ) jest sprz¦»onym
zbiorem A(D(G))�ªuków w digra�e D(G) o mocy |D(V )| ¬ |V |. Ustalmy nast¦p-
nie dowolny sprz¦»ony zbiór A(D(G))�ªuków F w digra�e D(G) o mocy co najwy-
»ej K. Wówczas, zast¦puj¡c ka»dy F�ªuk postaci (〈u, 1〉, 〈v, 0〉), przez A(D(G))�ªuk
(〈v, 0〉, 〈v, 1〉), uzyskujemy sprz¦»ony zbiór A(D(G))�ªuków F ′, dla którego |F ′| ¬
|F|, taki i» zbiór {v : (〈v, 0〉, 〈v, 1〉) ∈ F ′} jest pokryciem wierzchoªkowym grafu G
o mocy |F ′|.

Zde�niowany w Obs. 4.4 szczególny przypadek podproblemu FAS peªni wa»n¡
rol¦ w uzasadnieniu NP�zupeªno±ci problemu APH. Skonstruujemy bowiem reduk-
cj¦ z tego podproblemu FAS do APH, wykorzystuj¡c technik¦ gad»etów. Ustalmy
dowolny digraf G speªniaj¡cy zale»no±¢: |N−G (v)| = 1 lub |N+G (v)| = 1 dla ka»dego
v ∈ V(G); oraz ró»nowarto±ciow¡ funkcj¦ e : A(G) −→ {1, 2, . . . , |A(G)|} numeruj¡c¡
zbiór ªuków A(G). Przy wykorzystaniu struktury digrafu G zostanie skonstruowany
acykliczny digraf GG,e nie zawieraj¡cy A(GG,e)�skrótów, który dodatkowo b¦dzie
posiadaª zbiór wierzchoªków pogrupowany na dwie rodziny: �gad»ety�� zbiory wierz-
choªków w GG,e odpowiadaj¡ce pojedynczym wierzchoªkom w G oraz �mosty� � po-
jedyncze wierzchoªki w GG,e odpowiadaj¡ce pojedynczym ªukom w G. Konstrukcja
tego digrafu oraz jego wªasno±ci zostan¡ przedstawione w trzech kolejnych sekcjach.
W sekcji 4.1.2 zde�niowana zostanie struktura �gad»etu� (Def. 4.5) oraz udowodnione
zostan¡ podstawowe jej wªasno±ci. Nast¦pnie, w sekcji 4.1.3 doko«czona zostanie
konstrukcja digrafu GG,e oraz skonstruowana zostanie acykliczna H(k)A(GG,e)�partycja
πF digrafu GG,e, na podstawie sprz¦»onego zbioru A(G)�ªuków F (Tw. 4.11), gdzie
k = |V(G)| · (|A(G)|+ 1) + |F|. W ostatniej sekcji zostanie skonstruowany sprz¦»ony
zbiórA(G)�ªuków F o mocy co najwy»ejM , w oparciu o acykliczn¡H(∗)A(GG,e)�partycj¦
π digrafu GG,e (Tw. 4.16), gdzie |π| ¬ k, 0 ¬M ¬ |A(G)|.
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4.1.2 Gad»ety

De�nicja 4.5. Niech r b¦dzie wierzchoªkiem w digra�e G. Gad»etem zwi¡zanym
z wierzchoªkiem r b¦dziemy nazywa¢ digraf Nr (zob. rys. 4.1), zde�niowany równo-
±ciami:

V(Nr) = {ri,j : 0 ¬ i, j ¬ |A(G)|},
A(Nr) = {(ri,j , ri,j+1), (ri,j , ri+1,j) : 0 ¬ i, j < |A(G)|} ∪

{(rn,i, rn,i+1), (ri,n, ri+1,n) : 0 ¬ i < |A(G)|}.
(4.5)

Wykorzystuj¡c Def. 4.5 uzyskujemy, »e dla ka»dego A(Nr)�ªuku (ri1,i2 , rj1,j2), za-
chodzi to»samo±¢ i1+i2+1=j1+j2. St¡d ªatwo mo»na wykaza¢, »e Nr jest acyklicznym
digrafem niezawieraj¡cym A(Nr)�skrótów.

Wyró»nijmy w gad»ecie Nr dwie rodziny ªuków:

↙r := {(ri,j , ri,j+1) : 0 ¬ i ¬ n ∧ 0 ¬ j < |A(G)|},
↘r := {(ri,j , ri+1,j) : 0 ¬ i < n ∧ 0 ¬ j ¬ |A(G)|}, (4.6)

dwa rodzaje skierowanych A(Nr)�dróg:

↙i
r := ri,0 →

A(Nr)
ri,1 →

A(Nr)
. . . →
A(Nr)

ri,n,

↘i
r := r0,i →

A(Nr)
r1,i →

A(Nr)
. . . →
A(Nr)

rn,i,
(4.7)

gdzie 0 ¬ i ¬ |A(G)|; oraz dwie H(∗)A(Nr)�partycje gad»etu Nr:

Lr := {V(↙i
r) : 0 ¬ i ¬ |A(G)|}, Rr := {V(↘i

r) : 0 ¬ i ¬ |A(G)|}. (4.8)

B¦dziemy mówi¢, »e A(Nr)�droga s jest ↙∗r�ukosem, je±li s = ↙j
r dla pewnej

liczby 0 ¬ j ¬ |A(G)|. Analogicznie, b¦dziemy mówi¢, »e A(Nr)�droga s jest ↘∗r�
ukosem, je±li s =↘j

r dla pewnej liczby 0 ¬ j ¬ |A(G)|.

r0,0

r0,1 r1,0

r1,1 r2,0r0,2

r0,n−1

r0,n r1,n−1

r1,n

r1,2 r2,1 rn−1,0

r2,2 rn−1,1 rn,0

r2,n−1 rn−1,2 rn,1

r2,n rn−1,n−1 rn−1,2

rn−1,n rn,n−1

rn,n

Rysunek 4.1: Gad»et Nr.
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Lemat 4.6. Niech π b¦dzie acykliczn¡ H(∗)A(Nr)�partycj¡ gad»etu Nr. Wówczas dla
ka»dego P ∈ π, hπ(P ) jest skierowan¡ ↙r lub ↘r�drog¡.

Dowód. Przypu±¢my nie wprost, »e A(Nr)�droga hπ(P ) zawiera co najmniej jeden
↙r�ªuk oraz co najmniej jeden ↘r�ªuk. Bez straty ogólno±ci mo»emy przyj¡¢, »e
ri,j →

↙r

ri,j+1 →
↘r

ri+1,j+1 jest segmentem hπ(P ) dla pewnych 0 ¬ i, j < |A(G)|

(dla drugiej mo»liwo±ci, kiedy ri,j →
↘r

ri,j+1 →
↙r

ri+1,j+1 dowód jest analogiczny).

Zauwa»my najpierw, »e dla ka»dych dwóch kolejnych wierzchoªków ri1,j1 , ri2,j2 z P ,
zachodzi i1+j1 < i2+j2. Wówczas i+1+j < i+1+j+1 < k+l dla ka»dego wierzchoªka
rk,l ∈ P wyst¦puj¡cego po ri+1,j+1 na drodze hπ(P ) oraz i + 1 + j > i + j > k +l
dla ka»dego rk,l ∈ P wyst¦puj¡cego przed ri,j sk¡d hπ(P ) 6= hπ(ri+1,j). Nast¦pnie
z zale»no±ci P 3 ri,j →

↘r

ri+1,j ∈ hπ(ri+1,j), hπ(ri+1,j) 3 ri+1,j →
↙r

ri+1,j+1 ∈ P

stwierdzamy, »e (P,V(hπ(ri+1,j))), (V(hπ(ri+1,j)), P ) s¡ A(G(Nr, π))�ªukami, które
generuj¡ A(G(Nr, π))�cykl w acyklicznym digra�e G(Nr, π). Uzyskana sprzeczno±¢
ko«czy dowód.

Wªasno±¢ acyklicznej H(∗)A(Nr)�partycji π gad»etu Np sformuªowana w Lem. 4.6
determinuje wi¦c posta¢ ka»dej skierowanej drogi Hamiltona hπ(P ), gdzie P ∈ π.
W poni»szych dwóch lematach poka»emy, »e je±li moc partycji π ma warto±¢ mini-
maln¡, to ka»da droga hπ(P ) jest↙∗r lub↘

∗
r ukosem.

Lemat 4.7. Niech π b¦dzie acykliczn¡ H(∗)A(Nr)�partycj¡ gad»etu Nr. Wówczas dla
ka»dej liczby i = 0, 1, . . . , |A(G)| istnieje zbiór Li ∈ π, dla którego hπ(Li) jest seg-
mentem ↙i

r drogi, lub dla ka»dej liczby i = 0, 1, . . . , |A(G)| istnieje zbiór Ri ∈ π dla
którego hπ(Ri) jest segmentem ↘i

r drogi.

Dowód. Przypu±¢my, »e istnieje liczba 0 ¬ i ¬ |A(G)|, dla której hπ(L) nie jest
segmentem↙i

r dla dowolnego L ∈ π. Wówczas wykorzystuj¡c Lem. 4.6 uzyskujemy,
»e drogi hπ(ri,0), hπ(ri,1), . . . , hπ(ri,|A(G)|) s¡ parami wierzchoªkowo rozª¡czne oraz
ka»da droga hπ(ri,j) jest segmentem↘j

r, gdzie 0 ¬ j ¬ |A(G)|, co ostatecznie ko«czy
dowód.

Wniosek 4.8. Niech π b¦dzie acykliczn¡ H(∗)A(Nr)�partycj¡ gad»etu Nr, wówczas |π| 
|A(G)|+ 1.

Lemat 4.9. Lr oraz Rr s¡ jedynymi acyklicznymi H(∗)A(Nr)�partycjami gad»etu Nr
o minimalnej liczebno±ci, ró»nymi je±li dodatkowo |A(G)| > 0.

Dowód. Wykorzystuj¡c Wn. 4.8, uzyskujemy natychmiast, »e partycje Lr, Rr posia-
daj¡ minimaln¡ liczebno±¢ spo±ród wszystkich acyklicznych H(∗)A(Nr)�partycji gad»etu
Nr. Zaªó»my, »e istnieje acykliczna H(|A(G)|+1)A(Nr) �partycja π′ gad»etu Nr, ró»na od Lr
i Rr. Korzystaj¡c wówczas z Lem. 4.7, przyjmijmy bez straty ogólno±ci, »e dla ka»-
dego 0 ¬ i ¬ |A(G)| istnieje droga Hamiltona hπ

′
(Li) b¦d¡ca w caªo±ci segmentem

↙i
r, gdzie Li ∈ π′ (dowód przypadku, w którym dla ka»dego 0 ¬ i ¬ |A(G)| ist-

nieje droga Hamiltona hπ
′
(Ri) b¦d¡ca w caªo±ci segmentem ↙i

r jest analogiczny).
Wówczas↙r�drogi h

π′(L0), hπ
′
(L1), . . . , hπ

′
(L|A(G)|) s¡ wierzchoªkowo rozª¡czne na

mocy Lem. 4.6. Dodatkowo |A(G)|+ 1 = |{Li : 0 ¬ i ¬ |A(G)|}| ¬ |π| = |A(G)|+ 1,
sk¡d

⋃
0¬i¬|A(G)|

Li = V(Nr), odk¡d oraz π′ = Lp wbrew zaªo»eniu, »e π′ 6= Lr,Rr.

Uzyskana sprzeczno±¢ ko«czy dowód.
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4.1.3 DAG GG,e
W konstrukcji digrafu GG,e b¦dziemy wykorzystywa¢ ustalon¡ ró»nowarto±ciow¡
funkcj¦ e, aczkolwiek jej wybór nie b¦dzie miaª wpªywu na rozwa»ane wªasno±ci tego
digrafu.

De�nicja 4.10. Niech e : A(G) −→ {1, 2, . . . , |A(G)|} b¦dzie równowarto±ciow¡ funk-
cj¡ numeruj¡c¡ zbiór ªuków A(G). Digrafem GG,e wyznaczonym przez digraf G oraz
funkcj¦ numeruj¡c¡ e b¦dziemy nazywa¢ struktur¦ zde�niowan¡ równo±ciami:

V(GG,e) =
⋃

v∈V(G)
V(Nv) ∪ A(G),

A(GG,e) =
⋃

v∈V(G)
A(Nv) ∪ {(vu, ve(vu),0) : vu ∈ A(G)} ∪

{(vu, u0,e(vu)) : vu ∈ A(G)}.

(4.9)

Zatem zbiór wierzchoªków skªada si¦ tutaj ze zbioru wierzchoªków gad»etów Nv
dla wszystkich v ∈ V(G) oraz z ªuków digrafu G. Z kolei zbiór ªuków skªada si¦ tutaj
ze zbioru ªuków gad»etów Nv, a tak»e z ªuków ª¡cz¡cych ªuki G z gad»etami Nv.
De�nicja ta zilustrowana jest przykªadem na rys. 4.2.

Bezpo±rednio z konstrukcji digrafu GG,e uzyskujemy, »e jest to struktura acy-
kliczna speªniaj¡ca to»samo±¢ GG,e|V(Nv) = Nv dla ka»dego v ∈ V(G).

W poni»szym twierdzeniu skonstruujemy acykliczn¡H(∗)A(GG,e)�partycj¦ πF digrafu
GG,e dla dowolnego ustalonego zbioru sprz¦»onego F w G, dla których b¦dzie speª-
niona równo±¢ |πF | = |V(G)|·(|A(G)|+1)+|F| (zob. rys. 4.2). Podkre±lmy w tym miej-
scu, »e poni»sza konstrukcja nie wykorzystuje ograniczenia na moce zbiorów N−G (v),
N+G (v) w digra�e G, gdzie v ∈ V(G), które to ograniczenie jest wykorzystywane jedy-
nie w uzasadnieniu Tw. 4.15.

Twierdzenie 4.11. Niech F b¦dzie zbiorem sprz¦»onym A(G)�ªuków w digra-
�e G. Wówczas istnieje acykliczna H(∗)A(GG,e)�partycja digrafu GG,e o liczebno±ci
|V(G)| · (|A(G)|+ 1) + |F|.

Dowód. Obierzmy partycj¦ zbioru wierzchoªków V(GG,e) wyznaczon¡ przez sprz¦»ony
zbiór A(G)�ªuków F , zde�niowany równo±ci¡:

π(F) = {{e−1(i), vi,0, vi,1, . . . , vi,|A(G)|} : v ∈ V(G) ∧ 0 ¬ i ¬ |A(G)|∧
∃

u∈V(G)
(e−1(i) = vu ∧ vu ∈ A(G) \ F)}∪

{{vi,0, vi,1, . . . , vi,|A(G)|} : v ∈ V(G) ∧ 0 ¬ i ¬ |A(G)|∧
¬ ∃
u∈V(G)

(e−1(i) = vu ∧ vu ∈ A(G) \ F)}∪

{{vu} : vu ∈ F}.

(4.10)

Elementy partycji π(F) odpowiadaj¡ wówczas trzem rodzajom skierowanych
A(GG,e)�dróg w GG,e:

1. vu →
A(GG,e)

ve(vu),0 →
A(GG,e)

ve(vu),1 →
A(GG,e)

. . . →
A(GG,e)

ve(vu),|A(G)|︸ ︷︷ ︸
↙e(vu)
v

, je±li vu ∈ A(G)\F ,

oznaczanych dalej symbolem↙vu,

2. ↙i
v, je±li ¬ ∃

u∈V(G)
(e−1(i) = vu ∧ vu ∈ A(G) \ F),

3. vu, je±li vu ∈ F .
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Jak ªatwo mo»na sprawdzi¢, π(F) jest HA(GG,e)�partycj¡ digrafu GG,e o mocy |V(G)| ·
(|A(G)| + 1) + |F|. W celu zako«czenia dowodu poka»emy jedynie, »e digraf
G(GG,e, π(F)) jest acykliczny.

Zaªó»my nie wprost, »e a := a1 → a2 → . . . → ak → a1 jest A(G(GG,e, π(F)))�

cyklem, gdzie k > 1. Poniewa» ka»dy wierzchoªek postaci vu jest ¹ródªem
w G(GG,e, π(F)), to cykl a jest zbudowany wyª¡cznie z wierzchoªków odpowiadaj¡-
cychA(GG,e)�drogom postaci 1, 2. St¡d, dla ka»dego wierzchoªka ai istnieje dokªadnie
jeden wierzchoªek vi ∈ V(G) speªniaj¡cy zale»no±¢ ai ∩ V(Nvi) 6= ∅, gdzie 1 ¬ i ¬ k.
Naturalnie, wierzchoªki wyst¦puj¡ce w ci¡gu v := 〈v1, v2, . . . , vk〉 nie musz¡ by¢ pa-
rami ró»ne, aczkolwiek uzasadnimy, »e zast¦puj¡c wyst¦puj¡ce bezpo±rednio po sobie
powtórzenia tego samego wierzchoªka jego jednym wyst¡pieniem, uzyskamy A(G)\F�
cykl, którego obecno±¢ b¦dzie sprzeczna z wªasno±ci¡ sprz¦»ono±ci zbioru F (zakªa-
damy dodatkowo, »e v1 wyst¦puje bezpo±rednio po vk). Ustalmy w tym celu dowolne

w

v u

G

wv

↙0v ↙0u ↙0w

↙vu ↙1u ↙1w

↙2v ↙uw
u ↙2w

↙3v ↙3u ↙3w

↙vu ↙4u ↙4w

G(GG,e, π({wv}))

wv

uwvu

vwv0,3

v1,0

v4,0

u0,1
u2,0 w0,2

w3,0

GG,e

w0,4

Rysunek 4.2: Acykliczna H(16)A(GG,e)�partycja digrafu GG,e, ilustruj¡ca konstrukcj¦ za-
wart¡ w dowodzie Tw. 4.11, gdzie F = {wv}, e(vu) = 1, e(uw) = 2, e(wv) = 3,
e(vw) = 4.
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dwa wierzchoªki ai, ai+1 ∈ V(a), dla których vi 6= vi+1. Oba wierzchoªki odpowia-
daj¡ A(GG,e)�drogom postaci 1, 2, co w konkluzji z warunkiem ai →

A(G(GG,e,π(F)))
ai+1

implikuje dwie równo±ci: hπ(F)(ai) = ↙vivi+1 , hπ(F)(ai+1) = ↙0vi+1 . St¡d w szcze-
gólno±ci vivi+1 jest A(G) \ F�ªukiem, co ostatecznie ko«czy dowód.

Wykorzystuj¡c fakt, »e zbiór wszystkich A(G)�ªuków w digra�e G jest zbiorem
sprz¦»onym, w konkluzji z Tw. 4.11 uzyskujemy nast¦puj¡ce stwierdzenie.

Stwierdzenie 4.12. Istnieje acykliczna H(∗)A(GG,e)�partycja digrafu GG,e o liczebno±ci
|V(G)| · (|A(G)|+ 1) + |A(G)|.

4.1.4 Zbiór sprz¦»ony w digra�e G wyznaczony przez acy-

kliczn¡ H(∗)A(GG,e)�partycj¦ digrafu GG,e

Ustalmy dowoln¡ acykliczn¡ H(∗)A(GG,e)�partycj¦ π digrafu GG,e. W sekcji tej przedsta-
wimy konstrukcj¦ zbioru sprz¦»onego, rozbijaj¡c j¡ na dwa etapy. W pierwszym kroku
(Tw. 4.14) skonstruujemy acykliczn¡ H(∗)A(GG,e)�partycj¦ π

′, dla której |π′| ¬ |π| oraz
partycja π′ obci¦ta do zbioru wierzchoªków gad»etu Nv jest to»samo±ciowo równa Lv
lub Rv, gdzie v ∈ V(G). Posiadaj¡c partycj¦ π′, w której ka»dy gad»et odpowiada Lv
lub Rv�partycji, w Tw. 4.15 skonstruujemy sprz¦»ony zbiór A(G)�ªuków w G o mocy
ograniczonej przez liczb¦ |π′| − |V(G)| · (|A(G)|+ 1) ¬ |π| − |V(G)| · (|A(G)|+ 1).

Ustalmy wierzchoªek v ∈ V(G). W poni»szych rozwa»aniach b¦dziemy wykorzy-
stywa¢ nast¦puj¡ce notacje:

π|v := {V(hπ(w)) : w ∈ V(Nv)}, GG,e|π,v := GG,e|
⋃
π|v
. (4.11)

De�nicja 4.13. Niech π b¦dzie acykliczn¡ H(∗)A(GG,e)�partycj¡ digrafu GG,e oraz v ∈
V(G). B¦dziemy Mówi¢, »e gad»et Nv jest zorientowany w π wtedy i tylko wtedy, gdy
π|V(Nv) = Lv lub π|V(Nv) = Rv. W przypadku π|V(Nv) = Lv, gad»et Nv b¦dziemy
nazywa¢↙�zorientowanym, natomiast w przeciwnym przypadku↘�zorientowanym.

Twierdzenie 4.14. Niech π b¦dzie acykliczn¡ H(∗)A(GG,e)�partycj¡ digrafu GG,e w któ-
rej gad»et Nu nie jest zorientowany, dla jakiego± u ∈ V(G). Wówczas istnieje acy-
kliczna H(∗)A(GG,e)�partycja π

′ digrafu GG,e, w której gad»et Nu jest zorientowany oraz
|π′| ¬ |π|. Dodatkowo ka»dy gad»et, który byª zorientowany w π zachowuje swoj¡
orientacj¦ w π′.

Dowód. Niech π, u speªniaj¡ zaªo»enia twierdzenia (wierzchoªek u zapisujemy tutaj
alfabetem gotyckim dla zwi¦kszenia czytelno±ci wywodu). Zauwa»my najpierw, »e
w digra�e GG,e|π,u mo»emy wyró»ni¢ trzy rodzaje wierzchoªków:

(i) zbiór V(Nu),

(ii) wierzchoªki, które mo»na przedstawi¢ w postaci ul, gdzie l ∈ N+G (u),

(iii) wierzchoªki, które mo»na przedstawi¢ w postaci ru, gdzie r ∈ N−G (u).

Wprowad¹my oznaczenia dla wierzchoªków rodzaju (ii) oraz (iii): L := {ul ∈ A(G) :
ul ∈ V(GG,e|π,u)}, R := {ru ∈ A(G) : ru ∈ V(GG,e|π,u)}. Zauwa»my, »e L i R
s¡ równocze±nie zbiorami G-ªuków oraz wierzchoªków w GG,e. Przyjmijmy, »e L =
{ul1, ul2, . . . , uli}, R = {r1u, r2u, . . . , rju}, gdzie i = |L|, j = |R|, e(ul1) < e(ul2) <
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. . . < e(uli), e(ur1) < e(ur2) < . . . < e(urj). W zwi¡zku z tym »e, digraf G nie za-
wiera ªuków postaci vv, mamy {l1, l2, . . . , li} ∩ {r1, r2, . . . , ri} = ∅. Wprowad¹my
teraz oznaczenie hπ|u(v) na segment A(GG,e)�drogi hπ(v), wyznaczony przez zbiór
V(hπ(v)) ∩ V(Nu), gdzie v jest dowolnym wierzchoªkiem w GG,e. Wiemy, »e je±li
V(hπ(v)) ∩ V(Nu) 6= ∅, to zbiór V(hπ(v)) \ V(Nu) zawiera co najwy»ej wierzchoªki
ze zbioru A(G) b¦d¡ce ¹ródªami w GG,e. Z tego za± wynika, »e segment hπ|u(v) jest
A(GG,e)�drog¡.

Krok 1. Poka»emy najpierw, »e |π|u|  |A(G)| + 1 + min{i, j}. Dowód przez
przypadki:

(1◦) Zaªó»my, »e dla ka»dej liczby naturalnej k speªniaj¡cej zale»no±¢ 1 ¬ k ¬
|A(G)|, istnieje zbiór P ∈ π|u, dla którego hπ|u(P ) jest niepustym segmentem↙k

u.
St¡d, wykorzystuj¡c Lem. 4.6, stwierdzamy, »e partycja π zawiera co najmniej
|A(G)| elementów, z których ka»dy jest wyznaczony jednoznacznie przez odpo-
wiedni¡ A(Nu)�drog¦ b¦d¡c¡↙∗p�ukosem. Dodatkowo, V(↙k

u)∩(R∪{u0,0}) =
∅ dla ka»dego 1 ¬ k ¬ |A(G)|, a zatem ka»da z tych dróg jest wierzchoª-
kowo rozª¡czna z hπ(v) dla ka»dego v ∈ R ∪ {u0,0}. Ponadto dla ka»dych
v1, v2 ∈ R∪{u0,0}, wierzchoªki v1, v2 s¡ ¹ródªami w GG,e, sk¡d hπ(v1) 6= hπ(v2),
je±li tylko v1 6= v2. W zwi¡zku z tym ostatecznie |π|  |A(G)|+ |R ∪ {u0,0}| =
|A(G)|+ j + 1  |A(G)|+ 1 + min{i, j}.

(2◦) Niech k b¦dzie liczb¡ naturaln¡ 1 ¬ k ¬ |A(G)|, dla której hπ|u(P ) nie jest

segmentem ↙k
u, gdzie P jest dowolnym elementem zbioru π|u. Wówczas, jak

ªatwo mo»na wykaza¢ korzystaj¡c z Lem. 4.6, droga hπ(uk,i) jest niepustym
segmentem↘i

u, gdzie 1 ¬ i ¬ |E|. St¡d, hπ(uk,1), hπ(uk,2), . . . , hπ(uk,|A(G)|) s¡
wierzchoªkowo rozª¡czne (uwaga: droga hπ(uk,0) jest wierzchoªkowo rozª¡czna
z wymienionymi A(GG,e)�drogami, ale mo»e pokrywa¢ si¦ z hπ(v), dla pew-
nego v ∈ L ∪ {u0,0}). Dodatkowo, hπ(uk,d) 6= hπ(v) dla 1 ¬ d ¬ |A(G)|, v ∈
{l1, l2, . . . , li} ∪ {u0,0} oraz z obserwacji, i» hπ(v1) 6= hπ(v2) dla 6= v1, v2 ∈
{l1, l2, . . . , li}∪{u0,0} wnioskujemy, »e |π|  |A(G)|+ |{l1, l2, . . . , li}∪{u0,0}| =
|A(G)|+ i+ 1  |A(G)|+ 1 + min{i, j}.

Krok 2. Opiszemy teraz wªasno±ci ªuków w G(GG,e, π), które ª¡cz¡ wierzchoªki
maj¡ce niepuste przekroje ze zbiorami wierzchoªków ró»nych gad»etów. Ustalmy
w tym celu dowolny ªuk (P1, P2) w G(GG,e, π), dla którego P1 ∩ V(Nv) 6= ∅, P2 ∩
V(Nw) 6= ∅, v 6= w, gdzie v, w ∈ V(G). Poka»emy, »e s¡ mo»liwe tylko dwa przypadki:

(i) vw, ve(vw),0 ∈ P1, w0,e(vw) ∈ P2,

(ii) wv, v0,e(wv) ∈ P1, we(wv),0 ∈ P2

(uwaga, rys. 4.3 ilustruje poni»sze rozumowanie nie wprost, w którym ve(vw),0 ∈ P2
zamiast ve(vw),0 ∈ P2 oraz v0,e(wv) ∈ P2 zamiast v0,e(wv) ∈ P1). Z zaªo»enia (P1, P2) ∈
A(G(GG,e, π)), wi¦c P1 y

A(GG,e)
P2 6= ∅. Dodatkowo korzystaj¡c z de�nicji Def. 4.9,

uzyskujemy, »e V(Nv) y
A(GG,e)

V(Nw) = ∅. St¡d pocz¡tek lub koniec ka»dego ªuku ze

zbioru P1 y
A(GG,e)

P2 nie nale»y do V(Nv) ∪ V(Nw). Oczywi±cie wierzchoªek taki jest

cz¦±ci¡ skierowanej drogi hπ(P1) lub hπ(P2). St¡d, jak ªatwo mo»na wykaza¢, wierz-
choªek ten ma jedn¡ z czterech postaci: vx, wx, xv, xw. Dodatkowo ka»da z tych
postaci odpowiada wierzchoªkowi, który jest ¹ródªem w GG,e, a zatem wierzchoªek
ten musi by¢ poª¡czony z co najmniej jednym wierzchoªkiem z V(Nv) oraz V(Nw).
Ostatecznie mo»liwe wi¦c s¡ dwa przypadki: vw ∈ P1 ∪ P2, wv ∈ P1 ∪ P2. Poka»emy,
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»e (i) zachodzi dla vw ∈ P1∪P2, a (ii) w drugim przypadku. Ze wzgl¦du na podobie«-
stwo prowadzonych rozumowa«, uzasadnimy tylko pierwszy z nich. Zaªó»my wi¦c, »e
vw ∈ P1 ∪P2 oraz nie wprost, »e vw /∈ P1 (np. rys. 4.3.(a)). Oczywi±cie vw jest jedy-
nym wspólnym poprzednikiem dwóch wierzchoªków ve(vw),0, w0,e(vw), które nie mog¡
równocze±nie nale»e¢ do P2, gdy» P2 jest zbiorem wierzchoªków drogi hπ(P2) w GG,e.
Dodatkowo, P2 \ {vw} ⊆ V(Nw), st¡d vw jest jedynym wierzchoªkiem z P2, który
jest poª¡czalny z jakimkolwiek wierzchoªkiem z V(Nv). St¡d (P2, P1) ∈ A(G(GG,e, π))
oraz P1 →

A(G(GG,e,π))
P2 →
A(G(GG,e,π))

P1, co przeczy acykliczno±ci partycji G(GG,e, π).

Uzyskana sprzeczno±¢ dowodzi wi¦c, »e vw ∈ P1, sk¡d ju» ªatwo mo»na pokaza¢, »e
ve(vw),0 ∈ P1, w0,e(vw) ∈ P2.

Krok 3. Rozwa»my dwie acykliczne H(∗)A(GG,e|π,u)�partycje:

L
u
:={V(↙k

u) : 0 ¬ k ¬ |A(G)| ∧ k /∈ e(L)}∪
{{ulk} ∪ V(↙k

u) : 0 ¬ k ¬ i} ∪ {{rku} : 1 ¬ k ¬ j},
R

u
:={V(↘k

u) : 0 ¬ k ¬ |A(G)| ∧ k /∈ e(R)}∪
{{rku} ∪ V(↘k

u) : 0 ¬ k ¬ i} ∪ {{ulk} : 1 ¬ k ¬ i}.

(4.12)

Oczywi±cie |L
u
| = |A(G)|+1+i, |R

u
| = |A(G)|+1+j. Z zaªo»enia przyj¦tego o digra�e

G uzyskujemy, »e |N−G (u)| = 1 lub |N+G (u)| = 1. Bez straty ogólno±ci przyjmijmy, »e
|N−G (u)| = 1 (przypadek |N+G (u)| = 1 jest analogiczny). Istnieje wówczas wierzchoªek
r ∈ V(G), dla którego N−G (u) = {r}. Dodatkowo, j ¬ 1 (j mo»e mie¢ warto±¢ 0, gdy»
przypadek ru /∈ V(GG,e|π,u) nie jest wykluczony).

Rozwa»my dowód przez przypadki:

(1◦) Zaªó»my, »e j = 1, i  1. Korzystaj¡c z Kroku 1 uzyskujemy, »e |π|u|  |A(G)|+
2 = |L

u
|, sk¡d π′ = (π\π|u)∪L

u
jestH(∗)A(GG,e)�partycj¡GG,e|π,u, dla której |π

′| ¬
|π|. Dodatkowo Nu ma ↙�orientacj¦ w π′ oraz pozostaªe gad»ety, które byªy
zorientowane w π zachowaªy swoj¡ orientacj¦ w π′. W celu zako«czenia dowodu
w tym przypadku poka»emy jedynie, »e G(GG,e, π′) jest digrafem acyklicznym.

Zaªó»my nie wprost, »e istnieje s, które jest A(G(GG,e, π′))�cyklem w digra�e
G(GG,e, π′). Poniewa» digraf G(GG,e, π) jest struktur¡ acykliczn¡, wi¦c zbiór

wierzchoªków V(s) musi mie¢ niepusty przekrój z L
u
. Wierzchoªek {ru} jako

¹ródªo w G(GG,e, π′) nie mo»e nale»e¢ do s, wi¦c cykl ten, je±li zawiera segment
zbudowany z wierzchoªków nale»¡cych do π′|u, to ka»dy z tych wierzchoªków ma
niepusty przekrój z V(Nu). W celu uzyskania sprzeczno±ci poka»emy teraz, »e
ka»dy maksymalny w sensie zawierania segment cyklu s zbudowany wyª¡cznie
z wierzchoªków nale»¡cych do π′|u mo»e zosta¢ zast¡piony drog¡ zbudowan¡
z wierzchoªków nale»¡cych do π|u, w taki sposób, »e po iteracyjnym zast¡pieniu
poszczególnych maksymalnych segmentów okre±lonego rodzaju, uzyskany ci¡g
b¦dzie cyklem w acyklicznym digra�e G(GG,e, π).

Ustalmy wi¦c segment s′ = 〈a1, a2, . . . , ak〉 drogi s zbudowany z wierzchoªków
nale»¡cych do L

u
oraz oznaczmy dwa wierzchoªki a0, ak+1 ∈ V(s) \ L

u
, dla

których a0a1, akak+1 ∈ A(G(GG,e, π′)) (zob. rys. 4.4). Dodatkowo s′ 6= s oraz

a0, ak+1 /∈ {a1, a2, . . . , ak} gdy» Lu
jest acykliczn¡H(∗)A(GG,e|π,u)�partycj¡. Wyko-

rzystuj¡c fakt, »e {ru} jest ¹ródªem w G(GG,e, π′), stwierdzamy, i» ai∩V(Nu) 6=
∅ dla ka»dego i = 1, 2, . . . , n. Dodatkowo istniej¡ wierzchoªki v, w ∈ V(G), dla
których uv ∈ A(G), a0 ∩ V(Nv) 6= ∅ oraz uw ∈ A(G), ak+1 ∩ V(Nw) 6= ∅. Ko-
rzystaj¡c wówczas z Kroku 2, uzyskujemy, »e uv ∈ a0, ue(uv),0 ∈ a1, uw ∈ ak,
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vw

ve(vw),0
w0,e(vw)

P1
P2V(Nv) V(Nw)

(a) przypadek vw ∈ P1 ∪ P2

wv

we(wv),0
v0,e(wv)

P2
P1

V(Nw) V(Nv)

(b) przypadek wv ∈ P1 ∪ P2

Rysunek 4.3: Fragment digrafu GG,e, ilustruj¡cy rozumowanie nie wprost zawarte
w uzasadnieniu drugiego kroku w twierdzeniu Tw. 4.14.

uv

uw

a′0

a′k+1

ue(uv),0

ue(uv)+1,0

ue(uw)−1,0

ue(uw),0

u0,0

u|A(G)|+1,0

v0,e(uv)

w0,e(uw)

hπ(ue(uv),0)

hπ(ue(uv)+1,0)

hπ(ue(uw)+1,0)

V(Nu)

V(Nv)

V(Nw)

Rysunek 4.4: Fragment digrafu GG,e, ilustruj¡cy konstrukcj¦ zawart¡ w uzasadnieniu
przypadku (1◦), kroku 3, twierdzenia Tw. 4.14.

ue(uw),0 ∈ ak, w0,e(uw) ∈ ak+1, sk¡d w szczególno±ci v, w ∈ N+G (u). Dodatkowo,
jak ªatwo mo»na uzasadni¢, e(uv) < e(uw). Rozwa»my ci¡g:

t := 〈V(hπ(ue(uv),0)),V(hπ(ue(uv)+1,0)),V(hπ(ue(uv)+2,0)), . . . ,V(hπ(ue(uw),0)〉),
(4.13)

wierzchoªków z π|u. Oczywi±cie kolejne wyrazy w tym ci¡gu nie musz¡ by¢ pa-
rami ró»ne. Rozwa»my zatem maksymalny podci¡g t′ = 〈t1, t2, . . . , tk′〉 ci¡gu
t taki, »e ti 6= ti+1 dla wszystkich i = 1, 2, . . . , k′ − 1. Z konstrukcji pod-
ci¡gu t′ uzyskujemy, »e dla ka»dego i istnieje j, dla którego e(uv) ¬ j ¬
e(uw), ti = V(hπ(uj,0)), ti+1 = V(hπ(uj+1,0)). Z de�nicji GG,e stwierdzamy, »e
uj,0uj+1,0 ∈ A(GG,e), sk¡d titi+1 jest ªukiem w G(GG,e, π). Zatem t′ jest skiero-
wan¡
G(GG,e, π)�drog¡, dla której a0t1, tk′ak+1 s¡ G(GG,e, π)�ªukami, co ostatecznie
ko«czy dowód tego przypadku.

(2◦) Zaªó»my, »e j = i = 0. Oznaczmy π′ := (π \ π|u) ∪ L
u
. Korzystaj¡c z Kroku 1,

stwierdzamy, »e |π|u|  |A(G)| + 1 = |L
u
|, sk¡d ªatwo mo»na uzasadni¢, »e

π′ jest H(∗)A(GG,e)�partycj¡ GG,e oraz |π′| ¬ |π|. Zauwa»my równie», »e ka»dy
G(GG,e, π′)�ªuk, ª¡cz¡cy wierzchoªek nale»¡cy do zbioru π \π|u z wierzchoªkiem

93



uvur

ue(uv),0

u0,0

u0,e(ur)

v0,e(uv)

u0,|A(G)|+1

u|A(G)|+1,0

re(ur),r

V(Nu)
V(Nv)

V(Nr)
h π
(↘ 0
u )

h
π (

u
v
)

{r
u}

P
\ {
ru
}

P

Rysunek 4.5: Fragment digrafu GG,e, ilustruj¡cy konstrukcj¦ zawart¡ w uzasadnieniu
przypadku (3◦), kroku 3, twierdzenia Tw. 4.14.

nale»¡cym do L
u
jest zawsze skierowany do L

u
. St¡d uzyskujemy, »e digraf

G(GG,e, π′) jest struktur¡ acykliczn¡, ostatecznie ko«czy to dowód tego przy-
padku.

(3◦) Zaªó»my, »e j = 0, i > 0. Przyjmijmy, »e π′ := (π \ π|u) ∪ L
u
. Oczywi±cie

|π|u|  |A(G)|+1 = |L
u
| na mocy Kroku 1, sk¡d |π′| ¬ |π| oraz π′ jest H(∗)A(GG,e)�

partycj¡ GG,e. Zauwa»my, »e je±li digraf G(GG,e, π′) jest acykliczny, to party-
cja π′ speªnia warunki sformuªowane w twierdzeniu. Zaªó»my wi¦c nie wprost,
»e s jest skierowanym A(G(GG,e, π′))�cyklem w digra�e G(GG,e, π′). Podobnie
jak w uzasadnieniu przypadku (1◦) stwierdzamy, »e s musi przechodzi¢ przez
wierzchoªki z L

u
, Dodatkowo j = 0, wi¦c P := V(hπ

′
(ru)) nie musi by¢ ¹ródªem

w G(GG,e, π′). St¡d s mo»e przechodzi¢ przez wierzchoªki z L
u
, wchodz¡c i wy-

chodz¡c z �prawej strony� gad»etu Nu (zob. rys. 4.4), ale mo»e równie» wchodzi¢
z �lewej strony� gad»etu Nu przez punkt P (zob. rys. 4.5). W przypadku, gdy
istnieje skierowany A(G(GG,e, π′))�cykl wchodz¡cy do L

u
przez wierzchoªek P

mo»na pokaza¢, »e |π′| < |π|. St¡d π′′ := (π′ \ {P}) ∪ {{ru}, P \ {ru}} b¦-
d¡ca H(∗)A(GG,e)�partycj¡ GG,e powstaª¡ z podzielenia P w π′ na dwie cz¦±ci
{ru}, P \ {ru}, b¦dzie miaªa co najwy»ej |π| elementów, za± gad»ety ró»ne
od Nu, które byªy zorientowane w π, zachowaj¡ swoj¡ orientacj¦ w π′′. Do-
datkowo, V(hπ

′′
(ru)) = {ru} jest ¹ródªem w G(GG,e, π′′), a wi¦c ka»dy cykl

w G(GG,e, π′′) musi przechodzi¢ przez wierzchoªki z L
u
wchodz¡c i wychodz¡c

z �prawej strony� gad»etu Nu, tak jak miaªo to miejsce w przypadku (1◦). Po-
wtarzaj¡c rozumowanie zawarte w tym przypadku, uzyskujemy tez¦.

Ustalmy skierowany A(G(GG,e, π′))�cykl w digra�e G(GG,e, π′) wchodz¡cy z �le-
wej strony� gad»etu Nu przez punkt P . Poka»emy, i» |π′| < |π|, uzasadniaj¡c
w tym celu, »e |A(G)| + 1 < |π|u|. Zaªó»my nie wprost, »e |A(G)| + 1  |π|u|.
Korzystaj¡c wówczas z Wn. 4.8, stwierdzamy, »e |A(G)| + 1 ¬ |(π|u)|V(Nu)

|¬
|π|u| ¬ |A(G)| + 1, sk¡d (π|u)|V(Nu)

= Lu lub (π|u)|V(Nu)
= Ru na mocy

Lem. 4.9 oraz |(π|u)|V(Nu)
| = |π|u|. Wówczas w przypadku (π|u)|V(Nu)

= Lu

otrzymujemy równo±ci π|u = L
u
, π′ = π, która przeczy zaªo»eniu, »e digraf

G(GG,e, π) jest acykliczny. W konsekwencji (π|u)|V(Nu)
= Ru. Rozwa»my wierz-

choªek ul1 ∈ V(GG,e|π,v), który jest poª¡czalny z dokªadnie jednym wierz-
choªkiem z V(GG,e|π,v), mianowicie ue(ul1),0. Oczywi±cie wierzchoªek ue(ul1),0
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nale»y do zbioru V(↘0u) b¦d¡cego elementem Ru. Wykorzystuj¡c wi¦c rów-
no±¢ |π|u| = |Ru|, stwierdzamy, »e {ul1} ∪ V(↘0u) ⊆ V(hπ(ue(ul1),0)), ale zbiór
{ul1} ∪ V(↘0u) posiada dwa ¹ródªa z GG,e, mianowicie ul1, u0,0, co przeczy
istnieniu skierowanej drogi Hamiltona hπ(ul1).

(4◦) Zaªó»my, »e j = 1, i = 0. Przyjmijmy π′ := (π \ π|u) ∪ R
u
. Zauwa»my, »e je±li

digraf G(GG,e, π′) jest acykliczny, to partycja π′ speªnia warunki sformuªowane

w twierdzeniu, gdy» |π|u|  |A(G)| + 1 = |R
u
| na mocy Kroku 1. Przypu±¢my

nie wprost, »e digraf G(GG,e, π′) nie jest acykliczny. Istnieje wówczas skierowany
A(G(GG,e, π′))�cykl s w digra�e G(GG,e, π′), który musi przechodzi¢ przez Ru,
wchodz¡c do tej partycji z �prawej strony�, poniewa» i = 0, a wychodz¡c przez
pewien wierzchoªek z wierzchoªka P := V(hπ

′
(ru)). Prowadz¡c rozwa»ania po-

dobne do przypadku (3◦), da si¦ pokaza¢, »e |A(G)| + 1 > |π|u|. Okre±lmy
partycj¦ π′′ := (π′ \ {P})∪ {{ru}, P \ {ru}}. Zauwa»my, i» ka»dy G(GG,e, π′′)�
ªuk ª¡cz¡cy, ª¡cz¡cy wierzchoªek nale»¡cy do zbioru π \ π|u z wierzchoªkiem
nale»¡cym do π′′ \ (π \ π|u) jest skierowany do π′′ \ (π \ π|u). W zwi¡zku z tym

dostajemy, »e π′′ jest acykliczn¡ H(∗)A(GG,e)�partycj¡ GG,e speªniaj¡c¡ warunki
okre±lone w twierdzeniu.

Ustalmy skierowany A(G(GG,e, π′))�cykl w digra�e G(GG,e, π′) wychodz¡cy
z �prawej strony� gad»etu Nu przez punkt P . Poka»emy, »e |A(G)|+ 1 < |π|u|.
Powtarzaj¡c rozumowanie zawarte w przypadku (3◦), stwierdzamy, »e nast¦p-
stwem zaªo»enia nie wprost |A(G)|+ 1  |π|u| jest równo±¢ |(π|u)|V(Nu)

| = |π|u|,
a w konsekwencji równie» (π|u)|V(Nu)

= Lu lub (π|u)|V(Nu)
= Ru. W analo-

giczny sposób eliminowany jest równie» przypadek (π|u)|V(Nu)
= Ru, którego

nast¦pstwem jest równo±¢ π = π′ prowadz¡ca do sprzeczno±ci. Mamy zatem
(π|u)|V(Nu)

= Lu. Posªuguj¡c si¦ w tym momencie wierzchoªkiem ru zamiast

ul1 oraz drog¡↘0u zamiast↙0u, uzyskujemy analogicznie sprzeczno±¢ ko«cz¡c¡
dowód.

Twierdzenie 4.15. Niech π b¦dzie acykliczn¡ H(∗)A(GG,e)�partycj¡ digrafu GG,e, w któ-
rej ka»dy gad»et jest zorientowany. Wówczas zbiór A(G)�ªuków {vu : {vu} ∈ π} jest
zbiorem sprz¦»onym o mocy ograniczonej liczb¡ |π| − |V(G)| · (|A(G)|+ 1).

Dowód. Niech π speªnia zaªo»enia twierdzenia. Zauwa»my najpierw, »e w przypadku
A(G) = ∅ twierdzenie jest speªnione w sposób trywialny, gdy» {vu : {vu} ∈ π} ⊆
A(G). Przyjmijmy wi¦c, »e A(G) jest zbiorem niepustym. Wprowad¹my dwa pomoc-
nicze oznaczenia F := {vu : {vu} ∈ π}, O := {{vu} ∈ π}. Poka»emy, »e F jest zbio-
rem sprz¦»onym w G. Zaªó»my nie wprost, »e istnieje trasa c := c1 →

A(G)\F
c2 →
A(G)\F

. . . →
A(G)\F

ck →
A(G)\F

c1 b¦d¡caA(G)\F�cyklem w G, gdzie k > 1. Oznaczmy ck+1 := c1

oraz niech

↙uv:=uv →
A(GG,e)

u e(uv),0 →
A(GG,e)

u e(uv),1 →
A(GG,e)

. . . →
A(GG,e)

u e(uv),|A(G)|︸ ︷︷ ︸
↙e(uv)
u

,

uv↘:=uv →
A(GG,e)

v 0,e(uv) →
A(GG,e)

v 1,e(uv) →
A(GG,e)

. . . →
A(GG,e)

v |A(G)|,e(uv)︸ ︷︷ ︸
↘e(uv)
v

,
(4.14)

gdzie uv ∈ A(G). Jak ªatwo mo»na uzasadni¢, dla ka»degoA(G)\F�ªuku cici+1 zacho-
dzi dokªadnie jedna to»samo±¢: albo hπ(cici+1) =↙cici+1 albo hπ(cici+1) =cici+1 ↘,
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gdzie 1 ¬ i ¬ k. Dodatkowo nast¦pstwem równo±ci hπ(cici+1) = ↙cici+1 jest
↙�orientacja gad»etu Nci , a nast¦pstwem równo±ci hπ(cici+1) =cici+1 ↘ jest
↘�orientacja gad»etu Nci+1 . Poniewa» przy |A(G)| > 0 »aden gad»et nie mo»e
mie¢ jednocze±nie obu orientacji w π, uzyskujemy, »e albo ka»dy gad»et Nci ma
↙�orientacj¦ w π dla i = 1, 2, . . . k, albo ka»dy gad»et Nci ma↘�orientacj¦ w π dla
i = 1, 2, . . . k. Wówczas w przypadku↙�orientacji,

V(↙0c1) →A(G)
V(hπ((c1)1,0)) →

A(G)
V(hπ((c1)2,0)) →

A(G)
. . . →
A(G)

V(hπ((c1)e(c1c2)−1,0)) →A(G)
V(↙c1c2) →

A(G)
V(↙0c2) →A(G)

V(hπ((c2)1,0)) →
A(G)

V(hπ((c2)2,0)) →
A(G)

. . . →
A(G)

V(hπ((c2)e(c2c3)−1,0)) →A(G)
V(↙c2c3) →

A(G)
V(↙0c2) →A(G)

. . . →
A(G)

V(hπ((ck)1,0)) →
A(G)

V(hπ((ck)2,0)) →
A(G)

. . . →
A(G)

V(hπ((ck)e(ckck+1)−1,0)) →A(G)
V(↙ckck+1) →

A(G)
V(↙0ck+1) (4.15)

jest A(G)�cyklem, a w przypadku↘�orientacji,

V(↘0ck) →
A(G)

V(hπ((ck)0,1)) →
A(G)

V(hπ((ck)0,2)) →
A(G)

. . . →
A(G)

V(hπ((ck)0,e(ck−1ck)−1)) →A(G)
V(ck−1ck↘) →

A(G)
V(↘0ck−1) →A(G)

V(hπ((ck−1)0,1)) →
A(G)

V(hπ((ck−1)0,2)) →
A(G)

. . . →
A(G)

V(hπ((ck−1)0,e(ck−2ck−1)−1)) →A(G)
V(ck−2ck−1↘) →

A(G)
V(↘0ck−2) →A(G)

. . . →
A(G)

V(hπ((c1)0,1)) →
A(G)

V(hπ((c1)0,2)) →
A(G)

. . . →
A(G)

V(hπ((c1)0,e(ckc1)−1)) →A(G)
V(ckc1↘) →

A(G)
V(↘0ck) (4.16)

jest A(G)�cyklem, którego istnienie jest sprzeczne z acykliczno±ci¡ digrafu G, gdzie
G := G(GG,e, π).

W celu zako«czenia dowodu wystarczy jedynie zauwa»y¢, »e π \ O =
⋃

v∈V(G)
π|v,

|π|v| = |A(G)|+1, dla ka»dego v ∈ V(G) oraz π|v1∩π|v2 = ∅ dla ró»nych wierzchoªków
v1, v2 ∈ V(G).

Twierdzenie 4.16. Problem APH jest NP-zupeªny.

Dowód. Dla ka»dego digrafu G oraz liczby naturalnej K b¦d¡cych instancj¡ problemu
FAS okre±lon¡ w Obs. 4.4 mo»emy ustali¢ funkcj¦ e : A(G) −→ {1, 2, . . . , |A(G)|}
i skonstruowa¢ digraf GG,e oraz przyj¡¢ liczb¦ K ′ := K + |V(G)| · (|A(G)|+ 1). W ten
sposób zostaje okre±lona instancja problemu APH. Wykorzystuj¡c Tw. 4.11, je±li G
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posiada zbiór sprz¦»ony ªuków o liczebno±ci nie przekraczaj¡cej K, to istnieje acy-
kliczna H(∗)A(GG,e)�partycja digrafu GG,e o liczebno±ci nie wi¦kszej ni» K ′. Wykorzy-

stuj¡c nast¦pnie Tw. 4.14 oraz 4.15 stwierdzamy, »e je±li istnieje acykliczna H(∗)A(GG,e)�
partycja π digrafu GG,e o liczebno±ci nie wi¦kszej ni» K ′ to istnieje zbiór sprz¦»ony
ªuków o mocy co najwy»ej K. St¡d ostatecznie translacja G, K do GG,e, K ′ jest
redukcj¡.

Wykorzystywany w uzasadnieniu NP-zupeªno±ci problemu APH digraf GG,e po-
siada ograniczon¡ do dwóch liczebno±¢ zbioru nast¦pników oraz poprzedników ka»-
dego wierzchoªka. Fakt ten umo»liwia sformuªowanie twierdzenia Tw. 4.16 w poni»szej
postaci.

Twierdzenie 4.17. Problem APH zachowuje NP-zupeªno±¢ w rodzinie digrafów, któ-
rej ka»dy element D speªnia zale»no±¢: |N−D (v)| ¬ 2 oraz |N+D (v)| ¬ 2 dla ka»dego
v ∈ V(D).

4.2 Zªo»ono±¢ problemu K.3MIZ

W podrozdziale tym skupimy uwag¦ na zªo»ono±ci problemu K.3MIZ . Wyka»emy,
»e problem ten jest rozwi¡zywalny w czasie wielomianowym i opiszemy algorytm
rozwi¡zuj¡cy ten problem w czasie O(|V(D)|+ |A(D)|), gdzie digraf D jest instancj¡
problemu K.3MIZ .

Twierdzenie 4.18. Problem K.3MIZ jest rozwi¡zywalny w czasie wielomianowym.

Dowód. Ustalmy acykliczny digrafD oraz dwa zbiory ªuków A1 ⊆ A2 ⊆ A(D) b¦d¡ce
instancj¡ problemu K.3MIZ . Poka»emy, »e wyznaczenie najmniejszej liczby naturalnej
K, dla której istnieje sortowanie topologiczne τ ∈ TS(D) speªniaj¡ce zale»no±¢ |Lτ | ¬
K jest problemem rozwi¡zywalnym w czasie wielomianowym, gdzie

Lτ ={v ∈ V(D) : ∃
u∈V(D)

vu ∈ A2 ∧ ( dτ (v, u)>1∨ vu /∈ A1 ∨ ∃
w∈V(D)

vw ∈ A(D)\A2 )}.

(4.17)
Wprowad¹my oznaczenia:

L1:={v ∈ V(D) : ∃
u∈V(D)

vu ∈ A2 \A1},

L2:={v ∈ V(D) : ∃
u,w∈V(D)

vu ∈ A2 ∧ vw ∈ A(D) \A2},

L3:={v ∈ V(D) : |N+〈V(D),A1〉(v)| > 1}.

(4.18)

Jak wida¢, zbiory te nie nie zale»¡ od konkretnego wyboru τ . Zauwa»my teraz,
»e zawierania L1, L2 ⊆ Lτ wynikaj¡ bezpo±rednio z de�nicji zbioru Lτ . W celu
wykazania, »e L3 ⊆ Lτ ustalmy wierzchoªek v ∈ L3, dla którego istniej¡ ró»ne
u1, u2 ∈ N+〈V(D),A1〉(v) w digra�e 〈V(D), A1〉. Wówczas vu1 ∈ A1, vu2 ∈ A1, ale
nie mog¡ by¢ speªnione jednocze±nie obie równo±ci dτ (v, u1) = 1, dτ (v, u2) = 1 je±li
τ(v) < τ(u1), τ(u2) oraz u1 6= u2. St¡d, dτ (v, u1) > 1 lub dτ (v, u2) > 1, a zatem
ostatecznie v ∈ Lτ .

Wprowad¹my nast¦pnie oznaczenia L0 := L1∪L2∪L3, R0 := {vu ∈ A1 : v ∈ L0}.
Naturalnie zbiory L0, R0 mog¡ by¢ wyznaczone w czasie wielomianowym wzgl¦dem
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rozmiaru D (zob. wydruk 4.6). Dodatkowo, jak ªatwo mo»na wykaza¢:

Lτ \ L0 = (Lτ \ L1) \ (L2 ∪ L3)
= ({v ∈ V(D) : ∃

u∈V(D)
vu ∈ A1 ∩A2 ∧

( dτ (v, u)>1 ∨ ∃
w∈V(D)

vw ∈ A(D) \A2 )}) \ (L2 ∪ L3)

= ({v ∈ V(D) : ∃
u∈V(D)

vu ∈ A1 ∧ dτ (v, u)>1}∪

{v ∈ V(D) : ∃
u∈V(D)

vu ∈ A1 ∧ dτ (v, u)=1 ∧ ∃
w∈V(D)

vw ∈ A(D) \A2})\

(L2 ∪ L3)
= {v ∈ V(D) : ∃

u∈V(D)
vu ∈ A1 ∧ dτ (v, u)>1} \ (L2 ∪ L3)

= ({v ∈ V(D) : ∃
u∈V(D)

vu ∈ A1 ∧ dτ (v, u)>1} \ L0
= {v ∈ V(D) : ∃

u∈V(D)
vu ∈ A1 \R0 ∧ dτ (v, u) > 1}.

(4.19)
St¡d, problem wyznaczenia minimalnej liczebno±ci zbioru Lτ po wszystkich τ ∈
TS(D), mo»e by¢ sprowadzony do wyznaczenia minimalnej liczebno±ci zbioru Lτ \L0.

Zauwa»my, »e konsekwencj¡ odrzucenia zbioru L3 od Lτ jest ograniczenie na
liczebno±¢ zbioru nast¦pników w digra�e 〈V(D), A1 \R0〉. Precyzuj¡c:

|N+〈V(D),A1\R0〉(v)| ¬ 1, (4.20)

dla ka»dego v ∈ V(D), sk¡d 〈V(D), A1 \ R0〉 jest lasem dendroidów. Dodatkowo
τ(w) < τ(v) dla ka»dego w ∈ N−〈V(D),A1\R0〉(v) sk¡d co najwy»ej jeden wierzchoªek

ze zbioru N−〈V(D),A1\R0〉(v) mo»e speªnia¢ to»samo±¢ dτ (w, v) = 1. Tym samym, je±li

zbiór N−〈V(D),A1\R0〉(v) jest niepusty, to co najmniej |N−〈V(D),A1\R0〉(v)|−1 elementów
musi nale»e¢ do zbioru Lτ \ L0. Dodatkowo zbiory poprzedników ró»nych wierzchoª-
ków w ka»dym lesie dendroidów s¡ rozª¡czne, w zwi¡zku z czym mo»liwe jest dolne
oszacowanie na liczebno±¢ zbioru Lτ \ L0 w postaci:

|Lτ \ L0| 
∑

v∈V(D)

max {0, |N−〈V(D),A1\R0〉(v)| − 1}. (4.21)

Poka»emy, »e istnieje sortowanie topologiczne τ ′ ∈TS(D), dla którego dowolny nie-
pusty zbiór poprzedników wierzchoªka v w digra�e 〈V(D), A1 \ R0〉, ma dokªadnie
|N−〈V(D),A1\R0〉(v)| − 1 elementów wspólnych ze zbiorem Lτ ′ \ L0. Rozwa»my w tym
celu funkcj¦ wyboru C : V → V(D) speªniaj¡c¡ zale»no±¢:

C(v) ∈ N−〈V(D),A1\R0〉(v), (4.22)

dla ka»dego v ∈ V , wybieraj¡c¡ po jednym wierzchoªku z ka»dego niepustego zbioru
N−〈V(D),A1\R0〉(v), gdzie V = {v ∈ V(D) : N−〈V(D),A1\R0〉(v) 6= ∅}. Wprowad¹my ozna-

czenie LC :=
⋃
u∈V

(N−〈V(D),A1\R0〉(u) \ {C(u)}). Korzystaj¡c wówczas z (4.21) stwier-

dzamy, »e |Lτ |  |L0|+ |LC | dla ka»dego τ ∈ TS(D). W zwi¡zku z tym, »e liczebno±¢
L0, LC nie zale»¡ od τ , dostajemy wniosek, i» ograniczenie K nie mo»e by¢ mniejsze
od |L0|+ |LC |.

W celu zako«czenia dowodu skonstruujemy sortowanie topologiczne τC ∈ TS(D),
dla którego |LτC | = |L0| + |LC |. B¦dzie ono ±wiadczyªo o tym, »e liczba |L0| + |LC |
mo»e by¢ ograniczeniem K, a w zwi¡zku z uprzednim wnioskiem jest najmniejszym
takim ograniczeniem. Rozwa»my acykliczny digraf DC = 〈V(D), A1 \ (R0 ∪ RC)〉,
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gdzie RC = {vu ∈ A1 : v ∈ LC}. Zauwa»my, »e konsekwencj¡ odrzucenia zbioru RC
ze zbioru ªuków A1 \R0, jest usuni¦cie wszystkich ªuków w digra�e 〈V(D), A1 \R0〉
prowadz¡cych do wierzchoªka v za wyj¡tkiem kraw¦dzi (C(v), v), je±li zbiór N−DC (v)
byª niepusty (równowa»nie v ∈ V ). Zatem |N−DC (v)| ¬ 1 dla dowolnego v ∈ V(D).
Analogicznie |N+DC (v)| ¬ 1, gdy» L3 ⊆ L0. Zatem dowolne dwie maksymalne DC�
drogi s¡ równe albo wierzchoªkowo rozª¡czne.

Poka»emy teraz, »e π(C) := {V(P ) : P jestmaksymaln¡DC�drog¡} jest acykliczn¡
H(∗)�partycj¡ digrafu D, czego konsekwencj¡ jest istnieje sortowania topologicznego
σ ∈ G(D,π(C)). Zaªó»my nie wprost, »e istnieje s, które jest A(G(D,π(C)))�cyklem
w digra�re A(G(D,π(C))). W celu uzyskania sprzeczno±ci poka»emy teraz, »e ka»dy
wierzchoªek z s mo»e zosta¢ zast¡piony odpowiedni¡ A(D)�drog¡ w taki sposób,
»e po iteracyjnym zast¡pieniu wszystkich wierzchoªków, uzyskany ci¡g A(D)�dróg
b¦dzie cyklem, co stanie w sprzeczno±ci z acykliczno±ci¡ digrafu D. Ustalmy wi¦c
wierzchoªek P ∈ s oraz niech

P1 →
A(G(D,π(C)))

P →
A(G(D,π(C)))

P2 (4.23)

b¦dzie segmentem s. Z Def. 1.11 istniej¡ wówczas wierzchoªki v ∈ P1, u,w ∈ P ,
r ∈ P2, dla których vu, wr ∈ A(D). W celu zako«czenia tego podrozumowania wy-
starczy pokaza¢, »e wierzchoªki s¡ v, w s¡ odpowiednio ko«camiA(D)�dróg hπ(C)(P1),
hπ(C)(P ), sk¡d w szczególno±ci uzyskamy równie», »e u →

A(D)
∗w oraz A(D)�droga ª¡-

cz¡ca u i w jest odpowiedni¡ drog¡ zast¦puj¡c¡ wierzchoªek P . Przypu±¢my, »e
wierzchoªek w nie jest ostatnim wierzchoªkiem w hπ(C)(P ) (dowód w przypadku
wierzchoªka v jest analogiczny). Oznaczmy przez w1 wierzchoªek wyst¦puj¡cym bez-
po±rednio po w w hπ(C)(P ). Wykorzystuj¡c nast¦pnie fakt, »e N+DC (w) ⊆ N+D (w)
stwierdzamy, »e w1, r ∈ N+D (w), sk¡d w ∈ L3, a zatem ww1 ∈ R0. Oznacza to,
»e wierzchoªki w, w1 nie mog¡ wyst¦powa¢ bezpo±rednio po sobie w hπ(C)(P ) gdy»
ww1 /∈ A(DC) (= A1 \ (R0 ∪ RC)). Uzyskana sprzeczno±¢ ostatecznie ko«czy dowód
podrozumowania.

Wybierzmy sortowanie topologiczne σ ∈ G(D,π(C)). Zde�niujmy funkcj¦ τC :
V(D) → |{1, 2, . . . ,V(D)}| sortuj¡c¡ wierzchoªki w ka»dej maksymalnej DC�drodze,
a nast¦pnie scalaj¡c¡ posortowane fragmenty wedªug σ, dan¡ zale»no±ci¡:

τC(v) = i+
∑

P∈π(C):σ(P )<σ(V(hπ(C)(v)))

|P |, (4.24)

gdzie v = vi oraz hπ(C)(v) = v1 →
DC

v2 →
DC

. . . →
DC

v|V(hπ(C)(v))|. Oczywi±cie takie upo-

rz¡dkowanie jest sortowaniem topologicznym digrafu D. W celu zako«czenia dowodu
wystarczy wi¦c jedynie pokaza¢ równo±¢ LτC \ L0 = LC .

Dla dowodu inkluzji LτC \ L0 ⊆ LC rozwa»my dowolny wierzchoªek v ze zbioru
LτC \ L0. Zaªó»my nie wprost, »e v 6∈ LC . Z v ∈ LτC \ L0 i (4.19) wynika, »e istnieje
wierzchoªek u ∈ V(D), dla którego (v, u) ∈ A1 \R0 oraz dτC (v, u) > 1. St¡d z de�nicji
zbioru RC i faktu, »e v 6∈ LC stwierdzamy, »e (v, u) 6∈ RC oraz (v, u) ∈ A(DC).
Dodatkowo, DC�ªuk (v, u) ª¡czy dwa kolejne wierzchoªki w hπ(C)(v), sk¡d τC(u) −
τC(v) = 1, co jest sprzeczne z warunkiem dτC (v, u) > 1.

Dla dowodu inkluzji LC ⊆ LτC \ L0 rozwa»my v ze zbioru LC . Istnieje wówczas
u ∈ V , dla którego v ∈ N−〈V(D),A1\R0〉(u) \ C(u), sk¡d vu ∈ A1 \ R0. Korzystaj¡c
wówczas z (4.19), o ile poka»emy, »e dτC (v, u) > 1, odstajemy szukan¡ przynale»no±¢
v ∈ LτC \ L0. Zaªó»my wi¦c nie wprost, »e dτC (v, u) ¬ 1. Wówczas dτC (v, u) = 1 oraz
τC(u) = τC(v) + 1. Korzystaj¡c nast¦pnie z (4.22) uzyskujemy, »e (C(u), u) ∈ A1 \R0,
a zatem (C(u), u) jest DC�ªukiem oraz C(u) 6∈ LC z de�nicji zbioru LC . Wówczas
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DC�ªuk (C(u), u) ª¡czy dwa kolejne wierzchoªki w hπ(C)(u). St¡d τC(C(u))+1 = τC(u)
oraz τC(C(u)) = τC(v), co przeczy warunkowi C(u) 6= v. Uzyskana sprzeczno±¢ ko«czy
ostatecznie dowód.

Wykorzystuj¡c konstrukcj¦ sortowania topologicznego τC zawart¡ w dowodzie
Tw. 4.18, przedstawimy teraz algorytm wyznaczaj¡cy τC . Dodatkowo, analizuj¡c
ró»ne scenariusze dziaªania tego algorytmu uzasadnimy, »e jego zªo»ono±¢ czasowa
to O(|V(D)|+ |A(D)|). Dla uproszczenia b¦dziemy przyjmowa¢, »e wierzchoªkom di-
grafu D zostaªy przyporz¡dkowane jednoznacznie liczby ze zbioru {1, 2, . . . , |V(D)|}.

De�nicja 4.19. Niech D b¦dzie digrafem, wówczas list¡ nast¦pników digrafu D
b¦dziemy nazywa¢ tablic¦ list LD[1..|V(D)|], gdzie LD[i] jest list¡ nast¦pników wierz-
choªka, do którego zostaªa przyporz¡dkowana liczba i.

Dodatkowo liczb¦ elementów listy LD[i] b¦dziemy oznacza¢ |LD[i]|, a pierwszy
element listy LD[i] symbolem First(LD[i]).

Ustalmy acykliczny digraf D oraz dwa zbiory ªuków A1 ⊆ A2 ⊆ A(D) b¦d¡ce
instancj¡ problemu K.3MIZ . Dla digrafów 〈V(D),A(D)〉, 〈V(D), A1〉, 〈V(D), A2〉 za-
kªadamy, »e zbiory ªuków, odpowiednio A(D), A1, A2 s¡ reprezentowane przez listy
nast¦pników LA(D), LA1 , LA2 .

Rozwa»my najpierw inicjalizacj¦ digrafu 〈V(D), A1 \R0〉 z dowodu Tw. 4.18 (wy-
druk 4.6). Oczywi±cie koszt wykonania p¦tli for w wierszu 1. wynosi O(|V(D)|), na-

1 for each v ∈ V(D) do
2 if (|LA2 [v]| > |LA1 [v]|) \\ v ∈ L1
3 or ((|LA(D)[v]| > |LA2 [v]|) and (|LA2 [v]| > 0)) \\ v ∈ L2
4 or (|LA1 [v]| > 1) \\ v ∈ L3
5 then LA1\R0 [v]:= nill else LA1\R0 [v] := LA1 [v];

Wydruk 4.6: Fragment kodu odpowiadaj¡cy za inicjalizacj¦ listy nast¦pników w di-
gra�e 〈V(D), A1 \R0〉.

tomiast koszt wykonania kopiowania list w wierszu 5. jest ograniczony przez O(|A1|).
Warunek sformuªowany w instrukcji warunkowej if w wierszu 4. wskazuje jednak,
»e kopiowanie to jest wykonywane tylko w przypadku |LA1 [v]| ¬ 1, sk¡d kopiowanie
list w wierszu 5. wi¡»e si¦ z wygenerowaniem list dªugo±ci co najwy»ej 1. St¡d ª¡czna
zªo»ono±¢ obliczeniowa kodu z wydruku 4.6 wynosi O(|V(D)|).

Rozwa»my nast¦pnie kod z wydruku 4.7 inicjalizuj¡cy tablic¦ C[1..|V(D)|], w któ-
rej wierzchoªkom nie nale»¡cym do V przyporz¡dkowana zostaªa warto±¢ domy±lna
nill. Naturalnie koszt wykonania obu p¦tli for w wierszach 6. i 7. jest równy

6 for each v ∈ V(D) do C[v] := nill ;
7 for each v ∈ V(D) do
8 if LA1\R0 [v] 6= nill then C[First(LA1\R0 [v])] := v ;

Wydruk 4.7: Fragment kodu inicjalizuj¡cy tablic¦ C.

O(|V(D)|), sk¡d ª¡czna zªo»ono±¢ obliczeniowa kodu z wydruku 4.7 wynosi O(|V(D)|).
Ograniczenie si¦ jedynie do pierwszego elementu listy LA1\R0 [v] w wierszu 8. jest
uzasadnione tym, »e |N+〈V(D),A1\R0〉(v)| ¬ 1 dla ka»dego v ∈ V(D), gdy» digraf
〈V(D), A1 \R0〉 jest lasem dendroidów.

Przejdziemy teraz do analizy dziaªania i w dalszej kolejno±ci zªo»ono±ci proce-
dury z wydruku 4.8. Konstrukcja sortowania topologicznego τC zawarta w dowodzie
Tw. 4.18 wykorzystuje graf partycji G(D,π(C)) zale»ny od funkcji C oraz sortowa-
nia topologicznego σ. W celu uprzyst¦pnienia prezentacji τC rozwa»ymy uproszczony
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wariant tej konstrukcji (wydruk 4.8) nie wykorzystuj¡cy digrafu G(D,π(C)). Zamiast
tego u»ywa¢ b¦dziemy wyª¡cznie funkcj¦ C, za± digraf G(D,π(C)) b¦dzie okre±lony
implicite.

Algorytm ten b¦dzie mody�kacj¡ rekurencyjnego algorytmu przeszukuj¡cego di-
graf D w gª¡b przy wykorzystaniu pomocniczej tablicy logicznej visited[1..|V(D)|],
przechowuj¡cej informacje o odwiedzonych wierzchoªkach.

9 \\ Inicjacja
10 for each v ∈ V(D) do visited[v] :=FALSE ;
11 \\ Wªa±ciwe obliczenia
12 procedure TopSort(v);
13 begin
14 if visited[v] =FALSE then
15 if (C[v] 6=nill)and(visited[C[v]] =FALSE) then
16 begin
17 u := v;
18 while C[u] 6=nill do u := C[u];
19 TopSort(u)
20 end
21 else
22 begin
23 visited[v] :=TRUE;
24 if LA1\R0 [v] 6=nill then
25 begin
26 if (visited[First(LA1\R0 [v]) = FALSE)
27 and(C[First(LA1\R0 [v])] 6= v) then C[First(LA1\R0 [v])] := v;
28 TopSort(First(LA1\R0 [v]))
29 end
33 else
31 for each u ∈ LA(D)[v] do TopSort(u);
32 dopisz v na pocz¡tek τC
33 end;
34 end;
35 \\ Wywoªanie
36 for each v ∈ V(D) do TopSort(v);

Wydruk 4.8: Fragment kodu odpowiadaj¡cy za wyznaczenie sortowania topologicz-
nego τC .

Zauwa»my najpierw, »e wiersz 14. wraz z fragmentami 22�23, 31�33 oraz p¦tla
for w wierszu 36. stanowi¡ �klasyczn¡ cz¦±¢� algorytmu wyznaczaj¡cego sortowanie
topologiczne digrafu D.

Mody�kacja fragmentu 22�33 zwi¡zana z istnieniem instrukcji warunkowej if
w wierszu 24. narzuca jedynie wybór pierwszego wierzchoªka do przeszukiwania
w gª¡b zbioru LA(D)[v]. Przypu±¢my bowiem, »e LA1\R0 [v] 6= nill, wówczas wierzcho-
ªek First(LA1\R0 [v]) jest wybierany jako pierwszy ze zbioru LA(D)[v] do wywoªania
procedury TopSort. Dodatkowo, je±li LA1\R0 [v] 6= nill, to z instrukcji warunkowej
if w wierszu 2. (wydruk 4.6) wynika, »e

|LA1\R0 [v]| = |LA1 [v]| = |LA2 [v]| = |LA(D)[v]| = 1. (4.25)

St¡d First(LA1\R0 [v]) jest jedynym elementem zbioru LA(D)[v], a wi¦c przeszukiwa-
nie listy LA1\R0 mo»e ogranicza¢ si¦ jedynie do pierwszego elementu tej listy.

Rozwa»my teraz scenariusz dziaªania instrukcji w wierszu 15., która ma zagwaran-
towa¢ spoisty zapis drogi Hamiltona hπ(C)(v) dla ostatecznej postaci funkcji wyboru
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C. Przyjmujemy, »e droga jest zapisana spoi±cie, je±li jest τC�ªa«cuchem. Korzystaj¡c
z (4.25), mo»emy jedynie uzasadni¢, »e wywoªanie procedury TopSort(v) w wierszu
36. bez fragmentu 15�21, zapewnia jedynie spoisty zapis drogi hπ(C)(v) pocz¡wszy od
v, gdzie v ∈ V(D). Poka»emy teraz, »e fragment 15�21 odpowiada za spoisty zapis
caªej drogi hπ(C)(v). Ustalmy w tym celu drog¦ hπ(C)(v) = v1 →

DC
v2 →

DC
. . . →

DC
vn oraz

niech v = vi, dla 1 < i ¬ n. Zaªó»my dodatkowo, »e visited[C[vi]] = FALSE. Wów-
czas nast¦pstwem wywoªania procedury TopSort(vi) jest odnalezienie wierzchoªka
v1 b¦d¡cego pocz¡tkiem drogi hπ(C)(v) przez p¦tl¦ while w wierszu 18., a nast¦pnie
rekurencyjne wywoªanie TopSort(v1) w wierszu 19. Pomijaj¡c w tym momencie
speªnialno±¢ warunku w wierszu 14., dziaªanie procedury TopSort sprowadza si¦
wówczas do rekurencyjnego wywoªywania tej procedury dla kolejnych wierzchoªków
v2, v3, . . . , vn przy jednoczesnym oznaczaniu kolejnych wierzchoªków drogi hπ(C)(v)
jako odwiedzonych, w szczególno±ci wierzchoªka vi. Zauwa»my, »e je±li wierzchoªek
vn nie jest uj±ciem w digra�e 〈V(D), A1 \R0〉 oraz jego nast¦pnik First(LA1\R0 [v])
nie zostaª jeszcze odwiedzony, to instrukcja warunkowa if w wierszu 26. dokonuje
mody�kacji funkcji C, której nast¦pstwem jest �wydªu»enie� drogi hπ(C)(v) o wierzcho-
ªek First(LA1\R0 [v]), itd. dopóki LA1\R0 [v] 6= nill oraz visited[First(LA1\R0 [v])] =
FALSE.

Analizuj¡c powy»szy scenariusz, wnioskujemy, »e nast¦pstwem wywoªania proce-
dury TopSort w wierszu 36. dla nieodwiedzonego wierzchoªka v ∈ V(D) jest ozna-
czenie w pierwszym etapie wszystkich wierzchoªków drogi hπ(C)(v) jako odwiedzo-
nych. St¡d ªatwo mo»na pokaza¢, stosuj¡c rozumowanie indukcyjne, »e przy ka»dym
wywoªaniu procedury TopSort w wierszu 31. lub 36., je±li zostaª ju» odwiedzony
którykolwiek wierzchoªek nale»¡cy do elementu P partycji π(C), to odwiedzony zo-
staª równie» ka»dy wierzchoªek z P . Tym samym poczynione zaªo»enia w powy»szym
scenariuszu s¡ uzasadnione.

Analizuj¡c kod z wydruku 4.8, dostrzegamy, »e �klasyczna cz¦±¢� algorytmu po-
szukuj¡cego sortowania topologicznego digrafu D ma zªo»ono±¢ czasow¡ O(|V(D)|+
|A(D)|) (odwiedzenie wszystkich wierzchoªków w p¦tli for � wiersz 36. oraz ich na-
st¦pników � wiersze 28, 31). W pozostaªej cz¦±ci jedynie p¦tla while w wierszu 18.
mogªaby zwi¦kszy¢ t¦ zªo»ono±¢, aczkolwiek p¦tla ta jest wywoªywana tylko w trakcie
poszukiwania pocz¡tków poszczególnych dróg postaci hπ(C)(v), przy czym dla ka»dej
takiej drogi jest wywoªywana dokªadnie raz. St¡d wnioskujemy, »e ostateczna zªo»o-
no±¢ czasowa kodu z wydruku 4.8 wynosi O(|V(D)|+ |A(D)|).

Podsumowuj¡c analiz¦ zªo»ono±ci poszczególnych listingów, uzyskujemy poni»sze
twierdzenie.

Twierdzenie 4.20. Problem K.3MIZ jest rozwi¡zywalny w czasie O(|V(D)|+|A(D)|).

4.3 Zªo»ono±¢ problemu K.3
W podrozdziale tym udowodnimy NP�zupeªno±¢ problemu K.3. Dowód tego faktu
b¦dzie oczywist¡ konsekwencj¡ Tw. 4.21 poni»ej, które mówi, »e podproblem K.3
powstaªy przez ograniczenie instancji do takich, gdzie A2 = A1 = A, jest problemem
NP-zupeªnym

K.3′ : Instancja: DAG D, zbiór A ⊆ A(D), liczba naturalna 0 ¬M ¬ |V(D)|.
Pytanie: Czy istnieje sortowanie topologiczne τ ∈ TS(D) speªniaj¡ce zale»no±¢:

|{v ∈ V(D) : ∃
u∈V(D)

vu ∈ A ∧ dτ (v, u) > 1}| ¬M. (4.26)
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〈v, 0〉

〈v, 1〉

〈u, 0〉

〈u, 1〉

Rysunek 4.9: Podgraf digrafu G′ odpowiadaj¡cy kraw¦dzi {u, v} ∈ E(G), który ilu-
struje konstrukcj¦ z Tw. 4.21.

Twierdzenie 4.21. K.3′ jest problemem NP�zupeªnym.

Dowód. Poka»emy NP-zupeªno±¢ problemu K.3′ wskazuj¡c redukcj¦ z VC do K.3′.
Ustalmy w tym celu instancj¡ problemu VC. Niech wi¦c G b¦dzie nieskierowanym
grafem prostym, a K liczb¡ naturaln¡, tak¡ »e K ¬ |V(G)|. Poka»emy, »e istnieje
acykliczny digraf G′ oraz zbiór ªuków A′ ⊆ A(G′), dla których istnieje pokrycie
wierzchoªkowe grafu G o mocy co najwy»ej K wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
sortowanie topologiczne τ ∈ TS(G′), dla którego |L(τ)| ¬ K, gdzie

L(τ) := {v ∈ V(G′) : ∃
u∈V(G′)

vu ∈ A′ ∧ τ(u)− τ(v) > 1}. (4.27)

Rozwa»my digraf G′ zde�niowany równo±ciami:

V(G′) = V(G)× {0, 1},
A(G′) = {(〈v, 0〉, 〈v, 1〉) : v ∈ V(G)} ∪ {(〈v, 0〉, 〈u, 1〉) : {v, u} ∈ E(G)} (4.28)

oraz podzbiór zbioru ªuków digrafu G′, A′ := {(〈v, 0〉, 〈v, 1〉) : v ∈ V(G)}. Dla ilustra-
cji tej konstrukcji na np. rys. 4.9 zostaª przedstawiony podgraf digrafu G′ odpowiada-
j¡cy kraw¦dzi {u, v} ∈ E(G). Naturalnie digraf G′ oraz zbiór ªuków A′ mo»e by¢ skon-
struowany przy u»yciu logarytmicznej ilo±ci pami¦ci. Dodatkowo |N−G′(〈v, 0〉)| = 0
oraz |N+G′(〈v, 1〉)| = 0 dla ka»dego wierzchoªka v ∈ V(G), a zatem digraf G jest
acykliczny.

Gªówna idea poni»szego dowodu b¦dzie opiera¢ si¦ na obserwacji, »e dla dowol-
nego τ ∈ TS(G′) i kraw¦dzi {u, v} ∈ E(G) mo»e zachodzi¢ co najwy»ej jedna spo±ród
dwóch równo±ci: τ(〈v, 0〉) + 1 = τ(〈v, 1〉), τ(〈u, 0〉) + 1 = τ(〈u, 1〉). Mamy z ró»no-
warto±ciowo±ci τ , »e τ(〈v, 0〉) > τ(〈u, 0〉) lub τ(〈v, 0〉) < τ(〈u, 0〉). Ze wzgl¦du na
symetri¦ sytuacji mo»emy bez straty ogólno±ci zaªo»y¢, »e τ(〈v, 0〉) > τ(〈u, 0〉). Skoro
τ(〈v, 0〉) + 1 = τ(〈v, 1〉) i 〈v, 1〉 6= 〈u, 0〉, to dostajemy te» τ(〈v, 1〉) > τ(〈u, 0〉). To
jest sprzeczne ze zgodno±ci¡ τ ze zbiorem ªuków, implikuj¡c¡ τ(〈u, 0〉) > τ(〈v, 1〉).
St¡d wybór co najmniej jednego wierzchoªka z dowolnej kraw¦dzi {v, u} ∈ E(G) do
pokrycia wierzchoªkowego grafu G mo»e by¢ wyra»ony poprzez wybór co najmniej
jednego spo±ród wierzchoªków 〈v, 0〉, 〈u, 0〉 do zbioru L(τ).

Poka»emy teraz, »e dla zbioru V b¦d¡cego pokryciem wierzchoªkowym G o mocy
co najmniej K, istnieje σv ∈ TS(G′), takie »e |L(σV )| ¬ |V | ¬ K. Wprowad¹my
oznaczenie na partycj¦ zbioru wierzchoªków V(G′) wyznaczon¡ przez zbiór V :

π(V ) = {{〈v, 0〉} : v ∈ V } ∪ {{〈v, 1〉} : v ∈ V } ∪ {{〈v, 0〉, 〈v, 1〉} : v ∈ V(G) \ V }.
(4.29)

Zauwa»my, »e jedynymi zbiorami w π(V), które jako wierzchoªki digrafu G(G′, π(V))
mog¡ posiada¢ równocze±nie niepusty zbiór nast¦pników i poprzedników, s¡ zbiory
dwuelementowe Rzeczywi±cie, zbiory jednoelementowe postaci {〈v, 0〉} nie posiadaj¡
poprzedników, gdy» nie posiadaj¡ ich wierzchoªki postaci 〈v, 0〉, gdzie v ∈ V . Ana-
logicznie zbiory postaci {〈v, 1〉} nie posiadaj¡ nast¦pników, gdy» nie posiadaj¡ ich
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wierzchoªki postaci 〈v, 1〉. Dodatkowo z faktu, »e V jest pokryciem wierzchoªko-
wym wynika, »e wierzchoªki b¦d¡ce zbiorami dwuelementowymi s¡ niepoª¡czalne
w G(G′, π(V)), sk¡d G(G′, π(V)) jest digrafem acyklicznym. Wybierzmy wi¦c τV ∈
TS(G(G′, π(V ))) oraz okre±lmy funkcj¦ σV : V(G′) → |{1, 2, . . . ,V(G′)}| dan¡ wzo-
rem:

σV (〈v, i〉) =


1 +

∑
R∈π(V ):τV (R)<τV (P )

|R| dla |P | = 1,

1 + i+
∑

R∈π(V ):τV (R)<τV (P )
|R| dla |P | = 2,

(4.30)

gdzie P jest jedynym elementem z π(V ), do którego nale»y 〈v, i〉. Zauwa»my, »e
funkcja σV sortuje wierzchoªki wyst¦puj¡ce w elementach partycji π(V ), a nast¦p-
nie scala posortowane fragmenty wedªug τ . Oczywi±cie takie uporz¡dkowanie jest
sortowaniem topologicznym digrafu G′. W celu zako«czenia dowodu pierwszej im-
plikacji wystarczy wi¦c zauwa»y¢, »e L(σV ) ⊆ {〈v, 0〉 : v ∈ V }, sk¡d ostatecznie
|L(σV )| ¬ |V | ¬ K. Rozwa»my w tym celu wierzchoªek w ∈ L(σV ) oraz zaªó»my
nie wprost, »e w /∈ {〈v, 0〉 : v ∈ V }. Z w ∈ L(σV ) i (4.27) wynika, »e istnieje
r ∈ V(G′), dla którego (w, r) ∈ A′ oraz σV (r) − σV (w) > 1. Z okre±lenia zbioru A′

wynika, »e istnieje wierzchoªek u ∈ V(G), dla którego w = 〈u, 0〉, r = 〈u, 1〉. St¡d
u ∈ V(G) \ V , gdy» w /∈ {〈v, 0〉 : v ∈ V }. Z okre±lenia σV stwierdzamy wówczas, »e
σV (〈u, 1〉) + 1 = σV (〈u, 0〉), co przeczy nierówno±ci σV (r) − σV (w) > 1, ostatecznie
ko«cz¡c dowód.

Poka»emy teraz drug¡ implikacj¦ konieczn¡ dla stwierdzenia redukcji. We¹my do-
wolne sortowanie topologiczne σ ∈ TS(G′), dla którego |L(σ)| ¬ K oraz wprowad¹my
oznaczenie Vσ := {v ∈ V : 〈v, 0〉 ∈ L(σ)}. Oczywi±cie |Vσ| ¬ |L(σ)| ¬ K, sk¡d
w celu zako«czenia dowodu twierdzenia wystarczy pokaza¢, »e Vσ jest pokryciem
wierzchoªkowym G. Zaªó»my nie wprost, »e istnieje kraw¦d¹ {v, u} ∈ E(G), dla któ-
rej {v, u} ∩ Vσ = ∅. Zauwa»my, »e nierówno±¢ σ(〈v, 1〉) − σ(〈v, 0〉) > 1 w konkluzji
z przynale»no±ci¡ (〈v, 0〉, 〈v, 1〉) ∈ A′, wynikaj¡c¡ z okre±lenia zbioru A′, implikuje, »e
〈v, 0〉 ∈ L(σ), a to z kolei daje v ∈ Vσ, co jest sprzeczne z zaªo»eniem {v, u}∩Vσ = ∅.
St¡d σ(〈v, 1〉)− σ(〈v, 0〉) ¬ 1. Analogicznie σ(〈u, 1〉)− σ(〈u, 0〉) ¬ 1. Wykorzystuj¡c
nast¦pnie fakt, »e σ ∈ TS(G′) uzyskujemy, »e σ(〈v, 0〉), σ(〈u, 0〉) < σ(〈v, 1〉), σ(〈u, 1〉).
Dodatkowo nierówno±ci te s¡ okre±lone miedzy liczbami naturalnymi, sk¡d σ(〈v, 0〉) =
σ(〈u, 0〉), σ(〈v, 1〉) = σ(〈v, 1〉) oraz v = u, co przeczy zaªo»eniu, »e graf G jest pro-
sty.

Analizuj¡c redukcj¦ skonstruowan¡ w dowodzie twierdzenia Tw. 4.21 uzyskujemy
poni»szy wniosek.

Wniosek 4.22. Problem K.3′ zachowuje NP�zupeªno±¢ w rodzinie acyklicznych di-
grafów, w których wyró»nione podzbiory zbioru ªuków nie zawieraj¡ ªuków s¡siednich.

Wykorzystuj¡c fakt, »e K.3 jest podproblemem K.3′, uzyskujemy poni»sze twier-
dzenie.

Twierdzenie 4.23. K.3 jest problemem NP�zupeªnym.

4.4 Zªo»ono±¢ problemu K.4
W trakcie formalizacji czwartej metody optymalizacyjnej w sekcji 3.2.7 rozwa»ana
byªa funkcja wagi, która umo»liwiaªa m.in. nadanie ró»nych wag dla poszczególnych
rodzajów ªuków w gra�e dowodu. Analiza struktury konstruktywnych grafów dowodu
w ogólnym przypadku wymaga bowiem posªugiwania si¦ kilkoma rodzajami ªuków.
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Jednak w wyniku Tw. 2.18 mo»liwe jest ograniczenie rozwa»a« do konstruktywnych
grafów dowodów nieposiadaj¡cych ªuków porz¡dkuj¡cych. Wykazali±my bowiem, »e
dla ka»dego acyklicznego digrafu D istnieje konstruktywny abstrakcyjny graf dowodu
zawieraj¡cy rozumowanie pierwotne D, dla którego D = D. Ograniczaj¡c nast¦pnie
instancj¦ problemu K.4 do przypadku, w którym ka»dy ªuk jest ªukiem referencyjnym
z wag¡ równ¡ 1, uzyskujemy sformuªowanie K.4 w poni»szej postaci.

K.4′ : Instancja: DAG D, liczba naturalna 0 ¬M ¬
(
|V(D)|+ 1

3

)
.

Pytanie: Czy istnieje sortowanie topologiczne τ ∈ TS(D) speªniaj¡ce zale»no±¢:∑
vu∈A(D)

dτ (v, u) ¬M. (4.31)

Problem ten jest jednak znanym jako NP�zupeªny problem grafowy: Minimalne Li-
niowe Uporz¡dkowanie Grafu Skierowanego (ang. Directed Optimal Linear Arran-
gement, GT43 [2, 25]), sk¡d problem K.4, jako uogólnienie problemu GT43, jest
równie» problemem NP�zupeªnym.

4.5 Zªo»ono±¢ problemu K.5
W podrozdziale tym udowodnimy NP�zupeªno±¢ problemu K.5, wykorzystuj¡c wnio-
sek uzyskany w sekcji 4.3. Poka»emy bowiem, »e w przypadku rodziny digrafów
okre±lonej we Wn. 4.22 problemy K.3′ oraz K.5 s¡ równowa»ne, je±li przyj¡¢ M5 =
|A| −M3, a za p dowoln¡ liczb¦ rzeczywist¡ tak¡, »e 13 < p ¬ 1, gdzie M3 oraz M5 s¡
liczbami naturalnymi wyst¦puj¡cymi odpowiednio w instancji problemów K.3′ oraz
K.5.

Niech D b¦dzie acyklicznym digrafem z wyró»nionym zbiorem ªuków A ⊆ A(D)
Przypomnijmy, »e przez g¦sto±¢ zbioru V ⊆ V(D) w domkni¦ciu zwrotno-przechodnim
zbioru ªuków A (zob. Def. 1.4 na str. 12) b¦dziemy rozumie¢ liczb¦

ρA(V ) :=
|{{v, u} : v, u ∈ V ∧ v 6= u ∧ (v→

A

∗u ∨ u→
A

∗v)}|(
|V |
2

) . (4.32)

Natomiast zbiór V jest τ�spoisty (zob. Def. 1.10 na str. 13), je±li

∃
i∈N

∀
v∈V

i ¬ τ(v) ¬ i+ |V | − 1, (4.33)

gdzie τ ∈ TS(D).

Twierdzenie 4.24. Niech D b¦dzie acyklicznym digrafem, A zbiorem ªuków nie za-
wieraj¡cym ªuków s¡siednich (zob. de�nicj¦ na str. 12), M liczb¡ naturaln¡ 0 ¬M ¬
|V(D)|, p liczb¡ rzeczywist¡ 13 < p ¬ 1, gdzie A ⊆ A(D). Wówczas sortowanie topo-
logiczne τ ∈ TS(D) speªnia zale»no±¢:

|{v ∈ V(D) : ∃
u∈V(D)

vu ∈ A ∧ dτ (v, u) > 1}| ¬M (4.34)

wtedy i tylko wtedy, gdy

|{V ⊆ V(D) : |V |  2 ∧ ρA(V )  p ∧ V jest τ�spoisty}|  |A| −M. (4.35)

105



Dowód. Niech D, A, M , p speªniaj¡ zaªo»enia twierdzenia. Ustalmy dowolne sorto-
wanie topologiczne τ ∈ TS(D). Naturalnie zbiór A mo»na przedstawi¢ w postaci unii
A = {vu ∈ A : dτ (v, u) = 1} ∪ {vu ∈ A : dτ (v, u) > 1}. Z zaªo»enia zbiór A nie
zawiera ªuków s¡siednich, a wi¦c |N+A (v)| ¬ 1, co oznacza m.in., »e ka»dy A�ªuk jest
jednoznacznie wyznaczony przez swój pocz¡tek. St¡d zbiory {vu ∈ A : dτ (v, u) > 1},
{v ∈ V(D) : ∃

u∈V(D)
vu ∈ A ∧ dτ (v, u) > 1} s¡ równoliczne, a wi¦c warunek (4.34)

mo»emy przedstawi¢ w równowa»nej postaci:

|{vu ∈ A : dτ (v, u) = 1}|  |A| −M. (4.36)

W celu zako«czenia dowodu wystarczy wi¦c jedynie pokaza¢, »e zbiory A′ := {vu ∈
A : dτ (v, u) = 1}, V ′ := {V ⊆ V(D) : |V |  2 ∧ ρA(V )  p ∧ V jest τ�spoisty} s¡
równoliczne. Rozwa»my w tym celu przeksztaªcenie h : A(D)→ 2V(D), które ka»demu
ªukowi vu przyporz¡dkowuje zbiór {v, u}. Oczywi±cie h jest funkcj¡ ró»nowarto±ciow¡,
gdy» digraf D jest acykliczny. Zauwa»my nast¦pnie, »e dla ka»dego ªuku v1u1 ∈ A′
zachodzi równo±¢ ρA(h(v1u1)) = 1 oraz h(vu) jest zbiorem τ�spoistym. St¡d h(A′) ⊆
V ′. W celu uzasadnienie inkluzji odwrotnej ustalmy dowolny zbiórW ∈ V ′. Poniewa»
zbiór A nie zawiera ªuków s¡siaduj¡cych, wi¦c w szczególno±ci ρA(W ) ¬ 1

2n−1 , je±li
|W | = 2n, oraz ρA(W ) ¬ 1

2n+1 , je±li |W | = 2n+ 1. Z zaªo»enia 13 < p ¬ ρA(W ) oraz
|W |  2. Mamy to»samo±ci 13 < p ¬ 1

|W |−1 dla |W | parzystego,
1
3 < p ¬ 1

|W | dla |W |
nieparzystego. Zatem |W | < 4 dla |W | parzystego oraz |W | < 3 dla |W | nieparzystego.
Co w zwi¡zku z |W |  2 daje, »e |W | = 2. To za± prowadzi do ρA(W ) = 1 oraz
istnienia A-ªuku v′′u′′, dla którego W = {v′′, u′′}. Z de�nicji τ -spoisto±ci (Def. 1.10)
istnieje liczba i taka, »e i ¬ τ(v′′), τ(u′′) ¬ i+ 1. St¡d τ(u′′) = τ(v′′) + 1, co oznacza,
»e v′′u′′ ∈ A′ i h(v′′u′′) = W , co ostatecznie ko«czy dowód.

Z Tw. 4.24 oraz Wn. 4.22 uzyskujemy natychmiast poni»sze twierdzenie.

Twierdzenie 4.25. K.5 jest problemem NP�zupeªnym.
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Wnioski ko«cowe

Pierwszym problemem badawczym rozprawy byªo pytanie, czy i w jakim stopniu
mo»liwe jest posªugiwanie si¦ abstrakcyjnym modelem grafu dowodu do analizy metod
uczytelniania istniej¡cych rozumowa« formalnych zgromadzonych w bazie MML.

Odnosz¡c si¦ do pytania sformuªowanego w pierwszym problemie badawczym, na-
le»y rozwa»y¢ dwa jego aspekty. Po pierwsze, nale»y zwery�kowa¢, czy linearyzacja
zaproponowanego grafu dowodu nie prowadzi do powstania bª¦dów w skrypcie dowo-
dowym. Po drugie, nale»y sprawdzi¢, czy obrane poj¦cie grafu konstruktywne. Przy
czym przyjmujemy, »e graf dowodu jest konstruktywny je±li istnieje dowód w j¦zyku
Mizar o strukturze opisanej tym grafem.

W zwi¡zku z pierwszym aspektem naszego problemu przeprowadzona zostaªa
w ramach niniejszej rozprawy szczegóªowa analiza skªadni systemu Mizar, w wy-
niku której wykazali±my poprawno±¢ i peªno±¢ przyj¦tego modelu grafowego. Dodat-
kowo testy empiryczne przeprowadzone nad wst¦pn¡ popraw¡ budowy ponad 30 tys.
rozumowa« z bazy MML nie wygenerowaªy bª¦dów w trakcie mody�kacji skryptów
dowodowych. St¡d mo»emy wnioskowa¢, »e mody�kacja sposobu linearyzacji poszcze-
gólnych rozumowa« pierwotnych przy uwzgl¦dnieniu jedynie informacji zgromadzonej
w gra�e dowodu, nie prowadzi do powstania bª¦dów w skryptach dowodowych.

Odnosz¡c si¦ do drugiego aspektu problemu badawczego, stwierdzamy, »e nie
wszystkie grafy dowodów dadz¡ sie zrealizowa¢ konstruktywnie. Jednak mo»na wska-
za¢ podrodzin¦ konstruktywnych abstrakcyjnych grafów dowodu. Rodzina ta jest na
tyle bogata, »e zawiera wszystkie grafy spo±ród tych, które byªy wykorzystywane przy
badaniu zªo»ono±ci rozwa»anych problemów optymalizacyjnych. Dodatkowo ka»dy
skrypt po niewielkiej mody�kacji prowadzi do powstania grafu ze wspomnianej pod-
rodziny.

Konkluduj¡c, w odniesieniu do pierwszego problemu badawczego stwierdzamy, »e
graf dowodu jest dobrym narz¦dziem umo»liwiaj¡cym wierne odzwierciedlenie struk-
tury rozumowa« zapisanych w j¦zyku Mizar. Jednocze±nie wprowadzenie tego poj¦cia
umo»liwia uniezale»nienie prowadzonych rozwa»a« od tego systemu.

Drugi problem badawczy zostaª sformuªowany w formie pytania, na ile propono-
wane metody uczytelniania s¡ efektywne czasowo, a co za tym idzie, na ile s¡ sto-
sowalne w procesie automatycznej poprawy czytelno±ci sformalizowanych rozumowa«
zapisanych w systemie naturalnej dedukcji.

Odnosz¡c si¦ do pytania sformuªowanego w drugim problemie badawczym, na-
le»y stwierdzi¢, »e zostaªa zbadana zªo»ono±¢ problemu optymalizacji pi¦ciu metod
poprawy czytelno±ci. Zwi¡zane s¡ one z nast¦puj¡cymi wªasno±ciami dowodów:

K.1 Liczba kroków, z których ka»dy w swoim uzasadnieniu odwoªuje si¦ m.in. do
przesªanki sformuªowanej w bezpo±rednio poprzedzaj¡cym kroku dowodu po-
winna by¢ maksymalna.

K.2 Liczba odwoªa« do przesªanek w obr¦bie poszczególnych liniowych fragmentów
dowodu powinna by¢ maksymalna.
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K.3 Liczba etykiet, które nale»y wprowadzi¢ w dowodzie, w celu umo»liwienia od-
woªywania si¦ do daleko poªo»onych przesªanek, jakie nie mog¡ by¢ przekazane
do uzasadnienia za pomoc¡ konstrukcji then, powinna by¢ minimalna.

K.4 Suma odlegªo±ci po wszystkich odwoªaniach mi¦dzy krokami, które odwoªuj¡ si¦
do przesªanek, a krokami, w których te przesªanki zostaªy uzasadnione, powinna
by¢ minimalna.

K.5 Liczba fragmentów rozumowania zapisanych spoi±cie w dowodzie, w których
przepªyw informacji jest dostatecznie g¦sty, powinna by¢ maksymalna.

W wyniku przeprowadzonych bada« zostaªa udowodniona NP�zupeªno±¢ czterech
spo±ród pi¦ciu problemów decyzyjnych odpowiadaj¡cych ww. wªasno±ciom dowodu.
Natomiast wielomianowa zªo»ono±¢ problemu K.3 jest jedynie nast¦pstwem syntak-
tycznych ogranicze« na stosowanie konstrukcji then w systemie Mizar. Problem ten
przy pomini¦ciu tych ogranicze«, staje si¦ bowiem problemem NP�zupeªnym, co zo-
staªo udowodnione w rozprawie.

Przedstawione wyniki bada« utwierdzaj¡ zatem w przekonaniu, »e poprawa czytel-
no±ci rozumowa« zapisanych w j¦zyku Mizar wi¡»e si¦ w wi¦kszo±ci przypadków z roz-
wi¡zywaniem NP-zupeªnych optymalizacyjnych problemów grafowych. St¡d wniosku-
jemy, »e programy, które mogªyby realizowa¢ popraw¦ czytelno±ci w zadowalaj¡cym
czasie mog¡ co najwy»ej aproksymowa¢ optymalne warto±ci wska¹ników. Dodatkowo
przeprowadzone wst¦pne badania empiryczne pokazaªy równie», »e zbiory sortowa«
topologicznych, w których zaproponowane w rozprawie wska¹niki posiadaj¡ warto±ci
optymalne, w ogólnym przypadku nie maj¡ elementów wspólnych. St¡d wnioskujemy,
»e programy uczytelniaj¡ce skrypty dowodowe mog¡ dziaªa¢ jedynie przy ustalonej
hierarchii warto±ci optymalizowanych wska¹ników.

Wst¦pne badania nad metodami poprawy czytelno±ci wykorzystuj¡cymi wyod-
r¦bnianie fragmentów rozumowania w postaci lematów umo»liwiªy uzupeªnienie od-
powiedzi na pytanie sformuªowane w drugim problemie badawczym. Wykazaªy one
bowiem, »e stosuj¡c algorytm o zªo»ono±ci wielomianowej, mo»liwe jest wyodr¦bnia-
nie z rozumowania dowolnych paczek przy jednoczesnym zachowaniu poprawno±ci
mody�kowanych skryptów dowodowych [72]. Przeprowadzone badania pozwoliªy na
uzyskanie istotnego wyniku, który wskazuje kierunek dalszych bada« nad narz¦dziami
sªu»¡cymi do automatycznego odnajdywania i wyodr¦bniania fragmentów rozumowa-
nia. Wst¦pne wyniki bada« sugerowaªy bowiem, i» stwierdzenie opisuj¡ce rozumowa-
nie zawarte w paczce powinno mie¢ posta¢ implikacji, której

(i) poprzednikiem jest koniunkcja przesªanek, które jednocze±nie s¡ zlokalizowane
poza obszarem paczki oraz s¡ wykorzystane w krokach paczki,

(ii) a nast¦pnikiem jest koniunkcja stwierdze« uzasadnionych w paczce, które s¡
wykorzystywane w dalszej cz¦±ci rozumowania poza paczk¡.

Jednak w przypadku wyodr¦bniana paczki niedomkni¦tej na prowadzenie dróg skie-
rowanych, nast¦pstwem takiego uproszczenia s¡ cykle skierowane, które powstaj¡
w zmody�kowanym gra�e dowodu. Natomiast ograniczenie mo»liwo±ci wyodr¦bnia-
nia jedynie do przypadku paczek domkni¦tych na prowadzenie dróg skierowanych
zaw¦»aªoby przestrze« poszukiwa« do acyklicznych partycji rozumowania. Ograni-
czenie to sprowadzaªo wi¦c problem podziaªu rozumowania do rozwi¡zywania zna-
nego NP-zupeªnego problemu Partycji Acyklicznej (ang. Acyclic Partition, zob. ND15
[25, 46]). Stworzenie metody wyodr¦bniania nawet niedomkni¦tych paczek stanowi
zatem istotny krok w badaniach nad popraw¡ czytelno±ci wykorzystuj¡cych wyod-
r¦bnianie paczek. Niestety wyodr¦bnienie takich paczek jest bardziej skomplikowane

108



ni» w przypadku paczek domkni¦tych oraz wi¡»e si¦ z konieczno±ci¡ dodawania do-
datkowych kroków i powielania fragmentów rozumowania. St¡d mo»emy wnioskowa¢,
»e algorytm poszukuj¡cy najbardziej optymalnej partycji rozumowania na paczki nie
b¦dzie zaw¦»aª swoich poszukiwa« jedynie do partycji acyklicznych. B¦dzie on jednak
jednocze±nie musiaª uwzgl¦dnia¢ liczb¦ �wychodz¡cych� dróg skierowanych w pacz-
kach, które odpowiadaj¡ za rozbudowywanie rozumowania.

Sformuªowana odpowied¹ na pytanie postawione w drugim problemie badawczym
potwierdza wi¦c pierwsz¡ cz¦±¢ sformuªowanej na wst¦pie hipotezy badawczej. Na-
tomiast druga cz¦±¢ hipotezy zostaªa potwierdzona za pomoc¡ empirycznych bada«
przeprowadzonych w ramach �wst¦pnej� poprawy budowy rozumowa«. Zapropono-
wany tam algorytm poszukuj¡cy linearyzacji rozumowania przy ustalonej hierarchii
wa»no±ci wyznaczników czytelno±ci umo»liwiª zestandaryzowanie rozumowa« zgroma-
dzonych w bazie MML. Wykorzystywany przy tym algorytm zachªanny nie prowa-
dzi jednak w ogólnym przypadku do odnajdywania rozwi¡za« optymalnych. Analiza
zmody�kowanych skryptów dowodowych wykazaªa jednak, »e zastosowanie algorytmu
dokonuj¡cego lokalnej optymalizacji okazaªo si¦ przydatnym narz¦dziem. Umo»liwia
ono bowiem odnajdywanie i spójny zapis w zlinearyzowanym rozumowaniu g¦stych
zbiorów wierzchoªków wyst¦puj¡cych w gra�e dowodu. Do efektywnej poprawy czytel-
no±ci i jasno±ci zgromadzonych rozwa»a« niezb¦dne jest jednak prowadzenie dalszych
bada« nad algorytmami dokonuj¡cymi optymalizacji wielokryterialnej oraz standar-
dami czytelno±ci dowodów.
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Dodatek

<Theorem> = [<Label-Identi�er>:]<Sentence><Justi�cation> ; ,
<Justi�cation> =

<Simple-Justi�cation> | {@proof|proof}<Reasoning> end ,
<Simple-Justi�cation> =

by {<Reference> | <Reference>{,<Reference>}∗} |
from {<Label-Identi�er> | <File-Name>: sch<Numeral>}
[<Label-Identi�er> | <Label-Identi�er>{,<Label-Identi�er>}∗] ,

<Reference> =
<Label-Identi�er> | <File-Name>: {<Numeral> |def<Numeral>},

<Reasoning> =
{<Reasoning-Step>}∗
[ per cases<Simple-Justi�cation> ;

{ suppose {<Proposition> | <Conditions>} ;<Reasoning> end ;} ] ,
<Reasoning-Step> = <AuxiliaryStep> | <Skeleton-Step>,
<AuxiliaryStep> = [then]<Statement> | <Private-De�nition>,
<Statement> =

<Compact-Statement> |
consider<Quali�ed-Variables> such<Conditions><Simple-Justi�cation> ;|
reconsider {<Variable-Identi�er> =<Term-Expression> | <Variable-Identi�er>}

as<Type-Expression><Simple-Justi�cation> ;,
<Compact-Statement> = <Proposition><Justi�cation> ;,
<Private-De�nition> = <Variable-Identi�er> =<Term-Expression>; |

deffunc<Variable-Identi�er> ( [<Type-Expression-List>] ) =<Term-Expression> |
defpred<Variable-Identi�er> [ [<Type-Expression-List>] ]

means<Formula-Expression>,
<Skeleton-Step> =

<Generalization> | <Assumption> | <Conclusion> | <Exempli�cation>,
<Generalization> = let<Quali�ed-Variables> [ such<Conditions> ] ;,
<Assumption> = assume {<Proposition> | <Conditions> } ;,
<Conclusion> = thus [ then ]<Proposition><Justi�cation> ;,
<Exempli�cation> = take {<Term-Expression> |

<Variable-Identi�er> =<Term-Expression>} ;,
<Conditions> = that {<Proposition> | <Proposition> { and<Proposition> }∗ } ,
<Proposition> = [<Label-Identi�er>:]<Formula-Expression>,
<Quali�ed-Variables> = <Quali�ed-Variable> |

<Quali�ed-Variable> {,<Quali�ed-Variable> }∗,
<Quali�ed-Variable> = <Variable-Identi�er-List> { be|being }<Type-Expression>.

Tablica D.1: Uproszczona skªadnia kroków rozumowania w systemie Mizar.
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Lm3: for k being Element of NAT st k<25 holds

for n being Element of NAT st 1<n & n*n<=k & n is prime holds

n=2 or n=3;

theorem Th9:
for i, j, k, l being Nat st i=j*k+l & l<j & 0<l holds

not j divides i;

theorem Th14:
for p being Nat holds

p is prime
iff

p>1 & for n being Element of NAT holds

1<n & n*n<=p & n is prime implies not n divides p;
.
Wydruk D.1: Stwierdzenia zwi¡zane z etykietami wykorzystanymi na wydruku 2.4
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Wykaz oznacze«

〈a1, a2, . . . , ak〉 ci¡g {ai}ki=1, 12
Ln n�ty poziom zagnie»d»enia w lesie dendroidów L, 15
E(G) zbiór kraw¦dzi grafu G, 11
V(G) zbiór wierzchoªków grafu G, 11
A(D) zbiór ªuków digrafu D, 11
V(D) zbiór wierzchoªków digrafu D, 11
(v, u) ªuk ª¡cz¡cy wierzchoªki v i u, 11
vu ªuk ª¡cz¡cy wierzchoªki v i u, 11

dτ (v, u) τ�rozpi¦to±¢ ªuku vu, 13
−→
A

relacja bycia nast¦pnikiem w digra�e 〈V(D), A〉 , 11
−→
A

∗ relacja osi¡galno±ci w digra�e 〈V(D), A〉, 11
V7−→
A

relacja osi¡galno±ci wzgl¦dem A, V , 49

u1−→
A
. . . −→

A
un skierowana A�trasa, 12

A(u) zbiór ªuków trasy u, 12
V(u) zbiór wierzchoªków trasy u, 12
N−A (v) zbiór poprzedników wierzchoªka v w digra�e 〈V(D), A〉, 12
N+A (v) zbiór nast¦pników wierzchoªka v w digra�e 〈V(D), A〉, 12
V1yA V2 zbiór A�ªuków ª¡cz¡cych wierzchoªki ze zbioru V1 z wierzchoªkami

ze zbioru V2, 12
ρA(V ) g¦sto±¢ zbioru wierzchoªków V w domkni¦ciu zwrotno przechod-

nim zbioru ªuków A, 12
D|V podgraf digrafu D indukowany wierzchoªkowo przez zbiór V , 12
1Aτ zbiór A�ªuków o τ�rozpi¦to±ci 1, 13

TS(D) zbiór sortowa« topologicznych digrafu D, 13
τA partycja digrafu D wzgl¦dem linearyzacji τ i zbioru A, 13
HA wªasno±¢ HA, 14
V(P) zbiór wierzchoªków w gra�e dowodu P, 29
A(P) zbiór ªuków argumentuj¡cych w gra�e dowodu P, 29
M(P) zbiór metakraw¦dzi w gra�e dowodu P, 29
OrdP zbiór ªuków porz¡dkuj¡cych w gra�e dowodu P, 29
OrdPP zbiór ªuków pierwotnie porz¡dkuj¡cych w gra�e dowodu P, 29
RefP zbiór ªuków referencyjnych w gra�e dowodu P, 29

SP zbiór wierzchoªków szkieletowych w gra�e dowodu P, 29
SkelP zbiór ªuków szkieletowych w gra�e dowodu P, 29

DP digraf 〈V(P),A(P)〉, 28, 29
GP digraf 〈V(P),A(P) ∪M(P)〉, 29

MetaP digraf 〈V(P),M(P)〉, 28, 29
OPP graf pierwotnie porz¡dkuj¡cy 〈V,OrdPP〉, 29
RP graf referencyjny 〈V,RefP〉, 29

Obsz(P) obszar paczki P, 40
Pre(P) zbiór przesªanek paczki P, 40
Con(P) zbiór konkluzji paczki P, 40
P(c) zbiór przesªanek konkluzji c w paczce P, 46

G(D,π) graf partycji π digrafu D, 14
π|X obci¦cie partycji π do zbioru X, 14

hπ(P ) droga Hamiltona w digra�e D|P , 14
hπ(v) droga Hamiltona hπ(P ) zawieraj¡ca wierzchoªek v je±li v ∈ P , 14
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Skorowidz

A�cykl, 12

dendroid, 15
korze«, 15
las, 15
n�ty poziom zagnie»d»enia, 15

li±¢, 15
digraf, zobacz graf skierowany

acykliczny, 13
droga

A�droga, 12
Hamiltona, 14
↙i

r�droga, 86
↙∗r�ukos, 86
↘i

r�droga, 86
↘∗r�ukos, 86
zamkni¦ta skierowana, 12

gad»et, 86
zorientowany, 90
↙�zorientowany, 90
↘�zorientowany, 90

graf
dowodu, 28
konstruktywny, 28, 29
n�ty poziom zagnie»d»enia, 30

indukowany wierzchoªkowo, zobacz
podgraf

partycji, 14
pierwotnie porz¡dkuj¡cy, 29
prosty, 11
referencyjny, 29
skierowany, 11

implikacja bazowa, 46

konstrukcja
consider, 34
reconsider, 79
then, 18

kraw¦d¹, 11
skierowana, zobacz ªuk

linearyzacja, zobacz sortowanie topolo-
giczne

lista nast¦pników, 100
τA�ªa«cuch, 13

maksymalny, 13
ªuk, 11

A�ªuk, 11
argumentuj¡cy, 25

bezwzgl¦dnie szkieletowy, 32
↙r�ªuk, 86
pierwotnie porz¡dkuj¡cy, 21, 29
porz¡dkuj¡cy, 25, 29
referencyjny, 20, 29
↘r�ªuk, 86
szkieletowy, 29
then�ªuk, 29

metakraw¦d¹, 26
τ�metryka, 13

nast¦pnik, 11

paczka, 40
konkluzja, 40
obszar, 40
przesªanka, 40

partycja, 13
acykliczna, 14
obci¦cie, 14
Q1,Q2, . . . ,Qk�partycja, 13
Qk�partycja, 13
Q∗�partycja, 13
Q(n)�partycja, 14
Q(∗)�partycja, 14
τA�partycja, 13

podgraf, 12
spójny, 12

pokrycie wierzchoªkowe, 84
A�póªcykl, 12
poprzednik, 11
problem

APH, zobacz Acykliczna Partycja
Hamiltona

FAS, zobacz Minimalny Zbiór Sprz¦-
»ony

VC, zobacz Pokrycie Wierzchoª-
kowe

Acykliczna Partycja Hamiltona, 84,
96

K.1 problem, 64
K.1′ problem, 64, 83
K.2 problem, 66
K.2′ problem, 66, 83
K.3 problem, 67, 104
K.3MIZ problem, 67, 97, 102
K.3′ problem, 102, 105
K.4 problem, 68, 105
K.4′ problem, 105
Minimalne Liniowe Uporz¡dkowa-

nie Grafu Skierowanego, 18, 105
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K.5 problem, 68, 105, 106
Minimalny Zbiór Sprz¦»ony, 85
Pokrycie Wierzchoªkowe, 84

relacja
nast¦pnika, 11
osi¡galno±ci, 11
osi¡galno±ci wzgl¦dem A, V , 49

τ�rozpieto±¢, 13
rozumowanie

bezpo±rednio nadrz¦dne, 27
jednopoziomowe, 26
nadrz¦dne, 27
pierwotne, 27, 30
podrz¦dne, 27

±cie»ka
A�±cie»ka, 12
domkni¦ta, 44

segment, 12
A�skrót, 12
sortowanie topologiczne, 13
staªa, zobacz zmienna ustalona
stwierdzenie bazowe, 45, 46

zmody�kowane, 45

terminal
<ID>, 19
<Justi�ed-Statement>, 26
<Labels-Introduced>, 19
<Labels-Used>, 19
<Skeleton-Predecessor>, 24
<Variables-Introduced>, 21
<Variables-Used>, 21

A�trasa, 12
dªugo±¢, 12
koniec, 12
pocz¡tek, 12
skierowana, 12

ukorzenione drzewo skierowane, 15

wªasno±¢
HA, 14
domkni¦cia ze wzgl¦du na prowa-

dzenie dróg skierowanych, 44
wierzchoªek, 11

s¡siedni, 12
swobony, 47
szkieletowy, 25

zbiór
g¦sto±¢, 12

nast¦pników, 12
poprzedników, 12
przesªanek konkluzji, 45
τ�spoisty, 13
sprz¦»ony, 84

zmienna ustalona, 21
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