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The Algorithms for Improving Legibility of Natural
Deduction Proofs

Abstract

In this dissertation the methods to improve legibility of existing formal reasonings
written in natural deduction are presented. Computer assisted proof development
frameworks can check the correctness of such reasonings, but any attempt to analyze
details of the proofs scripts created in this way, according to opinion of some proof
writers, is extremely difficult or even impossible. The readability of such arguments is
a subjective quality which is understood by different proof writers in different ways.
Still the analysis of their needs led to a distinguished set of criteria that facilitate
making the formal deductions closer to the informal mathematical proofs.

First part of the dissertation describes an abstract model of mathematical proofs
written in the Mizar language. This model expresses the intuitions connected with
the reasonings, where the information flow in proof is regarded as a special kind
of digraph. Based on this model notion and parameters associated with legibility
criteria are formally defined in the second part of the dissertation. Improvement of
readability has been realised by two separate approaches that are used in informal
mathematical practice. The first approach is based on the finding fragments of
reasoning and consists in isolation (extraction) of these fragments in the form of
lemmas or encapsulation at the deeper levels of nested proof. The second
approach to improvement of the readability consists in the modification of the
order of independent steps written in the proof script. The methods that
reorganize the order of steps focus mainly on the location of information used to
justify a step. As a result of research based on the first approach, methods to extract or
encapsulate reasoning fragments from existing deductions were elaborated. Also
properties of reasoning fragments that determine the structure of statements which
describing the information about reasoning contained in these fragments were
described. In the second approach five parameters of legibility that are indicated
as most important by the users users of Mizar database has been formally defined.
Analysis of the proposed parameters related to improvement of proof readability
revealed that four of the considered problems are NP-complete. Additionally, an
auxiliary application to improve the readability of articles distributed in MML based
on the most popular hierarchy of the considered parameters were created.

Keywords: Natural deduction proofs,Improving Legibility of proofs, formal langu-
ages NP—complete problems, Linear Arrangement, Acyclic partition.

Classification according to ACM: F.2.2, F.4.3, G.2.2, [.2.4.






Streszczenie

Przedmiotem badar opisanych w rozprawie doktorskiej sa metody poprawy czy-
telnosci formalnych rozumowan zapisanych w systemie naturalnej dedukcji. Wykorzy-
stanie komputerowej weryfikacji jest znanym narzedziem utatwiajacym sprawdzanie
poprawno$ci formultowanych rozumowan, aczkolwiek jakiekolwiek préby analizowania
tak uszczegdlowionych rozumowar sg wyjatkowo trudne, a zdaniem niektérych nie-
mozliwe. Czytelnosé takich wywodow jest pojeciem subiektywnym, réznie rozumia-
nym przez poszczegédlnych autoréw rozumowar. Analiza ich potrzeb przyczynita sie
jednak do wyodrebnienia grupy kryteriéw umozliwiajacych uczytelnienie formalnych
rozumowari, poprzez upodabnienie ich postaci do takiej, ktéra wystepuje w niefor-
malnych dowodach matematycznych.

W pierwszej czesci rozprawy zostal przedstawiony model abstrakcyjnego dowodu
matematycznego odzwierciedlajacy rzeczywista strukture dowodéw zapisanych w je-
zyku Mizar. Model ten umozliwia interpretowanie przepltywu informacji w rozumo-
waniu jako szczegblnego rodzaju skierowanych graféw acyklicznych. W oparciu o ten
model w drugiej czesci rozprawy zostaly formalnie opracowane pojecia oraz wyznacz-
niki poprawy czytelnosci. Uczytelnianie formalnych rozumowan zostato zbadane pod
katem zastosowania dwéch rodzajéw $rodkéw stosowanych w praktyce matematycz-
nej. Jako pierwszy z nich, zostaly zbadane metody odnajdywania lokalnych podroz-
umowan, a nastepnie ich wyizolowywania (wyodrebniania) w postaci lematow lub
kapsutkowaniu na gtebszych poziomach zagniezdzenia. Drugim za§ analizowanym
srodkiem byta reorganizacja niezaleznych od siebie krokéw rozumowan w sposobie
ich uporzadkowania w dowodzie, majaca na celu poprawe wybranych wlasnosci line-
aryzacji dowodu. W wyniku przeprowadzonych badan w zakresie pierwszego §rodka
zostala skonstruowana metoda wyizolowywania i kapsutkowania fragmentéw rozu-
mowania przy zachowaniu poprawnosci modyfikowanego skryptu dowodowego oraz
zostaly zbadane wlasnosci fragmentéw dowodu, ktore determinujg budowe stwier-
dzenia opisujacego rozumowanie zawarte w tych fragmentach. W zakresie zas dru-
giego Srodka zostalo opracowane pie¢, najczesciej wskazywanych przez uzytkownikow
bazy Mizar Mathematical Library wskaznikéw czytelnosci. Przeprowadzone badania
nad zlozonoscia problemu optymalizacji wartosci przyjetych wskaznikow wykazaty, ze
optymalizacja czterech z nich wiaze sie z rozwigzywaniem probleméw NP-trudnych.
Dodatkowo, zostaly stworzone programy umozliwiajace automatyczng poprawe czy-
telnosci skryptéw dowodowych zapisanych w jezyku Mizar, ktérych dzialanie opiera
sie na optymalizacji wartosci opracowanych wskaznikéw przy zadanej przez uzytkow-
nika hierarchii ich wazno$ci.

Stowa kluczowe: rozumowanie w systemie naturalnej dedukcji, poprawa czytel-
nosci dowodow, systemy formalne, problemy NP—zupetne, liniowe uporzadkowanie,

acykliczna partycja.

Klasyfikacja wedlug ACM: F.2.2, F.4.3, G.2.2, [.2.4.
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Wprowadzenie

1 Geneza badan

W naukach matematycznych komputerowa weryfikacja utatwia sprawdzanie popraw-
nosci formutowanych rozumowan. Weryfikacja ta, cho¢ wymaga szczegétowej analizy
wszystkich krokéw oraz mozliwych przypadkéw, gwarantuje unikniecie nie zawsze
drobnych bledéw, ktore czasami pojawiajg sie w nieformalnych dowodach matema-
tycznych. Zapewnienie poprawnosci rozumowan na tak drobiazgowym poziomie wiaze
sie jednak z kosztem, ktérym jest kilkukrotne zwiekszenie ich dtugosci charaktery-
zowane tzw. wspoOlczynnikiem de Bruijna [16] (43, 96]. To zwiekszenie dtugosci jest
jednym z czynnikéw pogarszajacych czytelnosé rozumowani.

Problem ten istnieje od pierwszych préb formalizacji matematyki, przyczyniajac
sie do zaniechania wielu z nich. Spowodowal on m.in. porzucenie projektu grupy na-
ukowcow wystepujacych pod pseudonimem Nicolas Bourbakiﬂ ktory byt rozwijany
pomimo wykazania przez K. Gédlaﬂ niemozliwosci realizacji w najbardziej ideali-
stycznej postaci pogladow filozoficznych stanowiacych podstawe programu D. Hil-
berta, zwanego wspoélczesnie formalizmem, czy tez dalszych prac nad kolejnym to-
mem dziela ,Principia mathematica” tworzonego przy ekstremalnie rygorystycznym
podejsciu do formutowaniu definicji i dowodéw, reprezentowanego przez A. N. White-
heada i B. Russellaﬂ Zdaniem niektoérych koncepcje systeméw formalnych umozliwia-
jace jasne strukturalizowanie dowodéw, zapisanych w systemie dedukcji naturalnej,
przedstawione przez G. Gentzena [30] lub S. Jaskowskiego [40] utrudniaja, czy wrecz
uniemozliwiaja, zastosowanie ich do wiernej reprezentacji dowodéw twierdzen prowa-
dzonych w praktyce przez matematykow [80].

Rozkwit formalizacji byt mozliwy dopiero w wyniku wykorzystania komputeréw
do weryfikacji poprawnosci tak uszczegdélowionych rozumowar. Idea komputerowo
wspomaganej automatyzacji i weryfikacji formalnych rozumowarn matematycznych
stanowita bowiem punkt wyjscia do zbudowania systeméw prowadzenia rozumowan
formalnych, tj. Coq [1]], Isabelle/Izar [92], HOL Light [37], Mizar [33]. Wykorzystanie
komputeréw nie tylko zlikwidowalo problem sprawdzania poprawnosci, ale umozli-
wilo réwniez prowadzenie rozwazan formalnych na bardziej ogélnym poziomie, ktéry
jest blizszy temu, jaki wystepuje w nieformalnych dowodach matematycznych. Po-
mimo zbudowania takich systeméw zapisane w nich formalne rozumowania sa nadal

LGrupa francuskich matematykéw zawiazala sie w 1935 r. i podjela projekt m.in. opracowa-
nia kursu matematyki prezentujacego déwczesny stan wiedzy najwazniejszych dziedzin matematyki
w nurcie formalizmu. W wyniku tych dzialan zostala opracowana seria Elementy matematyki (fr.
Eléments de mathématique).

2Program przedstawiony przez Davida Hilberta na Miedzynarodowym Kongresie Matematykow
w Paryzu w 1900 r., majacy na celu ,ratowanie matematyki przed niescistogciami”.

3Zespot brytyjskich naukowcéw, tworcow trzytomowego dzieta Principia mathematica dotycza-
cego podstaw matematyki, reprezentujacych ekstremalnie rygorystyczne podejscie do formutowania
definicji i dowodow. Ich prace doprowadzity do powstania najbardziej skomplikowanego uzasadnienia
réwnodci 1 + 1 = 2, ktore zostalo zamieszczone na ponad 300 stronach.



nieczytelne dla przecietnego uzytkownika. Implikuje to konieczno$é¢ dalszych badan
w zakresie metod poprawy czytelnosci. Zagadnieniom tym zostala poswiecona pre-
zentowana rozprawa doktorska.

2 Obszar badawczy

Obszarem badawczym rozprawy jest wdrazanie metod, ktore sa wykorzystywane
w procesie poprawy czytelnosci nieformalnych rozumowan matematycznych, w celu
uczytelniania istniejacych formalnych rozumowan zapisanych w systemie naturalnej
dedukcji, ze szczegblnym uwzglednieniem rozumowan zgromadzonych w bibliotece
Mizar Mathematical Library (MML).

Wybér biblioteki systemu Mizar zostal podyktowany tym, iz jest ona najbardziej
rozbudowanym na Swiecie, intensywnie rozwijanym przez ponad dwadzieScia lat, re-
pozytorium sformalizowanej wiedzy matematycznej. Za wyborem bazy MML prze-
mawia réwniez fakt, ze rozwigzania wykorzystywane w jezyku Mizar sa inspiracja
do opracowywania podobnych rozwigzan majacych na celu polepszanie czytelnosci
skryptow w innych uznanych systemach [63], tj. Declare [82], Mizar Mode for HOL
[36], Isar language for Isabelle [93], Mizar-light for HOL-light [97|, miz3 for HOL-light
[7], MMode for Coq [32], declarative proof language (DPL) for Coq [17], Formal Proof
Sketches [98].

Analiza doswiadczen zwigzanych z rozwojem i konserwacja bazy MML potwier-
dzita istnienie znanego powodu nieczytelnosci skryptéw dowodowych. Jest nim da-
zenie do osiagniecia konkretnego celu (tj. udowodnienia twierdzenia) przy jednocze-
snym traktowaniu pobocznych wartosci, np. czytelnosci tworzonych skryptéow do-
wodowych, jako kwestie drugorzedne. Oczywiscie efekt ten nasila sie w przypadku
dhugich rozumowan uzasadniajacych coraz trudniejsze zagadnienia zawarte w MML.
Rozumowania te, choé¢ sy poprawne dla systemu weryfikujacego, to sy jednak mato
eleganckie, niejednokrotnie wrecz chaotyczne, a czlowiek moze je zrozumie¢ jedynie
przy bardzo duzym nakladzie pracy i wysitku. Czytelnosé takich skryptéow wplywa
nie tylko na czas ich analizowania, ktory jest potrzebny do wyodrebnienia idei sfor-
malizowanych w ten sposéb dowodéw matematycznych, ale rowniez na tatwosé ich
konserwacji (rewidowania). Autorzy takich skryptéw maja bowiem przekonanie, iz
problem znajdowania i usuwania niepotrzebnych lub mozliwych do skrécenia frag-
mentéw nie jest z ich punktu widzenia istotny, gdyz zaktadaja oni, ze wszystkie
elementy tego procesu mozna latwo zautomatyzowaé. Warto w tym miejscu pod-
kresli¢, ze istnieja narzedzia umozliwiajace automatyczne odnajdywanie i usuwanie
niepotrzebnych fragmentéow skryptéow dowodowych [57, [58]. Z tym, ze stosunkowo
nieliczne badania zostaly przeprowadzone nad uczytelnianiem pozostalej czesci rozu-
mowania po usunieciu nadmiarowych fragmentéw. Dodatkowo badania korzystajace
z narzedzi, ktére dokonuja wyodrebniania mniej istotnych lub powtarzajacych sie
fragmentéw rozumowania w postaci lematéw, s prowadzone przy caltkowitym po-
minieciu kwestii czytelnosci wynikowych rozumowan [73]. Maja one na celu jedynie
minimalizacje dtugosci skryptéw dowodowych.

Wybér rozwigzan wykorzystywanych w procesie uczytelniania nieformalnych ro-
zumowan matematycznych zostal podyktowany tym, iz wielowiekowe do$§wiadczenia
zwigzane z formutowaniem nieformalnych dowodéw matematycznych umozliwity wy-
pracowanie pewnego ,stylu”, pozwala na czytelny zapis nawet rozbudowanych rozu-
mowan. Oczywiscie czytelno$é¢ dowodu jest wartoscia subiektywna, réznie rozumiang
przez poszczegdlnych autoréw rozumowan, aczkolwiek wsréd werbalizowanych pogla-
déw na ten temat mozemy wskaza¢ powtarzajacy sie pewien ,zestaw” metod uczy-



telniania, ktory rézni sie co najwyzej kolejnoscia zhierarchizowania u poszczegolnych
autoréow wtasnosci, jakie powinien posiadaé¢ czytelny dowdéd. Dodatkowo metody te
maja swoje uzasadnienie w badaniach psychologicznych nad procesami poznawczymi
cztowieka.

Za tak okreslonym obszarem badawczym przemawia rowniez fakt, ze metody te
sg przenoszone na grunt dowodoéw formalnych przez wielu autoréw skryptow dowodo-
wych, dla ktérych réwnie waznym priorytetem w formalizacji jak powiekszanie bazy
sformalizowanych twierdzen jest jej jakoS¢.

3 Cele rozprawy

Celem rozprawy jest zbadanie ztozonosci obliczeniowej metod poprawy czytelno-
$ci dtugich formalnych skryptéw dowodowych. Cel ten bedzie realizowany poprzez
badanie efektywnosci algorytméw poprawiajacych czytelno§é rozumowan zapisanych
w systemie G. Gentzena lub S. Jaskowskiego [30}, 40} 54].

W zwiazku z tak nakreslonym celem gléwnym rozprawy zostaly wyodrebnione
nastepujace cele szczegdlowe proponowanych badan:

1. Wyodrebnienie zbioru informacji zawartych w poszczegolnych krokach rozumo-
wania, ktory umozliwia interpretowanie struktury rozumowania joko grafu skie-
rowanego reprezentujgcego przeptyw informacji miedzy poszczegolnymi krokami
rozumowania, nazywanego dalej grafem dowodu.

2. Stworzenie abstrakcyjnego modelu grafu dowodu, ktéry umozliwi uniezaleznie-
nie prowadzonych rozwazan od konkretnego systemu weryfikujgcego, co uprosci
adaptacje oczekiwanych rozwigzan do innych systemdw.

3. Zdefiniowanie grupy wskaznikow czytelnosci wyrazonych w terminach abstrak-
cyjnego grafu dowodu oraz zbadanie ztoZonos$ci problemow grafowych optymali-
zujgeych wartosci tych wskaznikow.

4 Problem badawczy

Problemy w zakresie obranej tematyki mozna sformutowaé w postaci dwoch na-
stepujacych pytan ogdlnych:
1. Czy i w jakim stopniu mozliwe jest postugiwanie sie abstrakcyjnym modelem
grafu dowodu do analizy metod uczytelniania istniejacych rozumowan formal-
nych zgromadzonych w bazie MML?

2. Na ile proponowane metody uczytelniania sg efektywne czasowo, a co za tym
idzie, na ile sg stosowalne w procesie automatycznej poprawy czytelnosci sfor-
malizowanych rozumowan zapisanych w systemie naturalnej dedukcji?

Zdecydowano sie na laczne potraktowanie tych dwoch probleméw badawczych, po-
niewaz przeprowadzenie badan nad poprawa czytelno$ci bez ich uniezaleznienia od
konkretnego systemu utrudnitoby, a wrecz uniemozliwitoby adaptacje oczekiwanych
rozwigzan do innych systeméw.

5 Hipoteza badawcza

Hipoteza badawcza zostala sformulowana w nastepujacy sposéb: nie jest moz-
liwe osiggniecie wartosci optymalnej wiekszosci proponowanych wyznacznikow po-
prawy czytelnosci, stosujgc algorytmy doktadne o zozonosci wielomianowej. Nie jest



réowniez mozliwe réwnoczesne osiggniecie wartosci optymalnych wszystkich propono-
wanych wyznacznikow. Istniejg jednak algorytmy, wmozZliwiajgce optymalizacje wie-
lokryterialng wyznacznikow poprawy czytelnosci, ktore dziatajgc przy ustalonej hie-
rarchii waznosci zaproponowanych metod, dostosowanej do potrzeb okreslonej grupy
czytelnikow mogq skutecznie poprawié czytelnosé analizowanych rozumowan formal-
nych.

6 Metodyka badan

Do przygotowania rozprawy wykorzystane zostaly: metoda empiryczna oraz meto-
da teoretyczna. Badania empiryczne wykorzystane w poczatkowym etapie badan
polegaty na wyodrebnieniu zbioru informacji zawartych w poszczegdlnych krokach
rozumowania sformutowanych w jezyku Mizar, niezbednych do skonstruowania gra-
fow poszczegblnych dowoddw, ktore to grafy w adekwatny sposéb reprezentowalyby
przeplyw informacji w istniejacych skryptach dowodowych. W dalszej czesci badan
metody empiryczne zostaly wykorzystane do analizy do$wiadczen w uczytelnianiu
skryptéw dowodowych, jak réwniez do jakosSciowej weryfikacji przyjetych wskaznikow
czytelnosci w trakcie rozméw z doswiadczonymi uzytkownikami systemu Mizar. Nie-
zwykle cenny okazal sie réwniez udzial w konferencjach krajowych i zagranicznych,
na ktorych dyskusja nad zaprezentowanymi czastkowymi wynikami badan umozliwita
dopracowanie wybranych wskaznikéw.

Metoda teoretyczna zostata wykorzystana do konstrukeji abstrakcyjnego modelu
grafu dowodu. Przeprowadzone badania umozliwity bowiem rozdzielenie wlasnosci
grafu dowodu wynikajacych z wykorzystania systemu Mizar od wlasnosci, ktore sa
zakladane w systemie naturalnej dedukcji. Na skutek tego podziatu przyjety model
moze by¢ stosowany do opisu struktury kazdego poprawnie zbudowanego dowodu
matematycznego. Badania nad wtasno$ciami grafu dowodu wynikajacymi ze sktadni
systemu Mizar umozliwily réwniez ustalenie reprezentatywnej rodziny abstrakcyjnych
graféw dowoddw, z ktérych kazdy graf ma wlasnosci dostateczne do skonstruowania
poprawnego dla systemu Mizar rozumowania o strukturze opisanej przez ten graf. Do-
datkowo zostata przedstawiona transformacja skryptéw dowodowych, umozliwiajaca
modyfikacje kazdego rozumowania do postaci, dla ktorej graf dowodu nalezy do tej
rodziny. W dalszej cze$ci badan metody teoretyczne zostaly réwniez wykorzystane do
zbadania zlozonosci probleméw optymalizacyjnych przyjetych wskaznikéw poprawy
czytelnosci.

7 Plan rozprawy

Rozprawa sklada si¢ z czterech rozdzialow. Rozdzial [I] ma charakter wprowa-
dzajacy i zawiera definicje podstawowych pojeé. W rozdziale [2] rozwazamy model
abstrakcyjnego grafu dowodu oraz przedstawiamy niezbedne pojecia i fakty zwigzane
z tym modelem. Rozdzial [3| jest poswiecony kolejno genezie i uzasadnieniu wykorzy-
stywanych metod poprawy czytelnosci, sformutowaniu probleméw optymalizujacych
warto$ci wskaznikéw czytelnosci oraz wynikom eksperymentalnych badarn nad po-
prawa czytelnosci rozumowan. Nastepnie w rozdziale || zostaly przedstawione wyniki
dotyczace ztozonosci postawionych probleméw optymalizacyjnych. Ostatnig meryto-
ryczng czesé pracy stanowia wnioski koricowe, bedace odpowiedzia na pytania sformu-
lowane w problemach badawczych oraz ustosunkowanie sie do hipotezy badawcze;j.
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Rozdzial 1

Pojecia podstawowe

Ponizej zostaly zdefiniowane pojecia z zakresu teorii graféw, ktére sa wykorzystywane
W niniejszej rozprawie.

1.1 Grafy skierowane

Definicja 1.1. Grafem prostym G bedziemy nazywaé uporzgdkowang pare dwdch
zbiorow (V(G),E(G)), niepustego zbioru V(G) i podzbioru zbioru wszystkich dwuele-
mentowych podzbioréw zbioru V(G), £(G) C {{v,u} : v,u € V(G) N v # u}. Ele-
menty zbioru V(G) bedziemy nazywaé wierzchotkami grafu G, natomiast elementy
zbioru E(G) jego krawedziami.

Prowadzone w rozprawie rozwazania beda skupialy sie wokoél zagadnien wykorzy-
stujacych grafy skierowane, dlatego wszystkie pojecia beda wprowadzone jedynie dla
tego rodzaju struktur. Wykorzystywane oznaczenia w gtéwnej mierze sa zapozyczone
7 [99].

Grafem skierowanym lub digrafem D bedziemy nazywaé uporzadkowang pare
dwoch zbioréw (V(D), A(D)), niepustego zbioru V(D) i podzbioru A(D) C V(D) x
V(D) zbioru wszystkich par. Elementy zbioru V(D) bedziemy nazywaé¢ wierzchot-
kami digrafu D, natomiast elementy zbioru A(D) jego krawedziami skierowanymi lub
krocej tukami. Przyjmujemy, ze tuk (v,u) jest skierowany od v do u, a wiec poczat-
kiem tego tuku jest v, a koficem u. Jezeli nie prowadzi to do niejednoznaczno$ci, tuk
(v,u) bedziemy oznaczaé¢ vu. Bedziemy rowniez zakladaé, ze rozwazane digrafy nie
zawieraja tukow postaci vv (rownowaznie, ze rozwazane digrafy sa proste).

Ustalmy dowolny digraf D oraz zbior A C A(D). W ponizszych oznaczeniach
bedziemy wyrdzniaé¢ zbiér A w celu unikniecia niejasnosci podczas analizowania za-
leznosci miedzy strukturami kilku digraféw skonstruowanych nad wspélnym zbiorem
wierzchotkow. Dodatkowo, jesli zbior A bedzie pokrywal sie ze zbiorem A(D), to
wskazany zbiér A bedzie czesto zastepowany w oznaczeniach przez symbol digrafu
D lub zostanie catkowicie pominiety.

Yuk vu bedziemy nazywali A-tukiem, jesli vu € A. Jesli vu jest A-tukiem, to
wierzcholek v € V(D) bedziemy nazywaé nastepnikiem wierzchotka v w rodzinie
A-tukéw (lub krocej w A). Relacje bycia nastepnikiem w A bedziemy oznaczaé przez
e Podobnie, u bedziemy nazywac poprzednikiem v w rodzinie A—tukow (lub krocej

w A) wtedy i tylko wtedy, gdy v jest nastepnikiem u w A. Dodatkowo, jesli u jest
nastepnikiem v w domknieciu zwrotno-przechodnim relacji e to relacje te bedziemy

oznaczac v;*u i bedziemy mowié, ze u jest osiggalny z v w A.
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Zbiorem nastepnikéw wierzchotka v € V(D) w rodzinie A-tukéw bedziemy nazy-
waé zbior N (v) := {ue V(D) :v — uhu # v}, natomiast zbiorem poprzednikéw v
w rodzinie A-tukéw bedziemy nazywac zbior Ny (v) := {u e V(D) :u e Au # v}

Ciag elementow {a;}¥_, bedziemy na ogét oznaczaé (a1, az,as, ... ,ax). Bedziemy
mowié, ze ciag v = (vo,€0,V1,€1,V2,€2, ..., Un,En,Unr1) jest A-trasq jesli
e; = (vi,vixr1) € AV e; = (vir1,v;) € A, gdzie i = 0,1,2,...,n. Wierzcholek v
bedziemy wowczas nazywaé poczgtkiem A—trasy v, a v, jej koricem. Zbior A—tukow

{eo,e1,€2,...,e,} bedziemy oznaczaé¢ symbolem .A(v), natomiast zbiér wierzchotkow
{vg, v1,V2, ..., Vp, Unt1} symbolem V(v). Przez dlugos¢ A—trasy v bedziemy rozu-
mie¢ moc zbioru A(v) rowna n + 1. Jesli A—tuki eg, eq,ea, ..., e, sa parami rézne, to

A-trase v bedziemy nazywaé¢ A—$ciezkg. Jesli dodatkowo wierzchotki vy, vy, v, ...,
Un+1 Sa parami rozne (byé moze z wyjatkiem pary vg, v,41) to b bedziemy nazywaé
A-drogg. W przypadku vy = v,,41, A—droge v bedziemy nazywaé¢ A—pdtcyklem. Kazdy
ciag postaci (v;,e;, Vit1,€i41 ... ,Uj, €5, vj+1> bedziemy nazywaé segmentem A-trasy
v, gdzie 0 <7< j<n.

Dwa A-tuki bedziemy nazywacé sgsiednimi, jesli koniec jednego z nich jest poczat-
kiem drugiego. Jesli A-trasa jest zbudowana z A-tukow sasiednich u := {uq, (ug,u1),

up, (Ug,u2), U, .« ., Up—1, (Uk—1,Ug), Uk ), to bedziemy ja nazywaé skierowanqg A—trasq
i oznaczaé na ogoét przez ug 7 Up : .. : Up, 7 Uug41- Jesli dodatkowo u jest A—droga

oraz ug = uj, to u bedziemy nazywaé zamknietq skierowang A—drogglub skierowanym
A-cyklem.

W celu uproszczenia opisu postugujac sie terminem A—$ciezka, A—droga bedziemy
zakladaé, ze chodzi o ich wersje skierowana. W pozostatych przypadkach bedziemy
dopisywac przymiotnik ,,nieskierowany’.

Definicja 1.2. Niech D bedzie digrafem, A C A(D). Bedziemy mowié, ze tuk vu jest
A-skrotem, jesli vu € A oraz istnieje skierowana A—droga o poczgtku v i kovicu u,
ktorej diugosé > 2.

Definicja 1.3. Niech D bedzie digrafem, A C A(D), V1,Va C V(D). Wéwczas:

VlrzvVg::{UUEAZUE‘/l/\UEVQ}. (1.1)
Definicja 1.4. Niech D bedzie digrafem, A C A(D), V C V(D) oraz |V| > 2.

Wowczas gestoscia zbioru V- w domknieciu zwrotno-przechodnim zbioru tukdw A be-
dziemy nazywaé liczbe

{{v,u} :v,u e VAvVZ£uAN(v="uVu—"v)}
pa(V) = V] 4 4
(%)

Definicja 1.5. Niech D bedzie digrafem, V' C V(D). Podgrafem grafu skierowanego
D indukowanym wierzchotkowo przez zbior V' bedziemy nazywaé digraf:

(1.2)

Dy = (V. {vu € A(D) : v,u € V}). (1.3)

Definicja 1.6. Niech D bedzie digrafem, V' C V(D). Bedziemy mdwié, Ze podgraf
D)y jest spojny, jesli dla dowolnej pary wierzchotkéw z V' istnieje nieskierowana
D,y —droga tgczqca te punkty.
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Definicja 1.7. Niech D bedzie digrafem. Bedziemy mowié, ze digraf D jest acykliczny
lub krécej D jest DAG-iem, jesli nie zawiera on skierowanych D—cykli.

Definicja 1.8. Niech D bedzie DAG-iem. Przeksztatcenie réznowartoSciowe
T : V(D) — {1,2,...,[V(D)|} bedziemy nazywaé sortowaniem topologicznym (li-
nearyzacja) wtedy i tylko wtedy, gdy spetniona jest zaleznosé:

vuei(D)T(v) < 7(u). (1.4)

Zbioér wszystkich sortowan topologicznych acyklicznego digrafu D bedziemy ozna-
czaé przez TS(D). Ustalmy dowolng linearyzacje 7 € TS(D). A-droge v := vg e

UL Uk bedziemy nazywaé 74 —tancuchem, jesli linearyzacja 7 przypisuje ko-

lejnym wierzchotkom drogi v kolejne liczby naturalne (precyzujac, 7(vi11) = 7(v;)+1
dla wszystkich ¢« = 0,1,2,...,k — 1). Dodatkowo, T4—taficuch bedziemy nazywali
maksymalnym, jesli nie jest on segmentem zadnego innego 74-tancucha. Bezposred-
nio z definicji maksymalnego 74—tancucha uzyskujemy, ze poszczegélne maksymalne
Ta—-tanicuchy sa wierzchotkowo roztaczne. Metryke okreslong przez linearyzacje 7 na
wierzchotkach digrafu D dang zaleznoscia d, (v, u) = |7(v) — 7(u)|, bedziemy nazywaé
T-metryka, gdzie v,u € V(D). Dodatkowo przez T-rozpietosé D-tuku vu bedziemy
rozumie¢ liczbe d;(v,u). Szczegblne znaczenie dla naszych rozwazan beda mialy
A-tuki o T—rozpietosci 1, ktérych zbior bedziemy oznaczaé

12 :={vu € A:d.(v,u) =1}. (1.5)

Definicja 1.9. Niech D bedzie DAG-iem, T linearyzacjg D oraz niech A C A(D).
Partycjg digrafu D wzgledem linearyzacji T i rodziny A—tukow, bedziemy mazywaé
partycje T4 == {V(P) : P jest maksymalnym 74—taricuchem}.

Tak zdefiniowane 74 jest jednoznacznie okreslone, poniewaz T4—tancuchy musza
sie sklada¢ z wierzchotkéw numerowanych przez 7 kolejnymi liczbami naturalnymi.

Definicja 1.10. Niech D bedzie DAG-iem, T linearyzacjg D oraz niech V-.C V(D).
Bedziemy mowié, zZe zbior V jest T—spoisty, jesli istnieje liczba naturalna i, dla ktorej
i <7() <i+|V| -1, dla wszystkich v € V.

1.2 Acykliczna partycja digrafu

Wprowadzmy pojecia oraz oznaczenia niezbedne do zdefiniowania acyklicznych par-
tycji (ang. acyclic P*¥) partition [13]). Podazajac za Borowiecki i Mihok, ustalmy
digraf D oraz partycje 7 := (Py, Py, ..., P) zbioru wierzchotkow V(D). Jesli wowczas
podgraf indukowany wierzchotkowo przez zbiér P; digrafu D posiada wlasno$é¢ Q;,
dla kazdego i = 1,2, ...,k to partycje m bedziemy nazywaé¢ Q1, Qs, ..., Qr—partycjq.
Jegli dodatkowo Q; = Qy = ... Q) = Q, to partycje 7 bedziemy nazywaé QF -
partycjq, a kolejno$¢ zbioréw w partycji m moze zosta¢ pominieta. Bedziemy mowic,
7e partycja n’ zbioru wierzchotkow V(D) jest Q*—partycjq, jesli 7' jest QF —partycja
dla pewnej liczby naturalnej k’. Naturalnie zakladamy, ze kazda sposrod wlasnosci
Q1,Qo, ..., 9k, Q jest poprawnie okreslona dla wszystkich podgraféw indukowanych
wierzchotkowo w digrafie D.
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Definicja 1.11. Niech D bedzie digrafem, © partycjg zbioru wierzchotkéw V(D).
Grafem partycji m# nad D bedziemy nazywaé digraf:
G(D,7) = (m,{(P,,P,) €n® : PL# Py A 3 vive € A(D)}). (1.6)

v1E€EP1,v2EP;

Definicja 1.12. Niech D bedzie digrafem; Q wlasnosciq, ktdra jest poprawnie okreslo-
na na kazdym indukowanym wierzchotkowo podgrafie D; m bedzie Q" —partycjq digrafu
D. Bedziemy méwié, ze partycja m jest acykliczng Q™ -—partycja digrafu D (ang.
acyclic Q™) partition [13]), jesli digraf G(D, =) jest acykliczny.

Partycje 7 bedaca Q*partycja bedziemy nazywaé acykliczng Q) —partycjq, jesli
7 jest acykliczng QU™D—partycja.

Definicja 1.13. Niech dany bedzie digraf D oraz droga v := vq TV Ok

Bedziemy mowié, Ze v jest droga Hamiltona wtedy i tylko wtedy, gdy spetniona jest
zaleznosé: k = |V(D)| = |V(v)].

Definicja 1.14. Niech D bedzie digrafem, V C V(D), A C A(D). Bedziemy miwié,
ze indukowany wierzchotkowo podgraf D)y ma wltasnosé Ha wtedy i tylko wtedy, gdy
digraf (V(D), A)y, 2awiera droge Hamiltona.

Ustalmy acykliczng Hfj)fpartych m digrafu D, gdzie A C A(D). Wowczas kazde-
mu zbiorowi P € 7, mozemy przyporzadkowaé jednoznacznie skierowana A-droge,
ktora jest drogg Hamiltona w D|p. Bedziemy ja oznacza¢ przez h™(P). Dodatkowo
jesli v € P, to droge Hamiltona h™(P) bedziemy oznaczaé¢ h™(v).

Twierdzenie 1.15. Niech 7 bedzie linearyzacjq digrafu D oraz A C A(D). Wowczas
Ta jest acykliczng Hﬂml)fpartych grafu D.

Dowdd. Poniewaz kazdy T4—tancuch jest skierowana A-—droga, wiec w szczegdlnosci
digraf indukowany wierzchotkowo przez zbiér wierzchotkéw kazdego maksymalnego
Ta—tanicucha ma wilasnosé H 4. Pokazemy, ze digraf G(D,74) jest acykliczny. Uza-
sadnimy w tym celu, ze dla kazdego G(D,74)—tuku (P, Py) zachodzi nieréwnosé
7(v1) < 7(v2) po wszystkich vy € Py, v € Ps, co zakorniczy dowod. Niech (P, Py)
bedzie G(D, 74 )-tukiem, wowczas z Def. mozemy wskaza¢ vy € Py, vy € Py, dla
ktérych vivs jest D-tukiem. Stad z Def. zyskujemy, ze 7(v1) < 7(v2), co w kon-
kluzji z warunkiem Py, NP, = () oraz z faktem, ze T przypisuje w P i P, wierzchotkom
kolejne liczby naturalne uzasadnia szukana nieréwnosé. O

Twierdzenie 1.16. Niech 7 bedzie acykliczng Hx)fpartych digrafu D, gdzie A C
A(D). Wéowczas istnieje linearyzacja T digrafu D, dla ktorej |T4| < |m|.

Dowdéd. Ustalmy linearyzacje 7 € TS(G(D,)). Przyporzadkujmy kazdemu wierz-
chotkowi v z V(D), liczbe naturalng oraz element partycji 7, tak aby spelniona byta

zalezno$é h™(P) = vf = v¥ <7 v{p|; gdzie P € w. Zdefiniujmy linearyzacje
o € TS(D), dana wzorem a(viQ) =i+ > |R|, gdzie 1 < i < |Q|, Q € 7.

Rem:7(R)<T(Q)
Woweczas kazda droga Hamiltona h™(P), bedaca z definicji skierowana A-droga, jest
o g-tancuchem, gdzie P € m. W celu zakonczenia dowodu wystarczy jedynie za-
uwazy¢, ze liczba maksymalnych oa—tanicuchéw w o4 partycji nie przekracza liczby
o a—taricuchéw, ktorych wierzcholki stanowia pokrycie zbioru V(D). O

Definicja 1.17. Niech 7 bedzie partycjg zbioru wierzchotkéw X, X’ C X. Obcieciem
partycji ™ do zbioru wierzchotkéw X' bedziemy nazywaé partycje:

mx ={PNX":Pen}\{0} (1.7)

14



1.3 Ukorzenione drzewa skierowane

Definicja 1.18. Niech T bedzie acyklicznym digrafem. Bedziemy mdowié, ze T jest
ukorzenionym drzewem skierowanym, jesli istnieje wierzchotek r € V(T) dla kto-
rego osiggalny jest kazdy wierzchotek z V(T') oraz dla dowolnej pary dwdch réznych
wierzchotkow z V(T') istnieje doktadnie jedna nieskierowana T—droga tqczqca te wierz-
chotki.

Specyfika budowy rozwazanych w tej pracy dowodow formalnych wymusza postu-
giwanie sie specjalnym rodzajem drzew skierowanych — drzew skierowanych ukorze-
nionych o odwroconej orientacji (ang. arborescent directed graph).

Definicja 1.19. Niech T bedzie acyklicznym digrafem. Bedziemy mowié, ze T jest
dendroidem, jesli istnieje wierzchotek r € V(T) osiggalny z kazdego wierzchotka
2 V(T) oraz dla dowolnej pary dwdch réznych wierzchotkéw z V(T'), istnieje doktadnie
jedna nieskierowana T—droga tgczgca te punkty.

Podobnie jak w strukturze drzewa ukorzenionego wyrézniony wierzchotek r den-
droidu T bedziemy nazywacé korzeniem, za$ wierzcholki nieposiadajace poprzednika
w T, lisémi.

Definicja 1.20. Lasem dendroidéw bedziemy nazywaé acykliczny digraf, w ktérym
kazdy maksymalny spéjny podgraf (w sensie zawierania) jest dendroidem.

Definicja 1.21. Niech L bedzie lasem dendroidow, wowczas n—tym poziomem za-
gniezdzenia lasu dendroidéw L, oznaczanym dalej L™, bedziemy nazywaé zbior wierz-
chotkow spetniajgcy zaleznosé: v € L™ wtedy ¢ tylko wtedy, gdy istnieje skierowana
L—droga dtugo$ci n o poczgtku v oraz konicu bedgcym korzeniem maksymalnego skie-
rowanego drzewa w L, zawierajgcego v.
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Rozdzial 2

Reprezentacje grafowe

W niniejszej rozprawie doktorskiej skupiamy sie¢ na dotychczas stabo rozwinietych
metodach poprawy czytelnosci, ktérych wdrozenie jest niezalezne od dotychczas pro-
wadzonych prac nad poprawa wizualizacji dowodéw w postaci HTML [86] oraz wpro-
wadzanych udogodnieniach w systemie Mizar [48, 49, [50, [62, [63, [64].

Mizar [12], [33], 56, B3] jest systemem z logika pierwszego rzedu okreslonym za
pomoca, aksjomatow teorii mnogosci Tarskiego-Grothendiecka [75] 83 [84], wzmoc-
nionym o kilka narzedzi umozliwiajacych formalizacje matematyki w sposéb bardziej
zrozumialy dla czlowieka. Rownolegle z rozwojem tego systemu budowana jest baza
komputerowo zweryfikowanej wiedzy matematycznej (Mizar Mathematical Library,
w skrocie MML [8, [76]), zbudowana z poszczegdlnych artykulow, zawierajacych for-
malizacje coraz wiekszego zakresu matematyki. Doskonalenie bazy, jak rowniez zwiek-
szanie wygody uzytkownika wymaga jednak jej ciaglej reorganizacji.

W pierwszej kolejnoéci w celu precyzyjnego przedstawienia metod doskonalenia
bazy i oméwienia istoty zwigzanych z nimi probleméw, zaprezentujemy metode opisy-
wania zaleznosci wystepujacych w rozumowaniu, w oparciu o znane pojecia grafowe.
Taka interpretacja, bazujaca na abstrakcyjnej definicji grafu dowodu umozliwi precy-
zyjne sformutowanie napotykanych problemoéw, zastosowanie algorytméw rozwiazu-
jacych znane problemy wystepujace w teorii graféw, jak rowniez uprosci zrozumienie
przedstawionych rozwigzan dla nowych probleméw z zakresu acyklicznych digrafow,
ktore sa wykorzystane w procesie poprawy czytelnoéci. Uzyskane dzieki takiej abs-
trakcji uniezaleznienie prowadzonych badan od konkretnego systemu weryfikujacego,
uprosci réwniez adaptacje uzyskanych wynikéw do innych systeméw umozliwiajacych
formalizacje dowodow matematycznych, np. HOL, Coq, Isabelle/Isar [1} 87, 02], jak
rowniez w dziedzinach niezwiazanych z formalizacja.

Badania nad abstrakcyjng definicja grafu dowodu, bedace tematem tego rozdziatu,
zostaly opublikowane w [[70].

2.1 ZaleznoSci referencyjne

Rozumowania odpowiadajace dowodom stwierdzen stanowia gléwna czesé skryp-
téw dowodowych zgromadzonych w bazie MML. Kazde takie rozumowanie mozemy
w najprostszy sposoéb zilustrowaé jako ciag wystepujacych po sobie uzasadnionych
faktow, miedzy ktérymi przekazywane sa pewne informacje. Mozliwe jest tez inne
Spojrzenie na rozumowanie, tj. interpretowanie zbioru wszystkich krokéw jako zbioru
wierzchotkéw digrafu, natomiast przekazywanych informacji jako tukow taczacych te
wierzcholki. Przyjmujemy, ze istnieje tuk o poczatku w wierzchotku odpowiadajacym
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stwierdzeniu « oraz o koncu w wierzchotku odpowiadajacym stwierdzeniu § wtedy
i tylko wtedy, gdy fakt « jest bezposrednio wykorzystywany w uzasadnieniu 3. W celu
uproszczenia rozwazan, bedziemy postugiwaé sie terminem wierzchotek o zamiast
wierzchotek, zwigzany z ktérym krok stwierdza «. Zauwazmy, ze liniowe uporzad-
kowanie wierzchotkow takiego digrafu zawiera na ogét dodatkowe zaleznosci miedzy
wierzchotkami, ktore nie wynikaja z przeptywu informacji, a jedynie z wyboru sor-
towania topologicznego. Przyktad digrafu, ktérego linearyzacja musi zawiera¢ dodat-
kowe informacje, zostat przedstawiony na rys. Niezaleznie od wyboru linearyzacji,
uporzadkowanie takie musi okresli¢ porzadek miedzy wierzchotkami o, as, a 3, ktéry
nie jest okreslony w tym digrafie. Zauwazmy, ze wyboér porzadku moze mieé istotny
wplyw na czytelno$é w przypadku nawet tak prostego grafu. Rozwazmy w tym celu
wszystkie mozliwe linearyzacje tego grafu: 3, a1, as, v; a1, 8, as, v; a1, as, B, 7,

N\
[0 )
2
N D
(a2 ) (68 )
N _/
&
N

Rysunek 2.1: Graf obrazujacy przeplyw informacji miedzy wierzchotkami oy, aq, 8
oraz 7.

1: B: (0 ; Al: oy Al: oy

2: Al: aq ; B: (0 ; A2: ag by Al;
3: A2: ag by Al; A2: ag by Al; B: (0 ;

4: C: v by A2, B; C: v by A2, B; C: v by A2, B;

Wydruk 2.2: Linearyzacje grafu przedstawionego na rys. [2.I] zapisane w jezyku Mizar.

przedstawione na wydruku Pierwsza linearyzacja uwypukla wowczas spojnosé
podrozumowania a;, ae, v, ale rownoczesnie ,rozrywa” tuk taczacy wierzcholki 3, ~.
Owe rozerwanie wydtuza czas poszukiwania tredci stwierdzenia zwigzanego z identy-
fikatorem B, nazywanym dalej etykietq, ktore to stwierdzenie jest niezbedne do zrozu-
mienia sposobu uzasadnienia ~. Poszukiwanie tresci wiaze si¢ bowiem z dodatkowym
przeszukiwaniem krokéw, ktore znajduja sie w zlinearyzowanym rozumowaniu miedzy
wierzchotkami 3 1 v (kroki 2, 3). Dwie pozostale linearyzacje ,rozrywaja’ najdiuzsze
podrozumowanie «;, as, 3, aczkolwiek zmniejszaja liczbe dodatkowo przeszukanych
krokéw w trakcie poszukiwania znaczenia etykiet.

Dodatkowo w przypadku trzeciej linearyzacji liczba ta przyjmuje najmniejsza
mozliwg warto$¢ dla tego rozumowania. Jak latwo mozna zauwazy¢, minimaliza-
cja ta odpowiada znanemu problemowi NP-zupelnemu Minimalnego Liniowego Upo-
rzgdkowania Grafu Skierowanego (ang. Directed Optimal Linear Arrangement, GT43
[2, 25]).

Znaczenie odlegtosci miedzy miejscem wprowadzenia przestanki a miejscem jej
uzycia w rozumowaniu jest uwydatniane przez konstrukcje then (wydruk . Kon-
strukcja ta umozliwia bowiem niejawne przekazanie stwierdzenia zwigzanego z po-
przedzajacym krokiem bez podania explicite etykiety wskazujacej na to stwierdzenie.
W szczeg6lnosci, jesli stwierdzenie s jest wykorzystywane jedynie w celu uzasadnie-
nia kroku wystepujacego w linearyzacji bezposrednio po kroku stwierdzajacym s, to
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wykorzystanie konstrukcji then nie tylko umozliwia przekazanie przestanki bez wyko-
rzystania etykiety, ale skutkuje rowniez tym, ze etykieta zwigzana ze stwierdzeniem
s nie jest wykorzystywana w rozumowaniu, a wiec moze by¢ usunieta z rozumowa-
nia. Stad odpowiednie wykorzystanie konstrukcji then umozliwia minimalizowanie
tacznej liczby wykorzystywanych etykiet. Oczywiscie taka minimalizacja jest jedna
z najbardziej naturalnych metod uczytelniania skryptéw dowodowych. Zauwazmy
dodatkowo, ze powstajace w rozumowaniu ciagi krokéw, z ktorych kazdy odwoluje
sie do poprzedzajacego krok za pomoca then, wskazuja czytelnikowi skryptu dowo-
dowego w naturalny sposob liniowe fragmenty rozumowania.

B: 3 Al: a7 a1

ag s B: O then A2: as ;

then s ; a9 by Al G
thenC: < by B; then C: 7 by B; then C: 7 by A2;

Wydruk 2.3: Linearyzacje grafu przedstawionego na rys. zapisane w jezyku Mizar
z wykorzystaniem konstrukcji then.

Ocena wyboru zbioru tukow, ktére w zlinearyzowanym rozumowaniu maja taczyc
stwierdzenia wystepujace bezposrednio po sobie lub dualnie — ocena wyboru zbioru
tukéw, ktore zostang ,rozerwane” w zlinearyzowanym rozumowaniu jest kwestia dys-
kusyjna. Niezaleznie jednak od sformulowania zagadnienia, metoda optymalizacyjna
poprawiajaca czytelnos§é musi wykorzystywaé narzedzie, ktére na podstawie informa-
cji zawartych w krokach istniejacego rozumowania — wierzchotkach grafu — zrekon-
struuje rodzine tukéw tego grafu.

Kroki rozumowania, z ktérych beda wyodrebniane informacje o rodzinie tukow,
zasadniczo przyjmujg postaé¢ dajaca sie przedstawi¢ za pomoca nastepujacego frag-
mentu gramatyki jezyku Mizar:

< Label-Identifier> : <Formula-Ezpression>
[by <Label-Identifier>{ , <Label-Identifier> }*] ;, (2.1)

gdzie < Formula-Ezpression> odpowiada uzasadnianemu stwierdzeniem, a etykietom
< Label-Identifier> (pelna gramatyka znajduje sie w tab. str. [[1I). W celu zi-
lustrowania budowy takich rozumowan rozwazmy przyktad z wydruku 7apozy-
czony z artykutu [74], gdzie etykiety Lm3, Th9, Thl4 sg identyfikatorami uzasad-
nionych gdzie indziej w tym artykule faktow (ich sformutowania sa zamieszczone
w wydruku .

Graf dowodu tego rozumowania chcielibySmy budowaé na podstawie krotki zto-
zonej z dwoch terminali:

AWN

< Reasoning-Step> =
< Labels-Introduced> = ()
)

< Labels-Used> =

AP

‘(' < Label-Identifier> { ", < Label-Identifier=}* "},
{' < Label-Identifier>{ ", < Label-Identifier>}* "},
(2.2)
przyporzadkowanej kazdemu krokowi w rozumowaniu. Jednak w istniejacych skryp-
tach nie jest wykluczone istnienie powielonych krokéw oraz nadpisywanych etykiet,
dlatego w celu odréznienia poszczegdlnych krokéw w rozumowaniu na podstawie je-
dynie krotek < Reasoning-Step> rozszerzmy te krotke o trzeci terminal <Id> wska-
zujacy na unikalny identyfikator kroku, ktory w analizowanych przyktadach bedzie
wyrazony za pomoca malych liter greckich.

AP

< Labels-Introduced>", < Labels-Used> \>\,
| \
|
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Al: 13=2 %6+ 1;

A2: not 2 divides 13 by Al, Th9;

A3:13=3x4+1;

A4: not 3 divides 13 by A3, Th9;

AS:fornbeNat st 1 <n&n*n<=13&n is prime
holds not n divides 13 by A2, A4, Lm3;

(: A6: 13 is prime by A5, Thl4;

a2 @R

Wydruk 2.4: Dowdd faktu, ze 13 jest liczbg pierwszg.

Grafem dowodu D przy takiej interpretacji jest wowczas digraf, ktérego wierz-
chotkami sg krotki:

< Reasoning-Step> = \<\ <Id> \,\ < Labels-Introduced> \,\ < Labels-Used> \>\, (2.3)

za$ tukami pary ((ay, LI, LY) (oo, L, LY)) takie, ze LI N LY # 0, ktore bedziemy
nazywac {tukami referencyjnymi (zob. rys. .

W analizowanym przyktadzie z wydruku z krokiem ¢ zwiazana jest krotka
(6, {A4},{A3,Th9}), z krokiem e krotka (e, {A5},{A2, A4, Lm3}), ktore to krotki
sa polaczone lukiem referencyjnym, poniewaz A4 € {A4} N {42, A4, Lm3} (zob.
rys. |2.9)).

(o {A1},0) [——{(6, {42}, {41, Th9}>];;[<e, {45}, {42, A4, Lm3}) |

.

((1,{43},0) —{(c, {45}, {42, 44, Lm3}) |  [(¢,{A6},{45,Th14}) |

[{ <Id>, <Labels-Introduced> , < Labels-Used> )]

Rysunek 2.5: Graf dowodu dla rozumowania przedstawionego na wydruku

Digraf, w ktorym zbior tukow pokrywa sie ze zbiorem tukow referencyjnych jest
czesto nazywany grafem referencyjnym [59]. Naturalnie graf referencji jest digrafem
acyklicznym. Istnienie cyklu oznaczaloby, ze uzasadnienie jakiego$ stwierdzenia s wy-
korzystuje przestanke, ktora jest wywnioskowana przy uzyciu uzasadnianego stwier-
dzenia s, co jest sprzeczne z zalozeniami dowodu matematycznego. Dopuszczalne sg
jednak polcykle — zamkniete D—drogi, ktore uniemozliwiaja rozpatrywanie grafu re-
ferencji jako drzewa skierowanego (dodanie tuku ({«, {A1},0), (v, {A3},0)) do grafu
przedstawionego na rys. generuje poétcykl, zob. réwniez rys. .

W celu uproszczenia opisu grafu dowodu, bedziemy postugiwaé sie terminem krok
« zamiast krok, ktorego terminal <Id> ma wartosé « oraz wierzchotek «, zamiast
wierzchotek, z ktorym zwigzany terminal <Id > w grafie dowodu ma warto$é a. Do-
datkowo, wykorzystujac jednoznacznosé wartosci terminalu <Id>, bedziemy oznaczaé
tuk taczacy wierzcholki o, ap za pomoca pary uporzadkowanej (aq, as).

W dalszej czesci rozprawy, krotka < Reasoning-Step> reprezentujaca informacje
zawartg w poszczegblnych krokach rozumowania bedzie powiekszana o kolejne ter-
minale. Modyfikacje te beda jednak zachowywaé kolejnosé¢ istniejacych terminali, co
umozliwia wykorzystanie pojecia tuku referencyjnego mimo zmian w opisie krotki.
Ostateczna postaé krotki < Reasoning-Step> zostala sformulowana w Def. 2.1]
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2.2 Luki pierwotnie porzadkujace

Przedstawione do tej pory zaleznosci referencyjne nie opisuja wszystkich mozliwych
zalezno$ci miedzy krokami rozumowania. Konieczne jest bowiem uwzglednienie struk-
tury formut (tab.[2.1]), co wykazemy w tym podrozdziale rozprawy. Formuly zapisane

L contradiction
e not «
ahp a& B
aVvp aor 3
o= 3 « implies f3
a < f o iff 3
3, a ex r st «
Ve for x holds «
Veia B for z st a holds (3

Tablica 2.1: Zapis spojnikow logicznych oraz kwantyfikatorow w jezyku Mizar.

w jezyku Mizar, moga zawieraé¢ identyfikatory zmiennych, ktére wiaza sie z kolejnym
rodzajem zalezno$ci wystepujacej miedzy wierzchotkami grafu dowodu. Zaleznosci
te sg nastepstwem faktu, ze jesli rozwazana w pewnym kroku formula ma zmienne
wolne, to musza ja poprzedza¢ w rozumowaniu kroki wprowadzajace te zmienne.
W celu uproszczenia rozumowania zaktadamy, ze rozwazane skrypty dowodowe nie
posiadaja zarezerwowanych identyfikator6w zmiennych [33]. Zmienne, ktore zostaty
wprowadzone do rozumowania, a wiec zmienne odpowiadajace za wprowadzenie sta-
tej, jak réwniez kwantyfikatora uniwersalnego oraz egzystencjalnego do rozumowania
bedziemy nazywaé zmiennymi ustalonymi lub statymi (ang. dummy variable [39]).

Zauwazmy, ze pominiecie informacji opisujacej porzadek wyznaczony przez zalez-
noéci wynikajace z wykorzystania zmiennych ustalonych moze prowadzi¢ do powsta-
nia wierzchotkéw izolowanych w grafie dowodu. Natrafiamy na taka sytuacje podczas
analizy krokéw rozumowania, ktére odpowiadaja wylacznie za wprowadzanie do ro-
zumowania nowych identyfikatoréw zmiennych ustalonych.

Narzucajacym sie rozwigzaniem tego problemu jest wzbogacenie opisu wierzchotka
w grafie dowodu o terminale umozliwiajgce opis zaleznosci, ktore wynikaja z wprowa-
dzania lub uzywania identyfikatorow zmiennych ustalonych (< Variable-Identifier>).
Rozszerzmy w tym celu opis kroku rozumowania o dwa terminale: liste wprowadzo-
nych w tym kroku do rozumowania nowych identyfikatoréw zmiennych ustalonych
(< Variables-Introduced>) oraz liste identyfikatorow zmiennych ustalonych, ktore sa
zmiennymi wolnymi wykorzystywanych w stwierdzeniu sformutowanym w tym kroku,
ale nie zostaly ustalone w tym kroku (< Variables-Used>).

< Reasoning-Step> = \(\ <Id> \,\ < Labels-Introduced>> \,\ < Labels-Used> \,\

< Variables-Introduced> \,\ < Variables-Used> \)\,
{'< Variable-Identifier>{ , < Variable-Identifier>}*'},
{'< Variable-Identifier>{', < Variable-Identifier>}*'} .
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Niech (ay, LI, LY VE, VY, (ag, LE, LY Vi, VIV) beda wierzchotkami grafu dovsfodli
z interpretacja informacji zawartej w krokach rozumowania w postaci . Woéwcezas
kroki te sa potaczone tukiem nowego rodzaju, jesli Vi N LY # (. Takie tuki bedziemy
nazwaé tukami pierwotnie porzqdkujgcymi.

< Variables-Introduced 0

< Variables-Used

>=10|
~ \w\l\

21



for Kbe Field st 1.K <> —-1.K holds K is Fanoian
proof

a: let K be Field;
0: assume Al: 1.K <> -1.K;
v: A2:1.K+1.K<>0.KbyAl, VECTSP_1: 63;
0: assume A3: not K is Fanoian;
€: consider a be Element of K such that
Ad: a+a=0.Kand A5: a <> 0.K by A3, VECTSP_1: def 30;
C: A6: a=a* 1.Kby VECTSP_1: def 13;
n: A7: 0.K=a * (1.K+1.K) by A4, A6, VECTSP_1: def 18;
0: thus contradiction by A2, A5, A7, VECTSP_1: 44;

end;

Wydruk 2.6: Dowdd faktu, ze dowolne cialo posiadajace dwa rozne elementy 1, —1,
nie jest charakterystyki 2.

o . .

PESUR XTSI .

- KE : ‘ A3 Y
» Y % (e
Al K a-l - a:
4 : o »
< ) {A7}’ {A47 A6}7 y
ROV RUSII woat @“’ {A46},0,0,{a, K}) |
SRR
0,0)

(<Id>, <Labels-Introduced> , < Labels-Used>
< Variables-Introduced> , < Variables-Used> )

Rysunek 2.7: Graf dowodu dla rozumowania przedstawionego na wydruku

W celu zilustrowania rodzin tukéw referencyjnych oraz pierwotnie porzadkuja-
cych w grafie dowodu, rozwazmy rozumowanie przedstawione na wydruku po-
chodzace z artykutlu [67], ktorego struktura przy interpretacji informacji zawartej
w wierzchotku w postaci jest przedstawiona na rys. [2.7] (wykorzystujemy tam
oznaczenia 1.K, -1.K, 0.K na elementy 1, —1, O ciala K odpowiednio). Naturalnie
graf dowodu nie zawiera tukdéw wielokrotnych, a tuki nie sg etykietowane. Uzyte opisy
maja na celu jedynie utatwienie identyfikacji tukow oraz wyrdznienie tych sposrod
nich, ktore sg jednoczesnie referencyjne i pierwotnie porzadkujgce. Opisy nad tukami
przedstawiaja odpowiednio wspélne elementy odpowiednich list < Labels-Introduced>,
< Labels-Used>, w przypadku tukéw referencyjnych oznaczanych ciagla strzatka oraz
list < Variables-Introduced>, < Variables-Used>, w przypadku tukéw pierwotnie po-
rzadkujacych oznaczanych wykropkowang strzatka.
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2.3 Szkielet rozumowania jako szczegdélny rodzaj in-
formacji porzadkujacych

Niektore dowody w systemie naturalnej dedukcji maja pewna ustalong strukture, np.
zeby udowodni¢ twierdzenie uniwersalne zwykle najpierw wprowadza sie zmienng
reprezentujaca dowolny element, a potem co§ na temat tego elementu sie dowodzi.
Charakterystyczng cechg takiej struktury jest to, ze pewne kroki musza nastapic¢
przed innymi. Kolejnosé ta czesto nie jest powiazana z dotychczas wprowadzonymi
rodzajami tukoéw. Dlatego potrzebne jest wprowadzenie tzw. tukéw szkieletowych
do naszego modelu grafu dowodu. Szkielet jest zatem czescia rozumowania, ktora
ustala strukture dowodu (szkielet rozumowania przedstawionego na wydruku
jest wyznaczony przez kroki «, 3, J, 6). Poszczegolne jego elementy, nazywane da-
lej <Skeleton-Step>, odpowiadaja za wprowadzenie do rozumowania uniwersalnego
oraz egzystencjalnego kwantyfikatora, eliminacje implikacji, w tym rozpoczecie rozu-
mowania nie wprost, oraz stwierdzanie tezy. Dodatkowo, do opisanych powyzej czte-
rech rodzajow < Skeleton-Step> (por. tab. nalezy doda¢ kroki odpowiadajace za
rozpoczecie rozumowania prowadzonego przez przypadki oraz kroki rozpoczynajace
poszczegodlne przypadki. Poniewaz kazde rozumowanie prowadzone przez przypadki
moze zosta¢ sformulowane w postaci ciggu zagniezdzonych podrozumowari uzasadnia-
jacych poszczegolne przypadki (tak jak zostato to zrobione w przypadku rozumowania
przedstawionego na wydruku [2.11). Bedziemy zakladaé, ze rozumowania rozwazane
w tej rozprawie nie wykorzystuja krokéw umozliwiajacych prowadzenie rozumowan
przez przypadKki.

Rozwazmy kilka mozliwych konstrukeji szkieletu rozumowania uzasadniajacego
zawieranie sie dwoch relacji R, S, gdzie predykat c= opisuje relacje zawierania C,
natomiast wyrazenie [x,y] odpowiada parze uporzadkowanej (z,y). Przytoczone

a)Rc=S5S b)Rc=S5S ¢)Rc=S$S
proof proof proof
let x be set; let x be set; let x, y be set;
assume x in R; assume x in R; assume [xX,y] in R;
< Reasoning> assume not x in S; < Reasoning>
thus x in S; < Reasoning> thus [x,y] in S;
end; thus contradiction; end;
end;
d)Rc=5 e)Rc=S
proof proof
let x be set; assume ex x, y be set st
assume ex y be set st [x,y] in R& not [x,y] in S;
[x,y] in R& not [x,y] in S; < Reasoning>
< Reasoning> thus contradiction;
thus contradiction; end;
end ;

Rysunek 2.8: Wybrane konstrukcje szkieletu rozumowania uzasadniajacego zawiera-
nie RCS.

warianty szkieletow rozumowania (rys. prezentuja woéwczas wybrane poprawnie
zbudowane szkielety dowodéw uzasadniajacych formule RCS. Dwa pierwsze szkielety
a), b) odpowiadaja strukturom dowodu wykorzystujacym jedynie definicje predykatu
zawierania zbiorow. Aby wykorzysta¢ wlasnosci, ze R jest relacja (S nie musi by¢

23



relacja), niezbedne jest umieszczenie w §rodowisku redefinicji predykatu zawierania,
opisujacej przypadek zawierania sie zbioru bedacego relacja w dowolnym zbiorze,
wraz z niezbednymi notacjami, umozliwiajacymi sformutowanie szkieletu w trzech
pozostalych postaciach (c), d), e)). Wprowadzenie tej redefinicji oraz odpowiednich
notacji do §rodowiska skryptu dowodowego uniemozliwia jednak dostep do rozwiniecia
definicyjnego predykatu zawierania sformutowanego dla zbioréw, odkad weryfikator
systemu Mizar na podstawie informacji zawartych w §rodowisku oraz skrypcie dowo-
dowym moze wywnioskowaé, ze R jest relacja. Tym samym szkielety zaproponowane
w przypadkach a), b) staja sie niepoprawne dla weryfikatora tego systemu.

Szczegolnym zbiorem informacji zawartym w $rodowisku, ktore weryfikator sys-
temu Mizar wykorzystuje w procesie wnioskowania sa rejestracje [33]. Jest to lista
stwierdzen, ktére w danym srodowisku sg uznane za oczywiste i sa domy$lnie wy-
korzystywane m.in. do uzasadnienia kazdego kroku. Taka rejestracja moze by¢ np.
stwierdzenie, ze zbiér pusty jest relacja, ktéra wplywa na szkielet uzasadnienia za-
wierania ) c= S.

Wyznaczenie kolejnosci krokow rozumowania < Skeleton-Step> w ogoélnym przy-
padku wymaga wiec bardzo szczegbétowej analizy zasobow Srodowiska skryptéw dowo-
dowych lub wykorzystania modutu Reasoner, ktéry weryfikuje poprawno$¢ zbudowa-
nego szkieletu. Modut ten musiatby jednak sprawdzi¢ poprawnosé wszystkich mozli-
wych linearyzacji podgrafu dowodu indukowanego przez kroki rodzaju
< Skeleton-Step>, ktorych liczba moze by¢ bliska liczbie permutacji zbioru tych kro-
kow. Rozsadnym wydaje sie zatem przechowywanie informacji o kolejnosci krokéow
< Skeleton-Step> w opisie rozumowania, za pomoca dodatkowego terminalu:

< Skeleton-Predecessor> = "0 | ‘{ <Id>"}". (2.5)

Terminal <Skeleton-Predecessor> w wierzchotku as ma warto$¢ {a;} wtedy i tylko
wtedy, gdy oba kroki a;, s sa rodzaju < Skeleton-Step>, krok «; jest poprzednikiem
kroku as w rozumowaniu oraz nie istnieje krok w zlinearyzowanym rozumowaniu
rodzaju <Skeleton-Step> znajdujacy sie miedzy o oraz as.

(3, (41,00, (), {a}> {f o 3}’@’®’{K}’T“{"“ Hﬁﬁ]& e

[A : ' N K: 2 "1 . a :

(a2 parp 0,5y, 0) ¢ GHEEH G AT e

WW

(<Id>, <Labels-Introduced> , < Labels-Used>
< Variables-Introduced> , < Variables-Used> ,
< Skeleton-Predecessor> )

—

Rysunek 2.9: Graf dowodu przedstawiony na rys. wzbogacony o tuki szkieletowe
oznaczone strzatkami kreskowanymi.
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Lukiem szkieletowym bedziemy nazywaé pare (aq, az) wtedy i tylko wtedy, gdy
ay jest elementem zbioru, ktéry jest wartoscia terminalu < Skeleton-Predecessor>
w krotce opisujacej krok as (w przykladzie rys. sa to trzy tuki (o, ), (8,9),
(6,0), zob. rys. 2.9). Dodatkowo wierzcholki, ktére odpowiadaja krokom rodzaju
< Skeleton-Step>, bedziemy czesto nazywaé szkieletowymi.

YLuki szkieletowe, podobnie jak tuki pierwotnie porzadkujace, okredlaja warunki
narzucone na porzadek linearyzacji grafu dowodu. Ze wzgledu na podobny charakter
informacji zwigzany z tymi tukami, definiujemy nowa rodzine tukéw w grafie dowodu,
powstala z potaczenia dwoch rodzin: rodziny tukéw szkieletowych oraz rodziny tukéw
pierwotnie porzadkujacych, ktérej elementy bedziemy nazywaé tukami porzqdkujg-
cymi. Podobnie definiujemy rodzine hukéw w grafie dowodu powstala z polaczenia
dwoch rodzin: rodziny tukéw referencyjnych oraz rodziny tukéw porzadkujacych, kto-
rej elementy bedziemy nazywacé {ukami argumentujgcyms.

2.4 Pozostale tuki porzadkujace

Ostatnim rodzajem informacji, ktéry mozna opisa¢ za pomoca tukow porzadkujacych,
s zaleznosci wynikajace z mozliwoéci nadpisywania wprowadzonych identyfikatorow
zmiennych ustalonych oraz etykiet. Naturalnie wystarczajacym rozwiazaniem tego
problemu jest rozszerzenie rodziny tukéw porzadkujacych o tuki opisujace zaleznosé
miedzy kazdym wierzchotkiem, w ktorym zostal wykorzystany identyfikator przed
nadpisaniem, a wierzchotkiem w ktérym ten identyfikator zostal nadpisany. Takie
rozwigzanie nie generuje skierowanych cykli w powstalym grafie dowodu, aczkolwiek
ze wzgledu na istnienie w systemie Mizar programéw pomocniczych dokonujacych
a—konwersji [58], ktore eliminuja problemy nadpisywania, bedziemy zawsze zakladac,
ze w rozwazanych rozumowaniach nie wystepuja problemy zwigzane z nadpisywaniem
identyfikatoréw.

2.5 Metakrawedzie

Przedstawiane powyzej przyktady stuzace opisaniu zaleznosci wystepujacych w grafie
dowodu, posiadaly zawsze ,ptaskie”, czy tez ,,jednopoziome” rozumowanie. W celu
zilustrowania struktury dowodéw, w ktérych rozumowanie jest prowadzone na kliku
poziomach zagniezdzenia, rozwazmy jeden z mozliwych dowodéw ,regulty pijacego”
[70, 97] zapisany w jezyku Mizar (wydruk R.11). W strukturze tego rozumowania
mozemy odnalezé trzy poziomy zagniezdzenia: zerowy, zbudowany wylacznie z kroku
«; pierwszy, z krokow (3, 1, v oraz drugi, zawierajacy pozostale kroki (rys. .

Zauwazmy, ze zadna ze zgromadzonych dotad informacji w grafie dowodu nie
charakteryzuje zwigzku miedzy wierzchotkami, ktére znajduja sie na tym samym
poziomie zagniezdzenia w rozumowaniu. Dodatkowo, nie odnajdziemy zadnych za-
lezno$ci miedzy wierzchotkiem, ktérego uzasadnienie opiera sie o zagniezdzone pod-
rozumowanie, a wierzchotkami odpowiadajacymi krokom tego podrozumowania (np.
miedzy krokiem (3, a ktorymkolwiek z posrod v, 4, €, ¢, n, ).

Wykorzystujac pojecia zwigzane z drzewem skierowanym, mozemy uniknaé¢ utraty
tego rodzaju informacji zawartych w rozumowaniu, wzbogacajac krotke opisujaca
kroki dowodu. Naturalnym wydaje sie przechowywanie informacji o tym aspekcie
struktury dowodu w postaci drzewa skierowanego, w ktérym uzasadnione stwierdze-
nie odpowiada korzeniowi drzewa, natomiast kolejne poziomy zagniezdzenia odpo-
wiadaja ,warstwom” drzewa, zbudowanym z wierzchotkéw o tej samej odleglosci
od korzenia. Precyzujac, zbiér nastepnikéw wierzchotka v odpowiada zbiorowi kro-
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kéw podrozumowania, ktére stanowi zagniezdzone podrozumowanie uzasadniajace
poprawno$¢ stwierdzenia sformutowanego w kroku v.

Skonstruowana w ten sposéb nowa rodzina tukéw ma zupelnie inne znaczenie
w strukturze grafu dowodu niz rodziny tukow referencyjnych oraz tukow porzadkuja-
cych. Opisuje ona wylacznie zaleznosci miedzy kolejnymi poziomami zagniezdzenia.
Dla odroéznienia tej relacji w strukturze grafu dowodu, tuki tego drzewa bedziemy
nazywali metakrawedziami.

Analizujac wlasnosci, ktorymi odznacza sie powstata struktura tukéw oraz meta-
krawedzi, mozemy zauwazy¢, ze wyboér orientacji metakrawedzi od korzenia do lici
prowadzi do komplikacji w opisie interesujacych nas wtasnoéci. W celu zilustrowa-
nia tego problemu, rozwazmy sytuacje niedozwolong w dowodzie matematycznym
(rys. [2.10), w ktorej stwierdzenie ay wynikajace z oy jest wykorzystywane w uza-
sadnieniu np. formuty §; nalezacej do podrozumowania, zbudowanego ze stwierdzen
b1, 02, ..., 0, stanowiacego zagniezdzone uzasadnienie formuly «;. Chcieliby$my,

(o) T\
a2 )

| [ o )—»\

/\ /\/ \ N \
ﬁl ) ﬁz P2 \ 3 , """" (\5:/) """" \n/

Rysunek 2.10: Przyktad niepoprawnego rozumowania, ktore nie generuje cyklu skie-
rowanego, jezeli metakrawedzie prowadza od korzenia drzewa do jego lisci. Metakra-
wedzie s tutaj reprezentowane przez strzatki postaci —

aby taka sytuacja, w ktérej wniosek z kroku a; zostat wykorzystany w uzasadnieniu
tego kroku, wigzala sie z powstaniem cyklu skierowanego, tak jak mialo to miejsce
w grafie referencji. Mozemy uzyska¢ ten warunek, zmieniajgc orientacje metakrawe-
dzi, tak aby prowadzily one od lisci do korzeni. Nowa rodzina metakrawedzi wraz
ze zbiorem wierzcholkow tworzy wowczas skierowane drzewo o odwroconej orientacji
(ang. arborescent directed graph).

Informacje o rodzinie metakrawedzi bedziemy przechowywaé w opisie kroku ro-
zumowania < Reasonings-Step> w oparciu o dodatkowy terminal

< Justified-Statement> = ‘0" | \{" <Id>"}". (2.6)

Terminal < Justified-Statement> w wierzcholtku s przyjmuje warto$¢ {a;} wtedy
i tylko wtedy, gdy uzasadnienie kroku oy opiera si¢ o zagniezdzone podrozumowanie
zawierajace krok ay. W rozwazanym przykladzie (wydruk , wartos§¢ terminala
< Justified-Statement> zwigzanego z wierzchotkiem « jest zbiorem pustym, w wierz-
chotkach 3, ¢, v ma wartos¢ {a}, a w wierzcholtkach v, 4, €, ¢, n, 8 oraz &, A\, u ma
odpowiednio wartos¢ {3} oraz {.}.

Opisujac strukture dowodéw formalnych, niejednokrotnie rozwazamy strukture
konkretnego rozumowania z pominieciem zawartych w nim zagniezdzonych podrozu-
mowarn. Wynika to z faktu, ze proces odtworzenia koncepcji analizowanego dowodu
mozemy naturalnie podzieli¢ ze wzgledu na kolejne ,,jednopoziomowe” rozumowania,
ktore stanowia zagniezdzone uzasadnienia pojedynczych krokéw dowodu lub ,zerowy
poziom” rozumowania. Mozemy bowiem najpierw rozwazy¢ zerowy poziom dowodu,
z pominieciem zagniezdzonych podrozumowan, ktére stanowia uzasadnienia wybra-
nych krokéw tego dowodu. W drugim ,kroku” mozemy woéwczas analizowa¢ wytacznie
podrozumowania zawarte w pominietych uzasadnieniach. Naturalnie, jezeli w ktéryms
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podrozumowaniu istnialty kroki, ktérych uzasadnienie opierato sie o dowdd, to ich ana-
liza zostanie wykonana w kolejnym ,kroku”, itd. Jednopoziomowe rozumowania odpo-
wiadaja wiec rodzinom krokéw dowodu, ktére posiadaja wspolng wartosé terminalu
< Justified-Statement>. W dalszej czesci rozprawy, jednopoziomowe rozumowanie be-
dziemy nazywaé rozumowaniami pierwotnymi. W rodzinie rozumowan pierwotnych
okre§lamy relacje bycia rozumowaniem nadrzednym. Rozumowanie pierwotne R; be-
dziemy nazywaé bezposrednio nadrzednym wzgledem rozumowania pierwotnego Ro,
jesli Ry jest zagniezdzonym podrozumowaniem uzasadniajacym wybrany krok z R;
(rozumowanie pierwotne zbudowane z kroku «, przedstawione na rys. jest bezpo-
Srednio nadrzedne wzgledem rozumowania pierwotnego zbudowanego z wierzchotkéow
B, ¢, v). Relacja nadrzednosci jest wowczas domkniecie zwrotno—przechodnie relacji
bezposredniej nadrzednosci. Podobnie rozumowanie pierwotne Ry bedziemy nazywad
podrzednym wzgledem rozumowania pierwotnego R, je§li Ry jest nadrzedne wzgle-
dem RQ.

ex x st (P[x] implies for y holds P[y])

proof

Al: (ex x st not P[x]) implies thesis

proof

~: assume A2: ex x st not P[x] ;
d: consider a such that A3: not P[a] by A2;
€: take aj;
¢: assume A4: P[al;
n: A5: contradiction by A3, A4;
0: thus for y holds P[y] by A5;
end;
A6: (for x holds P[x]) implies thesis
proof
K: assume A7: for x holds P[x];
A take b=the set;
18 thus P [b] implies for y holds P[y] by A7;
end;
thus thesis by A1, A6;
end;

Wydruk 2.11: Dowéd ,reguly pijacego”, ktora stwierdza, ze w kazdej grupie ludzi
mozna wskazaé jedna osobe taka, ze jezeli ta osoba pije, to wszyscy pija.

2.6 Graf dowodu

Przedstawiona powyzej konstrukcja opisu informacji zawartej w poszczegblnych kro-
kach rozumowania dostarcza dostatecznej liczby zaleznosci wystepujacych miedzy
krokami rozumowania, ktére umozliwiaja odtworzenie grafu dowodu (badania wyko-
rzystujace przedstawiony opis informacji zostaly przedstawione w sekcji . Osta-
teczna forma opisu informacji zawartej w krokach rozumowania ma postac:

<Reasoning—5tep>:\ <\ <lId> \,\ < Labels-Introduced> \,\ < Labels-Used> \,\
< Variables-Introduced> ", < Variables-Used>",  (2.7)
< Skeleton-Predecessor>", < Justified-Statement> \>\.
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Naturalnie krotke te mozemy zastosowa¢ do opisu informacji zawartej w kazdym po-
prawnie zbudowanym kroku dowodu w systemie Mizar (tab. [D.1). Na jej podstawie
formutujemy definicje grafu dowodu.

Definicja 2.1. Niech D bedzie rozumowaniem zapisanym w uproszczonej sktadni sys-
temu Mizar (tab. , poprawnym dla weryfikatora tego systemu, V' zbiorem krotek
<Reasoning-Step > opisujgcych kroki rozumowania D, zas A,M C V x V podzbio-
rami zbioru wszystkich par krotek. Uporzqdkowang tréjke B = (V, A, M) bedziemy
nazywaé grafem dowodu D wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych dwdch krotek
v1 = (o, LI, LY VI, VY, SP, JS1), va = (ao, LL, LY VL . VY, SPy, JS5) ze zbioru
V', spetnione sqg warunki:

1. (v,v) € A= (LINLY Z0VVINVY A0V € SPy),
2. (v1,v3) € M <= a1 € JSs.

W grafie dowodu B = (V, A, M) tuki ze zbioru A odpowiadaja tukom argumen-
tujacym, zas tuki ze zbioru M metakrawedziom.

Definicja 2.2. Uporzqdkowang trajke B = (V, A, M) bedziemy nazywaé konstruk-
tywnym grafem dowodu, jesli istnieje poprawne dla weryfikatora systemu Mizar ro-
zumowanie D zapisane w uproszczonej sktadni tego systemu (tab. , dla ktorego
B jest grafem dowodu D.

Wprowadzmy oznaczenia pomocnicze Do = (V, A), Metay = (V, M). Z konstruk-
cji grafu dowodu, uzyskujemy dwa ponizsze stwierdzenia.

Stwierdzenie 2.3. Niech P = (V, A, M) bedzie konstruktywnym grafem dowodu.
Para (V,AU M) jest acyklicznym digrafem, w ktdrym dopuszczalne sq pétcykle, na-
tomiast para (V, M) jest lasem dendroidéw.

Stwierdzenie 2.4. Jezeli (v,u) jest Dy —tukiem konstruktywnego grafu dowodu B,
to kazdy nastepnik wierzchotka v w Metasy, jest osiggalny z u w Metasgy 4 jest rézZny
od u.

Dowdd. Niech (u,v) bedzie Dyp—tukiem konstruktywnego grafu dowodu . Oznaczmy
przez py, p, poziomy zagniezdzenia w lesie Metasg, dla ktorych u € ,‘Jﬁeta%‘, v E
S)JTeta%’ oraz niech R,, R, beda rozumowaniami pierwotnymi zawierajacymi kroki
u, v odpowiednio. Zauwazmy, ze niezaleznie, czy w u zostalo uzasadnione stwier-
dzenie, czy tez zostaly wprowadzone nowe zmienne ustalone do rozumowania, zadna
z tych informacji nie moze by¢ wykorzystana w rozumowaniu pierwotnym, ktore jest
jednoczesnie nadrzedne wzgledem R, i r6znym od R,. Stad p, > p,. Przypadek p, =
0 jest oczywisty, poniewaz v jako korzen nie posiada zadnego nastepnika w DMetasy.
Zalézmy wiec, ze p, > 0 oraz niech v — w. Rozumowanie R, jest wowczas

NMetayp
nadrzedne wzgledem R, oraz R, # R,, gdzie R, oznacza rozumowanie pierwotne
zawierajace wierzchotek w. Stad ostatecznie v_— *w oraz v # w. 0
Metasy

Wtasnosci konstruktywnego grafu dowodu sformutowane w Stw. 2.3] 24} charak-
teryzuja podstawowe oczekiwania, stawiane przed poprawnie zbudowanym dowodem
w systemie naturalnej dedukeji G. Gentzena, S. Jaskowskiego [30, 40, [66]. Wlasnosci
te umozliwiaja zdefiniowanie struktury abstrakcyjnego grafu dowodu, wyrazonej wy-
tacznie w terminach digraféw. Pokazemy w twierdzeniu [2.17] ze kazdy abstrakcyjny
graf dowodu P, w ktérym rodzina wierzchotkow szkieletowych spelnia dodatkowa
zalezno$¢ wynikajaca z syntaktyki systemu Mizar, jest konstruktywny.
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Definicja 2.5. Abstrakcyjnym grafem dowodu B = (V(B), A(B), M(R)) nazy-
wamy uporzgdkowang trojke zbioréw, niepustego zbioru V(P) oraz dwich podzbioréw
AB), M(B) C V(B) x V(B) zbioru wszystkich uporzedkowanych par, spetniajgca
zaleznosci:

1. digraf Metag = (V(P), M(B)) jest lasem dendroidow,

2. kazdy tuk (u,v) w digrafie dowodu Dg = (V(B), A(B)) spetnia warunek: kazdy
nastepnik u w lesie Metay jest osiggalny z v w lesie Metasy 1 jednoczesnie
rézny od v,

3. digraf & = (V(P), AP) UM(RB)) jest acykliczny.

Z warunku Def. 2.5]2° uzyskujemy natychmiast, ze zbiory A(B), M () sa rozta-
czne. Dodatkowo ze stwierdzeri uzyskujemy nastepujacy lemat.

Lemat 2.6. Konstruktywny graf dowodu jest abstrakcyjnym grafem dowodu.

Niech v; = <al7 L{7 Llljv ‘/117 ‘/1U7 SPla JSl>7 Vg = <012, Léa L2U7 ‘/217 ‘/QUa SPQv JSQ>
oraz v1,ve € V. W rodzinie A(P)-tukéw konstruktywnego grafu dowodu 3 zostaty
wyréznione podczas konstrukcji cztery rodzaje tukéw o szczegdlnym znaczeniu:

o (v1,v7) jest tukiem referencyjnym wtedy i tylko wtedy, gdy LI N LY # 0,

o (v1,v2) jest tukiem pierwotnie porzadkujacym wtedy i tylko wtedy, gdy Vi N
vy #0,

o (v1,v3) jest tukiem szkieletowym wtedy i tylko wtedy, gdy «; € JSa,

e (v1,v2) jest tukiem porzadkujacym wtedy i tylko wtedy, gdy (v1,v2) jest pier-
wotnie porzadkujacym lub szkieletowym,

Zdefiniujmy teraz odpowiedniki tych rodzin w digrafie Dy abstrakcyjnego grafu do-
wodu ‘B, nadajac im analogiczne nazwy.

Definicja 2.7. Niech B bedzie abstrakcyjnym grafem dowodu. W rodzinie
A(PB)—tukow wyrdzniamy podrodziny: Refy, Ordg, Skely, Ordy spetniajgce wa-
runki Refy U Ordy = A(B), Ordy = Skelp U Ordg. Elementy rodzin Refgy,

(’)rdg, Skelyp, Ordy bedziemy nazywac odpowiednio tukami referencyjnymi, pierwot-
nie porzadkujacymi, szkieletowymi, porzadkujacymi.

Wprowadzmy oznaczenia dwoch graféw: grafu referencyjnego Ry = (V(), Re fy)
i grafu pierwotnie porzadkujacego Op = (V(B), Ord§>, a takze dla zbioru wierzchot-
kow szkieletowych Gy = {v € V(B) : Jyev(p) (v, w) € Skelyp V (w,v) € Skelyp}.

Wykorzystanie konstrukcji then w procesie poprawy czytelnosci skutkuje powsta-
niem jeszcze jednej waznej podrodziny Refy—tukéw. Z syntaktyki jezyka Mizar wy-
nika bowiem, ze nie kazda informacja zwiazana Re fq—tukiem (a1, ag) moze zostaé
przekazana miedzy wierzchotkami oy, a as za pomoca konstrukeji then, nawet jesli
kroki te wystepuja bezposrednio po sobie w zlinearyzowanym dowodzie. W rozumo-
waniu moga bowiem istnie¢ kroki, ktére nie moga wykorzystywaé konstrukcji then
jako metody pobrania informacji z poprzedzajacego kroku w zadnej linearyzacji (np.
krok uzasadniony w oparciu o schemat) oraz kroki, z ktérymi zwiazana informa-
cja nie moze zosta¢ przekazana do kolejnego kroku w zadnej linearyzacji za pomoca
konstrukeji then (np. krok wprowadzajacy zmienne do rozumowania). Wybrane tuki
referencyjne abstrakcyjnego grafu dowodu ‘B, ktoére moga by¢ zastapione konstruk-
cja then bedziemy nazywali then—{ukami, a przez theny bedziemy oznacza¢ rodzine
wszystkich then—tukéw.
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W dalszych rozwazaniach w celu uniezaleznienia badan nad strukturg abstrakcy;j-
nych graféw dowodu od kontekstu systemu Mizar, rozwazajac rodzing thenyp—tukéw,
bedziemy o niej zakladac jedynie, ze theny C Refq. Wplyw kontekstu systemu Mi-
zar bedzie rozwazany jedynie w podrozdziale [f.3] Rozwazanie ogélnego przypadku,
jak réwniez ograniczonej instancji, w ktorej theny jest zbiorem jedynie tych tukow
referencyjnych, ktérych poczatki nie sa poczatkami zadnych tukéw porzadkujacych:

theny C {vu:vu € Refy AVyeypepyvw € Ordyp} (2.8)

umozliwi bowiem przedstawienie wplywu syntaktyki systemu Mizar na ztozonosé
problemu optymalizacji jednego ze wskaznikéw czytelnosci.

Wprowadzimy teraz odpowiedniki poje¢ poziomu zagniezdzenia oraz rozumowa-
nia pierwotnego, wywodzace sie z konstruktywnego grafu dowodu, zaadoptowane do
abstrakcyjnego grafu dowodu.

Definicja 2.8. Niech P bedzie abstrakcyjnym grafem dowodu, wéwczas n—tym po-
ziomem zagniezdzenia w P bedziemy nazywac podgraf digrafu D indukowany wierz-
chotkowo przez n-tego poziomu zagniezdzenia lasu dendroidow Metasy, @qglmemn .

by

Definicja 2.9. Niech P bedzie abstrakcyjnym grafem dowodu. Rozumowaniem pier-
wotnym w ‘B, bedziemy nazywaé kazdy podgraf G digrafu Dy spetniajgcy jeden
z dwdch warunkow:

o (G jest zerowym poziomem zagniezdzenia,

o istnieje wierzchotek v € V(Dy), dla ktdrego G =Dy - (.
Wletac_p

Dodatkowo, symbolem RP('B) bedziemy oznaczaé rodzine wszystkich rozumowar pier-

wotnych w P.

W celu zilustrowania wprowadzonych poje¢ rozwazmy dowod ,reguly pijacego”
(wydruk oraz graf dowodu wygenerowany na jego podstawie (rys. , gdzie
tuki ciggle odpowiadaja tukom referencyjnym, wykropkowane — pierwotnie porzad-
kujacym, kreskowane — szkieletowym, — — metakrawedziom, a rodziny wierzchotkéw
otoczone kreska przerywang — rozumowaniom pierwotnym.

Analizujac polozenie rozumowan pierwotnych wzgledem poziomoéw zagniezdzenia,
stwierdzamy ze kazdy poziom zagniezdzenia zawiera co najmniej jedno rozumowanie
pierwotne. W szczegdlnosci drugi poziom zagniezdzenia (rys. zawiera dwa ro-
zumowania pierwotne w postaci dwoch spojnych podgraféw. W ogélnym przypadku,
nieoptacalnym jest jednak interpretowanie pojecia rozumowania pierwotnego w ter-
minach maksymalnych (w sensie zawierania) spéjnych podgrafow. Istnienie referencji
miedzy réznymi poziomami zagniezdzenia umozliwia bowiem ,niewidoczny” przeptyw
informacji miedzy wierzchotkami. Niech bowiem a1, as beda dwoma wierzchotkami
z ustalonego rozumowania pierwotnego 2. Wowczas, jezeli istnieje podrozumowanie
B uzasadniajace stwierdzenie zwigzane z wierzchotkiem «y oraz istnieje wierzchotek
[ nalezacy do B, ktéry wykorzystuje w uzasadnieniu stwierdzenie zwigzane z wierz-
cholkiem oy lub identyfikator wprowadzony do rozumowania w tym wierzcholku, to
informacja o tej zalezno$ci (miedzy a; a as) nie bedzie przechowywana w digrafie 2L.
Ponadto, sktadnia systemu Mizar nie dopuszcza istnienia tukéw referencyjnych tacza-
cych wierzchotki tego rodzaju. Wzbogacenie struktury abstrakcyjnego grafu dowodu
o ten rodzaj informacji, umozliwia jednak analizowanie wyniklego digrafu w oparciu
o zawarte w nim rozumowania pierwotne. Wprowadzmy wiec operator wzbogacajacy
strukture o omoéwiony rodzaj informacji.
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Rysunek 2.12: Abstrakcyjny graf dowodu opisujacy rozumowanie zawarte w dowodzie
,reguly pijacego” (wydruk [2.11)).

Definicja 2.10. Niech B bedzie abstrakcyjnym grafem dowodu. Mdowimy, Ze ‘f3 =
(V(R), A(B), M(B)) jest domknieciem abstrakcyjnego dowodu B wiedy i tylko wiedy,
gdy:

(1n,w) € ACR) <= (ww) € AR, 3w € V@A > ooy “w)

(2.9)

W tym momencie oczywistym powinien by¢ nastepujacy fakt.

Lemat 2.11. Domkniecie abstrakcyjnego grafu dowodu jest abstrakcyjnym grafem
dowodu.

W powstalym abstrakcyjnym grafie dowodu 53 definiujemy rodziny Ref T Ordq?,
P ~ ~
Ord%, Skelq}, thenm.

Definicja 2.12. Niech B bedzie abstrakcyjnym grafem dowodu. Wowczas:

(u,w)€R6f§<:>(u,w)€Refm (( )u,wte)/\
( El(m)(u ,v)ERefyp /\um;m *w)),
(u, w) G(’)Td;ﬁ (u,w)€Ordy V (( )u,wEQl)
3 (u,v)€O0rdyp ANu — *w)),
N ( V<¢ A A (2.10)
(u,w)e(’)rd‘g;} (ww)e(’)rdm\/((meRﬂp( )u,wte)/\
(vegl(q})(u v)eOrdm u ;;p *w)),
Skelg = Skely,
thenq~3 = themny.
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Wtasno$ci domkniecia abstrakcyjnego grafu dowodu ‘J~3 umozliwiaja sformutowa-
nie dodatkowych wtasnosci B. Pomijajac przypadki rozumowan, ktére sa prowadzone
przez przypadki, mozemy stwierdzi¢, ze w rozumowaniu pierwotnym z B, dla kaz-
dego kroku rozumowania, ktory jest wykorzystywany przy uzasadnieniu dowodzonego
faktu, mozemy wskaza¢ co najmniej jeden krok szkieletowy w 3, ktory jest osiagalny
z tego kroku. Jesli wiec istnieje krok, z ktorego zaden krok szkieletowy nie jest osia-
galny, to jego usuniecie nie ma wplywu na poprawno$¢ rozumowania. Uwzgledniajac
dodatkowo fakt, ze tuki szkieletowe (jezeli istnieja) tworza skierowana droge laczaca
wszystkie wierzchotki szkieletowe wystepujace w obrebie ustalonego rozumowania
pierwotnego uzyskujemy ponizsza obserwacje.

Obserwacja 2.13. Niech B bedzie abstrakcyjnym grafem dowodu opisujgcym struk-
ture poprawnego dowodu w systemie Mizar. Jezeli domkniecie P posiada rozumowa-
nie pierwotne zawierajgce co najmniej dwa ujscia, tzn. wierzchotki nie posiadajgce
nastgpnika, to dowdd ten posiada krok, ktérego usuniecie nie wptywa na poprawnosé
rozumowania. Ponadto kazde rozumowanie pierwotne w P zawiera doktadnie jeden
maksymalny (w sensie zawierania) spdjny podgraf, ktdry jest konieczny do uzasadnie-
nia dowodzonego stwierdzenia.

2.7 Konstruktywnosé abstrakcyjnego grafu dowodu

W przedstawionych dotad rozwazaniach, omawiajac strukture abstrakcyjnego grafu
dowodu ograniczaliémy sie do tych grafow, ktére odpowiadajag konstruktywnym gra-
fom dowodu. W obecnym podrozdziale wskazemy podrodzine abstrakcyjnych grafow
dowodu, dla ktérej mozliwe jest podanie konstrukcji dowodéw akceptowalnych przez
weryfikator systemu Mizar. Dodatkowo wskazemy spos6b modyfikacji skryptow dowo-
dowych, tak aby uzyskane rozumowania posiadaly strukture grafu dowodu nalezaca
do tej rodziny, przy zachowaniu ich poprawno$ci wzgledem weryfikatora systemu Mi-
zar.

Wprowadzmy oznaczenie £5 = {v € V(P) : g@)(v #w = ﬁ(wm—; *v))}
we cetasp

na zbior lisci lasu Metasy (przypomnijmy, ze Metagp jest lasem drzew skierowanych
o odwrdconej orientacji). Zanim zaczniemy podawaé¢ warunki dostateczne dla kon-
struowalno$ci rozumowania, zauwazmy najpierw, ze sktadnia systemu Mizar narzuca
warunki na rodziny Refgy, Ordgflukéw.

Obserwacja 2.14. Niech P bedzie konstruktywnym grafem dowodu. Wowczas:

1. kazdy krok wprowadzajgcy zmienng ustalong do rozumowania nie moze byé uza-

sadniany za pomocq zagniezdzonego dowodu ( v v € L),
(vl,vz)EOrdg

2. uzasadnienie kazdego kroku w rozumowaniu wykorzystuje albo liste referencyi

<Justified-Statement >, albo zagniezdzony dowdd ( \4 vo € L)
('Ul,UQ)EREqu

Warunki te narzucaja réwniez zaleznoéci miedzy digrafem Dy a lasem Metagp
w konstruktywnym grafie dowodu B. Ustalmy bowiem A(P)-tuk (v, vs) oraz za-
tozmy, ze vo ¢ L. Wowcezas na mocy Obs. 2° wnioskujemy, ze (v1,v2) € Ordsp.
Stad jezeli dodatkowo zalozymy, ze v1 ¢ L, to wykorzystujac Obs. 1O stwier-
dzamy, 7e (vi,v2) € Skelgp \ Ordg. W konsekwencji A()-tuki taczace wierzchotki
niebedace lis¢mi lasu Metasgy, nazywane dalej tukami bezwzglednie szkieletowymi, sa
tukami szkieletowymi w grafie dowodu kazdego rozumowania zapisanego w jezyku
Mizar, ktorego struktura jest opisywana za pomoca B.
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Definicja 2.15. Niech P bedzie abstrakcyjnym grafem dowodu. Lukiem bezwzgled-
nie szkieletowym w B, bedziemy nazywali kazdy A(R)—tuk (v1,v2), dla ktérego wierz-
chotki v1, vo nie nalezq do Lo.

Zauwazmy réwniez, ze tuki bezwzglednie szkieletowe musza posiadaé wlasno-
Sci, jakie spetnia szkielet rozumowania, np. kazdy tuk szkieletowy taczy wierzchotki
w obrebie jednego rozumowania pierwotnego. Zauwazmy réwniez, ze konsekwencja
Obs. [2.14) jest istnienie wierzchotkow, ktore w kazdym dowodzie opisanym za pomoca
struktury P8 odpowiadaja krokom wprowadzajacym zmienne ustalone do rozumowa-
nia. Stad w szczegdlnosci dopuszczenie tukéw bezwzglednie szkieletowych w abstrak-
cyjnym grafie dowodu 3 wymusza sformutowanie warunkéw gwarantujacych kontrole
nad wykorzystaniem zmiennych w krokach szkieletowych (sktadnia systemu Mizar
wymusza, iz zmienna ustalona v wprowadzona w nieszkieletowym kroku rozumowania
pierwotnego 2l moze by¢ wykorzystana w szkielecie tego rozumowania tylko w sytu-
acji, gdy pierwsze jej wystapienie w tym szkielecie jest w kroku < Ezemplification>).

Naturalnie, mozliwe jest sformutowanie kilkunastu warunkéw gwarantujacych
konstruktywnosé B w przypadku dopuszczajacym istnienie tukéw bezwzglednie szkie-
letowych w strukturze grafu dowodu. Sprawdzanie jednak, czy te warunki sg zacho-
wywane przez transformacje grafu dowodu, ktérym celem jest poprawa czytelnosci
nie prowadzi do lepszego zrozumienia charakteru tych modyfikacji.

Omoéwione powyzej problemy znikna, jesli zastosujemy transformacje skryptow
dowodowych polegajaca na modyfikacji krokéw szkieletowych rodzaju < Conclusion>
w rozumowaniu, ktére sa uzasadniane za pomoca zagniezdzonego rozumowania. Tran-
sformacja ta wiaze sie z dodaniem nowego kroku rozumowania o powtérzonym polu
< Statement> wedlug schematu, gdzie podrozumowanie:

thus [then| < Statement>

proof <Reasoning> end; ’ (2.11)

zostaje zastapione podrozumowaniem:

[then] < Statement>
proof <Reasoning> end; . (2.12)
thus then <Statement> ;

Zastosowanie tej reguty nie wpltywa na poprawno$¢ zmodyfikowanego skryptu i jed-
noczesnie eliminuje tuki bezwzglednie szkieletowe z grafu dowodu.

Obserwacja 2.16. Niech P bedzie konstruktywnym grafem dowodu opisujgcym stru-
kture poprawnego rozumowania w systemie Mizar, ktore zostato zmodyfikowane zgod-
nie z requiq . Wéwcezas w kazdym rozumowaniu pierwotnym 2 € RP(P),
nie pokrywajgcym sie z zerowym poziomem zagniezdzenia, istnieje wierzchotek nale-
Zgcy do Ly, ktorego kazidy nastepnik nalezgcy do V(P) w grafie Do jest elementem
zbioru L. Precyzujgc:

Vo VR # Smeta;% = 3

c LN VY Ly = . (2.13
AE€RP(P) GV(QL)(C ks wevm)wgé ¥ (C@_c;w)) ( )

Dowdd. 7 konstruowalnosdci P uzyskujemy, ze kazde rozumowanie pierwotne 2 &
RP(*B), z pominieciem zerowego poziomu zagniezdzenia, zawiera wierzcholek ¢ ro-
dzaju < Conclusion>. Przypusémy, ze c ¢ Lp. Wowczas krok zwiazany z wierzchol-
kiem ¢ ma postaé¢[2.11] skad w wyniku transformacji zostal wygenerowany nowy krok,
ktory jest lisciem w grafie dowodu zmodyfikowanego skryptu. W celu zakonczenia do-
wodu wystarczy wiec jedynie zauwazy¢, ze kazdy wierzchotek ¢ w zmodyfikowanym
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skrypcie rodzaju < Conclusion> spelnia wlasnos¢ ¢ € £y A ‘Y(m)(w ¢ Ly =
we

—(c;}3 w)). O

Twierdzenie 2.17. Niech P bedzie abstrakcyjnym grafem dowodu nie zawierajg-
cym tukow bezwzglednie szkieletowych oraz spetniajgcym wlasnosé . Wowczas
B jest grafem konstruktywnym oraz skonstruowane rozumowanie nie zawiera tukéw
bezwzglednie szkieletowych, a zbior krokéw rozumowania wprowadzajgeych zmienne
do rozumowania pokrywa sie ze zbiorem {v € V(P): I v — w A w ¢ Lp}.
weV(P) Dy

Dowdd. Niech B spelnia zalozenia twierdzenia. Oznaczmy przez 2{y rozumowanie
pierwotne pokrywajace sie¢ wierzchotkowo z zerowym poziomem zagniezdzenia oraz
niech Con: RP(P)\{2Ao} — Ly przyporzadkowuje kazdemu rozumowaniu pierwotne-
mu A € RP(P) \ {Ao} wierzcholek ¢ € V() N Lq spelniajacy zaleznosé:

v Y - . 2.14
ol Sy = (e o w) (214)

Wprowadzmy oznaczenie /\/533 (v, V1) na zbior Ngm (v) NV, gdzie v € V(P), V1 C
V(P). Ustalmy roéwniez linearyzacje 7 € T.S(®qp) oraz oznaczmy dwa zbiory

Ver = {v € V(P) : weg(m)v z;; wAw¢ Ly}, C:=Con(RP(P)\ {Ao}). (2.15)

Jak latwo mozna wykazaé, zbiory Ver, C s rozlaczne. Zdefiniujmy nastepnie dwa
funktory:

Just(V1) = by At(v1), At(v2), AT(’U‘VM),

Jus(@) =", (2.16)
Expr(Vi) = ar(v)=27(v1)& ... &27(v)1y)) =27 (V)4 )),

Ezpr(0) := not contradiction,

gdzie 0 # Vi CV(P), Vi = {v1,v2,..., vy}, 7(v1) <7(v2) < ...< 7(v}yy|). Funktor
Just(Vy) okresla fraze wskazujaca, ze krok, w ktorym zostanie ona uzyta, korzysta
w swoim uzasadnieniu odwoluje sie do stwierdzen sformutowanych w krokach z V;.
Z kolei Expr(V;) definiuje formule uzywajaca zmienne ustalone wprowadzone w kro-
kach z V;. Rozwazmy konstrukcje rozumowania podzielong na trzy etapy:

(1°) Przyporzadkowujmy kazdemu wierzchotkowi v € £g krok S(v) zgodnie z re-

gula:
consider x7(v) be set such that
‘ At(v): Expr(0) by Just(Ng_ (v, V(B)))3 gdy v € Ver,
S() =1 thus At (v): thesis by Just(Ng_ (v, V(%))); gdyv €,
Ar(v): Eacpr(./\/'@_qB (v, Ver)) by Just(./\/'@_(13 (v, V(B))); W.p.p-
(2.17)

Krok S(v) w przypadku v € Ver odpowiada wowczas za wprowadzenie do ro-
zumowania zmienne] ustalonej x7(v) oraz etykiety A7(v). Zauwazmy, ze wpro-
wadzenie do rozumowania zmiennej ustalonej oraz etykiety umozliwia zaréwno
odwotanie si¢ do tego kroku z innego kroku s tukiem porzadkujacym jak i re-
ferencyjnym. Pierwszy rodzaj tukéow odpowiada sytuacji, w ktoérej w sformu-
towaniu kroku s zostala wykorzystana zmienna x7(v). Natomiast drugi rodzaj
tuku odpowiada sytuacji, w ktérej w uzasadnieniu kroku s istnieje odwotanie
do kroku S(v) przez wskazanie etykiety A7(v). Umozliwienie prowadzenia obu
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rodzajow tukow argumentujacych z wierzchotka v jest jednak uzasadnione tylko
w przypadku v € Ver. Z Obs[2.13]2° oraz z konstrukeji zbioru Ver wynika bo-
wiem, zZe istnieje co najmniej jeden wierzchotek u ¢ V() \ £q, dla ktorego
argumentujacy tuk vu nie moze by¢ tukiem referencyjnym.

Z kolei S(v) w przypadku v € C odpowiada za wprowadzenie do rozumowania
kroku rodzaju < Conclusion>. W poprawnie zbudowane zagniezdzonym rozu-
mowaniu zapisanym w jezyku Mizar musi bowiem istnie¢ co najmniej jeden
krok rodzaju < Skeleton-Step>. Dodatkowo ostatni krok szkieletowy w kazdym
takim rozumowaniu musi by¢ rodzaju < Conclusion>.

W ostatnim przypadku, v ¢ Ver UC, krok S(v) odpowiada jedynie za wpro-
wadzenie do rozumowania etykiety A7(v), umozliwiajacej odwolywanie sie do
tego kroku tukiem referencyjnym.

(2°) Oznaczmy nastepnie przez JR(v) rozumowanie pierwotne Dpn- (v) Nalezace
‘.Uiet,ac;}

do RP() \ {Ao}, gdzie v € V(P) \ L (w konstruowanym dowodzie, rozumo-
wanie R(v) bedzie opisywaé strukture zagniezdzonego podrozumowania uza-
sadniajacego krok zwiazany z wierzcholkiem v). Ustawmy w ciag {ui}li\;(l‘ﬁ)\ﬂml
elementy zbioru V() \ £y, tak aby spetniona byta zaleznos¢: jesli 1 < i < j <
[V(B) \ £/, zas p;, p; sa poziomami zagniezdzenia w Metasy do ktorych naleza
odpowiednio wierzcholki u;, uj, to p; > p;.

(3°) Wyznaczymy teraz rekurencyjnie ciag wyrazen S(u;). Ustalmy w tym celu liczbe
i spetniajaca zaleznosé 1 < i < |V(P) \ Ly | oraz zalézmy, ze zostaly juz wyzna-
czone wyrazenia S(u;) dla wszystkich 1 < j < ¢ (przypadek ¢ = 1 nie wymaga
odrebnej analizy). Z zalozenia, z kazdym wierzchotkiem v € V(R(u;)) zostato
zwigzane wyrazenie S(v), skad poprawnie okreslone jest wyrazenie S(u;):
S(ui) = A7 (u;): Expr(Ng_ (v, Ver)) proof S(vi) S(va) ... S(vjy(m(u))) end;,

(2.18)
gdzie {U1, Uy nny U\V(m(ui)ﬂ} :V(i)%(ul)) oraz T(vl) <7’(’U2) <... <T(U|V(£R(ui))\)-

B

«1: AV: not contradiction

— proof
B1: consider x1 be set such that
Al: not contradiction ;
Bo: consider x2 be set such that

A2: not contradiction by Al;
Bs: A7: x1=x1 & x2=x2

proof
Vit A3: x1=x1 by Al;
Yo A4d: x2=—x2 by A2, A3;
Y3 A5: x1=x1 by Al, A4,
Ya: thus A6: thesis by A2, A4, A5;
end;
Ba: thus A8: thesis by A2, A7;
end;

Rysunek 2.13: Linearyzacja grafu dowodu, ilustrujaca konstrukcje zawartyg w dowo-
dzie Tw. gdzie linearyzacja 7 jest okreslona uporzadkowaniem: 81, B2, 71, V2,

Y3, V4, /637 547 aq; Ver = {ﬁhﬁQ}a C= {ﬁ47/74}-
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Ciag stwierdzenn S(v1) S(v2) ... S(vjy(a,)|) jest wowezas szukanym dowodem zapi-
sanym w jezyku Mizar, gdzie {vi,vs,..., vy} = V(o) oraz 7(v1) < 7(v2) <
<o < T(V)pa)))- W celu zakonczenia dowodu wystarczy jedynie zauwazy¢, ze for-
muty E:rpr(]\/i.jgr2 (v, Ver)) sa oczywiste dla weryfikatora systemu Mizar oraz, ze kazde
wystapienie identyfikatora etykiety Ar(v) i zmiennej ustalonej x7(u) w zlinearyzo-
wanym rozumowaniu jest poprzedzone krokiem, w ktorym te identyfikatory zostaly
wprowadzone, gdyz 7 € TS(Sg), gdzie v € V(P), u € Var. W konsekwencji, skon-
struowane rozumowanie jest poprawne dla weryfikatora systemu Mizar oraz, jak tatwo
mozna to uzasadnié, graf dowodu tego rozumowania pokrywa sie z 3. O

Twierdzenie 2.18. Niech D bedzie acyklicznym digrafem, wowczas istnieje kon-
struktywny abstrakcyjny graf dowodu zawierajgcy rozumowanie pierwotne U, ktdrego
struktura pokrywa sie z A. Dodatkowo kazdy D—tuk odpowiada tukowi referencyjnemu
w A,

Dowdd. Niech D bedzie acyklicznym digrafem. Wybierzmy element r ¢ V(D), ktory
bedzie korzeniem w lesie dendroidéw konstruowanego grafu dowodu. L.atwo mozna
wykazaé, ze struktura

B(D) := V(D) U{r}, AD),{vr:veV(D)}) (2.19)

jest abstrakcyjnym grafem dowodu, posiadajacym dokladnie jedno rozumowanie pier-
wotne 2 p zawarte w pierwszym poziomie zagniezdzenia, tozsamosciowo réwne D. Po-
kazemy, ze struktura 3(D) spetnia zalozenia Tw. Na mocy réwnosci £q(p) =
V(D) stwierdzamy, ze w B(D) istnieje doktadnie jeden wierzcholek r, ktory nie jest
lisciem. Stad na mocy Def. PB(D) nie zawiera tukow bezwzglednie szkieletowych.
Z réwnosci £q(py = V(D) uzyskujemy réwniez, ze dla dowolnego wierzchotka v z p,
kazdy nastepnik wierzchotka v w D (py, nalezy do £q(py. W celu zakonczenia do-
wodu, wystarczy wiec jedynie zauwazy¢, ze

{veVvD)Uu{r}: — wAwé¢ Ly} =0, (2.20)

| v
weV(D)U{r} Dy (p)

skad graf dowodu B(D) nie posiada tukéow porzadkujacych. Tym samym, kazdy
Ap—tuk jest referencyjnym A(D)-tukiem. O
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Rozdzial 3

Kryteria czytelnosci dowodéw

Czytelnos¢ dowoddéw zapisanych w deklaratywnym systemie formalnym jest wia-
snosdcig dyskusyjna, réznie rozumiang przez autoréw poszczegdlnych artykutéw. Na-
turalnie chcieliby$my, aby teksty formalnych rozumowan byly bardziej zblizone do
tych, ktore wystepuja w nieformalnych dowodach matematycznych. Analizujac diu-
gie rozumowania coraz trudniejszych zagadnienl zawartych w bibliotece systemu Mizar
(MML), mozemy jednak zauwazy¢ proces odwrotny. Niejednokrotnie przeprowadzane
rozumowania, cho¢ poprawne dla systemu weryfikujacego, sa mato eleganckie, niejed-
nokrotnie wrecz chaotyczne, a cztowiek moze je zrozumieé¢ jedynie przy bardzo duzym
naktadzie pracy. Autorzy takich dowodéw maja bowiem przekonanie, ze kwestia od-
najdywania i usuwania fragmentéw, ktore sa niepotrzebne lub mozliwe do skrécenia
jest drugorzedna, poniewaz mozna ja zautomatyzowac.

Warto podkresli¢ w tym miejscu, ze odnajdywanie krokéw mozliwych do usuniecia
z rozumowania (Obs. [2.13), jest problemem nieporéwnywalnie latwiejszym od reorga-
nizacji struktury rozumowania w celu poprawy jej czytelnosci. Uzasadnimy bowiem
w dalszych rozwazaniach, ze poprawa czytelnosci wiaze sie na ogoét z rozwigzywaniem
probleméw NP-trudnych.

Do rozwigzywania probleméw poprawy czytelnosci sa wykorzystywane dwa ro-
dzaje $rodkéw (metod), reprezentujace niezalezne podejécia do tego zagadnienia.
Pierwsza grupa metod, opisana w podrozdziale stuzy wyréznieniu idei dowodu
w oparciu o kapsutkowanie lokalnych podrozumowan oraz wprowadzanie cie¢ w rozu-
mowaniu. Wyniki generowane przez narzedzia stworzone dla tej grupy metod skracaja
dtugie rozumowania pierwotne, ukrywajac podrozumowania uzasadniajace gléwne
kroki dowodu na gtebszych poziomach zagniezdzenia dowodu albo izolujac je poza
obszar dowodu w postaci lematéw. Natomiast druga grupa metod, omawiana w pod-
rozdziale opiera sie na modyfikacji uporzadkowania (linearyzacji) niezaleznych od
siebie krokéw rozumowania w celu uwypuklenia spéjnosci lokalnych podrozumowan
oraz poprawy wybranych wtasnosci linearyzacji rozumowania.

Przedstawione kategorie réznig sie rowniez pod wzgledem aparatury pojeciowe]
niezbednej do opisu napotykanych probleméw. Realizacja pierwszej grupy metod po-
prawy czytelnosci wiaze sie w gtéwnej mierze z modyfikacja abstrakcyjnego grafu do-
wodu oraz z wdrozeniem uzyskanych zmian w rozwazanej linearyzacji rozumowania
przy mozliwie minimalnej jej modyfikacji. Natomiast druga grupa metod jest reali-
zowana jedynie w oparciu o przeksztalcenie linearyzacji poszczegdlnych rozumowan
pierwotnych.

Cze$¢ wynikéw przedstawionych w tym rozdziale zostata opublikowana w Journal
of Automated Reasoning [(2]. Na potrzebe rozwijania i wdrazania w innych systemach
metod przedstawionych w tej publikacji zwrécono uwage w [42].
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3.1 Metody poprawy czytelnosci oparte o wyodreb-
nianie podrozumowarn

Poréwnujac rozwoj komputerowej weryfikacji formalnych rozumowarn matematycz-
nych oraz jezykéw programowania mozemy dostrzec wiele podobienistw. Nalezy wska-
za¢ dwie gltéwne przyczyny tych zaleznosci:

(i) w obu przypadkach Zrédlo jest tworzone w sztucznym jezyku, ktory ma jedno-
znacznie zdefiniowane znaczenie dla systemu komputerowego,

(i4) autorzy kodu w obu przypadkach daza do osiagniecia konkretnego celu, po-
mniejszajac role czytelnosci tworzonego zrédta.

Naturalnie czytelnosé¢ zrodla ma istotny wplyw na jego konserwacje [3], dlatego sto-
sunkowo wcze$nie zostaly rozpoczete badania nad sposobami poprawy ich czytelnosci,
ktore mialy na celu opracowanie narzedzi utatwiajacych proces analizowania Zrédla.
Ze wzgledu jednak na wczesniejszy rozwoj jezykoéw programowania i ich powszechne
stosowanie, uzyskane rozwigzania w tej dziedzinie bytly inspiracja dla wielu rozwigzan
wykorzystywanych we wspomaganej komputerowo formalizacji.

W obu tych dziedzinach wdrozony bowiem zostal cukier syntaktyczny (ang. syn-
tactic sugar), ktory umozliwia upodobnienie sztucznego jezyka do naturalnego, dzieki
czemu staje sie on bardziej zrozumialy dla uzytkownika. Nie bedzie on jednak przed-
miotem dalszych rozwazan. Innym powszechnie wykorzystywanym rozwigzaniem
w jezykach programowania jest poprawa wizualizacyjna zrédla w dedykowanych edy-
torach tekstowych, opierajaca sie na automatycznym rozpoznawaniu skladni jezyka
oraz rozbudowanym systemie podpowiedzi (ang. infotip). Badania przeprowadzone
przez zespot B. A. Myersa [47] wykazaly, ze brak takich narzedzi istotnie wydiuza
czas potrzebny na modyfikacje kodu. Wyniki uzyskane wéréd eksperymentalnej grupy
programistow dowiodly bowiem, ze az 35% czasu potrzebnego na modyfikacje kodu
jest zuzywane na przeszukiwanie informacji o jego strukturze.

Prace prowadzone przez J. Urbana nad wdrozeniem takich narzedzi dostarczyty
uzytkownikom systemu Mizar specjalnego trybu w dystrybucji edytora GNU Emacs
[79, [R1, 87, [88]. Tryb ten oprocz kolorowania sktadni i wskazywania stwierdzen,
do ktorych odwoluja sie referencje, umozliwit ,zwijanie” istniejacych zagniezdzo-
nych rozumowan (blokéw kodu ograniczonych przez okreslone stowa kluczowe m.in
proof, end), jak rowniez automatyczne generowanie szkieletu dowodéw wskazanych
formut. Uproscit on réwniez dostep do narzedzi dystrybuowanych z systemem Mi-
zar [90] oraz dostarczyl modul, ktéry generuje uzasadnienie poszczegélnych kro-
kéw rozumowania, wykorzystujac przy tym rozwigzania stosowane w automatycz-
nym dowodzeniu twierdzen [5], [89]. Niezalezne prace J. Urbana nad wizualizacja
istniejacych rozumowan doprowadzily réwniez do stworzenia narzedzia przeksztal-
cajacego skrypt dowodowy do zlinkowanej postaci HTML ([4, [6], [86], zob. rowniez
http://mizar.org/version/current /html/), zawierajacej dodatkowe informacje
o strukturze dowodu, ktére nie sa zawarte ezplicite w skrypcie dowodowym m.in.:

(i) wskazanie definicji funktoréw, ktore zostaly wykorzystane w sformutowaniach
stwierdzen,

(#4) wskazanie definicji, ktore zostaly rozwiniete w szkielecie dowodu,

(#i1) wskazanie formuly, ktéra pozostala do udowodnienia przy kazdym kroku szkie-
letowym wystepujacym w rozumowaniu.
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Informacje te maja szczegélne znaczenie ze wzgledu na liczbe redefinicji funktorow
oraz nadpisywaniem (ang. overloading) symboli (w bazie MML symbol “+” jest defi-
niowany lub redefiniowany dla réznych typow argumentéw ponad 130 razy).

Wszystkie te narzedzia w naturalny sposéb upraszczaja proces poszukiwania
stwierdzen wykorzystywanych w uzasadnieniach, jak réwniez rekonstrukcje idei kon-
kretnego rozumowania, odwracajac uwage czytelnika od nieanalizowanych w danym
momencie fragmentéw tekstu dowodu. Badajac jednak dowody zgromadzone w ba-
zie MML, bez trudu odnajdujemy jednopoziomowe rozumowania zbudowane z ponad
50 krokami, dla ktérych rekonstrukcja idei nawet przy zastosowaniu ww. narzedzi
wymaga ogromnego naktadu pracy.

Poszukujac rozwigzania tego problemu wsréd metod poprawy czytelnosci dtugich
rozumowan zawartych w nieformalnych dowodach matematycznych, mozemy zauwa-
zy¢, ze autorzy tych rozumowan niejednokrotnie wyodrebniaja z nich mniej istotne
fragmenty w postaci lematow. Metoda ta jest szczegodlnie stosowana w sytuacji, kiedy
ustalony fragment rozumowania jest wykorzystywany kilkakrotnie w dowodzie i zo-
stal on wyodrebniony w postaci lematu w celu unikniecia powtoérzen. Wyodrebnianie
takich fragmentéw umozliwia réwniez odwrocenie uwagi czytelnika od mniej waznych
czedci rozumowania, utatwiajac tym samym odnalezienie i zrozumienie idei dowodu.
Czytelnik tak zmodyfikowanego rozumowania ma oczywiscie mozliwos¢ szczegodlo-
wego przeanalizowania sposobu uzasadnienia konkretnego kroku poprzez:

(i) odestanie do wskazanych wczesniej uzasadnionych faktow

(#4) lub wskazane zagniezdzonego rozumowania, wystepujacego bezposrednio po
tym kroku jako jego uzasadnienie.

Wyboér jednej z tych dwéch metod wyodrebnienia fragmentu rozumowania, jak réw-
niez sam dobodr fragmentu, zalezy od indywidualnych pogladow autora. Wybierane
fragmenty, ktére powinny stanowi¢ zamkniete i spojne czesci dowodu z punktu wi-
dzenia opisywanych zagadnieri, bedziemy nazywacé paczkami.

Przedstawione sposoby uwypuklania idei rozumowania sa przenoszone przez wielu
autoréw na grunt dowodéw formalnych w systemie Mizar. Autorzy ci maja bowiem
przekonanie, ze réwnie waznym priorytetem w formalizacji jak powiekszanie bazy
sformalizowanych twierdzen jest jej jakosé. Przekonanie to uwidacznia sie réwniez
wsrod uzytkownikow innych systemow (Isabelle [I1]), ktorzy podejmuja prace nad
poprawa czytelnosci skryptéw dowodowych, w tym réwniez nad wyodrebnianiem le-
matow [73]. Poszukiwanie sposobow, umozliwiajacych automatyczne wyszukiwanie,
jak i wyodrebnianie paczek z rozumowan wydaje sie wiec pozadanym kierunkiem
rozwoju metod poprawy czytelnosci dowodéw formalnych, wychodzacym naprzeciw
oczekiwaniom wielu uzytkownikéw.

3.1.1 Metody wyodrebniania paczek z rozumowania

Przedstawione powyzej wlasnosci rozumowan nieformalnych, mozemy wdraza¢ w do-
wodach formalnych, stosujac jedng z dwoch metod.

Pierwsza metoda: ,ukrywajac” (kapsulkujac) mniej wazne, czesto techniczne
fragmenty rozumowania na bardziej zaglebionych poziomach dowodu w po-
staci zagniezdzonych podrozumowan, ktérych dowody zostaly wygenerowane na
podstawie krokéw rozumowania z wyodrebnionych paczek. Kazda sposrod wy-
odrebnionych paczek jest woéwczas zastepowana na ogdl pojedynczym nowym
krokiem, ktorego zadaniem jest opisanie informacji uzyskanych na podstawie
rozumowania zawartego w tej paczce.
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Druga metoda: ,usuwajac” (izolujac) paczki poza obszar dowodu, zastepujac je
na og6t pojedynczymi krokami, z ktorych kazdy odwotuje sie do zewnetrznego
lematu, wygenerowanego na podstawie tych paczek.

Szczegbdlowa analiza przedstawionych metod, bedaca tematem tego podrozdziatu, zo-
stata opublikowana w [72].

W obu przypadkach stwierdzenie zwiagzane z nowym krokiem w zmodyfikowanym
rozumowaniu powinno by¢ koniunkcja stwierdzen uzasadnionych wewnatrz paczki, do
ktorych odwotuja sie inne kroki z poza obszaru paczki. Konieczno§é wprowadzenia
nowych krokéw do rozumowania jest bowiem nastepstwem faktu, ze podczas wyod-
rebniania paczki z rozumowania wszystkie tuki referencyjne prowadzace z wewnatrz
na zewnatrz obszaru paczki musza by¢ usuniete. W celu zapewnienia poprawnosci
w ten sposob zmodyfikowanego rozumowania wszystkie usuwane referencje odwotu-
jace sie do wnetrza ustalonej paczki, sg zastepowane referencjami do nowego kroku
zastepujacego te paczke.

W dalszej czesci sekceji, kazdy krok nalezacy do wnetrza paczki, z ktérym zwigzane
stwierdzenie jest wykorzystywane jako przestanka poza obszarem tej paczki bedziemy
nazywac konkluzjg paczki. Podobnie, kazdy krok nie nalezacy do wnetrza paczki, ktory
jest wykorzystywany jako przestanka jakiegokolwiek kroku nalezacego do wnetrza
paczki bedziemy nazywaé przestankq paczki.

Definicja 3.1. Niech B bedzie abstrakcyjnym grafem dowodu. Paczka P bedziemy
nazywaé kazdy niepusty indukowany wierzchotkowo podgraf digrafu D, dla ktorego
istnieje rozumowanie pierwotne A € RP('B) zawierajgce jako podgraf P.

Wykorzystujac fakt, ze zbiory wierzchotkéw rozumowan pierwotnych w 3 stano-
wig partycje zbioru V(B), uzyskujemy ponizsza obserwacje.

Obserwacja 3.2. Rozumowanie pierwotne 2 zwigzane z paczkq P abstrakcyjnego
grafu dowodu B jest wyznaczone jednoznacznie.

Definicja 3.3. Niech P bedzie paczkq w abstrakcyjnym grafie dowodu 3. Obszarem
paczki bedziemy nazywaé zbior wierzchotkéw Obsz(P) C V(B) spetniajgcy zaleznosé
vE€Obsz(P) < I v — *u.
ueV(P) Metay

Definicja 3.4. Niech P bedzie paczkq w abstrakcyjnym grafie dowodu *B. Konkluzja
paczki bedziemy nazywaé kazdy wierzchotek v € V(P), dla ktdrego mozemy wskazaé
Re fo~tuk o poczatku w tym wierzchotku oraz koticu nie nalezgcym do Obsz(P). Zbior
wszystkich konkluzji paczki P bedziemy oznaczaé Con(P).

Definicja 3.5. Niech P bedzie paczkq w abstrakcyjnym grafie dowodu 3. Przestanka
paczki bedziemy nazywaé kazdy wierzchotek z B nie nalezgcy do P, dla ktérego mo-
zemy wskazaé Refoy-tuk o poczgthu w tym wierzchotku oraz korcu nalezgcym do
Obsz(P). Zbior wszystkich przestanek paczki P bedziemy oznaczaé Pre(P).

W celu zilustrowania przedstawionych metod wyizolowywania paczek z rozumo-
wania, rozwazmy abstrakcyjny graf dowodu (rys. [3.1) posiadajacy dwie wyrdznione
paczki Pq, Pa, ktory to graf reprezentuje m.in. uzasadnienie formulty o = ¢ przed-
stawione na wydruku [3.2] Dodatkowa paczka Ps bedzie analizowana w dalszej czesci
podrozdziatu. Uwaga, wierzchotki < Skeleton-Step> posiadaja dodatkows informacje
o rodzaju wierzchotka, assume w przypadku wierzchotka rodzaju < Assumption> oraz
thus w przypadku < Conclusion>. Aplikacja pierwszej metody wyodrebniania do pa-
czek P1, Py wiaze sie wowczas z dodaniem do rozumowania dwoch nowych krokéw
VA2, ¢ (rys. , z ktérymi zwigzane stwierdzenia sg koniunkcja konkluzji odpowied-
nich paczek (wyodrebnienie paczek z rozumowania przedstawionego na wydruku
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Rysunek 3.1: Abstrakcyjny graf dowodu oraz jego linearyzacja zapisana w jezyku
Mizar, reprezentujace przykladowe uzasadnienie implikacji « = ¢.

a= ¢

proof
assume A: «;
Bl: 1 by A;
B2: 32 by A;
C: v by B1, B2;
D1: d; by C;

D2: 3 by A, B2, C;

E: e by D1,D2;

thus F: ¢ by E;
end;

Wydruk 3.2: Przyklad rozumowania zapisanego w jezyku Mizar, ktérego struktura
jest opisana przez graf dowodu przedstawionym na rys. [3.1

za pomocy pierwszej metody zostato przedstawione na wydruku . Dodatkowo tuki
referencyjne, ktore odwolywaly sie do konkluzji paczek (np. (v,91)), w zmodyfiko-
wanym rozumowaniu zostaly zastapione tukami odwolujacymi sie do nowych krokéow
(np. (v A d2,01)). Analizujac graf dowodu rozumowania, w ktorym paczki zostaly
wyodrebnione za pomoca drugiej metody (rys. , mozemy zauwazy¢, ze aplikacja
tej metody wiaze sie z dodatkowym cze$ciowym ,joderwaniem” paczki od kontekstu
rozumowania zawierajacego te paczke, w szczegédlnoséci od wybranych jej przestanek
(rys. wyodrebnienie paczek z rozumowania przedstawionego na wydruku za,
pomocy drugiej metody zostalo przedstawione na wydruku . Oderwanie paczki
od jej przestanek wiaze si¢ jednak z:

(i) przytoczeniem explicite wszystkich jej przestanek w postaci zalozenia implikacji
abstrachujacej rozumowanie zawarte w paczce w sformulowaniu lematu (np.
przestanki o w implikacji @« = (v A d2) na rys. [3.5)

(i4) oraz utworzeniem dodatkowego kroku rodzaju <Assumption>, ktory odpo-
wiada za eliminacje implikacji w uzasadnieniu lematu (np. kroki o/, (y A d2)’
na rys. |3.9)).
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a=¢
proof
assume A: o
Newl: v A ds
proof
Bl: (1 by A;
B2: 32 by A;
thus C: v by B1, B2;
thus D2: d3 by A, B2, C;
end;
thus F: ¢
proof
D1: §; by Newl;
E: e by D1, Newl;
thus F/: ¢ by E;
end;
end;

Wydruk 3.3: Modyfikacja rozumowania z wydruku [3.2] bedaca nastepstwem wyodreb-
nienia paczek P;, Ps za pomocy pierwszej metody wyodrebniania w grafie dowodu
rys. ktorego struktura zostata przedstawiona na rys. 3.5

Lemmal: a = (v A\ d)
proof

assume A': «a;

Bl: 31 by &';

B2: (3 by A';

thus C: v by B1, B2;

thus D2: §; by A, B2, C;
end;

Lemma2: (yAd2) = ¢
proof
assume CAD2: vy A ds;
D1: §; by CAD2;
E: e by D1, CAD2;
thus F': ¢ by E;
end;

a=¢
proof
assume A: o
Newl: 7 A d2 by Lemmal;
thus F: ¢ by Newl, LemmaZ2;
end;

Wydruk 3.4: Modyfikacja rozumowania z wydruku [3.2] bedaca nastepstwem wyodreb-
nienia paczek P;, Po za pomocy pierwszej metody wyodrebniania w grafie dowodu
rys. ktorego struktura zostala przedstawiona na rys. [3.5
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Wowczas tuki referencyjne, ktore odwotywaly sie uprzednio do przestanek paczki, po
zmodyfikowaniu odwoluja sie do nowo utworzonych krokéw rodzaju < Assumption>.
Podobnie jak w przypadku pierwszej metody, paczki wyodrebnione z rozumowania,
zostaly zastgpione nowymi krokami v A do, ¢ stwierdzajacymi konkluzje lematow
wygenerowanych na podstawie paczek, z ta réznica, ze kazdy nowy krok rozumowania
odwotuje sie zaré6wno do wygenerowanego lematu, jak i przestanek paczki.

pierwsza metoda

druga metoda
paczka P paczka Ps
a= (YA d) (YA&) = ¢

A
A
«

¢
v SAOTAG
By [fa)

assume

A\

/

assume thus

Gk

Rysunek 3.5: Modyfikacje abstrakcyjnego grafu dowodu, ktére reprezentuja dwie me-
tody wyodrebniania paczek w grafie przedstawionym na rys. [3.1}

Kroétka analiza zmodyfikowanych graféw dowodu prowadzi wiec do wniosku, ze
pierwsza metoda wyodrebniania dostarcza czytelnikowi informacji o konkluzjach uzy-
skanych wewnatrz paczki. Ukrywa ona jednak informacje o przestankach paczki, ktore
czytelnik moze odnalezé samodzielnie, badajac wszystkie tuki referencyjne prowa-
dzace poza obszar rozumowan wygenerowanych na postawie tej paczki. Naturalnie,
jesli liczba wykorzystywanych przestanek jest mata, rozsadnym wydaje sie przytocze-
nie ich ezxplicite w stwierdzeniu opisujacym rozumowanie zawarte w paczce, tak jak ma
to miejsce w przypadku drugiej metody. Aplikacja drugiej metody generuje bowiem
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lemat, z ktorym zwigzane sformutowanie ma posta¢ implikacji, w ktorej zalozeniu po-
jawia sie koniunkcja stwierdzen zwigzanych z przestankami paczki, natomiast tezie —
koniunkcja stwierdzen zwiagzanych z konkluzjami paczki. Przytoczenie zalozenn wiaze
sie jednak z wydtuzeniem rozumowania, wynikajacym z wprowadzenia dodatkowego
wierzchotka odpowiadajacego za eliminacje implikacji w uzasadnieniu lematu.

Wzgledny wzrost liczby wierzchotkéw w przypadku wyizolowywania duzych pa-
czek jest niewielki w stosunku do korzysci, jakich dostarcza kapsutkowanie rozbudo-
wanych szczegdléw dowodu w procesie poprawy czytelnosci. W przypadku kroétkich,
kilkuelementowych paczek koszt ten moze jednak wydawacé sie zbyt duzy w stosunku
do uzyskanych rezultatéw i stawia pod znakiem zapytania sens wyodrebniania tego
rodzaju lematéw—paczek. Nawet tak krotkie lematy odgrywaja jednak istotna role
w procesie wyszukiwania powtarzajacych sie prostych podrozumowan, ktore niejed-
nokrotnie wystepuja w dtugich skryptach dowodowych. Warto w tym miejscu podkre-
§li¢, ze takie wydzielanie umozliwia nie tylko eliminacje powtarzajacych sie krétkich
podrozumowan, roéznigcych sie co najwyzej identyfikatorami zmiennych, ale réwniez
podrozumowarn, ktére sa opisywane przez stwierdzenia réwnowazne. Dodatkowo eli-
minacja powtarzajacych sie rozumowan w bazie MML, jest jednym z pozadanych
kierunkow dalszych badan nad poprawa jakosci tej bazy [34] [35].

3.1.2 Metody wyodrebniania paczek nie domknietych na pro-
wadzenie droég skierowanych

W przeprowadzonej dotad analizie, wybrane do wyodrebniania paczki pokrywaty
sie ze spojnymi (w pewnym sensie) fragmentami rozumowania. OczywiScie wybrane
paczki byly wierzchotkowo rozlaczne, ale posiadaly one réwniez wlasnosé domknie-
cia ze wzgledu na prowadzenie drdg skierowanych, tj. kazda Re fy—droga skierowana
taczaca dowolne dwa wierzcholki z obszaru paczki byta wierzchotkowo zawarta w ob-
szarze tej paczki. Ujmujemy te kluczowa wtasnosé¢ w precyzyjnej definicji.

Definicja 3.6. Niech P bedzie paczkqg w abstrakcyjnym grafie dowodu 3. Wowczas
paczke P bedziemy nazywaé domknieta ze wzgledu na prowadzenie drog skierowanych
lub krocej domknieta wiedy i tylko wtedy, gdy

N (u—"w—"v = w e V(P)). (3.1)
u,UEV(’P),wEV(‘B) @fq} 95

W dalszym ciagu tej sekcji skupimy uwage na wplywie wlasnosci domknietosci
paczki na postaé¢ stwierdzenia dowodzonego przez rozumowanie zawarte w paczce.
Rozwazmy w tym celu paczke Ps (rys. zbudowang z wierzchotkéw: 5y, B2, 41, O2,
dla ktorej mozemy wskaza¢ droge skierowang 31 — v — 62 ,,wychodzaca’ poza obszar

Ps (v & Obsz(P3)). Zauwazmy, ze aplikujac ktorakolwiek z metod wyodrebnienia do
paczki Ps, uzyskujemy cykl skierowany w grafie dowodu, odkad co najmniej jedna
7 przestanek (v € Pre(Ps)) jest osiagalna z jakiej$ konkluzji (51 € Con(Ps)). Zasta-
pienie paczki P3 krokiem stwierdzajacym formute 31 A B2 Ady Ad2 powoduje bowiem, ze
kazdy bezposredni nastepnik konkluzji paczki (np. v bedaca bezposrednim nastep-
nikiem () jest osiagalny w domknietym grafie dowodu z kazdej przestanki paczki
(np. 7).

Dysponujac jednak opisem rozumowania zawartym w paczce Ps w postaci (o =
B1) A (a = B2) A ((a ANy) = d2) A (v = 1) morzemy, jak zostanie poka-
zane w dalszej czesSci podrozdziatu wyodrebnié¢ te paczke zachowujac popraw-
no$¢ rozumowania (wyodrebnienie paczki P3 w grafie dowodu rys. oraz mo-
dyfikacja skryptu dowodowego z wydruku [3.2] zostalo przedstawione na rys. [3.7]
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Lemmap,: (o = (B1 A B2 A (v = 82))) A (y = 1)
proof
thus a = (ﬁl A Bo A (’y — (52))
proof
assume A': «a;
thus B1: 1 by 2’;
thus B2: 32 by 2&’;
thus v = &
proof
assume C':7v;
thus §; by C’;
end;
end;
end;

a= ¢

proof
assume A:
Newp,: (@ = (81 A B2 A (y = 02))) A (y = 61) by Lemmap, ;
Newg, : 31 by Newp,, A;
Newg,: (2 by Newp,, A;
C: v by Newg, , Newg, ;
News, : 01 by Newp,, A, C;
News, : 02 by Newp,, A, C;
E: € by News, , Newsy, ;
thus F: ¢ by E;

end;

Wydruk 3.6: Modyfikacja rozumowania z wydruku bedaca nastepstwem wyodreb-
nienia niedomknietej paczki P3 na prowadzenie drog skierowanych w grafie dowodu
rys. ktorego struktura zostata przedstawiona na rys. (3.7

wydruk odpowiednio). Zauwazmy w tym celu, ze rozumowanie zawarte w do-
wolnej paczce P moze zosta¢ opisane przez koniunkcje implikacji, gdzie nastepnik
kazdej sposrod implikacji odpowiada stwierdzeniu zwigzanemu z ustalong konkluzja
¢ € Con(P), a poprzednik jest koniunkcja stwierdzen najmniejszego zbioru (w sen-
sie zawierania) przestanek paczki P, ktore zostaly wykorzystane do uzasadnienia tej
konkluzji. W szczegélnosci, jesli najmniejszy zbidr przestanek jest pusty, bedziemy
przyjmowac, ze przestanka implikacji jest verum, ktore w jezyku Mizar jest zapisy-
wane jako not contradiction. Kazda taka implikacje bedziemy nazywaé bazowg,
a koniunkcje wszystkich implikacji bazowych ustalonej paczki P, jej stwierdzeniem
bazowym. Naturalnie wybierajac formute opisujaca rozumowanie zawarte w paczce,
mozemy wybra¢ kazda formutle, ktoéra jest rownowazna ze stwierdzeniem bazowym
(np. (¢ = (B1 A B2 A (y = 02))) A (y = d1)). Formuly, ktoére sa rownowazne ze
stwierdzeniem bazowym, bedziemy nazywaé zmodyfikowanymi stwierdzeniami bazo-
wymi.

Definicja 3.7. Niech ¢ bedzie konkluzjg paczki P w abstrakcyjnym grafie dowodu g.
Zbiorem przestanek konkluzji ¢ w paczce P bedziemy nazywaé wyrazenie

P(c) :=={v € Pre(P) : uegl(mv i e c}. (3.2)
B Blv(P)
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A= o)

( (
\ thus |
a= (BARAG=8)]

( (opgi(@= (B A B2 A (7= 62))) A (7=01)

(assume ) _Jthus)
v 52

[Lemmapg (a= (81 A B2 A (y = 0d2)))

(assume| _= | thus

L~

Rysunek 3.7: Modyfikacja abstrakcyjnego grafu dowodu (rys. 1), wynikajaca z wy-
odrebnienia paczki Ps przy uzyciu modyfikacji drugiej metody wyodrebniania.

Implikacja bazowa konkluzji ¢ w paczce P bedziemy wowczas nazywaé implikacje,
w ktorej konkluzjq jest stwierdzenie zwigzane z ¢, a przestankq jest koniunkcja stwier-
dzen zwigzanych z wierzchotkami nalezgcymi do zbioru P(c) lub not contradiction
w przypadku P(c) = 0.

Mozna innymi stowy okresli¢ zbior P(c) jako zbior tych krokéw, z ktorych bezpo-
srednio korzysta paczka, ale tak, ze prowadza one w konicu do konkluzji c.

Definicja 3.8. Niech P bedzie paczkq w abstrakcyjnym grafie dowodu. Stwierdze-
niem bazowym paczki P nazywamy koniunkcje zbudowang z wszystkich implikacyi
bazowych, odpowiadajgcych poszczegolnym konkluzjom paczki P.

Wyodrebnienie paczek nie majacych wtasnoéci domknietosci na prowadzenie drog
skierowanych w abstrakcyjnym grafie dowodu wplywa nie tylko na rozbudowanie
stwierdzenia opisujacego rozumowanie zawarte w paczce, ale wymusza réwniez bar-
dziej zaawansowang modyfikacje grafu dowodu. Zauwazmy, ze rozumowanie uzasad-
niajace stwierdzenie zwiagzane z taka paczka, musi by¢ zbudowane z serii odrebnych
dowodoéw uzasadniajacych poszczegblne implikacje bazowe (np. v = &1 rys. [3.7).
Takiemu rozwiazaniu towarzyszy na ogét powielanie czesci wierzchotkéw zawartych
w paczce, poniewaz dowody poszczegdlnych implikacji bazowych nie musza by¢ roz-
taczne, w sensie podzbiordéw zbioru wszystkich krokéw paczki, ktore zostaty wykorzy-
stane do uzasadnienia poszczegdlnych implikacji. Zauwazmy bowiem, ze dowdd im-
plikacji bazowej konkluzji ¢ € Con(P), zawiera wierzchotek v jesli istnieje wierzcholek
u, ktory jest osiagalny z jakiego$ wierzchotka nalezacego do P(c), ¢ jest osiagalne z u
w CD% oraz v € Obsz(u) ({v € Obsz(P) : 3 —*w —*cAv_— *w})

p
pEP(c),weObsz(P) D~ D~ Meta~
B B Y

oraz mozliwe inne wierzchotki, ktore naleza do Obsz(P) i sa wykorzystywane w uza-
sadnieniu u, ale nie s3 osiagalne z zadnej przestanki paczki P, tzw. wierzchotki
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swobodne, ktorych uzasadnienie wynika z wtasnosci terméw oraz predykatéw wy-
stepujacych w stwierdzeniach zwiazanych z tymi wierzcholtkami ({v € Obsz(P) :

wEOl?lsz(P)Uﬂﬁ;;%*w 9—’;0) A (pep‘ge(m—'pg—l*v)}). Odpowiedni wybér zmodyfikowa-

nego stwierdzenia bazowego umozliwia jednak zmniejszenie liczby powielonych wierz-
chotkow. Staje sie to mozliwe dzieki polaczeniu odpowiednich implikacji o identycz-
nych zalozeniach (m.in. w oparciu o prawo kompozycji nastepnikow koniunkeji) oraz
dzigki wyodrebnianiu powtarzajacych sie przestanek (w oparciu o prawo eksportacji,
np. wybor formuly a = (61 A B2 A (y = d2)) réwnowaznej z (a« = (1) N (a =
Ba) A ((a Ay) => 62) (rys. [3.7), umozliwil zastapienie trzech wierzchotkéw szkiele-
towych ,assume ¢’ jednym).

Innym nastepstwem wyodrebniania niedomknietych paczek, jest bardziej zaawan-
sowana modyfikacja pozostalej po wyodrebnianiu cze$ci rozumowania pierwotnego.
W celu przedstawienia tych modyfikacji ustalmy dowolng paczke P oraz zatézmy, ze
Con(P) ={c1,ca,...,¢n}, gdzie n = |Con(P)|. Oznaczmy zbior

AP:= () Ple) (3.3)

1<isn

oraz. wprowadzmy oznaczenie sta(v) na stwierdzenie sformulowane w wierzchotku
v € V(PB) oraz lab(v) na etykiete umozliwiajaca odwolanie sie do stwierdzenia sta(v).
Dodatkowo przez sta(V') bedziemy oznaczaé¢ koniunkcje wszystkich stwierdzen sfor-
mutowanych w wierzchotkach ze zbioru V, a przez lab(V') ciag wszystkich etykiet
stwierdzen sformutowanych w wierzchotkach ze zbioru V' oddzielanych przecinkami,
gdzie 0 # V C V(). Dodatkowo, w przypadku ) = V bedziemy przyjmowac:
sta(V) = not contradiction, a za lab(V) etykiete dodatkowego kroku stwierdza-
jacego not contradiction.

Ze wzgledu na cze$ciowe wykorzystanie rozwigzan dotyczacych drugiej metody
wyodrebniania w pierwszej, metody te beda rozwazane w kolejnosci odwrotne;j.

Druga metoda W przypadku drugiej zmodyfikowanej metody wyodrebniania no-
wy krok zwigzany z wierzchotkiem vp, ktory zastepuje paczke P, ma postac:

lab(vp): /\ (sta(P(e;) \ ﬂP) implies sta(c;) ) by [ab(ﬂ P), lab(Lemmap);
1<ign
(3.4)
gdzie Viemmaep Oznacza wierzcholek odpowiadajacy krokowi rozumowania postaci
(13.5), w ktorym zostal sformulowany lemat wygenerowany na podstawie paczki P,
a lab(vp) oraz lab(viemmar) 83 nie wykorzystywanymi dotad etykietami w dowodzie.

lab(Viemmap): sta([\P) implies < A (sta(P(c;) \ (P) implies sta(c;) ))

1<ign
proof ... end;,

(3.5)
Zauwazmy, ze w pierwotnej wersji drugiej metody, zastapienie poszczegdlnych
odwotan do réznych konkluzji paczki, odwotaniem do nowego wspélnego kroku zaste-
pujacego paczke umozliwiato zachowanie poprawnosci modyfikowanych w ten sposéb
uzasadnien. Sytuacja ta ulega jednak istotnej zmianie w przypadku wierzchotka vp.
Zastapienie odwotania do konkluzji ¢; przez odwolanie do vp jest bowiem uzasad-
nione jedynie w przypadku P(c;) \ (P = 0, gdzie 1 < i < n. W celu rozwiazania
tego problemu wprowadzmy do rozumowania krok zwiazany z nowym wierzchotkiem

v¢,, odpowiadajacy konkluzji ¢; postaci:

lab(c;): sta(c;) by lab(P(c;) \ mP) , lab(vp)s, (3.6)
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gdzie lab(c;) jest nie wykorzystywana dotad etykieta w dowodzie. Oczywiscie zasta-
pienie kazdego wystapienia etykiety lab(c;) przez etykiete lab(v,), nie powoduje ble-
doéw we w ten sposob zmodyfikowanych uzasadnieniach. Dodatkowo, przeprowadzone
empiryczne badania nad uzyskanymi modyfikacjami wykazaly, ze wykorzystujac ist-
niejace w systemie Mizar programy, tj. RelPrem, Rellnfer, Inacc [57, 59, [78], RenInfer,
Mergeltems [70], ktore szerzej sa opisane w sekcji mozliwe jest ,,usuniecie” cze-
$ci wierzcholkéw postaci lub ich ,pogrupowanie” przy zachowaniu poprawnosé
rozumowania.

Przedstawiony sposob modyfikacji uzasadnienn poszczegdlnych krokéw rozumowa-
nia pierwotnego po wyodrebnieniu paczki P nie budzi watpliwosci w zakresie popraw-
nosci tak zmodyfikowanych uzasadnien poszczegblnych krokéw. Roéwnie intuicyjne
jest uzasadnienie stwierdzenia bazowego w oparciu o ciag krokéw stwierdzajacych
kolejne implikacje bazowe, ktore zostaly uzasadnione na podstawie odpowiednio wy-
branych fragmentéw paczki.

W celu uzasadnienia zachowywania poprawnosci rozumowania przez zmodyfiko-
wang druga metode pokazemy jedynie, ze modyfikacja ta zachowuje wlasnos¢ acy-
klicznosci.

Obserwacja 3.9. Modyfikacja rozumowania pierwotnego, bedgca nastepstwem wy-
odrebnienia paczki za pomocqg zmodyfikowanej drugiej metody, nie generuje cykli skie-
rowanych w uzyskanej strukturze grafu dowodu.

Dowdd. Ustalmy abstrakcyjny graf skierowany P8 oraz jego modyfikacje 1 zwigzang
z wyodrebnieniem paczki P. Zalézmy nie wprost, ze a jest skierowanym cyklem w Gz,
(zob. Def. . Z Def. digraf &g jest acykliczny, skad cykl a musi przechodzi¢ przez
.nowe” wierzcholki zwigzane z krokami rozumowania postaci: (3.4), (3.6), Lemmasp.
W celu uzyskania sprzecznosci pokazemy, ze kazdy maksymalny w sensie zawierania
segment cyklu a zbudowany wytlacznie z ,nowych” wierzchotkéw moze zostaé¢ zasta-
piony droga zbudowana z wierzchotkow nalezacych do Obsz(P), w taki sposob, ze
po iteracyjnym zastapieniu poszczegblnych maksymalnych segmentéw okreslonego
rodzaju, uzyskany ciag bedzie cyklem, co doprowadzi do sprzecznosci z wynikajaca
z definicji acyklicznodcig Gp.

Ustalmy wiec segment a’ := (ag, a1, az, . .., ak, ar+1) drogi a, gdzie a; sa ,nowymi”
wierzchotkami dla i = 1,2,...,k, a ag, axt+1 € V(B). Wowcezas mozliwe sa tylko dwa
przypadki, gdy7 viemmaep jako zZrodlo w Qf‘ﬂ nie moze naleze¢ do a’ (rys. [3.7):

1. segment o’ = (ag, a1, as,as), gdzie

© ap € ﬂ P(d)a
deCon(P)
° a1 = vp,

o as = v, dla pewnej konkluzji ¢ € Con(P),

o ag odwotuje sie do ¢,
2. segment a’ = (ag, a1, az, as), gdzie

o ag € P(c)dlaceCon(P),aleag ¢ [\ P(d),
deCon(P)
O a1 = Vg,

o as odwotuje sie do c.

Jednak w obu przypadkach ay € P(c), a zatem z Def. konkluzja c jest osia-

galna z przestanki ap w CD‘I‘W(P)' Mozemy zatem segment miedzy ag i art1 zastapicé

wierzchotkami z pierwotnego grafu, zachowujac osiagalnosé ax41 z ap. O

48



Pierwsza metoda Zauwazmy, ze w przypadku drugiej metody wyodrebniania ge-
nerowanie lematu o mozliwie najogoélniejszej postaci kosztem powielania wierzchotkéw
w uzasadnieniu bylto uzasadnione tym, iz ,potozenie” lematu w skrypcie dowodowym
umozliwialo jego zastosowanie nie tylko w uzasadnieniu kroku zastepujacego paczke,
ale réwniez potencjalnie w uzasadnieniu innych wierzchotkéw. Koszt ten jest jednak
nieuzasadniony w przypadku pierwszej metody, gdzie wygenerowane rozumowanie
jest wykorzystane tylko do uzasadnienia tego kroku. Oczywiscie, prowadzac analo-
giczne rozwazania jak w przypadku drugiej metody,

(1) zastepujac krok zwigzany z wierzchotkiem vp krokiem vf, postaci:

lab(vp): /\ (sta(P(c;) \ ﬂ”P) implies sta(c;) ) proof ... end;, (3.7)

1<isn

gdzie proof ... end; jest rozumowaniem wykorzystywanym w uzasadnieniu
kroku vpemmap 0 postaci (3.5)),

(i4) usuwajac z tego rozumowania krok rodzaju <Assumption>, ktéry odpowiada
za eliminacje implikacji o zalozeniem sta([)P) — implikacja ta nie wystepuje
w sta(vp),

(#4i) zastepujac odwolania do usunietego kroku bezposrednimi odwolaniami do prze-
stanek ze zbioru (P w uzasadnieniu kroku v%,

uzyskujemy zachowanie poprawno$ci zmodyfikowanego rozumowania.

W sekeji tej skupimy uwage nad sposobem modyfikacji zbiorow przestanek Pre(c),
dzieki ktéremu wygenerowane rozumowanie na podstawie paczki nie bedzie posiadac
powielonych wierzchotkéw, przy jednoczesnym zachowaniu poprawnosci zmodyfiko-
wanego w ten sposéb rozumowania, gdzie ¢ € Con(c). Cel ten zostanie osiagniety
poprzez odpowiednie ostabienie stwierdzenia bazowego.

Definicja 3.10. Niech ‘B bedzie abstrakcyjnym grafem dowodu, V' podzbiorem zbioru
wierzchotkow w P, zas A podzbiorem zbioru tukéw A(Dz) oraz v, u parg wierzchotkéw
w P. Bedziemy mowié, Ze wierzchotek u jest osiggalny z v wzgledem zbioréw A, V,
jesli spetniona jest nastepujgca zaleznosé:

3 VoW — Wy — ... — WE — U A
w1, Wa,..., wgEV A A A A A

A V— 8 — 8 — ... S — U= 81,59,...,5, EV 3.8
(sl,sQ,...,slewm) A A A A A ety (3.8)

) . .,V
i bedziemy oznaczaé v o

Ustalmy paczke P. Wierzchotki zbioru PC := Pre(P)UCon(P) mozemy wowczas
przedstawi¢ w postaci dwoch ciagéw zbiorow: {Pre(P)'}2,, {Con(P)'}32, danych
zalezno$ciami:

0o _ . *
Pre(P)? = {pe€ Pre(P): uecgln(’/))u’;;; Dl

. Obsz(P)
Con(P)" = € Con(P) : 3 —> ¢},
on(P) leeCon(P): L 3m® A®) o (3.9)
Pre(P) = {pe Pre(P): YENOba(P) 1y
re(P) pePre®): 2wy AD2) P}
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gdzie i jest dowolna liczba naturalna. Oczywiscie, elementy ciagow Pre(P)°, Con(P)°,
Pre(P)L,Con(P)L, Pre(P)?,Con(P)?, ... stanowia partycje zbioru PC. Dodatkowo,
tylko skoriczona liczba elementéw moze by¢ niepusta, gdyz PC jest zbiorem skornczo-
nym. Ponadto istnieje liczba naturalna m, dla ktorej Con(P)? # 0, Pre(P)! # 0,
Con(P)t # 0 dlai=1,...,m oraz Pre(P)’ = Con(P)" = 0 dla i > m, poniewaz dla
kazdej przestanki istnieje co najmniej jedna konkluzja osiggalna w CD% (uwaga, w po-
nizszych rozwazaniach w przypadku Pre(P)? = () bedziemy przyjmowaé, ze zbior
Pre(P)° jest zbudowany z wierzchotka stwierdzajacego not contradiction).
Korzystajac nastepnie bezposrednio z konstrukeji ciggow stwierdzamy, ze nie
zachodzi ¢ *p dla kazdej konkluzji ¢ € Con(P)* oraz przestanki p € Pre(P)?, gdzie

7 < 1. Staddnpartycja zbioru wierzchotkéw rozumowania pierwotnego zawierajacego
jako podgraf P, ktéra zostata zbudowana ze zbiorow Pre(P)°,Con(P)°, Pre(P)!,
Con(P)Y, ..., Pre(P)™,Con(P)™ oraz jednoelementowych zbioréw zawierajacych
wierzchotki nie nalezacych do PC, wyznacza acykliczng partycje tego grafu dowodu.
Mozemy wiec ostabi¢ stwierdzenie bazowe paczki P do postaci:

sta(Pre(P)°) implies (sta(Con(P)°) & (
sta(Pre(P)!) implies (sta(Con(P)') & ( (3.10)

(sta(Pre(P)™) implies sta(Con(P)™)) ...)))),
ktére jest uzasadnione za pomoca rozumowania:

proof

assume sta(Pre(P)°);
,zbior wierzchotkow nie nalezacych do Con(P)?, dla ktérych istnieja
konkluzje ze zbioru Con(P)°, osiagalne z tych wierzchotkéw w 9%”

thus sta(Con(P)%);

assume sta(Pre(P)');
,zbiér wierzchotkéw nie nalezacych do Con(P)!, dla ktoérych istnieja
konkluzje ze zbioru Con(P)!, osiagalne z tych wierzchotkow w ©q~3
oraz ktore nie zostaly jeszcze wymienione”

thus sta(Con(P)');

assume sta(Pre(P)™);
,zbior wierzchotkoéw nie nalezacych do Con(P)™, dla ktorych istnieja
konkluzje ze zbioru Con(P)™, osiagalne z tych wierzchotkow w Q?f;
oraz ktoére nie zostaly jeszcze wymienione”

thus sta(Con(P)™);

end;,

(3.11)
w ktorym odwotania do stwierdzen sformutowanych w krokach zwiazanych z prze-
stankami paczki P zostaly odpowiednio zastapione odwolaniami do krokéw rodzaju
< Assumption>. Oczywiscie konstrukcja tego rozumowania nie wymaga powielania
wierzchotkéw nalezacych do paczki P.

Rozwazmy teraz krok postaci , w ktorym stwierdzenie bazowe zostato za-
stapione jedynie nastepnikiem implikacji o przestance sta(Pre(P)?) sformutowanej
w (3.10). Uzasadnieniem tego kroku jest wéwczas rozumowanie (B.11), w ktorym
zostal pominiety krok ,assume sta(Pre(P)°);” oraz wszystkie odwotania do tego
kroku zostaly zastapione poprzez odwotania do odpowiednich stwierdzen zwigzanych

z krokami, bedacymi przestankami ze zbioru Pre(P)°.
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Poprawno$¢ zmodyfikowanego rozumowania przy takiej postaci kroku zwigzanego
z wierzchotkiem vp jest osiagana dzieki zastapieniu kazdego wierzchotka v, postaci
(3.6), przez wierzchotek v, (p): postaci:

lab(veon(pyi): sta(c;) by lab(vp), lab(Pre(P)'), lab(Pre(P)?), ... ,lab(Pre(P)');,

(3.12)
gdzie 0 < ¢ < n, lab(c;) jest nie wykorzystywana dotad etykieta w dowodzie; oraz
zastapieniu kazdego odwotania do stwierdzenia sta(c) konkluzji ¢ € Con(P) przez
odwotanie do stwierdzenia sta(veon(pyi), jesli ¢ € Con(P)".

Zauwazmy rowniez, ze zaproponowane uogOlnienie pierwszej metody wyodreb-
niania paczek przy pomocy ostabionego stwierdzenia bazowego w naturalny sposéb
uogoblnia metode zaproponowanag dla domknietych paczek, gdyz w przypadku do-
mknietej paczki P ciagi okreSlone zalezno$cia , posiadaja co najwyzej dwa nie-
puste elementy, mianowicie Pre(P)?, Con(P)° oraz veenpyp = vp.

3.1.3 Metody wyodrebniania paczek uwzgledniajace zmienne
W rozumowaniu

W przedstawionych dotad metodach wyodrebniania paczek, pomijane byty informa-
cje opisujace sposéb wykorzystania zmiennych w paczkach. Intuicyjnie, wykorzystanie
zmiennych, ktére zostaly wprowadzone do rozumowania poza obszarem paczki, ale sg
wykorzystywane wewnatrz tej paczki powinno wplywaé co najwyzej na druga metode,
ktéra wyodrebnia paczke w postaci lematu. Oderwanie paczki od kontekstu rozumo-
wania w przypadku drugiej metody wymusza bowiem poprzedzenie stwierdzenia ba-
zowego kwantyfikatorami ogélnymi, umozliwiajacymi zwigzanie zmiennych wolnych
wystepujacych w tym stwierdzeniu. Sytuacja taka ma jednak miejsce tylko w przy-
padku, jesli zmienne ustalone wprowadzone do rozumowania wewnatrz paczki sa wy-
korzystywane tylko w jej obszarze. Dostateczng modyfikacja drugiej metody jest wow-
czas poprzedzenie stwierdzenia bazowego kwantyfikatorami ogélnymi, a nastepnie po-
przedzeniem wszystkich krokéw w uzasadnieniu krokiem rodzaju < Generalization>,
ktory odpowiada za wprowadzenie tych zmiennych ustalonych do rozumowania wy-
generowanego lematu.

Zbiér zmiennych wystepujacych w stwierdzeniu bazowym, nie musi sie jednak
pokrywaé ze zbiorem zmiennych wykorzystywanych w paczce. Rozwazmy bowiem
przypadek, w ktérym zmienna ustalona z typu © jest wykorzystywana w rozumowa-
niu zawartym w paczce, ale nie jest wykorzystana w stwierdzeniu bazowym. Woéwczas
wykorzystywane sa w paczce co najwyzej wlasnodci wynikajace z istnienia zmiennej
okreslonego typu, skad mozliwe jest zastapienie wszystkich wystapien tej zmiennej
przez reprezentanta okreslonego typu (ang. the global choice [38] 511, [100]), ktory
w jezyku Mizar ma posta¢ the ©. Wykorzystanie reprezentanta, jest jednak mozliwe
wylacznie dla typdéw niepustych — typéw dla ktérych wezesniej zostal udowodniony
klaster egzystencjalny (szerzej na ten temat w [33]), aczkolwiek ten sam klaster jest
konieczny do wprowadzenia do rozumowania zmiennej ustalonej okre$lonego typu.
Tym samym zastapienie zmiennej = reprezentantem the © nie generuje btedéw w ro-
zumowaniu, a nawet moze je uprosci¢ w przypadku kilku zmiennych ustalonych tego
samego typu, ktére na wskutek zastapienia tych zmiennych wspélnym reprezentan-
tem zostaly utozsamione.

Rozwazmy przykiad z rys. Przedstawiona zostala tam sytuacja, w ktorej
zmienna ustalona wprowadzona do rozumowania wewnatrz paczki, jest wykorzysty-
wana poza jej obszarem, gdzie symbole P, Q, R, S, T reprezentuja predykaty jedno-
argumentowe, a F reprezentuje funktor jednoargumentowy. Zauwazmy najpierw, ze

51



a: let x be set; (o]
G: Al: P[x]; et
v : consider y be set such that Y [ g

A2:y=F(x) by Al; _"“

0: A3:Qlyl by A2;

A3
s

e€: consider z be Subset of y such that \T@_@
Ad: R[z] by A3; S ;

(: consider r be Relation of y,z such that - .iq ¥
A5: S[r] by A4, @<__

|

: A6: T by A5;
g [x] by paczka Pa

Rysunek 3.8: Fragment rozumowania zapisanego w jezyku Mizar przedstawiajacy
niedomknieta paczke P,. Paczka P, jest niedomknieta, gdyz Sciezka 6 — ¢ — (

zlozona z tukéw referencyjnych wychodzi poza jej zakres. Gdyby ten warunek nie
zachodzil, to niedomkniecie wynikatoby tez z obecnoéci §ciezki v — € — ( zlozonej

z tukéw porzadkujacych.

stwierdzenie bazowe paczki P, ma postac:
(Plx] implies Q[y] ) & ( R[z] implies S[r]), (3.13)

w ktoérym wystepuja cztery zmienne wolne x, y, z, r odpowiadajace zbiorom, przy
czym zmienne x i z sg zmiennymi ustalonymi wprowadzonymi do rozumowania poza
obszarem paczki P4, natomiast pozostate zmienne odpowiadaja zmiennym ustalonym
wprowadzonym wewnatrz obszaru paczki Py. Stad, w celu zapewnienia poprawnosci
modyfikowanego rozumowania zmienne x i z w stwierdzeniu opisujacym rozumowanie
zawarte w paczce, musza by¢ zwiazane kwantyfikatorami ogélnymi, natomiast y i r
egzystencjalnymi. Dodatkowo kolejnos§é wigzania zmiennych w przypadku paczki Py
jest nastepstwem dwdch obserwacji:

(i) konstrukcja zmiennej ustalonej y w kroku v wykorzystuje zmienna ustalong x,
skad kwantyfikator V musi poprzedza¢ kwantyfikator 3,
x y

(74) zmienna ustalona z jest podzbiorem zbioru y oraz zmienna ustalona z jest pod-
zbiorem iloczynu kartezjanskiego y x z, skad kwantyfikator 3 musi poprzedzac
y

kwantyfikator VC , ktory to nastepnie musi poprzedza¢ 3
z:zly

rirCyxz

Generalizujac powyzsze stwierdzenie mozemy zauwazy¢, ze kolejnosé kwantyfika-
torow w sformutowaniu lematu jest jedyng mozliwg dla tej paczki. Jest ona okre-
Slona relacja osiggalnosci w grafie Og, ktéra w tym przypadku jednoznacznie de-
terminuje kolejnos¢ kwantyfikatorow. Relacja osiggalnosci w grafie Og determinuje
bowiem kolejnosé kwantyfikatoréw z doktadnoscia do wyboru sortowania topologicz-
nego digrafu rozpietego na wierzchotkach odpowiadajacych krokom wprowadzajacym
zmienne ustalone do rozumowania, ktére to zmienne sa wprowadzone lub wykorzy-
stywane wewnatrz paczki; natomiast tuki tacza pary réznych wierzchotkéw bedacych
w relacji osiggalnosci w grafie Og. Stad jako stwierdzenie opisujaca rozumowanie
zawarte w paczce Py, mozemy przyjaé formute:

vl v d  ((Px) = Q) A(R(z) = S(r))), (3.14)
z y z:2Cy rirCyxz
ktora to odpowiada stwierdzeniu bazowemu paczki, w ktérym zostaly zwigzane wy-
stepujace zmienne wolne. Uzasadnienie tej formuly (wydruk , jak réwniez mody-
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ap: Lemmap,: for x be set ex y be set st
for z be Subset of y ex r be Relation of y,z st
(P[x] implies Ql[y]) & (R[z] implies S[r])

proof
o1 let x be set;
Qg : per cases;
Qs : suppose Al: P[x];
~ consider y be set such that
A2:y=F(x) by Al;
o A3: Qly] by A2;
(a7 take y;
as e let z be Subset of y;
Qg : per cases;
Qg suppose A4: R[z];
¢ consider r be Relation of y,z such that
A5: s[r] by A4;
asg take r;
Qg : thus (P[x] implies Q[y]) & (R[z] implies S[r])
by A3, A5;
end;
K suppose A6: not R[z];
11 - take y= the Relation of y,z;
Q19 : thus (P[x] implies Q[y]) & (R[z] implies S[r])
by A3, A6;
end;
end;
o3t suppose A7: not P[x];
Q14 - take y = the set;
a5 let z be Subset of y;
16 : per cases;
ay7 suppose A8: R[z];
¢ consider r be Relation of y,z such that
A9: S[r] by A8;
s take r;
Q19 : thus (P[x] implies Ql[y]) & (R[z] implies S[r])
by A7, A9;
end;
Qo : suppose A10: not R[z];
Qo1 - take y= the Relation of y,z;
Q99 : thus (P[x] implies Q[y]) & (R[z] implies S[r])
by A7, A10;
end;
end;
end;

Wydruk 3.9: Dowdd formuly zapisany w systemie Mizar, z wykorzystaniem kon-
strukcji per cases, powstalej ze stwierdzenia bazowego paczki Py (rys. , w kto-
rej zmienne wolne zostaly zwigzane czterema kwantyfikatorami poprzedzajacymi to
stwierdzenie. Nowe kroki w dowodzie, ktére nie posiadaja swoich odpowiednikéow
w paczce Py, zostaly sformutowane w wierszach: «ag, a, ..., ass.
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a: let x be set;
B: Al:p[x];
01 : consider y be set such that

Bl: for z be Subset of y ex r be Relation of y,z st
(P[x] implies Q[y]) & (R[z] implies S[r]) by Al, Lemmap,;
03 : consider rl be Relation of y,the Subset of y such that
B2: (P[x] implies Q[y]) & (R[the Subset of y] implies S[r1])
by B1;
0: A3:Qly] by B2, Al;
: consider z be Subset of y such that
Ad: R[z] by A3;
f5 : consider r be Relation of y,z such that
B3: (P[x] implies Q[y]) & (R[z] implies S[r]) by B1l;
n: A6: T[r] by A4, B3;

Wydruk 3.10: Modyfikacja pozostalej czesci rozumowania (rys. po wyodrebnieniu
paczki Py, gdzie etykieta Lemmap, jest identyfikatorem stwierdzenia uzasadnionego
na wydruku Nowe kroki w dowodzie, ktore zostaly dodane do pozostalej czesci
rozumowania po wyodrebnieniu paczki, zostaly sformutowane w wierszach: 61, 65, 65.

fikacja pozostalej czesci rozumowania po wyodrebnieniu paczki (wydruk [3.10)), jest
jednak do$¢ skomplikowana i wymaga wprowadzenie do rozumowania duzej liczby
nowych krokow w celu zagwarantowania poprawnosci modyfikowanego skryptu do-
wodowego.

Jedng z metod, umozliwiajaca zmniejszenie liczby dodatkowych krokdéw jest osta-
bienie formuty (3.14), poprzez m.in. ,poprzedzenie” kazdego kwantyfikatora egzysten-
cjalnego wiazacego pewna zmienng zwigzang ze stata wprowadzona do rozumowania
w paczce implikacja, ktorej poprzednikiem jest koniunkcja przestanek wykorzystywa-
nych do skonstruowania tej zmiennej ustalonej. Woéwczas stwierdzenie, ktére opisuje
rozumowanie zawarte w paczce Py, przyjmuje m.in. ponizsza postaé:

VP) =JQUuA ¥ (Blz)= 3 51)), (3.15)

T z:2Cy rirCyxz

odkad uzasadnienie kroku v, w ktérym zostala skonstruowana stata y odwotluje sie
do stwierdzenia P [x], sformulowanego w przestance paczki P, oraz analogicznie uza-
sadnienie kroku (, w ktérym zostala skonstruowana zmienna ustalona r odwotuje sie
do stwierdzenia R[z], sformulowanego w przestance paczki P,. Modyfikacja skryptu
dowodowego rys. [3.8| zwiazana z wyodrebnieniem paczki w postaci lematu stwierdza-
jacego formute @ zostala przedstawiona na wydruku

Zauwazmy, ze istnienie zmiennych ustalonych wprowadzonych do rozumowania
wewnatrz paczki, ktére sa wykorzystywane poza jej obszarem, wiaze sie nieodzow-
nie z ponownym wprowadzeniem tych zmiennych do zmodyfikowanego rozumowania
po wyodrebnieniu paczki (zob. kroki 6, 6, przedstawione na wydrukach B.11).
Dodatkowo, stwierdzenie formuty Q[y] na podstawie przestanki P [x] oraz stwierdze-
nia uzasadnionego w kroku 6, (wydruk wymaga wprowadzenia do rozumowa-
nia zmiennej ustalonej rl (krok 03) w celu umozliwienia bezposredniego odwolania
sie do implikacji bazowej P [x] implies Q[y]. Ponadto liczba dodatkowych krokéw
wprowadzonych do rozumowania w celu umozliwienia jedynie ,bezposredniego” od-
wolania sie do odpowiednich implikacji bazowych, moze by¢ proporcjonalna nawet
do kwadratu liczby kwantyfikatoréw egzystencjalnych. Rozwigzaniem tego problemu
jest generalizacja metody, wykorzystanej w przypadku stwierdzenia .
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a9 Lemmap,: for x be set st P[x] holds
ex y be set st Q[y] & for z be Subset of y st R[z] holds
ex r be Relation of y,z st S[r]

proof
(eI let x be set;
g : assume Al: P[x];
~ consider y be set such that
A2:y=F(x) by Al;
as . take y;
o thus Q[y] by A2;
Qy : let z be Subset of y;
as assume A3: R[z];
¢ consider r be Relation of y,z such that
A4d: s[r] by A3;
Qg take y;
ag thus S[r] by 24;
end;

' let x be set;
B: Al: P[x];
0, : consider y be set such that

Bl: Q[y] & for z be Subset of y st R[z] holds
ex r be Relation of y,z st S[r] by A1, Lemmap,;
d0: A3: Qly] by B1;
: consider z be Subset of y such that

Ad: R[z] by A3;
0> : consider r be Relation of y,z such that

B2: S[r] by B1;
n: A6: Tlr] by B2;

Wydruk 3.11: Modyfikacja skryptu dowodowego rys. [3.8| zwigzana z wyodrebnieniem
paczki P, w postaci lematu stwierdzajacego formute (3.15]).

Ze wzgledu jednak na uzaleznienie konstrukcji od skladni systemu Mizar w po-
nizszych rozwazaniach, przedstawiona zostanie jedynie metoda generowania stwier-
dzenia opisujacego rozumowanie zawarte w paczce, uwzgledniajaca wykorzystywane
zmienne oraz szkic metody modyfikacji pozostalej czesci rozumowania po wyodreb-
nieniu paczki rozwazanego tutaj rodzaju.

Ustalmy zatem paczke P w abstrakcyjnym grafie dowodu 3. Dla uproszczenia
bedziemy zaktadaé, ze w jednym kroku rozumowania jest wprowadzana co najwyzej
jedna zmienna. Oznaczmy dwa zbiory wierzchotkow w 3:

V(PB)\Obsz(P)
= . b El _—
Ap:={v € V(P) : v & Obsz(P) A UEObsz(P)v orir

Obsz(P)
3 v ——> u}.
ueV(P)\Obsz(P)  Ordf;

u},
(3.16)
Ep:={v € Obsz(P) :

Skonstruujmy nastepnie dwa ciagi {A% }52,, {€5}52,, bedace odpowiednikami ciagow
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danych zaleznoscia (3.9):

Ay = cAp: ¥ o = u € Ap},
P {a P ueApuspuozg “ “ P
; Obsz(P)
E, = {e€ép: T a—> e},
P tecér: 3. OrdE J (3.17)
A = faedp: 3 ¢ XENOEP)
€€l ordg,

gdzie i jest dowolng liczba naturalng. Oczywiscie elementy ciagu A%, €%, AL, Ep, ...
stanowig partycje zbioru ApUEp oraz istnieje liczba naturalna m, dla ktorej m pierw-
szych elementéw ciggu jest niepuste z wyjatkiem co najwyzej pierwszego, a kolejne
wyrazy poczawszy od m + 1 sa puste.

Kazdemu zbiorowi wierzchotkéw A%; oraz 57’5 przyporzadkujmy sortowanie topo-

logiczne digrafu D‘5|Ai oraz D‘J~3|gi oznaczane a’, oraz eb. Zdefiniujmy réwniez zbior
P

przestanek paczki, ktore zostaly wykorzystane przy uzasadnieniu istnienia zmiennych
ustalonych ze zbioru £ dane zaleznodcia:

P(Eh) :={vePre(P): 3 v—*e}. (3.18)

e€ &l 95

Rozumowanie zawarte wewnatrz paczki, jest wowczas opisywane przez ciag fraz u(1),
1(2), ..., u(m) danych zaleznoscia:

u(1) = for ,uporzadkowane zmienne dom(a%)”holds ,koniunkcja implikacji bazowych,
ktore w sformutowaniu wykorzystujq jedynie zmienne ustalone ze zbioru A%”

w(2) = & P(EY) implies ex ,uporzqdkowane zmienne dom(e%)” st koniunkcja im-
plikacji bazowych, ktére nie zostaly wymienione we frazie pu(1), w ktérych sq
wykorzystywane co najwyzej zmienne ustalone ze zbioru AOP U 570). Dodatkowo,
w kazdej takiej implikacji zostaly pominiete przestanki ze zbioru P(E3)”

w(2i + 1) := for ,uporzgdkowane zmienne dom(aé;rl)” holds ,koniunkcja implikacji bazo-

wych, ktore nie zostaty wymienione we frazach ju(1), u(2), ..., u(2i), w ktérych

sq wykorzystywane co najwyzej zmienne ustalone ze zbioru .A;;rl u U (ApU
1<5<i

&%). Dodatkowo, w kazdej takiej implikacji zostaty pominicte przestanki ze zbio-

ru |J P(ESH)”

1<

p(2i+2) ==& PEH)\ U P(E%) implies ex ,uporzqdkowane zmienne dom(e%)” st ,ko-
1<5<i
niunkcja implikacji bazowych, ktdre nie zostaty wymienione we frazach p(1),
w(2), ..., pw(2i + 1), w ktorych sq wykorzystywane co najwyzej zmienne usta-
lone ze zbioru |J (A UEL). Dodatkowo, w kazdej takiej implikacgi zostaty
1<G<i

pominiete przestanki ze zbioru | ’P(é‘%)”
1<y<i
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Wykorzystanie powyzszego stwierdzenia w kroku zwiazanym z wierzchotkiem vp,
ktory zastepuje wyodrebniong paczke P, wymusza wprowadzenie dodatkowych wierz-
chotkéw v; w modyfikowanym grafie dowodu, z ktérych kazdy odpowiada za wpro-
wadzenie do rozumowania zmiennych ustalonych ze zbioru £€p i przyjmuje ponizsza
postac:

consider ,uporzgdkowane zmienne dom(e;;)” such that
lab(v;): ,implikacje bazowe wymienione we frazie (1(25) oraz ciag fraz
1(2j+1), p(2j+2), .., p(m)”
by lab(P(E3)), (lab(vj—1) jesli j > 1, lab(vp) jesli j = 1);

(3.19)

gdzie 1 < j < 7. Dodatkowo, w celu zapewnienia poprawnosci zmodyfikowanego
rozumowania, kazde odwotanie sie do konkluzji ¢ paczki P musi zostaé¢ zastapione
odwotaniem do kroku v;, dla ktérego implikacja bazowa zwigzana z konkluzjg c zo-
stala wymieniona we frazie p(25) lub (25 4+ 1). Rowniez kazdy tuk porzadkujacy,
ktory taczyt wierzchotek e € Ep z wierzchotkiem u nie nalezacym do obszaru Obsz(P),
musi zostaé zastapiony tukiem porzadkujacym (vj;,u), gdzie j jest liczba naturalng
dla ktorej e € Ep.

3.2 Metody poprawy czytelnosci oparte o reorgani-
zacje kolejnosci krokéw rozumowania

Sledzac opinie réznych uzytkownikéw bazy danych systemu Mizar, natrafiamy na
rozmaite poglady dotyczace sposobu poprawy czytelnosci skryptéw dowodowych wy-
korzystujacych reorganizacje kolejnosci krokéw rozumowania. Mozemy jednak wsréd
nich odnalezé¢ powtarzajaca sie cze$¢, pewien kanoniczny zestaw sposobéw uszla-
chetniania nieformalnych dowodéw matematycznych. Wsréd nich szczegodlnie istotne
wydaja sie te polegajace na dazeniu do osiagniecia wskazanych ponizej pieciu opty-
malnych sytuacji. Wyrazimy je, stosujac wprowadzone w rozdziale[I]pojecia dotyczace
linearyzacji 7 digrafu Dg.

1. Maksymalne 7. fmflaﬁcuchy powinny mieé¢ mozliwie najwieksza dlugosc.

2. Dlakazdego maksymalnego 7r., —tancucha jego wierzcholki powinny wykorzy-
stywa¢ mozliwie malg liczbe stwierdzen, ktore sa zwigzane z wierzchotkami
nienalezacymi do tego taiicucha.

3. Liczba krokéw rozumowania, z ktérych kazdy jest poczatkiem co najmniej jed-
nego tuku referencyjnego o 7—rozpietosci wiekszej od jeden powinna by¢ mini-
malna.

4. Laczna 7-rozpietosé wszystkich tukéw referencyjnych powinna byé minimalna.

5. Zbiory krokéw rozumowania, ktorych gesto$¢ w domknieciu zwrotno-przecho-
dnim zbioru tukow Refy; jest dostatecznie duza, w zlinearyzowanym rozumo-
waniu powinny stanowi¢ 7—spoiste fragmenty.

Przedstawione metody poprawy czytelnosci wykorzystujace optymalizacje wybranych
wskaznikéw w zlinearyzowanym rozumowaniu, ktére bedziemy nazywaé¢ wskaZnikams
czytelno$ci, wydaja sie w istocie naturalne i zgodne z intuicja, nie budzily réwniez
kontrowersji podczas prezentacji na konferencjach oraz innych forach dyskusji na-
ukowych [69, [71]. Duzy problem stanowi natomiast okreslenie hierarchii waznosci tak
sformutowanych metod optymalizacji. Niejednokrotnie napotykamy opinie, ze metody
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optymalizujace wlasnosci okres§lone w punktach 1, 3, 5 sa nieporéwnywalne, a doboér
kolejnosci zalezy od konkretnego rozumowania. Taka sytuacja sugeruje wiec wyko-
rzystanie optymalizacji wielokryterialnej lub uzycie aplikacji, ktéra umozliwi uzyt-
kownikowi wybér hierarchii. Innym rodzajem napotykanych trudnoéci, sa problemy
zwigzane z formalnym sformulowaniem przedstawionych metod oraz parametryzacja
stwierdzen ,mozliwie najwiekszg” oraz ,dostatecznie duza”.

3.2.1 Uzasadnienie wyboru metod poprawy czytelnosci

Uzytecznosé przedstawionych metod potwierdzaja nie tylko uzytkownicy bazy MML.
Odnajdujemy ich uzasadnienie réwniez w modelu proceséw poznawczych wystepu-
jacych w czytaniu tekstéow. Lokalno§é odwotan jest bowiem postrzegana jako wazny
czynnik w procesie rozumienia czytanego tekstu. Byl on analizowany juz przez O. Be-
haghela [9]. Sformutowane przez niego pierwsze prawo stwierdza, ze elementy, ktore
sa blisko siebie znaczeniowo powinny znajdowaé sie blisko siebie (z ang. Behaghel’s
First Law: ‘elements that belong close together intellectually will also be placed close
together’). Liczne odwolania do tego prawa znajdujemy we wspolczesnej literaturze
przedmiotu [31}, 52].

Prawo to moze réwniez zosta¢ zastosowane na gruncie rozwazan zwiazanych z czy-
telnoscig rozumowan formalnych. Zauwazmy, ze przestanki wykorzystane do uzasad-
nienia konkretnego kroku, musza zawsze poprzedzaé ten krok w zlinearyzowanym
rozumowaniu. Informacje te moga jednak znajdowaé sie daleko lub w bliskim sa-
siedztwie tego kroku. Naturalnie nie wszystkie przestanki moga znajdowaé sie w bez-
posrednim sgsiedztwie tego kroku. Sytuacja taka wystepuje m.in. w przypadku, gdy
jakas przestanka jest wielokrotnie wykorzystywana w rozumowaniu. Znaczna jednak
czes¢ przestanek jest wykorzystywana jedynie kilkakrotnie w rozumowaniu lub nawet
tylko jeden raz. Naturalnie, przy odpowiednim doborze sposobu linearyzacji, istotna
cze$¢ sposrod tych przestanek moze byé zlokalizowana w bezposrednim otoczeniu
krokow, ktore sie do nich odwotluja lub nawet by¢ sformutowana w kroku bezpo-
Srednio poprzedzajacym krok, w ktérym nastepuje odwotanie. Z prawa Behaghela
mozemy w szczegllnosci wiec wnioskowaé, ze w poprawnie zbudowanych tekstach
liczba krokow, ktére odwotuja sie do przestanek sformulowanych w bezposrednio po-
przedzajacych krokach powinna by¢ maksymalna. Stad réwnowaznie, liczba tukéow
wyznaczajacych maksymalne 7z, fo —tancuchy, powinna by¢ maksymalna — na tym
opiera si¢ nasza pierwsza metoda optymalizacyjna.

Maksymalne 7. f‘nflaﬁcuchy pelnia jeszcze jedna wazna role w procesie poszu-
kiwania idei rozumowania. Zauwazmy, ze kazdy taki TRef,nflaﬁcuch jest liniowym
fragmentem rozumowania, ktérego uwypuklenie wskazuje przysztemu czytelnikowi,
ze fragment ten stanowi ,lokalnie spéjna”’ cze$¢ rozumowania. Wyboér podrozumo-
war, ktore miatyby odzwierciedla¢ lokalng spojnosé liniowych fragmentéw, wymaga
jednak szczegotowej analizy stwierdzen formulowanych w krokach rozumowania, a ta
musialaby by¢ wykonana przez czlowieka. W celu unikniecia tej konieczno$ci mozemy
jednak przyjaé, ze spojne fragmenty charakteryzuja sie duza liczba wewnetrznych
odwotan. Precyzujac, kroki nalezace do maksymalnego 7z, Fo —tanicucha powinny od-
wolywaé sie do maksymalnej liczby faktéw nalezacych do tego tanicucha lub réwno-
waznie, liczba odwotan miedzy réznymi maksymalnymi 7z, fmflar'lcuchami powinna
by¢ minimalna — na tym opiera sie nasza drugae metoda optymalizacyjna.

W celu przedstawienia genezy trzecie; metody optymalizacyjnej zauwazmy, ze kry-
terium numer 3 wiaze sie ze zliczaniem krokéw, ktére musza posiadaé etykiete. Przy-
pomnijmy, ze odwotanie sie do wczesniej sformutowanego faktu w uzasadnieniu kroku
dowodu jest realizowane w systemie Mizar przez przytoczenie w tym uzasadnieniu
unikalnej etykiety przyporzadkowanej do tego faktu. Jednym z cukrow syntaktycz-
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nych wdrozonym w systemie Mizar jest mozliwosé zastapienia referencji do bezpo-
$rednio poprzedzajacego kroku, dodajac na poczatku sformutowania kroku wyrazenie
then. Naturalnie odpowiedni dobér kolejnosci krokéw w zlinearyzowanym rozumo-
waniu, umozliwiajacy podkreslenie spojnych fragmentéw rozumowania za pomoca
konstrukcji then jest rozwazany w dwoéch pierwszych metodach optymalizacyjnych.
Trzecia metoda optymalizacyjna skupia sie wokot jeszcze jednego aspektu zwigzanego
z konstrukcja then. Opiera sie ona bowiem na fakcie, ze krok rozumowania, ktory
jest przestanka w co najwyzej jednym uzasadnieniu oraz jesli jest wykorzystywany
jako przestanka, to tylko w kroku bezposrednio wystepujacym po nim, nie musi mieé
przyporzadkowanej etykiety. Minimalizacja liczby etykiet realizowana przez trzecia
metode optymalizacji umozliwia wiec maksymalizacje liczby faktow, ktore beda po-
mijane w trakcie poszukiwan ,daleko potozonych” przestanek w rozumowaniu, jako
fakty, ktore jesli sa wykorzystywane, to tylko lokalnie.

Bardziej narzucajaca sie interpretacja trzeciej metody optymalizacyjnej jest
zmniejszenie liczby przestanek, ktorych zapamietanie przez czytelnika umozliwi przy-
$pieszenie odnajdywania stwierdzern wskazywanych przez etykiety. Badania nad po-
jemnoscia pamieci krotkotrwalej cztowieka, prowadzone przez Millera i Cowana [19]
61], wskazuja jednak, ze zapamietanie duzej liczby przestanek jest malo prawdopo-
dobne. Pojemnosé ta jest bowiem oszacowana na 7 + 2 ,jednostki” (kesy albo ele-
menty informacji), a dostepno$é¢ do zapamietywanych jednostek spada szybko wraz
z uplywem czasu. Uwzgledniajac dodatkowo zjawisko inferencji informacji, wynika-
jacej w tym przypadku z podobieristwa zapamietywanych informacji uzyskujemy,
ze liczba informacji w swobodnym odtwarzaniu jednostek, jest oszacowana na jedy-
nie 2-3 [91]. Niezalezne badania przeprowadzone przez D. D. Wicknes, D. G. Born
i C. K. Allen [95] wykazaly bowiem, ze poprawnos$¢ odtworzenia czterech informacji
z roznych kategorii semantycznych jest dwukrotnie wieksza niz w przypadku seman-
tycznie jednolitych. Zalezno§é ta zostata réwniez potwierdzona w badaniach przepro-
wadzonych przez Loessa [53]. Badania te nie uwzglednialy jednak wplywu treningu
na mozliwos¢ zapamietywania [I4] 15, [18]. Wykorzystujac model pamieci roboczej
K. A. Ericsson i W. Kintsch [23| [24] wykazali bowiem, ze dtugotrwaty trening umoz-
liwia zapamietywanie nawet 80 cyfr, przy czym efekt ten byl ograniczony wytacznie
do wybranego rodzaju materiatu, jakim moga by¢ formuty. ObcigZzenie pamieci ro-
boczej poprzez przechowywanie wiekszego zbioru informacji prowadzi jednak do spo-
wolnienia procesu wykonywania ztozonych zadan poznawczych, jakim jest m.in. ana-
lizowanie sposobu uzasadnienia poszczegblnych krokéw rozumowania. Tym samym
zapamietywanie nadmiernej liczby przestanek moze przy$pieszy¢ proces wyszukiwa-
nia stwierdzen wskazywanych przez referencje, aczkolwiek taczny czas analizowania
calego rozumowania moze ulec wydluzeniu. Badania nad pamieciag krotkotrwala oraz
pamiecig robocza wskazujg wiec, ze ograniczenie na liczbe zapamietywanych infor-
macji jest cechy indywidualng, ale stata dla poszczegélnych badanych. Stad trzecia
metoda optymalizacyjna minimalizujaca liczbe stwierdzen posiadajacych etykiety,
analizowana w kontek$cie znanych modeli zapamietywania, moze by¢ rozpatrywana
w rownowaznej postaci jako maksymalizacja procentu zapamietywanych przestanek
sposréd wszystkich przestanek posiadajacych etykiete.

Wykorzystanie T-rozpietosci tukow referencyjnych w sformutowaniu kryterium
czwartej metody optymalizacyjnej zwiazane jest z obciazeniem czytelnika wynikaja-
cym z konieczno$ci nawracania do odlegtych czesci rozumowania celem przypomnienia
sobie ich wynikow. Ze wzgledu na ograniczenie pojemnos$ci pamieci roboczej, czytelnik
jest zmuszony do czestego poszukiwania wiekszosci stwierdzeri zwiazanych z etykie-
tami. Czas poszukiwania znaczenia tych etykiet w dtugich skryptach jest wiec na ogot
proporcjonalny do T-rozpietoséci odpowiednich tukéw referencyjnych, gdyz poszukiwa-
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nie etykiet przewaznie zwigzane jest z liniowym przeskanowaniem dowodu wstecz od
obecnego miejsca do miejsca wystapienia etykiety. Dodatkowo czytelnik rozumowa-
nia zmuszony jest w trakcie poszukiwania do wielokrotnego przetaczania sie miedzy
zadaniami, co dodatkowo spowalnia ten proces [41I]. Proces poszukiwania znaczenia
dwoch kolejnych przestanek jest bowiem czesto rozdzielany przez czytelnikéw préba
czeSciowego” uzasadnienia analizowanego kroku rozumowania w oparciu o odnale-
ziong przestanke. Nastepstwem tego rozdzielania jest sumowanie 7-rozpietosci wszyst-
kich tukéw referencyjnych, a nie tylko najwiekszych 7-rozpietosci tukéw o wspélnym
konicu po wszystkich wierzchotkach.

W celu przedstawienia genezy kryterium pigtej metody optymalizacyjnej zauwaz-
my, ze pierwsza metoda uwypukla w postaci Tz, f(ﬁflaﬁcuchéw jedynie liniowe frag-
menty rozumowania. Analizujac rozumowania zgromadzone w bazie MML mozemy
jednak zauwazy¢, ze zawarte w niej rozumowania sa czesto ,prawie”’ liniowe, ale nie
daja sie zoptymalizowaé przez pierwsza metode. Rozwazmy fragment rozumowania
przedstawiony na rys. Naturalnie fragment ten nie jest liniowy, ale dobrze od-
zwierciedla sens okreslenia ,prawie liniowy” dla dostatecznie duzych k,m. Gestos¢
tego zbioru w domknieciu zwrotno-przechodnim jest bowiem bliska 1 (doktadnie wy-
nosi ona 1 — Mm) Pigta metoda optymalizacyjna ma wiec na celu wybér
linearyzacji, dzieki ktorej liczba zbiorow wierzchotkéw o dostatecznie duzej gestosci
p, zapisanych w spojnych fragmentach jest maksymalna. Z punktu widzenia psycho-
logi poznawczej kryterium to jest jedynie niewielkim rozluznieniem wczesniejszych
kryteriow i podobnie jak one opiera si¢ na zasadzie lokalnosci odwotan.

w1

Q
M M) /’n\/ /\/’n\ M )
O > () (> ™)
01 Vk—1 Uk i Uz Um

Rysunek 3.12: Przykltad nieliniowego rozumowania, ktére zostanie uznane za dosta-
tecznie geste przez piata metode optymalizacyjng dla p < 1 oraz odpowiednio duzych
k,m.

3.2.2 Hierarchia metod optymalizacji

Wsrod hierarchii waznosci przedstawionych kryteriow optymalizacji postaci liniowej
rozumowania na szczegdlng uwage zastuguja dwie najbardziej popularne gradacje
1,2,3, 4,5 oraz 3,5, 1, 2, 4. Priorytetem pierwszej gradacji w procesie poprawy
czytelnosci jest maksymalizowanie diugosci poszczegélnych 7rey, —tancuchow, kto-
rych wybér powinien odzwierciedlaé¢ ,zwiezte” liniowe fragmenty rozumowania. Przez
zwiezlo$¢ rozumiemy liczbe odwolan w obszarze poszczegélnych 7r. f‘nflaﬁcuch(’)w.
Priorytetem drugiej gradacji jest minimalizacja liczby wprowadzonych etykiet oraz
spoisty zapis nie tylko Treys mflaﬁcuchéw, ale rowniez wszystkich fragmentéw rozu-
mowania odznaczajacych sie dostatecznie duza gestoscia sieci informacji wewnatrz
tych fragmentow.

Rozwazmy dwie linearyzacje grafu dowodu uzasadnienia stwierdzenia i € Seg(n)
= i+ m € Seg(n + m), gdzie Seg(k) := {1,2,...,k}. Sa one przedstawione na
rys. [3.13] Na ich przykladzie przyjrzymy sie dokladniej réznicom, jakie wynikaja
z reorganizacji rozumowania przy uzyciu tych dwoéch gradacji.
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theorem theorem

«: i in Seg n implies i+m in Seg (n+m) «: iin Seg n implies i+m in Seg (n+m)
proof proof

o Al: i<=i+m by NAT_1:11; B: assume Al: i in Seg n;

B: assume A2: 1 in Seg n; v: then A2: 1<=1i by FINSEQ_1:3;

€: then i<=n by FINSEQ_1:3 ; €: i<=n by Al, FINSEQ_ 1:3;

n: then A3: i+m<=n+m by XREAL_1:9; n: then A3: i+m<=n+m by XREAL_1:9;

~: 1<=1i by A2, FINSEQ_1:3; 0: i<=i+m by NAT_1:11;

C: then 1<=i+m by Al, XXREAL_0:2; ¢: then 1<=i+m by A2, XXREAL_0:2;

0: hence thesis by A3, FINSEQ_1:3; 0: hence thesis by A3, FINSEQ_1:3;
end; end;

Rysunek 3.13: Dwie linearyzacje abstrakcyjnego grafu dowodu rozumowania uzasad-
niajacego stwierdzenie ¢ € Seg(n) = i + m € Seg(n + m) zapisane w jezyku Mizar.

Zauwazmy, ze w obu linearyzacjach zostaly uzyte dokladnie trzy etykiety, a wiec
obie linearyzacje w réwnym stopniu minimalizuja warto$¢ wskaznika trzeciej metody.
Roéwniez w przypadku wskaznika pierwszej metody, obie linearyzacje w rownym stop-
niu minimalizuja liczbe maksymalnych taicuchéw. W obu linearyzacjach istnieja bo-
wiem doktadnie cztery maksymalne tancuchy «; 0; 8 — ¢ — n; v — (¢ — 6 oraz
a; B — v, — ;0 — ( — 0. Pierwsza metoda optymalizacji nie precyzuje
jednak, czy wiekszy wplyw na poprawe czytelno$ci ma wyboér linearyzacji, ktéra ge-
neruje maksymalne taicuchy o mozliwie najwiekszej dtugosci (dwa taiicuchy dtugosci
3 oraz dwa dlugosci 1 w pierwszej linearyzacji), kosztem generowania wielu krotkich,
czesto jednoelementowych tancuchéw, czy tez generowanie kilku ,§redniej” dlugosci
maksymalnych taicuchéw (taricuch dlugosci 3, dwa dlugosci 2 oraz jeden dlugosci 1
w drugiej linearyzacji).

Analizujac wskazane maksymalne taicuchy pod katem drugiej metody optyma-
lizacyjnej, mozemy zauwazy¢, ze doktadnie jeden maksymalny taricuch w pierwszej
analizowanej linearyzacji (y — ¢ — #) ma odwolanie do przestanki nie nalezacej

do tego taricucha. Natomiast w przypadku drugiej linearyzacji, mozemy wskaza¢ dwa
takie taricuchy (e — 7, 6 — ¢ — 6) . Wykorzystuja one odpowiednio 3 oraz 1,

2 zewnetrzne przestanki. Sformulowanie drugiej metody optymalizacyjnej, podobnie
jak sformulowanie pierwszej metody, nie precyzuje jednak, czy minimalizacja do-
tyczy lacznej liczby zewnetrznych odwolan, czy tez gérnego ograniczenia na liczbe
zewnetrznych odwotan w poszczegdlnych maksymalnych taricuchach.

Poréwnanie jakosci realizacji czwartej metody optymalizacji dla tych dwoch line-
aryzacji sprowadza sie do poréwnania wartosci wskaznika bedacego suma rozpietosci
wszystkich hukéw referencyjnych. Suma ta w przypadku pierwszej linearyzacji ma
warto§¢ 15, za§ w przypadku drugiej — 13. Tym samym, druga linearyzacja lepiej
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minimalizuje wskaznik, ktory jest optymalizowany przez czwarta metode.

Poréwnujac jakosé realizacji piatej metody optymalizacyjnej w dwoéch analizo-
wanych linearyzacjach, mozemy zauwazy¢, ze sposrod 14 zbioréw wierzchotkéw co
najmniej dwu elementowych miary jeden, 6 z posréd nich tworzy spdjne fragmenty
w przypadku pierwszej linearyzacji, zas§ 5 z nich w drugim przypadku (zbiory te
odpowiadaja aricuchom rozumowania o dlugosdci 2). Tym samym pierwsza lineary-
zacja lepiej maksymalizuje liczbe spojnych fragmentéw o mierze réwnej 1. Dodatkowo
szczegotowa analiza miar wszystkich spojnych fragmentow w obu linearyzacjach wska-
zuje, ze pierwsza linearyzacja zawiera wieksza liczbe spojnych fragmentéow przy kaz-
dym dolnym ograniczeniu na warto$¢ miary, co potwierdza stwierdzenie, ze pierwsza
linearyzacja lepiej realizuje piata metode optymalizacyjna.

3.2.3 Formalizacja kryteriow

Podejmujgc probe formalnego sformutowania przedstawionych kryteriéw optymali-
zacji struktury dowodu widzimy, ze opisuja one warunki narzucajace wlasnosci na
linearyzacje poszczegblnych rozumowan pierwotnych w abstrakcyjnym grafie dowodu
B, a nie calg linearyzacje grafu. Wynika to z faktu, ze przedstawione metody odzwier-
ciedlajg pewien zbiér wlasno$ci nieformalnych dowodéw matematycznych, w ktorych
rzadko prowadzi si¢ rozumowanie na kilku poziomach zagniezdzenia. Jesli nawet ma
to miejsce, czesto sg one zamkniete w pojedynczych zdaniach badz akapitach i tworza,
zamkniete fragmenty rozumowania. Dodatkowo odwotania do tego rodzaju zagniez-
dzonych podrozumowan nigdy nie wskazuja na poszczegoélne jego kroki, ale na stwier-
dzenia uzasadnione na jego podstawie. Dopuszczalne jest natomiast odwolanie sie do
idei rozumowania uzasadniajacego konkretny krok, ale tylko w przypadku majacym
na celu zasugerowania czytelnikowi, ze adaptujac fragment tego uzasadnienia mozliwe
jest uzasadnienie innego kroku dowodu, ktére to uzasadnienie ze wzgledu na analogie
zostalo pozostawione czytelnikowi. W celu unikniecia wielopoziomowych rozumowan,
wykorzystuje sie rowniez serie ,oczywistych zdan” w rozumowaniu lub serie pomocni-
czych lematow, poprzedzajacych uzasadniane twierdzenie, wykorzystywanych na ogét
wylacznie w tym twierdzeniu.

Geneza przedstawionych wskaznikow sugeruje roéwniez, ze warunki narzucone na
linearyzacje ustalonego rozumowania pierwotnego 20 € RP(*B) opisuja w rzeczywi-
stosci wlasnodci domkniecia tego rozumowania (rozumowania pierwotnego z ‘i%, ktore
wierzchotkowo pokrywa sie z 21), oznaczane dalej 2A.

Za takim ograniczeniem przemawia rowniez fakt, ze konkatenacja dwoch Trey, —
tancuchéw uy = ul — wul cee —ul 2

= uh L up i=ui — w3 — L —
Refqy Refqy Refy Refqy Refy Refy
uflz, zawartych na réznych poziomach zagniezdzenia, intuicyjnie nie jest ,}tancuchem
rozumowania”, jesli nawet ui — ... — wul — ui — ... — ul jest
Refy Refy Refy Refy Refy

TRefy tanicuchem. Przypusémy dodatkowo, ze uy stanowi fragment zagniezdzonego
uzasadnienia kroku v, ktéry nalezy do rozumowania pierwotnego 2, zawierajacego

wierzchotki z u;. Wowczas cigg ui — ... — u}h — v jest blizszy intuicyjnie
Refy Refo Refy

s#faicuchowi rozumowania”, pomimo Ze nie jest on 7r.r, —taicuchem. Jest on jednak
TRef~—tanicuchem.

2A
W ponizszych rozwazaniach bedziemy zawsze przyjmowac, ze 2 jest domknie-
ciem rozumowania pierwotnego 2, rozumianym jako acykliczny digraf, a 7 € T'S(2).
W A(2A) beda wyréznione dwie podrodziny tukéw Ref, Ordy, dla ktorych Refg U
Ordi = A(ﬁ[) Bedziemy réwniez wykorzystywaé podzbiér zbioru wszystkich tukéw
referencyjnych w 2, Refy oraz zbiér then—tukéw, theny zakladajac o tych zbiorach
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jedynie, Ze theny C Refy C Refy.
Wprowadzmy dodatkowe pojecie pomocnicze, umozliwiajace bardziej precyzyjne
sformulowanie metod optymalizacyjnych.

Definicja 3.11. Lancuchem rozumowania 21 bedziemy nazywaé kazdg skierowang
Refafdmg@ ¢, dla ktdrej istnieje linearyzacja o € TS(U) taka, Ze ¢ jest oRep—

A
tancuchem.

Jak tatwo mozna zauwazy¢, nie kazda skierowana Re fﬁfdroga moze by¢ tancu-
chem rozumowania 2. W analizowanym przykladzie z rys. [3.13] rozumowanie pier-
wotne 2" zbudowane z wierzchotkow 3, v, 4, €, (, n, 0 zawiera Refy —taicuch

B8 — ~v — ( — #6,ktéry nie jest lancuchem rozumowania w 2’, poniewaz
Refoar  Refqr — Refqr

w kazdej linearyzacji 7 € TS(2l') miedzy wierzchotkiem i 6 muszg sie znajdowac

wierzchotki e, 7.

Stwierdzenie 3.12. Niech u == u; — us — ... — u, bedzie skierowang
REfg; 'Ref;; Ref;l/

Refafdrogq. Wowczas u jest taricuchem rozumowania witedy i tylko wtedy, gdy ist-

nieje doktadnie jedna skierowana ‘Elfdroga 0 poczgtku uy i koricu uy,.

3.2.4 Pierwsza metoda optymalizacyjna

Jak zostalo zauwazone w analizowanym przykladzie na rys.|3.13] wyrazenie ,maksy-
malizacja” nie precyzuje doktadnie, w jaki sposéb Tr.r——taricuchy majg by¢ maksy-
e A
malizowane przez wybor linearyzacji 7 € TS(21). Najbardziej narzucajaca sie inter-
pretacja tej metody jest stwierdzenie, ze najdiuzszy taricuch rozumowania z A jest
TRef~—tanicuchem. Pierwsza metoda optymalizacyjna poszukuje wéwczas sortowania
2A

topologicznego spetniajacego ponizsza zaleznosé:

TeTS(A): max |P| = max max |P] (3.20)
PGTRef;l, O'ETS(ﬁ) PGD’REfa

(przypomnijmy, ze zgodnie z Def. Ta jest partycja digrafu D wzgledem 7 i zbioru

A C A(D)). Sformutowanie pierwszej metody optymalizacyjnej w postaci (3.20) nie

okresla jednak dlugodci pozostalych maksymalnych 7rp—taicuchéw w wybranej
A

linearyzacji. Jednym z mozliwych sposobéw rozwiazania tego problemu jest sprowa-

dzenie tej metody do poszukiwania najwiekszego elementu w kracie ({Un\ef~ t o€
_ 2A
TS0}, <),

T € TS(§[) : A _ 0R>f~ < Tn?j;. (321)
oeTS(A) A 2
. N <
gdzie TRefy = ([P [Py [Prrgesl)s JeSli [Pr] > [Pa| > .0 > |Ppy, || oraz

A A
{P1, Py, ..., Prp |} = TRep~ dla 7 € TS(RA), a < oznacza porzadek leksykogra-
I~ 3

ficzny. Takie ujecie tej metody dopuszcza jednak, by linearyzacja T zawierata maksy-
malne jednoelementowe 7r.s-—taiicuchy. Odwrécenie kolejnosci wyrazow w ciggach
A

UR\ef~ oraz poszukiwanie elementu najwiekszego wzgledem porzadku < minimalizuje
liczbe krétkich maksymalnych 7z —taficuchéw, ale uzyskane rozwigzanie nie musi
2A

spelnia¢ warunku (|3.20).
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Przedstawione dotad interpretacje pierwszej metody optymalizacyjnej posiadaja
charakter lokalny. Jest to szczegélnie widoczne w rozumowaniach zawierajacych do-
ktadnie jeden maksymalny lancuch rozumowania o maksymalnej dlugosci. Globalny
charakter sformutowania pierwszej metody mozemy uzyska¢, wykorzystujac zwiazek
miedzy dlugoscia poszczegoélnych maksymalnych 7z, f;flaﬁcuchéw a moca partycji
TRef~- Minimalizowanie mocy partycji Tre 5 wplywa bowiem na wzrost dlugosci
skladajacych sie na nia 7. faflaﬁcuch(’)w, umozliwiajac tym samym sformutowanie
pierwszej metody w postaci:

7€ TS : |TRef~| = min_ |oges-|, (3.22)
2 ae TS(A) 2

gdzie wskaznikiem optymalizowanym przez te metode jest liczno$¢ partycji. Za taka

e
interpretacja przemawia réwniez fakt, 7e |Tr.y-| ma Scisty zwiazek z liczba 1, * -
A

tukéw, tzn. Re faflukéw referencyjnych, ktore tacza kroki wystepujace bezposrednio
po sobie w zlinearyzowanym rozumowaniu 7 (zob. definicje na str. [L3).

Stwierdzenie 3.13. Niech D bedzie acyklicznym digrafem, T € TS(D), A C A(D).
Wowczas |4 + [12| = V(D).

Dowdd. Pokazemy w istocie, ze |14 = [V(D)| — |ra|. Partycja 74 dzieli V(D) na
roztaczne czesci. W ramach P € 74 wierzcholki sa potaczone 14-tukami i jest ich
|P| — 1. Zauwazmy, ze nie ma 14-tikéw poza elementami partycji 74, bo inaczej
obecne w niej Tq—tancuchy nie bytyby maksymalne. O

Warunek jest wiec réwnowazny z maksymalizacja liczby 1fef‘ﬂ—1ukc’)w w li-
nearyzacji 7 rozumowania 2A. Tym samym , dobrze oddaje intuicje zwigzane
z pierwszg metoda i umozliwia jasne sformutowanie problemu grafowego charaktery-
zujacego te metode:

K.1:INSTANCIA: DAG D, zbior A C A(D), liczba naturalna 0 < M < |[V(D)|.
PyTaNIE: Czy istnieje sortowanie topologiczne 7 € T'S(D) spelniajace zaleznosé:
14| > M?

Wykorzystujac Tw. [L.15] oraz Stw. [3.13] mozemy sformulowaé postawiony pro-
blem K.1 w postaci rownowaznej, wykorzystujac przy tym acykliczna partycje digrafu
na drogi Hamiltona:

K.1": InsTANCIA: DAG D, zbior A C A(D), liczba naturalna 0 < M < |[V(D)|.

PyTaNniE: Czy istnieje acykliczna HE:)fpartycja m digrafu D spelniajaca zalez-
nosé: |w| < M?

3.2.5 Druga metoda optymalizacyjna

W drugiej metodzie optymalizacji poszukiwana jest linearyzacja 7, ktéra minimalizuje

wskaznik K bedacy ilo§cig informacji przekazywanych miedzy réznymi maksymal-

nymi 7res-—taficuchami. Wskaznik K, mozemy wéwczas zdefiniowa¢ na co najmniej
2A

dwa niezalezne sposoby:

(7) jako gorne ograniczenie na liczbe przekazywanych informacji miedzy dowolnymi
dwoma réznymi maksymalnymi 7.~ —tafcuchami:
A

K, = P, P; 3.23
T Pi,P?gr);efJ i Rf;}g j l, ( )
P;#P; *
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(#4) lub jako gorne ograniczenie na liczbe wszystkich referencji miedzy réznymi mak-
symalnymi 7. f-—taicuchami:
A

K, = ; il .
c= Y IR B (329
P;,Pj€ETRef~ A

Minimalizowanie wskaznika K sformulowanego w postaci (3.23) charakteryzuje pe-

wnego rodzaju zbalansowanie, wskazujacy gorne ograniczenie na liczbe przekazywa-

nych informacji migdzy poszczegélnymi maksymalnymi 7. s~ —tanicuchami. Tak sfor-

mulowane kryterium nie narzuca jednak zadnych ograniczen na liczbg maksymalnych

TRef~—tanicuchow. Ponadto, jesli istnieje linearyzacja 7 € TS(A), w ktorej kazdy
2A

maksymalny 7'z r—tancuch zawiera dokladnie jeden wierzcholek, to K, = 1, stad
- 2

jesli 2 nie posiada Re fﬁfdrogi Hamiltona, to linearyzacja 7" minimalizuje tak zde-

finiowany wskaznik K.

Zdefiniowanie wskaznika K, w postaci (3.24]) nadaje drugiej metodzie optyma-
lizacyjnej bardziej globalny charakter. Dodatkowo takie sformutowanie tej metody
upodabnia ja do pierwszej metody optymalizacyjnej. Zauwazmy bowiem, ze jesli abs-
trakcyjny graf dowodu nie zawiera Re fafskrétéw, to dla kazdego Trep~—tancucha

2A
P, zachodzi tozsamosé [V(P) Rf\f« V(P)| = |V(P)| — 1 (zob. Def. . Stad w szcze-
ef~

2A
golnosci uzyskujemy, ze K, = |A| — [V(A)| + |Tres~| (Lem. .
A

Lemat 3.14. Niech D bedzie acyklicznym digrafem, A C A(D) oraz 7 € TS(D).
Wowezas jesli D nie zawiera A—skrdtow, to prawdziwa jest tozZsamosé

[Al= Y [Pioy B = V(D)] = |al- (3.25)

Py,PyeTp
Py #P>

Dowdd. Niech D, A oraz 7 spelniaja zalozenia lematu. Na mocy Tw. T4 jest
acykliczng ’H()‘ml)fpartycjad digrafu D. Woéwczas zbior tukow A(h7™(P)) C A oraz
|A(H74(P))| = |V(h™ (P))| — 1 dla wszystkich P € 74. Stad ostatecznie

S Pl -l Y PP

Py, P2ETa Peta
P #P;

A= > (VO™ ()] = 1) = [A] = P(D)| + |7al- (3.26)

PeETy
O

Istnienie Re fﬁfskrétéw rozréoznia wiec dwie pierwsze metody optymalizacyjne.
Jesli bowiem istnieja Re farskrc’)ty, to liczba referencji odwolujacych sie do krokdéw
w obrebie jednego Tr. p~—taricucha P moze przewyzszac liczbe |V(P)| — 1. Zauwazmy

rowniez, ze jesli |V(P) ;r} V(P)| = [V(P)| to co najmniej jeden Ref5-luk laczacy
A

dwa wierzchotki z V(P) ma 7-rozpietosci > 2. Tym samym kroki w maksymalnych
TRe fgflaﬁcuchach wykorzystuja bezposrednio poprzedzajacy krok w linearyzacji 7,
ale rowniez inne kroki nalezace do tego tancucha. Dodatkowo laczna liczba odwotan
o T-rozpietosci > 2 w obrebie poszczegélnych maksymalnych 7. fgflaﬁcuchéw jest
maksymalizowana przez druga metode optymalizacyjna, jesli ograniczymy przestrzen
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poszukiwan tej metody do sortowan topologicznych 7/ € TS(ﬁl) o ustalonej liczebnosci
partycji 7' res~ (Lem. . Linearyzacja wyznaczona przez druga metode optyma-
2
lizacyjna zwieksza wiec ,,spojnos¢”’ lokalnych rozumowan zawartych w maksymalnych
Tref~—tancuchach, jesli za miare spéjnosci przyjac liczbe wewnetrznych odwotan.
A

Lemat 3.15. Niech D bedzie acyklicznym digrafem, A C A(D), T € TS(D). Wow-
czas

: > = - - .
|U{vu€A dr(v,u) > 2Av,u € P} =|A| = V(D) + |74| Z |P1r1‘;vP2\

PeTa Py, P2ETA
P1#P;
(3.27)
Dowdd. Wystarczy zauwazy¢, ze |J ( (P > P)\{vu € A:d.(v,u) > 2Av,u €
PeTa
P}) =12, co w konkluzji ze Stw. |3.13] dowodzi uzasadniang rownosé. O

Zdefiniowanie wskaznika K, w postaci (3.24) oddaje wiec w wiekszym stopniu in-
tuicje zwigzane z druga metoda optymalizacyjna. Ostateczna posta¢ problemu grafo-
wego charakteryzujacego te metode przyjmuje zatem nastepujaca postac:

K.2:INSTANCIA: DAG D, zbior A C A(D), liczba naturalna 0 < M < |A|.
PYTANIE: Czy istnieje sortowanie topologiczne 7 € TS(D) spelniajace zaleznosé:
Py, PreTy A
Py#P>
Prowadzac rozumowanie analogiczne do rozwazan zawartych w uzasadnieniu
Tw. formutlujemy postawiony problem /.2 w réwnowaznej postaci:

K.2": INSTANCJIA: DAG D, zbior A C A(D), liczba naturalna 0 < M < |A|.
PyTANIE: Czy istniej acykliczna Hf)fpartycja m digrafu D spelniajgca zaleznosé:
2 [Py Pl < M?

Py, Pem
P1#P;

3.2.6 Trzecia metoda optymalizacyjna

7 charakteryzacji trzeciej metody optymalizacji przeprowadzonej w ramach analizy
przyktadu rys. [3.13| uzyskujemy, ze metoda ta minimalizuje liczbe etykiet L., ktore
nalezy wprowadzi¢ do zlinearyzowanego rozumowania, aby mozliwe bylo odwolanie
sie do wczesniej uzasadnionych faktéw, ktére nie moga zostaé przekazane do odpo-
wiednich uzasadnien przy pomocy konstrukeji then. Przypomnijmy, ze ze wstepnej
analizy sktadni systemu Mizar (tab. wynika, ze za pomoca konstrukcji then moze
zostaé przekazana tylko taka przestanka, ktora jest sformutowana w bezposrednio po-
przedzajacym kroku oraz jesli tuk referencyjny opisujacy odwotanie do tej przestanki
jest then—tukiem. Tym samym z wierzchotkiem v € V(2() musi by¢ zwiazana etykieta
wtedy i tylko wtedy, gdy:

L. vu € Refy A dr(v,u) > 11lub
2. vu € Refy \ theny.
Stad wskaznik L. dany jest zalezno$cia:
L,={veVv®): e \E}I(m)vu € Refg A (dr(v,u) > 1V vu ¢ theny )}  (3.28)

Trzecia metoda optymalizacyjna rozwiazuje wiec nastepujacy problem grafowy:
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K.3: INSTANCIA: DAG D, zbiory A; C Ay CA(D), liczba naturalna 0< M < |V(D)|.
PYTANIE: Czy istnieje sortowanie topologiczne T € T'S(D) spelniajace zaleznosé:

{v e V(D) : 1%I(D)vu € A A (dr(v,u) >1Voug Ay ) < M?  (3.29)
ue

Analiza zaleznodci wystepujacych miedzy zbiorami theng, Refy, Ordy sformuto-
wana w postaci na str. 30, wskazuje na dodatkows zalezno$¢ wystepujaca mie-
dzy zbiorami A, As, A(D), ktore sa zdefiniowane w sformulowaniu problemu K.3.
Skladnia systemu Mizar wymusza bowiem przyporzadkowanie etykiety kazdemu kro-
kowi rozumowania ze zbioru {v € V(D) : EV(D)vu € Refy Nvw € Ordyp}. Stad

u,we
sformutowanie problemu .3 uwzgledniajace sktadnie systemu Mizar przyjmuje na-
stepujaca postac:

K.3n1z: INSTANCIA: DAG D, zbiory Ay C Ay CA(D), liczba naturalna 0< M < [V(D)|.
PyTaNIE: Czy istnieje sortowanie topologiczne 7 € TS(D) spelniajace zaleznosé:

HveV(D): 3T wvue Ay A (dr(v,u)>1Voueg AV
ue V(D)

?
e \HJ(D)vw € A(D)\ A2)} < M? (3.30)

3.2.7 Czwarta metoda optymalizacyjna

Sformutowanie czwartej metody optymalizacyjnej jednoznacznie okresla minimalizo-
wany wskaznik B, uzalezniony od linearyzacji 7 € TS(2l), dany zaleznoscia:

Bri= Y dr(v,u). (3.31)

Ref~
vue efQL

Wartos¢ wskaznika B, danego zaleznoscia jest uzalezniona od tukéw referen-
cyjnych. Zauwazmy jednak, ze czytelnik moze poszukiwaé¢ w rozumowaniu nie tylko
informacji zwigzanej z referencjami, ale na przyklad zwigzanej z wykorzystaniem
identyfikatoréw zmiennych ustalonych lub chcie¢ korzysta¢ intensywnie z dowolnej
innej klasy krawedzi. W zwigzku z tym naturalne jest uogélnienie formuty W na-
stepujacy sposob. Ustalmy pomocnicza funkcje wagi wy : A(A) — NU{0}. Wowczas
wskaznik B, dany jest zaleznoscia:

B.= Y wa(vu) - d-(v,u). (3.32)
'qu.A(ﬁ)

Stad ostateczna posta¢ problemu grafowego rozwiazywanego przez te metode przyj-
muje nastepujaca postac:

K.4:INsTANCIA: DAG D, funkcja w : A(D) — N U {0}, liczba naturalna 0 < M <
( V(D) +1 )
- max_ w(vu).

3 vu€A(D)
PYTANIE: Czy istnieje sortowanie topologiczne 7 € TS(D) spelniajace zaleznosé:

Z w(vu) - dr(v,u) < M? (3.33)
vu€A(D)
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Dzieki takiemu postawieniu problemu czytelnik moze indywidualnie okresli¢, ktére
krawedzie sa dla niego istotne i przez nadanie im duzej wagi sprawié, ze sortowanie
topologiczne umiesci ich korice niedaleko od siebie w wynikowym skrypcie.

V(D) +1
3
topologicznie za pomocy 7' digraf o n wierzchotkach, mozemy uzyskaé¢ co najwyzej
n — 1 tukéw o 7/-rozpietosci 1, n — 2 tukéw o 7/-rozpietosci 2 itd. Stad ograniczenie

Na uwage zastuguje réwniez wyrazenie . Zauwazmy, ze sortujac

n—1
na sume 7'-rozpietosci ma wartosé E i-(n—1)= (n—g )
i=1

3.2.8 Pigta metoda optymalizacyjna

Sformutowanie piatej metody optymalizacyjnej, podobnie jak czwartej, jednoznacznie
okresla maksymalizowany wskaznik S; ,,, uzalezniony od linearyzacji 7 € TS(2) oraz
liczby dodatniej p nie wiekszej od 1, dany zaleznoscia:

Srp =V TV V|2 2A pres~(V) = p AV jest T—spoisty}|, (3.34)
A

gdzie pre s~ (V) oznacza gestosé zbioru V- C V(D) w domknieciu zwrotno-przechodnim
2A

zbioru tukow Refy (7ob. Def. na str. , natomiast zbiér V jest T-spoisty, je-
§li istnieje liczba naturalna 4, dla ktorej ¢ < 7(v) < i 4+ |V| — 1 (zob. Def. na
str. . Stad ostateczna posta¢ problemu grafowego charakteryzujacego te metode
optymalizacyjna ma postaé:

K.5:INSTANCIA: DAG D, zbior A C A(D), liczba rzeczywista 0 < p < 1, liczba
naturalna 0 < M < 2/V(P)I
Pyranie: Czy istnieje sortowanie topologiczne 7 € T'S(D) spelniajace zaleznosé:

{V CV(D):|V|=2Apa(V) > pAV jest T—spoisty}| > M? (3.35)

3.3 Metody poprawy czytelnosci wykorzystujace
modyfikacje formut w krokach rozumowania

Przeprowadzone dotad rozwazania dotyczace sposobu poprawy czytelnoci rozumo-
wan skupialy sie jedynie wokol modyfikacji struktury dowodu lub sposobu jego line-
aryzacji przy zachowaniu formutl stwierdzonych w poszczegélnych krokach rozumo-
wania. Zaktadaly one bowiem m.in., ze modyfikowane rozumowanie nie zawiera nie-
potrzebnych lub mozliwych do usuniecia fragmentéw, a wszystkie przestanki przyto-
czone w poszczegolnych krokach sg konieczne do uzasadnienia sformutowanych w nich
faktow. Rozwazania zawarte w tym podrozdziale beda dotyczyly metod ,wstepnej”
poprawy budowy rozumowan, majacych na celu zagwarantowanie powyzszych zato-
zen. Beda one skupialy sie gléwnie na dwoch dziataniach: upraszczaniu struktury
grafu dowodu oraz modyfikowaniu budowy formut stwierdzanych w krokach rozumo-
wania.

3.3.1 Narzedzia dystrybuowane z systemem Mizar

Od poczatkéw rozwoju systemu Mizar podejmowane bylty proby tworzenia nowych
narzedzi, ktérych gléwnym zadaniem byto poprawienie jakosci artykutéw zgromadzo-
nych w bazie MML. Niektore z nich nie zapewnialy zalozonych skutkéw lub okazywaty
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sie z czasem bezuzyteczne na skutek modyfikacji systemu. Istnieje réwniez znaczna
grupa programoéw, ktore sg intensywnie wykorzystywane i uaktualniane do nowych
wersji systemu Mizar, a nawet dystrybuowane jako dodatkowe narzedzia systemowe.
Niektore z nich zostaly wrecz wbudowane na stale do systemu jako dodatkowe moduty
[48], 1491 [60], [64]. Mozemy tu wyrdézni¢ pie¢ programoéw [57, 58| [77, [78], dziatajacych na
poprawnych artykutach, ktore realizujg wybrane aspekty wstepnej poprawy budowy
struktur rozumowan:

RelPrem — wskazuje przestanki, ktérych usuniecie z uzasadnien poszczegolnych kro-
koéw, nie wplywa na ich akceptowalnos$é przez weryfikator systemu Mizar,

Rellnfer — wskazuje te przestanki w uzasadnieniu, ktére moga zostaé zastapione
przez liste przestanek uzytych do ich uzasadnienia,

TrivDemo — wskazuje stwierdzenia, ktorych uzasadnienie w postaci zagniezdzonego
podrozumowania moze zosta¢ zastapione lista przestanek, ktore jednoczesnie sa
wykorzystywane w tym podrozumowaniu oraz zostaly stwierdzone poza obsza-
rem tego podrozumowania,

Inacc — wskazuje niewykorzystywane fragmenty rozumowania, ktérych usuniecie nie
wplywa na poprawnos$¢ zmodyfikowanego w ten sposéb rozumowania,

ChkLab- wskazuje etykiety, ktore nie zostaty wykorzystane w zadnym uzasadnieniu
znajdujacym sie w skrypcie dowodowym.

Programy te maja rowniez istotne znaczenie w procesie przyjmowania nowych artyku-
6w do bazy MML. Jednym z podstawowych wymogoéw edytorskich stawianych przed
artykutami nadsytanymi do bazy MML jest bowiem eliminacja wszystkich usterek
wskazywanych przez te programy.

Modyfikacja fragmentéw rozumowania wskazywanych przez wyzej wymienione
programy wymaga szczegdlowej analizy wskazan tylko w przypadku dwoéch pierw-
szych z nich. Wskazanie przez program RelPrem dwoéch przestanek w uzasadnieniu
jednego kroku nie oznacza bowiem w ogélnym przypadku, ze mozliwe jest usuniecie
ich obu (np. w sytuacji, gdy przestanki te sa réwnowazne). Analogiczny problem do-
tyczy programu Rellnfer. Z faktu, ze weryfikator systemu Mizar moze uzasadni¢ krok
rozumowania pomimo zastapienia jednej referencji przez odpowiednia liste przesta-
nek, nie wynika, ze po zastapieniu wskazanych referencji w pierwotnym uzasadnieniu
odpowiednimi listami, zmodyfikowane uzasadnienie bedzie w dalszym ciggu dosta-
teczne do uzasadnienia zwigzanego z tym krokiem stwierdzenia. Zmodyfikowane uza-
sadnienie moze bowiem mieé liczbe referencji przekraczajaca goérne ograniczenie na-
rzucone na liczbe przestanek w pojedynczym uzasadnieniu (w dystrybuowanej wersji
systemu Mizar ograniczenie to ma warto$¢ 25). Dodatkowo odpowiedni dobor zbioru
przestanek wybranych wérdd tych, ktore zostaly wskazane przez Rellnfer, moze utrud-
ni¢ zrozumienie idei tak zmodyfikowanych uzasadnien. Sytuacja ta jest nastepstwem
m.in. wzmocnienia systemu Mizar o oczywisto§¢ w sensie M. Davisa [20], ktora jest
intensywnie wykorzystywana przez Rellnfer. Naturalnie, oczywisto$¢ ta umozliwia
tworzenie krétszych rozumowan, ale réwnoczesnie zmusza niejednokrotnie czytelnika
do analizowania skomplikowanych uzasadnien. W szczegélnosci, wykorzystanie oczy-
wistosci w sensie M. Davisa w weryfikatorze systemu Mizar umozliwia stwierdzenie
poprawnoséci regulty pijacego z wydruku bez podania jego uzasadnienia.

Regularne przebudowywanie bazy MML oraz wzmacnianie systemu Mizar przy-
czyniaja sie jednak do powstawania nowych wskazan, generowanych przez wyzej wy-
mienione programy w ,oczyszczonych” przez autora artykutach. Szczegotowa analiza
kazdego takiego przypadku ze wzgledu na liczbe artykuléw w bazie wiazalaby sie
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jednak ze zbyt duzym nakladem pracy, co w konsekwencji uniemozliwiatoby prze-
prowadzenie modernizacji bazy. W celu unikniecia tego problemu zostaly stworzone
dwa nizej przedstawione programy, rozwigzujace problem eliminacji wskazan genero-
wanych przez RelPrem oraz Rellnfer.

ChkRPrem - program ten jest modyfikacja programu RelPrem, umozliwiajaca
wskazanie minimalnego, choé nie zawsze najmniejszego, podzbioru przestanek, ktory
to zbior jest wystarczajacy do zaakceptowania uzasadnienia przez weryfikator sys-
temu Mizar. Jest ona jednym sposrod pierwszych narzedzi stworzonych dla potrzeb
poprawy bazy MML i jest dystrybuowana z systemem Mizar do dnia dzisiejszego
[55]. Analogicznie jak w przypadku RelPrem algorytm wykorzystywany w tym pro-
gramie przebiega liste przestanek w kazdym kroku rozumowania (poczawszy od ostat-
niej przestanki) w poszukiwaniu tych przestanek, ktorych odrzucenie nie wplywa na
dostateczno$¢ uzasadnienia tego kroku. Jedyna réznica miedzy tymi dwoma algoryt-
mami wystepuje w przypadku odnalezienia niepotrzebnej przestanki. Jest ona bowiem
usuwana z listy, a do dalszych poszukiwai nadmiarowych przestanek jest wykorzy-
stywana jedynie zmodyfikowana lista. Oczywiscie odnajdywane w ten sposob zbiory
przestanek nie sg w ogélnym przypadku minimalne w sensie liczebnogci.

RenlInfer — program ten zastepuje wybrane referencje wskazane przez Rellnfer odpo-
wiednimi listami referencji, modyfikujac w uzasadnieniu kazdego kroku rozumowania
co najwyzej jedna referencje [70]. W intencji program ten ma stuzy¢ temu, aby uprasz-
czaé strukture dowodu, a w skrajnym przypadku nawet ujawnia¢ pewne niezbyt po-
trzebne kroki. Stosowana jest tutaj taka pragmatyczna zasada, ze w uzasadnieniach
chcemy w jak najwiekszym stopniu wykorzystywacé tylko te elementy przestanki, ktore
sa istotnie potrzebne — jesli w uzasadnieniu danego kroku uzywana jest przestanka
o skomplikowanej tresci, ale tylko czes¢ tej tresci jest potrzebna w uzasadnieniu, to
o ile to mozliwe, warto odwola¢ sie bezposrednio do tej istotnej czesci. Obecnosé kro-
kéw zbierajacych wiedze, z ktérej potem nalezy odfiltrowaé nieistotna czesé, wptywa
w istotny sposéb ujemnie na czytelno$¢ dowodu. Stad podjety zostatl wysitek, aby
tego rodzaju sytuacje wyeliminowac.

Warto zwroci¢ uwage, ze nie jest do koica jasne, czym jest wspomniana ,istotna
czesé tresci”. W zwigzku z tym w bibliotece MML wprowadzono pewne pragmatyczne
rozwiazanie, ktore jedynie przybliza opisany tutaj proces. Mianowicie uznano, ze
istotna cze$¢ tresci da sie wyodrebni¢ z danej przestanki «, jedli w danym kroku 3
mozna zastapi¢ odwotanie do « przez pewien podzbiér przestanek uzasadniajacych «.
Przy tym w skrajnym przypadku — gdy « stuzy wytacznie zebraniu kilku przestanek
we wspolna, oczywista konkluzje z nich wynikajaca — kazde odwotanie do o da sie
zastapi¢ przez odwolania do (czesci) jej bezposredniego uzasadnienia. W ten sposob
odwolania do « znikng i mozliwe stanie si¢ usuniecie tego kroku za pomoca programu
Inacc.

Tego rodzaju upraszczanie bazy MML zostalo podjete przy pelnej §wiadomosci
faktu, iz moze ono prowadzi¢ do zmniejszenia czytelnosci skryptéw w wyniku po-
jawienia sie dtugich list referencji w uzasadnieniach. Zagadnienie systematycznego
skracania takich list jest otwartym problemem badawczym.

Dokonywany przez Renlnfer wybér podzbioru zbioru referencji wskazanych przez
Rellnfer, ktore nastepnie sg zastepowane odpowiednimi listami, jest dokonywany re-
kurencyjnie w oparciu o trzy ponizsze kryteria przy ustalonej ich gradacji: 1, 2, 3.

1. Wybierane referencje odwoluja sie do przestanki (kazda swojej wlasnej), do
ktorej taczna liczba odwotan w skrypcie dowodowym nie wskazanych przez
Rellnfer jest minimalna.
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2. Gdy zbiér referencji z punktu 1. ma moc > 1, wybierane referencje wskazuja na
przestanke (kazda swoja wlasna), ktora jest wykorzystywana jako przestanka
w uzasadnieniach réznych krokéw minimalng liczbe razy.

3. Gdy zbior referencji z punktu 2. ma moc > 1, wybierane referencje wskazuja
na przestanke (kazda swoja wlasna), ktéra w swoim uzasadnieniu wykorzystuje
minimalng liczbe przestanek wskazanych przez Rellnfer.

Kryterium 1. wyodrebnia te kroki (przestanki), ktérych pelne sformulowanie jest
wykorzystywane mozliwie rzadko. W wyniku jego zastosowania w szczegdlnosci ujaw-
niane sg takie kroki, ktorych sformutowanie zawsze jest wykorzystywane jedynie cze-
$ciowo, co jak zeSmy powyzej opisali, prowadzi do ich eliminacji. Dodatkowo prze-
twarzanie w pierwszej kolejnosci krokéw rzadko w petni wykorzystywanych prowadzi
do wykrycia niepotrzebnych krokéw przy zastosowaniu RenlInfer.

Jesli kryterium 1. wskazuje wiele referencji, to staramy sie dokonaé¢ wyboru spet-
niajacego kryterium 2. Kryterium 2. wymusza wyboér tych sposrod referencji, ktore
odwoluja sie do rzadko wykorzystywanych przestanek.

W przypadku, w ktérym oba przedstawione kryteria nie daja jednoznacznego
wskazania, w celu uzyskania jeszcze lepszego efektu dodatkowo stosujemy kryterium
3. Zastosowanie kryterium 3. ma na celu zmniejszenie liczby referencji wskazanych
przez program Rellnfer, ktore pozostajg niezmodyfikowane po jednokrotnym zasto-
sowaniu programu Renlnfer. Skrypty dowodowe, w ktorych zostaly zmodyfikowane
wszystkie referencje wskazywane przez Rellnfer, moga okaza¢ sie niemozliwe do zaak-
ceptowania przez weryfikator systemu Mizar. Przypusémy, ze kroki s;, s maja w uza-
sadnieniu referencje Ry, Ry odpowiednio, wskazane przez Rellnfer. Dodatkowo, niech
referencja Ry odwoluje sie do kroku s;. Wowcezas uzasadnienie kroku sy, w ktorym
referencja Ry zostalta zastapiona lista przestanek wykorzystywanych do uzasadnienia
kroku s1, gdzie dodatkowo wystepujaca referencja Ry zostata zastapiona odpowied-
nig lista, moze okazaé sie nieakceptowalne przez weryfikator systemu Mizar. W celu
zagwarantowania poprawno$ci zmodyfikowanego rozumowania, referencja Rs jest za-
stepowana oryginalng lista przestanek wykorzystywanych do uzasadnienia kroku s;.
Sprawdzenie, czy mozliwe jest zmodyfikowanie referencji R; w uzyskanym uzasad-
nieniu kroku s, wymaga ponownego wykorzystania programu Rellnfer, a nastepnie
ponownej analizy wskazanych uchybien w programie Renlnfer.

3.3.2 Narzedzia umozliwiajace rozbijanie koniunkcji w formu-
lach

Dzialanie narzedzi analizowanych w poprzedniej sekcji skupialo sie gtéwnie wokot od-
najdywania niepotrzebnych przestanek lub modyfikacji wybranych referencji w celu
odnalezienia bardziej elementarnych uzasadnieri. Nie uwzglednialy one jednak faktu,
ze stwierdzenia, do ktérych odwoluje sie uzasadnienie konkretnego kroku, moga by¢
koniunkcjg kliku formul, z ktérych nie wszystkie musza by¢ wykorzystywane w tym
uzasadnieniu. f.aczenie kilku formut za pomoca koniunkcji w pojedynczych krokach
jest dozwolone w systemie Mizar, ale uzasadnione jedynie w przypadku, gdy wybrana
grupa formut opisuje fakty, ktére zdaniem autora rozumowania wspolnie opisuja jedna
sytuacje oraz jako przestanki wystepuja na ogot razem w uzasadnieniach. Chaotyczny
dobor takich grup formutl nie tylko zwieksza czas weryfikacji przez maszyne, ale na
skutek istnienia niepotrzebnych przestanek w uzasadnieniu, istotnie obniza jego czy-
telno§é. W skrajnym przypadku taki rodzaj polaczen umozliwia nawet powstanie
twierdzen, ktére posiadaja zalozenia w rzeczywisto$ci niewykorzystywane w ich do-
wodzie. Problem ten zostanie szerzej opisany w dalszej czesci sekcji. Z badan prze-
prowadzonych na bazie MML [70], ktore zostaly omoéwione w sekcji wynika, ze
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problem ten dotyczyt 541 sposrdéd ponad 30 tys. zgromadzonych twierdzen, a reczne
poprawienie tego byloby niezwykle pracochtonne.

W celu przedstawienia najczesciej wystepujacych rodzajéow chaotycznych potla-
czen grup faktow za pomoca koniunkeji oraz narzedzi umozliwiajacych eliminowanie
tych polaczen rozwazmy dowdd zapisany w systemie Mizar zawierajacy dwa ,réwno-
legte” rozumowania przedstawiony na wydruku|3.14] Zaktadamy, ze system Mizar na

a1 implies a, (1 implies (3, ay & (p implies a, & B,
proof proof proof
assume Al: a1, assume Bl: (;; assume ABl: o1 & O1;
A2: ag by Al; B2: 33 by B1; AB2: as & P2 by AB1;
A3: ag by A2; B3: 3 by B3; AB3: a3 & O3 by AB2;
An: a,by An-1; Bn: (,by Bn-1; ABn: ay & B, by ABn-1;
thus thesis by An; thus thesis by Bn; thus thesis by ABn;
end; end; end;

Wydruk 3.14: Przyklad dowodu powstalego w wyniku ,réwnoleglego” polaczenia
dwdéch rozumowan.

podstawie formuty «; nie moze uzasadni¢ 3;, oraz formuly o; na podstawie §;, gdzie
1 < 4,7 < n. Naturalnie, jesli oba rozumowania byly akceptowalne przez weryfikator
systemu Mizar, to skonstruowany dowdd jest rowniez akceptowalny. Zauwazmy, ze
powielenie wybranych krokéw w rozumowaniach przed ich polaczenie, w celu uzyska-
nia réwnej dlugosci obu rozumowan, réwniez nie generuje bledéw w rozumowaniu.
Dodatkowo odpowiedni sposéb powielenia wybranych krokéw uniemozliwia ich wy-
krycie nawet przy pomocy omdwionych dotychczas programoéw tj. Rellnfer. Precyzu-
jac, referencja AB7 zostanie wskazana przez Rellnfer tylko w przypadku jesli, przed
polaczeniem rozumowan obie referencje Ai, Bi byly wskazane przez ten program.
W szczegblnosci, jesli przedstawione dotad narzedzia dystrybuowane z systemem Mi-
zar nie wskazuja zadnych usterek w skrypcie dowodowym, to dopisanie frazy & (0=0)
lub innego rownie oczywistego faktu poprzedzonego & do stwierdzania sformutowa-
nego w dowolnym kroku rodzaju < Compact-Statement> nie zostanie wykryte jako
usterka przez wspomniane programy.

Innym rodzajem wady napotykanym w dowodach zawierajacych rownolegte frag-
menty rozumowania jest sytuacja, gdy autor skryptu dowodowego w trakcie jego pisa-
nia usunal wybrane konkluzje z dowodzonego faktu (np. 3,,), nie modyfikujac réwno-
czes$nie odpowiednich list zatozen i dowodu. Oczywiscie usuniete konkluzje moga znaj-
dowa¢ sie na kazdym poziomie zagniezdzenia (wydruk [3.15)), co dodatkowo utrudnia
proces odnajdywania nieuzasadnionych koniunkcyjnych potaczen faktéw w poszcze-
goélnych krokach rozumowania.

Przypadkowe rownolegle potaczenie kilku rozumowan lub ich fragmentow wptywa
nie tylko na czas weryfikacji poprawnosci skryptéw dowodowych, ale réwniez istotnie
obniza ich czytelno§¢. Zauwazmy, ze odwolanie sie do przestanki, ktéra jest sfor-
mutowana w postaci koniunkcji kilku faktéw, zmusza czytelnika do samodzielnego
zbadania, ktore sposrod tych faktéw sa rzeczywiscie wykorzystywane w tym uza-
sadnieniu. Analogiczna sytuacja wystepuje rowniez w przypadku, kiedy samo uza-
sadniane stwierdzenie ma posta¢ koniunkcji faktoéw. Przypadek, w ktorym zaréwno
wykorzystywana przestanka, jak i uzasadniane stwierdzenie jest koniunkcja faktow
zostal przedstawiony w kroku nA¢ (wydruk [3.16)).

Jedna z najbardziej intuicyjnych metod rozwigzywania probleméw przedstawio-
nych w tej sekcji jest ,rozbicie” w rozumowaniach wszystkich krokoéw, ktore stwier-
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a1 & B implies oy
proof
assume Al: a1 & B3
A2: ay & By
proof
Bl: as & (2 by Al;
B2: a3 & O3 by B1;
B3: a4 & B4 by B2;
thus thesis by B3;
end;
thus thesis by A2;
end ;

Wydruk 3.15: Przyktad dowodu, w ktérym zostata usunieta konkluzja jednego z réw-
nolegltych rozumowar, bez modyfikacji pozostatej czesci skryptu.

theorem
o i in Seg n implies i+m in Seg (n+m)
proof
3: assume i in Segn ;
YAOANe: then 1<=1i & i<=i+m & i<=n by FINSEQ_1:3, NAT_1:11;
INS then i+m<=n+m & 1<=1i+m by XREAL_1:9, XXREAL_0:2;
0: hence thesis by FINSEQ_1:3;
end ;

Wydruk 3.16: Modyfikacja rozumowania przedstawionego na rys. [3.13] zawierajaca
rownolegte fragmenty rozumowania.

dzaja koniunkcje faktéw, a nastepnie polaczenie za pomoca koniunkcji tylko tych
stwierdzen, ktore spelniaja $cisle okre§lone kryteria. Metoda ta jest realizowana za
pomocy pieciu ponizszych programéw, ktore zostaly stworzone dla przeprowadzenia
wstepnych badan nad poprawa czytelnoSci rozumowan w systemie Mizar [70].

BreakBinaryAnd — program ten ,rozbija” koniunkcje wystepujace w krokach rozu-
mowania, ktére zostaly uzasadnione przez wskazanie listy referencji
(< Simple-Justification>). Rozbijanie koniunkcji jest realizowane w oparciu o za-
stapienie kazdego kroku stwierdzajacego koniunkcje formul ciagiem krokdéw, z kto-
rych kazdy stwierdza pojedynczg formute sktadowa pierwotnej koniunkcji. Dodatkowo
wszystkie uzasadnienia w kazdym ciggu krokéw sg identyczne z uzasadnieniem odpo-
wiedniego ,rozbijanego” kroku, natomiast kazde odwotanie do ,rozbitego” kroku jest
zastepowane ciagiem referencji do wszystkich krokéw z odpowiedniego ciagu.

DelBlock — program ten ,rozbija” koniunkcje wystepujace w kazdym kroku uza-
sadnionym za pomoca zagniezdzonego rozumowania, jesli w rozumowaniu tym kazdy
krok rodzaju < Skeleton-Step> jest réwniez rodzaju < Conclusion>. W ogolnym przy-
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padku, modyfikacja wykonywana przez ten program ma postac:

< Reasoning>o < Reasoning>o
< Proposition>g
proof
< Reasoning>1 < Reasoning>1
thus < Proposition>1 <Justification>1 T1: <Proposition>1 <Justification>1
< Reasoning>2 < Reasoning>2

thus < Proposition>2 <Justification>2

< Reasoning>n
thus < Proposition>, <Justification>,
end;
< Reasoning>n+1

T2: <Proposition>2 <Justification>2

< Reasoning>n

Tn: <Proposition>, <Justification>n
< Proposition>g by T1,T2,...,Tn;

< Reasoning>n41

(3.36)

Rozbicie zagniezdzonego uzasadnienia kroku < Proposition>q umozliwia usuniecie
nie tylko ,nadmiarowych” koniunktéw mogacych wystepowaé¢ w sformutowaniu tego
kroku, ale réwniez fragmentow zagniezdzonego rozumowania odpowiedzialnych za
uzasadnienie tych koniunktow.

TrivConsider — program ten eliminuje zmienne ustalone wprowadzone do rozumo-
wania za pomoca konstrukeji consider, dla ktorych:

(7) identyfikator tej zmiennej ustalonej nie jest wykorzystywany w rozumowaniu
poza krokiem, w ktérym zostal wprowadzony,

(7i) stwierdzenie sformulowane w kroku wprowadzajacym te zmienna do rozumo-
wania jest wykorzystywane co najmniej raz jako przestanka w rozumowaniu.

Drzialanie tego programu opiera sie na zastapieniu kazdego kroku wprowadzajacego
niewykorzystywana zmienng ustalong do rozumowania:

consider < Qualified-Variable> such that

[< Label-Identifier>:| <Formula-Ezpression> <Simple-Justification>;, (3.37)
przez krok stwierdzajacy formule egzystencjalng:
[< Label-Identifier>:| ex < Qualified- Variable> st
< Formula-Expression> <Simple-Justification>;. (3.38)

Wykorzystanie tego programu umozliwito eliminacje 6186 uzy¢ konstrukeji consider
w bazie MML, co stanowito 11,83% sposrod wszystkich istniejacych uzy¢ tej kon-
strukcji.

Mergeltems — program ten w pierwszym etapie odnajduje w ramach rozumowan
pierwotnych pary krokéw, ktore:

(i) jako przestanki wystepuja zawsze razem w uzasadnieniach

(7i) takie, dla ktorych zaden element nie jest osiagalny z drugiego elementu pary
w domknieciu grafu dowodu.

W drugim etapie czesé sposréd odnalezionych par, ktéra speilnia dodatkowe wta-
snosci, jest zastepowana nowymi krokami. Kazdy taki nowy krok stwierdza wowczas
koniunkcje faktéw sformutowanych w modyfikowanej parze, przy czym jego uzasad-
nienie powstaje w wyniku potaczenia zbioréw przestanek obu krokéw z pary. Dodat-
kowe wtasnosci, jakie musza spetniaé¢ pary, sg przekazywane do programu za pomoca,
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parametrow wywolania umozliwiajacych unikniecie generowania rozbudowanych uza-
sadnieri. Okreslaja one poziom ,zgodnosci” uzasadniert wybieranych par krokéw. Pre-
cyzujac, para krokéw wq, us nalezaca do rozumowania pierwotnego 2 jest zastepo-
wana nowym krokiem, jesli dla kazdej przestanki p, nalezacej do r6znicy symetrycznej
zbioréw przestanek uzasadniajacych wy oraz ug, zachodzi:

-Thm: przestanka zostala sformulowana poza obszarem twierdzenia, ktérego dowod
zawiera rozumowanie pierwotne 2,

-Block: przestanka zostala sformulowana poza obszarem rozumowania pierwotnego A,

-L: jesli p jest przestanka kroku wu; (us) oraz nie istnieje linearyzacja 7, dla ktorej
piuy (uz) naleza do tego samego T—taricucha,

-D[1liczbal: jesli p jest przestanka kroku u; (ug) oraz nie istnieje linearyzacja 7,
dla ktorej 7—rozpietosé tuku (p, u1) (lub (p,ug)) jest mniejsza od zadanej liczby.

Kroki, ktore sa wybierane do ,laczenia”, domys$lnie nie moga stwierdza¢ koniunkcji
formut. Ograniczenie to moze jednak zosta¢ pominiete po wykorzystaniu dodatkowego
parametru wywotania -MoreBC.

SortItem — program ten reorganizuje kolejnos$é¢ krokéw w linearyzacji rozumowania,
wykorzystujac algorytm zachtanny do optymalizacji wyznacznikéw poprawy czytel-
noéci zaproponowanych w podrozdziale Program optymalizuje warto$¢ czterech
pierwszych wskaznikow w domyslnej hierarchii waznosci 1, 3, 2, 4 (lub 4, 1, 3, 2 przy
zastosowaniu parametru wywolania -MinDist). Uzyskiwana linearyzacja rozumowa-
nia jest generowana w oparciu o rekurencyjna konkatenacje par zlinearyzowanych seg-
mentéw rozumowania w kazdym rozumowaniu pierwotnym. Naturalnie wybor pary
zlinearyzowanych segmentéw dokonywany na kazdym etapie rekurencji w ustalonym
rozumowaniu pierwotnym 2{ nie generuje konfliktow w grafie dowodu. Precyzujac:

(i) pierwszy element pary, traktowany jako zbiér wierzchotkéow rozumowania, nie
jest osiagalny z drugiego elementu pary, traktowanego réwniez jako zbiér wierz-
chotkéw rozumowania w grafie partycji domknietego rozumowania pierwotnego
2, wyznaczonego przez zbiory wierzchotkéw zlinearyzowanych segmentéw,

(#i) partycja ta jest acykliczna pomimo konkatenacji wybranej pary zlinearyzowa-
nych segmentow.

Wybér pary zlinearyzowanych segmentow (F*,F?), gdzie F' = (f{,f3,...,fr ),
F? = (f,f3,...,[2,), bedacej lokalnym optimum przy ustalonej hierarchii wazno-
§ci (wérod wszystkich par spelniajacych warunki (7), (44)) jest realizowany w oparciu
o cztery ponizsze warunki, ktore sa odpowiednikami poszczegélnych kryteriéw popra-
wy czytelnosci, wyszczegolnionych na str. 57}

1) Krok f! , jest przestanks kroku f? oraz przestanka f} , moze zosta¢ przekazana
do uzasadnienia kroku f7 za pomoca konstrukcji then ((f, , f7) € theng).

2) Liczba referencji taczaca zbior V(F') U V(F?) z pozostatymi wierzchotkami
w grafie dowodu jest minimalna. Precyzujac, wyrazenie:

[ (VEB) \ (V(F) UV(F?))) 7oF (V(FY) UV(E?))|+

(VEHUV(E?) _~ (VB)\ (VEHUV(E?)) | (3.39)

Refm

ma warto$¢ minimalng.

75



3) Kraweds (f) , f7) € Refsy oraz zbior |/\/'7€efq3 (f1,)] ma minimalng licznosc.
4) Wzrost sumy 7-rozpietosci tukow referencyjnych, zwiazany z powstaniem no-
wych wierzchotkéw v, dla ktérych w zlinearyzowanym rozumowaniu beda ist-
nialy referencje (p,u) € Refy, takie 7e ﬁ(pg—fkv) lub ﬁ(v; *u), jest mini-
¥ P
malny. Precyzujac, wyrazenie:

n - (_Z W;efm(ﬁﬂ) s (Z w?;afm(f}n) -
(1 +m2) - (V) UV(FD) o (V(F) UVE?))| (340)

€l p

ma warto§¢ minimalng.

3.3.3 Rewizja bazy MML wykorzystujagca rozbijanie koniun-
kcji w formutach — wyniki statystyczne

Grupa programow, ktore zostaly przedstawione w sekeji[3.3.2] umozliwita przeprowa-
dzenie badanie sensownosci modyfikacji struktur rozumowan zgromadzonych w bazie
MML, w celu wyeliminowania niewykorzystywanych przestanek z uzasadnien. Ba-
dania te zostaly przeprowadzone na wersji MML 4.121.1054, a uzyskane dzieki niej
modyfikacje struktur po pozytywnej ocenie zostaly wdrozone w wersji bazy MML
4.127.1060 [70].

Przeprowadzona poprawa struktur rozumowan dostarczyta réwniez danych o licz-
bie niewykorzystywanych przestanek w uzasadnieniach. Zastapienie wszystkich kro-
kow w rozumowaniach, ktore stwierdzaty koniunkcje formul odpowiednimi ciggami
formut, umozliwito bowiem odnalezienie 755196 nadmiarowych referencji (28,6% z po-
§réd wszystkich referencji wystepujacych w skryptach dowodowych zgromadzonych
w MML). Dodatkowo 2% wsrod pozostatych referencji zostalo wskazane przez pro-
gram Rellnfer. Modyfikacja poszczegolnych referencji w celu usuniecia tych wskazan
umozliwila odnalezienie 38944 krokow w rozumowaniach (2,8% sposrod wszystkich
krokéw w bazie), ktore przestaly byé wykorzystywane w rozumowaniu. Dodatkowym
nastepstwem modyfikacji sposobu uzasadnien krokéw w rozumowaniach byto odnale-
zienie 461 twierdzen, ktoére posiadaty zalozenia niewykorzystywane w toku rozumowa-
nia. Naturalnie autorzy artykutéw, ktérzy odwotywali sie do tych twierdzen, musieli
zaktada¢ lub dowodzi¢ te niewykorzystane zalozenia. Stad, eliminacja tych zalozen
pozwolila na odnalezienie i usuniecie fragmentéw rozumowan, ktére byty wykorzysty-
wane jedynie do uzasadnienia tych nadmiarowych zatozen, jak réwniez pozwolita na
odnalezienie kolejnych twierdzen posiadajacych niewykorzystywane zatozenia w toku
rozumowania.

Etap Liczba Liczba | Liczba kro- Liczba Liczba
usunietych wskazan | kéw usunie- | zmodyfiko- | zmodyfiko-
referencji | programu | tych z rozu- wanych wanych
Rellnfer mowania | artykulow twierdzen

1 755196 37304 38944 1017 461
2 160 23 633 118 64
3 596 2 168 55 16

Istnienie nadmiarowych zalozeri w toku rozumowania nie zawsze jest jednak nastep-
stwem usuniecia przez autora wybranych konkluzji w sformulowaniu twierdzenia.
Analiza sformutowan zmodyfikowanych twierdzen, ktére zostaly wzmocnione dzieki
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eliminacji niewykorzystywanych zaltozen, wykazala, ze istnienie nadmiarowych zato-
zen moglo wynika¢ z réznic miedzy definicjami poje¢ w bazie MML oraz literatura,
na podstawie ktérej byta dokonywana formalizacja. Jednym z takich twierdzen jest
lemat wykorzystywany w uzasadnieniu twierdzenia Nagata-Smirnov (wydruk ,
sformalizowany w artykule [68] na podstawie dowodu zawartego w ksiazce [22]. Jego
dowod po sformalizowaniu zawierat 77 krokow, znajdujacych sie na pieciu poziomach
zagniezdzenia. W konwencji przyjetej przez R. Engelkinga [22], przestrzen topolo-
giczna jest regularna lub krocej T3, jesli jest 77 i spelnia warunek regularnosci. Na-
tomiast w bazie MML, przestrzenia regularna jest nazywana przestrzen topologiczna
spelniajaca jedynie warunek regularnosci, a T3 jest regularng przestrzenia 7;. Inter-
pretacja wlasnosci regularnosci przestrzeni topologicznej, wyrazona w jezyku Mizar
w postaci “T is regular & T is T _1” oraz wykorzystanie narzedzi do rozbijania ko-
niunkcji umozliwily automatyczne wywnioskowanie, ze przestanka “T is T 1”7 nie
jest wykorzystywana w dowodzie tego lematu.

theorem :: NAGATA_1:20
for T being non empty TopSpace st T is regqular & T is T_1 &
ex Bn being FamilySequence of T st
Bn is Basis_sigma_locally_finite
holds T is normal;

Wydruk 3.17: Lemat wykorzystywany w dowodzie twierdzeniu Nagata-Smirnov, sfor-
mutowany w jezyku Mizar.
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Rysunek 3.18: Modyfikacja dtugoéci skryptéw dowodowych w zaleznosci od dlugosci
uzasadnianych formut jako nastepstwo rozbicia koniunkcji w formutach. Przedsta-
wiona prosta regresji przedstawia wspolzalezno$é zmiennej objasniajacej — wzrostu
dtugosci artykutu, wzgledem zmiennej objasnianej — wzrostu dlugosci formut.

Usuniecie lacznie 39745 krokéw z rozumowan zgromadzonych w bazie MML nie
wplynelo jednak istotnie na dtugos$é skryptéw dowodowych mierzona w jednostkach
leksykalnych. Srednia dtugoéé¢ skryptu zmniejszyta sie bowiem o 0,21% (rys. [3.18).
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Rysunek 3.19: Zmiana dlugo$ci uzasadnien krokéw rozumowan w zaleznosci od dtu-
gosci uzasadnianych formut jako nastepstwo rozbicia koniunkcji w formutach. Przed-
stawiona prosta regresji przedstawia wspoélzalezno§é zmiennej objasniajacej — wzrostu
dtugosci uzasadnien, wzgledem zmiennej objasnianej — wzrostu dtugosci formut.
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Rysunek 3.20: Modyfikacja dlugosci skryptu dowodowego w zaleznosci od czasu we-
ryfikacji jego poprawno$ci systemem Mizar jako nastepstwo rozbicia koniunkeji w for-
mutach. Przedstawiona prosta regresji przedstawia wspotzalezno$é zmiennej objasnia-
jacej — wzrostu czasu weryfikacji, wzgledem zmiennej objasnianej — wzrostu dtugosci
rozumowan.
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Glowng przyczyna tak maltego spadku dlugosci skryptow jest fakt, ze ,rozbija-
nie” koniunkcji i usuwanie nadmiarowych krokéw zmniejszylto tacznag dtugosé formut
w krokach rozumowania $rednio o 3,02%, ale réwnoczes$nie zwiekszylto taczng dtugosé
uzasadnien §rednio o 3,79% (rys. , co jest nastepstwem powielania uzasadnieri
w trakcie ,rozbijania” koniunkcji.

Rozbicie stwierdzen sformutowanych w postaci koniunkcji faktéow wplyneto row-
niez na czas weryfikacji poprawnosci skryptéw dowodowych zgromadzonych w bazie
MML. Sredni czas weryfikacji ulegt bowiem skréceniu §rednio o 5,13% (rys. .

3.3.4 Metody eliminacji konstrukcji reconsider

W prowadzonych dotad rozwazaniach byto zakladane, ze przepltyw informacji o wy-
korzystywanych przestankach miedzy dowolnymi dwoma krokami w rozumowaniu jest
obrazowany jedynie za pomocg hukéw referencyjnych. Przy tym zatozeniu tuki po-
rzadkujace dostarczaly jedynie informacji o wykorzystanych identyfikatorach zmien-
nych ustalonych oraz budowie szkieletu rozumowania. Zalozenie to nie jest jednak
prawdziwe, jesli w skrypcie dowodowym zapisanym w jezyku Mizar wykorzystywana
byla konstrukcja reconsider. Konstrukcja ta umozliwia bowiem jednoznaczne przy-
porzadkowanie typu do termu, jesli na podstawie zgromadzonych informacji w rozu-
mowaniu mozliwe jest uzasadnienie, ze rozwazany term ma m.in. dany typ. Przypo-
rzadkowanie to jest realizowane poprzez wprowadzenie do rozumowania nowej zmien-
nej ustalonej okreslonego typu, ktora jest utozsamiana z tym termem przez weryfi-
kator systemu Mizar. Informacja o tym utozsamieniu nie jest jednak przechowywana
w grafie dowodu.

W celu przedstawienia ukrytych zaleznosci w grafie dowodu, rozwazmy fragment
rozumowania z wydruku Rozumowanie to jest akceptowalne przez system Mi-

let X be non empty set;

let f be Function of X,X;

assume Al: f is one-to-one onto;

reconsider P=f as Permutation of X by Al, FUNCT_2: def 4;
A2: P is Function-1like;

A3: f is one—-to-one & f is onto by A2;

ST >R @R

Wydruk 3.21: Przyktad rozumowania w jezyku Mizar, zawierajacego ukryty tuk re-
ferencyjny (v, ¢) odwolujacy sie do rownosci P=£.

zar. Zauwazmy, ze uzasadnienie kroku ¢, ktére odwoluje sie tylko do stwierdzenia P
is Function-1like, wydaje sie niedostateczne do udowodnienia stwierdzenia f is
one-to-one & f is onto. Poprawnosé uzasadnienia tego kroku nie wynika bowiem
z informacji zawarte] w tej przestance, a jedynie z faktu, ze przestanka ta wykorzy-
stuje w swym sformulowaniu identyfikator zmiennej ustalonej P. Zmienna ustalona
P jest bowiem domy$lnie utozsamiana ze zmienng ustalong f, skad przy odwotaniu
do kroku ¢, lista przestanek w ( jest niejawnie powiekszana przez weryfikator o réw-
noé¢ P=f. Zauwazmy réwniez, ze stwierdzenie P is Function-1like moze zostac
zastapione przez dowolny oczywisty fakt, ktory wykorzystuje identyfikator P w swym
sformulowaniu, np. P = P.

Jak tatwo mozna zauwazy¢, kazdy ,ukryty” tuk referencyjny (v, u) w abstrakeyj-

nym grafie dowodu 3 jest nastepstwem istnienia §ciezki skierowanej v o W
rasy Tay

gdzie w € V(R) oraz wykorzystania konstrukcji reconsider w kroku wv. Istnienie
jednak takiej Sciezki nie jest warunkiem dostatecznym istnienia ukrytego tuku refe-
rencyjnego — identyfikacja termu ze zmienng ustalong nie musi by¢ wykorzystywana
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w uzasadnieniu. Odnajdywanie ukrytych tukéw referencyjnych w strukturze grafu
dowodu jest wiec niemozliwe, nawet w przypadku, jesli struktura tego grafu zawiera-
taby informacje o zbiorze wierzchotkéw, w ktérych zostata wykorzystana konstrukcja
reconsider. Tym samym nie jest wiec mozliwe dokladne wyznaczenie zbioru prze-
stanek dowolnej paczki, jak réwniez zbadanie, czy dana paczka jest domknieta na
prowadzenie drég skierowanych.

Zadowalajacym jednak rozwigzaniem przedstawionego problemu, jest wyelimino-
wanie ukrytych tukéw referencyjnych z grafu dowodu poprzez usuniecie konstruk-
cji reconsider ze skryptéw dowodowych. Eliminacja ta moze zostaé zrealizowana
w dwoch opisanych ponizej etapach.

Etap 1. — eliminacja krokéw rozumowania wykorzystujacych konstrukcje reconsi-
der, w ktorych zostal nadpisany identyfikator zmiennej (zob. wydruk[3.22). W etapie
tym jest zastepowany rekurencyjnie kazdy krok rozumowania postaci:

reconsider {< Variable-Identifier> =< Term-Ezpression>,}*
< Variable-Identifier>
{,{< Variable-Identifier> |< Variable-Identifier> = < Term-Ezpression> }}*
as < Type-Ezpression> <Simple-Justification> ;
(3.41)
przez

reconsider {< Variable-Identifier> = < Term-Ezpression>,}"
< New- Variable-Identifier> = < Variable-Identifier>
{,{< Variable-Identifier> |< Variable-Identifier> = < Term-Ezpression> }}"
as < Type-Ezpression> <Simple-Justification> ;

(3.42)
oraz wszystkie wystapienia < Variable-Identifier> przez <New-Variable-Identifier>
w sformutowaniach krokéw, ktore w skrypcie dowodowym znajduja sie po kroku
(3.41), gdzie < New-Variable-Identifier> jest niewykorzystywanym dotad w skrypcie
dowodowym identyfikatorem zmiennej ustalone;j.

«a: let x be set such that Al: x in NAT;
B: reconsider x as Nat by Al;

Wydruk 3.22: Fragment rozumowania zapisanego w jezyku Mizar, zawierajacy nadpi-
sanie typu zmiennej ustalonej x w kroku wykorzystujacym konstrukcje reconsider.

Etap 2. — zastapienie krokéw wykorzystujacych konstrukcje reconsider przez wy-
generowane na ich podstawie kroki wykorzystujace konstrukcje consider. W etapie
tym zastepowany jest kazdy krok postaci:

reconsider < Variable-Identifier>, = < Term-Expression> ,
< Variable-Identifier>, = < Term-Ezpression>,,

(3.43)

< Variable-Identifier>,, = <Term-Ezpression>,,
as < Type-FEzpression> <Simple-Justification> ;
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przez

consider < Variable-Identifier>,, < Variable-Identifier>,, ..., <Variable-Identifier>,,
be <Type-Ezrpression> such that
< New-Label-Identifier>: < Variable-Identifier>, = < Term-Ezpression>, &
< Variable-Identifier>, = < Term-Ezpression>, &

< Variable-Identifier>, = <Term-Ezpression>,
< Simple-Justification>;

(3.44)
oraz etykieta < New-Label-Identifier> jest dopisywana do kazdego uzasadnienia kro-
ku, ktory w sformutowaniu wykorzystuje identyfikator < Variable-Identifier> lub od-
woluja sie do przestanek wykorzystujacych ten identyfikator w sformulowaniu, gdzie
< New-Label-Identifier> jest nie wykorzystywana dotad etykieta w skrypcie dowodo-
wym. Naturalnie, nie wszystkie dopisane etykiety < New-Label-Identifier> w uzasad-
nieniach sg konieczne do zachowania dostatecznosci uzasadnien w zmodyfikowanym
rozumowaniu. Problem odnajdywania i usuwania z rozumowania niepotrzebnych ety-
kiet zostal omowiony w sekcji [B:3.1] i zostanie pominiety w tym miejscu.
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Rozdzial 4

Ztozonos¢ problemow
reorganizujacych kolejnosc¢
kroké6w w rozumowaniu

Analiza metod poprawy czytelnosci opierajacych sie o modyfikacje kolejnosci krokow
rozumowania, przeprowadzona w podrozdziale umozliwita sformulowanie pieciu
glownych problemow grafowych. W niniejszym rozdziale zostanie zbadana ich ztozo-
nosc.

4.1 NP-zupelnosé problemoéw .1/, .2/

W trakcie formalizacji dwoch pierwszych metod optymalizacyjnych, zostal okreslony
zwiazek miedzy tymi metodami w szczeg6lnej rodzinie acyklicznych digraféw. Korzy-
stajac ze Stw. oraz Lem. mozemy bowiem stwierdzi¢, ze problem K.1 ma
rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy ma rozwigzanie problem k.2, przy ograniczeniu
zbioru instancji tych probleméw do rodziny acyklicznych digraféw z wyrdznionym
zbiorem tukéw nie zawierajacym skrotow oraz przy odpowiedniej zaleznosci miedzy
parametrami K;, Ko, gdzie K; oraz K5 s3 liczbami naturalnymi wystepujacymi od-
powiednio w instancji probleméw K.1' oraz K.2'. Obserwacja ta jest oczywistym
nastepstwem réwnosci:

Yo PP+ = 4] (4.1)

Py ,PyeTa
P1#P>

gdzie T jest sortowaniem topologicznym digrafu D z wyr6znionym zbiorem A C A(D),
dla ktoérego D nie zawiera A—skrotow, a zalezno$¢ miedzy parametrami K, Ko dana
jest rownaniem: K; + Ko = |A|.

Zalezno$c (4.1)) wyrazona w terminach acyklicznej Hf:)fpartycji digrafu D okresla
analogiczng zaleznos¢ miedzy problemami K.1', K.2/, gdzie A C A(D).

Twierdzenie 4.1. Niech D bedzie acyklicznym digrafem bez A-skrotow, M liczbg

naturalng 1 < M < |V(D)|, gdzie A C A(D). Wéwczas istnieje acykliczna HSL
partycja © digrafu D o liczebnosci co najwyzej M wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
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acykliczna Hf:)fpartycja 7w digrafu D spelniajgca zaleznosé:

> 1Py Pl <|A] = V(D)] + M. (4.2)
Py, Prem
P #P>
Dowdd. Niech D, A, M speliaja zatozenia twierdzenia. Ustalmy dowolng acykliczng,
H(:)fpartycje 7 digrafu D. Zauwazmy, ze |P ~ P| = |P| — 1 w kazdym digra-
fie nie zawierajagcym A-skrotéw dla dowolnego P bedacego elementem acyklicznej
Hf)fpartycji. Stad

A= > [Py Pl+ ) (IPI-1)= > [Py P+ V(D) ~al. (43)

Py, Prem Per #Py1,Pyem
P1#P;
azatem Y. |Py~ Pyl =|A| = |V(D)|+ |r| co ostatecznie koriczy dowod. O
Py, Pyer A
P1#P;

W szczegolnosci z Tw. wynika fakt, ze jesli problem K.1' jest NP—zupelny
w rodzinie acyklicznych digraféw nie zawierajacych skrotéow w wyrédznionych rodzi-
nach tukéw, to tym samym uzyskamy, ze problem &.2 jest réwniez problemem NP-
zupelnym. Dodatkowo, jak zostalo wykazane w Tw. 2.I8] rozwazajac acykliczny di-
graf D z wyr6znionym zbiorem A(D)-tukéw A, mozemy bez straty ogolnosci zaktadac
rownosé A = A(D). Stad, w szczegolnoscei w celu uzasadnienia NP—zupetnosci proble-
méw K.1', K.2') wystarczy pokazaé, ze NP—zupelny jest problem Acyklicznej Partycji
Hamiltona.

Acykliczna Partycja Hamiltona (APH)
INSTANCIJA: DAG D bez A(D)-skrotéw, liczba naturalna 0 < K < [V(D)].
PyTANIE: Czy istnieje acykliczna HE:() D)fpartycja digrafu D o mocy nie przekra-
czajacej K.

Warto w tym miejscu zauwazy¢, ze problem odnajdywania minimalnej liczby
wierzchotkowo-roztacznych skierowanych §ciezek, stanowiagcych partycje acyklicznego
digrafu, bez ograniczenia w postaci acyklicznosci uzyskiwanej partycji, jest znanym
problemem grafowym rozwiazywalnym w czasie wielomianowym [10].

4.1.1 Redukcja FAS o« APH

Jak tatwo mozna zauwazy¢, rozwazany problem APH nalezy do klasy NP problemow.
W biezacej sekcji skonstruujemy redukcje wielomianowa, transformujaca szczegdlny
podproblem problemu Minimalnego Zbioru Sprzezonego (ang. Minimum Feedback Arc
Set, zob. GT8 [25], 28, [44]), ktory zachowuje NP—zupelnosé do APH.

Wprowadzmy niezbedne pojecia w celu sformutowania dwdch znanych problemoéw
grafowych.

Definicja 4.2. Niech G bedzie grafem (nieskierowanym). Zbior wierzchotkéw V C
V(G) bedziemy nazywaé pokryciem wierzchotkowym wtedy i tylko wtedy, gdy zbior
{u,v} NV jest niepusty dla kazdej E(G)—krawedzi {u,v}.

Definicja 4.3. Niech D bedzie digrafem. Zbior A C A(D) bedziemy nazywaé sprze-
zonym wtedy i tylko wtedy, gdy do A nalezy co najmniej jeden A(D)—tuk z dowolnego
skierowanego A(D)-cyklu.
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Pokrycie Wierzchotkowe (ang. Vertex Cover, VC, GT1 [21] 25, 26, 27])
INSTANCJA: Graf nieskierowany G, liczba naturalna 0 < K < |V(G)].
PyTanie: Czy istnieje pokrycie wierzchotkowe V' C V(G) o mocy nie przekra-
czajacej K.

Minimalny Zbiér Sprzezony (FAS)
INsTANCIA: Digraf D, liczba naturalna 0 < K < |A(D)].
PyTANIE: Czy istnieje sprzezony podzbior A(D)—tukéw o mocy co najwyzej K.

Analizujac redukcje VC oc FAS zaproponowana przez R. M. Karpa w pracy [43],
mozemy zaobserwowaé, ze problem FAS jest NP—zupelny jesli nawet zatozymy, ze
kazdy wierzchotek v w rozpatrywanym digrafie D spelnia co najmniej jeden z dwdch
warunkéw: [N (v)| =1 lub [N (v)] = 1.

Obserwacja 4.4. Problem FAS zachowuje NP—zupetno$é w rodzinie digrafow, spet-
niajqcych zaleznosé: INp, (v)| =1 lub N} (v)| = 1 dla kazdego v € V(D).

Dowdd. Niech G bedzie grafem nieskierowanym, K liczba naturalng spelniajaca za-
leznos¢ 1 < K < |E(G)], zas V pokryciem wierzchotkowym G o mocy nie przekra-
czajacej K. Powtarzajac konstrukcje zaproponowana przez R. M. Karpa, rozwazmy
digraf ©(G) okreslony rownosciami:

V((G) = V(G) x{0,1},

AD(G) = {{(v,0), (v, 1)) 0 € V(G)} U{((u, 1), {v,0)) : {u,v} € 5(G)}(4 Y
oraz zbior A(D(G))-tukow D (V) := {((v,0), (v, 1)) : v € V'}. Naturalnie, digraf ©(G)
spelia warunek sformutowany w obserwacji. W celu zakoniczenia uzasadniania, po-
wtarzajac rozumowanie za R. M. Karpem stwierdzamy, ze © (V') jest sprzezonym
zbiorem A(D(G))-tukow w digrafie D(G) o mocy |D(V)| < |V|. Ustalmy nastep-
nie dowolny sprzezony zbior A(D(G))-tukow F w digrafie ©(G) o mocy co najwy-
zej K. Wowczas, zastepujac kazdy F-tuk postaci ((u, 1), (v,0)), przez A(D(G))-tuk
((v,0), (v,1)), uzyskujemy sprzezony zbior A(D(G))-tukéw F', dla ktorego |F'| <
| F|, taki iz zbiér {v : ({v,0), (v,1)) € F'} jest pokryciem wierzchotkowym grafu G
o mocy |F'|. O

Zdefiniowany w Obs. [£4] szczegélny przypadek podproblemu FAS pelni wazna
role w uzasadnieniu NP—zupelosci problemu APH. Skonstruujemy bowiem reduk-
cje z tego podproblemu FAS do APH, wykorzystujac technike gadzetéw. Ustalmy
dowolny digraf G spemiajacy zalezno$é: [N (v)| = 1 lub [N (v)] = 1 dla kazdego
v € V(G); oraz roznowartosciowa funkcje e : A(G) — {1,2,...,|A(G)|} numerujaca
zbior tukow A(G). Przy wykorzystaniu struktury digrafu G zostanie skonstruowany
acykliczny digraf Gg . nie zawierajacy A(Gg,)-skrotow, ktory dodatkowo bedzie
posiadal zbiér wierzchotkéw pogrupowany na dwie rodziny: ,,gadzety”— zbiory wierz-
chotkéw w Gg . odpowiadajace pojedynczym wierzchotkom w G oraz ,mosty” — po-
jedyncze wierzcholki w Gg . odpowiadajace pojedynczym tukom w G. Konstrukcja
tego digrafu oraz jego wtasnosci zostang przedstawione w trzech kolejnych sekcjach.
W sekeji [f.1.2) zdefiniowana zostanie struktura ,gadzetu” (Def. oraz udowodnione
zostana podstawowe jej wlasno$ci. Nastepnie, w sekcji dokoriczona zostanie
konstrukcja digrafu Gg . oraz skonstruowana zostanie acykliczna Hff()Gg )7partycja

7r digrafu Gg ., na podstawie sprzezonego zbioru A(G)-tukow F (Tw. , gdzie
k=V(9)| (JAG)] + 1)+ |F|. W ostatniej sekcji zostanie skonstruowany sprzezony
zbior A(G)-tukow F o mocy co najwyzej M, w oparciu o acykliczng HE:()GQ _ypartycje

m digrafu Gg . (Tw.|4.16)), gdzie |7| < k, 0 < M < | A(G)|.

85



4.1.2 Gadzety

Definicja 4.5. Niech r bedzie wierzchotkiem w digrafie G. Gadzetem zwigzanym
z wierzchotkiem r bedziemy nazywaé digraf N, (z0b. rys. , zdefiniowany réwno-
Sciami:
V(Nr) :{Ti,j :0< i,j < |.A(g)|}7
AN ={(rijrij1), (rig riva;) 1 0 < i, j < [A(G)[} U (4.5)
{(rnyis Tnyie1)s (Pins Tiv1n) 0 < < [A(G)]}.

Wykorzystujac Def. uzyskujemy, ze dla kazdego A(N;)—tuku (ri, iy, 75, 4, ), 2a-
chodzi tozsamos$é i1+io+1 = j1+7j2. Stad tatwo mozna wykazac, ze N, jest acyklicznym
digrafem niezawierajacym A(N, )-skrotow.

Wyroznijmy w gadzecie N, dwie rodziny tukow:

=g rige) 10 <i <n A0 <G <|A(G)]} (4.6)
N ={(rigriray) 1 0<i<n A0 <G < |A9)]} '
dwa rodzaje skierowanych A(N,.)—drog:
Z;Z:’f'l' — T — ... = Tin,
T Gy T Ay i (4.7)
N i=T0 1 . n,i)

i — Ty — ... — T
TAWNG) T AW AN)
gdzie 0 < i < |A(G)]; oraz dwie HEZ()NT)fpartycje gadzetu N,
L=V 1) 0<i<|A@G)},  Re={V(\): 0<i<|A@G)}. (48

Bedziemy mowic, ze A(N,)-droga s jest /*—ukosem, jesli s = /7 dla pewnej
liczby 0 < 7 < |A(G)|- Analogicznie, bedziemy mowi¢, ze A(N,.)—droga s jest -

ukosem, jesli s =\ dla pewnej liczby 0 < j < |A(G)].

e

Rysunek 4.1: Gadzet N,..
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Lemat 4.6. Niech m bedzie acykliczng HA(N) —partycjq gadzetu N,.. Wowczas dla
kazdego P € w, h™(P) jest skierowang ./, lub “\,.—drogq.

Dowdd. Przypu$émy nie wprost, ze A(N;)-droga h™(P) zawiera co najmniej jeden
—tuk oraz co najmniej jeden \,—tuk. Bez straty ogdlnosci mozemy przyjaé, ze
Tij = Tij+1 Z Tit1,j+1 jest segmentem h7(P) dla pewnych 0 < ¢,5 < |A(G)|
(dla drugiej mozliwosci, kiedy r; ; T T 2 Tk dowod jest analogiczny).
Zauwazmy najpierw, ze dla kazdych dwoch koleanyCh wierzchotkow r;, j., 74, 4, 2 P,
zachodzi 11+71 < to+7j2. Wowcezas i+1+j5 < i+14j+1 < k41 dla kazdego wierzchotka
Tk € P wystepujacego po 741 j+1 na drodze h™(P) oraz i+ 145 > i+ j > k +I
dla kazdego ry,; € P wystepujacego przed r; ; skad h™(P) # h7(ri+1,;)- Nastepnie
z zaleznosci P > Tij \—> Ti+l,5 € b“(ri+17j), hﬂ(ri+1,j) D Titl,j 7 Ti+l,j+1 € P

stwierdzamy, ze (P,V(h”r(riﬂ,j))), V(6™ (ri41,5)), P) sa A(G(N,, m))-tukami, ktore
generuja A(G(N,., 7))—cykl w acyklicznym digrafie G(N,., 7). Uzyskana sprzeczno$¢
konczy dowdd. O

Wtasnosé acyklicznej HE:() Nr)fpartycji 7 gadzetu N, sformulowana w Lem.
determinuje wiec posta¢ kazdej skierowanej drogi Hamiltona h™(P), gdzie P € .
W ponizszych dwoch lematach pokazemy, ze jesli moc partycji m ma warto$¢ mini-
malna, to kazda droga h™(P) jest 7 lub N\ ukosem.

Lemat 4.7. Niech m bedzie acykliczng HA(/\/) —partycjq gadzetu N,.. Wowczas dla
kazdej liczby i = 0,1,...,|A(G)| istnieje 2biér L; € m, dla ktérego h™(L;) jest seg-
mentem /" drogi, lub dla kazdej liczby i = 0,1,...,|A(G)| istnieje zbior R; € m dla
ktérego h™ (R;) jest segmentem . drogi.

Dowéd. Przypusémy, ze istnieje liczba 0 < i < |A(G)|, dla ktorej h™(L) nie jest
segmentem 7. dla dowolnego L € . Wowczas Wykorzystujadc Lem. 4.6| uzyskujemy,
ze drogi h™(75,0), 0™ (ri1), ..., h™ (74, IA9)] )) sa paraml wierzchotkowo rozladczne oraz
kazda droga h™(r; ;) jest segmentem 7, gdzie 0 < j < |A(G)], co ostatecznie koniczy
dowod. O

Whiosek 4.8. Niech 7 bedzie acykliczng HS(()N ) partycjq gadzetu N,., wowezas |mt| >
|A(G)] + 1.

Lemat 4.9. L, oraz R, sq jedynymi acyklicznymi HE:()NT)fpartycjami gadzetu N,
o minimalnej liczebnosci, réznymi jesli dodatkowo |A(G)| > 0.

Dowdd. Wykorzystujac Wn. [£.8] uzyskujemy natychmiast, ze partycje L., R, posia-
daja minimalng liczebno§é¢ sposréd wszystkich acyklicznych H ) ) —partycji gadzetu

N,.. Zalozmy, ze istnieje acykliczna Hﬂng§|+1)7partyCJa it gadzetu N,., rézna od L,

i R,. Korzystajac woéwczas z Lem. p;zyjmijmy bez straty ogélnosci, ze dla kaz-
dego 0 < i < |A(G)| istnieje droga Hamiltona b™ (L;) bedaca w catosci segmentem
v, gdzie L; € «’ (dowod przypadku, w ktorym dla kazdego 0 < @ < |A(G)] ist-
nieje droga Hamiltona h™ (R;) bedaca w calosci segmentem ! jest analogiczny).
Wowczas /,~drogi b™ (Lo),b™ (L1),...,H" (L A g)|) sa wierzchotkowo roztaczne na
mocy Lem. Dodatkowo |A(G)|+1=|{L; : 0 < i < |AG)|} < || = |A(G)| + 1,
skad U Li = V(W,), odkad oraz n’ = L, wbrew zalozeniu, ze ©’ # L,,R,.
0<i<TA(9)]
Uzyskana sprzecznosé koniczy dowod. O
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4.1.3 DAG Gg.

W konstrukeji digrafu Gg. bedziemy wykorzystywa¢ ustalona réznowarto$ciowa
funkcje e, aczkolwiek jej wyboér nie bedzie mial wplywu na rozwazane wtasnosci tego
digrafu.

Definicja 4.10. Nieche : A(G) — {1,2,...,|A(G)|} bedzie réwnowartosciowq funk-
cja numerujgeq zbior tukow A(G). Digrafem Gg . wyznaczonym przez digraf G oraz
funkcje numerujgeq e bedziemy nazywaé strukture zdefiniowang réwnosciami:

V(Gg,e) = eL\;J(g)V(NU) U A(G),
A(GQ,E) = U A(N’U) U {(quve(vu),O) GRS A(g)} U (49)

veV(G)
{('qu uO,e(vu)) vu € A(g)}

Zatem zbior wierzchotkéw sklada sie tutaj ze zbioru wierzchotkéw gadzetow N,
dla wszystkich v € V(G) oraz z tukow digrafu G. Z kolei zbior tukow sktada sie tutaj
ze zbioru tukow gadzetow N, a takze z tukow lgczacych tuki G z gadzetami N,,.
Definicja ta zilustrowana jest przykladem na rys. [£.2]

Bezposrednio z konstrukeji digrafu Gg . uzyskujemy, ze jest to struktura acy-
kliczna spelniajaca tozsamosé vae\v(/\/v) = N, dla kazdego v € V(G).

W ponizszym twierdzeniu skonstruujemy acykliczna HEZ()GQ e)fpartych wr digrafu
Gg,. dla dowolnego ustalonego zbioru sprzezonego F w G, dla ktorych bedzie spel-
niona ré6wnoéé [rx| = [V(G)|- (|A(G)|+1)+|F]| (zob. rys.[£.2). Podkreslmy w tym miej-
scu, ze ponizsza konstrukcja nie wykorzystuje ograniczenia na moce zbioréw Ng_ (v),
/\@L(U) w digrafie G, gdzie v € V(G), ktore to ograniczenie jest wykorzystywane jedy-
nie w uzasadnieniu Tw. 15

Twierdzenie 4.11. Niech F bedzie zbiorem sprzezonym A(G)—tukéw w digra-
fie G. Wowczas istnieje acykliczna Hf:()@g C)fpartycja digrafu Gg . o liczebnosci
V@G- (A9 +1) + | F].

Dowdd. Obierzmy partycje zbioru wierzchotkow V(Gg ) wyznaczona przez sprzezony
zbior A(G)-tukoéw F, zdefinjowany réwnoscia:

7(F) = {{e74),vi0,vi1s -, via) ) v € V(G) A0 < i < JA(G)|A
3 (e7Yi) =vunvue AG)\ F)}U

ueV(G)
{{1]1‘70, Vilye-- 7’Ui,\A(g)\} NS V(Q) ANO << |.A(Q)|/\ (410)
- a(g)(efl(i) =vuAvu € AG)\ F)}U
ue

{{vu} : vu € F}.

Elementy partycji «(F) odpowiadaja wowczas trzem rodzajom skierowanych
A(Gg’e)*drég w Gg’e:

— Ue(vu)7‘_,4(g)‘,jeéli VU € A(g)\f,

1. vu — v — v T = ...
. e(’uu),OA e(vu), A(Gg..) AGo.e)

A(Gg,e) (Gg.e)

Ve
oznaczanych dalej symbolem ,“*,

2. 0 jesli - 3 (e7'(i) =vuAvu € A(G) \ F),

ueV(G)

3. vu, jesli vu € F.
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Jak tatwo mozna sprawdzi¢, 7(F) jest H 4(g, .)-Partycja digrafu Gg . o mocy [V(G)]-
(JAG)| + 1) + |F|. W celu zakoniczenia dowodu pokazemy jedynie, ze digraf
G(Gg,e,m(F)) jest acykliczny.

Zalozmy nie wprost, ze a := a3 — ag — ... — ap — a1 jest A(G(Gge,m(F)))-
cyklem, gdzie k > 1. Poniewaz kazdy wierzcholek postaci vu jest Zrodiem
w G(Gg e, m(F)), to cykl a jest zbudowany wylacznie z wierzchotkéw odpowiadaja-
cych A(Gg,.)—drogom postaci 1, 2. Stad, dla kazdego wierzcholka a; istnieje doktadnie
jeden wierzcholek v; € V(G) spelniajacy zaleznos¢ a; N V(N,,) # 0, gdzie 1 < i < k.
Naturalnie, wierzchotki wystepujace w ciagu v := (v1, v, ..., v;) nie musza by¢ pa-
rami rézne, aczkolwiek uzasadnimy, ze zastepujac wystepujace bezposrednio po sobie
powtorzenia tego samego wierzchotka jego jednym wystapieniem, uzyskamy A(G)\F-
cykl, ktorego obecnosé bedzie sprzeczna z wlasnoscia sprzezonosci zbioru F (zakta-
damy dodatkowo, ze v; wystepuje bezposrednio po vy ). Ustalmy w tym celu dowolne

Rysunek 4.2: Acykliczna HS?&Q )fpartycja digrafu Gg ., ilustrujaca konstrukcje za-
warta w dowodzie Tw. gdzie F = {wv}, evu) = 1, efuw) = 2, efwv) = 3,
elvw) = 4.
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dwa wierzchotki a;,a;11 € V(a), dla ktorych v; # v;41. Oba wierzchotki odpowia-

daja A(Gg .)—drogom postaci 1, 2, co w konkluzji z warunkiem a; — a;
ja A(Gg,e)—drog ] WG mr Y

implikuje dwie réwnosci: h™F) (a;) = "+, h™F) (a41) = */27:+1' Stad w szcze-

golnosci v;v;41 jest A(G) \ F-ltukiem, co ostatecznie konczy dowod. O
Wykorzystujac fakt, ze zbior wszystkich A(G)-tukéow w digrafie G jest zbiorem

sprzezonym, w konkluzji z Tw. [£.11] uzyskujemy nastepujace stwierdzenie.

Stwierdzenie 4.12. Istnieje acykliczna HEZ()GQ e)fpartycja digrafu Gg . o liczebnosci
VG- (AG)+1) +A(G)].

4.1.4 Zbiér sprzezony w digrafie § wyznaczony przez acy-
kliczna HEI()GQ E)—partycje; digrafu Gg .

Ustalmy dowolng acykliczna HS‘gGgye)fpartych m digrafu Gg .. W sekcji tej przedsta-
wimy konstrukcje zbioru sprzezonego, rozbijajac ja na dwa etapy. W pierwszym kroku
(Tw. skonstruujemy acykliczng HE:()GQ .)~partycje 7', dla ktorej |7’| < |x| oraz
partycja 7’ obcigta do zbioru wierzchotkow gédZetu N, jest tozsamo$ciowo réwna L,
lub R, gdzie v € V(G). Posiadajac partycje ', w ktorej kazdy gadzet odpowiada L,
lub R, partycji, w Tw. skonstruujemy sprzezony zbior A(G)-tukéw w G o mocy
ograniczonej przez liczbe |7'| — |V(G)| - (JAG)| + 1) < |7| — [V(G)] - (JA(G)] + 1).

Ustalmy wierzchotek v € V(G). W ponizszych rozwazaniach bedziemy wykorzy-
stywac¢ nastepujace notacje:

Ty 1= {V(h”(w)) Tw E V(Nv)}, Gg’e|ﬂ)v = Ggye‘ U”\v' (4.11)

Definicja 4.13. Niech 7 bedzie acykliczng HSgGgyc)fpartych digrafu Gg . oraz v €
V(G). Bedziemy Mowié, ze gadzet N, jest zorientowany w m wtedy i tylko wtedy, gdy
Ty, = Lo lub my,) = Re. W praypadku myn,y = Lo, gadzet N, bedziemy
nazywaé —zorientowanym, natomiast w przeciwnym przypadku \,~zorientowanym.

Twierdzenie 4.14. Niech 7 bedzie acykliczng HE:()GQ,E)fpartych digrafu Gg . w kto-
rej gadzet N, mie jest zorientowany, dla jakiegos uw € V(G). Wowczas istnieje acy-
kliczna HE:()Ggye)fpartycja 7' digrafu Gg ., w ktdrej gadzet N, jest zorientowany oraz
|7'| < |7|. Dodatkowo kazdy gadzet, ktory byt zorientowany w 7 zachowuje swojq
orientacje w .

Dowdd. Niech 7, u speliaja zalozenia twierdzenia (wierzcholek u zapisujemy tutaj
alfabetem gotyckim dla zwiekszenia czytelnosci wywodu). Zauwazmy najpierw, ze
w digrafie Gg76|ﬂ_ , mozemy wyréznic¢ trzy rodzaje wierzchotkow:

(i) zbior V(N,),
(#4) wierzchotki, ktore mozna przedstawié¢ w postaci ul, gdzie [ € Ng (u),
(43i) wierzchotki, ktore mozna przedstawic w postaci ru, gdzie r € Ng (u).

Wprowadzmy oznaczenia dla wierzchotkéw rodzaju (i) oraz (iii): L := {ul € A(G) :
ul € V(Ggpe, )} R = {ru € A(G) : ru € V(Gg, )} Zauwazmy, ze L i R
sg rownoczesnie zbiorami G-tukéw oraz wierzchotkéw w Gg .. Przyjmijmy, ze L =
{ull,ulg,. . .,uli}, R = {7“111,7“211,. . .,rju}, gdzie 1= |L|, J = |R|, e(ull) < G(UZQ) <
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- < eluly), efur) < e(ury) < ... < e(ur;). W zwiagzku z tym ze, digraf G nie za-
wiera tukéw postaci vv, mamy {l1,la,...,5;} N {r1,re,..., 7} = 0. Wprowadzmy
teraz oznaczenie b‘”u(v) na segment A(Gg .)-drogi h7(v), wyznaczony przez zbior
V(H™(v)) N V(Ny), gdzie v jest dowolnym wierzchotkiem w Gg .. Wiemy, ze jesli
V(h™(v)) N V(Ny) # 0, to zbior V(h™(v)) \ V(N,) zawiera co najwyzej wierzchotki
ze zbioru A(G) bedace zrodltami w Gg .. Z tego zas wynika, ze segment bﬂl(v) jest
A(Gg . )-droga.

Krok 1. Pokazemy najpierw, ze |m,| > |[A(G)| + 1 + min{i, j}. Dowod przez
przypadki:

(1°) Zalozmy, ze dla kazdej liczby naturalnej k spelniajacej zaleznosé 1 < k <
|A(G)], istnieje zbiér P € 7, dla ktérego b7, (P) jest niepustym segmentem e
Stad, wykorzystujac Lem. stwierdzamy, ze partycja m zawiera co najmniej
| A(G)| elementow, z ktorych kazdy jest wyznaczony jednoznacznie przez odpo-
wiednia A(Ny)—-droge bedaca ./, ~ukosem. Dodatkowo, V(M N(RU{uoo}) =
¢ dla kazdego 1 < k < |A(G)|, a zatem kazda z tych drog jest wierzchot-
kowo roztaczna z h™(v) dla kazdego v € R U {ugo}. Ponadto dla kazdych
v1,v2 € RU{ug o}, wierzcholki vy, ve sg zrodtami w Gg ., skad §™ (v1) # h™(v2),
jesli tylko vy # vo. W zwiazku z tym ostatecznie 7| > [A(G)| + |RU {ugo}| =
LAG)| +j +13> JA(G)| + 1 + min{i, j}.

(2°) Niech k bedzie liczba naturalng 1 < k < |A(G)|, dla ktorej h@(P) nie jest

segmentem ﬁ, gdzie P jest dowolnym elementem zbioru m,. Woéwczas, jak
latwo mozna wykaza¢ korzystajac z Lem. droga h™(uy ;) jest niepustym
segmentem \;,, gdzie 1 < < |E|. Stad, b7 (ug,1), b™ (up2), - .., b7 (U, 4(0)]) 52
wierzchotkowo roztaczne (uwaga: droga h™(uy o) jest wierzchotkowo rozlaczna
z wymienionymi A(Gg .)-drogami, ale moze pokrywaé si¢ z h™(v), dla pew-
nego v € L U{ug}). Dodatkowo, h™(ug.q) # h™(v) dla 1 < d < |A(G)], v €
{l1,12,...,0;} U{ugo} oraz z obserwacji, iz h™(v1) # h™(v2) dla # vi,v9 €
{ll, lo, ..., lz} U {uo’o} wnioskujemy, ze |7T‘ > |A(g)‘ + |{ll, lo, ..., ll} U {u0’0}| =
JAG)|+i+1>|A(G)| + 1+ minfi, j}.

Krok 2. Opiszemy teraz wlasnosci tukow w G(Gg ., ), ktore tacza wierzchotki
majace niepuste przekroje ze zbiorami wierzchotkéw réznych gadzetéow. Ustalmy
w tym celu dowolny tuk (P, P2) w G(Gg..,7), dla ktorego PL N V(N,) # 0, Py N
V(Ny) # 0, v # w, gdzie v,w € V(G). Pokazemy, ze sa mozliwe tylko dwa przypadki:

(Z) VW, Vewuw),0 € Pl: Wo,e@w) S PZ)
(”) WU, Vo, ew) S Pla We@ww),0 S

(uwaga, rys. ilustruje ponizsze rozumowanie nie wprost, w ktorym v, € Po

zamiast V)0 € P2 0raz vg ey € P2 zamiast vg ey € P1). Z zalozenia (Pp, Py) €

A(G(Gg e, m)), wiec Py A(@ : P, # (). Dodatkowo korzystajac z definicji Def. ,
G,e

uzyskujemy, ze V(N,) A(Q : V(Nyw) = 0. Stad poczatek lub koniec kazdego tuku ze
G,e

zbioru P s : P, nie nalezy do V(N,) UV(N,). Oczywiscie wierzcholek taki jest
G.e

czescig skierowanej drogi h™(Py) lub h™(P,). Stad, jak tatwo mozna wykazaé, wierz-
chotek ten ma jedna z czterech postaci: vz, wzx, zv, xw. Dodatkowo kazda z tych
postaci odpowiada wierzchotkowi, ktory jest zréodlem w Gg ., a zatem wierzchotek
ten musi by¢ polaczony z co najmniej jednym wierzchotkiem z V(N,) oraz V(N,,).
Ostatecznie mozliwe wiec sa dwa przypadki: vw € Py U Py, wv € Py U Py. Pokazemy,
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ze (1) zachodzi dla vw € PUPs, a (it) w drugim przypadku. Ze wzgledu na podobien-
stwo prowadzonych rozumowan, uzasadnimy tylko pierwszy z nich. Zalézmy wiec, ze
vw € Py UP, oraz nie wprost, ze vw ¢ P (np. rys.[£.3](a)). Oczywiscie vw jest jedy-
nym wspOlnym poprzednikiem dwoch wierzchotkow ve )05 Wo ey, ktOre nie moga
réwnoczesnie naleze¢ do Py, gdyz P, jest zbiorem wierzchotkow drogi h™ (P2) w Gge.
Dodatkowo, P, \ {vw} C V(N,), stad vw jest jedynym wierzchotkiem z P,, ktory
jest polaczalny z jakimkolwiek wierzchotkiem z V(N,,). Stad (P2, Py) € A(G(Gg,e, 7))

oraz Py — Py — Py, co przeczy acyklicznosci partycji G(Gg,e, ).
A(G(Gg.e.m))  ~ A(G(Cg,e.m)) ‘
Uzyskana sprzecznos$é¢ dowodzi wiec, ze vw € Py, skad juz latwo mozna pokazaé, ze

Ve@w),0 € Pla Wo,e@w) € b.
Krok 3. Rozwazmy dwie acykliczne HE:()GQ ‘ rpartycje:

L=V %) 0< k< |AG)| Ak ¢ e(L)}U
B {{ulk}UW/u) 0<k<i}U{{rmu}:1<k<j}, (4.12)
R ={V(\E) 10 <k <JAG)| Ak ¢ e(R)}U

{{ru} UVND) s 0 <k <iyu{{uly} : 1<k <i}.

Oczywiscie |Zu| = |A(G)|+1+i, |ﬁu| = |A(G)|+1+j. Z zalozenia przyjetego o digrafie
G uzyskujemy, ze [N (u)| = 1 lub [N (u)| = 1. Bez straty ogolnosci przyjmijmy, ze
VG (u)| =1 (przypadek [N (u)| =1 jest analogiczny). Istnieje wowczas wierzcholek
t € V(G), dla ktorego N (u) = {r}. Dodatkowo, j < 1 (j moze mie¢ wartosc¢ 0, gdyz
przypadek tu ¢ V(Gg’e\w,u) nie jest wykluczony).

Rozwazmy dowdd przez przypadki:

(1°) Zatézmy, ze j = 1,i > 1. Korzystajac z Kroku 1 uzyskujemy, ze |m,| > [A(G)|+
2= \£u|, skad 7' = (7r\7r‘u)U£uJest HA(Ggwe)*partyCJél Gg,e|y.y» dlaktorej 7| <
m|. Dodatkowo N, ma ,“—orientacje w 7’ oraz pozostale gadzety, ktore byly

€ g

zorientowane w  zachowaly swojg orientacje w /. W celu zakoriczenia dowodu
w tym przypadku pokazemy jedynie, ze G(Gg e, ') jest digrafem acyklicznym.

Zalézmy nie wprost, ze istnieje s, ktore jest A(G(Gg e, 7'))—cyklem w digrafie
G(Gg e, '). Poniewaz digraf G(Gg e, m) jest struktura acykliczna, wiec zbior
wierzchotkéw V(s) musi mie¢ niepusty przekrdj z £ . Wierzcholek {ru} jako
zrodlo w G(Gg ., 7') nie moze naleze¢ do s, wiec cykl ten, jesli zawiera segment
zbudowany z wierzchotkéw nalezacych do 7'y, to kazdy z tych wierzchotkéw ma
niepusty przekrdj z V(N,). W celu uzyskania sprzecznosci pokazemy teraz, ze
kazdy maksymalny w sensie zawierania segment cyklu s zbudowany wytacznie
z wierzchotkéw nalezacych do 7', moze zosta¢ zastapiony droga zbudowang
z wierzchotkow nalezacych do 7, w taki sposob, ze po iteracyjnym zastapieniu
poszczegdlnych maksymalnych segmentéw okreslonego rodzaju, uzyskany ciag
bedzie cyklem w acyklicznym digrafie G(Gg,, 7).

Ustalmy wiec segment s’ = (aq, as,...,ax) drogi s zbudowany z wierzchotkow
nalezacych do £ oraz oznaczmy dwa wierzcholki ao,ak+1 € V(s ) \ L, dla
ktorych agar, agap1 € A(G(Gg,e,7’)) (zob. rys. . Dodatkowo s’ # s oraz
ao, ag+1 ¢ {a1,az,...,ax} gdyz L jest acykliczna HA()G . )7partyqad. Wyko-
rzystujac fakt, ze {ru} jest zrodlem w G(Gg e, ), stw1erdzamy, iz a;NV(N,) #
0 dla kazdego ¢ = 1,2,...,n. Dodatkowo istnieja wierzchotki v, w € V(G), dla

ktorych uv € A(G), ap N V(N,) # 0 oraz uw € A(G), ag+1 N V(Ny) # 0. Ko-
rzystajac wowczas z Kroku 2, uzyskujemy, ze uv € ag, Uewy),0 € a1, YW € ay,
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(a) przypadek vw € Py U P, (b) przypadek wv € P U Py

Rysunek 4.3: Fragment digrafu Gg ., ilustrujacy rozumowanie nie wprost zawarte
w uzasadnieniu drugiego kroku w twierdzeniu Tw.

ue(uw),[)..‘ / § (ue(uw)+1,0)
2T AN
Y A(G)|4+1,0 )

Rysunek 4.4: Fragment digrafu Gg ., ilustrujacy konstrukcje zawarta w uzasadnieniu
przypadku (1°), kroku 3, twierdzenia Tw.

Ue@u),0 € Ok, Wo,ewu) € Ar+1, Skad W szczegdlnodei v, w € ./\/g+(u) Dodatkowo,
jak tatwo mozna uzasadni¢, e(uv) < e(uw). Rozwazmy ciag:

t:= <V(hﬂ(ue(uv),0))a V(hﬂ(ue(uv)+1,0))7 V(f)ﬁ(ue(uv)w,o)% e 7V(hﬂ(ue(uw),0)>>7

(4.13)
wierzchotkéw z 7). Oczywiscie kolejne wyrazy w tym ciagu nie musza by¢ pa-
rami rézne. Rozwazmy zatem maksymalny podciag t' = (t1,t2,..., 6k ) ciagu

t taki, ze t; # ;41 dla wszystkich ¢ = 1,2,...,k" — 1. Z konstrukcji pod-
ciagu t' uzyskujemy, ze dla kazdego ¢ istnieje j, dla ktorego e(wv) < j <
e(ww), t; = V(H™(1;0)), tix1 = V(H™ (uj41,0)). Z definicji Gg . stwierdzamy, ze
u;ouit10 € A(Gg.e), skad t;t; 11 jest tukiem w G(Gg ., 7). Zatem t' jest skiero-
wang

G(Gg,e, m)—droga, dla ktorej apt1, trrar+1 sa G(Gg.e, m)-tukami, co ostatecznie
koniczy dowod tego przypadku.

Zatozmy, ze j =i = 0. Oznaczmy 7’ := (7 \ mp,,) UZu. Korzystajac z Kroku 1,
stwierdzamy, ze |m,| > |A(G)| + 1 = |L |, skad tatwo mozna uzasadni¢, ze
7' jest HE:()Ggﬁe)fpartych Gg,e oraz |7'| < |m|. Zauwazmy rowniez, ze kazdy
G(Gg,e, m')-tuk, taczacy wierzcholtek nalezacy do zbioru 7\ 7, z wierzchotkiem
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Rysunek 4.5: Fragment digrafu Gg ., ilustrujacy konstrukcje zawarta w uzasadnieniu
przypadku (3°), kroku 3, twierdzenia Tw.

nalezacym do Zu jest zawsze skierowany do Zu. Stad uzyskujemy, ze digraf
G(Gg,e, ') jest struktura acykliczna, ostatecznie konczy to dowod tego przy-
padku.

Zatozmy, ze j = 0, i > 0. Przyjmijmy, ze 7’ := (7 \ 7)) U Zu. Oczywiscie
[Tl = [AG)|+1 = \Zu| na mocy Kroku 1, skad |7’| < |n| oraz 7’ jest HEZ()Gg,ef
partycja Gg .. Zauwazmy, ze jesli digraf G(Gg ., n’) jest acykliczny, to party-
cja m' spelia warunki sformutowane w twierdzeniu. Zalézmy wiec nie wprost,
ze s jest skierowanym A(G(Gg,.,7'))—cyklem w digrafie G(Gg.., 7). Podobnie
jak w uzasadnieniu przypadku (1°) stwierdzamy, ze s musi przechodzi¢ przez
wierzchotki z Zu, Dodatkowo j = 0, wiec P := V(h™ (tu)) nie musi by¢ zrodlem

W G(Gg.e, ). Stad s moze przechodzi¢ przez wierzchotki z £ , wchodzac i wy-
chodzac z ,,prawej strony” gadzetu N, (zob. rys. , ale moze réwniez wchodzié
z Jewej strony” gadzetu N, przez punkt P (zob. rys. . W przypadku, gdy
istnieje skierowany A(G(Gg ., n"))—cykl wchodzacy do L przez wierzcholek P
mozna pokazaé, ze || < |r|. Stad #” = (7' \ {P}) U {{ru}, P\ {ru}} be-
daca Hfz()Gg,e)fpartycjat Gg,. powstala z podzielenia P w 7' na dwie czesci
{tu}, P\ {ru}, bedzie miala co najwyzej |7| elementéow, za§ gadzety rozne
od N, ktore byly zorientowane w m, zachowajg swojg orientacje w 7'/, Do-
datkowo, V(b™ (tu)) = {ru} jest zrodtem w G(Gg.o, "), a wiec kazdy cykl
W G(Gg,e, ") musi przechodzi¢ przez wierzchotki z £ wchodzac i wychodzac
z prawej strony” gadzetu Ny, tak jak mialo to miejsce w przypadku (1°). Po-
wtarzajac rozumowanie zawarte w tym przypadku, uzyskujemy teze.

Ustalmy skierowany A(G(Gg ., n’))—cykl w digrafie G(Gg ., 7') wchodzacy z ,le-
wej strony” gadzetu N, przez punkt P. Pokazemy, iz || < ||, uzasadniajac
w tym celu, ze |A(G)| + 1 < |m),|. Zalozmy nie wprost, ze |A(G)| 4+ 1 > |7,
Korzystajac wowczas z Wn. stwierdzamy, ze |A(G)| + 1 < |(7T|u)|V(Nu)‘<
[Tl < JA(G)| + 1, skad (W\u)‘v(/\/u) = Ly lub (’/T|”)|V(Nu) = Ry na mocy
Lem. oraz ‘(77|u)|v(/\/u)| = |mu|. Wowcezas w przypadku (W‘H)IV(NU) = Ly
otrzymujemy rownosci m, = L, 7' = m, ktora przeczy zalozeniu, ze digraf
G(Gg,e, ) jest acykliczny. W konsekwencji (7r|u)|v( N = R.. Rozwazmy wierz-
chotek ul; € V(vaelmv)’ ktory jest polaczalny z dokladnie jednym wierz-
chotkiem z V(Ggﬂmv), mianowicie Ugny,0. Oczywiscie wierzchotek ;)0
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nalezy do zbioru V(\)) bedacego elementem R,. Wykorzystujac wiec row-
noé¢ || = |Ry|, stwierdzamy, ze {ul;} U VN C V(H™ (Meuiy),0)), ale zbior
{ul;} UV(\Y) posiada dwa zrodta z Gg ., mianowicie uly, g, co przeczy
istnieniu skierowanej drogi Hamiltona h™ (uly).

(4°) Zatoimy, ze j = 1,4 = 0. Przyjmijmy 7’ := (7 \ 7)) U R, Zauwazmy, ze jesli
digraf G(Gg ., n’) jest acykliczny, to partycja n’ spelnia warunki sformutowane
w twierdzeniu, gdyz |m,| > [A(G)| + 1 = [R | na mocy Kroku 1. Przypusémy
nie wprost, ze digraf G(Gg,., 7') nie jest acykliczny. Istnieje wowczas skierowany
A(G(Gg,e,7"))—cykl s w digrafie G(Gg.., '), ktory musi przechodzi¢ przez R,
wchodzac do tej partycji z ,,prawej strony”, poniewaz i = 0, a wychodzac przez
pewien wierzchotek z wierzchotka P := V(h™ (tu)). Prowadzac rozwazania po-
dobne do przypadku (3°), da si¢ pokazac¢, ze |A(G)| + 1 > |m,|. Okreslmy
partycje ' := (7' \ {P}) U {{rvu}, P\ {vu}}. Zauwazmy, iz kazdy G(Gg..,n")-
tuk taczacy, taczacy wierzcholek nalezacy do zbioru 7 \ 7, z wierzchotkiem
nalezacym do 7"\ (7 \ 7),) jest skierowany do 7" \ (7 \ 7). W zwigzku z tym

dostajemy, ze 7 jest acykliczng HE:()GQ )partycja Gg,. spelniajaca warunki

e

okreslone w twierdzeniu.

Ustalmy skierowany A(G(Gg,.,n’))-cykl w digrafie G(Gg e, ") wychodzacy
z prawej strony” gadzetu N, przez punkt P. Pokazemy, ze |A(G)| + 1 < |m,].
Powtarzajac rozumowanie zawarte w przypadku (3°), stwierdzamy, ze nastep-
stwem zalozenia nie wprost |A(G)|+1 > |7, jest réwnos¢ |(m,)
vy = Lo b ()0,
giczny sposob eliminowany jest rowniez przypadek (W\U)\v( N
nastepstwem jest réwno$é m = 7w’ prowadzaca do sprzeczno$ci. Mamy zatem
(7T|u)|V(N ) = L,. Postugujac sie w tym momencie wierzchotkiem tu zamiast

|V(Nu)| = |7T|u|:
= Ry. W analo-

y = Ry, ktorego

a w konsekwencji rowniez ()

uly oraz droga \8 zamiast 3, uzyskujemy analogicznie sprzeczno$¢ koriczaca
dowdd.

O

Twierdzenie 4.15. Niech w bedzie acykliczng 'HEI()GQ e)fpartych digrafu Gg ., w kto-
rej kazdy gadzet jest zorientowany. Wowczas zbior A(G)—tukéw {vu : {vu} € w} jest
zbiorem. sprzezonym o mocy ograniczonej liczbg || — |[V(G)| - (JA(G)| + 1).

Dowdd. Niech 7 spelnia zalozenia twierdzenia. Zauwazmy najpierw, ze w przypadku
A(G) = 0 twierdzenie jest spelnione w sposéb trywialny, gdyz {vu : {vu} € 7} C
A(G). Przyjmijmy wiec, ze A(G) jest zbiorem niepustym. Wprowadzmy dwa pomoc-
nicze oznaczenia F := {vu : {vu} € 7}, O := {{vu} € n}. Pokazemy, ze F jest zbio-

rem sprzezonym w G. Zalézmy nie wprost, ze istnigje trasa ¢ :=¢; — c¢o —
AGN\F  AG\F

c c1 bedaca A(G)\F—-cyklem w G, gdzie k > 1. Oznaczmy ¢ =c
A(g_))\]-' IcA(g_)’\}_ 1 beda G\ y g Y Crta 1

oraz niech

=

ew),0 7  Ue@w),l

Go Y U e B
A(Gg,e) A(Gg’e) ( )v‘A(g)‘

A(Gg,e) A(Gg,e)

e(uw)
o u (4.14)
= uv A((I? V0, e(uv) 4 — U1 e VIAG)],ew)>

g,e) (Gg,e) A(Gg,e) -A(GQ,E:)

\e(uv)

gdzie uv € A(G). Jak latwo mozna uzasadnic¢, dla kazdego A(G)\ F—tuku ¢;c;41 zacho-
dzi dokladnie jedna tozsamosé: albo h™(c;ci11) = o ““ albo h™ (cici1) =1+ N\,
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gdzie 1 < i < k. Dodatkowo nastepstwem réwnosci h™(c;cip1) = o ““F jest
 —orientacja gadzetu N, a nastepstwem réwnosci h™(cic;1) =%+ N\, jest
\-orientacja gadzetu N, ,. Poniewaz przy |A(G)| > 0 zaden gadzet nie moze
mie¢ jednoczesnie obu orientacji w 7, uzyskujemy, ze albo kazdy gadzet N, ma
. —orientacje w w dlai = 1,2,...k, albo kazdy gadzet N, ma \,—orientacje w 7 dla
i=1,2,... k. Wowczas w przypadku ,—orientacji,

V) 3
V™ ((e)10)) ;o VO ((er)20)) fo-o0 o VOT(C)eeren-10)) 1o
V) V)
V(hw((cz)l,o))A@)V(h”((@)z,o))A@)--~A@)V hﬂ((62)5(0203)—1,0))A?é)
V) V)
o
V(b”((ck)l,o))A@)V(f)”((ck)zo))A(—é)---A@)V(h”((ck)e(ckcw)q,o))A(—é)
Vo) o V) (419)

jest A(®)—cyklem, a w przypadku \-orientacji,

VNG 3
V™ ((en)on)) o V0T ((ek)o2)) rooo o VT (er)ocerren-1)) 1o
VN o VNG ) )
VT (er-1)oa)) o VO™ (e-1)o2)) oo e oo VT (eh)oetensenn-1)) 73
VRN o VNGL) 3
2
VT (o)) o VO ((e)o2)) o o VOT(e)octenen-1)) 73
VN ) VNG (416)

jest A(®)—cyklem, ktorego istnienie jest sprzeczne z acyklicznoscia digrafu &, gdzie

& :=G(Gge,m).

W celu zakoniczenia dowodu wystarczy jedynie zauwazy¢, ze 7\ O = |J 7,
veV(G)

70| = [A(G)]+1, dla kazdego v € V(G) oraz 7|, N7y, = 0 dla réznych wierzchotkow

v1,v2 € V(G). O

Twierdzenie 4.16. Problem APH jest NP-zupetny.

Dowdd. Dla kazdego digrafu G oraz liczby naturalnej K bedacych instancja problemu
FAS okre§long w Obs. mozemy ustali¢ funkcje e : A(G) — {1,2,...,|AG)|}
i skonstruowaé digraf Gg . oraz przyja¢ liczbe K’ := K +|V(G)| - (JA(G)| +1). W ten
sposob zostaje okreslona instancja problemu APH. Wykorzystujac Tw. [£.17] jesli G
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posiada zbiér sprzezony tukéw o liczebnosci nie przekraczajacej K, to istnieje acy-
kliczna HEZ()Gg’e)fpartycja digrafu Gg . o liczebnosci nie wiekszej niz K'. Wykorzy-

stujac nastepnie Tw. oraz stwierdzamy, ze jesli istnieje acykliczna HE:()GQ,CF
partycja 7 digrafu Gg . o liczebnosci nie wigkszej niz K’ to istnieje zbior sprzezony
tukéw o mocy co najwyzej K. Stad ostatecznie translacja G, K do Gg., K’ jest
redukcja. O

Wykorzystywany w uzasadnieniu NP-zupetnosci problemu APH digraf Gg . po-
siada ograniczong do dwoch liczebno$é zbioru nastepnikéw oraz poprzednikéw kaz-
dego wierzchotka. Fakt ten umozliwia sformulowanie twierdzenia Tw. [f.16|w ponizszej
postaci.

Twierdzenie 4.17. Problem APH zachowuje NP-zupetno$é w rodzinie digraféw, kto-
rej kaidy element D spetnia zaleznosé: [Ny, (v)| < 2 oraz N (v)| < 2 dla kazdego
v e V(D).

4.2 Zlozonosé problemu K.3,/77

W podrozdziale tym skupimy uwage na zlozonosci problemu K.3,;77. Wykazemy,
ze problem ten jest rozwiazywalny w czasie wielomianowym i opiszemy algorytm
rozwiazujacy ten problem w czasie O(|V(D)| + |A(D)|), gdzie digraf D jest instancja
problemu K.3p/77.

Twierdzenie 4.18. Problem .31z jest rozwigzywalny w czasie wielomianowym.

Dowdd. Ustalmy acykliczny digraf D oraz dwa zbiory lukéw 4; C Ay C A(D) bedace
instancja problemu /.3 /7. Pokazemy, ze wyznaczenie najmniejszej liczby naturalnej
K, dla ktorej istnieje sortowanie topologiczne 7 € T'S(D) spelniajace zaleznosé | £, | <
K jest problemem rozwiazywalnym w czasie wielomianowym, gdzie

L,={veV(D): T vueAsN(dr(v,u)>1Voue A}V g(D)vw € A(D)\A2)}.
we

u€ V(D)
(4.17)
Wprowadzmy oznaczenia:
Li:={veV(D): ueél(D)vu € Az \ Ar},
Ly:={v e V(D) : 3 wvu€ As ANvw € A(D)\ Az}, (4.18)

w,weV(D)
Ly:={veV(D): \N<J{}(D)’Al>(v)| > 1}

Jak widaé¢, zbiory te nie nie zaleza od konkretnego wyboru 7. Zauwazmy teraz,
ze zawierania Li, Lo C £, wynikaja bezpos$rednio z definicji zbioru £,. W celu
wykazania, ze L3 C £, ustalmy wierzcholek v € L3, dla ktérego istnieja rozne
U, Us € /\/A}(D)’Al)(v) w digrafie (V(D), A1). Wowczas vu; € Aj, vus € Ajp, ale
nie moga by¢ spelnione jednoczesnie obie rownosci d(v,u1) = 1, d-(v,uz) = 1 jesli
T(v) < 7(u1),7(uz) oraz uy # ug. Stad, d-(v,u1) > 1 lub d,(v,u2) > 1, a zatem
ostatecznie v € £,.

Wprowadzmy nastepnie oznaczenia Lo := L1 ULyUL3, Ry := {vu € Ay : v € Lg}.
Naturalnie zbiory Ly, Ry moga by¢ wyznaczone w czasie wielomianowym wzgledem
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rozmiaru D (zob. wydruk [£.6). Dodatkowo, jak latwo mozna wykazaé:
L\ Lo = (& \Ll)\(L2UL3)
= eV 3 € ATNAAN
((vevD): 3 wueini
(dr(v,u)>1v 3 vwe AD)\ A2)})\ (L2 U Ls)
we V(D)
ey = e Ay Nd(v,u)>1}HU
(veVD): 3, oue Aindi(vu)>1}
ey ;3 e Ay Ndr(v,u)=1 A 3 c A(D)\A
(veV(D): 3 wue A Adi(vu)=1 A 3 vw e AD)\Ax})\
(L2 U L3)
{veV(D): EI(D)vu € Ay ANdr(v,u)>1}\ (Le U Lg)
ue
{veVv(D): I wvue A Nd(v,u)>1}\ Ly
ueV(D)
{veV(D): I wvueA\ Ry A dr(v,u) > 1}.
ue V(D)

(4.19)

Stad, problem wyznaczenia minimalnej liczebnosci zbioru £, po wszystkich 7 €

TS(D), moze by¢ sprowadzony do wyznaczenia minimalnej liczebnosci zbioru £, \ Lo.

Zauwazmy, ze konsekwencja odrzucenia zbioru L3 od £, jest ograniczenie na
liczebnos¢ zbioru nastepnikow w digrafie (V(D), A1 \ Rp). Precyzujac:

Ny, re @ < 1, (4.20)

dla kazdego v € V(D), skad (V(D),A; \ Rp) jest lasem dendroidéw. Dodatkowo
T(w) < 7(v) dla kazdego w € N&(D) Al\R0>(v) skad co najwyzej jeden wierzchotek
ze zbioru N(;(D) A \R0>(v) moze spelniaé tozsamosé d,(w,v) = 1. Tym samym, jesli
zbiér /\/ D), A1\ Roy (V) jest niepusty, to co najmniej |/\/'<;(D)7A1\RO>(U)| —1 elementow
musi nalezec do zbioru £, \ Lg. Dodatkowo zbiory poprzednikéw réznych wierzchol-
kéw w kazdym lesie dendroidéw sa rozlaczne, w zwiazku z czym mozliwe jest dolne
oszacowanie na liczebnos¢ zbioru £, \ Ly w postaci:

1€\ Lol > Y max{0, [Ny py ar\ gy ()] — 13- (4.21)

veV(D)

Pokazemy, ze istnieje sortowanie topologiczne 7' € TS(D), dla ktorego dowolny nie-
pusty zbiér poprzednikéw wierzchotka v w digrafie (V(D), A1 \ Rp), ma doktadnie
IV, V(D). A1\ Ro>(v)| — 1 elementéow wspoélnych ze zbiorem £,/ \ Ly. Rozwazmy w tym
celu funkcje wyboru C : V' — V(D) spelniajaca zaleznosé:

C(v) € A@(D),AI\RO>(”)’ (4.22)

dla kazdego v € V, wybierajaca po jednym wierzchotku z kazdego niepustego zbioru
Ny, an\rey (), 8dzie V={v € V(D) : Ny, py 4,1\ gey (v) # 0} Wprowadzmy ozna-

czenie Le == | ( (D) AI\R0>(u) \ {C(u)}). Korzystajac wowczas 7 (4.21) stwier-
ueV ’

dzamy, ze |£;| > |Lo| + | L¢| dla kazdego 7 € T'S(D). W zwiazku z tym, ze liczebnos¢
Ly, L¢ nie zaleza od 7, dostajemy wniosek, iz ograniczenie K nie moze by¢ mniejsze
od [Lo[ + |Lc|.

W celu zakonczenia dowodu skonstruujemy sortowanie topologiczne 7¢ € TS(D),
dla ktorego |£,.| = |Lo| + |Lc|- Bedzie ono $wiadczylo o tym, ze liczba |Lg| + |Lc¢|
moze by¢ ograniczeniem K, a w zwigzku z uprzednim wnioskiem jest najmniejszym
takim ograniczeniem. Rozwazmy acykliczny digraf De = (V(D), A1 \ (Ro U Re)),
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gdzie Re = {vu € Ay : v € L¢}. Zauwazmy, ze konsekwencja odrzucenia zbioru R¢
ze zbioru tukow A; \ Ro, jest usuniecie wszystkich tukow w digrafie (V(D), A1 \ Ro)
prowadzacych do wierzchotka v za wyjatkiem krawedzi (C(v),v), jesli zbior N, _(v)
byt niepusty (réwnowaznie v € V). Zatem |[Np_(v)| < 1 dla dowolnego v € V(D).
Analogicznie [N (v)| < 1, gdyz L3 C Lo. Zatem dowolne dwie maksymalne De—
drogi sa rowne albo wierzchotkowo roztaczne.

Pokazemy teraz, ze w(C) := {V(P) : Pjest maksymalna Dc—droga} jest acykliczna
H®) —partycja digrafu D, czego konsekwencja jest istnieje sortowania topologicznego
o € G(D,n(C)). Zalézmy nie wprost, ze istnieje s, ktore jest A(G(D,w(C)))-cyklem
w digrafire A(G(D,w(C))). W celu uzyskania sprzecznosci pokazemy teraz, ze kazdy
wierzchotek 7z s moze zosta¢ zastapiony odpowiednia A(D)-droga w taki sposob,
ze po iteracyjnym zastapieniu wszystkich wierzchotkow, uzyskany ciag A(D)-drog
bedzie cyklem, co stanie w sprzecznosci z acykliczno$cia digrafu D. Ustalmy wiec
wierzchotek P € s oraz niech

P, — P - P (4.23)
A(G(D,m(C)))  A(G(D,7(C)))

bedzie segmentem s. Z Def. istniejg wowczas wierzchotki v € Py, u,w € P,

r € Py, dla ktorych vu, wr € A(D). W celu zakoniczenia tego podrozumowania wy-

starczy pokazac¢, ze wierzchotki sa v, w s3 odpowiednio konicami A(D)~drog h™(©) (Py),

h™(C)(P), skad w szczegolnosci uzyskamy rowniez, ze uA(—]D)*w oraz A(D)-droga ta-

czaca u i w jest odpowiednia droga zastepujaca wierzchotek P. Przypus$émy, ze
wierzchotek w nie jest ostatnim wierzchotkiem w h™©)(P) (dowéd w przypadku
wierzchotka v jest analogiczny). Oznaczmy przez w; wierzcholek wystepujacym bez-
posrednio po w w h™(€)(P). Wykorzystujac nastepnie fakt, ze Ngc (w) € N (w)
stwierdzamy, ze wi,r € N}, (w), skad w € Ls, a zatem ww; € Ry. Oznacza to,
ze wierzchotki w, w; nie moga wystepowaé¢ bezposrednio po sobie w l‘)’r(c)(P) gdyz
wwy ¢ A(D¢) (= A1\ (Ro U R¢)). Uzyskana sprzecznos¢ ostatecznie konczy dowod
podrozumowania.

Wybierzmy sortowanie topologiczne o € G(D,w(C)). Zdefiniujmy funkcje 7 :
V(D) — |{1,2,...,V(D)}| sortujaca wierzchotki w kazdej maksymalnej Dc—drodze,
a nastepnie scalajaca posortowane fragmenty wedtug o, dang zaleznoscia:

Te(v) =i+ > |P|, (4.24)
Pen(C):o(P)<a(V(h™(€)(v)))
gdzie v = v; oraz h™(€)(v) = v, 5; Vg 5; ;: Vjy(pr© (v))]- Oczywiscie takie upo-
rzadkowanie jest sortowaniem topologicznym digrafu D. W celu zakonczenia dowodu
wystarczy wiec jedynie pokaza¢ rownosé¢ £, \ Lo = Le¢.

Dla dowodu inkluzji £,, \ Ly C L¢ rozwazmy dowolny wierzcholek v ze zbioru
Lr. \ Lo. Zaloézmy nie wprost, ze v € Le. Zv € £, \ Lo 1 wynika, ze istnieje
wierzcholek u € V(D), dla ktorego (v,u) € A1\ Ry oraz d,,(v,u) > 1. Stad z definicji
zbioru Re i faktu, ze v ¢ L¢ stwierdzamy, ze (v,u) € Rc¢ oraz (v,u) € A(Dc).
Dodatkowo, De—tuk (v,u) taczy dwa kolejne wierzchotki w h™(€)(v), skad 7c(u) —
Tc(v) = 1, co jest sprzeczne z warunkiem d,, (v, u) > 1.

Dla dowodu inkluzji Le C £;. \ Lo rozwazmy v ze zbioru Lc. Istnieje wowczas
u € V, dla ktérego v € /\Q;(D)’AI\Rw(u) \ C(u), skad vu € A; \ Ry. Korzystajac
wowezas z ([£.19), o ile pokazemy, ze dr. (v,u) > 1, odstajemy szukang przynaleznosé
v € £, \ Lo. Zalozmy wiec nie wprost, ze d,, (v,u) < 1. Wowczas dr. (v, u) = 1 oraz
7c(u) = 7¢(v) + 1. Korzystajac nastepnie z (4.22) uzyskujemy, ze (C(u),u) € Ay \ Ry,
a zatem (C(u),u) jest De—tukiem oraz C(u) ¢ L¢ z definicji zbioru Le. Wowczas
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D¢tk (C(u),u) taczy dwa kolejne wierzchotki w h™(€) (u). Stad 7¢(C(u)) +1 = 7¢(u)
oraz 7¢(C(u)) = 7¢(v), co przeczy warunkowi C(u) # v. Uzyskana sprzecznosé koriczy
ostatecznie dowod. O

Wykorzystujac konstrukcje sortowania topologicznego 7¢ zawarta w dowodzie
Tw. [£18 przedstawimy teraz algorytm wyznaczajacy 7c. Dodatkowo, analizujac
rozne scenariusze dzialania tego algorytmu uzasadnimy, ze jego zlozono$¢ czasowa
to O(JV(D)| + | A(D)|). Dla uproszczenia bedziemy przyjmowaé, ze wierzchotkom di-
grafu D zostaly przyporzadkowane jednoznacznie liczby ze zbioru {1,2,...,|V(D)|}.

Definicja 4.19. Niech D bedzie digrafem, wiéwczas lista nastepnikow digrafu D
bedziemy nazywaé tablice list Lp[1..|V(D)|], gdzie Lpli] jest listq nastepnikéw wierz-
chotka, do ktorego zostata przyporzadkowana liczba i.

Dodatkowo liczbe elementow listy Lp [i] bedziemy oznaczaé¢ |Lpli]|, a pierwszy
element listy Lpli] symbolem First(Lpli]).

Ustalmy acykliczny digraf D oraz dwa zbiory tukéw A; C As C A(D) bedace
instancja problemu K.35s7z. Dla digrafow (V(D), A(D)), (V(D), A1), (V(D), As) za-
ktadamy, ze zbiory tukéw, odpowiednio A(D), A1, As sa reprezentowane przez listy
nastepnikow L 4(py, La,, La,.

Rozwazmy najpierw inicjalizacje digrafu (V(D), A1 \ Ro) z dowodu Tw. (wy-
druk [£.6). Oczywiscie koszt wykonania petli for w wierszu 1. wynosi O(|V(D)|), na-

1 for eachwv e V(D) do

2 i (|Lay[o]] > [Lay [o]]) \Wovel
3 or (([Law)[v]] > |La,[v]]) and ([Lay[v]] > 0))  \\ v e Lo
4 or (|La,[v]| >1) \\ v € Ls
5 then L \gy[v]:=nill else La\g,[v] := La,[v];

Wydruk 4.6: Fragment kodu odpowiadajacy za inicjalizacje listy nastepnikéw w di-
graﬁe <V(D), A1 \ R0>

tomiast koszt wykonania kopiowania list w wierszu 5. jest ograniczony przez O(|44]).
Warunek sformulowany w instrukcji warunkowej if w wierszu 4. wskazuje jednak,
ze kopiowanie to jest wykonywane tylko w przypadku |L 4, [v]| < 1, skad kopiowanie
list w wierszu 5. wiaze sie z wygenerowaniem list dtugosci co najwyzej 1. Stad taczna
ztozonos$¢ obliczeniowa kodu z wydruku [4.6| wynosi O(|V(D)]).

Rozwazmy nastepnie kod z wydruku inicjalizujqcy tablice C[1..|V(D)|], w kto-
rej wierzchotkom nie nalezacym do V' przyporzadkowana zostata warto$é domyslna
nill. Naturalnie koszt wykonania obu petli for w wierszach 6. i 7. jest réwny

6 for eachv € V(D) do Cv] :=nill ;
7 for eachwv € V(D) do
8 if La,\gry[v] # nill then C[First(La,\gy[v])] =0 ;

Wydruk 4.7: Fragment kodu inicjalizujacy tablice C.

O(|V(D))), skad taczna ztozonos¢ obliczeniowa kodu z wydruku[d.7 wynosi O(|V(D))).
Ograniczenie si¢ jedynie do pierwszego elementu listy L4,\pg,[v] W wierszu 8. jest
uzasadnione tym, ze |N’<—;(D),A1\RO)(U)| < 1 dla kazdego v € V(D), gdyz digraf
(V(D), A1\ Ry) jest lasem dendroidéw.

Przejdziemy teraz do analizy dzialania i w dalszej kolejnosci ztozonosci proce-
dury z wydruku Konstrukcja sortowania topologicznego 7¢ zawarta w dowodzie
Tw. wykorzystuje graf partycji G(D,n(C)) zalezny od funkcji C oraz sortowa-
nia topologicznego o. W celu uprzystepnienia prezentacji 7¢ rozwazymy uproszczony
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wariant tej konstrukeji (wydruk [4.8) nie wykorzystujacy digrafu G(D, (C)). Zamiast
tego uzywaé bedziemy wylacznie funkcje C, zas digraf G(D,n(C)) bedzie okreslony
implicite.

Algorytm ten bedzie modyfikacja rekurencyjnego algorytmu przeszukujacego di-
graf D w glab przy wykorzystaniu pomocniczej tablicy logicznej visited[1..|V(D)]],
przechowujacej informacje o odwiedzonych wierzchotkach.

9 \\ Inicjacja
10 for each v € V(D) do visited[v] :=FALSE ;
11 \\ Wtasciwe obliczenia

12 procedure TopSort (v) ;

13 begin

14 if visited[v] =FALSE then

15 if (C[v] #nill)and(visited|C[v]] =FALSE) then
16 begin

17 ui=wv;

18 while Clu| #nill do u = Clul;

19 TopSort (u)

20 end

21 else

22 begin

23 visited[v] :=TRUE;

24 if La\ro[v] #nill then

25 begin

26 if (visited[First(La,\gr,[v]) = FALSE)
27 and(C[First(La,\r,[v])] # v) then C[First(La,\g,[v])] := v;
28 TopSort(First(La,\r,[v]))

29 end

33 else

31 for each u € Lyp)[v] do TopSort(u);

32 dopisz v na poczatek ¢

33 end;

34 end;

35 \\ Wywotlanie
36 for each v € V(D) do TopSort (v) ;

Wydruk 4.8: Fragment kodu odpowiadajacy za wyznaczenie sortowania topologicz-
nego c.

Zauwazmy najpierw, ze wiersz 14. wraz z fragmentami 2223, 31-33 oraz petla
for w wierszu 36. stanowia ,klasyczna czeé¢” algorytmu wyznaczajacego sortowanie
topologiczne digrafu D.

Modyfikacja fragmentu 22-33 zwigzana z istnieniem instrukcji warunkowej if
w wierszu 24. narzuca jedynie wybér pierwszego wierzchotka do przeszukiwania
w glab zbioru L 4(p)[v]. Przypusémy bowiem, ze L 4,\ g, [v] # nill, wowczas wierzcho-
tek First(La,\r,[v]) jest wybierany jako pierwszy ze zbioru L 4(p)[v] do wywolania
procedury TopSort. Dodatkowo, jesli L4 \g,[v] # nill, to z instrukeji warunkowe;
if w wierszu 2. (wydruk wynika, ze

[Lan\ro 0]l = [La, [v]] = [La, [v]| = |Lap)[v]| = 1. (4.25)
Stad First(La,\r,[v]) jest jedynym elementem zbioru L 4(p)[v], a wiec przeszukiwa-
nie listy L 4,\r, moze ograniczac si¢ jedynie do pierwszego elementu tej listy.

Rozwazmy teraz scenariusz dziatania instrukcji w wierszu 15., ktéra ma zagwaran-
towac spoisty zapis drogi Hamiltona h”(c)(v) dla ostatecznej postaci funkcji wyboru
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C. Przyjmujemy, ze droga jest zapisana spoiscie, jesli jest 7e—tanicuchem. Korzystajac
zZ , mozemy jedynie uzasadnié, ze wywotanie procedury TopSort (v) w wierszu
36. bez fragmentu 15-21, zapewnia jedynie spoisty zapis drogi h™(€)(v) poczawszy od
v, gdzie v € V(D). Pokazemy teraz, ze fragment 15-21 odpowiada za spoisty zapis

calej drogi h™(©) (v). Ustalmy w tym celu droge h™©) (v) = v; — vy — ... — v, oraz
De ~De  De

niech v = v;, dla 1 < ¢ < n. Zalézmy dodatkowo, ze visited|C[v;]] = FALSE. Wow-
czas nastepstwem wywotania procedury TopSort (v;) jest odnalezienie wierzchotka
v; bedacego poczatkiem drogi h™(©)(v) przez petle while w wierszu 18., a nastepnie
rekurencyjne wywotanie TopSort (v;) w wierszu 19. Pomijajac w tym momencie
spelnialno§¢ warunku w wierszu 14.; dzialanie procedury TopSort sprowadza sie
wowcezas do rekurencyjnego wywoltywania tej procedury dla kolejnych wierzchotkéw
Va2, V3,...,U, Przy jednoczesnym oznaczaniu kolejnych wierzchotkéw drogi b“(c)(v)
jako odwiedzonych, w szczegélnosci wierzchotka v;. Zauwazmy, ze jesli wierzchotek
vy nie jest ujsciem w digrafie (V(D), A1 \ Ro) oraz jego nastepnik First(La,\ g, [v])
nie zostal jeszcze odwiedzony, to instrukcja warunkowa if w wierszu 26. dokonuje
modyfikacji funkcji C, ktorej nastepstwem jest ,wydtuzenie” drogi h™(€)(v) o wierzcho-
tek First(La,\r,[v]), itd. dopdki L a,\g,[v] # nill oraz visited[First(L 4\ r,[v])] =
FALSE.

Analizujac powyzszy scenariusz, wnioskujemy, ze nastepstwem wywolania proce-
dury TopSort w wierszu 36. dla nieodwiedzonego wierzchotka v € V(D) jest ozna-
czenie w pierwszym etapie wszystkich wierzchotkow drogi h™(€) (v) jako odwiedzo-
nych. Stad tatwo mozna pokazaé, stosujac rozumowanie indukcyjne, ze przy kazdym
wywolaniu procedury TopSort w wierszu 31. lub 36., jesli zostal juz odwiedzony
ktorykolwiek wierzchotek nalezacy do elementu P partycji 7(C), to odwiedzony zo-
stal réwniez kazdy wierzchotek z P. Tym samym poczynione zalozenia w powyzszym
scenariuszu sa uzasadnione.

Analizujac kod z wydruku dostrzegamy, ze ,klasyczna cze$¢” algorytmu po-
szukujacego sortowania topologicznego digrafu D ma zlozonosé czasowa O(|V(D)| +
|A(D)|) (odwiedzenie wszystkich wierzchotkow w petli for — wiersz 36. oraz ich na-
stepnikow — wiersze 28, 31). W pozostalej czesci jedynie petla while w wierszu 18.
moglaby zwiekszy¢ te zlozonosé, aczkolwiek petla ta jest wywolywana tylko w trakcie
poszukiwania poczatkow poszczegolnych drog postaci h™(€) (v), przy czym dla kazdej
takiej drogi jest wywolywana doktadnie raz. Stad wnioskujemy, ze ostateczna ztozo-
no§¢ czasowa kodu z wydruku 1.8 wynosi O(|V(D)| + [A(D))).

Podsumowujac analize zlozonosci poszczegolnych listingéw, uzyskujemy ponizsze
twierdzenie.

Twierdzenie 4.20. Problem K.3y;1z jest rozwigzywalny w czasie O(|V(D)|+|.A(D)]).

4.3 Zlozonosé problemu K.3

W podrozdziale tym udowodnimy NP-zupelno$é¢ problemu K.3. Dowo6d tego faktu
bedzie oczywista konsekwencja Tw. [£.21] ponizej, ktére mowi, ze podproblem K.3
powstaly przez ograniczenie instancji do takich, gdzie Ay = A; = A, jest problemem
NP-zupelym

KC.3": INSTANCIA: DAG D, zbior A C A(D), liczba naturalna 0 < M < |[V(D)|.
PyTaNIE: Czy istnieje sortowanie topologiczne 7 € T'S(D) spelniajace zaleznosé:

HveV(D): 3 wvueANd (v,u)>1} <M. (4.26)
ue V(D)
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Rysunek 4.9: Podgraf digrafu G’ odpowiadajacy krawedzi {u,v} € £(G), ktory ilu-
struje konstrukcje z Tw.

Twierdzenie 4.21. K.3' jest problemem NP—zupelnym.

Dowdd. Pokazemy NP-zupelnosé problemu K.3" wskazujac redukcje z VC do K.3'.
Ustalmy w tym celu instancja problemu VC. Niech wiec G bedzie nieskierowanym
grafem prostym, a K liczba naturalna, taka ze K < [V(G)|. Pokazemy, Ze istnieje
acykliczny digraf G’ oraz zbior tukow A’ C A(G’), dla ktoérych istnieje pokrycie
wierzchotkowe grafu G o mocy co najwyzej K wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
sortowanie topologiczne T € T'S(G’), dla ktorego |£(7)| < K, gdzie

L(r) :={veV(G): uevﬂ(g/)vu e A ANT(u)—7(v) > 1} (4.27)

Rozwazmy digraf G’ zdefiniowany réwnosciami:

V(G) = V(G)x{0,1}, (4.28)

AG) = {((v,0),(v,1)) v € V(G)}U{((v,0), (u, 1)) : {v, u} € E(G)}

oraz podzbior zbioru tukéw digrafu G', A" := {({(v,0), (v,1)) : v € V(G)}. Dla ilustra-
cji tej konstrukcji na np. rys. Zostal przedstawiony podgraf digrafu G’ odpowiada-
jacy krawedzi {u,v} € £(G). Naturalnie digraf G’ oraz zbior tukow A’ moze by¢ skon-
struowany przy uzyciu logarytmiczne] ilosci pamieci. Dodatkowo [Nz, ((v,0))] = 0
oraz [NZ, ((v,1))] = 0 dla kazdego wierzchotka v € V(G), a zatem digraf G jest
acykliczny.

Glowna idea ponizszego dowodu bedzie opieraé¢ sie na obserwacji, ze dla dowol-
nego 7 € TS(G') i krawedzi {u, v} € £(G) moze zachodzi¢ co najwyzej jedna sposrod
dwoch rownosci: 7((v,0)) +1 = 7((v, 1)), 7((%,0)) + 1 = 7({u,1)). Mamy z rézno-
wartosciowosci 7, ze 7((v,0)) > 7({u,0)) lub 7({v,0)) < 7({u,0)). Ze wzgledu na
symetrie sytuacji mozemy bez straty ogolnosci zatozy¢, ze 7({v,0)) > 7({u,0)). Skoro
7((v,0)) + 1 = 7({v, 1)) i (v,1) # (u,0), to dostajemy tez 7({v,1)) > 7({u,0)). To
jest sprzeczne ze zgodnoscia 7 ze zbiorem tukow, implikujaca 7((u,0)) > 7({v,1)).
Stad wybor co najmniej jednego wierzchotka z dowolnej krawedzi {v,u} € £(G) do
pokrycia wierzchotkowego grafu G moze byé wyrazony poprzez wybor co najmniej
jednego sposrod wierzchotkow (v, 0), (u,0) do zbioru £(7).

Pokazemy teraz, ze dla zbioru V bedacego pokryciem wierzchotkowym G o mocy
co najmniej K, istnieje o, € TS(G’'), takie ze |L(ov)| < |V| < K. Wprowadzmy
oznaczenie na partycje zbioru wierzchotkow V(G') wyznaczong przez zbior V:

(V) ={{{(,00} v e VIU{{{v,1)} : v € V}U{{(v,0), (v, 1)} : v € V(G) \ Zl}ég)
Zauwazmy, ze jedynymi zbiorami w 7(V), ktore jako wierzcholki digrafu G(G’, 7(V))
moga posiadaé¢ réwnoczesnie niepusty zbiér nastepnikéw i poprzednikéw, sa zbiory
dwuelementowe Rzeczywiscie, zbiory jednoelementowe postaci {(v,0)} nie posiadaja
poprzednikéw, gdyz nie posiadaja ich wierzcholki postaci (v,0), gdzie v € V. Ana-
logicznie zbiory postaci {(v,1)} nie posiadaja nastepnikow, gdyz nie posiadaja ich
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wierzchotki postaci (v,1). Dodatkowo z faktu, ze V jest pokryciem wierzchotko-
wym wynika, ze wierzchotki bedace zbiorami dwuelementowymi sa niepolaczalne
w G(G',7(V)), skad G(G',7(V)) jest digrafem acyklicznym. Wybierzmy wiec 7y €
TS(G(G',7(V))) oraz okreslmy funkcje oy : V(G') — {1,2,...,V(G")}| dana wzo-

rem:

v Y A da Pl=1
. Ren(V):tv (R)<Ty (P)

Ren(V):rv (R)<7v (P)

gdzie P jest jedynym elementem z 7(V), do ktoérego nalezy (v,i). Zauwazmy, ze
funkcja oy sortuje wierzcholki wystepujace w elementach partycji 7(V'), a nastep-
nie scala posortowane fragmenty wedlug 7. Oczywiscie takie uporzadkowanie jest
sortowaniem topologicznym digrafu G’. W celu zakoriczenia dowodu pierwszej im-
plikacji wystarczy wiec zauwazy¢, ze £(oy) C {(v,0) : v € V}, skad ostatecznie
|€(ov)| < |V| € K. Rozwazmy w tym celu wierzcholek w € £(oy) oraz zalézmy
nie wprost, ze w ¢ {(v,0) : v € V}. Z w € £(oy) i wynika, ze istnieje
r € V(G), dla ktorego (w,r) € A’ oraz oy (r) — oy (w) > 1. Z okreslenia zbioru A’
wynika, ze istnieje wierzchotek u € V(G), dla ktorego w = (u,0), r = (u,1). Stad
u€V(G)\V, gdyz w ¢ {(v,0) : v € V}. Z okredlenia oy stwierdzamy wowczas, 7e
oyv((u,1)) + 1 = oy ({u,0)), co przeczy nieréwnosci oy (r) — oy (w) > 1, ostatecznie
koniczac dowod.

Pokazemy teraz druga implikacje konieczng dla stwierdzenia redukcji. Wezmy do-
wolne sortowanie topologiczne o € TS(G’), dla ktérego |£(0)| < K oraz wprowadzmy
oznaczenie V, := {v € V : (v,0) € £(0)}. Oczywiscie |V,| < |£(0)| < K, skad
w celu zakonczenia dowodu twierdzenia wystarczy pokazac, ze V, jest pokryciem
wierzchotkowym G. Zal6zmy nie wprost, ze istnieje krawedz {v,u} € £(G), dla kto-
rej {v,u} NV, = (. Zauwazmy, ze nieréwnosé¢ o((v,1)) — o({v,0)) > 1 w konkluzji
z przynaleznoscig ((v,0), (v, 1)) € A’, wynikajaca z okreslenia zbioru A’, implikuje, ze
(v,0) € £(0), a to z kolei daje v € V, co jest sprzeczne z zalozeniem {v,u} NV, = 0.
Stad o({v,1)) — o({v,0)) < 1. Analogicznie o((u, 1)) — o((u, 0)) < 1. Wykorzystujac
nastepnie fakt, ze o € TS(G’) uzyskujemy, ze o({v,0)),o((u,0)) < o((v, 1)), o ({u, 1}).
Dodatkowo nieréwnosci te sa okreslone miedzy liczbami naturalnymi, skad o ((v,0)) =
o((u,0)), o((v,1)) = o({v,1)) oraz v = u, co przeczy zalozeniu, ze graf G jest pro-
sty. O

Analizujac redukcje skonstruowana w dowodzie twierdzenia Tw. [4.21] uzyskujemy
ponizszy wniosek.

Whiosek 4.22. Problem K.3' zachowuje NP—zupetno$é w rodzinie acyklicznych di-
grafow, w ktorych wyrdznione podzbiory zbioru tukow nie zawierajg tukow sqsiednich.

Wykorzystujgc fakt, ze K.3 jest podproblemem K.3', uzyskujemy ponizsze twier-
dzenie.

Twierdzenie 4.23. .3 jest problemem NP—zupetnym.

4.4 Zlozono$é problemu .4

W trakcie formalizacji czwartej metody optymalizacyjnej w sekcji rozwazana
byla funkcja wagi, ktéra umozliwiata m.in. nadanie réznych wag dla poszczegélnych
rodzajow tukéw w grafie dowodu. Analiza struktury konstruktywnych graféw dowodu
w og6lnym przypadku wymaga bowiem postugiwania sie kilkoma rodzajami tukéw.
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Jednak w wyniku Tw. mozliwe jest ograniczenie rozwazan do konstruktywnych
graféw dowodéw nieposiadajacych tukéw porzadkujacych. Wykazalismy bowiem, ze
dla kazdego acyklicznego digrafu D istnieje konstruktywny abstrakcyjny graf dowodu
zawierajacy rozumowanie pierwotne D, dla ktérego D = . Ograniczajac nastepnie
instancje problemu k.4 do przypadku, w ktérym kazdy tuk jest tukiem referencyjnym
z wagg rowng 1, uzyskujemy sformutowanie K.4 w ponizszej postaci.

K.4": INsTANCIA: DAG D, liczba naturalna 0 < M < (W(D;' +1 )

PYTANIE: Czy istnieje sortowanie topologiczne 7 € TS(D) spelniajace zaleznosé:

> de(v,u) <M. (4.31)
vu€A(D)

Problem ten jest jednak znanym jako NP—zupelny problem grafowy: Minimalne Li-
niowe Uporzqdkowanie Grafu Skierowanego (ang. Directed Optimal Linear Arran-
gement, GT43 |2, 25]), skad problem K.4, jako uogoélnienie problemu GT43, jest
réwniez problemem NP—zupelnym.

4.5 Zlozonosé problemu K.5

W podrozdziale tym udowodnimy NP-zupelnosé problemu K.5, wykorzystujac wnio-
sek uzyskany w sekcji [£.3] Pokazemy bowiem, ze w przypadku rodziny digrafow
okreslonej we Wn. problemy K.3" oraz K.5 sg rownowazne, jeSli przyja¢ My =
|A| — M3, a za p dowolna liczbe rzeczywista taka, ze % < p< 1, gdzie M3 oraz M5 sa
liczbami naturalnymi wystepujacymi odpowiednio w instancji probleméw K.3’ oraz
KC.5.

Niech D bedzie acyklicznym digrafem z wyrdéznionym zbiorem tukow A C A(D)
Przypomnijmy, 7e przez gestosé zbioru V- C V(D) w domknieciu zwrotno-przechodnim
zbioru tukow A (zob. Def. na str. bedziemy rozumie¢ liczbe

H{{v,u} :v,u e VAvFEuA (vj*u v u;>*v)}|

(%)
Natomiast zbiér V jest 7—spoisty (zob. Def. na str. , jesli
3 Vi<7t)<i+|V]-1, (4.33)

ieNveV
gdzie 7 € TS(D).

Twierdzenie 4.24. Niech D bedzie acyklicznym digrafem, A zbiorem tukow nie za-
wierajgeym tukow sgsiednich (zob. definicje na str. , M liczbg naturalng 0 < M <
|[V(D)|, p liczbg rzeczywistq % <p< 1, gdzie A C A(D). Wéwczas sortowanie topo-
logiczne T € TS(D) spetnia zaleznosé:

{veV(D): 3( )Uu e ANd;(v,u) > 1} <M (4.34)

uec V(D
wtedy 1 tylko wtedy, gdy

HV CV(D): |V|=2Apa(V) > pAV jestT—spoisty}| > |A| — M. (4.35)
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Dowdd. Niech D, A, M, p spelniaja zalozenia twierdzenia. Ustalmy dowolne sorto-

wanie topologiczne 7 € T'S(D). Naturalnie zbiér A mozna przedstawi¢ w postaci unii

A={vue A:d(v,u) =1} U{vu € A : d;(v,u) > 1}. Z zalozenia zbiér A nie

zawiera tukow sasiednich, a wige [N} (v)| < 1, co oznacza m.in., ze kazdy A-tuk jest

jednoznacznie wyznaczony przez swoj poczatek. Stad zbiory {vu € A : d;(v,u) > 1},

{v e V(D) : eé(D)vu € ANd:(v,u) > 1} sa rownoliczne, a wiec warunek (4.34)
u

mozemy przedstawi¢ w réwnowaznej postaci:
{vue A:d-(v,u) =1} > |A] — M. (4.36)

W celu zakonczenia dowodu wystarczy wiec jedynie pokazaé, ze zbiory A’ := {vu €
A:di(vu) =1}V :={V C V(D) : V| 2 2Apa(V) > p AV jest 7—spoisty} sa
rownoliczne. Rozwazmy w tym celu przeksztatcenie h : A(D) — 2V(P) | ktore kazdemu
tukowi vu przyporzadkowuje zbior {v, u}. Oczywiscie h jest funkcjg roznowartosciowa,
gdyz digraf D jest acykliczny. Zauwazmy nastepnie, ze dla kazdego tuku viu; € A’
zachodzi réwnosé pa(h(viug)) = 1 oraz h(vu) jest zbiorem 7-spoistym. Stad h(A’) C
V’. W celu uzasadnienie inkluzji odwrotnej ustalmy dowolny zbiér W € V'. Poniewaz
zbior A nie zawiera lukow sasiadujacych, wiec w szczegolnosci pa (W) < ﬁ, jesli
|W| = 2n, oraz pa(W) < ﬁ, jesli [W| = 2n + 1. Z zalozenia 3 < p < pa(W) oraz
[W| > 2. Mamy tozsamosci 3 < p < W dla [W| parzystego, 3+ < p < T/lw dla |W|
nieparzystego. Zatem |W| < 4 dla |W| parzystego oraz |[W| < 3 dla |W| nieparzystego.
Co w zwiazku z |W| > 2 daje, ze |W| = 2. To za$ prowadzi do ps(W) = 1 oraz
istnienia A-tuku v”u”, dla ktérego W = {v”,u"}. Z definicji T-spoistosci (Def.
istnieje liczba i taka, ze i < 7(v”), 7(v") < i+ 1. Stad 7(uv”) = 7(v") + 1, co oznacza,
ze v"u" € A1 h(v'u") = W, co ostatecznie konczy dowdd. O

Z Tw. [f:24) oraz Wn. [£.22] uzyskujemy natychmiast ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 4.25. .5 jest problemem NP—zupelnym.

106



Whnioski koncowe

Pierwszym problemem badawczym rozprawy byto pytanie, czy i w jakim stopniu
moZzliwe jest postugiwanie sie abstrakcyjnym modelem grafu dowodu do analizy metod
uczytelniania istniejgcych rozumowan formalnych zgromadzonych w bazie MML.

Odnoszac sie do pytania sformutowanego w pierwszym problemie badawczym, na-
lezy rozwazyé¢ dwa jego aspekty. Po pierwsze, nalezy zweryfikowaé, czy linearyzacja
zaproponowanego grafu dowodu nie prowadzi do powstania bledéw w skrypcie dowo-
dowym. Po drugie, nalezy sprawdzié, czy obrane pojecie grafu konstruktywne. Przy
czym przyjmujemy, ze graf dowodu jest konstruktywny jesli istnieje dowdd w jezyku
Mizar o strukturze opisanej tym grafem.

W zwiazku z pierwszym aspektem naszego problemu przeprowadzona zostala
w ramach niniejszej rozprawy szczegélowa analiza sktadni systemu Mizar, w wy-
niku ktorej wykazaliémy poprawnosé i pelnosé przyjetego modelu grafowego. Dodat-
kowo testy empiryczne przeprowadzone nad wstepna poprawa budowy ponad 30 tys.
rozumowan z bazy MML nie wygenerowaly btedéow w trakcie modyfikacji skryptow
dowodowych. Stad mozemy wnioskowac, ze modyfikacja sposobu linearyzacji poszcze-
golnych rozumowan pierwotnych przy uwzglednieniu jedynie informacji zgromadzone;j
w grafie dowodu, nie prowadzi do powstania btedéw w skryptach dowodowych.

Odnoszac sie do drugiego aspektu problemu badawczego, stwierdzamy, ze nie
wszystkie grafy dowodéw dadza sie zrealizowa¢ konstruktywnie. Jednak mozna wska-
za¢ podrodzine konstruktywnych abstrakcyjnych graféw dowodu. Rodzina ta jest na
tyle bogata, ze zawiera wszystkie grafy sposrod tych, ktore bylty wykorzystywane przy
badaniu zlozonosci rozwazanych probleméw optymalizacyjnych. Dodatkowo kazdy
skrypt po niewielkiej modyfikacji prowadzi do powstania grafu ze wspomnianej pod-
rodziny.

Konkludujac, w odniesieniu do pierwszego problemu badawczego stwierdzamy, ze
graf dowodu jest dobrym narzedziem umozliwiajacym wierne odzwierciedlenie struk-
tury rozumowan zapisanych w jezyku Mizar. Jednoczesnie wprowadzenie tego pojecia
umozliwia uniezaleznienie prowadzonych rozwazan od tego systemu.

Drugi problem badawczy zostal sformutowany w formie pytania, na ile propono-
wane metody uczytelniania sq efektywne czasowo, a co za tym idzie, na ile sq sto-
sowalne w procesie automatycznej poprawy czytelnosci sformalizowanych rozumowar
zapisanych w systemie naturalney dedukcyi.

Odnoszac sie do pytania sformutowanego w drugim problemie badawczym, na-
lezy stwierdzi¢, ze zostala zbadana ztozono$¢ problemu optymalizacji pieciu metod
poprawy czytelnoSci. Zwiazane sa one z nastepujacymi wlasnosciami dowoddw:

KC.1 Liczba krokow, z ktorych kazdy w swoim uzasadnieniu odwotuje sie m.in. do
przestanki sformutowanej w bezposrednio poprzedzajacym kroku dowodu po-
winna by¢ maksymalna.

K.2 Liczba odwolan do przestanek w obrebie poszczegélnych liniowych fragmentow
dowodu powinna by¢é maksymalna.
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K.3 Liczba etykiet, ktore nalezy wprowadzi¢ w dowodzie, w celu umozliwienia od-
wolywania sie do daleko potozonych przestanek, jakie nie moga by¢ przekazane
do uzasadnienia za pomoca konstrukcji then, powinna by¢ minimalna.

K.4 Suma odlegltosci po wszystkich odwotaniach miedzy krokami, ktére odwoluja sie
do przestanek, a krokami, w ktérych te przestanki zostaly uzasadnione, powinna
by¢ minimalna.

KC.5 Liczba fragmentéw rozumowania zapisanych spoiscie w dowodzie, w ktérych
przeplyw informacji jest dostatecznie gesty, powinna by¢ maksymalna.

W wyniku przeprowadzonych badan zostala udowodniona NP—zupelnosé czterech
sposréd pieciu probleméw decyzyjnych odpowiadajacych ww. wlasno$ciom dowodu.
Natomiast wielomianowa ztozono$¢ problemu KC.3 jest jedynie nastepstwem syntak-
tycznych ograniczen na stosowanie konstrukeji then w systemie Mizar. Problem ten
przy pominieciu tych ograniczen, staje sie bowiem problemem NP-zupelnym, co zo-
stalo udowodnione w rozprawie.

Przedstawione wyniki badan utwierdzaja zatem w przekonaniu, ze poprawa czytel-
noéci rozumowan zapisanych w jezyku Mizar wiaze sie w wiekszosci przypadkoéw z roz-
wigzywaniem NP-zupelnych optymalizacyjnych probleméw grafowych. Stad wniosku-
jemy, ze programy, ktére mogltyby realizowa¢ poprawe czytelnosci w zadowalajacym
czasie moga co najwyzej aproksymowaé optymalne wartosci wskaznikéw. Dodatkowo
przeprowadzone wstepne badania empiryczne pokazaly réwniez, ze zbiory sortowan
topologicznych, w ktérych zaproponowane w rozprawie wskazniki posiadaja wartosci
optymalne, w ogolnym przypadku nie maja elementéw wspolnych. Stad wnioskujemy,
ze programy uczytelniajace skrypty dowodowe moga dzialaé¢ jedynie przy ustalonej
hierarchii wartosci optymalizowanych wskaznikow.

Wstepne badania nad metodami poprawy czytelnosci wykorzystujacymi wyod-
rebnianie fragmentéw rozumowania w postaci lematéw umozliwily uzupelnienie od-
powiedzi na pytanie sformutowane w drugim problemie badawczym. Wykazaly one
bowiem, ze stosujac algorytm o zlozonosci wielomianowej, mozliwe jest wyodrebnia-
nie z rozumowania dowolnych paczek przy jednoczesnym zachowaniu poprawnosci
modyfikowanych skryptow dowodowych [72]. Przeprowadzone badania pozwolitly na
uzyskanie istotnego wyniku, ktéry wskazuje kierunek dalszych badan nad narzedziami
stuzacymi do automatycznego odnajdywania i wyodrebniania fragmentéw rozumowa-
nia. Wstepne wyniki badan sugerowaly bowiem, iz stwierdzenie opisujace rozumowa-
nie zawarte w paczce powinno mieé¢ posta¢ implikacji, ktorej

(i) poprzednikiem jest koniunkcja przestanek, ktore jednoczesnie sg zlokalizowane
poza obszarem paczki oraz sa wykorzystane w krokach paczki,

(i) a nastepnikiem jest koniunkcja stwierdzen uzasadnionych w paczce, ktore sa
wykorzystywane w dalszej czeéci rozumowania poza paczka.

Jednak w przypadku wyodrebniana paczki niedomknietej na prowadzenie drog skie-
rowanych, nastepstwem takiego uproszczenia sa cykle skierowane, ktore powstaja
w zmodyfikowanym grafie dowodu. Natomiast ograniczenie mozliwosci wyodrebnia-
nia jedynie do przypadku paczek domknietych na prowadzenie drég skierowanych
zawezaloby przestrzen poszukiwan do acyklicznych partycji rozumowania. Ograni-
czenie to sprowadzato wiec problem podzialu rozumowania do rozwigzywania zna-
nego NP-zupelnego problemu Partycji Acyklicznej (ang. Acyclic Partition, zob. ND15
[25] [46]). Stworzenie metody wyodrebniania nawet niedomknietych paczek stanowi
zatem istotny krok w badaniach nad poprawa czytelnos$ci wykorzystujacych wyod-
rebnianie paczek. Niestety wyodrebnienie takich paczek jest bardziej skomplikowane
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niz w przypadku paczek domknietych oraz wigze sie z koniecznos$cia dodawania do-
datkowych krokéw i powielania fragmentéw rozumowania. Stad mozemy wnioskowaé,
ze algorytm poszukujacy najbardziej optymalnej partycji rozumowania na paczki nie
bedzie zawezal swoich poszukiwan jedynie do partycji acyklicznych. Bedzie on jednak
jednoczesnie musial uwzgledniaé¢ liczbe ,wychodzacych” drég skierowanych w pacz-
kach, ktore odpowiadajg za rozbudowywanie rozumowania.

Sformultowana odpowiedz na pytanie postawione w drugim problemie badawczym
potwierdza wiec pierwsza cze$¢ sformutowanej na wstepie hipotezy badawczej. Na-
tomiast druga cze$¢ hipotezy zostala potwierdzona za pomoca empirycznych badan
przeprowadzonych w ramach ,wstepnej” poprawy budowy rozumowan. Zapropono-
wany tam algorytm poszukujacy linearyzacji rozumowania przy ustalonej hierarchii
waznosci wyznacznikow czytelnos$ci umozliwit zestandaryzowanie rozumowan zgroma-
dzonych w bazie MML. Wykorzystywany przy tym algorytm zachtanny nie prowa-
dzi jednak w ogélnym przypadku do odnajdywania rozwiagzan optymalnych. Analiza
zmodyfikowanych skryptéw dowodowych wykazala jednak, ze zastosowanie algorytmu
dokonujacego lokalnej optymalizacji okazalo sie przydatnym narzedziem. Umozliwia
ono bowiem odnajdywanie i spojny zapis w zlinearyzowanym rozumowaniu gestych
zbioréw wierzchotkéw wystepujacych w grafie dowodu. Do efektywnej poprawy czytel-
nodci i jasnosci zgromadzonych rozwazan niezbedne jest jednak prowadzenie dalszych
badan nad algorytmami dokonujacymi optymalizacji wielokryterialnej oraz standar-
dami czytelnos$ci dowodow.
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Dodatek

< Theorem> = [< Label-Identifier>:] <Sentence> < Justification> ; ,
<Justification> =
< Simple-Justification> | {@proof|proof} < Reasoning>end,
< Simple-Justification> =
by {< Reference> | <Reference>{, < Reference>}*} |
from {< Label-Identifier> | <File-Name>: sch< Numeral>}
[< Label-Identifier> | < Label-Identifier>{, < Label-Identifier>}*],
< Reference> =
< Label-Identifier> | <File-Name>: {<Numeral> |def < Numeral>},
< Reasoning> =
{< Reasoning-Step>}*
[per cases < Simple-Justification> ;
{ suppose { < Proposition> | < Conditions>} ; <Reasoning>end ;}],
< Reasoning-Step> = < AuziliaryStep> | <Skeleton-Step>,
< AuziliaryStep> = [then] <Statement> | < Private-Definition>,
< Statement> =
< Compact-Statement>> |
consider < Qualified- Variables> such < Conditions> < Simple-Justification> ;|
reconsider { < Variable-Identifier> = < Term-Ezpression> | < Variable-Identifier>}
as < Type-Ezxpression> < Simple-Justification> ;,
< Compact-Statement> = < Proposition> <Justification> ;,
< Private-Definition> = < Variable-Identifier> = < Term-Expression>; |
deffunc < Variable-Identifier> ( [< Type-Ezpression-List>]) = < Term-Ezpression> |
defpred < Variable-Identifier> [ [< Type-Expression-List>]]
means < Formula-Expression>,
< Skeleton-Step> =
< Generalization> | <Assumption> | < Conclusion> | <Exemplification>,
< Generalization> = let < Qualified- Variables> [ such < Conditions>] ;,
< Assumption> = assume { <Proposition> | < Conditions>} ;,
< Conclusion> = thus [then] <Proposition> < Justification> ;,
< Ezemplification> =take {< Term-Expression> |
< Variable-Identifier> = < Term-Ezpression>} ;,
< Conditions> = that { <Proposition> | <Proposition> { and < Proposition> }* } ,
< Proposition> = [< Label-Identifier>>:]|< Formula-Expression>,
< Qualified- Variables> = < Qualified- Variable> |
< Qualified- Variable> {, < Qualified- Variable> }*,
< Qualified- Variable> = < Variable-Identifier-List> { be|being } < Type-Ezpression>.

Tablica D.1: Uproszczona sktadnia krokéw rozumowania w systemie Mizar.
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Lm3: for k being Element of NAT st k<25 holds
for n being Element of NAT st 1<n & n*xn<=k & n is prime holds
n=2 or n=3;

theorem Th9:
for i, j, k, 1 being Nat st i=jxk+1 & 1<j & 0<1 holds
not j divides ij;

theorem Thl4:
for p being Nat holds
p is prime
iff
p>1 & for n being Element of NAT holds
1<n & n*n<=p & n is prime implies not n divides p;

Wydruk D.1: Stwierdzenia zwiazane z etykietami wykorzystanymi na wydruku [2.4]
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droga Hamiltona h7 (P) zawierajaca wierzchotek v jesli v € P,
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Skorowidz

A—cykl,

dendroid, [15]
korzen,
las,

n—ty poziom zagniezdzenia,
lis¢, [T3]

digraf, zobacz graf skierowany
acykliczny,

droga
A-droga,

Hamiltona,
/iidroga)

N\o—ukos,
zamknieta skierowana,

gadzet,
zorientowany,
. —zorientowany,

\\—Zorientowany,
graf

dowodu,

konstruktywny,

n—ty poziom zagniezdzenia,
indukowany wierzchotkowo, zobacz

podgraf
partycji, [14]
pierwotnie porzadkujacy,
prosty, [IT]

referencyjny,
skierowany, [T1]

implikacja bazowa, [46]

konstrukcja
consider, [34]
reconsider, [79

then, [I§]
krawedz, [T1]
skierowana, zobacz tuk

linearyzacja, zobacz sortowanie topolo-
giczne
lista nastepnikow, [I00]
Ta-taricuch,
maksymalny,
tuk,
A-tuk, [T7]

argumentujacy, [25]

123

bezwzglednie szkieletowy,
-k,

pierwotnie porzadkujacy,
porzadkujacy,
referencyjny,

\rihﬂg

szkieletowy,

then-tuk,

metakrawedz, [26]
T-metryka, [I3]

nastepnik, [

paczka, [40]
konkluzja, [A0]
obszar,
przestanka,
partycja, [I3]
acykliczna,
obciecie,
Q1, 9o, ..., Qipartycja,
QF partycja,
Q*—partycja,
Q™ _partycja,
Q™ _partycja,
Ta—partycja, [[3]
podgraf,
spojny, [12]
pokrycie wierzchotkowe,
A-poleykl,
poprzednik,
problem
APH, zobacz Acykliczna Partycja
Hamiltona
FAS, zobacz Minimalny Zbiér Sprze-
zony
VC, zobacz Pokrycie Wierzchot-
kowe
Acykliczna Partycja Hamiltona, [84]
90
K.1 problem, [64]
K.1’ problem,
K.2 problem, [66]
K.2' problem,
K.3 problem, [67}, [104]
K31z problem, [67] 07 [102]
K.3" problem,

K.4 problem, [68] [105]
K.4’ problem, [105]

Minimalne Liniowe Uporzadkowa-

nie Grafu Skierowanego, [I8] [105]




K.5 problem,
Minimalny Zbiér Sprzezony,
Pokrycie Wierzchotkowe,

relacja
nastepnika,
osiggalnodci,
osiagalnoséci wzgledem A, V,[A9]
T-rozpietos¢, [I3]
rozumowanie
bezposrednio nadrzedne,
jednopoziomowe,
nadrzedne,
pierwotne, [27], [30]
podrzedne,

Sciezka
A-sciezka, [12]
domknieta, [44]
segment, [12]
A-skrot,
sortowanie topologiczne,
stata, zobacz zmienna ustalona
stwierdzenie bazowe, [45] [46]
zmodyfikowane,

terminal
<ID>, (19
<Justified-Statement >, [26]
<Labels-Introduced >,
<Labels-Used >,
<Skeleton-Predecessor>,
<Variables-Introduced >, 2]
<Variables-Used >, [21]
A-trasa, [12]
dtugosé,
koniec,
poczatek,
skierowana, [12]

ukorzenione drzewo skierowane,

wlasnosé

HA; E

domkniecia ze wzgledu na prowa-

dzenie drog skierowanych, [44]

wierzchotek,

sasiedni, [12]

swobony, [7]

szkieletowy,

zbior
gestosé, [12]

nastepnikow,
poprzednikéw,
przestanek konkluzji,
T-spoisty, [[3]
sprzezony, [84]

zmienna ustalona,
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