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Liczby Ramseya z cyklem C)

Streszczenie

Dla grafow Hy, Hs, ..., H,, grafowa liczba Ramseya R(H,, Hs, ..., H,,) to najmniej-
sza liczba naturalna n taka, ze dla dowolnego m-kolorowania krawedziowego grafu petnego
G = K, istnieje ¢ (1 < i < m) takie, ze graf G zawiera podgraf izomorficzny z H;, kto-
rego wszystkie krawedzie sa w kolorze ¢. W rozprawie rozwazamy grafowe liczby Ramseya,
ktorych jednym z parametrow jest cykl Cy. Rozpoczniemy (rozdzial 1) od oméwienia wy-
branych znanych wynikow dla klasycznych liczb Ramseya (gdy grafy H; sa klikami) oraz
dwu- i wielokolorowych grafowych liczb, ktérych przynajmniej jednym parametrem jest
cykl.

W rozdziale 3 rozpatrzymy liczby postaci R(Cy, K3,) wyznaczajac dokladne warto-
Sci dla n = 14,15, 18, 38 oraz dowodzac gorne oszacowanie, ktére w nieskornczenie wielu
przypadkach poprawia wynik otrzymany przez Harbortha i Mengersen [36]. Dokladniej,
pokazemy, ze jezeli n > 2 jest parzyste, ¢ = [y/n] nieparzyste oraz n — (¢ — 1)* < ¢q/2, to
R(Cy, K3,) <n+2¢—1

W rozdziale 4 omowimy liczby R(Cy, W,), gdzie W, jest kotem o n wierzchotkach.
Pokazemy, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 11, R(Cy,W,) < n + |vVn—2] + 1.
Wynik ten poprawia dotychczas znane goérne oszacowanie uzyskane przez Surahmata i
innych |79]. Dodatkowo, za pomoca modyfikacji grafow Erdésa-Rényiego, pokazemy, ze
R(Cy,Wpi1) = ¢* + q+ 1, gdzie ¢ > 4 jest potega liczby pierwsze;.

W rozdziale 5 omoéwimy troj- i czterokolorowe liczby Ramseya, ktorych przynajmniej
jednym z parametréw jest cykl Cy a jako pozostale parametry przyjmiemy dowolne grafy
o maksymalnie czterech wierzchotkach. Za pomoca metod kombinatorycznych oraz algo-
rytmow komputerowych wyznaczymy wartosci liczb R(Cy, Cy, By) = 16, R(Cy, B, K3) =
R(Cy, By, K3+e) = 17, R(Cy, By, By) = 19 oraz wyznaczymy szereg oszacowan nieznanych
dotychczas liczb.

Wyniki zawarte w rozprawie zostaly opublikowane w pracach [6, 18| oraz umieszczone
w zaakceptowanych do druku pracach [17, 19]. Rozprawa zostata cze$ciowo sfinansowana
ze $rodkow Narodowego Centrum Nauki przyznanych na podstawie decyzji numer DEC-
2012/05/N/ST6/03063.

Slowa kluczowe: grafowe liczby Ramseya, wielokolorowe liczby Ramseya, kolorowanie
krawedziowe, kolorowania krytyczne, cykle, cykl Cy, grafy Cy-wolne, grafy dwudzielne,
kota
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Ramsey numbers involving cycle C}

Abstract

For given graphs Hi, Hs, ..., H,, graph Ramsey number R(H, Hs,...,H,) = n is
the smallest integer n such that if we arbitrarily color the edges of the complete graph of
order n with m colors, then it contains a monochromatic copy of H; in color ¢, for some
1 <17 < m. In presented dissertation we consider graph Ramsey numbers for quadrilateral
(with Cy as one of the parameters). First, in Chapter 1, we present selected known results
for classical Ramsey numbers (when graphs H; are cliques) and for two and multicolor
graph Ramsey numbers involving cycles.

In Chapter 3, we consider Ramsey numbers R(Cy, K»,) and prove upper bounds
which in infinitely many cases improve results of Harborth and Mengersen [36]. Spe-
cifically, we show that if n is even, ¢ = [/n] is odd, and n — (¢ — 1)* < ¢/2, then
R(K33, K5 ,) < n+2q—1. The latter bound gives the exact value R(Ks5 ., Ko 15) = 27 and
R(K52, K 33) = 51. Moreover, we show that R(Ks9, K214) = 22 and R(Ks 2, K 15) = 24.

In Chapter 4, we consider Ramsey number of C; versus wheel of order n. We show that
R(Cy,W,) < n+ |[v/n—2] + 1, for n > 11. This result improve results of Surahmat et
al. [79]. Moreover by modification of the Erdés - Rényi graphs we obtain the exact value
R(Cy,Wpi1) = ¢* + ¢+ 1, for ¢ > 4 being a prime power. In addition, we provide the
exact values of Ramsey numbers R(Cy, W,,), for 13 <n < 17.

In the last chapter we consider 3 and 4-color Ramsey numbers involving Cy and gra-
phs with at most four vertices. Using combinatorial methods and computer algorithms
we obtain exact values of R(Cy,Cy, Bs) = 16, R(Cy, By, K3) = R(Cy, By, K3 + €) = 17,
R(Cy, By, Bs) = 19, and improve upper and lower bounds for several other multicolor
Ramsey number.

Results of the dissertation are published in |6, 18] or accepted for publication in [17, 19].
This research was partially funded by the Polish National Science Centre (contract number

DEC-2012/05/N /ST6/03063).

Key words: graph Ramsey numbers, multicolor Ramsey numbers, edge-coloring, critical
coloring, cycles, cycle Cy, Cy-free graphs, bipartite graphs, wheels
AMS Mathematical Subject Classification 2000: 05C55, 05D10, 05C15
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Rozdzial 1

Wprowadzenie

W 1930 roku angielski matematyk, ekonomista i filozof Frank Ramsey udowodnit na-
stepujace twierdzenie, ktore stalo sie przedmiotem szeregu badan i dzisiaj nazywane jest

jego imieniem.

Twierdzenie 1.1 (Ramsey [69]). Dla dowolnych liczb naturalnych r i m oraz dla dowol-
nego ciggu liczb naturalnych ki, ks, ..., k,, istnieje liczba naturalna n taka, Ze:
(*) dla dowolnego zbioru X, |X| > n oraz podziatu ()f) = A1 UA U ...U A, istnieje

1 <1< m oraz zbior Y C X o co nagmniej k; elementach taki, Ze (t) C A,.

Symbolem ()f) oznaczamy wszystkie r-elementowe podzbiory zbioru X. W przypadku
r = 1 twierdzenie to jest rownowazne zasadzie szufladkowej Dirichleta. W niniejszej rozpra-
wie bedziemy sie zajmowaé tylko przypadkami, gdy r» = 2. Nieformalnie mowigc, twierdze-
nie 1.1 orzeka, ze w dostatecznie duzej strukturze znajdziemy zorganizowang podstrukture
o arbitralnym rozmiarze. Naturalna konsekwencja tego faktu jest pytanie jak duza musi
by¢ ta struktura? Inaczej mowiagc, jaka jest najmniejsza warto$é liczby n spelniajaca wa-

runek (*)?

Definicja 1.2. Dla r = 2 oraz dowolnego ciggu liczb naturalnych ki, ko, ..., k,, najmniejsza

liczbe naturalna n spetniajaca warunek (*) nazywamy liczbg Ramseya i oznaczamy przez
Rk, Ky ooy o).

Podobnym problemem zajmowata sie w 1935 roku grupa wegierskich matematykow,
w ktorej znajdowal sie 20 letni wowczas Paul Erdds. Esther Klein udowodnita, ze w do-

wolnym zbiorze 5 punktow takich, ze zadne 3 z nich nie sa wspoétliniowe, zawsze mozna
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znalez¢ czworokat wypukly oraz zapytala, czy mozemy wyznaczyé liczbe N(n) taks, ze w
dowolnym zbiorze N(n) punktow, w ktorym zadne 3 nie s wspolliniowe, znajduje sie n
punktow wyznaczajacych n-kat wypukty. Problemem tym zajmowali sie Erdds i Szekeres
w pracy [21]. Przedstawili dwa dowody faktu istnienia tych liczb. Pierwszy z nich zawiera

nowy dowdd twierdzenia Ramseya dajacy lepsze gorne oszacowanie dla liczb Ramseya.

1.1 Klasyczne liczby Ramseya

W 1953 roku na zawodach matematycznych The William Lowell Putnam Mathema-
tical Competition uczestnicy, jako jeden z probleméw, mieli do rozwigzania zadanie o

nastepujacej tresci:

Graf pelny o 6 wierzchotkach i 15 krawedziach ma kazda krawedz pokolorowana
na czerwono albo niebiesko. Udowodnij, ze istnieja 3 punkty, takie ze 3 taczace

je krawedzie maja ten sam kolor.

Latwo zauwazy¢, ze graf pelny o 5 wierzchotkach i 10 krawedziach pokolorowanych
dwoma kolorami, nie musi zawiera¢ jednokolorowego trojkata. Fakt ten wraz z pozy-
tywnym rozwigzaniem powyzszego zadania wyznacza doktadnag wartosé liczby Ramseya
R(3,3) = 6.

Zadanie mozna przeformutowac i zapytac¢: ile os6b nalezy zaprosi¢ na przyjecie, aby
byly wsrod nich trzy znajace sie wzajemnie lub trzy, ktore sie wzajemnie nie znaja? Idac
dalej, ile os6b nalezy zaprosi¢, aby byto wsrod nich n znajacych sie wzajemnie lub n, ktore
sie wzajemnie nie znaja. Trudno$¢ wyznaczania doktadnych wartosci liczb Ramseya Paul
Erdés czesto opisywal w formie zabawnej anegdoty. W filmie dokumentalnym z 1993 roku

,N is a Number - A Portrait of Paul Erdés” opowiada:

Przypus$émy, ze zty duch powie ludzkosci: podajcie odpowiedz dla 5 osob (do-
ktadna wartos¢ R(5,5) z dowodem poprawnosci) albo doprowadze do ekster-
minacji ludzkiej rasy. Najlepszym co moglibySmy zrobi¢, to zaangazowanie
wszystkich matematykow oraz wszystkich komputeréw, aby obliczy¢ zadana
wartosé. Jezeli jednak zapyta o 6 osob, najlepsze co moglibyémy zrobi¢, to

starac sie zniszczy¢ go, zanim on zniszczy nas.
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Faktycznie, 20 lat po opowiedzeniu tej historii ciggle nie jest znana dokladna wartosc¢
R(5,5). Wiadomo jedynie, ze liczba ta jest pomiedzy 43 [24] a 49 [56]. O liczbie R(6,6)
wiadomo, ze jest pomiedzy 102 [44] a 165 [54]. Dotychczas policzono tylko 9 dokladnych
(nietrywialnych) wartosci dwukolorowych liczb Ramseya. Wszystkie znane wartosci wraz

z autorami i rokiem odkrycia przedstawia tabela 1.1.

Rok Liczba Autorzy
wyznaczenia | 1 wartosc¢
<1953 | R(3,3) =6
1955 R(3,4) = Greenwood, Gleason [33]
R(3,5) = 14
R(4,4) = 18
1964 | R(3,6) = 18 Keéry [42]
1968 R(3,7) =23 Graver, Yackel [32]
1982 R(3,9) =36 | Grinstead, Roberts [34]
1992 | R(3,8) = 28 | McKay, Zhang Ke Min [57]
1995 R(4,5) =25 | McKay, Radziszowski [55]

Tabela 1.1: Wartosci klasycznych liczb Ramseya.

W 4 ostatnich wierszach tabeli przedstawieni sa autorzy géornych oszacowan. Dolne osza-
cowania wyznaczone zostaly wczedniej przez Kalbfleischa w pracy [43] dla liczb R(3,7) i
R(3,9) oraz w pracy [44] dla liczby R(4,5). Dolne oszacowanie liczby R(3,8) wyznaczone
zostalo wraz z wartoscia liczby R(3,9) przez Grinsteada i Robertsa [34]. Przy wyznaczaniu

trzech ostatnich wartosci z tabeli 1.1 uzywane byly komputery.

W przypadku wiekszej liczby kolorow dokladna warto$é klasycznych liczb Ramseya
znana jest tylko w jednym przypadku. W 1955 roku Greenwood i Gleason [33] wyznaczyli
warto$¢ R(3,3,3) = 17. Oczywiscie badane sg takze inne liczby i znane sa ogranicze-
nia ich warto$ci. Wszystkie znane doktadne wartoSci oraz oszacowania dla réznego typu
liczb Ramseya mozna znalezé¢ w regularnie aktualizowanej pracy przegladowej Radziszo-
wskiego [64].
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1.2 Grafowe liczby Ramseya

O liczbach Ramseya czesto mowi sie w jezyku teorii grafow. Wszelkie definicje i ozna-
czenia wraz z podstawowymi twierdzeniami przedstawiono w rozdziale 2. W jezyku teorii

grafow definicje rownowazna definicji 1.2 mozna przedstawi¢ nastepujaco.

Definicja 1.3. Klasyczna liczba Ramseya R(ki, ks, ..., k,,) to najmniejsza liczba na-
turalna n taka, ze dla dowolnego m-kolorowania krawedziowego grafu pelnego G = K,
istnieje ¢ (1 < i < m) takie, ze graf G zawiera podgraf izomorficzny 7z Kj, (grafu pelnego

o k; wierzchotkach), ktorego wszystkie krawedzie sa w kolorze 1.

Rozpatruje sie wiele pokrewnych probleméw, gdzie w kolorowaniu krawedziowym grafu
pelnego K, nie szukamy graféw pelnych zadanego rozmiaru lecz innych graféow. Liczby te

sa zdefiniowane w nastepujacy sposob:

Definicja 1.4. Dla dowolnych grafow Hi, Hs, ..., H,, grafowa liczba Ramseya R(H,,
H,, ..., H,,) to najmniejsza liczba naturalna n taka, ze dla dowolnego m-kolorowania kra-
wedziowego grafu pelnego G = K, istnieje i (1 < i < m) takie, ze graf G zawiera podgraf

izomorficzny z H;, ktorego wszystkie krawedzie sa w kolorze .

Badane sa takze inne, nierozpatrywane w tej rozprawie, warianty problemu. Sa to mie-
dzy innymi: (a) dwudzielne liczby Ramseya, wprowadzone przez Beineke i Schwenka [4]
w 1975 roku, jest to problem polegajacy na wyznaczeniu najmniejszej liczby n takiej,
ze dowolne kolorowanie krawedziowe pelnego grafu dwudzielnego K, , zawiera podgraf
izomorficzny z zadanym grafem dwudzielnym H;, ktorego wszystkie krawedzie sa w ko-
lorze i; (b) krawedziowe liczby Ramseya, wprowadzone przez Erdésa, Faudree, Rousseau
i Schelpa [23], czyli problem polegajacy na wyznaczeniu najmniejszej liczby n takiej, ze
istnieje graf o n krawedziach, ktorego kazde kolorowanie krawedziowe zawiera podgraf
izomorficzny z H;, o krawedziach w kolorze i; (c¢) wariant online krawedziowych liczb
Ramseya, zostal wprowadzony niezaleznie przez Becka [3] oraz Kurka i Rucinskiego [48]
jest to gra, w ktorej kazda runda polega na wskazaniu krawedzi przez jednego gracza oraz
pokolorowaniu jej przez drugiego. Gra koriczy sie, gdy po pokolorowaniu krawedzi przez
drugiego gracza powstal jeden z zabronionych graféow H; zbudowany z krawedzi w kolorze
1. Wartoscia takiej liczby Ramseya jest minimalna liczba tur, w ktorej gra sie zakonczy

(przy optymalnej grze obu graczy).
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1.3 Historia problemow

W niniejszej rozprawie zajmowac sie bedziemy grafowymi liczbami Ramseya, w ktorych
jednym z parametrow jest cykl Cy. W tym podrozdziale opiszemy najlepsze znane wyniki
dla liczb, ktorych jednym z parametrow jest cykl C),. W szczegdlnosci tych, w ktorych
wystepuje cykl Cj.

1.3.1 Cykle i $ciezki

W 1974 roku Faudree, Lawrence, Parsons oraz Schelp wyznaczyli dokladne wartosci
wszystkich dwukolorowych liczb Ramseya dla sciezek i cykli. Wartosci tych liczb przed-

stawia nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 1.5 (Faudree i inni [29]).

2n — 1 dla 3 < m < n i nieparzystego m
R(C,, P,) = n—1+7% dla 4 < m < n i parzystego m
e max{m — 1+ |5],2n — 1} dla 2 <n < m i nieparzystego m
m—1+ %] dla 2 < n < m i parzystego m

Ponadto wiadomo, ze dla wszystkich n i m spelniona jest nier6wnos¢ R(P,, P,,) <
R(Cy, Pp) < R(Cy, Cy) 29

1.3.2 Dwa cykle

Pierwsza liczba Ramseya dla dwoch cykli wyznaczona zostata w 1955 r. przez Green-
wooda i Gleasona [33]|. Poniewaz C5 = K3 to R(C3,C5) = 6. W 1972 r. Chvatal i Ha-
rary [13] wyznaczyli R(Cjy, Cy) = 6. Chartrand i Schuster [9] przedstawili pierwsze ogolne
wyniki dla tego typu liczb. Udowodnili oni nastepujace wtasnosci: R(C3,C,) = 2n —1 dla
n >4, R(Cy,C,) =n+1dlan > 6, R(Cs5,C,,) = 2n — 1 dla n > 5 oraz wyznaczyli
doktadna wartos¢ R(Cg, Cs) = 8. W 1973 roku Rosta |71] i niezaleznie w 1974 r. Faudree
i Schelp [28] wyznaczyli dokladne wartosci dla wszystkich dwukolorowych liczb Ramseya
postaci R(Cy, Cy,).
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Twierdzenie 1.6 (Rosta [71] oraz niezaleznie Faudree i Schelp [28]).
2n —1 dla 3 <m <mn, n# 3 i nieparzystego m,
R(Cp,Cp) =4 n—1+% dla 4 <m <mn, n+#41iparzystego m in,

max{n — 1+ %,2m — 1} dla 4 <m < n, parzystego m i nieparzystego n

1.3.3 Cykle i grafy pelne

Z liczbami Ramseya typu R(C,, K,,) wiaze sie slynna hipoteza zaproponowana w
1976 r. przez Erddsa, Faudree, Rousseau i Schelpa [22]. Mowi ona, ze R(C,, K,,) =
(n—1)(m —1)+1dlan > m > 3. Do dzisiaj nie jest znany dowod tej hipotezy. Zo-
stala ona potwierdzona dlan > mim = 3,4,5,6,7 przez réznych autoréw. Ostatni z tych

przypadkow, dla m = 7, udowodnili w 2008 roku Yaojun Chen i inni [84].

Doktadne wartosci liczb postaci R(Cy, K,,) znane sa dla n < 8. Tabela 1.2 przedstawia

te wyniki razem z cytowaniami prac, w ktorych udowodnione zostato gorne oszacowanie.

n 3 4 5 6 7 8
R(Cy, Ky) | T | 10 | 1415y | 18 (2 | 22 1) | 26 67]

Tabela 1.2: R(Cy, K,,) dla 3 <n < 8.

Znane sa takze asymptotyczne oszacowania. Spencer [74] udowodnil, Ze istnieje stala

1 taka, ze cl(ﬁ):a/2 < R(Cy, K,,). Gorne oszacowanie zostalo udowodnione przez Caro
i innych [8], ktorzy pokazali, ze istnieje stala ¢y taka, ze R(Cy, K,,) < cg(lo’g"m)2

1.3.4 Cykle i pelne grafy dwudzielne

Liczby Ramseya dla cykli i pelnych graféw dwudzielnych byty szeroko badane miedzy
innymi w pracach [35, 36, 51, 52, 53, 61]. Harary [35] pokazal, ze

R(Kyp, K1) =n+m—ge,

gdzie € = 1, jezeli n i m sa parzyste, oraz ¢ = 0 w pozostatych przypadkach. Harborth
i Mengersen [36] badali liczby postaci R(Ksy = Cy, Ky, ) dla 2 < m < 3 oraz m < n.
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Przypadek m = 1 szczegotowo badal Parsons [61] a wartosci dla m =313 < n < 10
wyznaczyt Lortz [51].

Harborth i Mengersen [36] udowodnili nastepujace gorne oszacowanie:

Dlan > 2 niech ¢ = [\/n], s=n— (q— 1) oraz M = {2,5,37,3137}. Wtedy

n+2¢—1 dlas=1orazn¢ M
R(Cy, Kay,) << n+2q dla2<s<qg—1lubneM
n+2q+ 1 w pozostatych przypadkach

Ponadto, pokazali, ze w nieskonczenie wielu przypadkach dokladna warto$é liczb Ram-

seya R(Cy, K5 ) jest rowna podanemu gornemu oszacowaniu.

Doktadne wartosci liczb R(Cy, K»,,) dlan = 11in = 2 wyznaczyli Chvétal i Harary 13,
14]. Wartosci dla 3 < n < 13 oraz n = 16,17,20,21 wyznaczone zostaly w [36]. W
pracy [36] przedstawiono takze oszacowania: 22 < R(Cy, K5 14) < 23, 22 < R(Cy, Ka15) <
24, 27 < R(Cy, Ky15) < 28 oraz 28 < R(Cy, Ka.1) < 29.

1.3.5 Cykle i kota

W 1983 r. Burr i Erdés [7] udowodnili, ze R(Cs, W,,) = 2n—1 dlan > 6. Dokladne war-
tosci liczb R(C,y,, W,,) = 2n—1 dla nieparzystego m oraz n > 5m—6 wyznaczyt Zhou Huai
Lu [86]. Surahmat i inni postawili hipoteze [76, 77, 78] mowiaca, ze R(Cy,, W,,) = 3m — 2
dla parzystego n > 4 oraz m > n — 1, m # 3. CzeSciowo zostala ona udowodniona w
pracach [49, 50, 78] a kompletny dowod przedstawili Yaojun Chen i inni [83]. Surahmat
postawil takze hipoteze R(C,,,W,) = 2m — 1 dla nieparzystego n > 3 oraz m > n i
m > 5 |76]. Hipoteza ta zostata poczatkowo udowodniona dla 2m > 5n — 7 |78] a w 2009
r. dla 2m > 3n — 1 [85].

Doktadne wartosci liczb typu R(Cy, W,,) dla 4 < n < 6 wyznaczone zostaly w pra-
cach [14, 15, 41] oraz dla 7 < n < 13 przez Kung-Kuen Tse w pracy [47]. Surahmat i

inni [79] udowodnili nastepujace gorne oszacowanie:

R(Cy,W,) <n+ [(n—1)/3].
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1.3.6 Troéj- i czterokolorowe liczby z cyklem C}4

Liczbami Ramseya dla trzech graféw o co najwyzej 4 wierzchotkach zajmowano sie
miedzy innymi w pracach [7, 33, 39, 73|. Dokladne znane wartosci zostaly podsumo-
wane przez Arste i innych w [1]. Dla innych liczb znane sa oszacowania wyznaczone
miedzy innymi w pracach Radziszowskiego i innych [65, 68]: 19 < R(Cy, Cy, K4) < 22,
25 < R(Cy, K3, Ky) < 32,52 < R(Cy, Ky, Ky) < 72. Wartos¢ R(Cy, Py, K;) = 14 zostala
wyznaczona w pracy [6]. Pozostate wartosci liczb R(Cy, Hy, Hy) gdzie Hy lub Hy nie za-

wiera cyklu wyznaczone zostaly w [1].

Czterokolorowymi liczbami Ramseya typu R(Cy, Cy, Hy, Hs), gdzie Hy oraz Hs byly
jednym z grafow Cy, K3 lub K4 zajmowano sie miedzy innymi w pracach [25, 65, 68,
75]. Jedyna znana dokladna warto$cia tego typu liczb jest R(Cy, Cy, Cy, Cy) = 18. Dolne
oszacowanie wyznaczyl w 1983r. Exoo [25], a gorne zostalo wyznaczone w 2007r. przez Sun
Yongqi i innych [75]. Liczbami tego typu zajmowal sie Radziszowski i Xu w pracy [68] oraz
razem z Shao w pracy [65] wyznaczajac nastepujace oszacowania: 21 < R(Cy, Cy, Cy, K3) <
27, 31 < R(Cy, Cy, Cy, Ky) <50, 28 < R(Cy, Cy, K3, K3) < 36, 42 < R(Cy,Cy, K3, Ky) <
76, 87 < R(Cy, Cy, Ky, Ky) < 179.

1.4 Wyniki rozprawy

W niniejszej rozprawie zajmowac sie bedziemy grafowymi liczbami Ramseya, ktorych

przynajmniej jednym z parametréow jest cykl dlugosci cztery, czyli Cy.

W rozdziale 3 bedziemy sie zajmowaé¢ dwukolorowymi liczbami Ramseya dla cyklu
Cy oraz pelnych grafow dwudzielnych Kj,. Glownym wynikiem w tym rozdziale bedzie
twierdzenie, ktore w nieskonczenie wielu przypadkach daje lepsze od dotychczas znanego

gorne oszacowanie dla tego typu liczb. Doktadniej, w twierdzeniu 3.2 pokazemy, ze:

Jezelin > 2 jest parzyste i ¢ = [\/n] nieparzyste orazn—(q—1)* < q/2, to R(Cy, Ka,,) <
n—+2q—1.

Dodatkowo, za pomoca zaprojektowanego algorytmu komputerowego oraz twierdze-

nia 3.2 wyznaczymy dokladne wartosci liczb:

[ J R(C4, K2714> - 22,
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o R(Cy, Ko15) = 24,

o R(Cy, Ky18) = 27 oraz

o R(Cy, Ky35) = b1.

Wyniki przedstawione w tym rozdziale zostaly opisane w zaakceptowanej do druku

pracy [17].

W rozdziale 4 oméwimy dwukolorowe liczby Ramseya dla cyklu Cy oraz kota o n wierz-
chotkach W,,. Gtéwnym wynikiem w tym rozdziale jest twierdzenie 4.1, ktore wyznacza

gorne oszacowanie tego typu liczb.

Dla kazdej liczby naturalnej n > 11
R(Cy,W,) <n+ |vVn—2]+1.

Ponadto, pokazemy, ze wyznaczone gorne oszacowanie jest rowne doktadnej wartosci
dla nieskonczenie wielu n. Dokladniej, w twierdzeniu 4.3, za pomoca modyfikacji grafu

Erdgsa-Rényiego, pokazemy, ze
R(Cy,Wpei1) =¢*+q+1 dla ¢ > 4 bedacego potega liczby pierwszes.

Na zakonczenie wyznaczymy nastepujace doktadne wartosci liczb R(Cy, W,,) dla 14 <
n<17:

o R(Cy,Wyy) =18,

o R(Cy,Wi5) = 19,

o R(Cy,Wis) = 20 oraz

e R(Cy, Wiy) =21.

Wyniki tego rozdziatu zostaly opisane we wspolnej z Dzido pracy [19].

W rozdziale 5 zajmowaé sie bedziemy tréj- i czterokolorowymi liczbami Ramseya, kto-
rych jednym z parametrow jest cykl Cy, a jako pozostale parametry przyjmiemy dowolne

grafy o maksymalnie czterech wierzchotkach. Za pomoca metod kombinatorycznych oraz

algorytmow komputerowych wyznaczymy wartosci dla liczb:



14 ROZDZIAY, 1. WPROWADZENIE

o R(C4,Cy, By) = 16 (twierdzenie 5.6),
o R(Cy, By, K3) = 17 (twierdzenie 5.7),
e R(Cy, By, By) =19 (twierdzenie 5.8), gdzie By oznacza ksiazke (patrz rysunek 5.1).

Opiszemy takze metode, za pomoca ktorej wyznaczyliSmy szereg lepszych dolnych osza-

cowan dla troj- i czterokolorowych liczb Ramseya (twierdzenie 5.10 oraz 5.14):
([ ] R(C4, C4,K4) Z 20,

(] R(C4, 037K4) Z 27,

R(Cy, By, Ky) > 28,

R(Cy,Cy,Cy,Cy) > 24,

R(C47 047 047 K4) Z 347
o R(Cy,Cy,C3,C3) > 30,
L R(C47 047 C(37 K4) Z 43.

Ponadto pokazemy oszacowanie liczby R(Cy, B2, K4) < 36 i zbadamy zalezno$¢ pomiedzy
liczbami z parametrem K3 + e oraz z parametrem K3 pokazujac, ze R(Cy, By, K3+ €) =
R(Cy, By, K3) = 17 (twierdzenie 5.12) oraz R(Cy, K3+e, Ky) < max{R(Cy, K3, K4),29} <
32 (twierdzenie 5.13).

Wyniki opisane w tym rozdziale sa cze$cia wspolnej z Dzido pracy [18] oraz wspolnej

z Boza 1 Dzido pracy [6].



Rozdzial 2

Definicje 1 oznaczenia

2.1 Podstawowe pojecia teorii grafow

Definicja 2.1. Grafem G nazywamy pare G = (V, E), gdzie V jest skoriczonym zbiorem

wierzchotkow oraz F C (‘2/) jest zbtorem krawedzi.

(‘2/) oznacza zbior wszystkich dwuelementowych podzbioréw zbioru V. Zbior wierz-
chotkow grafu G oznacza¢ bedziemy przez V(G) a zbior krawedzi przez E(G). Licznosé
tych zbiorow oznacza¢ bedziemy odpowiednio przez v(G) oraz e(G). Sgsiedztwem wierz-
chotka v € V(G) w grafie G jest zbior wierzchotkow N(v) = {u : {u,v} € E(G)}.
Elementy tego zbioru nazywamy sgstadamst wierzchotka v a jego moc stopniem wierz-
chotka v i oznaczamy deg(v) = |N(v)|. Stopieri minimalny w grafie G oznaczamy
0 = min{deg(v) : v € V(G)}. Analogicznie, stopieri maksymalny oznaczamy przez
A = max{deg(v) : v € V(G)}.

Definicja 2.2. Graf G nazywamy regularnym stopnia r, jezeli wszystkie jego wierz-

cholki sa stopnia 7.

Definicja 2.3. Graf G nazywamy spojnym, jezeli dla kazdego podziatu zbioru wierzchot-
kow V' na dwa rozlaczne podzbiory Vi i Vs istnieje krawedz {vy, vo} taka, ze v; € Vi oraz

'UQE‘/Q.

Definicja 2.4. Graf G jest podgrafem grafu H (oznaczamy G C H) jezeli V(G) C V(H)
oraz E(G) C E(H).

Definicja 2.5. Podgraf indukowany przez zbior wierzchotkow U C V(G) oznaczamy
G[U] i jest to graf (U, E'), gdzie E' = E(G) N ().
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Definicja 2.6. Grafy i oraz Gy nazywamy izomorficznymz, jezeli istnieje bijekcja
h:V(Gy) = V(G,) taka, ze Vo veva{v, u} € E(G1) < {h(v),h(u)} € E(G>).

Powszechnie stosowane sa nastepujace operacje na grafach:

Definicja 2.7. Dopetnienie grafu G = (V, E) oznaczamy przez G i jest to graf (V, (‘2/)\

Definicja 2.8. Dla grafow G'i H, symbolem G+ H oznaczamy graf o zbiorze wierzchotkow
V(G)UV(H) oraz zbiorze krawedzi E(G) U E(H) U {{u,v} :u € V(G) Av € V(H)}.

W prezentowanej rozprawie omawiane beda grafowe liczby Ramseya, ktorych para-
metrami beda grafy z roznych klas. Klasy te definiowane sa nastepujaco: grafem pet-
nym K, nazywamy graf o n wierzcholtkach oraz zbiorze krawedzi E(K,) = (V(é(")), pet-
nym grafem dwudzielnym nazywamy graf K, ,, = K, + K,,, cyklem C, nazywamy
spojny, regularny stopnia 2 graf o n wierzchotkach. Po usunieciu dowolnej krawedzi z cyklu
C,, otrzymujemy Sciezke P,. Kotem nazywamy graf W, = C,_1 + K; a ksigzkg graf
B, =K, + K,.

Definicja 2.9. Cyklem Hamiltona w grafie G nazywamy cykl zlozony z v(G) wierz-

chotkow.
Definicja 2.10. Graf G nazywamy hamiltonowskim, gdy zawiera cykl Hamiltona.

Twierdzenie 2.11 (Ore [59]). Niech G bedzie grafem o n (n > 3) wierzchotkach. Jezeli dla
kazdej pary niepotgczonych krawedzig wierzchotkéw v,w spetniony jest warunek deg(v) +

deg(w) > n, to G jest hamiltonowski.

Definicja 2.12. m-kolorowaniem krawedziowym grafu G = (V, E) nazywamy do-
wolng funkcje ¢ : E — {1,2,...,m}. Jezeli ¢(e) = i to méwimy, ze krawedz e jest pokolo-

rowana kolorem 1.

Latwo zauwazy¢, ze dowolny graf G = (V, E) mozna jednoznacznie utozsamiaé z 2-
kolorowaniem krawedziowym grafu pelnego K, = (V, (‘2/)) Kolorowaniem odpowiadaja-
cym grafowi G jest funkcja c : (‘2/) — {1,2}, gdzie c(e) =1, jezeli e € E, oraz c(e) =2, w

przeciwnym przypadku.
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Podobnie do definicji sasiedztwa i stopnia definiujemy odpowiednie pojecia dla m-
kolorowania krawedziowego grafu G = (V, E). Sgsiedztwem w kolorze i wierzchotka v
nazywamy zbior N;(v) = {u € V : {v,u} € E i jest pokolorowana kolorem i}. Elementy
tego zbioru nazywamy sgstadami w kolorze i. Z tych samych oznaczen bedziemy ko-
rzystaé takze dla zbioru wierzchotkow. Wtedy dla W C V' przez N;(W') oznaczamy zbidr
(Upew Ni(v)) \ W. Stopniem w kolorze i wierzcholka v nazywamy liczbe deg;(v) =
|N;(v)|. Stopiern minimalny w kolorze i w grafie G oznaczamy §; = min{deg;(v) : v €
V(G)} oraz stopieri maksymalny w kolorze i oznaczamy przez A; = max{deg;(v) :

ve V().

Definicja 2.13. Dla grafu G oraz m-kolorowania krawedziowego ¢ : E(G) — {1,2,...,m}
podgraf grafu G indukowany przez kolor i oznaczamy G° i jest to graf, o zbiorze
wierzchotkow V (G?) = V(G) oraz zbiorze krawedzi E(G") = {e € E(G) : c(e) = i}.

Zamiast kolejnych liczb naturalnych do oznaczenia koloréw czesto bedziemy korzystac
z nazw barw. W zwigzku z powyzszym zastosujemy nastepujaca regute: kolor 1 bedzie
nazywany czerwonym, 2 niebieskim, 3 zielonym. W zwiazku z tym bedziemy stosowaé
oznaczenia deg,, N,, G", J,, A, dla koloru czerwonego, analogicznie indeks b dla niebie-

skiego oraz g dla koloru zielonego.

2.2 Liczby Ramseya w jezyku teorii grafow

Zauwazmy, ze (X, ()2()) jest grafem pelnym. Podzial (}2() = A UAU...UA,,, o ktorym
mowa w twierdzeniu 1.1 jest m-kolorowaniem krawedziowym tego grafu oraz definicje 1.2
i 1.3 s3 rownowazne, a z twierdzenia 1.1 wynika istnienie grafowych liczb Ramseya. Doktad-
niej, ze dla dowolnych grafow H,, Ho, ..., H,, istnieje liczba naturalna n taka, ze dowolne
m-kolorowanie grafu pelnego K, zawiera podgraf izomorficzny z H; ztozony z krawedzi w

kolorze i (dla pewnego i € {1,2,...,m}).

Definicja 2.14. m-kolorowanie krawedziowe grafu pelnego G = K,, nazywamy koloro-
waniem typu (Hy, ..., H,;n), jezeli dla zadnego i (1 < i < m) G* nie zawiera podgrafu

izomorficznego z H;.

Definicja 2.15. Kolorowaniem krytycznym dla liczby Ramseya R(Hq, Hs, ..., Hy,) = n

nazywamy dowolne kolorowanie typu (Hy, ..., Hp;n — 1).
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Pierwsza obserwacja dotyczaca liczb Ramseya jest ich symetria. Oznacza ona, ze dla

dowolnej permutacji p liczb 1,...,m spelnione jest réwnanie
R(Hb Hy, ..., Hm) = R(Hp(l)a Hp(2)’ - Hp(m)>'

Kolejna obserwacja jest ich monotonicznosc¢: jezeli grat H; jest podgrafem grafu H,
to R(Hy,Gy,...,Gp) < R(Hy, Gy, ...,G,,) dla dowolnych grafow Gy, ..., Gp,. Wynika to z
prostego faktu, ze dla dowolnego n, kolorowanie typu (Hi, G1, ..., Gy n) jest takze kolo-
rowaniem typu (Hs, Gy, ..., Gpin).

Twierdzenie 2.16 (Gorne oszacowanie dwukolorowych klasycznych liczb Ramseya [33]).
R(n,m) < R(n —1,m) + R(n,m — 1). Dodatkowo, jezeli obie liczby po prawej stronie sq

parzyste, to nierdwno$é jest ostra.

Najczestsza metoda dowodzenia, ze dokladna wartosci liczby Ramseya réwna sie n
polega na udowodnieniu dwoch faktéw. Na wskazaniu kolorowania krytycznego oraz udo-
wodnieniu, ze kazde kolorowanie grafu petnego K, zawiera podgraf izomorficzny z przy-
najmniej jednym zabronionym parametrem. Przykladowo, aby udowodni¢ R(4,4) = 18,
wykorzystujemy kolorowanie grafu petnego K17 = ({vo, ..., v16}, E) zdefiniowane nastepu-
jaco: c({vi,v;}) = 1, jezeli j — i = z* (mod 17), oraz ¢({v;,v;}) = 2 w przeciwnym przy-
padku (patrz rysunek 2.1). Latwo sprawdzi¢, ze kolorowanie to nie zawiera podgrafu Ky,
zlozonego z krawedzi o tym samym kolorze. Dowodzi to, ze R(4,4) > 18. Aby zakoriczy¢
dowod wystarczy pokazaé nierownosé R(4,4) < 18, ktora wprost wynika z twierdzenia 2.16
i znanej wartosci R(3,4) = R(4,3) = 9.

Przedstawimy teraz twierdzenie, ktore jest uogolnieniem twierdzenia 2.16 na dowolne

grafy oraz dowolna liczbe kolorow.

Twierdzenie 2.17 (Gorne oszacowanie). R(Hy,...,H,,) <2—m+>" r;, gdzie
ri = min{R(Hy, ..., H;i—1, H;[V(H;) \ {v}], His1, ..., Hn) : v € V(H;)}. Ponadto, jezeli wy-
razenie po prawej stronie jest parzyste oraz istnieje i takie, ze r; jest parzyste to nierownos$é

jest ostra.

Dowdd. (nie wprost) Zalozmy, ze R(Hi,...,Hy) > 2 —m + > " r;. Istnieje wtedy ko-
lorowanie typu (Hi,..., Hp;2 —m 4+ > " r;) grafu G = Ky pysom .. Wezmy dowolny

wierzchotek v € V(G). Z zasady szufladkowej Dirichleta wynika, ze istnieje kolor i taki, ze
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Rysunek 2.1: Kolorowanie krytyczne dla liczby R(4,4).

deg;(v) > r;. Wezmy wierzcholek u € V(H;) taki, ze osiagniete jest minimum w definicji
r;. Z definicji tej wynika, ze podgraf indukowany G[N;(v)]" zawiera podgraf izomorficzny z
H;[V(H;)\ {u}]. Podgraf ten wraz z wierzchotkiem v, zawiera podgraf H;, ktorego wszyst-
kie krawedzie sa w kolorze i, co daje sprzeczno$c.

Ponadto, jezeli rozwazymy m—kolorowanie grafu pelnego rozmiaru 1 —m+> ", r;, to
albo istnieje wierzcholek v i kolor i taki, ze deg;(v) > r;, albo stopieni kazdego wierzchotka
w kolorze ¢ wynosi 7; — 1. Nie jest to mozliwe, gdy graf ma nieparzysta liczbe wierzchotkow

i r; jest parzyste. O
2.3 Liczby Turana i grafy C;-wolne

Definicja 2.18. Graf G jest H-wolny, jezeli nie zawiera podgrafu izomorficznego do H.

Definicja 2.19. Liczbg Turana ex(n, H) nazywamy maksymalna liczbe krawedzi w
grafie o n wierzchotkach, ktory nie zawiera podgrafu izomorficznego do H. Czyli
ex(n, H) = max{e(G) : G jest H-wolny oraz v(G) = n}.

Definicja 2.20. Grafem ekstremalnym dla liczby ex(n, H) nazywamy dowolny graf G
o n wierzchotkach, ktory jest H-wolny oraz e(G) = ex(n, H).

W przypadku H = Cy w literaturze czesto spotykane jest oznaczenie t(n) = ex(n, Cy).
Dokladne wartosci funkcji t(n) dla n < 21 wyznaczyli w 1989 r. Clapham i inni [16] oraz
pie¢ lat pozniej Yang Yuansheng i Rowlinson [82] dla 22 < n < 31. Wszystkie wyznaczone



20 ROZDZIAY, 2. DEFINICJE I OZNACZENIA

w tych pracach wartosci przedstawia tabela 2.1.

n O(1]2|3[4|5 |6 |78 |9 1011|1213 ]14]15
ttn) | O] O | 1 [ 3|46 |7 |9 |[11|13/16]18|21 242730
n |16 1718 |19 (20 |21 |22 |23 |24 |25 |26 |27 |28 |29 |30|31
t(n) | 3336|3942 |46 |50 | 52 | 56 | 59 | 63 | 67 | 71 | 76 | 80 | 85 | 90

Tabela 2.1: Liczby Turana t(n) dla n < 31.

Twierdzenie 2.21 (Fiierdi |27]). Dia kazdego r = 2*
2 1 2
tre+r+1)= §r(r+1) :
Twierdzenie 2.22 (Reiman [70]). Dla kazdego n, n > 4
1
t(n) < Zn(l + V4dn — 3).

Liczby Turana sa przydatne przy wyznaczaniu liczbh Ramseya. Uzywa sie ich do wy-
znaczania gornego oszacowania. Przyktadem takiego zastosowania moze by¢ dowod na-
stepujacej nierownosci R(Cy, Cy) < 6. Faktycznie, klika K¢ zawiera 15 krawedzi, wiec w
dowolnym 2-kolorowaniu jeden z koloréw musi zawiera¢ przynajmniej 8 krawedzi. Poniewaz
t(6) = 7 to w kolorze tym musi wystepowac cykl Cy. Podobnie mozna pokaza¢ nieré6wnoscé
R(Cy, Cy, Cy) < 11 korzystajac z wartosci t(11) = 18. Obie udowodnione nieréwnosci wraz

z krytycznymi kolorowaniami daja rownosé dla tych dwoch liczb (patrz [13, 5]).

Interesujace sa takze klasy graféw niezawierajacych podgraféw izomorficznych do Cj.

Przyktadem takich klas sg grafy Erdsa-Rényiego oraz grafy Moora.

Definicja 2.23. Obwodem grafu G nazywamy dlugo$é¢ najkrotszego zawartego w nim

cyklu.

Definicja 2.24. Srednicg grafu G nazywamy odlegtosé¢ pomiedzy najbardziej oddalo-

nymi wierzchotkami.
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Latwo jest zauwazy¢, ze liczba wierzchotkow w grafie G, regularnym stopnia r i Srednicy
k musi spetnia¢ nastepujaca nier6wnosé:

k—1
v(G) <141 (r—1) (2.1)

i=0
Definicja 2.25. Grafem Moora nazywamy graf regularny stopnia r i $rednicy k o liczbie

wierzchotkéw osiggajacej rownosé w nieréwnosci 2.1.

W kontekscie prezentowanej rozprawy najbardziej interesujacym nas przypadkiem sa
grafy Moora o obwodzie 5. Nie zawieraja one oczywiscie cyklu Cj. Twierdzenie Hoff-
mana-Singletona [38] mowi, ze graf Moora o obwodzie 5 i $rednicy 2 musi by¢ regularny
stopnia 2, 3, 7 lub 57. Znane sa tylko trzy takie grafy, jest to cykl Cs (regularny stopnia 2),
graf Petersena (regularny stopnia 3, patrz rysunek 2.2), graf Hoffmana—Singletona
(stopnia 7). Problemem otwartym jest istnienie grafu Moora regularnego stopnia 57 i ob-

wodzie 5.

Rysunek 2.2: Graf Petersena.

Druga interesujaca nas klasa grafow Cy-wolnych sa grafy Erdésa - Rényiego |20|
oznaczane przez FER(q), gdzie q jest potega liczby pierwszej. Zostaly one opisane przez
Erddsa i Rényiego w 1962 r. oraz doktadnie zbadane przez Parsonsa w [60]. Znane sa

miedzy innymi nastepujace wlasnosci ER(q):
o FR(q) ma ¢* + q + 1 wierzchotkéw, ¢ + 1 jest stopnia ¢ oraz ¢* jest stopnia g + 1.
e ER(q) nie zawiera grafu Cj.

e Zadne dwa wierzchotki ER(q) stopnia ¢ nie sa polaczone krawedzia.
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e Zaden wierzchotek stopnia ¢ wraz z dowolnymi dwoma innymi wierzchotkami nie

tworzy grafu Kj.

Przyktad takiego grafu (ER(5)) przedstawiony jest na rysunku 2.3. Kolorem niebieskim
wyrozniliSmy krawedzie trzech roztaczonych trojkatow, cyklu Cy oraz krawedzie wycho-

dzace z wierzchotka stopnia 5 do niepotaczonych ze soba wierzchotkow.

%

Rysunek 2.3: Graf ER(5).



Rozdzial 3

Liczby Ramseya postaci R(Cy, K9 )

3.1 Znane wyniki

W tym rozdziale bedziemy zajmowac sie dwukolorowymi liczbami Ramseya dla petnych
grafow dwudzielnych. Tego typu liczby byty szeroko badane miedzy innymi w pracach [35,
36, 51, 52, 53, 61|. Harary [35] pokazal, ze

R<K1,n7 Kl,m) =n+m — €,

gdzie € = 1, jezeli n 1 m sa parzyste, oraz € = 0 w pozostalych przypadkach. Lortz i
Mengersen [52, 53] wyznaczyli szereg doktadnych wartosci liczb Ramseya dla matych pet-
nych grafow dwudzielnych. Zbadali takze asymptotyczne zachowanie liczb R(Ks p,, Ko )
dla n > m [53]. Problem wyznaczenia liczb postaci R(Kss = C4, Ki,,) jest jednym z
zadan postawionych przez Erddsa i opisanych przez Chung w pracy [12]. Przypadek ten
badany byt miedzy innymi przez Parsonsa [61] oraz przez Chena Guantao i Schelpa [10].

Harborth i Mengersen [36] badali liczby postaci R(Cy, K, ) dla 2 < m < 3 oraz
m < n. Wartosci dla liczb w przypadku m = 31 3 < n < 10 wyznaczyl Lortz [51].
W tym rozdziale bedziemy szerzej zajmowac sie liczbami typu R(Cy, K»,,). Harborth i

Mengersen [36] udowodnili nastepujace gorne oszacowanie

Twierdzenie 3.1 (Harborth, Mengersen [36]). Dla n > 2 niech ¢ = [\/n], s = n—(q—1)?
oraz M = {2,5,37,3137}. Wtedy
n+2¢—1 dlas=1orazn ¢ M

R(Cy, Kayn) << n+2q dla2<s<qg—1lubne M
n+2q+1 w przeciwnym przypadku



24 ROZDZIAL 3. LICZBY RAMSEYA POSTACI R(Cy, Ky )

Panadto, jezeli q jest potegq liczby pierwszej to
n+2¢—1 dlas=1orazn ¢ {2,5,37}
R(Cy, Kyp) =< n+2q dla s=q—12>21Iubn € {2,537}
n+2¢+1 dlas=q
Dodatkowo, jezeli q + 1 jest potegq liczby pierwszej oraz s = 2q — 1 to R(Cy, Ky,) =
n+2q+1.

n 1234 5 [6]7
R(Cy,Kap) | 416 [ 89 11 |[12]14
891011 12 [13] 14

16 | 17 |18 | 20 | 22|22
n 161718 19 [20] 21
R(Cy, Ka,) | 24 [ 25 [ 26 | 27 | 28-29 | 30 | 32

n

R(Cy, Ky,) | 15
15

Tabela 3.1: R(Cy, Ks,,) dla n < 21.

Tabela 3.1 prezentuje wszystkie znane dokladne wartosci i oszacowania liczb postaci
R(Cy, Ky,,) dla n < 21. Wartosci dla n = 1 oraz n = 2 zostaly uzyskane przez Chvatala
oraz Hararego w |13, 14]. Wartosci przedstawione pogrubiong czcionka zostaly wyznaczone
w prezentowanej rozprawie. Wszystkie pozostale wyznaczyli Harborth i Mengersen [36],

gdzie przedstawiono takze nastepujace ograniczenia:
(E1) 22 < R(Cy, Ka14) < 23,
(E2) 22 < R(Cy, Ky15) < 24,
(E3) 27T < R(Cy, Ka15) < 28.

Glownym wynikiem tej czeéci rozprawy bedzie twierdzenie udowodnione w rozdziale 3.2,
ktore dla nieskoniczenie wielu n daje lepsze niz twierdzenie 3.1 gérne oszacowanie dla liczb
R(Cy, K5 ,,). Natychmiastowym wnioskiem z tego twierdzenia bedzie doktadna wartosc
liczby R(Cy, K5 15) oraz gorne oszacowanie R(Cy, Ko353) < 51. W kolejnych podrozdzia-
tach przedstawimy algorytm, za pomoca ktérego wyznaczyliSmy doktadne wartosci dla
n = 14,15. Wyniki opisane w tym rozdziale zostaly umieszczone w zaakceptowanej do

druku pracy [17].
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3.2 Nowe goérne oszacowanie dla liczb R(Cy, K ,,)

Twierdzenie 3.2 (Dybizbanski [17]). Dla parzystego n > 2 niech ¢ = [/n] oraz s =
n— (q—1)%. Jezeli q jest nieparzyste oraz s < q/2 to R(Cy, Ka,,) <n+2q— 1.

W przeprowadzeniu dowodu beda nam potrzebne nastepujace lematy:

Lemat 3.3 Jezeli w 2-kolorowaniu krawedziowym grafu petnego K, oq—1 istnieje wierz-
chotek v taki, ze deg.(v) > q, to kolorowanie to zawiera czerwony cykl Cy lub niebieski

petny graf dwudzielny Ko ,,.

Dowdd. Wierzchotki ze zbioru N,.(v) polaczmy w pary (zobacz rysunek 3.1) w nastepujacy
sposob: po pierwsze, dwa wierzchotki v; oraz v; tworza pare, gdy sa potaczone krawedzia w
kolorze czerwonym. Mozemy zalozy¢, ze kazdy wierzcholek ze zbioru N,.(v) jest polaczony
czerwona krawedzig z tylko jednym innym wierzchotkiem ze zbioru N,(v). W przeciwnym
przypadku, gdy dwa wierzchotki v, w € N,(v) maja wspolnego czerwonego sasiada x # v,
to kolorowanie zawiera czerwony cykl Cy. Pozostale wierzchotki ze zbioru N, (v) taczymy
w pary dowolnie. W ten sposob uzyskalisSmy |deg,(v)/2| > (¢ + 1)/2 par. W Ny(v) jest
degy(v) = n+2q—1—(deg,(v)+1) < n+q—3 wierzchotkow. Ponownie mozemy zalozy¢, ze
kazdy z nich moze by¢ potaczony czerwong krawedzia z co najwyzej jednym wierzchotkiem
ze zbioru N, (v). Oznacza to, ze istnieje para wierzchotkow, bez straty ogolnosci powiedzmy
{v1,v2}, w zbiorze N,(v), ktora jest polaczona czerwonymi krawedziami z co najwyzej
(n+q—3)/|deg.(v)/2]| wierzcholkami ze zbioru Ny(v). Niech B C N,(v) bedzie zbiorem
tych wierzchotkow. Wtedy |B| < [(n+q—3)/|deg,(v)/2]] < |2(n+q—3)/(¢+1)]. Para
{v1,v9} wraz z wierzcholkami ze zbioru (N, (v) \ {vi,v2}) U (Ny(v) \ B) tworzy niebieski
pelny graf dwudzielny Ky, gdzie | = |[V|—=3—|B| >n+2¢—4—|2(n+q—3)/(¢g+1)| >
n— |2s/(qg+ 1)]. Ostatnia nieréwnos$¢ wynika z faktu, ze s = (2 —¢)(¢+ 1) +n+q — 3.
Poniewaz 2s < q + 1, uzyskujemy [ > n, wiec kolorowanie zawiera niebieski petny graf
dwudzielny K ,,.

O

Lemat 3.4 Jezeli w 2-kolorowaniu krawedziowym grafu petnego K, yoq—1 istnieje wierz-
chotek v taki, ze deg,(v) < q, to kolorowanie to zawiera czerwony cykl Cy lub niebieski

petny graf dwudzielny Ko .
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Ny(v) e o 0o ¢ 0 0 0 0 o o

Rysunek 3.1: Przyktad dla deg,(v) = 61 |(N,(v1) U N,(v2)) N Np(v)| = 5.

CEEEEREEEERERERRED

Rysunek 3.2: Przyktad dla deg,(v) = 3 i deg,(u) = 5.

Dowdd. Jezeli w kolorowaniu grafu pelnego K, 19,1 istnieje wierzcholek u taki, ze deg, (u) >
q, to z lematu 3.3 wynika, ze zawiera on czerwony cykl Cy lub niebieski pelny graf dwu-
dzielny K5,. Mozemy wiec zalozy¢, ze maksymalny czerwony stopien nie przekracza g.
Niech v bedzie wierzchotkiem takim, ze 0 < deg,(v) < ¢ iu € N,(v) (zobacz rysunek 3.2),
wtedy wierzcholki {u, v} razem z wierzchotkami ze zbioru N,(v) N Ny(u) tworza niebieski
pelny graf dwudzielny K, gdzie | = n+2q—1—(deg,(v)+deg,(u)) > n. Jezeli deg,(v) = 0
to v tworzy niebieski Ky, z dowolnym innym wierzchotkiem wu oraz z wierzchotkami ze
zbioru Ny(v) N Ny(u). O

Dowdd. (Twierdzenia 3.2) Z lematéw 3.3 oraz 3.4 wynika, ze kazde 2-kolorowanie kliki
K, 194-1 zawiera czerwony cykl Cy lub niebieski pelny graf dwudzielny K, jezeli ist-
nieje wierzcholek v taki, ze deg,(v) # q. Z drugiej strony K, 9,1 ma nieparzysta liczbe
wierzchotkéw. Niemozliwym jest, aby istnialo kolorowanie grafu pelnego o nieparzystej
liczbie wierzchotkéw regularne stopnia nieparzystego. Oznacza to, ze kazde kolorowanie
kliki K, 19,1 zawiera czerwony cykl Cy lub niebieski pelny graf dwudzielny K, ,, wiec
R(Cy, Kyp) <n+2q—1 0

Z udowodnionego wtasnie twierdzenia wynikaja nastepujace wnioski:

‘Whniosek 3.5. R(C4,K2718) = 27.
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Dowdd. Dla n = 18 mamy ¢ = 5 oraz s = 2 < ¢/2, z twierdzenia 3.2 wynika, ze
R(Cy, K5 13) < 27. Nierownos¢ ta wraz z oszacowaniem (E3) wyznacza dokladna wartosé
R(Cy, Ky 13) = 27 O

‘Whiosek 3.6. R(C4,K2’3g) = 51.

Dowdd. Dla n = 38 mamy g = 7 oraz s = 2 < ¢/2, z twierdzenia 3.2 wynika, ze
R(Cy, Ky 33) < 51. Aby wyznaczy¢ dolne oszacowanie skorzystalismy z grafu Hoffmana—
Singletona opisanego w pracy [38]. Jest to graf Moora, regularny stopnia 7 o 50 wierzchot-
kach i obwodzie 5. Zauwazmy, ze jezeli pokolorujemy kolorem czerwonym krawedzie kliki
K5 tak, aby czerwony podgraf byt izomorficzny z grafem Hoffmana— Singletona a pozosta-
lym krawedziom nadamy kolor niebieski, to kazdy wierzcholek bedzie speliat deg,(v) =7
oraz degy(v) = 42. Poniewaz graf ten nie zawiera czerwonego Cjy, to dowolne dwa wierz-
chotki moga mie¢ co najwyzej jednego wspolnego czerwonego sasiada. Latwo zauwazy¢, ze
dwa dowolne wierzchotki maja co najwyzej 36 wspolnych niebieskich sasiadow. Oznacza
to, ze kolorowanie to nie zawiera niebieskiego petnego grafu dwudzielnego K5 35 (to samo
kolorowanie jest krytyczne takze dla liczby R(Cy, Ks37) = 51). m

3.3 Nowe dokladne wartosci dla malych n

3.3.1 Zastosowany algorytm

W tym podrozdziale opiszemy algorytm, ktory zostal uzyty do szukania kolorowan
krytycznych grafu pelnego K, niezawierajacych czerwonego Cy ani niebieskiego K ,,.
Dowolne kolorowanie grafu petnego K, bedzie reprezentowane poprzez macierz sasiedztwa
A = (aij)pxp, gdzie a;; € {1,2} reprezentuje kolor krawedzi {i,j}. Kolorowanie jest
catkowicie opisane przez wartosci ponad gtowna przekatna i reprezentowane jako (72’) bitowa
liczba

T@p(G) == b172b173.. .b17pb273. ..b27p.. -bp—l,pa

gdzie b; ; = 1, jezeli krawedz {i,j} jest czerwona, oraz b, ; = 0 w przeciwnym przypadku.
Niech index(i,j) dla i < j oznacza pozycje w rep(G), ktora odpowiada wspotrzednym
(1,7) w macierzy A. Np. index(1,2) = 1, indeks(1,3) = 2, itd.

Kolejno rozpatrywane przez algorytm kolorowania sa reprezentowane przez coraz wie-

ksze wartosci rep(G). W celu zwiekszenia szybkosci dzialania procesu przeszukiwania ko-
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lorowan algorytm omija wiele kolorowari, o ktérych wiadomo, ze zawieraja czerwone Cly
lub niebieskie K5 ,. W kazdym kroku, jezeli algorytm stwierdzi, ze aktualnie rozpatrywane
kolorowanie G zawiera czerwone Cy lub niebieskie K ,,, to omija wiele kolorowan, ktore
takze zawieraja przynajmniej jeden z unikanych graféow. W tym celu szukany jest najbar-
dziej znaczacy bit b; ; (o najmniejszej wartosci index(i, 7)) liczby rep(Gae) spetiajacy co

najmniej jeden z nastepujacych warunkow:

(wl) b;; = 1 oraz krawedz {i,j} wraz z trzema krawedziami reprezentowanymi przez
bardziej znaczace bity tworzy czerwony cykl Cy. To znaczy, istnieja trzy krawedzie
{i1, 1}, {i2, Ja}, {i3,73}, ktore tworza z {i, j} czerwony cykl Cy oraz index(ix, ji) <
index(i,j) dla k = 1,2, 3,

(w2) b;; = 0 oraz krawedz {i,j} wraz z krawedziami reprezentowanymi przez bardziej

znaczace bity tworzy niebieski pelny graf dwudzielny K ,,,

(w3) b;; = 1 oraz krawedz {i,j} wraz z krawedziami reprezentowanymi przez bardziej

znaczace bity tworzy wierzchotek u o stopniu deg, (u) > A,,

(wd) b;; = 0 oraz krawedz {i,j} wraz z krawedziami reprezentowanymi przez bardziej

znaczace bity tworzy wierzchotek u o stopniu deg,(u) < 0,,

gdzie A, i 8, sa parametrami oznaczajacymi odpowiednio gorne ograniczenie na maksy-
malny i dolne na minimalny czerwony stopien wierzchotkéw w kolorowaniu krytycznym.
Jezeli znajdziemy taki bit 0; ;, to mozemy omina¢ wiele kolorowan. Niezaleznie jaka war-
tos¢ beda mialy wszystkie mniej znaczace bity, kolorowania beda zawieraty czerwony cykl
(4 lub niebieski pelny graf dwudzielny K ,,. Wszystkie te kolorowania moga by¢ ominiete i
kolorowanie rozwazane w nastepnym kroku powinno by¢ reprezentowane przez najmniejsza
liczbe z przeciwnym bitem b; ; oraz wieksza od rep(Goe). Przedstawimy teraz pseudokod

omawianego algorytmu.

Algorytm 3.7. Przeszukiwanie kolorowan grafu K, niezawierajacych czerwonego cyklu
C'y ani niebieskiego K,

Wejscie: p,n, A, 0, — liczby naturalne

A, i, sa parametrami oznaczajacymi odpowiednio gorne ograniczenie na maksymalny i
dolne na minimalny czerwony stopien wierzchotkéw grafu

Wyjscie: rep — liczba reprezentujaca kolorowanie K, niezawierajace czerwonego cyklu Cy
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ani niebieskiego Ky, lub informacja o braku takiego kolorowania.

1. k« ()
2. rep < 0 (k bitowa liczba reprezentujaca kolorowanie)
3. dopdki rep < 2F i kolorowanie reprezentowane przez 7ep zawiera czerwony
cykl Cy lub niebieski K, wykonuj
4. z <—indeks najbardzie] znaczacego bitu speiniajacego jeden
z czterech warunkéw wl-wéd
5. rep <—najmniejsza liczba wieksza niz rep o przeciwnej wartosci
bitu o indeksie x
6. jezeli rep > 2F to brak kolorowania
7. w przeciwnym przypadku rep reprezentuje kolorowanie niezawierajace

czerwonego (4 ani niebieskiego Ko,

3.3.2 Wartosci liczb Ramseya R(Cy, K3 ,,) dla matych n

Omowimy teraz zastosowanie algorytmu 3.7 do wyznaczenia dokladnych wartosci liczb
R(Cy, K3 14) = 22 oraz R(Cy, Ky 15) = 24.

W pierwszym z tych przypadkow uzyliSmy go do sprawdzenia potencjalnych kolorowan
krawedziowych kliki K99, co doprowadzito do wyznaczenia gérnego oszacowania liczby
R(C4, K514). W celu zmniejszenia przestrzeni poszukiwan ograniczylismy do 6 mozliwosci
sposoby pokolorowania krawedzi incydentnych z 6 pierwszymi wierzchotkami (oznaczmy

je v1, va, U3, vy, Us, Ug). W dalszej czesci potrzebny nam bedzie nastepujacy lemat.

Lemat 3.8 Kolorowanie grafu petneqo Koo zawiera czerwony cykl Cy lub niebieski petny

graf dwudzielny Ko 14, jezeli spelniony jest przynagmniej jeden z nastepujecych warunkow:
(1) istnieje wierzchotek v € V' spelniajgcy deg,(v) > 5,
(2) istnieje wierzchotek v € V' spelniajgcy deg,(v) < 4,

(3) istniejg wierzcholki u,v € V spetniajgce deg,(v) = deg.(u) = 4 oraz krawedz {u,v}

jest czerwona.
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Dowdd. (1) Polaczmy w pary wierzcholki ze zbioru N, (v) w taki sposob jak w dowodzie
lematu 3.3 (zobacz rysunek 3.1). Ny(v) ma 22 — deg,(v) — 1 < 15 elementéw. Mozemy
zatozy¢, ze kazdy z nich jest potaczony czerwona krawedzig z co najwyzej jednym wierz-
chotkiem N, (v). UzyskaliSmy przynajmniej 3 pary. Istnieje wiec para {v1, v}, ktora jest
polaczona czerwonymi krawedziami z co najwyzej 5 elementami z N,(v), wiec vy, vy oraz

wierzchotki ze zbioru Ny(v1) N Ny(vs) tworza niebieski pelny graf dwudzielny Ko 14.

(2) Jako pierwszy rozwazmy przypadek, gdy 1 < deg,(v) < 3. Wezmy wierzchotek
u € N,(v) (zobacz rysunek 3.2). Z (1) wynika, ze mozemy zalozy¢, ze deg,(u) < 5. Wtedy
|Np(v) N Ny(u)| = 22 — deg,(u) — deg,(v) > 22 — 5 — 3 = 14, wiec u, v oraz Ny(v) N Ny(u)
tworza niebieski pelny graf dwudzielny K 14. Jezeli deg,(v) = 0, to v tworzy Ky 14 wraz z

dowolnym innym wierzchotkiem w oraz wierzcholtkami ze zbioru N,(v) N Ny(u).

(3) W tym przypadku |N,(u) N Ny(v)| > 22 — deg,(u) — deg,(v) = 14, wiec u, v wraz z
wierzchotkami ze zbioru Ny(u) N Ny(v) tworzy niebieski pelny graf dwudzielny Kyq4. O

Obserwacja 3.9. Z lematu 3.8 wynika, ze jezeli szukamy kolorowania kliki Koo, ktore
nie zawiera ani czerwonego (4 ani niebieskiego K 14, to wystarczy sprawdzi¢ kolorowania

spelniajace nastepujace wtasnosci:
e kazdy wierzcholek v ma stopien deg,(v) € {4,5},
e istnieje wierzchotek v o stopniu deg,(v) = 5.

7 tej obserwacji wynika, ze jako parametry algorytmu 3.7 mozemy przyja¢ o, = 4 oraz

A, =5.

Obserwacja 3.10. Niech va bedzie wierzchotkiem takim, ze deg,(va) = 5. Jezeli wierz-
cholek u ze zbioru N,(va) ma mniej niz trzech czerwonych sasiadow w zbiorze Ny(va),
to kolorowanie kliki K9 zawiera niebiesky K5 14 utworzona z va, u oraz wierzchotkami ze

zbioru Ny(va) \ Ny(u).

Z obserwacji 3.9 wynika, ze bez straty ogélnosci mozemy zalozy¢, ze istnieje wierzchotlek
vy posiadajacy 5 czerwonych sasiadow. Jego czerwonych sasiadow oznaczmy ve, vs, vy, Vs,

vg. Mozemy rozwazy¢ 3 przypadki:
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U1

V2 U3 Vg Us Ve

Rysunek 3.3: Przypadek 1la) gdy krawedz oznaczona przerywana linig jest czerwona oraz
1b) gdy jest niebieska.

U1

V2 3 V4 Us Ue

Rysunek 3.4: Przypadek 2a) gdy krawedz oznaczona przerywana linig jest czerwona oraz
2b) gdy jest niebieska.

U1

V2 3 V4 Us Ve

Rysunek 3.5: Przypadek 3a) gdy krawedz oznaczona przerywana linig jest czerwona oraz
3b) gdy jest niebieska.

(1) nie ma czerwonych krawedzi pomiedzy wierzcholtkami ze zbioru N, (v;) (zobacz ry-
sunek 3.3),

(2) jest jedna taka krawedz {vs,v3} (zobacz rysunek 3.4),
(3) sa dwie rozlaczne czerwone krawedzie {vy, v3} oraz {vy,vs} (zobacz rysunek 3.5).

Kazdy wierzcholek ze zbioru N,.(v;) ma trzech lub czterech czerwonych sasiadow w Ny (vy).
Poniewaz N, (v1) ma 16 elementéw mamy tylko dwie mozliwosci: albo wszystkie pie¢ wierz-
chotkow ma po trzech czerwonych sasiadow w Ny(v1) albo cztery maja po trzech sgsiadow
oraz jeden czterech. Bez straty ogolnosci mozemy zatozy¢, ze wierzchotkiem posiadajacym

czterech czerwonych sasiadow w Ny (vy) jest vg. Z powyzszych rozwazan wynika, ze istnieje
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F R R R EREPNNNDMNNDMNDMNDMNDNODNONNNNDNDNDNDDNDNDDNM
FNNNMNNNRPR,RPRRPRERNNDNDNODNONNNNDNDNDNDDNDDNMNN
NFEF NMNNNMNPEPFNNMNNERERRPRNNMNNDNNNDNDNDDNDXDNDN
NDNNEFEFNNOMNNMNENMNNENDMNDERERNDNNDNDNDDNDXNNDDNDN
NDNNNNEFELNONNMNNEPENMNNNMENNENERNDNDNDMXNDNDNDN
NNNMNNEFEFNNNMNENNMNERPRNNNNDXNDNDNDNDDN
NDNNNOMNEFEFNNEPENMNENMNNODNNMNNNNEXNDNDNDNDNDN
NEFEFNOMNNMNNMNNNMNNMNENNMNNMNNOMNERMXEPENDNDNDNDNDN
NDNNEFENNMNNMNMNMENMENNDNONNXEPENDNDENDNDNDN
NNNEFENMNNMNNMNNMNMNNDMNENXNEPENDNNDNDENDNDN
NFEFNOMNNNOMNNMNNMNENMNNDMNDMNDXNNOMNNDERENDNDN
FRNNMNNNOMNNNMNNNMNDMNDNEMXNENNDNNDENDNDENDN
NDNNONNOMNNNOMNENMNDNDXENNERLNDNDNDENDERENDN
NNEFEFNNMNEPNMNNMNDXNDNNODMNOMNNNNMNNERENDNDERERNDN
NNNMNNMNEFEFNNNMMXNDMNMNOMNOMNNAR,RPRNDNRNDNDNRAN
FRNNMNNNMNMNNXNDNOMNOMNOMENNNNDERENDENDNDESN
NNNOMNNEPENXNDMNNMNNMENMNNNMNNNNMNNNDNDNDENREN
NDNNONNENNXNDNNMEERENDMNNOMDNOMNNNNMNNNDNDNDNDEEN
NDNNNNEXXNENMNNMNMNMNOMNOMNNMNNNNEREERENDNDNDNDE
NNNMXEPEPPRPNNMNMNNMNMNNMNENNNDNNENDNDNES
FNXNNOMNMNMNMNMENMNODNOMNNNENNDNDNDENDNDES
N NONNNOMNNMNMNNNMNNMNOMNOMNNMENNENDNNDNDNDENE
HMNEFENNMNNMNMNENMNNDMNNMENONNNMNNDNDNDNDNDNE -

Rysunek 3.6: Kolorowania krytyczne dla R(Cy, K2 15).

6 mozliwo$ci pokolorowania krawedzi incydentnych z wierzchotkami vy, vy, v3, v4, V5, V.
Jednoczesnie jest to 6 mozliwosci ustawienia pierwszych 6 wierszy macierzy incydencji. Za
pomoca algorytmu 3.7 uruchomionego na komputerze sprawdziliémy, ze wszystkie kolo-
rowania kliki Ky, zawieraja czerwona Cy lub niebieska K5 14. Wiec R(Cy, K5 14) < 22, co

wraz z ograniczeniem (E1) daje nam nastepujace twierdzenie.
Twierdzenie 3.11 (Dybizbanski [17]). R(Cy, K214) = 22.

Tego samego algorytmu uzyliSmy do wyznaczenia kolejnej liczby Ramseya. Wynik ten

prezentujemy za pomoca nastepujacego twierdzenia.
Twierdzenie 3.12 (Dybizbanski [17]). R(Cy, K15) = 24.

Dowdd. UzyliSmy algorytm opisany w podrozdziale 3.3.1, ktory znalazl 2-kolorowanie
grafu pelnego Ky3 (rysunek 3.6). Kolorowanie to nie zawiera ani czerwonego cyklu Cj
ani niebieskiego pelnego grafu dwudzielnego Kj 15, wiec R(Cy, Ko15) > 23, co wraz z

oszacowaniem (E2) wyznacza doktadna wartos¢ liczby R(Cy, Ky 15) = 24. O

Najtatwiejszym sposobem weryfikacji poprawnosci wszystkich przedstawionych w roz-
prawie kolorowan jest skopiowanie macierzy z wersji pdf rozprawy do pliku tekstowego i

sprawdzenie jej za pomocg prostych algorytmoéow komputerowych.



Rozdzial 4

Liczby Ramseya postaci R(Cy, Wy,

4.1 Zmnane wyniki dla kol i cykli

W 1983 r. Burr i Erdds |7] udowodnili, ze R(Cs, W,,) = 2n — 1 dla n > 6. Zhou Huai
Lu [86] pokazal, ze R(C,,, W,,) = 2n— 1 dla nieparzystego m oraz n > 5m — 6. Surahmat i
inni postawili hipoteze |76, 77, 78] mowiaca, ze R(C,,, W,,) = 3m — 2 dla parzystego n > 4
oraz m > n — 1, m # 3. CzeSciowo zostala ona udowodniona w pracach [49, 50, 78| a
kompletny dowod przedstawili Yaojun Chen i inni [83]. Surahmat postawil takze hipoteze
R(Cp,, W,,) = 2m — 1 dla nieparzystego n > 3 oraz m > n > 5 [76]. Hipoteza ta zostala
poczatkowo udowodniona dla 2m > 5n — 7 [78] a w 2009 r. dla 2m > 3n — 1 [85].

W tym rozdziale oméwimy dwukolorowe liczby Ramseya dla cyklu Cy oraz kota o n
wierzchotkach. Doktadne wartosci liczb typu R(Cy, W,,) dla 4 < n < 6 wyznaczone zostaly
w pracach |14, 15, 41] oraz dla 7 < n < 13 przez Kung-Kuen Tse w pracy [47]. Wyniki te

przedstawia tabela 4.1.

n 41576789 10[11]12]13
R(C,W,) [10 910|911 [12 13|14 |16 |17

Tabela 4.1: R(Cy, W,,) dla 4 <n < 13.

Surahmat i inni [79] udowodnili nastepujace gorne oszacowanie

R(Cy,W,) < n+[(n—1)/3].
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W tym rozdziale pokazemy lepsze gorne oszacowanie liczb postaci R(Cy, W,,) (twier-
dzenie 4.1): Jezeli n > 11, to

R(Cy,W,) <n+ |vVn—2]+1

Zauwazmy, ze nowe oszacowanie jest lepsze dla wszystkich n > 14 i daje taki sam wynik dla
n = 11,12, 13. Ponadto pokazemy, ze wyznaczone gérne oszacowanie jest rowne doktadnej
wartodci dla nieskonczenie wielu n. Doktadniej, za pomoca modyfikacji grafow Erdésa-

Rényiego, pokazemy (twierdzenie 4.3), ze dla ¢ > 3 bedacego potega liczby pierwszej
R(Cy,Weei1) = ¢* +q+ L.

Na zakonczenie wyznaczymy dokladne wartosci liczb R(Cy, W,,) dla 14 < n < 17. Wyniki

przedstawione w tym rozdziale zostaly opisane we wspolnej z Dzido pracy [19].

4.2 Nowe glrne oszacowanie

W tym rozdziale pokazemy gorne oszacowanie liczb postaci R(Cy, W,,). W dowodzie
bedziemy korzysta¢ z liczb Turana dla cyklu C; (zobacz rozdzial 2.3), twierdzenia Ore
(twierdzenie 2.11) oraz wartosci liczb Ramseya dla dwoch cykli (zobacz rozdziat 1.3.2). Na
potrzeby dowodu skorzystamy z innego niz w pozostatych czes¢ach rozprawy oznaczenia
stopnia wierzchotka w grafie. Notacja ta bedzie wskazywaé graf, o jakim w danym mo-
mencie mowa. Za pomoca deg®(v) oznaczaé¢ bedziemy czerwony stopien wierzchotka v w

grafie G. Analogiczne oznaczenie wykorzystane bedzie dla koloru niebieskiego.

Twierdzenie 4.1 (Dybizbanski, Dzido [19]). Dla kazdej liczby naturalnej n > 11

R(Cy,W,) <n+ |vVn—2]+ 1.

Dowdd. Niech G = K, | n=3)41- W celu pokazania, ze dowolne 2-kolorowanie krawedziowe
grafu G zawiera czerwony cykl Cy lub niebieskie koto W,,, podzielimy dowdd na 3 przy-

padki w zaleznosci od czerwonych stopni wierzchotkéw w tym kolorowaniu.
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Po pierwsze zalozmy, ze istnieje wierzchotek v € V(G) taki, ze deg%(v) < v/n — 2.
Wtedy degf (v) > n. Z twierdzenia 1.6 wynika, ze R(Cy, C,,_1) = n, wigc podgraf G[Ny(v)]
zawiera czerwony cykl Cy lub niebieski C),_1. W drugim przypadku cykl ten wraz z wierz-

chotkiem v tworzy niebieskie koto W,.

Zalozmy teraz, ze 6,(G) > |v/n —2] + 2. Niech p bedzie liczba naturalna taka, ze
nef{lp—12+2,---,p*+1}. Wtedy [v/n—2] =p— 1. Niech s =n — (p — 1)% Latwo
zauwazyé, ze 2 < s < 2p. W tym przypadku minimalna liczba krawedzi kolorowania G w

kolorze czerwonym wynosi co najmniej

30+ VA= 2] £ D6.(G)] = {n+ [V — 2] + 1)(2p+2) =

=~ =

L VAT 4 ) VI ) -3 2

%(n—i—L\/—n—Qj+1)(1—|—\/4(p2—p+1+8)—3)Z

i(n+ V=2 + 1)1+ \/4(n+ [Vn—2]+1)-3) >
t(n+ [vVn—2] +1). (4.1)

Ostatnia nierowno$¢ wynika z twierdzenia 2.22. Wynika z tego, ze dowolne 2-kolorowanie
grafu G, takie, ze 6,(G) > [v/n — 2] + 2 zawiera czerwony cykl Cj.

Ostatnim, pozostalym do rozpatrzenia przypadkiem jest 6,.(G) = [vn — 2] + 1. Mo-

zemy zatozy¢, ze graf nie posiada czerwonego cyklu Cy, wtedy G" ma co najwyzej

Hnt [V —2) +1) = ﬂ”* “”_22J i ”MG)] 1 A(n)

czerwonych krawedzi. Pierwszy skladnik sumy po prawej stronie réwnosci jest minimalna
liczba krawedzi jaka musi posiadaé¢ graf o n + |v/n — 2| + 1 wierzchotkach i minimalnym
stopniu 6,(G). Funkcja A(n) jest maksymalna liczba krawedzi, jaka mozna dodaé¢ do ta-
kiego grafu tak, aby uniknaé¢ cyklu Cj. Tak jak w poprzednim przypadku, niech p bedzie
liczba naturalng taka, ze n € {(p — 1)2 + 2,---,p?> + 1}. Wtedy |[vVn—2] +1 = p.
Rozpatrzmy wierzcholek v € V(G) taki, ze degS(v) = |vn—2] +1 = p, podgraf
G’ = G[Ny(v)] oraz dwa niepotaczone kolorem niebieskim wierzcholki vy, vy € V(G') (zo-

bacz rysunek 4.1). Wtedy v(G’) = n—1 oraz w podgrafie G’ mamy degS (v1)+degt (vy) =
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2(n — 2) — (deg® (v1) + deg® (v2)). Udowodnimy, ze degS (v1) + degS (va) > n — 1 dla
wszystkich par niepolaczonych ze soba wierzchotkow vy, v, € V(G”). W tym przypadku z
twierdzenia 2.11 wynika, ze podgraf G” jest hamiltonowski (zawiera C,_;), ktory wraz z

wierzchotkiem v tworzy niebieskie koto W,, w grafie G.

- J

Rysunek 4.1: Kolorowanie grafu G

. . . 1. L, 1. . . . (n.A,_L\/mJ.;_U(ST(G) .
Niech D(n) bedzie funkcja okreslajaca parzystosé licznika wyrazenia [ 5 W

0 p jest parzyste lub n jest nieparzyste
1w pozostalych przypadkach

D(n) = {

Sume czerwonych stopni wierzchotkow vy i vo w grafie G’ mozna oszacowaé w nastepujacy
sposob: deg® (vy) + degS (vo) < 26,(G) + A(n) + D(n). Wtedy w grafie G', degS (v1) +
degS' (v2) > 2(n—2) —(26,.(G)+A(n)+D(n)) = 2n—2p— A(n) — D(n) —4. Aby skorzystac
z twierdzenia 2.11, musimy pokazac, ze 2n — 2p — A(n) — D(n) — 4 > n — 1 czyli, ze

A(n) <n-—2p—3—D(n).

Pozostata czes¢ dowodu jest podzielona na cztery podprzypadki w zaleznosci od war-

tosci n:

1. n > 41. W tym przypadku p > 7. Poniewaz dla kazdego n mamy D(n) < 1,
pokazemy, ze A(n) < n — 2p — 4. Korzystajac z oszacowania 4.1 otrzymujemy
t(n+p) < p(n+p)(2p +2), wiec

Aln) = t(n +p) — [(”zp)p] < ”‘2”’

i tym samym, dla kazdego n > 41, A(n) < n —2p — 4.
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2.

27 < n < 40.

W tym przypadku 6,(G) = p € {6, 7}. Dowod przebiega analogicznie do punktu 1 z
ta réznica, ze nie korzystamy z szacowania 4.1 lecz wyliczamy maksymalng mozliwa
warto$¢ funkeji t(n) za pomoca twierdzenia 2.22. Tabela 4.2 przedstawia wszystkie

warto$ci potrzebne do wyznaczenia nierownosci A(n) < n —2p —4 dla 27 < n < 40.

n 27 [28 [29 [30 |31 [32 ]33 [34 [35 |36 |37 | 33 | 39 | 40
D 6 |6 |6 |6 |6 |6 |6 |6 |6 (6 (6 |7 |7 |7
n—op—4 |11 |12 |13 |14 |15 | 16 |17 |18 |19 |20 | 21 | 20 |21 | 22
v(G) 33 [34 [35 |36 |37 |38 |39 |40 |41 |42 |43 [ 45 | 46 | 47
t(o(G)) < | 101] 106| 111] 115| 120 125| 130] 135| 140| 145| 150| 160| 166| 171
Aln) < 2 |4 |6 |7 |9 [11[13[15 17 (19|21 |2 |5 |6

Tabela 4.2: Wartosci potrzebne do wyznaczenia A(n) < n —2p — 4 dla 27 < n < 40.

3.

18 <n < 26.

W tym przypadku 6,(G) = p = 5. Dowod przebiega analogicznie do punktu 2 z ta
roznica, ze nie korzystamy z oszacowania funkcji ¢(n) wynikajacego z twierdzenia 2.22
lecz z doktadnych wartosci wyznaczonych w pracach [16, 82| i przedstawionych w
tabeli 2.1. Tabela 4.3 przedstawia wszystkie wartosci potrzebne do wyznaczenia nie-
rownosci A(n) <n —2p—3— D(n) dla 18 <n < 26.

n 18 [19 [20 |21 [22 [23 [ 24 |25 | 26
D(n) 1 |0 |1 |0 |1 [0 [1 o |1

n—2p—3—-D(n) |4 |6 |6 |8 |8 |10 |10 |12 |12
v(G) 23 [24 [ 25 |26 | 27 | 28 |29 |30 | 31
tw(G)) 56 |59 |63 |67 | 71 | 76 | 80 | 85 | 90
A(n) —2| =110 [2 [3 [6 [7 |10 |12

Tabela 4.3: Wartosci potrzebne do wyznaczenia A(n) < n—2p—3—D(n) dla 18 < n < 26.

4.

11 <n <17.

W tym przypadku 0,(G) = p = 4 wiec D(n) = 0. Wartosci w tabeli 4.4 wyzna-
czone zostaly tak jak w punkcie 3. Dokladne wartosci liczb Turana t(n) dla n < 21
pochodza z pracy [16] i zostaly przedstawione w tabeli 2.1. W pracy [16] wyzna-

czono takze wszystkie grafy ekstremalne, w kazdym z tych przypadkow. Wartosci
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n 11 12 13 14 15 16 17
n—2p—3 0 1 2 3 4 ) 6
V(@) 15 16 17 18 19 20 21
t(v(GQ)) 30 33 36 39 42 46 50
A(n) 0 1 2 3 4 6 8

Tabela 4.4: Wartosci potrzebne do wyznaczenia A(n) < n—2p—3—D(n)dla 1l <n < 15.

z tabeli 4.4 koncza dowod dla wszystkich 11 < n < 15. Pozostaly do rozpatrzenia
przypadki, gdy n =16 i n = 17.

e W przypadku n = 16 liczba Turana t(v(G)) = t(20) = 46 oraz istnieje tylko je-

den graf Cy-wolny, ktory posiada 46 krawedzi i 20 wierzchotkow [16]. Jest to graf
powstaly poprzez usuniecie dowolnego wierzchotka stopnia 4 z grafu FR(5) (zo-
bacz rysunek 2.3). Graf ten posiada maksymalny stopien 5, wiec kazdy wierzcho-
lek w grafie G’ ma niebieski stopien co najmniej 10 i na mocy twierdzenia 2.11
wynika, ze graf G’ jest hamiltonowski, i cykl ten wraz z wierzcholkiem v tworzy
niebieskie kolo Wis. Mozemy wiec zalozy¢, ze liczba czerwonych krawedzi w

kolorowaniu grafu G wynosi co najwyzej 45, wtedy A(n) =5 <n —2p — 3.

W przypadku n = 17 zastosowaliémy podobne rozwazania. FR(5) jest jedynym
grafem ekstremalnym dla liczby ¢(21) = 50 [16]. Latwo sprawdzi¢ (podobnie do
przypadku n = 16), ze graf ten zawiera w dopetnieniu Wi7. Jezeli liczba e(G") =
49 to rozwazmy dwa przypadki. Jezeli istnieje wierzcholek w taki, ze deg® (w) >
7, to dwa wierzchotki z N,(w) maja dwoch wspolnych czerwonych sasiadow,
czyli tworza z nimi cykl Cy. Jednym z nich jest w a drugi nalezy do zbioru B =
V(G)\ {w} UN,(w)) a jego istnienie wynika z metody szufladkowej (w N,.(w)
jest przynajmniej 7 wierzchotkow, kazdy z nich jest polaczony przynajmniej
dwoma krawedziami do wierzcholkow ze zbioru B, w ktorym jest co najwyzej 13
wierzchotkow). W drugim przypadku, gdy kazdy wierzchotek w € G jest stopnia
deg®(w) < 6, to w grafie G’ wszystkie wierzcholki sa niebieskiego stopnia co
najmniej 9, wiec na mocy twierdzenia 2.11 graf ten zawiera niebieski cykl Cig,
ktory wraz z wierzchotkiem v tworzy niebieskie koto Wi7. Mozemy wiec zatozy¢,
ze liczba czerwonych krawedzi w grafie G wynosi co najwyzej 48, wtedy A(n) =
6<n-—2p—3.
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Podstawiajac n = ¢*> + 1 w twierdzeniu 4.1 otrzymujemy

Whiosek 4.2. Dla liczby naturalnej ¢ > 4

R(Cy, W) <@ +q+1.

4.3 Nowe dolne oszacowanie

W rozdziale 2.3 przedstawilismy klase grafow Erddsa-Rényiego (EFR(q)). Sa to grafy
niezawierajace cyklu Cy. Przez H(q) oznaczmy podgraf E'R(q) uzyskany przez usuniecie
jednego wierzcholka stopnia ¢. Z trzeciej wtasnosci grafow ER(q) (patrz rozdzial 2.3)
wynika, ze graf H(q) zawiera 2q wierzchotkéw stopnia ¢ oraz ¢*> — ¢ wierzcholkéw stopnia
g+ 1. Rozwazmy dopelnienie grafu H(q). Latwo zauwazy¢, ze dla kazdego wierzchotka w €
V(H(q)), stopieni deg(w) w grafie H(q) wynosi co najwyzej ¢> — 1. Z tego faktu wynika, ze
dopelnienie H(q) nie zawiera kota W21, wiec istnieje kolorowanie typu (Cy, W,2115¢*+4).

Korzystajac z tego faktu i wniosku 4.2 otrzymujemy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.3 (Dybizbanski, Dzido [19]). Dla kazdego ¢ > 4 bedgcego potegq liczby
pierwszej
R(Cy,Weern) = ¢* + g+ 1.

4.4 Nowe dokladne wartosci dla malych n

Dotychczas znane byty wartosci R(Cy, W,,) dla n < 13. Wartosci dla kolejnych czterech

liczb podaje nastepujace twierdzenie:



40 ROZDZIAL 4. LICZBY RAMSEYA POSTACI R(Cy, Wy)

Twierdzenie 4.4 (Dybizbanski, Dzido [19]).
1. R(Cy, Why) = 18,
2. R(Cy,W5) = 19,
3. R(Cy, Wis) = 20,

4. R(C4, W17) = 21.

Dowdd. Z twierdzenia 4.3 wiemy, ze R(Cy, Wi7) = 21. W pozostalych przypadkach uzyli-
$my twierdzenia 4.1 do wyznaczenia gérnych oszacowan. Aby udowodnié¢ dolne oszacowania
wskazemy kolorowania krytyczne (zobacz rysunek 4.2). Zostaly one uzyskane za pomoca
prostych metod heurystycznych uzytych w celu poszukiwania kolorowan, ktorych czerwony
podgraf jest grafem Cj-wolnym o zadanym minimalnym stopniu (zapewniajacym, ze ko-
lorowanie nie zawiera niebieskiego kota W,,).

]
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X¥X11111222222222222
1X1222112222222222
11X222221122222222
122X12222211222222

X1111122222222222
1X122211222222222
11X22222112222222
122X1222221122222
1221X222222211222
12222Xx22222222111
212222X1221222122
2122221X222122212
22122222X21212212
221222222Xx2121221
2221221212X222122
22212221212X22212
222212221222X1212
2222122221221X221
22222112221222Xx21
222221211221122X2
2222212221222112X

1221X2222222112222

12222X222222221112

212222X12212221222
2122221X2222122221

22122222%x212212121

221222222X21122212

2221221212Xx2222122
22212222212Xx222211

222212212122X22122

2222122212222%x1221
22222112222221X212
222221221212122X22
2222212221212212X2

22222221122121222X

kolorowanie typu (Cy, Wis; 18)

kolorowanie typu (Cy, Wi4;17)

X¥X111112222222222222
1X¥12221112222222222
11X2222221122222222
122X122222211222222

1221X22222222112222

12222X2222222221112
212222X122212221222
2122221X22222222121
21222222X2221122212
221222222Xx212122221
2212222222X21212122

22212212212X1221222
222122221211X222222
2222122211222X22122
22221222221222Xx2211
222221122221222X212
2222212122122122X22
22222122122222112X1
222222212122221221X

kolorowanie typu (Ca, Wie; 19)

14 < n < 16.

Rysunek 4.2: Kolorowania krytyczne dla R(Cy, W,,),
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Rozdzial 5

Troj- 1 czterokolorowe liczby Ramseya

5.1 Zmnane wyniki

W przypadku wielokolorowych, klasycznych liczb Ramseya wiedza o ich doktadnych
wartosciach jest jeszcze ubozsza niz w przypadku dwukolorowych liczb. We wstepie wspo-
mnieliSmy, ze doktadna wartos¢ trojkolorowych klasycznych liczb Ramseya znana jest
tylko w jednym przypadku R(3,3,3) = 17 [33]. W przeciagu ostatnich kilkunastu lat
wykonano wiele prac majacych na celu wyznaczenia gornego oszacowania liczby R(3,3,4).
Radziszowski i Piwakowski [62, 63] obnizyli to oszacowanie do 31 i przeprowadzili czesé
obliczen, ktore przyblizaja nas do wyznaczenia doktadnej wartosci. Aktualnie wiadomo,
ze 30 < R(3,3,4) < 31 [62, 63]. W przypadku czterokolorowych liczb najwiecej pracy
wlozono w wyznaczenie oszacowan liczby 51 < R(3,3,3,3) < 62 [30]. Trudno$¢ wyznacze-
nia tego typu liczb dobrze odzwierciedla fakt, ze dla prawie wszystkich innych klasycznych
wielokolorowych liczb Ramseya, najlepsze znane gorne oszacowania wynika wprost z twier-
dzenia 2.17. Tabela 5.1 przedstawia znane dolne oszacowania liczb Ramseya dla grafow
pelnych K3 i Kj.

W tym rozdziale bedziemy zajmowac sie troj- i czterokolorowymi liczbami Ramseya,
ktorych jednym z parametrow jest cykl Cy a jako pozostale parametry przyjmiemy do-
wolne grafy bez izolowanych wierzchotkéw o maksymalnie czterech wierzchotkach. Na
rysunku 5.1, w i-tej kolumnie przedstawione sg nieizomorficzne grafy o ¢ krawedziach.
Zauwazmy, ze dla grafu () problem sie trywializuje a w przypadku K3 sprowadza do dwu-
kolorowej liczby Ramseya (R(K», Hi, Hy) = R(Hy, Hy)). Z tego powodu nie bedziemy

zajmowac sie tymi dwoma grafami.
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Rok Liczba Dolne oszacowanie
wyznaczenia

1955 R(3,3,3) 17 (33
1966 R(3,3,4) 30 a3
1988 R(3,4,4) 55 146)
1982 R(4, 4, 4) 128 137
1973 R(3,3,3,3) 51 ny
2011 R(3,3,3,4) 97 (za 1641
2002 R(3,3,4,4) 171 (za 8a))
1968 R(3,4,4,4) 381 (a1
2004 R(4,4,4,4) 634 (s1]

Tabela 5.1: Dolne oszacowania troj- i czterokolorowych klasycznych liczb Ramseya dla K3
i K.

2K K, C
] 2 ] 7 1
®
P3 R K3+€ B2 K4
®

Rysunek 5.1: Nieizomorficzne grafy bez izolowanych wierzchotkéw o maksymalnie 4 wierz-
chotkach.

Liczbami Ramseya dla trzech maltych graféw zajmowano sie miedzy innymi w pra-
cach |7, 33, 39, 73|. Wyniki te zostaly podsumowane przez Arste i innych w [1]. W tabelach
przedstawionych w [1] pozostawiono wiele luk w miejscach przeznaczonych dla niezna-
nych wartosci. Znane sg dla nich tylko oszacowania wyznaczone miedzy innymi w pracach
Radziszowskiego i innych [65, 68]. W tym rozdziale za pomoca metod kombinatorycz-

nych oraz algorytmow komputerowych wyznaczymy wartosci dla liczb R(Cy, Cy, Bs) = 16,



ROZDZIAL 5. TROJ- I CZTEROKOLOROWE LICZBY RAMSEYA

45

R(Cy, By, K3) = 17 oraz R(Cy, B, By) = 19. Opiszemy takze metode, za pomocy ktorej

wyznaczylismy szereg dolnych oszacowan dla tréj- i czterokolorowych liczb Ramseya:

R(Cy, By, By) > 19,
R(Cy, Cy, Ky) > 20,

R(C47 K37 K4) > 277

o R(C47C47C47K3) > 247

[ ] R(C4, 04, 04, K4) Z 34,

[ R(C4,C4,K3,K3) Z 30,

L R(C47 C47K37K4) > 43.

Ponadto wyznaczymy oszacowanie liczby 28 < R(Cy, Bs, K;) < 36 oraz pokazemy, ze
R(C4, BQ, Kg + 6) = R(C4, Bg, Kg) = 17 1 R(C4, Kg + e, K4) S maX{R(C4, Kg, K4), 29} S

32. Wyniki opisane w tym podrozdziale sa czescig pracy wspolnej z Dzido [18] oraz wspol-

nej z Boza i Dzido pracy [6].

Podsumowanie wszystkich znanych wynikow przedstawia tabela 5.2. Wartosci wyttusz-

czone zostaly wyznaczone w tej rozprawie a wartosci oznaczone przez * wynikajg z mono-
tonicznosci liczb Ramseya. Przyktadowo R(Cy, Ky, K4) > R(Py, K4, K4) = 52 [7].

2K, Or45]

P 645 611

P, Ous1 | 7o | T

K3 T1a5] T 8 8

Cy T145] 81 95 91 115

K3 8usi | 8m | 9y | 11 1273 17126)
Ks+e 8usi | 8m1 | 9 | 11 121 17 17

B, 9us) | 9y | 11 | 11y 16 17 17 19

Ky 11151 | 13my | 1461 | 16151 | 20-22(s0) | 27-32180) | 27--32 | 28-36 | 52.-72[s0]

H/Hy | 2K, | P, | Py | Kis| Cy Ks |Ks+e| By | Ky |

Tabela 5.2: Dokladne wartosci i oszacowania liczb Ramseya R(Cy, Hy, H»).
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5.2 Zastosowane algorytmy

5.2.1 Izomorfizm kolorowan

W tym podrozdziale opiszemy algorytmy, ktorych uzyliSmy do wyznaczania oszacowan
trojkolorowych liczb Ramseya. Przy wyznaczaniu dwukolorowych liczb, w celu sprawdze-
nia izomorfizmu kolorowan (grafow), czesto stosowana jest aplikacja nauty napisana przez
Brendana McKay [58].

Do sprawdzania izomorfizmu 3-kolorowan krawedziowych zaprojektowalismy algorytm,
ktory podobnie jak algorytm przedstawiony w rozdziale 3 korzysta z funkcji r. Trzem
kolorom: czerwonemu, niebieskiemu i zielonemu przypisujemy odpowiednio cyfry 0,1, 2.
Kolorowanie grafu pelnego o n wierzchotkach jest reprezentowane przez macierz A = [a;;],

gdzie wartosS¢ a;; jest kolorem krawedzi {7, j}. Kolorowanie jest catkowicie opisane przez

n

2) cyfrowa liczba w systemie

wartoéci ponad gléwna przekatna i reprezentowane jako (
trojkowym

T(A) = a1,2013...01 nA23...A2 p...Ap—1 n-

[zomorfizm kolorowan jest relacja réwnowaznosci i dzieli zbior kolorowan na klasy abstra-
kcji. Dla kazdej klasy wybieramy reprezentanta o najwiekszej wartosci funkcji r. W celu
sprawdzenia izomorfizmu dwoch kolorowan, dla kazdego z nich wyznaczaliSmy reprezen-
tanta klasy abstrakcji, do ktorej nalezy, i sprawdzali$émy, czy reprezentanci sa sobie rowni.

Algorytm wyznaczania reprezentanta dla danego kolorowania dziatal nastepujaco:

Algorytm 5.1. Reprezentant

Wejscie: kolorowanie grafu pelnego G (V(G) = {v1, ..., v, }) reprezentowane przez macierz
A= [ai,j]n:pn-

Wyjscie: reprezentant klasy abstrakcji izomorfizmu kolorowan, do ktorej nalezy koloro-

wanie grafu G (oznaczamy rep(A)).

W celu wyznaczenia rep(A) konstruujemy permutacje p wierzchotkow grafu G taka,
;:7j
kcji r. Permutacje p budujemy kolejno dla wierzchotkow v;, dla ¢ = 1...n. Aby wyznaczy¢

7e wyznaczona przez nig macierz kolorowania A’ = [a} .],z, ma maksymalng warto$¢ fun-

zbior wierzchotkow, ktore potencjalnie moga byé wartoscia p(vy) wybieramy wierzchotki

o najwiekszej wartosci wyrazenia deg,(v) + n - degy(v) + n? - deg,(v). Warunek ten musi
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by¢ spelniony, aby najbardziej znaczace cyfry a;2a; 3...a1, wartosci funkcji 7 miaty naj-
wieksza warto$é. Nastepnie, rozwazajac permutacje zaczynajaca sie od p(vq), ..., p(vg_1),
dla wszystkich wierzchotkow v; € V(G) \ {p(v1), ..., p(vk—1)} wyznaczamy k — 1 cyfrowa
liczbe (w systemie trojkowym) w(v;) = wy... w1, gdzie cyfra w; jest réwna kolorowi
krawedzi {v;, p(v;)}. Jako p(vy) bierzemy tylko wierzchotki z maksymalna wartoscia fun-
kecji w. Pozostalych wierzchotkow nie trzeba rozpatrywac. Przypusémy bowiem, ze sa dwa
wierzchotki z,y € V(G) \ {p(v1),...,p(vk_1)} takie, ze w(z) < w(y) i ze = zostal wybrany
na p(v). Wtedy, w kazdej permutacji, ktora zaczyna sie od p(v1),...,p(vk_1),p(vr) = x
mozna zamieni¢ x i y miejscami i otrzymaé¢ permutacje o wiekszej wartosci funkcji 7.
Macierz kolorowania, uzyskana po wyznaczeniu wszystkich elementoéw permutacji o naj-
wiekszej wartosci funkcji r, jest reprezentantem klasy abstrakcji kolorowania, do ktorego

nalezy kolorowanie reprezentowane przez A.

W celu wyznaczania doktadnych wartosci lub poprawy gérnych oszacowan liczb Ram-
seya stosowali$émy techniki wzorowane na algorytmach znanych dla dwukolorowych liczb
Ramseya. Byly one wykorzystywane miedzy innymi przez Radziszowskiego i innych w |2,
66).

5.2.2 Algorytm rozszerzajacy

Pierwszy z zastosowanych algorytmow (algorytm 5.2) majac wszystkie nieizomorficzne
3-kolorowania typu (Hy, Hy, H3;n—1) (kolorowania krawedziowe grafu petnego K,,_1, ktore
nie zawieraja podgrafu H; ztozonego z krawedzi w kolorze i, dla i = 1,2,3) wyznacza
zbior wszystkich nieizomorficznych 3-kolorowan typu (Hy, Ha, H3;n). Majac do dyspozycji
taki algorytm mozemy wyznaczy¢ doktadne wartosci liczb Ramseya. W celu wyznaczenia
R(H,, Hy, H3) rozpoczynamy od jedynego 3-kolorowania typu (Hy, He, H3; 1) i iterujemy
powyzsza procedure, dopoki otrzymany zbior kolorowan typu (Hy, Hy, H3; n) nie jest pusty.
Po zakoriczeniu dziatania liczba n jest najmniejsza liczbg taka, ze nie istnieje kolorowanie
typu (Hi, Ho, H3;n), wiec jest wartoScia szukanej liczby Ramseya. Problemem przy takim
postepowaniu jest fakt, ze uzyskiwane w kolejnych krokach zbiory moga byé¢ bardzo duze,
ich przechowywanie wymaga duzych zasob6w pamieci a do ich wyznaczenia konieczne jest

uzycie wielu operacji sprawdzenia izomorfizmu, co jest czasochtonne.

Algorytm 5.2. Rozszerzajacy
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Wejscie: zbior wszystkich kolorowan typu (Hy, Ha, H3;n — 1).
Wyjscie: zbior wszystkich kolorowan typu (Hy, Ha, H3;n).

Dla kazdego kolorowania grafu pelnego G = K,,_; typu (Hi, Ha, H3;n — 1) tworzymy
zbior kolorowan grafu pelnego H = K, typu (Hiy, Hy, H3;n). Niech V(G) = {uy, ..., un_1}
oraz V(H) = V(G)U{v}. W kolorowaniu grafu H krawedziom {u;, u;} nadajemy taki sam
kolor jak w kolorowaniu grafu G. Algorytm przeglada kolorowania pozostalych krawedzi
{v,u;} dla 1 < i < n — 1, ktore reprezentowane sa jako liczby W = w;...w,_; zapisane
w systemie trojkowym. Rozpoczynamy od W = 0 i przeglagdamy kolorowania wedlug ro-
snacych wartosci W. Aby przyépieszy¢ przegladanie, postepujemy podobnie do algorytmu
opisanego w rozdziale 3. Po stwierdzeniu, ze kolorowanie nie jest typu (Hy, He, H3;n), wy-
znaczamy najmniejszy indeks ¢ (najbardziej znaczaca cyfre liczby W) taki, ze krawedzie
odpowiadajace cyfrom wi, ..., w; wraz z wczesniej pokolorowanymi krawedziami grafu G
tworzg czerwony graf Hi, niebieski Hy lub zielony Hj. Kolejnym rozpatrywanym koloro-
waniem jest kolorowanie reprezentowane przez najmniejsza liczbe W wieksza od biezacej

o innej wartosci i-tej cyfry.

5.2.3 Algorytm laczacy

Dla grafu H i wierzchotka v € V(H), niech H — v oznacza graf powstaly z grafu H
poprzez usuniecie wierzchotka v i krawedzi z nim incydentnych. Drugi zastosowany przez
nas algorytm majac dane zbiory wszystkich kolorowan typu (H;, Hy — us, H3,n) oraz
(Hy, Hy, Hy — ug,m) wyznacza zbior wszystkich kolorowan typu (Hi, Ho, H3,n +m + 1)

takich, ze jeden z wierzcholkéw ma stopnie deg,(v) = n oraz deg,(v) = m.

Algorytm 5.3. Laczacy
Wejscie: zbiory kolorowan typu (Hy, Hy — ug, Hz;n) oraz (Hy, Hy, Hy — uz;m).
Wyjscie: zbior wszystkich kolorowan typu (Hy, Hy, H3;n+m+ 1), ktore zawieraja wierz-

chotek v taki, ze deg,(v) = n oraz deg,(v) = m.

Dla kazdego Gy € (Hy, Hy — uo, Hy;n) oraz Go € (Hy, Hy, H3 — uz;m) tworzymy 3-
kolorowanie krawedziowe grafu pelnego G = K, 1 typu (Hy, Hy, H3;n + m + 1). Niech
V(G) = V(G1)UV(Ge)U{v}. Wszystkie krawedzie pomiedzy wierzchotkami V' (Gy) koloru-

jemy tak samo jak w kolorowaniu G, a wszystkie pomiedzy V' (Gs) tak jak w kolorowaniu
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Go. Krawedzie {v,u} kolorujemy na niebiesko, gdy v € V(G1) lub na zielono, gdy u €
V(G3). Pozostaty do pokolorowania krawedzie {u, w} takie, ze u € V(G;) oraz w € V(Gs),
ktore wyznaczaja podmacierz A, , macierzy kolorowania grafu GG. Niech W bedzie liczba
zapisang w systemie trojkowym, ztozona z cyfr a; 1a12...a1,,021...02.5...Qpm 1 ... Cpy .. PodoOb-
nie jak w algorytmie 5.2 przegladamy po kolei wszystkie kolorowania szukajac takich, ktore

daja kolorowania grafu G typu (Hy, Ha, H3;n +m + 1).

5.2.4 Symulowane wyzarzanie

W celu wyznaczania dolnych oszacowan trdj- i czterokolorowych liczb Ramseya, za-
stosowaliSmy algorytm bazujacy na symulowanym wyzarzaniu. Jest to heurystyczna me-
toda optymalizacji kombinatorycznej inspirowana zabiegiem wyzarzania. Wyzarzanie jest
zabiegiem polegajacym na podgrzaniu materiatu do wysokiej temperatury a nastepnie

stopniowemu ochtadzaniu w celu przyblizenia materialu do stanu rownowagi.

Algorytm 5.4. Symulowane wyzarzanie dla liczb Ramseya R(Hq, ..., Hp,)
Wejscie: Parametry Hy, ..., H,, oraz n

Wyjscie: Jezeli sie zatrzymuje, zwraca kolorowanie typu (Hy, ..., Hp,;n)

Dla dowolnego 3-kolorowania ¢ grafu petnego K, zdefiniujmy funkcje f(c) (nazywana
funkcja celu) bedaca suma po kolorach i = 1,2, 3 liczby podgrafow izomorficznych do H;,
ztozonych z krawedzi w kolorze i. Celem algorytmu jest znalezienie kolorowania niezawie-
rajacego takich podgrafow wiec o wartosci funkcji f réwnej 0. Algorytm rozpoczyna od lo-
sowego kolorowania. W kolejnych iteracjach modyfikuje biezace kolorowanie ¢; poprzez za-
miane koloru jednej (losowo wybranej) krawedzi grafu G i otrzymuje kolorowanie co. W ko-
lejnej iteracji rozpatrywane bylo kolorowanie ¢y z prawdopodobienstwem p(f(cy), f(ca), T)
lub ¢; w przeciwnym przypadku.

p(f(er), f(ea), T) = { 1 gy f(c1) > f(c2)

e~ (Fle2)=f(e))/T v przeciwnym przypadku

Tak zdefiniowane prawdopodobienstwo zmiany biezacego kolorowania nazywane jest kry-
terium Boltzmanowskim. Prawdopodobienistwo to zalezy od parametru 7' opisujacego tem-
perature uktadu, poczatkowo ma on wysoka warto$¢ a w kolejnych iteracjach jest zmniej-
dt iusza T*+) = T
szany wedlug scenariusza = T ar®

zostalo zmienione biezace kolorowanie zwiekszaliSmy temperature uktadu do poczatkowe]

dla malej wartoéci 3. Jezeli przez n? iteracji nie
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wartosci. Algorytm dziatal w petli, dopoki nie zostalo znalezione kolorowanie o wartosci
funkcji celu rownej 0. W przypadku nie znalezienia kolorowania, algorytm konczyl dziata-

nie po przekroczeniu ustalonego, duzego limitu czasowego.

5.3 Wymniki

5.3.1 Nowe dokladne wartosci trojkolorowych liczb Ramseya
Lemat 5.5 K5 jest jedynym reqularnym stopnia 5 grafem o 10 wierzchotkach By-wolnym.

Dowdd. Oczywistym jest fakt, ze K55 jest regularny stopnia 5. Jako graf dwudzielny nie
zawiera trojkata wiec tym bardziej jest Byo-wolny. Udowodnimy teraz, ze jest to jedyny taki
graf. Latwo jest zauwazy¢, ze jest to jedyny graf dwudzielny o takiej whasnosci (inne maja
za malo krawedzi). Aby zakonczy¢ dowod, pokazemy ze zaden graf posiadajacy cykl o
nieparzystej dlugosci nie spetnia zatozen lematu. Jezeli najkrotszym nieparzystym cyklem
jest C5 to, aby graf byl regularny stopnia 5, kazdy z wierzchotkow trojkata musi byc
potaczony z trzema innymi wierzchotkami. Poniewaz jest ich tylko 7, to przynajmniej dwa
wierzchotki trojkata musza mieé jeszcze jednego wspoOlnego sasiada i razem z nim tworza
Bs. W przypadku, gdy najkrotszym nieparzystym cyklem jest Cs, C; lub Cy, to zauwazmy,
ze na cyklu nie moze by¢ zadnej cieciwy, gdyz utworzytby sie krotszy cykl nieparzystej
dtugosci. Gdy najkrotszym cyklem nieparzystej dtugosci jest Cs, to aby uniknaé cyklu Cs
kazdy z wierzchotkéw poza cyklem C5 moze by¢ polaczony z co najwyzej dwoma z cyklu.
Takich krawedzi jest co najwyzej 10, wiec wierzcholki z cyklu nie moga by¢ wszystkie
stopnia 5. Gdy najkrotszym cyklem jest C7, to aby graf byl regularny stopnia 5, kazdy
z wierzchotkow musi byé potaczony z wszystkimi trzema poza cyklem co tworzy By. W
przypadku najkrétszego cyklu Cy nie jest mozliwe, aby wierzchotki na cyklu byly stopnia
5. [

Twierdzenie 5.6 (Dybizbanski, Dzido [18]).

R(O4, 04, BQ) = 16.

Dowdd. Dolne oszacowanie wynika z istnienia kolorowania typu (Cy, Cy, Bs; 15). Jego ma-
cierz przedstawiona jest na rysunku 5.2. Oznaczmy wierzchotki 1,2, 3 przez x,y, z, wierz-

cholki 4,5, 6 przez 2.y, 2/, wierzcholki 7,8,9 przez z”,y", 2", wierzcholki 10, 11, 12 przez
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a,b,c a wierzchotki 13,14,15 przez o,V',c. Grafy indukowane przez krawedzie koloru
czerwonego (numer 1) i niebieskiego (numer 2) sg izomorficzne z grafem ekstremalnym
dla liczby Turana t(15) = 30 przedstawionym w pracy [16], wiec nie zawieraja grafu Cj.
Zielone krawedzie (numer 3) tworza 6 trojkatow xyz, x'y'2, o"y"2", xa'a", yy'y", 222"
oraz pelny graf dwudzielny o partycjach {a,b,c} oraz {a’,V,c}. Ponadto, graf K33 jest
polaczony z trojkatami w taki sposob, ze a jest potaczony z {z,y/, 2"}, bz {2',y" 2z} acz
{z",y,2'}. Podobnie a’ jest potaczony z {x,y", 2'}, V' 7 {o',y,2"} a & z {«”",y/, 2}. Zielone

krawedzie nie zawieraja podgrafu izomorficznego z Bs.

X33[]312|1312|1312|312
3X¥3 (2312311231231
33X (123123123123
321(1X33|312|223|131
132(3Xx3|231(1322|113
213 |133Xx|]123|232|311
321|1321(X33|132|213
132(]132](3Xx3|213|321
213|213 |33X|321|132
3211232123 |X11|333
132223312 |1X1|333
2131322231 |11X|333
3211113231333 |X22
132311123 |333|2X2
2131131312333 |22X

Rysunek 5.2: Kolorowanie typu (Cy, Cy, Ba; 15).

Do zakonczenia dowodu musimy jeszcze pokaza¢ gorne oszacowanie R(Cy, Cy, By) < 16.
Zatozmy, dla dowodu nie wprost, ze istnieje kolorowanie grafu pelnego K4 niezawierajace
czerwonego ani niebieskiego cyklu Cy oraz bez zielonego grafu Bs. Liczbe krawedzi czer-
wonych i niebieskich mozna oszacowaé przez liczbe Turana ¢(16) = 33, a wiec zielonych
krawedzi musi by¢ co najmniej e(G9) = e(Ks) — e(G") — e(G?) > 120 — 2 - 33 = 54.
W dalszej czesci dowodu pokazemy, ze nie jest mozliwe, aby zielony podgraf mial tyle
krawedzi.

Poniewaz R(Cy,Cy, P;) = 8 [1], to kazdy wierzcholek moze byé¢ potaczony zielonymi
krawedziami z co najwyzej 7 innymi. Poniewaz R(Cy, Cy, K3) = 12 [1], to aby uniknaé czer-
wonego i niebieskiego cyklu (), kolorowanie to musi zawiera¢ 2 roztaczne zielone trojkaty
z,y,z 1 2,y 2" (patrz rysunek 5.3). Rozwazmy pierwszy z nich. Aby uniknaé¢ zielonego

grafu Bs, zadne 2 wierzcholtki tego trojkata nie moga mie¢ wspolnego zielonego sasiada
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wsérod pozostatych 13 wierzchotkow grafu. Oznacza to, ze suma ich zielonych stopni wy-
nosi co najwyzej 13 + 3 -2 = 19. Rozpatrzmy drugi trojkat z’,y’, 2’ i zielone krawedzie
wychodzace z niego do pozostalych 10 wierzchotkow grafu {vy, v, ...,v10}. Z podobnej ar-
gumentacji jak przy pierwszym trojkacie wynika, ze moze ich by¢ co najwyzej 10, a suma
zielonych stopni wierzchotkow tworzacych drugi trojkat wynosi co najwyzej 10+3-3 = 19.
Jezeli wszystkie wierzchotki {v, vs, ..., v10} sa zielonego stopnia 7, to suma zielonych stopni
wszystkich wierzchotkow e(G9) < 19+19+7-10 = 108, czyli graf sktada sie z co najwyzej
54 zielonych krawedzi. Liczbe te uzyskujemy, jezeli trojkaty x,y,z oraz x, 3y, 2’ sa po-
laczone krawedziami na przyktad {z,z'}, {y,v'}, {z, 2'}. Ponadto, kazdy z wierzchotkow
{v1,vg, ..., v10} musi by¢ zielonego stopnia 7, z czego dwie krawedzie lacza go z trojkatami
x,y,z12' )y, 2. Z lematu 5.5 wiemy, ze jedynym grafem regularnym stopnia 5 na 10 wierz-
chotkach, ktory nie zawiera By jest graf K 5. Zalozmy wiec, ze wierzcholtki {vy,ve, ..., v10}
tworza K 5 i rozwazmy krawedzie idace z trojkata x,y, z do wierzchotkow z {vy, va, ..., v1}.
Jest ich doktadnie 10, z zasady szufladkowej wynika, ze przynajmniej jeden z wierzchot-
kow trojkata (np. ) jest incydentny z przynajmniej czterema z {vi,vq,...,v10}. Jezeli ©
jest polaczony z obiema partycjami grafu dwudzielnego, to tworzy zielony graf By (zobacz
rysunek 5.3). W przeciwnym przypadku, jezeli x jest polaczony z tylko jedna partycja,
to wraz z druga tworzy zbiér niezalezny wielkosci 6. Krawedzie tego zbioru niezaleznego
musialyby byé¢ pokolorowane na czerwono i niebiesko. Poniewaz R(Cy,Cy) = 6 [13], nie
jest mozliwe pokolorowanie krawedzi Kg na czerwono i niebiesko tak, aby nie zawieraly

jednokolorowego cyklu Cj. ]

Rysunek 5.3: Garf GY w kolorowaniu grafu pelmego K
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Twierdzenie 5.7 (Boza, Dybizbanski, Dzido [6]).

R<C4, BQ, Kg) == 17

Dowdd. W trakcie wykonywania prac wstepnych zastosowalidmy algorytm 5.2, ktory wy-
znaczyl zbiory kolorowan typu (Cy, P3, K3;n) dla n < 7 oraz (Cy, By, Ko;n) dla n < 6.

Exoo i Reynolds [26] wyznaczyli warto$¢ liczby Ramseya R(Cy, K3, K3) = 17. Poniewaz
K3 C Bs, to z monotonicznosci liczb Ramseya wynika dolne oszacowanie R(Cy, Bs, K3) >
17.

Teraz udowodnimy gérne oszacowanie. Po pierwsze zauwazmy, ze jezeli w 3-kolorowaniu
grafu pelnego K7 istnieje wierzchotek o stopniu deg,(u) > 8, to zawiera ono czerwony cykl
C}y, niebieska ksiazke By lub zielony graf pelny K3. Wynika to z faktu, ze R(Cy, P3, K3) =
8 [1], wiec w kolorowaniu indukowanym przez wierzcholki Ny(u) istnieje czerwony cykl Cly,
niebieska Sciezka P3 lub zielony graf pelny K3. W drugim przypadku niebieska $ciezka Pj
wraz z wierzchotkiem u tworzy niebieska ksiazke Bs.

Z podobnej argumentacji oraz wartosci R(Cy, Ba, K3) = R(Cy, B2) = 7 |1] wynika,
ze dla kazdego wierzchotka u zielony stopien deg,(u) < 6. Dodatkowo z liczby Turana
t(17) = 36 (zobacz tabela 2.1) wynika, ze jezeli dla kazdego wierzchotka v czerwony stopien
deg,(v) > 4, to kolorowanie to zawiera czerwony cykl Cy. Pozostaly wiec do rozpatrzenia

trzy mozliwosci:

e istnieje wierzcholek v taki, ze deg,(v) = 3, degy(v) =7, degy(v) =6
dla kazdego grafu G; € (Cy, Ps, K3;7) oraz Gy € (Cy, Bs, Ko;6) uzylisSmy algo-
rytmu 5.3 i uzyskalismy 8 kolorowarni typu (Cy, By, K3;14) z wierzchotkiem v takim,
ze degy(v) = 7 oraz deg,(v) = 6. Nastepnie uzyliSmy algorytmu 5.2 i tworzyli-
Smy jednowierzchotkowe rozszerzenia tych o$miu kolorowan otrzymujac podzbiory
wszystkich kolorowan typu (Cy, By, K3;n) dla n € {15,16,17}. Liczno$¢ tych zbio-

row wynosita odpowiednio: 6, 43, 0.

e istnieje wierzcholek v taki, ze deg,(v) = 4, degy(v) =7, degy,(v) =5

podobnie, dla wszystkich Gy € (Cy, P3, K3;7) oraz Gy € (Cy, By, K5;5) znalezliSmy
26355 kolorowari typu (Cy, Be, K3;13) z wierzchotkiem v takim, ze deg,(v) = 7 oraz
degy(v) = 5. Nastepnie wyznaczyliSmy zbiory kolorowan typu (Cy, Bs, K3;n) dla
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n € {14,15,16,17}. Liczno$¢ tych zbiorow wynosi odpowiednio: 470854, 515882,
3444, 0.
e istnieje wierzcholek v taki, ze deg,(v) = 4, degy(v) = 6, deg,(v) =6

ponownie, dla kazdego G € (Cy, P3, K3;6) 1 Gy € (Cy, By, K5;6) znalezlismy 132266
kolorowan typu (Cy, By, K3; 13) zawierajacych wierzchotek v taki, ze deg,(v) = 6 oraz
deg,(v) = 6. Nastepnie wyznaczylismy zbiory (Cy, B, K3;n) dlan € {14,15,16,17},
ktorych licznosé wynosita odpowiednio: 4077662, 8109281, 56653, 0.

Podsumowujac, oznacza to, ze zbior (Cy, By, K3;17) = () oraz R(Cy, By, K3) =17 [
Twierdzenie 5.8 (Boza, Dybizbaniski, Dzido [6]).

R(C4, By, B) = 19.

Dowdd. Dolne oszacowanie R(Cy, By, By) > 19 uzyskaliSmy stosujac algorytm 5.4, ktory
wyznaczyt kolorowanie typu R(Cy, By, Bs; 18) (zobacz rysunek 5.4).

X32233133123122221
3X3212211312332233
23X313222232313112
223X31222313231132
3113X3222132332122
32313X322111222333
122223X13321323123
3122221X1321323233
31222231X233331231
132311332X33222321
2131312233X2212333
32232111332X223213
133232333222X11322
2313322232121X3312
22312233122313X332
221113122332333X22
2313232332312132X1
13222333113322221X

Rysunek 5.4: Kolorowanie typu (Cy, By, Bs; 18).

Aby wyznaczy¢ gérne oszacowanie, korzystaliémy z podobnej argumentacji jak w do-
wodzie twierdzenia 5.7. Poniewaz R(Cy, P3, By) = R(Cy4, By, P3) = 9 [1], to dla kazdego
wierzchotka u w kolorowaniu typu (Cy, B, K3;19) stopnie degy(u) < 8 oraz deg,(u) < 8.
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Z liczby Turana t(19) = 42 [16] wynika, ze w kolorowaniu grafu pelnego K9 bez czer-
wonego cyklu Cy istnieje wierzchotek v taki, ze deg,(v) < 4. Pozostaly nam do rozpatrzenia

cztery mozliwosci:

e istnieje wierzcholek v taki, ze deg,(v) =4, degy(v) =7, deg,(v) =7

dla kazdego grafu G € (Cy, P3, By;7) oraz Gy € (Cy, By, P3;7) uzyliSmy algo-
rytmu 5.3 i uzyskalismy 621308 kolorowan typu (Cy, B, Bs; 15) z wierzcholtkiem v
takim, ze deg,(v) = 7 oraz deg,(v) = 7. Nastepnie uzylismy algorytmu 5.2 tworzac
jednowierzchotkowe rozszerzenia tych kolorowan i otrzymaliémy podzbiory koloro-
wan typu (Cy, By, K3;n) dla n € {16,17,18,19}. Liczno$¢ tych zbioréw wynosila
odpowiednio: 731002, 18285, 7, 0.

e istnieje wierzchotek v taki, ze deg,(v) = 4, degy(v) = 8, degy(v) = 6 (sytuacja, w
ktorej degy(v) = 6, deg,(v) = 8 jest symetryczna)

podobnie, dla kazdego G € (Cy, Ps, B2;8) i Gy € (Cy, By, Ps;6) uzyskalismy 10488
kolorowan typu (Cy, Bs, Bs; 15) zawierajacych wierzchotek v taki, ze deg,(v) = 6 oraz
deg,(v) = 6. Nastepnie wyznaczylismy podzbiory zbioru kolorowan typu (Cy, Ba, Bs;
n) dla n € {16,17,18}. Licznos¢ tych zbioro6w wynosita odpowiednio: 28733, 1807,
0.

e istnieje wierzcholek v taki, ze deg,(v) = 3, degy(v) = 8, deg,(v) = 7 (sytuacja
degy(v) =7, deg,(v) = 8 jest symetryczna)
w tym przypadku algorytm 5.3 zastosowany dla grafow Gy € (Cy, P3, Bo;8) oraz
Gs € (Cy, By, P3;7) zwrocil pusty zbior kolorowan.

e istnieje wierzcholek v taki, ze deg,(v) = 2, degy(v) =8, deg,(v) =8

w tym przypadku algorytm 5.3 zastosowany dla grafow G, € (Cy, Ps, By;8) oraz
Go € (C4, Bs, P3; 8) zwrocit pusty zbior kolorowari.

Podsumowujac, (Cy, Ba, Bo;19) = () oraz R(Cy, Bo, By) = 19. O

5.3.2 Nowe oszacowania tréjkolorowych liczb Ramseya

Twierdzenie 5.9 (Boza, Dybizbanski, Dzido [6]).

R(Cy, By, Ky) < 36.
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Dowod. Dow6d przeprowadzimy nie wprost. Zalozmy, ze istnieje 3-kolorowanie kliki K3
typu (Cy, By, K4;36). Poniewaz R(Cy, P3, Ky) = 13 [1], to kazdy wierzcholek v € V(K4)
musi by¢ stopnia deg,(v) < 12. Gdyby pewien wierzchotek u byl stopnia deg,(u) > 13,
to w grafie indukowanym przez wierzcholtki N(u) bytaby niebieska $ciezka Ps, ktora wraz
z wierzchotkiem u tworzytaby niebiesky ksiazke B,. Podobnie, korzystajac z wyznaczonej
w tej rozprawie wartosci R(Cy, By, K3) = 17, wiemy, ze dla kazdego wierzchotka u, jego
zielony stopien deg,(v) < 16. Czerwony stopien wszystkich wierzchotkow musi wiec spel-
nia¢ deg,(v) = 35 — degy(v) — degy(v) > 7, wiec krawedzi pokolorowanych na czerwono
jest co najmniej e(G") > 126. Z twierdzenia 2.22 wynika, ze t(36) < 115, wiec kolorowanie
zawiera czerwony cykl Cj.

[

Twierdzenie 5.10 (Dybizbanski, Dzido [18]).
R(Cy,Cy, Ky) > 20,

R(Cy, K3, Ky) > 2T,
R(Cy, By, Ky) > 28.

Dowod. We wszystkich przypadkach zastosowaliSmy algorytm 5.4, ktory wyznaczyt ko-
lorowanie typu (Cy, Cy, K4;19) (zobacz rysunek 5.5), kolorowanie typu (K3, Cy, Ky4;26)
(zobacz rysunek 5.6) oraz kolorowanie typu (Cy, By, K4;27) (zobacz rysunek 5.7).

0

5.3.3 Trojkolorowe liczby Ramseya z cyklem C, oraz grafem Ks3+e

Lemat 5.11 Jezeli graf G o n wierzchotkach zawiera trzy niepotgczone ze sobg wierzchotki
v1, g, U3, ktorych suma stopni spetnia deg(vy) + deg(ve) + deg(vs) > n, to graf ten zawiera
cykl Cy.

Dowdd. 7 zasady sumy wynika, ze |N(v1)UN (v2) UN (vs)| = [N (v1)|+|N(v2)|+|N(vs)| —
|N(v1) N N(vg)| — |N(v1) N N(v3)| — | N(vg) NN (v3)| 4+ |N(v1) N N(vg) N N(v3)|. Poniewaz
wierzcholki vy, v9, v3 nie sa ze soba polaczone, to |N(v1) U N(vg) U N(v3)| < n — 3 oraz
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X123323313233133233
1X33223323131331332
23X2331333233121113
332X232133313132331
3232X12313313331332
22331X3213123332133
331223X333323231231
3331323X31312322313
12331133X3232233331
333333313X322313122
2123313323X33233133
33311221323X3231333
313333322233X313311
1311332323223X33133
33233332313313X3121
311212123331333X333
2313312331133113X23
33133331323313232X2
323123131233131332X

Rysunek 5.5: Kolorowanie typu (Cy, Cy, K4;19).

|N(v1) N (va) |4+ |N(v1) NN (v3)| 4+ | N (ve) NN (v3)| > deg(v1)+deg(vy) +deg(vs) — | N (v1)U
N(ve) UN(vs)| > n —n+3 = 3. Czyli istnieja dwa wierzcholki v;,v; dla i,j € {1,2,3},
ktore spetniaja |N(v;) N N(v;)| > 2, a wigc tworza cykl Cy O

Twierdzenie 5.12 (Boza, Dybizbanski, Dzido [6]).
R(C4, BQ, Kg + 6) = R<C4, BQ, Kg) = 17.

Dowdd. 7 twierdzenia 5.7 oraz monotonicznosci liczb Ramseya uzyskujemy dolne osza-
cowanie 17 = R(Cy, By, K3) < R(Cy, B, K3 + €). Oszacowanie gorne udowodnimy nie
wprost. Zalozmy, ze istnieje kolorowanie grafu pelnego G = K7 typu (Cy, By, K3+ ¢€; 17).
Rozwazmy takie kolorowanie. Poniewaz R(Cy, B, K3) = 17, to aby unikna¢ czerwonego
cyklu Cy oraz niebieskiej ksiazki By, w kolorowaniu G jest zielony trojkat. Oznaczmy
jego wierzchotki przez {vq,vs,v3}. Poniewaz unikamy grafu K3 + e w kolorze zielonym,
to zaden z wierzchotkéw trojkata nie moze mie¢ innej incydentnej z nim zielonej kra-
wedzi (czyli ich zielony stopien wynosi 2). Poniewaz R(Cy, Ps, K3 +¢) = 8 [1], to dla
kazdego 1 < i < 3 niebieski stopien deg,(v;) < 7. Wynika z tego, ze dla 1 < i < 3,
deg,(v;) = 16 — degy(v;) — degy(v;) > 7. Suma czerwonych stopni tych wierzchotkow wy-

nosi 21 > n, wiec z lematu 5.11 wynika, ze czerwony podgraf zawiera cykl Cj. ]
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Rysunek 5.6: Kolorowanie typu (Cy, K3, Ky; 26).

Twierdzenie 5.13 (Boza, Dybizbanski, Dzido [6]).

R(Cy, K3+ ¢, Ky) < max{R(Cy, K3, K4),29} < 32.

Dowdd. Xiaodong Xu i inni udowodnili, ze R(Cy, K3, K4) < 32 [80]. Z twierdzenia 5.10
wiemy, ze R(Cy, K3, Ky) > 27, wiec R(Cy, K3 + e, Ky) > 27. Rozpatrzmy dwa przypadKki.

Po pierwsze zalozmy, ze R(Cy, K3, K4) < 28. Musimy pokazac, ze R(Cy, K3 +e, Ky) <
29. Rozwazmy dowolne 3-kolorowanie grafu pelnego Ksg. Poniewaz R(Cy, K3, Ky) < 28,
to aby unikngé¢ czerwonego cyklu C) oraz zielonego grafu pelnego Kj, kolorowanie to
musi zawiera¢ niebieski trojkat. Oznaczmy jego wierzcholtki przez vy, vy oraz vs. Jezeli
dowolny z tych wierzchotkow jest potaczony niebieska krawedzia z dowolnym w zbiorze
V(G) \ {v1,v2,v3} to powstaje graf K3 + e. Wiemy wiec, ze dla kazdego ¢ € {1,2,3}
niebieski stopieni degy(v;) = 2, dodatkowo z liczby Ramseya R(Cy, K3 + e, K3) = 17 [1]
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Rysunek 5.7: Kolorowanie typu (Cy, By, Ky; 27).

10. Poniewaz suma czerwonych

stopni wierzchotkéw vy, v 1 v3 wynosi co najmniej 30 > n, to z lematu 5.11 wynika, ze

wiemy, ze deg,(v;) < 16, a wiec deg,(v;) > 28 —2 — 16

graf ten zawiera czerwony cykl Cy.

W drugim przypadku, gdy R(Cy, K3, Ky) > 29, musimy pokaza¢, ze R(Cy, K3 +

e, Ky) < R(Cy, K3, Ky) (

liczb Ramseya daje

2

Scig

ta wraz z monotoniczno

2 2

nieré6wnosé

2

rownosc¢). Podobnie jak w pierwszym przypadku dowolne kolorowanie typu (Cy, K3 +

€, K4a R(C47 K37 K4))

bieski trojkat (vy, va, v3) ijego wierzcholki spetniaja

,

musi zawieraé nie

degy(v;) = 2 oraz degy(v;) < 16, a wiec deg,(v;) > R(Cy, K3, K4) — 19. Poniewaz suma
czerwonych stopni wierzchotkow vy, v9 1 v3 wynosi co najmniej 3 - (R(Cy, K3, Ky) — 19) >

R(Cy, K3, Ky), to z lematu 5.11 wynika, ze graf ten zawiera czerwony cykl Cj.
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5.3.4 Czterokolorowe liczby Ramseya

W przypadku czterokolorowych liczb Ramseya pracowaliémy nad dolnymi oszacowa-
niami liczb typu R(Cy, Cy, Hy, Hs), gdzie Hy oraz Hy byly jednym z grafow Cy, K3 lub
K,. Jedyna znang dokladna wartoscia tego typu liczb jest R(Cy, Cy, Cy, Cy) = 18. Dolne
oszacowanie wyznaczyt w 1983r. Exoo [25], a gorne zostalo wyznaczone w 2007r. przez
Sun Yongqi i innych |75]. Liczbami tego typu zajmowat sie Radziszowski i Xu w pracy |68|
oraz razem z Shao w pracy [65]. Wszystkie znane dotychczas oszacowania dla liczb tego

typu oraz podsumowanie wynikéw tego podrozdzialu przedstawia tabela 5.3.

Liczba Dotychczas znane | Nowe dolne
oszacowanie oszacowanie

R<C47 047 04; 04) 18 [25, 75]
R(Cy, Cy, Cy, K3) 21-27 (68) 24
R(Cy,Cy, Cy, Ky) 31-50 (65 34
R(Cy, Cy, K3, K3) 28-36 (o2 30
R(Cy,Cy, K3, Ky) 42-76 1651 43
R(Cy, Cy, Ky, Ky) 87-179 (e5)

Tabela 5.3: Oszacowania czterokolorowych liczb Ramseya postaci R(Cy, Cy, Hy, Hy) dla
H17 H2 € {047 K37 K4}

Twierdzenie 5.14 (Dybizbanski, Dzido [18]).
R(Cy,Cy,Cy, K3) > 24,
R(C4, 04, C4, K4) > 34,

R(Cy, Cy, K3, K3) > 30,

R(Cy, Cy, K3, Ky) > 43.
Dowdd. We wszystkich przypadkach zastosowalismy algorytm 5.4, ktéry wyznaczyt
e kolorowanie typu (Cy, Cy, Cy, K3;23) (zobacz rysunek 5.8 lub rysunek 5.9),
e kolorowanie typu (Cy, Cy, Cy, K4;33) (zobacz rysunek 5.10),

e kolorowanie typu (Cy, Cy, K3, K3;29) (zobacz rysunek 5.11) oraz
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e kolorowanie typu (Cy, Cy, K3, Ky4;42) (zobacz rysunek 5.12).

Rysuneku 5.9 przedstwaia graficzng prezentacje grafu o macierzy incydencji przed-

stwionej na rysunku 5.8. W drugiej kolumnie przedstawione sa grafy indukowane przez

odpowiednie kolory a w trzeciej ich izomorficzne kopie z wyr6znieniem wybranych zbio-

2

row nieza

leznych (w przypadku koloru niebieskiego) oraz cyklow Hamiltona (w przypadku

pozostatych kolorow).

HHON NN P AFTNAODOFANNNNONO A
HONF N A NONONNTOH MO A H A NN B
HOAONFTOOFLIFIANNNNNNN A NN O
HONAOHENFNAONNN A A F N A NN
NN AN AN A NN P A MmN A m
NN AAFNNNNAAAPOFMNOSH NN
NN ANOFANNNNOFAAFTONROOF N AN
NN FHANNNNP APOARODEHA A NDN
NN NFOONNAANFFO AR AFTOF A NON
NN ONONSHNA NN A® S NN S
NN N FNANHNN A AN Ao HFNN OO
NN FNONDNF NP A H 0NN
MOEAH NSO A NN ANNFFOANOF NN
M A M A ND A PO P ANNNNNN NN N
MOAN NN ARONFI A A NNNONT O
MO A A NA DR APONNNNNNNNH NN S
F A AN NN OF AN AFANNNANODO S
FANMOHNANOANNND A A FNHH NN
FOANNAHRONNNNOOFOOFFE A AONAN
FONRAONANAFANNFON A NAONN
FEHOANNNAAAONFONNNNN AN A F O
FHRIOANAALFOAANNNTNTNNNN®DON
M FOMOMANNANNANNNN A

Rysunek 5.8: Kolorowanie typu (Cy, K3, Cy, Cy;23).
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Rysunek 5.9: Kolorowanie typu (Cy, K3, Cy, Cy; 23).
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X44444444444444444444333322221111

4X4444444444333322111442144424444

44X333322211444444441441444244444
443X32133121443142442434444244444
4433X1211231444434442442443444421
44321X3213224444444134414344441424
443123X121124444444424431444444414
4423121X32124412434434444441443414
44231123X1234244444414434424444414
442123121X334434411434424444444414
4412321123X3434424444341444444442
44111222333X4144144444432444244414
434444444444X311213214432444144414
4344444424313%Xx1213214222444444413
43434441434411X321212444342432444
434144424444123X32221344441443431
4244344444212123X3134412244414444
42424443414413123X122444344424444
414444444144322211X33143444444431
4144414444442112323X3441144434424
41122323134414214233X244444444414

344444444434424344142X34411143212

3443444444444244144443X4231212123

32142134321332442431444X32441444214
314444144442243423414423X13231244

2444434444444444444441321X1231332

24443444244444214444411431X322233

242244414444444444444124223X13313

2244444444421434124344113321X1344

14444444444444234444432411231%Xx321

144441434444444444444214232333X12

1444244444444143443211244331421X2

14441444442443414414423442334122X

Kolorowanie typu (Cy, Cy, Cy, Ky4; 33).

Rysunek 5.10

X444444444443333833338333222111

4X333332221144444333333441444
43X22113333233833344444144241414
432X12133332333314444424444141
4321X12333313383334444244424114
43121X23333133333444441444442
431122Xx33183333221444424441434
4233333X122144444332133444441
42333331X11242414333333444241
423333121X13444443333324424114
4133333211X244444331333444422
41221131232X121334444434414414
343333344441X1122444442333323
3433333424421X212444441333313

34333324444112X21444214213333

343333241443212X1444441123333
3431331444432211X442414333323

33444443333444444%X12212123333

334444433334444441X1221333323

3344444233144444221%X121213333

33444441333444244221X12333313

334424233334441411221X4333313

3312414332332141421124X334343
244444444444332131832833x11132

244444444444331232313331Xx2231

2124241442413333333333412Xx124
14444444244433333333333121X12

144414344124213323231143321X2

1441424114243333333333321422X

Kolorowanie typu (Cy, Cy, K3, K3;29).

Rysunek 5.11
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X44444444444444444444444433333333222211111

4X4444444444333333333211144443322421144321

44X333332111444443332444143324342144344413

443X22213331333314441244434144433443443444
4432X2121333333334412444414243433421442444
44322X113213333334244444434444431443143444
443211X13333333224444441414444433443243444
4431211X313333333444444443444443344342244214
44231333X212441413333444443314344444342433
441332312X22442443333442443314314444314433
44133183312X1444443333444443224344442344423
441133833221X444442313444443334344244344432
434333334444%X12214442333343344444214344413

4343333344441%X2124441323343344444424344213
434333833124422X114444333143342421444344133
434333234444211X24414333343344244444342133
4341332314441212X1424333343344444424344433
43344444333244441X112313324434234444444224
433442443333444441X21333344424244331234444
4334144433314441212X2313344434144434421444

43212444333321444212X1333444141444344444424
424244444444333333331X221344133244144444424

4144444444443233313132X2131434343443243244

41444414424433333333322X2344133434444441424

411444444444331333333112X32424343213443444

3443131344444444424443333%X2442412332432341

343444443333833333444441422X111444334234312

34312444332383383334444444441X22444334134312

3424444411234444432311312412%X4244344434344

33443444444444244444434342124%X412113323133

333444443333444242211333344424%X44334144244
3243333341444424434442444144414X18332431344

322331833444444144444443332444241X8321431344

2414444444422444443444442383331333Xx23323133

22442444444412442433314413833413322X3313433

21431333442444444414443432444342133X432344
213441243333333334244424442143144334X14322

1444444241444444443244444333324332131X3233

14432332244444424441443432444341133243X344
134444444444421142444421433331233143323X33
1214444433231133324444444411434443342343X1
11344444333233333444444441224344433423431X

Kolorowanie typu (Cy, Cy, K3, K4;42).

Rysunek 5.12



Rozdzial 6

Podsumowanie 1 kierunki dalszych
badan

Najbardziej oczekiwany jest postep w klasycznych liczbach Ramseya. W przypadku
dwoch matych grafow pelnych, na przestrzeni ostatnich lat, postep jest niewielki i glownie
dotyczy dolnych oszacowan, ktore wcigz znacznie odbiegaja od ich gornych odpowiedni-
kow. Ciekawe sg badania dotyczace oszacowania roznicy R(3,n + 1) — R(3,n). Aktualnie
wiadomo, ze wynosi ona co najmniej 3, ale wydaje sie, ze jest wieksza dla dostatecznie
duzych n. Najwieksza nadzieje na wyznaczenie kolejnej liczby Ramseya mozna mie¢ w
przypadku trojkolorowej liczby R(3,3,4), o ktorej wiadomo, ze wynosi 30 lub 31. Duzy
nacisk polozony jest takze na polepszenie dolnego oszacowania liczby R(3, 3,3, 3). Dzisiaj
znane jest 4-kolorowanie grafu petlnego na 50 wierzchotkach, ktore nie zawiera jednobarw-
nego trojkata. W kolorowaniu tym réznice pomiedzy maksymalnym i minimalnym stop-
niem wierzchotkoéw w odpowiednich kolorach sa duze. Jest to nietypowe dla krytycznych

kolorowan i daje nadzieje na poprawe tego oszacowania.

W prezentowanej rozprawie zajmowali$my sie liczbami Ramseya, ktorych jednym z pa-
rametrow byt cykl Cy. W przypadkach liczb R(Cy, Ks,,) i R(Cy, W,,) nie nalezy spodzie-
waé sie znacznej poprawy goérnego oszacowania poniewaz zaroéwno twierdzenie Harbortha
i Mengersen (twierdzenie 3.1) jak i zaprezentowane w tej rozprawie twierdzenie 4.1 daje
rowno$¢ dla pewnej nieskonczonej podklasy grafow. Myéle jednak, ze w obu przypadkach
mozliwe bedzie wyznaczenie doktadnych wartosci liczb dla kolejnych matych parametrow.
W przypadku tréjkolorowych liczb Ramseya z cyklem Cy, mysle ze najtrudniejszym przy-

padkiem jest liczba R(Cy, K4, K4) oraz ze w najblizszym czasie mozliwe bedzie wyznaczenie
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liczby R(Cy, Cy, K4), ktorej dolne oszacowanie zostalo wyznaczonej w tej rozprawie.

Inne, szerzej badane w ostatnich latach liczby to miedzy innymi: dwukolorowe liczby dla
grafow pelnych bez jednej krawedzi, liczby dla trzech $ciezek (lub trzech cykli) tej samej
dhugosci, trojkolorowe liczby Ramseya dla dtuzszych cykli i Sciezek oraz liczby, ktorych

parametrami s grafy ztozone z kilku roztacznych kopii tego samego grafu.
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