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Liczby Ramseya z cyklem C4

Streszczenie

Dla grafów H1, H2, ..., Hm grafowa liczba Ramseya R(H1, H2, ..., Hm) to najmniej-

sza liczba naturalna n taka, »e dla dowolnego m-kolorowania kraw¦dziowego grafu peªnego

G = Kn istnieje i (1 ≤ i ≤ m) takie, »e graf G zawiera podgraf izomor�czny z Hi, któ-

rego wszystkie kraw¦dzie s¡ w kolorze i. W rozprawie rozwa»amy grafowe liczby Ramseya,

których jednym z parametrów jest cykl C4. Rozpoczniemy (rozdziaª 1) od omówienia wy-

branych znanych wyników dla klasycznych liczb Ramseya (gdy grafy Hi s¡ klikami) oraz

dwu- i wielokolorowych grafowych liczb, których przynajmniej jednym parametrem jest

cykl.

W rozdziale 3 rozpatrzymy liczby postaci R(C4, K2,n) wyznaczaj¡c dokªadne warto-

±ci dla n = 14, 15, 18, 38 oraz dowodz¡c górne oszacowanie, które w niesko«czenie wielu

przypadkach poprawia wynik otrzymany przez Harbortha i Mengersen [36]. Dokªadniej,

poka»emy, »e je»eli n ≥ 2 jest parzyste, q = ⌈
√
n⌉ nieparzyste oraz n− (q − 1)2 ≤ q/2, to

R(C4, K2,n) ≤ n+ 2q − 1.

W rozdziale 4 omówimy liczby R(C4,Wn), gdzie Wn jest koªem o n wierzchoªkach.

Poka»emy, »e dla ka»dej liczby naturalnej n ≥ 11, R(C4,Wn) ≤ n + ⌊
√
n− 2⌋ + 1.

Wynik ten poprawia dotychczas znane górne oszacowanie uzyskane przez Surahmata i

innych [79]. Dodatkowo, za pomoc¡ mody�kacji grafów Erd®sa-Rényiego, poka»emy, »e

R(C4,Wq2+1) = q2 + q + 1, gdzie q ≥ 4 jest pot¦g¡ liczby pierwszej.

W rozdziale 5 omówimy trój- i czterokolorowe liczby Ramseya, których przynajmniej

jednym z parametrów jest cykl C4 a jako pozostaªe parametry przyjmiemy dowolne grafy

o maksymalnie czterech wierzchoªkach. Za pomoc¡ metod kombinatorycznych oraz algo-

rytmów komputerowych wyznaczymy warto±ci liczb R(C4, C4, B2) = 16, R(C4, B2, K3) =

R(C4, B2, K3+e) = 17, R(C4, B2, B2) = 19 oraz wyznaczymy szereg oszacowa« nieznanych

dotychczas liczb.

Wyniki zawarte w rozprawie zostaªy opublikowane w pracach [6, 18] oraz umieszczone

w zaakceptowanych do druku pracach [17, 19]. Rozprawa zostaªa cz¦±ciowo s�nansowana

ze ±rodków Narodowego Centrum Nauki przyznanych na podstawie decyzji numer DEC-

2012/05/N/ST6/03063.

Sªowa kluczowe: grafowe liczby Ramseya, wielokolorowe liczby Ramseya, kolorowanie

kraw¦dziowe, kolorowania krytyczne, cykle, cykl C4, grafy C4-wolne, grafy dwudzielne,

koªa

Matematyczna Klasy�kacja Dziedzin AMS 2000: 05C55, 05D10, 05C15
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Ramsey numbers involving cycle C4

Abstract

For given graphs H1, H2, ..., Hm graph Ramsey number R(H1, H2, ..., Hm) = n is

the smallest integer n such that if we arbitrarily color the edges of the complete graph of

order n with m colors, then it contains a monochromatic copy of Hi in color i, for some

1 ≤ i ≤ m. In presented dissertation we consider graph Ramsey numbers for quadrilateral

(with C4 as one of the parameters). First, in Chapter 1, we present selected known results

for classical Ramsey numbers (when graphs Hi are cliques) and for two and multicolor

graph Ramsey numbers involving cycles.

In Chapter 3, we consider Ramsey numbers R(C4, K2,n) and prove upper bounds

which in in�nitely many cases improve results of Harborth and Mengersen [36]. Spe-

ci�cally, we show that if n is even, q = ⌈
√
n⌉ is odd, and n − (q − 1)2 ≤ q/2, then

R(K2,2, K2,n) ≤ n+2q−1. The latter bound gives the exact value R(K2,2, K2,18) = 27 and

R(K2,2, K2,38) = 51. Moreover, we show that R(K2,2, K2,14) = 22 and R(K2,2, K2,15) = 24.

In Chapter 4, we consider Ramsey number of C4 versus wheel of order n. We show that

R(C4,Wn) ≤ n + ⌊
√
n− 2⌋ + 1, for n ≥ 11. This result improve results of Surahmat et

al. [79]. Moreover by modi�cation of the Erd®s - Rényi graphs we obtain the exact value

R(C4,Wq2+1) = q2 + q + 1, for q ≥ 4 being a prime power. In addition, we provide the

exact values of Ramsey numbers R(C4,Wn), for 13 ≤ n ≤ 17.

In the last chapter we consider 3 and 4-color Ramsey numbers involving C4 and gra-

phs with at most four vertices. Using combinatorial methods and computer algorithms

we obtain exact values of R(C4, C4, B2) = 16, R(C4, B2, K3) = R(C4, B2, K3 + e) = 17,

R(C4, B2, B2) = 19, and improve upper and lower bounds for several other multicolor

Ramsey number.

Results of the dissertation are published in [6, 18] or accepted for publication in [17, 19].

This research was partially funded by the Polish National Science Centre (contract number

DEC-2012/05/N/ST6/03063).

Key words: graph Ramsey numbers, multicolor Ramsey numbers, edge-coloring, critical

coloring, cycles, cycle C4, C4-free graphs, bipartite graphs, wheels

AMS Mathematical Subject Classi�cation 2000: 05C55, 05D10, 05C15
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Rozdziaª 1

Wprowadzenie

W 1930 roku angielski matematyk, ekonomista i �lozof Frank Ramsey udowodniª na-

st¦puj¡ce twierdzenie, które staªo si¦ przedmiotem szeregu bada« i dzisiaj nazywane jest

jego imieniem.

Twierdzenie 1.1 (Ramsey [69]). Dla dowolnych liczb naturalnych r i m oraz dla dowol-

nego ci¡gu liczb naturalnych k1, k2, ..., km istnieje liczba naturalna n taka, »e:

(*) dla dowolnego zbioru X, |X| ≥ n oraz podziaªu
(
X
r

)
= A1 ∪ A2 ∪ ... ∪ Am istnieje

1 ≤ i ≤ m oraz zbiór Y ⊆ X o co najmniej ki elementach taki, »e
(
Y
r

)
⊆ Ai.

Symbolem
(
X
r

)
oznaczamy wszystkie r-elementowe podzbiory zbioru X. W przypadku

r = 1 twierdzenie to jest równowa»ne zasadzie szu�adkowej Dirichleta. W niniejszej rozpra-

wie b¦dziemy si¦ zajmowa¢ tylko przypadkami, gdy r = 2. Nieformalnie mówi¡c, twierdze-

nie 1.1 orzeka, »e w dostatecznie du»ej strukturze znajdziemy zorganizowan¡ podstruktur¦

o arbitralnym rozmiarze. Naturaln¡ konsekwencj¡ tego faktu jest pytanie jak du»a musi

by¢ ta struktura? Inaczej mówi¡c, jaka jest najmniejsza warto±¢ liczby n speªniaj¡ca wa-

runek (*)?

De�nicja 1.2. Dla r = 2 oraz dowolnego ci¡gu liczb naturalnych k1, k2, ..., km najmniejsz¡

liczb¦ naturaln¡ n speªniaj¡c¡ warunek (*) nazywamy liczb¡ Ramseya i oznaczamy przez

R(k1, k2, ..., km).

Podobnym problemem zajmowaªa si¦ w 1935 roku grupa w¦gierskich matematyków,

w której znajdowaª si¦ 20 letni wówczas Paul Erd®s. Esther Klein udowodniªa, »e w do-

wolnym zbiorze 5 punktów takich, »e »adne 3 z nich nie s¡ wspóªliniowe, zawsze mo»na
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znale¹¢ czworok¡t wypukªy oraz zapytaªa, czy mo»emy wyznaczy¢ liczb¦ N(n) tak¡, »e w

dowolnym zbiorze N(n) punktów, w którym »adne 3 nie s¡ wspóªliniowe, znajduje si¦ n

punktów wyznaczaj¡cych n-k¡t wypukªy. Problemem tym zajmowali si¦ Erd®s i Szekeres

w pracy [21]. Przedstawili dwa dowody faktu istnienia tych liczb. Pierwszy z nich zawiera

nowy dowód twierdzenia Ramseya daj¡cy lepsze górne oszacowanie dla liczb Ramseya.

1.1 Klasyczne liczby Ramseya

W 1953 roku na zawodach matematycznych The William Lowell Putnam Mathema-

tical Competition uczestnicy, jako jeden z problemów, mieli do rozwi¡zania zadanie o

nast¦puj¡cej tre±ci:

Graf peªny o 6 wierzchoªkach i 15 kraw¦dziach ma ka»d¡ kraw¦d¹ pokolorowan¡

na czerwono albo niebiesko. Udowodnij, »e istniej¡ 3 punkty, takie »e 3 ª¡cz¡ce

je kraw¦dzie maj¡ ten sam kolor.

�atwo zauwa»y¢, »e graf peªny o 5 wierzchoªkach i 10 kraw¦dziach pokolorowanych

dwoma kolorami, nie musi zawiera¢ jednokolorowego trójk¡ta. Fakt ten wraz z pozy-

tywnym rozwi¡zaniem powy»szego zadania wyznacza dokªadn¡ warto±¢ liczby Ramseya

R(3, 3) = 6.

Zadanie mo»na przeformuªowa¢ i zapyta¢: ile osób nale»y zaprosi¢ na przyj¦cie, aby

byªy w±ród nich trzy znaj¡ce si¦ wzajemnie lub trzy, które si¦ wzajemnie nie znaj¡? Id¡c

dalej, ile osób nale»y zaprosi¢, aby byªo w±ród nich n znaj¡cych si¦ wzajemnie lub n, które

si¦ wzajemnie nie znaj¡. Trudno±¢ wyznaczania dokªadnych warto±ci liczb Ramseya Paul

Erd®s cz¦sto opisywaª w formie zabawnej anegdoty. W �lmie dokumentalnym z 1993 roku

�N is a Number - A Portrait of Paul Erd®s� opowiada:

Przypu±¢my, »e zªy duch powie ludzko±ci: podajcie odpowied¹ dla 5 osób (do-

kªadn¡ warto±¢ R(5, 5) z dowodem poprawno±ci) albo doprowadz¦ do ekster-

minacji ludzkiej rasy. Najlepszym co mogliby±my zrobi¢, to zaanga»owanie

wszystkich matematyków oraz wszystkich komputerów, aby obliczy¢ »¡dan¡

warto±¢. Je»eli jednak zapyta o 6 osób, najlepsze co mogliby±my zrobi¢, to

stara¢ si¦ zniszczy¢ go, zanim on zniszczy nas.
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Faktycznie, 20 lat po opowiedzeniu tej historii ci¡gle nie jest znana dokªadna warto±¢

R(5, 5). Wiadomo jedynie, »e liczba ta jest pomi¦dzy 43 [24] a 49 [56]. O liczbie R(6, 6)

wiadomo, »e jest pomi¦dzy 102 [44] a 165 [54]. Dotychczas policzono tylko 9 dokªadnych

(nietrywialnych) warto±ci dwukolorowych liczb Ramseya. Wszystkie znane warto±ci wraz

z autorami i rokiem odkrycia przedstawia tabela 1.1.

Rok Liczba Autorzy
wyznaczenia i warto±¢

≤ 1953 R(3, 3) = 6
1955 R(3, 4) = 9 Greenwood, Gleason [33]

R(3, 5) = 14
R(4, 4) = 18

1964 R(3, 6) = 18 Kéry [42]
1968 R(3, 7) = 23 Graver, Yackel [32]
1982 R(3, 9) = 36 Grinstead, Roberts [34]
1992 R(3, 8) = 28 McKay, Zhang Ke Min [57]
1995 R(4, 5) = 25 McKay, Radziszowski [55]

Tabela 1.1: Warto±ci klasycznych liczb Ramseya.

W 4 ostatnich wierszach tabeli przedstawieni s¡ autorzy górnych oszacowa«. Dolne osza-

cowania wyznaczone zostaªy wcze±niej przez Kalb�eischa w pracy [43] dla liczb R(3, 7) i

R(3, 9) oraz w pracy [44] dla liczby R(4, 5). Dolne oszacowanie liczby R(3, 8) wyznaczone

zostaªo wraz z warto±ci¡ liczby R(3, 9) przez Grinsteada i Robertsa [34]. Przy wyznaczaniu

trzech ostatnich warto±ci z tabeli 1.1 u»ywane byªy komputery.

W przypadku wi¦kszej liczby kolorów dokªadna warto±¢ klasycznych liczb Ramseya

znana jest tylko w jednym przypadku. W 1955 roku Greenwood i Gleason [33] wyznaczyli

warto±¢ R(3, 3, 3) = 17. Oczywi±cie badane s¡ tak»e inne liczby i znane s¡ ogranicze-

nia ich warto±ci. Wszystkie znane dokªadne warto±ci oraz oszacowania dla ró»nego typu

liczb Ramseya mo»na znale¹¢ w regularnie aktualizowanej pracy przegl¡dowej Radziszo-

wskiego [64].
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1.2 Grafowe liczby Ramseya

O liczbach Ramseya cz¦sto mówi si¦ w j¦zyku teorii grafów. Wszelkie de�nicje i ozna-

czenia wraz z podstawowymi twierdzeniami przedstawiono w rozdziale 2. W j¦zyku teorii

grafów de�nicj¦ równowa»n¡ de�nicji 1.2 mo»na przedstawi¢ nast¦puj¡co.

De�nicja 1.3. Klasyczna liczba Ramseya R(k1, k2, ..., km) to najmniejsza liczba na-

turalna n taka, »e dla dowolnego m-kolorowania kraw¦dziowego grafu peªnego G = Kn

istnieje i (1 ≤ i ≤ m) takie, »e graf G zawiera podgraf izomor�czny z Kki (grafu peªnego

o ki wierzchoªkach), którego wszystkie kraw¦dzie s¡ w kolorze i.

Rozpatruje si¦ wiele pokrewnych problemów, gdzie w kolorowaniu kraw¦dziowym grafu

peªnego Kn nie szukamy grafów peªnych zadanego rozmiaru lecz innych grafów. Liczby te

s¡ zde�niowane w nast¦puj¡cy sposób:

De�nicja 1.4. Dla dowolnych grafów H1, H2, ..., Hm grafowa liczba Ramseya R(H1,

H2, ..., Hm) to najmniejsza liczba naturalna n taka, »e dla dowolnego m-kolorowania kra-

w¦dziowego grafu peªnego G = Kn istnieje i (1 ≤ i ≤ m) takie, »e graf G zawiera podgraf

izomor�czny z Hi, którego wszystkie kraw¦dzie s¡ w kolorze i.

Badane s¡ tak»e inne, nierozpatrywane w tej rozprawie, warianty problemu. S¡ to mi¦-

dzy innymi: (a) dwudzielne liczby Ramseya, wprowadzone przez Beineke i Schwenka [4]

w 1975 roku, jest to problem polegaj¡cy na wyznaczeniu najmniejszej liczby n takiej,

»e dowolne kolorowanie kraw¦dziowe peªnego grafu dwudzielnego Kn,n zawiera podgraf

izomor�czny z zadanym grafem dwudzielnym Hi, którego wszystkie kraw¦dzie s¡ w ko-

lorze i; (b) kraw¦dziowe liczby Ramseya, wprowadzone przez Erd®sa, Faudree, Rousseau

i Schelpa [23], czyli problem polegaj¡cy na wyznaczeniu najmniejszej liczby n takiej, »e

istnieje graf o n kraw¦dziach, którego ka»de kolorowanie kraw¦dziowe zawiera podgraf

izomor�czny z Hi, o kraw¦dziach w kolorze i; (c) wariant online kraw¦dziowych liczb

Ramseya, zostaª wprowadzony niezale»nie przez Becka [3] oraz Kurka i Ruci«skiego [48]

jest to gra, w której ka»da runda polega na wskazaniu kraw¦dzi przez jednego gracza oraz

pokolorowaniu jej przez drugiego. Gra ko«czy si¦, gdy po pokolorowaniu kraw¦dzi przez

drugiego gracza powstaª jeden z zabronionych grafów Hi zbudowany z kraw¦dzi w kolorze

i. Warto±ci¡ takiej liczby Ramseya jest minimalna liczba tur, w której gra si¦ zako«czy

(przy optymalnej grze obu graczy).
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1.3 Historia problemów

W niniejszej rozprawie zajmowa¢ si¦ b¦dziemy grafowymi liczbami Ramseya, w których

jednym z parametrów jest cykl C4. W tym podrozdziale opiszemy najlepsze znane wyniki

dla liczb, których jednym z parametrów jest cykl Cn. W szczególno±ci tych, w których

wyst¦puje cykl C4.

1.3.1 Cykle i ±cie»ki

W 1974 roku Faudree, Lawrence, Parsons oraz Schelp wyznaczyli dokªadne warto±ci

wszystkich dwukolorowych liczb Ramseya dla ±cie»ek i cykli. Warto±ci tych liczb przed-

stawia nast¦puj¡ce twierdzenie:

Twierdzenie 1.5 (Faudree i inni [29]).

R(Cm, Pn) =


2n− 1 dla 3 ≤ m ≤ n i nieparzystego m
n− 1 + m

2
dla 4 ≤ m ≤ n i parzystego m

max{m− 1 + ⌊n
2
⌋, 2n− 1} dla 2 ≤ n ≤ m i nieparzystego m

m− 1 + ⌊n
2
⌋ dla 2 ≤ n ≤ m i parzystego m

Ponadto wiadomo, »e dla wszystkich n i m speªniona jest nierówno±¢ R(Pn, Pm) ≤
R(Cn, Pm) ≤ R(Cn, Cm) [29].

1.3.2 Dwa cykle

Pierwsza liczba Ramseya dla dwóch cykli wyznaczona zostaªa w 1955 r. przez Green-

wooda i Gleasona [33]. Poniewa» C3 = K3 to R(C3, C3) = 6. W 1972 r. Chvátal i Ha-

rary [13] wyznaczyli R(C4, C4) = 6. Chartrand i Schuster [9] przedstawili pierwsze ogólne

wyniki dla tego typu liczb. Udowodnili oni nast¦puj¡ce wªasno±ci: R(C3, Cn) = 2n− 1 dla

n ≥ 4, R(C4, Cn) = n + 1 dla n ≥ 6, R(C5, Cn) = 2n − 1 dla n ≥ 5 oraz wyznaczyli

dokªadn¡ warto±¢ R(C6, C6) = 8. W 1973 roku Rosta [71] i niezale»nie w 1974 r. Faudree

i Schelp [28] wyznaczyli dokªadne warto±ci dla wszystkich dwukolorowych liczb Ramseya

postaci R(Cn, Cm).
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Twierdzenie 1.6 (Rosta [71] oraz niezale»nie Faudree i Schelp [28]).

R(Cm, Cn) =


2n− 1 dla 3 ≤ m ≤ n, n ̸= 3 i nieparzystego m,
n− 1 + m

2
dla 4 ≤ m ≤ n, n ̸= 4 i parzystego m i n,

max{n− 1 + m
2
, 2m− 1} dla 4 ≤ m < n, parzystego m i nieparzystego n

1.3.3 Cykle i grafy peªne

Z liczbami Ramseya typu R(Cn, Km) wi¡»e si¦ sªynna hipoteza zaproponowana w

1976 r. przez Erd®sa, Faudree, Rousseau i Schelpa [22]. Mówi ona, »e R(Cn, Km) =

(n − 1)(m − 1) + 1 dla n ≥ m ≥ 3. Do dzisiaj nie jest znany dowód tej hipotezy. Zo-

staªa ona potwierdzona dla n ≥ m i m = 3, 4, 5, 6, 7 przez ró»nych autorów. Ostatni z tych

przypadków, dla m = 7, udowodnili w 2008 roku Yaojun Chen i inni [84].

Dokªadne warto±ci liczb postaci R(C4, Kn) znane s¡ dla n ≤ 8. Tabela 1.2 przedstawia

te wyniki razem z cytowaniami prac, w których udowodnione zostaªo górne oszacowanie.

n 3 4 5 6 7 8
R(C4, Kn) 7 [9] 10 [14] 14 [15] 18 [72] 22 [40] 26 [67]

Tabela 1.2: R(C4, Kn) dla 3 ≤ n ≤ 8.

Znane s¡ tak»e asymptotyczne oszacowania. Spencer [74] udowodniª, »e istnieje staªa

c1 taka, »e c1(
m

logm
)3/2 ≤ R(C4, Km). Górne oszacowanie zostaªo udowodnione przez Caro

i innych [8], którzy pokazali, »e istnieje staªa c2 taka, »e R(C4, Km) ≤ c2(
m

logm
)2.

1.3.4 Cykle i peªne grafy dwudzielne

Liczby Ramseya dla cykli i peªnych grafów dwudzielnych byªy szeroko badane mi¦dzy

innymi w pracach [35, 36, 51, 52, 53, 61]. Harary [35] pokazaª, »e

R(K1,n, K1,m) = n+m− ϵ,

gdzie ϵ = 1, je»eli n i m s¡ parzyste, oraz ϵ = 0 w pozostaªych przypadkach. Harborth

i Mengersen [36] badali liczby postaci R(K2,2 = C4, Km,n) dla 2 ≤ m ≤ 3 oraz m ≤ n.
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Przypadek m = 1 szczegóªowo badaª Parsons [61] a warto±ci dla m = 3 i 3 ≤ n ≤ 10

wyznaczyª Lortz [51].

Harborth i Mengersen [36] udowodnili nast¦puj¡ce górne oszacowanie:

Dla n ≥ 2 niech q = ⌈
√
n⌉, s = n− (q − 1)2 oraz M = {2, 5, 37, 3137}. Wtedy

R(C4, K2,n) ≤


n+ 2q − 1 dla s = 1 oraz n /∈M
n+ 2q dla 2 ≤ s ≤ q − 1 lub n ∈M
n+ 2q + 1 w pozostaªych przypadkach

Ponadto, pokazali, »e w niesko«czenie wielu przypadkach dokªadna warto±¢ liczb Ram-

seya R(C4, K2,n) jest równa podanemu górnemu oszacowaniu.

Dokªadne warto±ci liczb R(C4, K2,n) dla n = 1 i n = 2 wyznaczyli Chvátal i Harary [13,

14]. Warto±ci dla 3 ≤ n ≤ 13 oraz n = 16, 17, 20, 21 wyznaczone zostaªy w [36]. W

pracy [36] przedstawiono tak»e oszacowania: 22 ≤ R(C4, K2,14) ≤ 23, 22 ≤ R(C4, K2,15) ≤
24, 27 ≤ R(C4, K2,18) ≤ 28 oraz 28 ≤ R(C4, K2,19) ≤ 29.

1.3.5 Cykle i koªa

W 1983 r. Burr i Erd®s [7] udowodnili, »e R(C3,Wn) = 2n−1 dla n ≥ 6. Dokªadne war-

to±ci liczb R(Cm,Wn) = 2n−1 dla nieparzystego m oraz n ≥ 5m−6 wyznaczyª Zhou Huai
Lu [86]. Surahmat i inni postawili hipotez¦ [76, 77, 78] mówi¡c¡, »e R(Cm,Wn) = 3m− 2

dla parzystego n ≥ 4 oraz m ≥ n − 1, m ̸= 3. Cz¦±ciowo zostaªa ona udowodniona w

pracach [49, 50, 78] a kompletny dowód przedstawili Yaojun Chen i inni [83]. Surahmat

postawiª tak»e hipotez¦ R(Cm,Wn) = 2m − 1 dla nieparzystego n ≥ 3 oraz m > n i

m ≥ 5 [76]. Hipoteza ta zostaªa pocz¡tkowo udowodniona dla 2m ≥ 5n− 7 [78] a w 2009

r. dla 2m ≥ 3n− 1 [85].

Dokªadne warto±ci liczb typu R(C4,Wn) dla 4 ≤ n ≤ 6 wyznaczone zostaªy w pra-

cach [14, 15, 41] oraz dla 7 ≤ n ≤ 13 przez Kung-Kuen Tse w pracy [47]. Surahmat i

inni [79] udowodnili nast¦puj¡ce górne oszacowanie:

R(C4,Wn) ≤ n+ ⌈(n− 1)/3⌉.
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1.3.6 Trój- i czterokolorowe liczby z cyklem C4

Liczbami Ramseya dla trzech grafów o co najwy»ej 4 wierzchoªkach zajmowano si¦

mi¦dzy innymi w pracach [7, 33, 39, 73]. Dokªadne znane warto±ci zostaªy podsumo-

wane przez Arste i innych w [1]. Dla innych liczb znane s¡ oszacowania wyznaczone

mi¦dzy innymi w pracach Radziszowskiego i innych [65, 68]: 19 ≤ R(C4, C4, K4) ≤ 22,

25 ≤ R(C4, K3, K4) ≤ 32, 52 ≤ R(C4, K4, K4) ≤ 72. Warto±¢ R(C4, P4, K4) = 14 zostaªa

wyznaczona w pracy [6]. Pozostaªe warto±ci liczb R(C4, H1, H2) gdzie H1 lub H2 nie za-

wiera cyklu wyznaczone zostaªy w [1].

Czterokolorowymi liczbami Ramseya typu R(C4, C4, H1, H2), gdzie H1 oraz H2 byªy

jednym z grafów C4, K3 lub K4 zajmowano si¦ mi¦dzy innymi w pracach [25, 65, 68,

75]. Jedyn¡ znan¡ dokªadn¡ warto±ci¡ tego typu liczb jest R(C4, C4, C4, C4) = 18. Dolne

oszacowanie wyznaczyª w 1983r. Exoo [25], a górne zostaªo wyznaczone w 2007r. przez Sun

Yongqi i innych [75]. Liczbami tego typu zajmowaª si¦ Radziszowski i Xu w pracy [68] oraz

razem z Shao w pracy [65] wyznaczaj¡c nast¦puj¡ce oszacowania: 21 ≤ R(C4, C4, C4, K3) ≤
27, 31 ≤ R(C4, C4, C4, K4) ≤ 50, 28 ≤ R(C4, C4, K3, K3) ≤ 36, 42 ≤ R(C4, C4, K3, K4) ≤
76, 87 ≤ R(C4, C4, K4, K4) ≤ 179.

1.4 Wyniki rozprawy

W niniejszej rozprawie zajmowa¢ si¦ b¦dziemy grafowymi liczbami Ramseya, których

przynajmniej jednym z parametrów jest cykl dªugo±ci cztery, czyli C4.

W rozdziale 3 b¦dziemy si¦ zajmowa¢ dwukolorowymi liczbami Ramseya dla cyklu

C4 oraz peªnych grafów dwudzielnych K2,n. Gªównym wynikiem w tym rozdziale b¦dzie

twierdzenie, które w niesko«czenie wielu przypadkach daje lepsze od dotychczas znanego

górne oszacowanie dla tego typu liczb. Dokªadniej, w twierdzeniu 3.2 poka»emy, »e:

Je»eli n ≥ 2 jest parzyste i q = ⌈
√
n⌉ nieparzyste oraz n−(q−1)2 ≤ q/2, to R(C4, K2,n) ≤

n+ 2q − 1.

Dodatkowo, za pomoc¡ zaprojektowanego algorytmu komputerowego oraz twierdze-

nia 3.2 wyznaczymy dokªadne warto±ci liczb:

• R(C4, K2,14) = 22,
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• R(C4, K2,15) = 24,

• R(C4, K2,18) = 27 oraz

• R(C4, K2,38) = 51.

Wyniki przedstawione w tym rozdziale zostaªy opisane w zaakceptowanej do druku

pracy [17].

W rozdziale 4 omówimy dwukolorowe liczby Ramseya dla cyklu C4 oraz koªa o n wierz-

choªkach Wn. Gªównym wynikiem w tym rozdziale jest twierdzenie 4.1, które wyznacza

górne oszacowanie tego typu liczb.

Dla ka»dej liczby naturalnej n ≥ 11

R(C4,Wn) ≤ n+ ⌊
√
n− 2⌋+ 1.

Ponadto, poka»emy, »e wyznaczone górne oszacowanie jest równe dokªadnej warto±ci

dla niesko«czenie wielu n. Dokªadniej, w twierdzeniu 4.3, za pomoc¡ mody�kacji grafu

Erd®sa-Rényiego, poka»emy, »e

R(C4,Wq2+1) = q2 + q + 1 dla q ≥ 4 b¦d¡cego pot¦g¡ liczby pierwszej.

Na zako«czenie wyznaczymy nast¦puj¡ce dokªadne warto±ci liczb R(C4,Wn) dla 14 ≤
n ≤ 17:

• R(C4,W14) = 18,

• R(C4,W15) = 19,

• R(C4,W16) = 20 oraz

• R(C4,W17) = 21.

Wyniki tego rozdziaªu zostaªy opisane we wspólnej z Dzido pracy [19].

W rozdziale 5 zajmowa¢ si¦ b¦dziemy trój- i czterokolorowymi liczbami Ramseya, któ-

rych jednym z parametrów jest cykl C4, a jako pozostaªe parametry przyjmiemy dowolne

grafy o maksymalnie czterech wierzchoªkach. Za pomoc¡ metod kombinatorycznych oraz

algorytmów komputerowych wyznaczymy warto±ci dla liczb:
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• R(C4, C4, B2) = 16 (twierdzenie 5.6),

• R(C4, B2, K3) = 17 (twierdzenie 5.7),

• R(C4, B2, B2) = 19 (twierdzenie 5.8), gdzie B2 oznacza ksi¡»k¦ (patrz rysunek 5.1).

Opiszemy tak»e metod¦, za pomoc¡ której wyznaczyli±my szereg lepszych dolnych osza-

cowa« dla trój- i czterokolorowych liczb Ramseya (twierdzenie 5.10 oraz 5.14):

• R(C4, C4, K4) ≥ 20,

• R(C4, C3, K4) ≥ 27,

• R(C4, B2, K4) ≥ 28,

• R(C4, C4, C4, C3) ≥ 24,

• R(C4, C4, C4, K4) ≥ 34,

• R(C4, C4, C3, C3) ≥ 30,

• R(C4, C4, C3, K4) ≥ 43.

Ponadto poka»emy oszacowanie liczby R(C4, B2, K4) ≤ 36 i zbadamy zale»no±¢ pomi¦dzy

liczbami z parametrem K3 + e oraz z parametrem K3 pokazuj¡c, »e R(C4, B2, K3 + e) =

R(C4, B2, K3) = 17 (twierdzenie 5.12) oraz R(C4, K3+e,K4) ≤ max{R(C4, K3, K4), 29} ≤
32 (twierdzenie 5.13).

Wyniki opisane w tym rozdziale s¡ cz¦±ci¡ wspólnej z Dzido pracy [18] oraz wspólnej

z Boz¡ i Dzido pracy [6].



Rozdziaª 2

De�nicje i oznaczenia

2.1 Podstawowe poj¦cia teorii grafów

De�nicja 2.1. Grafem G nazywamy par¦ G = (V,E), gdzie V jest sko«czonym zbiorem

wierzchoªków oraz E ⊆
(
V
2

)
jest zbiorem kraw¦dzi .(

V
2

)
oznacza zbiór wszystkich dwuelementowych podzbiorów zbioru V . Zbiór wierz-

choªków grafu G oznacza¢ b¦dziemy przez V (G) a zbiór kraw¦dzi przez E(G). Liczno±¢

tych zbiorów oznacza¢ b¦dziemy odpowiednio przez v(G) oraz e(G). S¡siedztwem wierz-

choªka v ∈ V (G) w gra�e G jest zbiór wierzchoªków N(v) = {u : {u, v} ∈ E(G)}.
Elementy tego zbioru nazywamy s¡siadami wierzchoªka v a jego moc stopniem wierz-

choªka v i oznaczamy deg(v) = |N(v)|. Stopie« minimalny w gra�e G oznaczamy

δ = min{deg(v) : v ∈ V (G)}. Analogicznie, stopie« maksymalny oznaczamy przez

∆ = max{deg(v) : v ∈ V (G)}.

De�nicja 2.2. Graf G nazywamy regularnym stopnia r , je»eli wszystkie jego wierz-

choªki s¡ stopnia r.

De�nicja 2.3. Graf G nazywamy spójnym , je»eli dla ka»dego podziaªu zbioru wierzchoª-

ków V na dwa rozª¡czne podzbiory V1 i V2 istnieje kraw¦d¹ {v1, v2} taka, »e v1 ∈ V1 oraz

v2 ∈ V2.

De�nicja 2.4. Graf G jest podgrafem grafu H (oznaczamy G ⊆ H) je»eli V (G) ⊆ V (H)

oraz E(G) ⊆ E(H).

De�nicja 2.5. Podgraf indukowany przez zbiór wierzchoªków U ⊆ V (G) oznaczamy

G[U ] i jest to graf (U,E ′), gdzie E ′ = E(G) ∩
(
U
2

)
.
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De�nicja 2.6. Grafy G1 oraz G2 nazywamy izomor�cznymi , je»eli istnieje bijekcja

h : V (G1)→ V (G2) taka, »e ∀u,v∈V (G1){v, u} ∈ E(G1) ⇐⇒ {h(v), h(u)} ∈ E(G2).

Powszechnie stosowane s¡ nast¦puj¡ce operacje na grafach:

De�nicja 2.7. Dopeªnienie grafu G = (V,E) oznaczamy przez G i jest to graf (V,
(
V
2

)
\

E).

De�nicja 2.8. Dla grafów G iH, symbolem G+H oznaczamy graf o zbiorze wierzchoªków

V (G) ∪ V (H) oraz zbiorze kraw¦dzi E(G) ∪ E(H) ∪ {{u, v} : u ∈ V (G) ∧ v ∈ V (H)}.

W prezentowanej rozprawie omawiane b¦d¡ grafowe liczby Ramseya, których para-

metrami b¦d¡ grafy z ró»nych klas. Klasy te de�niowane s¡ nast¦puj¡co: grafem peª-

nym Kn nazywamy graf o n wierzchoªkach oraz zbiorze kraw¦dzi E(Kn) =
(
V (Kn)

2

)
, peª-

nym grafem dwudzielnym nazywamy graf Kn,m = Kn + Km, cyklem Cn nazywamy

spójny, regularny stopnia 2 graf o n wierzchoªkach. Po usuni¦ciu dowolnej kraw¦dzi z cyklu

Cn otrzymujemy ±cie»k¦ Pn. Koªem nazywamy graf Wn = Cn−1 + K1 a ksi¡»k¡ graf

Bn = K2 +Kn.

De�nicja 2.9. Cyklem Hamiltona w gra�e G nazywamy cykl zªo»ony z v(G) wierz-

choªków.

De�nicja 2.10. Graf G nazywamy hamiltonowskim , gdy zawiera cykl Hamiltona.

Twierdzenie 2.11 (Ore [59]). Niech G b¦dzie grafem o n (n ≥ 3) wierzchoªkach. Je»eli dla

ka»dej pary niepoª¡czonych kraw¦dzi¡ wierzchoªków v,w speªniony jest warunek deg(v) +

deg(w) ≥ n, to G jest hamiltonowski.

De�nicja 2.12. m-kolorowaniem kraw¦dziowym grafu G = (V,E) nazywamy do-

woln¡ funkcj¦ c : E → {1, 2, ...,m}. Je»eli c(e) = i to mówimy, »e kraw¦d¹ e jest pokolo-

rowana kolorem i.

�atwo zauwa»y¢, »e dowolny graf G = (V,E) mo»na jednoznacznie uto»samia¢ z 2-

kolorowaniem kraw¦dziowym grafu peªnego Kn = (V,
(
V
2

)
). Kolorowaniem odpowiadaj¡-

cym grafowi G jest funkcja c :
(
V
2

)
→ {1, 2}, gdzie c(e) = 1, je»eli e ∈ E, oraz c(e) = 2, w

przeciwnym przypadku.
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Podobnie do de�nicji s¡siedztwa i stopnia de�niujemy odpowiednie poj¦cia dla m-

kolorowania kraw¦dziowego grafu G = (V,E). S¡siedztwem w kolorze i wierzchoªka v

nazywamy zbiór Ni(v) = {u ∈ V : {v, u} ∈ E i jest pokolorowana kolorem i}. Elementy

tego zbioru nazywamy s¡siadami w kolorze i. Z tych samych oznacze« b¦dziemy ko-

rzysta¢ tak»e dla zbioru wierzchoªków. Wtedy dla W ⊆ V przez Ni(W ) oznaczamy zbiór

(
∪

v∈W Ni(v)) \ W . Stopniem w kolorze i wierzchoªka v nazywamy liczb¦ degi(v) =

|Ni(v)|. Stopie« minimalny w kolorze i w gra�e G oznaczamy δi = min{degi(v) : v ∈
V (G)} oraz stopie« maksymalny w kolorze i oznaczamy przez ∆i = max{degi(v) :

v ∈ V (G)}.

De�nicja 2.13. Dla grafu G oraz m-kolorowania kraw¦dziowego c : E(G)→ {1, 2, ...,m}
podgraf grafu G indukowany przez kolor i oznaczamy Gi i jest to graf, o zbiorze

wierzchoªków V (Gi) = V (G) oraz zbiorze kraw¦dzi E(Gi) = {e ∈ E(G) : c(e) = i}.

Zamiast kolejnych liczb naturalnych do oznaczenia kolorów cz¦sto b¦dziemy korzysta¢

z nazw barw. W zwi¡zku z powy»szym zastosujemy nast¦puj¡c¡ reguª¦: kolor 1 b¦dzie

nazywany czerwonym, 2 niebieskim, 3 zielonym. W zwi¡zku z tym b¦dziemy stosowa¢

oznaczenia degr, Nr, Gr, δr, ∆r dla koloru czerwonego, analogicznie indeks b dla niebie-

skiego oraz g dla koloru zielonego.

2.2 Liczby Ramseya w j¦zyku teorii grafów

Zauwa»my, »e (X,
(
X
2

)
) jest grafem peªnym. Podziaª

(
X
2

)
= A1∪A2∪ ...∪Am, o którym

mowa w twierdzeniu 1.1 jest m-kolorowaniem kraw¦dziowym tego grafu oraz de�nicje 1.2

i 1.3 s¡ równowa»ne, a z twierdzenia 1.1 wynika istnienie grafowych liczb Ramseya. Dokªad-

niej, »e dla dowolnych grafów H1, H2, ..., Hm istnieje liczba naturalna n taka, »e dowolne

m-kolorowanie grafu peªnego Kn zawiera podgraf izomor�czny z Hi zªo»ony z kraw¦dzi w

kolorze i (dla pewnego i ∈ {1, 2, ...,m}).

De�nicja 2.14. m-kolorowanie kraw¦dziowe grafu peªnego G = Kn nazywamy koloro-

waniem typu (H1, ..., Hm;n), je»eli dla »adnego i (1 ≤ i ≤ m) Gi nie zawiera podgrafu

izomor�cznego z Hi.

De�nicja 2.15. Kolorowaniem krytycznym dla liczby RamseyaR(H1, H2, ..., Hm) = n

nazywamy dowolne kolorowanie typu (H1, ..., Hm;n− 1).
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Pierwsz¡ obserwacj¡ dotycz¡c¡ liczb Ramseya jest ich symetria. Oznacza ona, »e dla

dowolnej permutacji p liczb 1, ...,m speªnione jest równanie

R(H1, H2, ..., Hm) = R(Hp(1), Hp(2), ..., Hp(m)).

Kolejn¡ obserwacj¡ jest ich monotoniczno±¢: je»eli graf H1 jest podgrafem grafu H2

to R(H1, G1, ..., Gm) ≤ R(H2, G1, ..., Gm) dla dowolnych grafów G1, ..., Gm. Wynika to z

prostego faktu, »e dla dowolnego n, kolorowanie typu (H1, G1, ..., Gm;n) jest tak»e kolo-

rowaniem typu (H2, G1, ..., Gm;n).

Twierdzenie 2.16 (Górne oszacowanie dwukolorowych klasycznych liczb Ramseya [33]).

R(n,m) ≤ R(n − 1,m) + R(n,m − 1). Dodatkowo, je»eli obie liczby po prawej stronie s¡

parzyste, to nierówno±¢ jest ostra.

Najcz¦stsza metoda dowodzenia, »e dokªadna warto±ci liczby Ramseya równa si¦ n

polega na udowodnieniu dwóch faktów. Na wskazaniu kolorowania krytycznego oraz udo-

wodnieniu, »e ka»de kolorowanie grafu peªnego Kn zawiera podgraf izomor�czny z przy-

najmniej jednym zabronionym parametrem. Przykªadowo, aby udowodni¢ R(4, 4) = 18,

wykorzystujemy kolorowanie grafu peªnego K17 = ({v0, ..., v16}, E) zde�niowane nast¦pu-

j¡co: c({vi, vj}) = 1, je»eli j − i = z2 (mod 17), oraz c({vi, vj}) = 2 w przeciwnym przy-

padku (patrz rysunek 2.1). �atwo sprawdzi¢, »e kolorowanie to nie zawiera podgrafu K4,

zªo»onego z kraw¦dzi o tym samym kolorze. Dowodzi to, »e R(4, 4) ≥ 18. Aby zako«czy¢

dowód wystarczy pokaza¢ nierówno±¢ R(4, 4) ≤ 18, która wprost wynika z twierdzenia 2.16

i znanej warto±ci R(3, 4) = R(4, 3) = 9.

Przedstawimy teraz twierdzenie, które jest uogólnieniem twierdzenia 2.16 na dowolne

grafy oraz dowoln¡ liczb¦ kolorów.

Twierdzenie 2.17 (Górne oszacowanie). R(H1, ..., Hm) ≤ 2−m+
∑m

i=1 ri, gdzie

ri = min{R(H1, ..., Hi−1, Hi[V (Hi) \ {v}], Hi+1, ..., Hm) : v ∈ V (Hi)}. Ponadto, je»eli wy-
ra»enie po prawej stronie jest parzyste oraz istnieje i takie, »e ri jest parzyste to nierówno±¢

jest ostra.

Dowód. (nie wprost) Zaªó»my, »e R(H1, ..., Hm) > 2 − m +
∑m

i=1 ri. Istnieje wtedy ko-

lorowanie typu (H1, ..., Hm; 2 − m +
∑m

i=1 ri) grafu G = K2−m+
∑m

i=1 ri
. We¹my dowolny

wierzchoªek v ∈ V (G). Z zasady szu�adkowej Dirichleta wynika, »e istnieje kolor i taki, »e
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Rysunek 2.1: Kolorowanie krytyczne dla liczby R(4, 4).

degi(v) ≥ ri. We¹my wierzchoªek u ∈ V (Hi) taki, »e osi¡gni¦te jest minimum w de�nicji

ri. Z de�nicji tej wynika, »e podgraf indukowany G[Ni(v)]
i zawiera podgraf izomor�czny z

Hi[V (Hi)\{u}]. Podgraf ten wraz z wierzchoªkiem v, zawiera podgraf Hi, którego wszyst-

kie kraw¦dzie s¡ w kolorze i, co daje sprzeczno±¢.

Ponadto, je»eli rozwa»ymy m−kolorowanie grafu peªnego rozmiaru 1−m+
∑m

i=1 ri, to

albo istnieje wierzchoªek v i kolor i taki, »e degi(v) ≥ ri, albo stopie« ka»dego wierzchoªka

w kolorze i wynosi ri−1. Nie jest to mo»liwe, gdy graf ma nieparzyst¡ liczb¦ wierzchoªków

i ri jest parzyste.

2.3 Liczby Turana i grafy C4-wolne

De�nicja 2.18. Graf G jest H-wolny , je»eli nie zawiera podgrafu izomor�cznego do H.

De�nicja 2.19. Liczb¡ Turana ex(n,H) nazywamy maksymaln¡ liczb¦ kraw¦dzi w

gra�e o n wierzchoªkach, który nie zawiera podgrafu izomor�cznego do H. Czyli

ex(n,H) = max{e(G) : G jest H-wolny oraz v(G) = n}.

De�nicja 2.20. Grafem ekstremalnym dla liczby ex(n,H) nazywamy dowolny graf G

o n wierzchoªkach, który jest H-wolny oraz e(G) = ex(n,H).

W przypadku H = C4 w literaturze cz¦sto spotykane jest oznaczenie t(n) = ex(n,C4).

Dokªadne warto±ci funkcji t(n) dla n ≤ 21 wyznaczyli w 1989 r. Clapham i inni [16] oraz

pi¦¢ lat pó¹niej Yang Yuansheng i Rowlinson [82] dla 22 ≤ n ≤ 31. Wszystkie wyznaczone
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w tych pracach warto±ci przedstawia tabela 2.1.

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
t(n) 0 0 1 3 4 6 7 9 11 13 16 18 21 24 27 30

n 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31
t(n) 33 36 39 42 46 50 52 56 59 63 67 71 76 80 85 90

Tabela 2.1: Liczby Turana t(n) dla n ≤ 31.

Twierdzenie 2.21 (Füerdi [27]). Dla ka»dego r = 2k

t(r2 + r + 1) =
1

2
r(r + 1)2.

Twierdzenie 2.22 (Reiman [70]). Dla ka»dego n, n ≥ 4

t(n) <
1

4
n(1 +

√
4n− 3).

Liczby Turana s¡ przydatne przy wyznaczaniu liczb Ramseya. U»ywa si¦ ich do wy-

znaczania górnego oszacowania. Przykªadem takiego zastosowania mo»e by¢ dowód na-

st¦puj¡cej nierówno±ci R(C4, C4) ≤ 6. Faktycznie, klika K6 zawiera 15 kraw¦dzi, wi¦c w

dowolnym 2-kolorowaniu jeden z kolorów musi zawiera¢ przynajmniej 8 kraw¦dzi. Poniewa»

t(6) = 7 to w kolorze tym musi wyst¦powa¢ cykl C4. Podobnie mo»na pokaza¢ nierówno±¢

R(C4, C4, C4) ≤ 11 korzystaj¡c z warto±ci t(11) = 18. Obie udowodnione nierówno±ci wraz

z krytycznymi kolorowaniami daj¡ równo±¢ dla tych dwóch liczb (patrz [13, 5]).

Interesuj¡ce s¡ tak»e klasy grafów niezawieraj¡cych podgrafów izomor�cznych do C4.

Przykªadem takich klas s¡ grafy Erd®sa-Rényiego oraz grafy Moora.

De�nicja 2.23. Obwodem grafu G nazywamy dªugo±¢ najkrótszego zawartego w nim

cyklu.

De�nicja 2.24. �rednic¡ grafu G nazywamy odlegªo±¢ pomi¦dzy najbardziej oddalo-

nymi wierzchoªkami.
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�atwo jest zauwa»y¢, »e liczba wierzchoªków w gra�e G, regularnym stopnia r i ±rednicy

k musi speªnia¢ nast¦puj¡c¡ nierówno±¢:

v(G) ≤ 1 + r

k−1∑
i=0

(r − 1)i (2.1)

De�nicja 2.25. Grafem Moora nazywamy graf regularny stopnia r i ±rednicy k o liczbie

wierzchoªków osi¡gaj¡cej równo±¢ w nierówno±ci 2.1.

W kontek±cie prezentowanej rozprawy najbardziej interesuj¡cym nas przypadkiem s¡

grafy Moora o obwodzie 5. Nie zawieraj¡ one oczywi±cie cyklu C4. Twierdzenie Ho�-

mana�Singletona [38] mówi, »e graf Moora o obwodzie 5 i ±rednicy 2 musi by¢ regularny

stopnia 2, 3, 7 lub 57. Znane s¡ tylko trzy takie grafy, jest to cykl C5 (regularny stopnia 2),

graf Petersena (regularny stopnia 3, patrz rysunek 2.2), graf Ho�mana�Singletona

(stopnia 7). Problemem otwartym jest istnienie grafu Moora regularnego stopnia 57 i ob-

wodzie 5.

Rysunek 2.2: Graf Petersena.

Drug¡ interesuj¡c¡ nas klas¡ grafów C4-wolnych s¡ grafy Erd®sa - Rényiego [20]

oznaczane przez ER(q), gdzie q jest pot¦g¡ liczby pierwszej. Zostaªy one opisane przez

Erd®sa i Rényiego w 1962 r. oraz dokªadnie zbadane przez Parsonsa w [60]. Znane s¡

mi¦dzy innymi nast¦puj¡ce wªasno±ci ER(q):

• ER(q) ma q2 + q + 1 wierzchoªków, q + 1 jest stopnia q oraz q2 jest stopnia q + 1.

• ER(q) nie zawiera grafu C4.

• �adne dwa wierzchoªki ER(q) stopnia q nie s¡ poª¡czone kraw¦dzi¡.
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• �aden wierzchoªek stopnia q wraz z dowolnymi dwoma innymi wierzchoªkami nie

tworzy grafu K3.

Przykªad takiego grafu (ER(5)) przedstawiony jest na rysunku 2.3. Kolorem niebieskim

wyró»nili±my kraw¦dzie trzech rozª¡czonych trójk¡tów, cyklu C6 oraz kraw¦dzie wycho-

dz¡ce z wierzchoªka stopnia 5 do niepoª¡czonych ze sob¡ wierzchoªków.

Rysunek 2.3: Graf ER(5).



Rozdziaª 3

Liczby Ramseya postaci R(C4, K2,n)

3.1 Znane wyniki

W tym rozdziale b¦dziemy zajmowa¢ si¦ dwukolorowymi liczbami Ramseya dla peªnych

grafów dwudzielnych. Tego typu liczby byªy szeroko badane mi¦dzy innymi w pracach [35,

36, 51, 52, 53, 61]. Harary [35] pokazaª, »e

R(K1,n, K1,m) = n+m− ϵ,

gdzie ϵ = 1, je»eli n i m s¡ parzyste, oraz ϵ = 0 w pozostaªych przypadkach. Lortz i

Mengersen [52, 53] wyznaczyli szereg dokªadnych warto±ci liczb Ramseya dla maªych peª-

nych grafów dwudzielnych. Zbadali tak»e asymptotyczne zachowanie liczb R(K2,n, K2,m)

dla n ≫ m [53]. Problem wyznaczenia liczb postaci R(K2,2 = C4, K1,m) jest jednym z

zada« postawionych przez Erd®sa i opisanych przez Chung w pracy [12]. Przypadek ten

badany byª mi¦dzy innymi przez Parsonsa [61] oraz przez Chena Guantao i Schelpa [10].

Harborth i Mengersen [36] badali liczby postaci R(C4, Km,n) dla 2 ≤ m ≤ 3 oraz

m ≤ n. Warto±ci dla liczb w przypadku m = 3 i 3 ≤ n ≤ 10 wyznaczyª Lortz [51].

W tym rozdziale b¦dziemy szerzej zajmowa¢ si¦ liczbami typu R(C4, K2,n). Harborth i

Mengersen [36] udowodnili nast¦puj¡ce górne oszacowanie

Twierdzenie 3.1 (Harborth, Mengersen [36]). Dla n ≥ 2 niech q = ⌈
√
n⌉, s = n−(q−1)2

oraz M = {2, 5, 37, 3137}. Wtedy

R(C4, K2,n) ≤


n+ 2q − 1 dla s = 1 oraz n /∈M
n+ 2q dla 2 ≤ s ≤ q − 1 lub n ∈M
n+ 2q + 1 w przeciwnym przypadku
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Panadto, je»eli q jest pot¦g¡ liczby pierwszej to

R(C4, K2,n) =


n+ 2q − 1 dla s = 1 oraz n /∈ {2, 5, 37}
n+ 2q dla s = q − 1 ≥ 2 lub n ∈ {2, 5, 37}
n+ 2q + 1 dla s = q

Dodatkowo, je»eli q + 1 jest pot¦g¡ liczby pierwszej oraz s = 2q − 1 to R(C4, K2,n) =

n+ 2q + 1.

n 1 2 3 4 5 6 7
R(C4, K2,n) 4 6 8 9 11 12 14

n 8 9 10 11 12 13 14
R(C4, K2,n) 15 16 17 18 20 22 22

n 15 16 17 18 19 20 21
R(C4, K2,n) 24 25 26 27 28-29 30 32

Tabela 3.1: R(C4, K2,n) dla n ≤ 21.

Tabela 3.1 prezentuje wszystkie znane dokªadne warto±ci i oszacowania liczb postaci

R(C4, K2,n) dla n ≤ 21. Warto±ci dla n = 1 oraz n = 2 zostaªy uzyskane przez Chvátala

oraz Hararego w [13, 14]. Warto±ci przedstawione pogrubion¡ czcionk¡ zostaªy wyznaczone

w prezentowanej rozprawie. Wszystkie pozostaªe wyznaczyli Harborth i Mengersen [36],

gdzie przedstawiono tak»e nast¦puj¡ce ograniczenia:

(E1) 22 ≤ R(C4, K2,14) ≤ 23,

(E2) 22 ≤ R(C4, K2,15) ≤ 24,

(E3) 27 ≤ R(C4, K2,18) ≤ 28.

Gªównym wynikiem tej cz¦±ci rozprawy b¦dzie twierdzenie udowodnione w rozdziale 3.2,

które dla niesko«czenie wielu n daje lepsze ni» twierdzenie 3.1 górne oszacowanie dla liczb

R(C4, K2,n). Natychmiastowym wnioskiem z tego twierdzenia b¦dzie dokªadna warto±¢

liczby R(C4, K2,18) oraz górne oszacowanie R(C4, K2,38) ≤ 51. W kolejnych podrozdzia-

ªach przedstawimy algorytm, za pomoc¡ którego wyznaczyli±my dokªadne warto±ci dla

n = 14, 15. Wyniki opisane w tym rozdziale zostaªy umieszczone w zaakceptowanej do

druku pracy [17].
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3.2 Nowe górne oszacowanie dla liczb R(C4, K2,n)

Twierdzenie 3.2 (Dybizba«ski [17]). Dla parzystego n ≥ 2 niech q = ⌈
√
n⌉ oraz s =

n− (q − 1)2. Je»eli q jest nieparzyste oraz s ≤ q/2 to R(C4, K2,n) ≤ n+ 2q − 1.

W przeprowadzeniu dowodu b¦d¡ nam potrzebne nast¦puj¡ce lematy:

Lemat 3.3 Je»eli w 2-kolorowaniu kraw¦dziowym grafu peªnego Kn+2q−1 istnieje wierz-

choªek v taki, »e degr(v) > q, to kolorowanie to zawiera czerwony cykl C4 lub niebieski

peªny graf dwudzielny K2,n.

Dowód. Wierzchoªki ze zbioru Nr(v) poª¡czmy w pary (zobacz rysunek 3.1) w nast¦puj¡cy

sposób: po pierwsze, dwa wierzchoªki vi oraz vj tworz¡ par¦, gdy s¡ poª¡czone kraw¦dzi¡ w

kolorze czerwonym. Mo»emy zaªo»y¢, »e ka»dy wierzchoªek ze zbioru Nr(v) jest poª¡czony

czerwon¡ kraw¦dzi¡ z tylko jednym innym wierzchoªkiem ze zbioru Nr(v). W przeciwnym

przypadku, gdy dwa wierzchoªki u,w ∈ Nr(v) maj¡ wspólnego czerwonego s¡siada x ̸= v,

to kolorowanie zawiera czerwony cykl C4. Pozostaªe wierzchoªki ze zbioru Nr(v) ª¡czymy

w pary dowolnie. W ten sposób uzyskali±my ⌊degr(v)/2⌋ ≥ (q + 1)/2 par. W Nb(v) jest

degb(v) = n+2q−1−(degr(v)+1) ≤ n+q−3 wierzchoªków. Ponownie mo»emy zaªo»y¢, »e

ka»dy z nich mo»e by¢ poª¡czony czerwon¡ kraw¦dzi¡ z co najwy»ej jednym wierzchoªkiem

ze zbioru Nr(v). Oznacza to, »e istnieje para wierzchoªków, bez straty ogólno±ci powiedzmy

{v1, v2}, w zbiorze Nr(v), która jest poª¡czona czerwonymi kraw¦dziami z co najwy»ej

(n + q − 3)/⌊degr(v)/2⌋ wierzchoªkami ze zbioru Nb(v). Niech B ⊂ Nb(v) b¦dzie zbiorem

tych wierzchoªków. Wtedy |B| ≤ ⌊(n+ q− 3)/⌊degr(v)/2⌋⌋ ≤ ⌊2(n+ q− 3)/(q+1)⌋. Para
{v1, v2} wraz z wierzchoªkami ze zbioru (Nr(v) \ {v1, v2}) ∪ (Nb(v) \ B) tworzy niebieski

peªny graf dwudzielny K2,l, gdzie l = |V |− 3−|B| ≥ n+2q− 4−⌊2(n+ q− 3)/(q+1)⌋ ≥
n− ⌊2s/(q + 1)⌋. Ostatnia nierówno±¢ wynika z faktu, »e s = (2− q)(q + 1) + n + q − 3.

Poniewa» 2s < q + 1, uzyskujemy l ≥ n, wi¦c kolorowanie zawiera niebieski peªny graf

dwudzielny K2,n.

Lemat 3.4 Je»eli w 2-kolorowaniu kraw¦dziowym grafu peªnego Kn+2q−1 istnieje wierz-

choªek v taki, »e degr(v) < q, to kolorowanie to zawiera czerwony cykl C4 lub niebieski

peªny graf dwudzielny K2,n.
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v

Nr(v)

Nb(v)

v1 v2

Rysunek 3.1: Przykªad dla degr(v) = 6 i |(Nr(v1) ∪Nr(v2)) ∩Nb(v)| = 5.

v

u

Rysunek 3.2: Przykªad dla degr(v) = 3 i degr(u) = 5.

Dowód. Je»eli w kolorowaniu grafu peªnegoKn+2q−1 istnieje wierzchoªek u taki, »e degr(u) >

q, to z lematu 3.3 wynika, »e zawiera on czerwony cykl C4 lub niebieski peªny graf dwu-

dzielny K2,n. Mo»emy wi¦c zaªo»y¢, »e maksymalny czerwony stopie« nie przekracza q.

Niech v b¦dzie wierzchoªkiem takim, »e 0 < degr(v) < q i u ∈ Nr(v) (zobacz rysunek 3.2),

wtedy wierzchoªki {u, v} razem z wierzchoªkami ze zbioru Nb(v) ∩Nb(u) tworz¡ niebieski

peªny graf dwudzielny K2,l gdzie l = n+2q−1−(degr(v)+degr(u)) ≥ n. Je»eli degr(v) = 0

to v tworzy niebieski K2,n z dowolnym innym wierzchoªkiem u oraz z wierzchoªkami ze

zbioru Nb(v) ∩Nb(u).

Dowód. (Twierdzenia 3.2) Z lematów 3.3 oraz 3.4 wynika, »e ka»de 2-kolorowanie kliki

Kn+2q−1 zawiera czerwony cykl C4 lub niebieski peªny graf dwudzielny K2,n, je»eli ist-

nieje wierzchoªek v taki, »e degr(v) ̸= q. Z drugiej strony Kn+2q−1 ma nieparzyst¡ liczb¦

wierzchoªków. Niemo»liwym jest, aby istniaªo kolorowanie grafu peªnego o nieparzystej

liczbie wierzchoªków regularne stopnia nieparzystego. Oznacza to, »e ka»de kolorowanie

kliki Kn+2q−1 zawiera czerwony cykl C4 lub niebieski peªny graf dwudzielny K2,n, wi¦c

R(C4, K2,n) ≤ n+ 2q − 1.

Z udowodnionego wªa±nie twierdzenia wynikaj¡ nast¦puj¡ce wnioski:

Wniosek 3.5. R(C4, K2,18) = 27.
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Dowód. Dla n = 18 mamy q = 5 oraz s = 2 ≤ q/2, z twierdzenia 3.2 wynika, »e

R(C4, K2,18) ≤ 27. Nierówno±¢ ta wraz z oszacowaniem (E3) wyznacza dokªadn¡ warto±¢

R(C4, K2,18) = 27

Wniosek 3.6. R(C4, K2,38) = 51.

Dowód. Dla n = 38 mamy q = 7 oraz s = 2 ≤ q/2, z twierdzenia 3.2 wynika, »e

R(C4, K2,38) ≤ 51. Aby wyznaczy¢ dolne oszacowanie skorzystali±my z grafu Ho�mana�

Singletona opisanego w pracy [38]. Jest to graf Moora, regularny stopnia 7 o 50 wierzchoª-

kach i obwodzie 5. Zauwa»my, »e je»eli pokolorujemy kolorem czerwonym kraw¦dzie kliki

K50 tak, aby czerwony podgraf byª izomor�czny z grafem Ho�mana� Singletona a pozosta-

ªym kraw¦dziom nadamy kolor niebieski, to ka»dy wierzchoªek b¦dzie speªniaª degr(v) = 7

oraz degb(v) = 42. Poniewa» graf ten nie zawiera czerwonego C4, to dowolne dwa wierz-

choªki mog¡ mie¢ co najwy»ej jednego wspólnego czerwonego s¡siada. �atwo zauwa»y¢, »e

dwa dowolne wierzchoªki maj¡ co najwy»ej 36 wspólnych niebieskich s¡siadów. Oznacza

to, »e kolorowanie to nie zawiera niebieskiego peªnego grafu dwudzielnego K2,38 (to samo

kolorowanie jest krytyczne tak»e dla liczby R(C4, K2,37) = 51).

3.3 Nowe dokªadne warto±ci dla maªych n

3.3.1 Zastosowany algorytm

W tym podrozdziale opiszemy algorytm, który zostaª u»yty do szukania kolorowa«

krytycznych grafu peªnego Kp, niezawieraj¡cych czerwonego C4 ani niebieskiego K2,n.

Dowolne kolorowanie grafu peªnego Kp b¦dzie reprezentowane poprzez macierz s¡siedztwa

A = (ai,j)p×p, gdzie ai,j ∈ {1, 2} reprezentuje kolor kraw¦dzi {i, j}. Kolorowanie jest

caªkowicie opisane przez warto±ci ponad gªówn¡ przek¡tn¡ i reprezentowane jako
(
p
2

)
bitowa

liczba

rep(G) = b1,2b1,3...b1,pb2,3...b2,p...bp−1,p,

gdzie bi,j = 1, je»eli kraw¦d¹ {i, j} jest czerwona, oraz bi,j = 0 w przeciwnym przypadku.

Niech index(i, j) dla i < j oznacza pozycj¦ w rep(G), która odpowiada wspóªrz¦dnym

(i, j) w macierzy A. Np. index(1, 2) = 1, indeks(1, 3) = 2, itd.

Kolejno rozpatrywane przez algorytm kolorowania s¡ reprezentowane przez coraz wi¦-

ksze warto±ci rep(G). W celu zwi¦kszenia szybko±ci dziaªania procesu przeszukiwania ko-
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lorowa« algorytm omija wiele kolorowa«, o których wiadomo, »e zawieraj¡ czerwone C4

lub niebieskie K2,n. W ka»dym kroku, je»eli algorytm stwierdzi, »e aktualnie rozpatrywane

kolorowanie Gact zawiera czerwone C4 lub niebieskie K2,n, to omija wiele kolorowa«, które

tak»e zawieraj¡ przynajmniej jeden z unikanych grafów. W tym celu szukany jest najbar-

dziej znacz¡cy bit bi,j (o najmniejszej warto±ci index(i, j)) liczby rep(Gact) speªniaj¡cy co

najmniej jeden z nast¦puj¡cych warunków:

(w1) bi,j = 1 oraz kraw¦d¹ {i, j} wraz z trzema kraw¦dziami reprezentowanymi przez

bardziej znacz¡ce bity tworzy czerwony cykl C4. To znaczy, istniej¡ trzy kraw¦dzie

{i1, j1}, {i2, j2}, {i3, j3}, które tworz¡ z {i, j} czerwony cykl C4 oraz index(ik, jk) <

index(i, j) dla k = 1, 2, 3,

(w2) bi,j = 0 oraz kraw¦d¹ {i, j} wraz z kraw¦dziami reprezentowanymi przez bardziej

znacz¡ce bity tworzy niebieski peªny graf dwudzielny K2,n,

(w3) bi,j = 1 oraz kraw¦d¹ {i, j} wraz z kraw¦dziami reprezentowanymi przez bardziej

znacz¡ce bity tworzy wierzchoªek u o stopniu degr(u) > ∆r,

(w4) bi,j = 0 oraz kraw¦d¹ {i, j} wraz z kraw¦dziami reprezentowanymi przez bardziej

znacz¡ce bity tworzy wierzchoªek u o stopniu degr(u) < δr,

gdzie ∆r i δr s¡ parametrami oznaczaj¡cymi odpowiednio górne ograniczenie na maksy-

malny i dolne na minimalny czerwony stopie« wierzchoªków w kolorowaniu krytycznym.

Je»eli znajdziemy taki bit bi,j, to mo»emy omin¡¢ wiele kolorowa«. Niezale»nie jak¡ war-

to±¢ b¦d¡ miaªy wszystkie mniej znacz¡ce bity, kolorowania b¦d¡ zawieraªy czerwony cykl

C4 lub niebieski peªny graf dwudzielny K2,n. Wszystkie te kolorowania mog¡ by¢ omini¦te i

kolorowanie rozwa»ane w nast¦pnym kroku powinno by¢ reprezentowane przez najmniejsz¡

liczb¦ z przeciwnym bitem bi,j oraz wi¦ksz¡ od rep(Gact). Przedstawimy teraz pseudokod

omawianego algorytmu.

Algorytm 3.7. Przeszukiwanie kolorowa« grafu Kp niezawieraj¡cych czerwonego cyklu

C4 ani niebieskiego K2,n

Wej±cie: p, n,∆r, δr � liczby naturalne

∆r i δr s¡ parametrami oznaczaj¡cymi odpowiednio górne ograniczenie na maksymalny i

dolne na minimalny czerwony stopie« wierzchoªków grafu

Wyj±cie: rep � liczba reprezentuj¡ca kolorowanie Kp niezawieraj¡ce czerwonego cyklu C4
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ani niebieskiego K2,n lub informacja o braku takiego kolorowania.

1. k ←
(
p
2

)
2. rep← 0 (k bitowa liczba reprezentuj¡ca kolorowanie)

3. dopóki rep < 2k i kolorowanie reprezentowane przez rep zawiera czerwony

cykl C4 lub niebieski K2,n wykonuj

4. x←indeks najbardziej znacz¡cego bitu speªniaj¡cego jeden

z czterech warunków w1-w4

5. rep←najmniejsza liczba wi¦ksza ni» rep o przeciwnej warto±ci

bitu o indeksie x

6. je»eli rep ≥ 2k to brak kolorowania

7. w przeciwnym przypadku rep reprezentuje kolorowanie niezawieraj¡ce

czerwonego C4 ani niebieskiego K2,n

3.3.2 Warto±ci liczb Ramseya R(C4, K2,n) dla maªych n

Omówimy teraz zastosowanie algorytmu 3.7 do wyznaczenia dokªadnych warto±ci liczb

R(C4, K2,14) = 22 oraz R(C4, K2,15) = 24.

W pierwszym z tych przypadków u»yli±my go do sprawdzenia potencjalnych kolorowa«

kraw¦dziowych kliki K22, co doprowadziªo do wyznaczenia górnego oszacowania liczby

R(C4, K2,14). W celu zmniejszenia przestrzeni poszukiwa« ograniczyli±my do 6 mo»liwo±ci

sposoby pokolorowania kraw¦dzi incydentnych z 6 pierwszymi wierzchoªkami (oznaczmy

je v1, v2, v3, v4, v5, v6). W dalszej cz¦±ci potrzebny nam b¦dzie nast¦puj¡cy lemat.

Lemat 3.8 Kolorowanie grafu peªnego K22 zawiera czerwony cykl C4 lub niebieski peªny

graf dwudzielny K2,14, je»eli speªniony jest przynajmniej jeden z nast¦puj¡cych warunków:

(1) istnieje wierzchoªek v ∈ V speªniaj¡cy degr(v) > 5,

(2) istnieje wierzchoªek v ∈ V speªniaj¡cy degr(v) < 4,

(3) istniej¡ wierzchoªki u, v ∈ V speªniaj¡ce degr(v) = degr(u) = 4 oraz kraw¦d¹ {u, v}
jest czerwona.
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Dowód. (1) Poª¡czmy w pary wierzchoªki ze zbioru Nr(v) w taki sposób jak w dowodzie

lematu 3.3 (zobacz rysunek 3.1). Nb(v) ma 22 − degr(v) − 1 ≤ 15 elementów. Mo»emy

zaªo»y¢, »e ka»dy z nich jest poª¡czony czerwon¡ kraw¦dzi¡ z co najwy»ej jednym wierz-

choªkiem Nr(v). Uzyskali±my przynajmniej 3 pary. Istnieje wi¦c para {v1, v2}, która jest

poª¡czona czerwonymi kraw¦dziami z co najwy»ej 5 elementami z Nb(v), wi¦c v1, v2 oraz

wierzchoªki ze zbioru Nb(v1) ∩Nb(v2) tworz¡ niebieski peªny graf dwudzielny K2,14.

(2) Jako pierwszy rozwa»my przypadek, gdy 1 ≤ degr(v) ≤ 3. We¹my wierzchoªek

u ∈ Nr(v) (zobacz rysunek 3.2). Z (1) wynika, »e mo»emy zaªo»y¢, »e degr(u) ≤ 5. Wtedy

|Nb(v) ∩Nb(u)| = 22− degr(u)− degr(v) ≥ 22− 5− 3 = 14, wi¦c u, v oraz Nb(v) ∩Nb(u)

tworz¡ niebieski peªny graf dwudzielny K2,14. Je»eli degr(v) = 0, to v tworzy K2,14 wraz z

dowolnym innym wierzchoªkiem u oraz wierzchoªkami ze zbioru Nb(v) ∩Nb(u).

(3) W tym przypadku |Nb(u)∩Nb(v)| ≥ 22− degr(u)− degr(v) = 14, wi¦c u, v wraz z

wierzchoªkami ze zbioru Nb(u) ∩Nb(v) tworzy niebieski peªny graf dwudzielny K2,14.

Obserwacja 3.9. Z lematu 3.8 wynika, »e je»eli szukamy kolorowania kliki K22, które

nie zawiera ani czerwonego C4 ani niebieskiego K2,14, to wystarczy sprawdzi¢ kolorowania

speªniaj¡ce nast¦puj¡ce wªasno±ci:

• ka»dy wierzchoªek v ma stopie« degr(v) ∈ {4, 5},

• istnieje wierzchoªek v o stopniu degr(v) = 5.

Z tej obserwacji wynika, »e jako parametry algorytmu 3.7 mo»emy przyj¡¢ δr = 4 oraz

∆r = 5.

Obserwacja 3.10. Niech v∆ b¦dzie wierzchoªkiem takim, »e degr(v∆) = 5. Je»eli wierz-

choªek u ze zbioru Nr(v∆) ma mniej ni» trzech czerwonych s¡siadów w zbiorze Nb(v∆),

to kolorowanie kliki K22 zawiera niebiesk¡ K2,14 utworzon¡ z v∆, u oraz wierzchoªkami ze

zbioru Nb(v∆) \Nr(u).

Z obserwacji 3.9 wynika, »e bez straty ogólno±ci mo»emy zaªo»y¢, »e istnieje wierzchoªek

v1 posiadaj¡cy 5 czerwonych s¡siadów. Jego czerwonych s¡siadów oznaczmy v2, v3, v4, v5,

v6. Mo»emy rozwa»y¢ 3 przypadki:
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v1

v2 v3 v4 v5 v6

Rysunek 3.3: Przypadek 1a) gdy kraw¦d¹ oznaczona przerywan¡ lini¡ jest czerwona oraz
1b) gdy jest niebieska.

v1

v2 v3 v4 v5 v6

Rysunek 3.4: Przypadek 2a) gdy kraw¦d¹ oznaczona przerywan¡ lini¡ jest czerwona oraz
2b) gdy jest niebieska.

v1

v2 v3 v4 v5 v6

Rysunek 3.5: Przypadek 3a) gdy kraw¦d¹ oznaczona przerywan¡ lini¡ jest czerwona oraz
3b) gdy jest niebieska.

(1) nie ma czerwonych kraw¦dzi pomi¦dzy wierzchoªkami ze zbioru Nr(v1) (zobacz ry-

sunek 3.3),

(2) jest jedna taka kraw¦d¹ {v2, v3} (zobacz rysunek 3.4),

(3) s¡ dwie rozª¡czne czerwone kraw¦dzie {v2, v3} oraz {v4, v5} (zobacz rysunek 3.5).

Ka»dy wierzchoªek ze zbioru Nr(v1) ma trzech lub czterech czerwonych s¡siadów w Nb(v1).

Poniewa» Nb(v1) ma 16 elementów mamy tylko dwie mo»liwo±ci: albo wszystkie pi¦¢ wierz-

choªków ma po trzech czerwonych s¡siadów w Nb(v1) albo cztery maj¡ po trzech s¡siadów

oraz jeden czterech. Bez straty ogólno±ci mo»emy zaªo»y¢, »e wierzchoªkiem posiadaj¡cym

czterech czerwonych s¡siadów w Nb(v1) jest v6. Z powy»szych rozwa»a« wynika, »e istnieje
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X 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 1 1 1 1 1

2 X 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 1 1 1 1 2 2 2 2 1

2 2 X 2 2 2 2 2 2 2 2 1 1 1 2 2 2 1 2 2 2 1 2

2 2 2 X 2 2 2 2 2 1 1 2 2 1 2 2 1 2 2 2 1 2 2

2 2 2 2 X 2 2 2 1 2 1 2 1 2 2 1 2 2 2 1 2 2 2

2 2 2 2 2 X 2 2 2 2 1 1 2 2 1 2 2 2 1 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 X 1 2 2 2 2 2 1 2 1 2 2 1 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 1 X 1 1 2 2 2 2 1 2 2 2 2 2 2 1 2

2 2 2 2 1 2 2 1 X 2 2 2 1 2 1 2 2 2 2 2 1 2 2

2 2 2 1 2 2 2 1 2 X 2 1 2 2 2 2 2 2 2 1 2 2 2

2 2 2 1 1 1 2 2 2 2 X 2 2 2 2 1 2 2 2 2 2 1 2

2 2 1 2 2 1 2 2 2 1 2 X 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 1

2 2 1 2 1 2 2 2 1 2 2 1 X 2 2 2 1 2 2 2 2 2 2

2 2 1 1 2 2 1 2 2 2 2 2 2 X 2 2 2 1 2 2 1 2 2

2 1 2 2 2 1 2 1 1 2 2 2 2 2 X 2 2 1 2 2 2 2 2

2 1 2 2 1 2 1 2 2 2 1 2 2 2 2 X 2 2 2 2 2 2 1

2 1 2 1 2 2 2 2 2 2 2 2 1 2 2 2 X 2 1 2 2 2 2

2 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 1 1 2 2 X 2 1 2 2 2

1 2 2 2 2 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 1 2 X 1 2 2 2

1 2 2 2 1 2 2 2 2 1 2 2 2 2 2 2 2 1 1 X 2 2 2

1 2 2 1 2 2 2 2 1 2 2 2 2 1 2 2 2 2 2 2 X 2 1

1 2 1 2 2 2 2 1 2 2 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 X 2

1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 1 2 2 2 1 2 2 2 2 1 2 X

Rysunek 3.6: Kolorowania krytyczne dla R(C4, K2,15).

6 mo»liwo±ci pokolorowania kraw¦dzi incydentnych z wierzchoªkami v1, v2, v3, v4, v5, v6.

Jednocze±nie jest to 6 mo»liwo±ci ustawienia pierwszych 6 wierszy macierzy incydencji. Za

pomoc¡ algorytmu 3.7 uruchomionego na komputerze sprawdzili±my, »e wszystkie kolo-

rowania kliki K22 zawieraj¡ czerwon¡ C4 lub niebiesk¡ K2,14. Wi¦c R(C4, K2,14) ≤ 22, co

wraz z ograniczeniem (E1) daje nam nast¦puj¡ce twierdzenie.

Twierdzenie 3.11 (Dybizba«ski [17]). R(C4, K2,14) = 22.

Tego samego algorytmu u»yli±my do wyznaczenia kolejnej liczby Ramseya. Wynik ten

prezentujemy za pomoc¡ nast¦puj¡cego twierdzenia.

Twierdzenie 3.12 (Dybizba«ski [17]). R(C4, K2,15) = 24.

Dowód. U»yli±my algorytm opisany w podrozdziale 3.3.1, który znalazª 2-kolorowanie

grafu peªnego K23 (rysunek 3.6). Kolorowanie to nie zawiera ani czerwonego cyklu C4

ani niebieskiego peªnego grafu dwudzielnego K2,15, wi¦c R(C4, K2,15) > 23, co wraz z

oszacowaniem (E2) wyznacza dokªadn¡ warto±¢ liczby R(C4, K2,15) = 24.

Najªatwiejszym sposobem wery�kacji poprawno±ci wszystkich przedstawionych w roz-

prawie kolorowa« jest skopiowanie macierzy z wersji pdf rozprawy do pliku tekstowego i

sprawdzenie jej za pomoc¡ prostych algorytmów komputerowych.



Rozdziaª 4

Liczby Ramseya postaci R(C4,Wn)

4.1 Znane wyniki dla kóª i cykli

W 1983 r. Burr i Erd®s [7] udowodnili, »e R(C3,Wn) = 2n − 1 dla n ≥ 6. Zhou Huai

Lu [86] pokazaª, »e R(Cm,Wn) = 2n−1 dla nieparzystego m oraz n ≥ 5m−6. Surahmat i

inni postawili hipotez¦ [76, 77, 78] mówi¡c¡, »e R(Cm,Wn) = 3m−2 dla parzystego n ≥ 4

oraz m ≥ n − 1, m ̸= 3. Cz¦±ciowo zostaªa ona udowodniona w pracach [49, 50, 78] a

kompletny dowód przedstawili Yaojun Chen i inni [83]. Surahmat postawiª tak»e hipotez¦

R(Cm,Wn) = 2m − 1 dla nieparzystego n ≥ 3 oraz m > n ≥ 5 [76]. Hipoteza ta zostaªa

pocz¡tkowo udowodniona dla 2m ≥ 5n− 7 [78] a w 2009 r. dla 2m ≥ 3n− 1 [85].

W tym rozdziale omówimy dwukolorowe liczby Ramseya dla cyklu C4 oraz koªa o n

wierzchoªkach. Dokªadne warto±ci liczb typu R(C4,Wn) dla 4 ≤ n ≤ 6 wyznaczone zostaªy

w pracach [14, 15, 41] oraz dla 7 ≤ n ≤ 13 przez Kung-Kuen Tse w pracy [47]. Wyniki te

przedstawia tabela 4.1.

n 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
R(C4,Wn) 10 9 10 9 11 12 13 14 16 17

Tabela 4.1: R(C4,Wn) dla 4 ≤ n ≤ 13.

Surahmat i inni [79] udowodnili nast¦puj¡ce górne oszacowanie

R(C4,Wn) ≤ n+ ⌈(n− 1)/3⌉.
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W tym rozdziale poka»emy lepsze górne oszacowanie liczb postaci R(C4,Wn) (twier-

dzenie 4.1): Je»eli n ≥ 11, to

R(C4,Wn) ≤ n+ ⌊
√
n− 2⌋+ 1

Zauwa»my, »e nowe oszacowanie jest lepsze dla wszystkich n ≥ 14 i daje taki sam wynik dla

n = 11, 12, 13. Ponadto poka»emy, »e wyznaczone górne oszacowanie jest równe dokªadnej

warto±ci dla niesko«czenie wielu n. Dokªadniej, za pomoc¡ mody�kacji grafów Erd®sa-

Rényiego, poka»emy (twierdzenie 4.3), »e dla q ≥ 3 b¦d¡cego pot¦g¡ liczby pierwszej

R(C4,Wq2+1) = q2 + q + 1.

Na zako«czenie wyznaczymy dokªadne warto±ci liczb R(C4,Wn) dla 14 ≤ n ≤ 17. Wyniki

przedstawione w tym rozdziale zostaªy opisane we wspólnej z Dzido pracy [19].

4.2 Nowe górne oszacowanie

W tym rozdziale poka»emy górne oszacowanie liczb postaci R(C4,Wn). W dowodzie

b¦dziemy korzysta¢ z liczb Turana dla cyklu C4 (zobacz rozdziaª 2.3), twierdzenia Ore

(twierdzenie 2.11) oraz warto±ci liczb Ramseya dla dwóch cykli (zobacz rozdziaª 1.3.2). Na

potrzeby dowodu skorzystamy z innego ni» w pozostaªych cz¦±¢ach rozprawy oznaczenia

stopnia wierzchoªka w gra�e. Notacja ta b¦dzie wskazywa¢ graf, o jakim w danym mo-

mencie mowa. Za pomoc¡ degGr (v) oznacza¢ b¦dziemy czerwony stopie« wierzchoªka v w

gra�e G. Analogiczne oznaczenie wykorzystane b¦dzie dla koloru niebieskiego.

Twierdzenie 4.1 (Dybizba«ski, Dzido [19]). Dla ka»dej liczby naturalnej n ≥ 11

R(C4,Wn) ≤ n+ ⌊
√
n− 2⌋+ 1.

Dowód. NiechG = Kn+⌊
√
n−2⌋+1. W celu pokazania, »e dowolne 2-kolorowanie kraw¦dziowe

grafu G zawiera czerwony cykl C4 lub niebieskie koªo Wn, podzielimy dowód na 3 przy-

padki w zale»no±ci od czerwonych stopni wierzchoªków w tym kolorowaniu.
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Po pierwsze zaªó»my, »e istnieje wierzchoªek v ∈ V (G) taki, »e degGr (v) ≤
√
n− 2.

Wtedy degGb (v) ≥ n. Z twierdzenia 1.6 wynika, »e R(C4, Cn−1) = n, wi¦c podgraf G[Nb(v)]

zawiera czerwony cykl C4 lub niebieski Cn−1. W drugim przypadku cykl ten wraz z wierz-

choªkiem v tworzy niebieskie koªo Wn.

Zaªó»my teraz, »e δr(G) ≥ ⌊
√
n− 2⌋ + 2. Niech p b¦dzie liczb¡ naturaln¡ tak¡, »e

n ∈ {(p − 1)2 + 2, · · · , p2 + 1}. Wtedy ⌊
√
n− 2⌋ = p − 1. Niech s = n − (p − 1)2. �atwo

zauwa»y¢, »e 2 ≤ s ≤ 2p. W tym przypadku minimalna liczba kraw¦dzi kolorowania G w

kolorze czerwonym wynosi co najmniej

⌈1
2
(n+ ⌊

√
n− 2⌋+ 1)δr(G)⌉ ≥ 1

4
(n+ ⌊

√
n− 2⌋+ 1)(2p+ 2) =

1

4
(n+ ⌊

√
n− 2⌋+ 1)(1 +

√
4(p2 + p+ 1)− 3) ≥

1

4
(n+ ⌊

√
n− 2⌋+ 1)(1 +

√
4(p2 − p+ 1 + s)− 3) ≥

1

4
(n+ ⌊

√
n− 2⌋+ 1)(1 +

√
4(n+ ⌊

√
n− 2⌋+ 1)− 3) >

t(n+ ⌊
√
n− 2⌋+ 1). (4.1)

Ostatnia nierówno±¢ wynika z twierdzenia 2.22. Wynika z tego, »e dowolne 2-kolorowanie

grafu G, takie, »e δr(G) ≥ ⌊
√
n− 2⌋+ 2 zawiera czerwony cykl C4.

Ostatnim, pozostaªym do rozpatrzenia przypadkiem jest δr(G) = ⌊
√
n− 2⌋ + 1. Mo-

»emy zaªo»y¢, »e graf nie posiada czerwonego cyklu C4, wtedy Gr ma co najwy»ej

t(n+ ⌊
√
n− 2⌋+ 1) =

⌈(n+ ⌊
√
n− 2⌋+ 1)δr(G)

2

⌉
+ A(n)

czerwonych kraw¦dzi. Pierwszy skªadnik sumy po prawej stronie równo±ci jest minimaln¡

liczb¡ kraw¦dzi jak¡ musi posiada¢ graf o n + ⌊
√
n− 2⌋ + 1 wierzchoªkach i minimalnym

stopniu δr(G). Funkcja A(n) jest maksymaln¡ liczb¡ kraw¦dzi, jak¡ mo»na doda¢ do ta-

kiego grafu tak, aby unikn¡¢ cyklu C4. Tak jak w poprzednim przypadku, niech p b¦dzie

liczb¡ naturaln¡ tak¡, »e n ∈ {(p − 1)2 + 2, · · · , p2 + 1}. Wtedy ⌊
√
n− 2⌋ + 1 = p.

Rozpatrzmy wierzchoªek v ∈ V (G) taki, »e degGr (v) = ⌊
√
n− 2⌋ + 1 = p, podgraf

G′ = G[Nb(v)] oraz dwa niepoª¡czone kolorem niebieskim wierzchoªki v1, v2 ∈ V (G′) (zo-

bacz rysunek 4.1). Wtedy v(G′) = n−1 oraz w podgra�e G′ mamy degG
′

b (v1)+degG
′

b (v2) =
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2(n − 2) − (degG
′

r (v1) + degG
′

r (v2)). Udowodnimy, »e degG
′

b (v1) + degG
′

b (v2) ≥ n − 1 dla

wszystkich par niepoª¡czonych ze sob¡ wierzchoªków v1, v2 ∈ V (G′b). W tym przypadku z

twierdzenia 2.11 wynika, »e podgraf G′b jest hamiltonowski (zawiera Cn−1), który wraz z

wierzchoªkiem v tworzy niebieskie koªo Wn w gra�e G.

Rysunek 4.1: Kolorowanie grafu G

Niech D(n) b¦dzie funkcj¡ okre±laj¡c¡ parzysto±¢ licznika wyra»enia
⌈
(n+⌊

√
n−2⌋+1)δr(G)

2

⌉
:

D(n) =

{
0 p jest parzyste lub n jest nieparzyste
1 w pozostaªych przypadkach

Sum¦ czerwonych stopni wierzchoªków v1 i v2 w gra�e G′ mo»na oszacowa¢ w nast¦puj¡cy

sposób: degG
′

r (v1) + degG
′

r (v2) ≤ 2δr(G) + A(n) + D(n). Wtedy w gra�e G′, degG
′

b (v1) +

degG
′

b (v2) ≥ 2(n−2)−(2δr(G)+A(n)+D(n)) = 2n−2p−A(n)−D(n)−4. Aby skorzysta¢
z twierdzenia 2.11, musimy pokaza¢, »e 2n− 2p− A(n)−D(n)− 4 ≥ n− 1 czyli, »e

A(n) ≤ n− 2p− 3−D(n).

Pozostaªa cz¦±¢ dowodu jest podzielona na cztery podprzypadki w zale»no±ci od war-

to±ci n:

1. n ≥ 41. W tym przypadku p ≥ 7. Poniewa» dla ka»dego n mamy D(n) ≤ 1,

poka»emy, »e A(n) ≤ n − 2p − 4. Korzystaj¡c z oszacowania 4.1 otrzymujemy

t(n+ p) < 1
4
(n+ p)(2p+ 2), wi¦c

A(n) = t(n+ p)−
⌈(n+ p)p

2

⌉
<

n+ p

2

i tym samym, dla ka»dego n ≥ 41, A(n) ≤ n− 2p− 4.
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2. 27 ≤ n ≤ 40.

W tym przypadku δr(G) = p ∈ {6, 7}. Dowód przebiega analogicznie do punktu 1 z

t¡ ró»nic¡, »e nie korzystamy z szacowania 4.1 lecz wyliczamy maksymaln¡ mo»liw¡

warto±¢ funkcji t(n) za pomoc¡ twierdzenia 2.22. Tabela 4.2 przedstawia wszystkie

warto±ci potrzebne do wyznaczenia nierówno±ci A(n) ≤ n− 2p− 4 dla 27 ≤ n ≤ 40.

n 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
p 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 7 7 7
n− 2p− 4 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 20 21 22

v(G) 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 45 46 47
t(v(G)) ≤ 101 106 111 115 120 125 130 135 140 145 150 160 166 171
A(n) ≤ 2 4 6 7 9 11 13 15 17 19 21 2 5 6

Tabela 4.2: Warto±ci potrzebne do wyznaczenia A(n) ≤ n− 2p− 4 dla 27 ≤ n ≤ 40.

3. 18 ≤ n ≤ 26.

W tym przypadku δr(G) = p = 5. Dowód przebiega analogicznie do punktu 2 z t¡

ró»nic¡, »e nie korzystamy z oszacowania funkcji t(n) wynikaj¡cego z twierdzenia 2.22

lecz z dokªadnych warto±ci wyznaczonych w pracach [16, 82] i przedstawionych w

tabeli 2.1. Tabela 4.3 przedstawia wszystkie warto±ci potrzebne do wyznaczenia nie-

równo±ci A(n) ≤ n− 2p− 3−D(n) dla 18 ≤ n ≤ 26.

n 18 19 20 21 22 23 24 25 26
D(n) 1 0 1 0 1 0 1 0 1
n− 2p− 3−D(n) 4 6 6 8 8 10 10 12 12

v(G) 23 24 25 26 27 28 29 30 31
t(v(G)) 56 59 63 67 71 76 80 85 90
A(n) −2 −1 0 2 3 6 7 10 12

Tabela 4.3: Warto±ci potrzebne do wyznaczenia A(n) ≤ n−2p−3−D(n) dla 18 ≤ n ≤ 26.

4. 11 ≤ n ≤ 17.

W tym przypadku δr(G) = p = 4 wi¦c D(n) = 0. Warto±ci w tabeli 4.4 wyzna-

czone zostaªy tak jak w punkcie 3. Dokªadne warto±ci liczb Turana t(n) dla n ≤ 21

pochodz¡ z pracy [16] i zostaªy przedstawione w tabeli 2.1. W pracy [16] wyzna-

czono tak»e wszystkie grafy ekstremalne, w ka»dym z tych przypadków. Warto±ci
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n 11 12 13 14 15 16 17
n− 2p− 3 0 1 2 3 4 5 6

v(G) 15 16 17 18 19 20 21
t(v(G)) 30 33 36 39 42 46 50
A(n) 0 1 2 3 4 6 8

Tabela 4.4: Warto±ci potrzebne do wyznaczenia A(n) ≤ n−2p−3−D(n) dla 11 ≤ n ≤ 15.

z tabeli 4.4 ko«cz¡ dowód dla wszystkich 11 ≤ n ≤ 15. Pozostaªy do rozpatrzenia

przypadki, gdy n = 16 i n = 17.

• W przypadku n = 16 liczba Turana t(v(G)) = t(20) = 46 oraz istnieje tylko je-

den graf C4-wolny, który posiada 46 kraw¦dzi i 20 wierzchoªków [16]. Jest to graf

powstaªy poprzez usuni¦cie dowolnego wierzchoªka stopnia 4 z grafu ER(5) (zo-

bacz rysunek 2.3). Graf ten posiada maksymalny stopie« 5, wi¦c ka»dy wierzcho-

ªek w gra�e G′ ma niebieski stopie« co najmniej 10 i na mocy twierdzenia 2.11

wynika, »e graf G′ jest hamiltonowski, i cykl ten wraz z wierzchoªkiem v tworzy

niebieskie koªo W16. Mo»emy wi¦c zaªo»y¢, »e liczba czerwonych kraw¦dzi w

kolorowaniu grafu G wynosi co najwy»ej 45, wtedy A(n) = 5 ≤ n− 2p− 3.

• W przypadku n = 17 zastosowali±my podobne rozwa»ania. ER(5) jest jedynym

grafem ekstremalnym dla liczby t(21) = 50 [16]. �atwo sprawdzi¢ (podobnie do

przypadku n = 16), »e graf ten zawiera w dopeªnieniuW17. Je»eli liczba e(Gr) =

49 to rozwa»my dwa przypadki. Je»eli istnieje wierzchoªek w taki, »e degGr (w) ≥
7, to dwa wierzchoªki z Nr(w) maj¡ dwóch wspólnych czerwonych s¡siadów,

czyli tworz¡ z nimi cykl C4. Jednym z nich jest w a drugi nale»y do zbioru B =

V (G) \ ({w} ∪Nr(w)) a jego istnienie wynika z metody szu�adkowej (w Nr(w)

jest przynajmniej 7 wierzchoªków, ka»dy z nich jest poª¡czony przynajmniej

dwoma kraw¦dziami do wierzchoªków ze zbioru B, w którym jest co najwy»ej 13

wierzchoªków). W drugim przypadku, gdy ka»dy wierzchoªek w ∈ G jest stopnia

degGr (w) ≤ 6, to w gra�e G′ wszystkie wierzchoªki s¡ niebieskiego stopnia co

najmniej 9, wi¦c na mocy twierdzenia 2.11 graf ten zawiera niebieski cykl C16,

który wraz z wierzchoªkiem v tworzy niebieskie koªoW17. Mo»emy wi¦c zaªo»y¢,

»e liczba czerwonych kraw¦dzi w gra�e G wynosi co najwy»ej 48, wtedy A(n) =

6 ≤ n− 2p− 3.
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Podstawiaj¡c n = q2 + 1 w twierdzeniu 4.1 otrzymujemy

Wniosek 4.2. Dla liczby naturalnej q ≥ 4

R(C4,Wq2+1) ≤ q2 + q + 1.

4.3 Nowe dolne oszacowanie

W rozdziale 2.3 przedstawili±my klas¦ grafów Erd®sa-Rényiego (ER(q)). S¡ to grafy

niezawieraj¡ce cyklu C4. Przez H(q) oznaczmy podgraf ER(q) uzyskany przez usuni¦cie

jednego wierzchoªka stopnia q. Z trzeciej wªasno±ci grafów ER(q) (patrz rozdziaª 2.3)

wynika, »e graf H(q) zawiera 2q wierzchoªków stopnia q oraz q2 − q wierzchoªków stopnia

q+1. Rozwa»my dopeªnienie grafu H(q). �atwo zauwa»y¢, »e dla ka»dego wierzchoªka w ∈
V (H(q)), stopie« deg(w) w gra�e H(q) wynosi co najwy»ej q2−1. Z tego faktu wynika, »e

dopeªnienie H(q) nie zawiera koªaWq2+1, wi¦c istnieje kolorowanie typu (C4,Wq2+1; q
2+q).

Korzystaj¡c z tego faktu i wniosku 4.2 otrzymujemy nast¦puj¡ce twierdzenie.

Twierdzenie 4.3 (Dybizba«ski, Dzido [19]). Dla ka»dego q ≥ 4 b¦d¡cego pot¦g¡ liczby

pierwszej

R(C4,Wq2+1) = q2 + q + 1.

4.4 Nowe dokªadne warto±ci dla maªych n

Dotychczas znane byªy warto±ci R(C4,Wn) dla n ≤ 13. Warto±ci dla kolejnych czterech

liczb podaje nast¦puj¡ce twierdzenie:
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Twierdzenie 4.4 (Dybizba«ski, Dzido [19]).

1. R(C4,W14) = 18,

2. R(C4,W15) = 19,

3. R(C4,W16) = 20,

4. R(C4,W17) = 21.

Dowód. Z twierdzenia 4.3 wiemy, »e R(C4,W17) = 21. W pozostaªych przypadkach u»yli-

±my twierdzenia 4.1 do wyznaczenia górnych oszacowa«. Aby udowodni¢ dolne oszacowania

wska»emy kolorowania krytyczne (zobacz rysunek 4.2). Zostaªy one uzyskane za pomoc¡

prostych metod heurystycznych u»ytych w celu poszukiwania kolorowa«, których czerwony

podgraf jest grafem C4-wolnym o zadanym minimalnym stopniu (zapewniaj¡cym, »e ko-

lorowanie nie zawiera niebieskiego koªa Wn).
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X 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 X 1 2 2 2 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 X 2 2 2 2 2 1 1 2 2 2 2 2 2 2

1 2 2 X 1 2 2 2 2 2 1 1 2 2 2 2 2

1 2 2 1 X 2 2 2 2 2 2 2 1 1 2 2 2

1 2 2 2 2 X 2 2 2 2 2 2 2 2 1 1 1

2 1 2 2 2 2 X 1 2 2 1 2 2 2 1 2 2

2 1 2 2 2 2 1 X 2 2 2 1 2 2 2 1 2

2 2 1 2 2 2 2 2 X 2 1 2 1 2 2 1 2

2 2 1 2 2 2 2 2 2 X 2 1 2 1 2 2 1

2 2 2 1 2 2 1 2 1 2 X 2 2 2 1 2 2

2 2 2 1 2 2 2 1 2 1 2 X 2 2 2 1 2

2 2 2 2 1 2 2 2 1 2 2 2 X 1 2 1 2

2 2 2 2 1 2 2 2 2 1 2 2 1 X 2 2 1

2 2 2 2 2 1 1 2 2 2 1 2 2 2 X 2 1

2 2 2 2 2 1 2 1 1 2 2 1 1 2 2 X 2

2 2 2 2 2 1 2 2 2 1 2 2 2 1 1 2 X

kolorowanie typu (C4,W14; 17)

X 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 X 1 2 2 2 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 X 2 2 2 2 2 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 2 X 1 2 2 2 2 2 1 1 2 2 2 2 2 2

1 2 2 1 X 2 2 2 2 2 2 2 1 1 2 2 2 2

1 2 2 2 2 X 2 2 2 2 2 2 2 2 1 1 1 2

2 1 2 2 2 2 X 1 2 2 1 2 2 2 1 2 2 2

2 1 2 2 2 2 1 X 2 2 2 2 1 2 2 2 2 1

2 2 1 2 2 2 2 2 X 2 1 2 2 1 2 1 2 1

2 2 1 2 2 2 2 2 2 X 2 1 1 2 2 2 1 2

2 2 2 1 2 2 1 2 1 2 X 2 2 2 2 1 2 2

2 2 2 1 2 2 2 2 2 1 2 X 2 2 2 2 1 1

2 2 2 2 1 2 2 1 2 1 2 2 X 2 2 1 2 2

2 2 2 2 1 2 2 2 1 2 2 2 2 X 1 2 2 1

2 2 2 2 2 1 1 2 2 2 2 2 2 1 X 2 1 2

2 2 2 2 2 1 2 2 1 2 1 2 1 2 2 X 2 2

2 2 2 2 2 1 2 2 2 1 2 1 2 2 1 2 X 2

2 2 2 2 2 2 2 1 1 2 2 1 2 1 2 2 2 X

kolorowanie typu (C4,W15; 18)

X 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 X 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 X 2 2 2 2 2 2 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 2 X 1 2 2 2 2 2 2 1 1 2 2 2 2 2 2

1 2 2 1 X 2 2 2 2 2 2 2 2 1 1 2 2 2 2

1 2 2 2 2 X 2 2 2 2 2 2 2 2 2 1 1 1 2

2 1 2 2 2 2 X 1 2 2 2 1 2 2 2 1 2 2 2

2 1 2 2 2 2 1 X 2 2 2 2 2 2 2 2 1 2 1

2 1 2 2 2 2 2 2 X 2 2 2 1 1 2 2 2 1 2

2 2 1 2 2 2 2 2 2 X 2 1 2 1 2 2 2 2 1

2 2 1 2 2 2 2 2 2 2 X 2 1 2 1 2 1 2 2

2 2 2 1 2 2 1 2 2 1 2 X 1 2 2 1 2 2 2

2 2 2 1 2 2 2 2 1 2 1 1 X 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 1 2 2 2 1 1 2 2 2 X 2 2 1 2 2

2 2 2 2 1 2 2 2 2 2 1 2 2 2 X 2 2 1 1

2 2 2 2 2 1 1 2 2 2 2 1 2 2 2 X 2 1 2

2 2 2 2 2 1 2 1 2 2 1 2 2 1 2 2 X 2 2

2 2 2 2 2 1 2 2 1 2 2 2 2 2 1 1 2 X 1

2 2 2 2 2 2 2 1 2 1 2 2 2 2 1 2 2 1 X

kolorowanie typu (C4,W16; 19)

Rysunek 4.2: Kolorowania krytyczne dla R(C4,Wn), 14 ≤ n ≤ 16.
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Rozdziaª 5

Trój- i czterokolorowe liczby Ramseya

5.1 Znane wyniki

W przypadku wielokolorowych, klasycznych liczb Ramseya wiedza o ich dokªadnych

warto±ciach jest jeszcze ubo»sza ni» w przypadku dwukolorowych liczb. We wst¦pie wspo-

mnieli±my, »e dokªadna warto±¢ trójkolorowych klasycznych liczb Ramseya znana jest

tylko w jednym przypadku R(3, 3, 3) = 17 [33]. W przeci¡gu ostatnich kilkunastu lat

wykonano wiele prac maj¡cych na celu wyznaczenia górnego oszacowania liczby R(3, 3, 4).

Radziszowski i Piwakowski [62, 63] obni»yli to oszacowanie do 31 i przeprowadzili cz¦±¢

oblicze«, które przybli»aj¡ nas do wyznaczenia dokªadnej warto±ci. Aktualnie wiadomo,

»e 30 ≤ R(3, 3, 4) ≤ 31 [62, 63]. W przypadku czterokolorowych liczb najwi¦cej pracy

wªo»ono w wyznaczenie oszacowa« liczby 51 ≤ R(3, 3, 3, 3) ≤ 62 [30]. Trudno±¢ wyznacze-

nia tego typu liczb dobrze odzwierciedla fakt, »e dla prawie wszystkich innych klasycznych

wielokolorowych liczb Ramseya, najlepsze znane górne oszacowania wynika wprost z twier-

dzenia 2.17. Tabela 5.1 przedstawia znane dolne oszacowania liczb Ramseya dla grafów

peªnych K3 i K4.

W tym rozdziale b¦dziemy zajmowa¢ si¦ trój- i czterokolorowymi liczbami Ramseya,

których jednym z parametrów jest cykl C4 a jako pozostaªe parametry przyjmiemy do-

wolne grafy bez izolowanych wierzchoªków o maksymalnie czterech wierzchoªkach. Na

rysunku 5.1, w i-tej kolumnie przedstawione s¡ nieizomor�czne grafy o i kraw¦dziach.

Zauwa»my, »e dla grafu ∅ problem si¦ trywializuje a w przypadku K2 sprowadza do dwu-

kolorowej liczby Ramseya (R(K2, H1, H2) = R(H1, H2)). Z tego powodu nie b¦dziemy

zajmowa¢ si¦ tymi dwoma grafami.
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Rok Liczba Dolne oszacowanie
wyznaczenia

1955 R(3, 3, 3) 17 [33]

1966 R(3, 3, 4) 30 [43]

1988 R(3, 4, 4) 55 [46]

1982 R(4, 4, 4) 128 [37]

1973 R(3, 3, 3, 3) 51 [11]

2011 R(3, 3, 3, 4) 97 (za [64])

2002 R(3, 3, 4, 4) 171 (za [64])

1968 R(3, 4, 4, 4) 381 [31]

2004 R(4, 4, 4, 4) 634 [81]

Tabela 5.1: Dolne oszacowania trój- i czterokolorowych klasycznych liczb Ramseya dla K3

i K4.

K4B2K3 + e

C4

K3

K1,3

P4

P3

2K2

K2∅

Rysunek 5.1: Nieizomor�czne grafy bez izolowanych wierzchoªków o maksymalnie 4 wierz-
choªkach.

Liczbami Ramseya dla trzech maªych grafów zajmowano si¦ mi¦dzy innymi w pra-

cach [7, 33, 39, 73]. Wyniki te zostaªy podsumowane przez Arste i innych w [1]. W tabelach

przedstawionych w [1] pozostawiono wiele luk w miejscach przeznaczonych dla niezna-

nych warto±ci. Znane s¡ dla nich tylko oszacowania wyznaczone mi¦dzy innymi w pracach

Radziszowskiego i innych [65, 68]. W tym rozdziale za pomoc¡ metod kombinatorycz-

nych oraz algorytmów komputerowych wyznaczymy warto±ci dla liczb R(C4, C4, B2) = 16,
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R(C4, B2, K3) = 17 oraz R(C4, B2, B2) = 19. Opiszemy tak»e metod¦, za pomoc¡ której

wyznaczyli±my szereg dolnych oszacowa« dla trój- i czterokolorowych liczb Ramseya:

• R(C4, B2, B2) ≥ 19,

• R(C4, C4, K4) ≥ 20,

• R(C4, K3, K4) ≥ 27,

• R(C4, C4, C4, K3) ≥ 24,

• R(C4, C4, C4, K4) ≥ 34,

• R(C4, C4, K3, K3) ≥ 30,

• R(C4, C4, K3, K4) ≥ 43.

Ponadto wyznaczymy oszacowanie liczby 28 ≤ R(C4, B2, K4) ≤ 36 oraz poka»emy, »e

R(C4, B2, K3 + e) = R(C4, B2, K3) = 17 i R(C4, K3 + e,K4) ≤ max{R(C4, K3, K4), 29} ≤
32. Wyniki opisane w tym podrozdziale s¡ cz¦±ci¡ pracy wspólnej z Dzido [18] oraz wspól-

nej z Boza i Dzido pracy [6].

Podsumowanie wszystkich znanych wyników przedstawia tabela 5.2. Warto±ci wytªusz-

czone zostaªy wyznaczone w tej rozprawie a warto±ci oznaczone przez * wynikaj¡ z mono-

toniczno±ci liczb Ramseya. Przykªadowo R(C4, K4, K4) ≥ R(P4, K4, K4) = 52 [7].

2K2 6[45]

P3 6[45] 6[1]

P4 6[45] 7[1] 7[1]

K1,3 7[45] 7[1] 8[1] 8[1]

C4 7[45] 8[1] 9[1] 9[1] 11[5]

K3 8[45] 8[1] 9[1] 11[1] 12[73] 17[26]

K3 + e 8[45] 8[1] 9[1] 11[1] 12[1] 17[1] 17[1]

B2 9[45] 9[1] 11[1] 11[1] 16 17 17 19
K4 11[45] 13[1] 14[6] 16[45] 20-22[80] 27-32[80] 27∗-32 28-36 52∗-72[80]

H 1/H2 2K2 P3 P4 K1,3 C4 K3 K3 + e B2 K4

Tabela 5.2: Dokªadne warto±ci i oszacowania liczb Ramseya R(C4, H1, H2).
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5.2 Zastosowane algorytmy

5.2.1 Izomor�zm kolorowa«

W tym podrozdziale opiszemy algorytmy, których u»yli±my do wyznaczania oszacowa«

trójkolorowych liczb Ramseya. Przy wyznaczaniu dwukolorowych liczb, w celu sprawdze-

nia izomor�zmu kolorowa« (grafów), cz¦sto stosowana jest aplikacja nauty napisana przez

Brendana McKay [58].

Do sprawdzania izomor�zmu 3-kolorowa« kraw¦dziowych zaprojektowali±my algorytm,

który podobnie jak algorytm przedstawiony w rozdziale 3 korzysta z funkcji r. Trzem

kolorom: czerwonemu, niebieskiemu i zielonemu przypisujemy odpowiednio cyfry 0, 1, 2.

Kolorowanie grafu peªnego o n wierzchoªkach jest reprezentowane przez macierz A = [aij],

gdzie warto±¢ aij jest kolorem kraw¦dzi {i, j}. Kolorowanie jest caªkowicie opisane przez
warto±ci ponad gªówn¡ przek¡tn¡ i reprezentowane jako

(
n
2

)
cyfrowa liczba w systemie

trójkowym

r(A) = a1,2a1,3...a1,na2,3...a2,n...an−1,n.

Izomor�zm kolorowa« jest relacj¡ równowa»no±ci i dzieli zbiór kolorowa« na klasy abstra-

kcji. Dla ka»dej klasy wybieramy reprezentanta o najwi¦kszej warto±ci funkcji r. W celu

sprawdzenia izomor�zmu dwóch kolorowa«, dla ka»dego z nich wyznaczali±my reprezen-

tanta klasy abstrakcji, do której nale»y, i sprawdzali±my, czy reprezentanci s¡ sobie równi.

Algorytm wyznaczania reprezentanta dla danego kolorowania dziaªaª nast¦puj¡co:

Algorytm 5.1. Reprezentant

Wej±cie: kolorowanie grafu peªnego G (V (G) = {v1, ..., vn}) reprezentowane przez macierz

A = [ai,j]nxn.

Wyj±cie: reprezentant klasy abstrakcji izomor�zmu kolorowa«, do której nale»y koloro-

wanie grafu G (oznaczamy rep(A)).

W celu wyznaczenia rep(A) konstruujemy permutacj¦ p wierzchoªków grafu G tak¡,

»e wyznaczona przez ni¡ macierz kolorowania A′ = [a′i,j]nxm ma maksymaln¡ warto±¢ fun-

kcji r. Permutacj¦ p budujemy kolejno dla wierzchoªków vi, dla i = 1...n. Aby wyznaczy¢

zbiór wierzchoªków, które potencjalnie mog¡ by¢ warto±ci¡ p(v1) wybieramy wierzchoªki

o najwi¦kszej warto±ci wyra»enia degr(v) + n · degb(v) + n2 · degg(v). Warunek ten musi
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by¢ speªniony, aby najbardziej znacz¡ce cyfry a1,2a1,3...a1,n warto±ci funkcji r miaªy naj-

wi¦ksz¡ warto±¢. Nast¦pnie, rozwa»aj¡c permutacj¦ zaczynaj¡c¡ si¦ od p(v1), ..., p(vk−1),

dla wszystkich wierzchoªków vj ∈ V (G) \ {p(v1), ..., p(vk−1)} wyznaczamy k − 1 cyfrow¡

liczb¦ (w systemie trójkowym) w(vj) = w1...wk−1, gdzie cyfra wi jest równa kolorowi

kraw¦dzi {vj, p(vi)}. Jako p(vk) bierzemy tylko wierzchoªki z maksymaln¡ warto±ci¡ fun-

kcji w. Pozostaªych wierzchoªków nie trzeba rozpatrywa¢. Przypu±¢my bowiem, »e s¡ dwa

wierzchoªki x, y ∈ V (G) \ {p(v1), ..., p(vk−1)} takie, »e w(x) < w(y) i »e x zostaª wybrany

na p(vk). Wtedy, w ka»dej permutacji, która zaczyna si¦ od p(v1), ..., p(vk−1), p(vk) = x

mo»na zamieni¢ x i y miejscami i otrzyma¢ permutacj¦ o wi¦kszej warto±ci funkcji r.

Macierz kolorowania, uzyskana po wyznaczeniu wszystkich elementów permutacji o naj-

wi¦kszej warto±ci funkcji r, jest reprezentantem klasy abstrakcji kolorowania, do którego

nale»y kolorowanie reprezentowane przez A.

W celu wyznaczania dokªadnych warto±ci lub poprawy górnych oszacowa« liczb Ram-

seya stosowali±my techniki wzorowane na algorytmach znanych dla dwukolorowych liczb

Ramseya. Byªy one wykorzystywane mi¦dzy innymi przez Radziszowskiego i innych w [2,

66].

5.2.2 Algorytm rozszerzaj¡cy

Pierwszy z zastosowanych algorytmów (algorytm 5.2) maj¡c wszystkie nieizomor�czne

3-kolorowania typu (H1, H2, H3;n−1) (kolorowania kraw¦dziowe grafu peªnegoKn−1, które

nie zawieraj¡ podgrafu Hi zªo»onego z kraw¦dzi w kolorze i, dla i = 1, 2, 3) wyznacza

zbiór wszystkich nieizomor�cznych 3-kolorowa« typu (H1, H2, H3;n). Maj¡c do dyspozycji

taki algorytm mo»emy wyznaczy¢ dokªadne warto±ci liczb Ramseya. W celu wyznaczenia

R(H1, H2, H3) rozpoczynamy od jedynego 3-kolorowania typu (H1, H2, H3; 1) i iterujemy

powy»sz¡ procedur¦, dopóki otrzymany zbiór kolorowa« typu (H1, H2, H3;n) nie jest pusty.

Po zako«czeniu dziaªania liczba n jest najmniejsz¡ liczb¡ tak¡, »e nie istnieje kolorowanie

typu (H1, H2, H3;n), wi¦c jest warto±ci¡ szukanej liczby Ramseya. Problemem przy takim

post¦powaniu jest fakt, »e uzyskiwane w kolejnych krokach zbiory mog¡ by¢ bardzo du»e,

ich przechowywanie wymaga du»ych zasobów pami¦ci a do ich wyznaczenia konieczne jest

u»ycie wielu operacji sprawdzenia izomor�zmu, co jest czasochªonne.

Algorytm 5.2. Rozszerzaj¡cy
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Wej±cie: zbiór wszystkich kolorowa« typu (H1, H2, H3;n− 1).

Wyj±cie: zbiór wszystkich kolorowa« typu (H1, H2, H3;n).

Dla ka»dego kolorowania grafu peªnego G = Kn−1 typu (H1, H2, H3;n − 1) tworzymy

zbiór kolorowa« grafu peªnego H = Kn typu (H1, H2, H3;n). Niech V (G) = {u1, ..., un−1}
oraz V (H) = V (G)∪{v}. W kolorowaniu grafu H kraw¦dziom {ui, uj} nadajemy taki sam
kolor jak w kolorowaniu grafu G. Algorytm przegl¡da kolorowania pozostaªych kraw¦dzi

{v, ui} dla 1 ≤ i ≤ n − 1, które reprezentowane s¡ jako liczby W = w1...wn−1 zapisane

w systemie trójkowym. Rozpoczynamy od W = 0 i przegl¡damy kolorowania wedªug ro-

sn¡cych warto±ci W . Aby przy±pieszy¢ przegl¡danie, post¦pujemy podobnie do algorytmu

opisanego w rozdziale 3. Po stwierdzeniu, »e kolorowanie nie jest typu (H1, H2, H3;n), wy-

znaczamy najmniejszy indeks i (najbardziej znacz¡c¡ cyfr¦ liczby W ) taki, »e kraw¦dzie

odpowiadaj¡ce cyfrom w1, ..., wi wraz z wcze±niej pokolorowanymi kraw¦dziami grafu G

tworz¡ czerwony graf H1, niebieski H2 lub zielony H3. Kolejnym rozpatrywanym koloro-

waniem jest kolorowanie reprezentowane przez najmniejsz¡ liczb¦ W wi¦ksz¡ od bie»¡cej

o innej warto±ci i-tej cyfry.

5.2.3 Algorytm ª¡cz¡cy

Dla grafu H i wierzchoªka v ∈ V (H), niech H − v oznacza graf powstaªy z grafu H

poprzez usuni¦cie wierzchoªka v i kraw¦dzi z nim incydentnych. Drugi zastosowany przez

nas algorytm maj¡c dane zbiory wszystkich kolorowa« typu (H1, H2 − u2, H3, n) oraz

(H1, H2, H3 − u3,m) wyznacza zbiór wszystkich kolorowa« typu (H1, H2, H3, n + m + 1)

takich, »e jeden z wierzchoªków ma stopnie degb(v) = n oraz degg(v) = m.

Algorytm 5.3. �¡cz¡cy

Wej±cie: zbiory kolorowa« typu (H1, H2 − u2, H3;n) oraz (H1, H2, H3 − u3;m).

Wyj±cie: zbiór wszystkich kolorowa« typu (H1, H2, H3;n+m+1), które zawieraj¡ wierz-

choªek v taki, »e degb(v) = n oraz degg(v) = m.

Dla ka»dego G1 ∈ (H1, H2 − u2, H3;n) oraz G2 ∈ (H1, H2, H3 − u3;m) tworzymy 3-

kolorowanie kraw¦dziowe grafu peªnego G = Kn+m+1 typu (H1, H2, H3;n+m+ 1). Niech

V (G) = V (G1)∪V (G2)∪{v}. Wszystkie kraw¦dzie pomi¦dzy wierzchoªkami V (G1) koloru-

jemy tak samo jak w kolorowaniu G1, a wszystkie pomi¦dzy V (G2) tak jak w kolorowaniu
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G2. Kraw¦dzie {v, u} kolorujemy na niebiesko, gdy u ∈ V (G1) lub na zielono, gdy u ∈
V (G2). Pozostaªy do pokolorowania kraw¦dzie {u,w} takie, »e u ∈ V (G1) oraz w ∈ V (G2),

które wyznaczaj¡ podmacierz Am,n macierzy kolorowania grafu G. Niech W b¦dzie liczb¡

zapisan¡ w systemie trójkowym, zªo»on¡ z cyfr a1,1a1,2...a1,na2,1...a2,n...am,1...am,n. Podob-

nie jak w algorytmie 5.2 przegl¡damy po kolei wszystkie kolorowania szukaj¡c takich, które

daj¡ kolorowania grafu G typu (H1, H2, H3;n+m+ 1).

5.2.4 Symulowane wy»arzanie

W celu wyznaczania dolnych oszacowa« trój- i czterokolorowych liczb Ramseya, za-

stosowali±my algorytm bazuj¡cy na symulowanym wy»arzaniu. Jest to heurystyczna me-

toda optymalizacji kombinatorycznej inspirowana zabiegiem wy»arzania. Wy»arzanie jest

zabiegiem polegaj¡cym na podgrzaniu materiaªu do wysokiej temperatury a nast¦pnie

stopniowemu ochªadzaniu w celu przybli»enia materiaªu do stanu równowagi.

Algorytm 5.4. Symulowane wy»arzanie dla liczb Ramseya R(H1, ..., Hm)

Wej±cie: Parametry H1, ..., Hm oraz n

Wyj±cie: Je»eli si¦ zatrzymuje, zwraca kolorowanie typu (H1, ..., Hm;n)

Dla dowolnego 3-kolorowania c grafu peªnego Kn zde�niujmy funkcj¦ f(c) (nazywan¡

funkcj¡ celu) b¦d¡c¡ sum¡ po kolorach i = 1, 2, 3 liczby podgrafów izomor�cznych do Hi,

zªo»onych z kraw¦dzi w kolorze i. Celem algorytmu jest znalezienie kolorowania niezawie-

raj¡cego takich podgrafów wi¦c o warto±ci funkcji f równej 0. Algorytm rozpoczyna od lo-

sowego kolorowania. W kolejnych iteracjach mody�kuje bie»¡ce kolorowanie c1 poprzez za-

mian¦ koloru jednej (losowo wybranej) kraw¦dzi grafu G i otrzymuje kolorowanie c2. W ko-

lejnej iteracji rozpatrywane byªo kolorowanie c2 z prawdopodobie«stwem p(f(c1), f(c2), T )

lub c1 w przeciwnym przypadku.

p(f(c1), f(c2), T ) =

{
1 gdy f(c1) > f(c2)
e−(f(c2)−f(c1))/T w przeciwnym przypadku

Tak zde�niowane prawdopodobie«stwo zmiany bie»¡cego kolorowania nazywane jest kry-

terium Boltzmanowskim. Prawdopodobie«stwo to zale»y od parametru T opisuj¡cego tem-

peratur¦ ukªadu, pocz¡tkowo ma on wysok¡ warto±¢ a w kolejnych iteracjach jest zmniej-

szany wedªug scenariusza T (k+1) = T (k)

1+βT (k) dla maªej warto±ci β. Je»eli przez n2 iteracji nie

zostaªo zmienione bie»¡ce kolorowanie zwi¦kszali±my temperatur¦ ukªadu do pocz¡tkowej
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warto±ci. Algorytm dziaªaª w p¦tli, dopóki nie zostaªo znalezione kolorowanie o warto±ci

funkcji celu równej 0. W przypadku nie znalezienia kolorowania, algorytm ko«czyª dziaªa-

nie po przekroczeniu ustalonego, du»ego limitu czasowego.

5.3 Wyniki

5.3.1 Nowe dokªadne warto±ci trójkolorowych liczb Ramseya

Lemat 5.5 K5,5 jest jedynym regularnym stopnia 5 grafem o 10 wierzchoªkach B2-wolnym.

Dowód. Oczywistym jest fakt, »e K5,5 jest regularny stopnia 5. Jako graf dwudzielny nie

zawiera trójk¡ta wi¦c tym bardziej jest B2-wolny. Udowodnimy teraz, »e jest to jedyny taki

graf. �atwo jest zauwa»y¢, »e jest to jedyny graf dwudzielny o takiej wªasno±ci (inne maj¡

za maªo kraw¦dzi). Aby zako«czy¢ dowód, poka»emy »e »aden graf posiadaj¡cy cykl o

nieparzystej dªugo±ci nie speªnia zaªo»e« lematu. Je»eli najkrótszym nieparzystym cyklem

jest C3 to, aby graf byª regularny stopnia 5, ka»dy z wierzchoªków trójk¡ta musi by¢

poª¡czony z trzema innymi wierzchoªkami. Poniewa» jest ich tylko 7, to przynajmniej dwa

wierzchoªki trójk¡ta musz¡ mie¢ jeszcze jednego wspólnego s¡siada i razem z nim tworz¡

B2. W przypadku, gdy najkrótszym nieparzystym cyklem jest C5, C7 lub C9, to zauwa»my,

»e na cyklu nie mo»e by¢ »adnej ci¦ciwy, gdy» utworzyªby si¦ krótszy cykl nieparzystej

dªugo±ci. Gdy najkrótszym cyklem nieparzystej dªugo±ci jest C5, to aby unikn¡¢ cyklu C3

ka»dy z wierzchoªków poza cyklem C5 mo»e by¢ poª¡czony z co najwy»ej dwoma z cyklu.

Takich kraw¦dzi jest co najwy»ej 10, wi¦c wierzchoªki z cyklu nie mog¡ by¢ wszystkie

stopnia 5. Gdy najkrótszym cyklem jest C7, to aby graf byª regularny stopnia 5, ka»dy

z wierzchoªków musi by¢ poª¡czony z wszystkimi trzema poza cyklem co tworzy B2. W

przypadku najkrótszego cyklu C9 nie jest mo»liwe, aby wierzchoªki na cyklu byªy stopnia

5.

Twierdzenie 5.6 (Dybizba«ski, Dzido [18]).

R(C4, C4, B2) = 16.

Dowód. Dolne oszacowanie wynika z istnienia kolorowania typu (C4, C4, B2; 15). Jego ma-

cierz przedstawiona jest na rysunku 5.2. Oznaczmy wierzchoªki 1, 2, 3 przez x, y, z, wierz-

choªki 4, 5, 6 przez x′, y′, z′, wierzchoªki 7, 8, 9 przez x′′, y′′, z′′, wierzchoªki 10, 11, 12 przez
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a, b, c a wierzchoªki 13, 14, 15 przez a′, b′, c′. Grafy indukowane przez kraw¦dzie koloru

czerwonego (numer 1) i niebieskiego (numer 2) s¡ izomor�czne z grafem ekstremalnym

dla liczby Turana t(15) = 30 przedstawionym w pracy [16], wi¦c nie zawieraj¡ grafu C4.

Zielone kraw¦dzie (numer 3) tworz¡ 6 trójk¡tów xyz, x′y′z′, x′′y′′z′′, xx′x′′, yy′y′′, zz′z′′

oraz peªny graf dwudzielny o partycjach {a, b, c} oraz {a′, b′, c′}. Ponadto, graf K3,3 jest

poª¡czony z trójk¡tami w taki sposób, »e a jest poª¡czony z {x, y′, z′′}, b z {x′, y′′, z} a c z

{x′′, y, z′}. Podobnie a′ jest poª¡czony z {x, y′′, z′}, b′ z {x′, y, z′′} a c′ z {x′′, y′, z}. Zielone
kraw¦dzie nie zawieraj¡ podgrafu izomor�cznego z B2.

X 3 3 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2

3 X 3 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1

3 3 X 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

3 2 1 X 3 3 3 1 2 2 2 3 1 3 1

1 3 2 3 X 3 2 3 1 3 2 2 1 1 3

2 1 3 3 3 X 1 2 3 2 3 2 3 1 1

3 2 1 3 2 1 X 3 3 1 3 2 2 1 3

1 3 2 1 3 2 3 X 3 2 1 3 3 2 1

2 1 3 2 1 3 3 3 X 3 2 1 1 3 2

3 2 1 2 3 2 1 2 3 X 1 1 3 3 3

1 3 2 2 2 3 3 1 2 1 X 1 3 3 3

2 1 3 3 2 2 2 3 1 1 1 X 3 3 3

3 2 1 1 1 3 2 3 1 3 3 3 X 2 2

1 3 2 3 1 1 1 2 3 3 3 3 2 X 2

2 1 3 1 3 1 3 1 2 3 3 3 2 2 X

Rysunek 5.2: Kolorowanie typu (C4, C4, B2; 15).

Do zako«czenia dowodu musimy jeszcze pokaza¢ górne oszacowanieR(C4, C4, B2) ≤ 16.

Zaªó»my, dla dowodu nie wprost, »e istnieje kolorowanie grafu peªnego K16 niezawieraj¡ce

czerwonego ani niebieskiego cyklu C4 oraz bez zielonego grafu B2. Liczb¦ kraw¦dzi czer-

wonych i niebieskich mo»na oszacowa¢ przez liczb¦ Turana t(16) = 33, a wi¦c zielonych

kraw¦dzi musi by¢ co najmniej e(Gg) = e(K16) − e(Gr) − e(Gb) ≥ 120 − 2 · 33 = 54.

W dalszej cz¦±ci dowodu poka»emy, »e nie jest mo»liwe, aby zielony podgraf miaª tyle

kraw¦dzi.

Poniewa» R(C4, C4, P3) = 8 [1], to ka»dy wierzchoªek mo»e by¢ poª¡czony zielonymi

kraw¦dziami z co najwy»ej 7 innymi. Poniewa» R(C4, C4, K3) = 12 [1], to aby unikn¡¢ czer-

wonego i niebieskiego cyklu C4, kolorowanie to musi zawiera¢ 2 rozª¡czne zielone trójk¡ty

x, y, z i x′, y′, z′ (patrz rysunek 5.3). Rozwa»my pierwszy z nich. Aby unikn¡¢ zielonego

grafu B2, »adne 2 wierzchoªki tego trójk¡ta nie mog¡ mie¢ wspólnego zielonego s¡siada
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w±ród pozostaªych 13 wierzchoªków grafu. Oznacza to, »e suma ich zielonych stopni wy-

nosi co najwy»ej 13 + 3 · 2 = 19. Rozpatrzmy drugi trójk¡t x′, y′, z′ i zielone kraw¦dzie

wychodz¡ce z niego do pozostaªych 10 wierzchoªków grafu {v1, v2, ..., v10}. Z podobnej ar-

gumentacji jak przy pierwszym trójk¡cie wynika, »e mo»e ich by¢ co najwy»ej 10, a suma

zielonych stopni wierzchoªków tworz¡cych drugi trójk¡t wynosi co najwy»ej 10+3 ·3 = 19.

Je»eli wszystkie wierzchoªki {v1, v2, ..., v10} s¡ zielonego stopnia 7, to suma zielonych stopni

wszystkich wierzchoªków e(Gg) ≤ 19+19+7 ·10 = 108, czyli graf skªada si¦ z co najwy»ej

54 zielonych kraw¦dzi. Liczb¦ t¦ uzyskujemy, je»eli trójk¡ty x, y, z oraz x,′ , y′, z′ s¡ po-

ª¡czone kraw¦dziami na przykªad {x, x′}, {y, y′}, {z, z′}. Ponadto, ka»dy z wierzchoªków

{v1, v2, ..., v10} musi by¢ zielonego stopnia 7, z czego dwie kraw¦dzie ª¡cz¡ go z trójk¡tami

x, y, z i x′, y′, z′. Z lematu 5.5 wiemy, »e jedynym grafem regularnym stopnia 5 na 10 wierz-

choªkach, który nie zawiera B2 jest graf K5,5. Zaªó»my wi¦c, »e wierzchoªki {v1, v2, ..., v10}
tworz¡K5,5 i rozwa»my kraw¦dzie id¡ce z trójk¡ta x, y, z do wierzchoªków z {v1, v2, ..., v10}.
Jest ich dokªadnie 10, z zasady szu�adkowej wynika, »e przynajmniej jeden z wierzchoª-

ków trójk¡ta (np. x) jest incydentny z przynajmniej czterema z {v1, v2, ..., v10}. Je»eli x
jest poª¡czony z obiema partycjami grafu dwudzielnego, to tworzy zielony graf B2 (zobacz

rysunek 5.3). W przeciwnym przypadku, je»eli x jest poª¡czony z tylko jedn¡ partycj¡,

to wraz z drug¡ tworzy zbiór niezale»ny wielko±ci 6. Kraw¦dzie tego zbioru niezale»nego

musiaªyby by¢ pokolorowane na czerwono i niebiesko. Poniewa» R(C4, C4) = 6 [13], nie

jest mo»liwe pokolorowanie kraw¦dzi K6 na czerwono i niebiesko tak, aby nie zawieraªy

jednokolorowego cyklu C4.

Rysunek 5.3: Garf Gg w kolorowaniu grafu peªnego K16
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Twierdzenie 5.7 (Boza, Dybizba«ski, Dzido [6]).

R(C4, B2, K3) = 17.

Dowód. W trakcie wykonywania prac wst¦pnych zastosowali±my algorytm 5.2, który wy-

znaczyª zbiory kolorowa« typu (C4, P3, K3;n) dla n ≤ 7 oraz (C4, B2, K2;n) dla n ≤ 6.

Exoo i Reynolds [26] wyznaczyli warto±¢ liczby Ramseya R(C4, K3, K3) = 17. Poniewa»

K3 ⊆ B2, to z monotoniczno±ci liczb Ramseya wynika dolne oszacowanie R(C4, B2, K3) ≥
17.

Teraz udowodnimy górne oszacowanie. Po pierwsze zauwa»my, »e je»eli w 3-kolorowaniu

grafu peªnego K17 istnieje wierzchoªek o stopniu degb(u) ≥ 8, to zawiera ono czerwony cykl

C4, niebieska ksi¡»k¦ B2 lub zielony graf peªny K3. Wynika to z faktu, »e R(C4, P3, K3) =

8 [1], wi¦c w kolorowaniu indukowanym przez wierzchoªki Nb(u) istnieje czerwony cykl C4,

niebieska ±cie»ka P3 lub zielony graf peªny K3. W drugim przypadku niebieska ±cie»ka P3

wraz z wierzchoªkiem u tworzy niebiesk¡ ksi¡»k¦ B2.

Z podobnej argumentacji oraz warto±ci R(C4, B2, K2) = R(C4, B2) = 7 [1] wynika,

»e dla ka»dego wierzchoªka u zielony stopie« degg(u) ≤ 6. Dodatkowo z liczby Turana

t(17) = 36 (zobacz tabela 2.1) wynika, »e je»eli dla ka»dego wierzchoªka v czerwony stopie«

degr(v) > 4, to kolorowanie to zawiera czerwony cykl C4. Pozostaªy wi¦c do rozpatrzenia

trzy mo»liwo±ci:

• istnieje wierzchoªek v taki, »e degr(v) = 3, degb(v) = 7, degg(v) = 6

dla ka»dego grafu G1 ∈ (C4, P3, K3; 7) oraz G2 ∈ (C4, B2, K2; 6) u»yli±my algo-

rytmu 5.3 i uzyskali±my 8 kolorowa« typu (C4, B2, K3; 14) z wierzchoªkiem v takim,

»e degb(v) = 7 oraz degg(v) = 6. Nast¦pnie u»yli±my algorytmu 5.2 i tworzyli-

±my jednowierzchoªkowe rozszerzenia tych o±miu kolorowa« otrzymuj¡c podzbiory

wszystkich kolorowa« typu (C4, B2, K3;n) dla n ∈ {15, 16, 17}. Liczno±¢ tych zbio-

rów wynosiªa odpowiednio: 6, 43, 0.

• istnieje wierzchoªek v taki, »e degr(v) = 4, degb(v) = 7, degg(v) = 5

podobnie, dla wszystkich G1 ∈ (C4, P3, K3; 7) oraz G2 ∈ (C4, B2, K2; 5) znale¹li±my

26355 kolorowa« typu (C4, B2, K3; 13) z wierzchoªkiem v takim, »e degb(v) = 7 oraz

degg(v) = 5. Nast¦pnie wyznaczyli±my zbiory kolorowa« typu (C4, B2, K3;n) dla
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n ∈ {14, 15, 16, 17}. Liczno±¢ tych zbiorów wynosi odpowiednio: 470854, 515882,

3444, 0.

• istnieje wierzchoªek v taki, »e degr(v) = 4, degb(v) = 6, degg(v) = 6

ponownie, dla ka»dego G1 ∈ (C4, P3, K3; 6) i G2 ∈ (C4, B2, K2; 6) znale¹li±my 132266

kolorowa« typu (C4, B2, K3; 13) zawieraj¡cych wierzchoªek v taki, »e degb(v) = 6 oraz

degg(v) = 6. Nast¦pnie wyznaczyli±my zbiory (C4, B2, K3;n) dla n ∈ {14, 15, 16, 17},
których liczno±¢ wynosiªa odpowiednio: 4077662, 8109281, 56653, 0.

Podsumowuj¡c, oznacza to, »e zbiór (C4, B2, K3; 17) = ∅ oraz R(C4, B2, K3) = 17

Twierdzenie 5.8 (Boza, Dybizba«ski, Dzido [6]).

R(C4, B2, B2) = 19.

Dowód. Dolne oszacowanie R(C4, B2, B2) ≥ 19 uzyskali±my stosuj¡c algorytm 5.4, który

wyznaczyª kolorowanie typu R(C4, B2, B2; 18) (zobacz rysunek 5.4).

X 3 2 2 3 3 1 3 3 1 2 3 1 2 2 2 2 1

3 X 3 2 1 2 2 1 1 3 1 2 3 3 2 2 3 3

2 3 X 3 1 3 2 2 2 2 3 2 3 1 3 1 1 2

2 2 3 X 3 1 2 2 2 3 1 3 2 3 1 1 3 2

3 1 1 3 X 3 2 2 2 1 3 2 3 3 2 1 2 2

3 2 3 1 3 X 3 2 2 1 1 1 2 2 2 3 3 3

1 2 2 2 2 3 X 1 3 3 2 1 3 2 3 1 2 3

3 1 2 2 2 2 1 X 1 3 2 1 3 2 3 2 3 3

3 1 2 2 2 2 3 1 X 2 3 3 3 3 1 2 3 1

1 3 2 3 1 1 3 3 2 X 3 3 2 2 2 3 2 1

2 1 3 1 3 1 2 2 3 3 X 2 2 1 2 3 3 3

3 2 2 3 2 1 1 1 3 3 2 X 2 2 3 2 1 3

1 3 3 2 3 2 3 3 3 2 2 2 X 1 1 3 2 2

2 3 1 3 3 2 2 2 3 2 1 2 1 X 3 3 1 2

2 2 3 1 2 2 3 3 1 2 2 3 1 3 X 3 3 2

2 2 1 1 1 3 1 2 2 3 3 2 3 3 3 X 2 2

2 3 1 3 2 3 2 3 3 2 3 1 2 1 3 2 X 1

1 3 2 2 2 3 3 3 1 1 3 3 2 2 2 2 1 X

Rysunek 5.4: Kolorowanie typu (C4, B2, B2; 18).

Aby wyznaczy¢ górne oszacowanie, korzystali±my z podobnej argumentacji jak w do-

wodzie twierdzenia 5.7. Poniewa» R(C4, P3, B2) = R(C4, B2, P3) = 9 [1], to dla ka»dego

wierzchoªka u w kolorowaniu typu (C4, B2, K3; 19) stopnie degb(u) ≤ 8 oraz degg(u) ≤ 8.
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Z liczby Turana t(19) = 42 [16] wynika, »e w kolorowaniu grafu peªnego K19 bez czer-

wonego cyklu C4 istnieje wierzchoªek v taki, »e degr(v) ≤ 4. Pozostaªy nam do rozpatrzenia

cztery mo»liwo±ci:

• istnieje wierzchoªek v taki, »e degr(v) = 4, degb(v) = 7, degg(v) = 7

dla ka»dego grafu G1 ∈ (C4, P3, B2; 7) oraz G2 ∈ (C4, B2, P3; 7) u»yli±my algo-

rytmu 5.3 i uzyskali±my 621308 kolorowa« typu (C4, B2, B2; 15) z wierzchoªkiem v

takim, »e degb(v) = 7 oraz degg(v) = 7. Nast¦pnie u»yli±my algorytmu 5.2 tworz¡c

jednowierzchoªkowe rozszerzenia tych kolorowa« i otrzymali±my podzbiory koloro-

wa« typu (C4, B2, K3;n) dla n ∈ {16, 17, 18, 19}. Liczno±¢ tych zbiorów wynosiªa

odpowiednio: 731002, 18285, 7, 0.

• istnieje wierzchoªek v taki, »e degr(v) = 4, degb(v) = 8, degg(v) = 6 (sytuacja, w

której degb(v) = 6, degg(v) = 8 jest symetryczna)

podobnie, dla ka»dego G1 ∈ (C4, P3, B2; 8) i G2 ∈ (C4, B2, P3; 6) uzyskali±my 10488

kolorowa« typu (C4, B2, B2; 15) zawieraj¡cych wierzchoªek v taki, »e degb(v) = 6 oraz

degg(v) = 6. Nast¦pnie wyznaczyli±my podzbiory zbioru kolorowa« typu (C4, B2, B2;

n) dla n ∈ {16, 17, 18}. Liczno±¢ tych zbiorów wynosiªa odpowiednio: 28733, 1807,

0.

• istnieje wierzchoªek v taki, »e degr(v) = 3, degb(v) = 8, degg(v) = 7 (sytuacja

degb(v) = 7, degg(v) = 8 jest symetryczna)

w tym przypadku algorytm 5.3 zastosowany dla grafów G1 ∈ (C4, P3, B2; 8) oraz

G2 ∈ (C4, B2, P3; 7) zwróciª pusty zbiór kolorowa«.

• istnieje wierzchoªek v taki, »e degr(v) = 2, degb(v) = 8, degg(v) = 8

w tym przypadku algorytm 5.3 zastosowany dla grafów G1 ∈ (C4, P3, B2; 8) oraz

G2 ∈ (C4, B2, P3; 8) zwróciª pusty zbiór kolorowa«.

Podsumowuj¡c, (C4, B2, B2; 19) = ∅ oraz R(C4, B2, B2) = 19.

5.3.2 Nowe oszacowania trójkolorowych liczb Ramseya

Twierdzenie 5.9 (Boza, Dybizba«ski, Dzido [6]).

R(C4, B2, K4) ≤ 36.
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Dowód. Dowód przeprowadzimy nie wprost. Zaªó»my, »e istnieje 3-kolorowanie kliki K36

typu (C4, B2, K4; 36). Poniewa» R(C4, P3, K4) = 13 [1], to ka»dy wierzchoªek v ∈ V (K36)

musi by¢ stopnia degb(v) ≤ 12. Gdyby pewien wierzchoªek u byª stopnia degb(u) ≥ 13,

to w gra�e indukowanym przez wierzchoªki Nb(u) byªaby niebieska ±cie»ka P3, która wraz

z wierzchoªkiem u tworzyªaby niebiesk¡ ksi¡»k¦ B2. Podobnie, korzystaj¡c z wyznaczonej

w tej rozprawie warto±ci R(C4, B2, K3) = 17, wiemy, »e dla ka»dego wierzchoªka u, jego

zielony stopie« degg(v) ≤ 16. Czerwony stopie« wszystkich wierzchoªków musi wi¦c speª-

nia¢ degr(v) = 35 − degb(v) − degg(v) ≥ 7, wi¦c kraw¦dzi pokolorowanych na czerwono

jest co najmniej e(Gr) ≥ 126. Z twierdzenia 2.22 wynika, »e t(36) ≤ 115, wi¦c kolorowanie

zawiera czerwony cykl C4.

Twierdzenie 5.10 (Dybizba«ski, Dzido [18]).

R(C4, C4, K4) ≥ 20,

R(C4, K3, K4) ≥ 27,

R(C4, B2, K4) ≥ 28.

Dowód. We wszystkich przypadkach zastosowali±my algorytm 5.4, który wyznaczyª ko-

lorowanie typu (C4, C4, K4; 19) (zobacz rysunek 5.5), kolorowanie typu (K3, C4, K4; 26)

(zobacz rysunek 5.6) oraz kolorowanie typu (C4, B2, K4; 27) (zobacz rysunek 5.7).

5.3.3 Trójkolorowe liczby Ramseya z cyklem C4 oraz grafem K3+e

Lemat 5.11 Je»eli graf G o n wierzchoªkach zawiera trzy niepoª¡czone ze sob¡ wierzchoªki

v1, v2, v3, których suma stopni speªnia deg(v1)+ deg(v2)+ deg(v3) > n, to graf ten zawiera

cykl C4.

Dowód. Z zasady sumy wynika, »e |N(v1)∪N(v2)∪N(v3)| = |N(v1)|+ |N(v2)|+ |N(v3)|−
|N(v1)∩N(v2)| − |N(v1)∩N(v3)| − |N(v2)∩N(v3)|+ |N(v1)∩N(v2)∩N(v3)|. Poniewa»
wierzchoªki v1, v2, v3 nie s¡ ze sob¡ poª¡czone, to |N(v1) ∪ N(v2) ∪ N(v3)| ≤ n − 3 oraz
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X 1 2 3 3 2 3 3 1 3 2 3 3 1 3 3 2 3 3

1 X 3 3 2 2 3 3 2 3 1 3 1 3 3 1 3 3 2

2 3 X 2 3 3 1 3 3 3 2 3 3 1 2 1 1 1 3

3 3 2 X 2 3 2 1 3 3 3 1 3 1 3 2 3 3 1

3 2 3 2 X 1 2 3 1 3 3 1 3 3 3 1 3 3 2

2 2 3 3 1 X 3 2 1 3 1 2 3 3 3 2 1 3 3

3 3 1 2 2 3 X 3 3 3 3 2 3 2 3 1 2 3 1

3 3 3 1 3 2 3 X 3 1 3 1 2 3 2 2 3 1 3

1 2 3 3 1 1 3 3 X 3 2 3 2 2 3 3 3 3 1

3 3 3 3 3 3 3 1 3 X 3 2 2 3 1 3 1 2 2

2 1 2 3 3 1 3 3 2 3 X 3 3 2 3 3 1 3 3

3 3 3 1 1 2 2 1 3 2 3 X 3 2 3 1 3 3 3

3 1 3 3 3 3 3 2 2 2 3 3 X 3 1 3 3 1 1

1 3 1 1 3 3 2 3 2 3 2 2 3 X 3 3 1 3 3

3 3 2 3 3 3 3 2 3 1 3 3 1 3 X 3 1 2 1

3 1 1 2 1 2 1 2 3 3 3 1 3 3 3 X 3 3 3

2 3 1 3 3 1 2 3 3 1 1 3 3 1 1 3 X 2 3

3 3 1 3 3 3 3 1 3 2 3 3 1 3 2 3 2 X 2

3 2 3 1 2 3 1 3 1 2 3 3 1 3 1 3 3 2 X

Rysunek 5.5: Kolorowanie typu (C4, C4, K4; 19).

|N(v1)∩N(v2)|+ |N(v1)∩N(v3)|+ |N(v2)∩N(v3)| ≥ deg(v1)+deg(v2)+deg(v3)−|N(v1)∪
N(v2) ∪ N(v3)| > n − n + 3 = 3. Czyli istniej¡ dwa wierzchoªki vi, vj dla i, j ∈ {1, 2, 3},
które speªniaj¡ |N(vi) ∩N(vj)| ≥ 2, a wi¦c tworz¡ cykl C4

Twierdzenie 5.12 (Boza, Dybizba«ski, Dzido [6]).

R(C4, B2, K3 + e) = R(C4, B2, K3) = 17.

Dowód. Z twierdzenia 5.7 oraz monotoniczno±ci liczb Ramseya uzyskujemy dolne osza-

cowanie 17 = R(C4, B2, K3) ≤ R(C4, B2, K3 + e). Oszacowanie górne udowodnimy nie

wprost. Zaªó»my, »e istnieje kolorowanie grafu peªnego G = K17 typu (C4, B2, K3 + e; 17).

Rozwa»my takie kolorowanie. Poniewa» R(C4, B2, K3) = 17, to aby unikn¡¢ czerwonego

cyklu C4 oraz niebieskiej ksi¡»ki B2, w kolorowaniu G jest zielony trójk¡t. Oznaczmy

jego wierzchoªki przez {v1, v2, v3}. Poniewa» unikamy grafu K3 + e w kolorze zielonym,

to »aden z wierzchoªków trójk¡ta nie mo»e mie¢ innej incydentnej z nim zielonej kra-

w¦dzi (czyli ich zielony stopie« wynosi 2). Poniewa» R(C4, P3, K3 + e) = 8 [1], to dla

ka»dego 1 ≤ i ≤ 3 niebieski stopie« degb(vi) ≤ 7. Wynika z tego, »e dla 1 ≤ i ≤ 3,

degr(vi) = 16 − degb(vi) − degg(vi) ≥ 7. Suma czerwonych stopni tych wierzchoªków wy-

nosi 21 > n, wi¦c z lematu 5.11 wynika, »e czerwony podgraf zawiera cykl C4.
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X 3 2 3 2 2 3 3 3 3 2 3 2 3 3 3 1 2 2 3 1 2 1 3 3 1

3 X 2 3 3 3 2 3 3 2 3 2 3 2 1 2 2 3 3 3 3 1 2 2 1 1

2 2 X 2 1 3 3 2 1 1 3 3 3 3 3 1 3 3 3 1 2 1 1 3 2 2

3 3 2 X 3 1 2 1 2 2 3 3 2 2 3 3 3 2 3 1 3 3 3 3 1 3

2 3 1 3 X 3 3 2 2 3 1 3 3 3 2 1 2 3 1 3 2 3 2 3 3 3

2 3 3 1 3 X 3 1 3 1 3 2 1 3 3 2 2 1 3 2 3 3 2 2 2 1

3 2 3 2 3 3 X 3 3 1 2 3 3 1 2 3 1 3 1 2 2 2 3 3 2 2

3 3 2 1 2 1 3 X 1 3 2 2 3 3 3 2 3 3 2 2 1 3 3 2 3 3

3 3 1 2 2 3 3 1 X 3 2 2 3 3 3 2 3 3 2 2 1 1 3 2 2 3

3 2 1 2 3 1 1 3 3 X 2 3 3 1 2 3 3 3 3 2 3 2 3 3 2 2

2 3 3 3 1 3 2 2 2 2 X 3 3 2 1 3 2 3 1 3 1 3 2 3 3 3

3 2 3 3 3 2 3 2 2 3 3 X 2 1 1 1 3 2 3 3 2 2 3 1 3 2

2 3 3 2 3 1 3 3 3 3 3 2 X 3 1 2 2 1 3 2 3 3 2 2 2 3

3 2 3 2 3 3 1 3 3 1 2 1 3 X 1 3 3 3 2 2 3 2 3 3 2 2

3 1 3 3 2 3 2 3 3 2 1 1 1 1 X 2 3 2 2 3 1 3 3 2 1 3

3 2 1 3 1 2 3 2 2 3 3 1 2 3 2 X 3 3 3 3 2 2 3 1 3 2

1 2 3 3 2 2 1 3 3 3 2 3 2 3 3 3 X 2 2 3 3 2 1 1 3 2

2 3 3 2 3 1 3 3 3 3 3 2 1 3 2 3 2 X 1 2 3 3 2 1 2 3

2 3 3 3 1 3 1 2 2 3 1 3 3 2 2 3 2 1 X 3 2 3 2 3 3 3

3 3 1 1 3 2 2 2 2 2 3 3 2 2 3 3 3 2 3 X 3 3 1 3 1 3

1 3 2 3 2 3 2 1 1 3 1 2 3 3 1 2 3 3 2 3 X 3 3 2 3 3

2 1 1 3 3 3 2 3 1 2 3 2 3 2 3 2 2 3 3 3 3 X 2 2 3 1

1 2 1 3 2 2 3 3 3 3 2 3 2 3 3 3 1 2 2 1 3 2 X 3 3 2

3 2 3 3 3 2 3 2 2 3 3 1 2 3 2 1 1 1 3 3 2 2 3 X 3 2

3 1 2 1 3 2 2 3 2 2 3 3 2 2 1 3 3 2 3 1 3 3 3 3 X 3

1 1 2 3 3 1 2 3 3 2 3 2 3 2 3 2 2 3 3 3 3 1 2 2 3 X

Rysunek 5.6: Kolorowanie typu (C4, K3, K4; 26).

Twierdzenie 5.13 (Boza, Dybizba«ski, Dzido [6]).

R(C4, K3 + e,K4) ≤ max{R(C4, K3, K4), 29} ≤ 32.

Dowód. Xiaodong Xu i inni udowodnili, »e R(C4, K3, K4) ≤ 32 [80]. Z twierdzenia 5.10

wiemy, »e R(C4, K3, K4) ≥ 27, wi¦c R(C4, K3 + e,K4) ≥ 27. Rozpatrzmy dwa przypadki.

Po pierwsze zaªó»my, »e R(C4, K3, K4) ≤ 28. Musimy pokaza¢, »e R(C4, K3 + e,K4) ≤
29. Rozwa»my dowolne 3-kolorowanie grafu peªnego K29. Poniewa» R(C4, K3, K4) ≤ 28,

to aby unikn¡¢ czerwonego cyklu C4 oraz zielonego grafu peªnego K4, kolorowanie to

musi zawiera¢ niebieski trójk¡t. Oznaczmy jego wierzchoªki przez v1, v2 oraz v3. Je»eli

dowolny z tych wierzchoªków jest poª¡czony niebiesk¡ kraw¦dzi¡ z dowolnym w zbiorze

V (G) \ {v1, v2, v3} to powstaje graf K3 + e. Wiemy wi¦c, »e dla ka»dego i ∈ {1, 2, 3}
niebieski stopie« degb(vi) = 2, dodatkowo z liczby Ramseya R(C4, K3 + e,K3) = 17 [1]
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X 2 1 2 1 1 1 1 2 2 2 2 1 0 1 2 0 0 2 1 2 2 0 2 1 1 2

2 X 2 2 1 1 2 2 1 1 1 0 1 2 2 2 2 0 0 2 2 0 1 1 1 2 2

1 2 X 1 1 2 2 2 2 1 1 0 2 1 0 2 0 2 2 2 2 1 1 0 2 0 0

2 2 1 X 2 2 2 2 1 0 2 2 1 0 1 1 2 2 2 2 1 0 2 1 1 1 0

1 1 1 2 X 0 2 2 0 2 2 1 2 2 2 1 1 1 1 0 1 0 2 1 2 0 2

1 1 2 2 0 X 2 2 2 2 2 1 0 1 2 2 1 1 1 2 1 2 2 2 0 2 1

1 2 2 2 2 2 X 0 1 1 0 2 1 2 0 1 1 0 2 0 1 2 1 1 2 2 2

1 2 2 2 2 2 0 X 1 1 1 2 0 2 2 1 1 1 2 0 0 2 1 1 2 2 2

2 1 2 1 0 2 1 1 X 2 2 1 2 0 2 0 2 1 2 0 2 1 2 0 2 2 1

2 1 1 0 2 2 1 1 2 X 0 1 2 2 1 2 2 2 1 2 1 0 0 2 2 1 2

2 1 1 2 2 2 0 1 2 0 X 1 2 2 0 2 2 2 1 1 1 2 0 2 2 1 1

2 0 0 2 1 1 2 2 1 1 1 X 1 2 2 2 2 2 0 2 2 1 1 0 1 2 2

1 1 2 1 2 0 1 0 2 2 2 1 X 1 2 2 0 1 1 2 0 2 2 2 0 2 1

0 2 1 0 2 1 2 2 0 2 2 2 1 X 1 1 2 2 2 2 1 2 2 1 0 1 0

1 2 0 1 2 2 0 2 2 1 0 2 2 1 X 2 1 1 2 2 2 1 1 2 0 0 1

2 2 2 1 1 2 1 1 0 2 2 2 2 1 2 X 2 0 2 1 0 1 2 0 2 2 1

0 2 0 2 1 1 1 1 2 2 2 2 0 2 1 2 X 0 2 1 2 1 2 2 1 1 2

0 0 2 2 1 1 0 1 1 2 2 2 1 2 1 0 0 X 2 1 2 0 2 2 1 1 2

2 0 2 2 1 1 2 2 2 1 1 0 1 2 2 2 2 2 X 2 0 1 1 2 1 2 2

1 2 2 2 0 2 0 0 0 2 1 2 2 2 2 1 1 1 2 X 1 2 1 1 2 2 2

2 2 2 1 1 1 1 0 2 1 1 2 0 1 2 0 2 2 0 1 X 2 0 2 1 2 0

2 0 1 0 0 2 2 2 1 0 2 1 2 2 1 1 1 0 1 2 2 X 2 1 2 0 2

0 1 1 2 2 2 1 1 2 0 0 1 2 2 1 2 2 2 1 1 0 2 X 2 2 1 2

2 1 0 1 1 2 1 1 0 2 2 0 2 1 2 0 2 2 2 1 2 1 2 X 2 2 1

1 1 2 1 2 0 2 2 2 2 2 1 0 0 0 2 1 1 1 2 1 2 2 2 X 2 1

1 2 0 1 0 2 2 2 2 1 1 2 2 1 0 2 1 1 2 2 2 0 1 2 2 X 1

2 2 0 0 2 1 2 2 1 2 1 2 1 0 1 1 2 2 2 2 0 2 2 1 1 1 X

Rysunek 5.7: Kolorowanie typu (C4, B2, K4; 27).

wiemy, »e degg(vi) ≤ 16, a wi¦c degr(vi) ≥ 28− 2− 16 = 10. Poniewa» suma czerwonych

stopni wierzchoªków v1, v2 i v3 wynosi co najmniej 30 > n, to z lematu 5.11 wynika, »e

graf ten zawiera czerwony cykl C4.

W drugim przypadku, gdy R(C4, K3, K4) ≥ 29, musimy pokaza¢, »e R(C4, K3 +

e,K4) ≤ R(C4, K3, K4) (nierówno±¢ ta wraz z monotoniczno±ci¡ liczb Ramseya daje

równo±¢). Podobnie jak w pierwszym przypadku dowolne kolorowanie typu (C4, K3 +

e,K4;R(C4, K3, K4))musi zawiera¢ niebieski trójk¡t (v1, v2, v3) i jego wierzchoªki speªniaj¡

degb(vi) = 2 oraz degg(vi) ≤ 16, a wi¦c degr(vi) ≥ R(C4, K3, K4) − 19. Poniewa» suma

czerwonych stopni wierzchoªków v1, v2 i v3 wynosi co najmniej 3 · (R(C4, K3, K4)− 19) >

R(C4, K3, K4), to z lematu 5.11 wynika, »e graf ten zawiera czerwony cykl C4.
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5.3.4 Czterokolorowe liczby Ramseya

W przypadku czterokolorowych liczb Ramseya pracowali±my nad dolnymi oszacowa-

niami liczb typu R(C4, C4, H1, H2), gdzie H1 oraz H2 byªy jednym z grafów C4, K3 lub

K4. Jedyn¡ znan¡ dokªadn¡ warto±ci¡ tego typu liczb jest R(C4, C4, C4, C4) = 18. Dolne

oszacowanie wyznaczyª w 1983r. Exoo [25], a górne zostaªo wyznaczone w 2007r. przez

Sun Yongqi i innych [75]. Liczbami tego typu zajmowaª si¦ Radziszowski i Xu w pracy [68]

oraz razem z Shao w pracy [65]. Wszystkie znane dotychczas oszacowania dla liczb tego

typu oraz podsumowanie wyników tego podrozdziaªu przedstawia tabela 5.3.

Liczba Dotychczas znane Nowe dolne
oszacowanie oszacowanie

R(C4, C4, C4, C4) 18 [25, 75]

R(C4, C4, C4, K3) 21-27 [68] 24
R(C4, C4, C4, K4) 31-50 [65] 34
R(C4, C4, K3, K3) 28-36 [68] 30
R(C4, C4, K3, K4) 42-76 [65] 43
R(C4, C4, K4, K4) 87-179 [65]

Tabela 5.3: Oszacowania czterokolorowych liczb Ramseya postaci R(C4, C4, H1, H2) dla
H1, H2 ∈ {C4, K3, K4}.

Twierdzenie 5.14 (Dybizba«ski, Dzido [18]).

R(C4, C4, C4, K3) ≥ 24,

R(C4, C4, C4, K4) ≥ 34,

R(C4, C4, K3, K3) ≥ 30,

R(C4, C4, K3, K4) ≥ 43.

Dowód. We wszystkich przypadkach zastosowali±my algorytm 5.4, który wyznaczyª

• kolorowanie typu (C4, C4, C4, K3; 23) (zobacz rysunek 5.8 lub rysunek 5.9),

• kolorowanie typu (C4, C4, C4, K4; 33) (zobacz rysunek 5.10),

• kolorowanie typu (C4, C4, K3, K3; 29) (zobacz rysunek 5.11) oraz
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• kolorowanie typu (C4, C4, K3, K4; 42) (zobacz rysunek 5.12).

Rysuneku 5.9 przedstwaia gra�czn¡ prezentacje grafu o macierzy incydencji przed-

stwionej na rysunku 5.8. W drugiej kolumnie przedstawione s¡ grafy indukowane przez

odpowiednie kolory a w trzeciej ich izomor�czne kopie z wyró»nieniem wybranych zbio-

rów niezale»nych (w przypadku koloru niebieskiego) oraz cyklów Hamiltona (w przypadku

pozostaªych kolorów).

X 4 4 4 4 4 4 3 3 3 3 2 2 2 2 2 2 2 2 1 1 1 1

4 X 4 3 2 1 1 4 3 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 3 3 2 1

4 4 X 2 2 2 1 1 1 3 2 4 3 3 2 2 2 2 1 2 1 4 3

4 3 2 X 1 3 2 1 2 1 4 2 2 2 4 3 3 1 2 1 3 2 2

4 2 2 1 X 3 2 2 2 2 3 3 4 3 3 4 4 1 1 3 2 1 2

4 1 2 3 3 X 2 1 2 3 1 2 2 2 3 1 1 4 2 4 4 2 2

4 1 1 2 2 2 X 3 4 1 2 3 1 4 2 2 2 2 1 2 3 3 4

3 4 1 1 2 1 3 X 1 4 3 2 2 2 2 2 2 2 2 4 3 2 4

3 3 1 2 2 2 4 1 X 3 2 4 4 1 1 2 2 2 3 2 4 3 1

3 1 3 1 2 3 1 4 3 X 4 2 2 2 2 2 2 2 2 1 4 2 4

3 1 2 4 3 1 2 3 2 4 X 2 2 2 4 4 3 1 2 3 4 2 2

2 2 4 2 3 2 3 2 4 2 2 X 1 3 4 1 4 1 3 2 2 4 1

2 2 3 2 4 2 1 2 4 2 2 1 X 1 3 4 1 1 4 2 2 3 3

2 2 3 2 3 2 4 2 1 2 2 3 1 X 1 3 1 4 4 2 2 4 4

2 2 2 4 3 3 2 2 1 2 4 4 3 1 X 1 4 3 4 1 2 3 2

2 2 2 3 4 1 2 2 2 2 4 1 4 3 1 X 3 4 1 1 2 3 2

2 2 2 3 4 1 2 2 2 2 3 4 1 1 4 3 X 3 3 4 2 1 2

2 2 2 1 1 4 2 2 2 2 1 1 1 4 3 4 3 X 3 4 2 4 2

2 2 1 2 1 2 1 2 3 2 2 3 4 4 4 1 3 3 X 2 2 1 3

1 3 2 1 3 4 2 4 2 1 3 2 2 2 1 1 4 4 2 X 1 2 2

1 3 1 3 2 4 3 3 4 4 4 2 2 2 2 2 2 2 2 1 X 2 3

1 2 4 2 1 2 3 2 3 2 2 4 3 4 3 3 1 4 1 2 2 X 1

1 1 3 2 2 2 4 4 1 4 2 1 3 4 2 2 2 2 3 2 3 1 X

Rysunek 5.8: Kolorowanie typu (C4, K3, C4, C4; 23).
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Rysunek 5.9: Kolorowanie typu (C4, K3, C4, C4; 23).
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X 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 3 3 3 3 2 2 2 2 1 1 1 1

4 X 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 3 3 3 3 2 2 1 1 1 4 4 2 1 4 4 4 2 4 4 4 4

4 4 X 3 3 3 3 2 2 2 1 1 4 4 4 4 4 4 4 4 1 4 4 1 4 4 4 2 4 4 4 4 4

4 4 3 X 3 2 1 3 3 1 2 1 4 4 3 1 4 2 4 4 2 4 3 4 4 4 4 2 4 4 4 4 4

4 4 3 3 X 1 2 1 1 2 3 1 4 4 4 4 3 4 4 4 2 4 4 2 4 4 3 4 4 4 4 2 1

4 4 3 2 1 X 3 2 1 3 2 2 4 4 4 4 4 4 4 1 3 4 4 1 4 3 4 4 4 4 1 4 4

4 4 3 1 2 3 X 1 2 1 1 2 4 4 4 4 4 4 4 4 2 4 4 3 1 4 4 4 4 4 4 4 4

4 4 2 3 1 2 1 X 3 2 1 2 4 4 1 2 4 3 4 4 3 4 4 4 4 4 4 1 4 4 3 4 4

4 4 2 3 1 1 2 3 X 1 2 3 4 2 4 4 4 4 4 4 1 4 4 3 4 4 2 4 4 4 4 4 4

4 4 2 1 2 3 1 2 1 X 3 3 4 4 3 4 4 1 1 4 3 4 4 2 4 4 4 4 4 4 4 4 4

4 4 1 2 3 2 1 1 2 3 X 3 4 3 4 4 2 4 4 4 4 3 4 1 4 4 4 4 4 4 4 4 2

4 4 1 1 1 2 2 2 3 3 3 X 4 1 4 4 1 4 4 4 4 4 4 3 2 4 4 4 2 4 4 4 4

4 3 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 X 3 1 1 2 1 3 2 1 4 4 3 2 4 4 4 1 4 4 4 4

4 3 4 4 4 4 4 4 2 4 3 1 3 X 1 2 1 3 2 1 4 2 2 2 4 4 4 4 4 4 4 1 3

4 3 4 3 4 4 4 1 4 3 4 4 1 1 X 3 2 1 2 1 2 4 4 4 3 4 2 4 3 2 4 4 4

4 3 4 1 4 4 4 2 4 4 4 4 1 2 3 X 3 2 2 2 1 3 4 4 4 4 1 4 4 3 4 3 1

4 2 4 4 3 4 4 4 4 4 2 1 2 1 2 3 X 3 1 3 4 4 1 2 2 4 4 4 1 4 4 4 4

4 2 4 2 4 4 4 3 4 1 4 4 1 3 1 2 3 X 1 2 2 4 4 4 3 4 4 4 2 4 4 4 4

4 1 4 4 4 4 4 4 4 1 4 4 3 2 2 2 1 1 X 3 3 1 4 3 4 4 4 4 4 4 4 3 1

4 1 4 4 4 1 4 4 4 4 4 4 2 1 1 2 3 2 3 X 3 4 4 1 1 4 4 4 3 4 4 2 4

4 1 1 2 2 3 2 3 1 3 4 4 1 4 2 1 4 2 3 3 X 2 4 4 4 4 4 4 4 4 4 1 4

3 4 4 4 4 4 4 4 4 4 3 4 4 2 4 3 4 4 1 4 2 X 3 4 4 1 1 1 4 3 2 1 2

3 4 4 3 4 4 4 4 4 4 4 4 4 2 4 4 1 4 4 4 4 3 X 4 2 3 1 2 1 2 1 2 3

3 2 1 4 2 1 3 4 3 2 1 3 3 2 4 4 2 4 3 1 4 4 4 X 3 2 4 4 1 4 4 4 4

3 1 4 4 4 4 1 4 4 4 4 2 2 4 3 4 2 3 4 1 4 4 2 3 X 1 3 2 3 1 2 4 4

2 4 4 4 4 3 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 1 3 2 1 X 1 2 3 1 3 3 2

2 4 4 4 3 4 4 4 2 4 4 4 4 4 2 1 4 4 4 4 4 1 1 4 3 1 X 3 2 2 2 3 3

2 4 2 2 4 4 4 1 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 1 2 4 2 2 3 X 1 3 3 1 3

2 2 4 4 4 4 4 4 4 4 4 2 1 4 3 4 1 2 4 3 4 4 1 1 3 3 2 1 X 1 3 4 4

1 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 2 3 4 4 4 4 4 3 2 4 1 1 2 3 1 X 3 2 1

1 4 4 4 4 1 4 3 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 2 1 4 2 3 2 3 3 3 X 1 2

1 4 4 4 2 4 4 4 4 4 4 4 4 1 4 3 4 4 3 2 1 1 2 4 4 3 3 1 4 2 1 X 2

1 4 4 4 1 4 4 4 4 4 2 4 4 3 4 1 4 4 1 4 4 2 3 4 4 2 3 3 4 1 2 2 X

Rysunek 5.10: Kolorowanie typu (C4, C4, C4, K4; 33).

X 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 2 2 2 1 1 1

4 X 3 3 3 3 3 2 2 2 1 1 4 4 4 4 4 3 3 3 3 3 3 4 4 1 4 4 4

4 3 X 2 2 1 1 3 3 3 3 2 3 3 3 3 3 4 4 4 4 4 1 4 4 2 4 4 4

4 3 2 X 1 2 1 3 3 3 3 2 3 3 3 3 1 4 4 4 4 4 2 4 4 4 4 4 1

4 3 2 1 X 1 2 3 3 3 3 1 3 3 3 3 3 4 4 4 4 2 4 4 4 2 4 1 4

4 3 1 2 1 X 2 3 3 3 3 1 3 3 3 3 3 4 4 4 4 4 1 4 4 4 4 4 2

4 3 1 1 2 2 X 3 3 1 3 3 3 3 2 2 1 4 4 4 4 2 4 4 4 1 4 3 4

4 2 3 3 3 3 3 X 1 2 2 1 4 4 4 4 4 3 3 2 1 3 3 4 4 4 4 4 1

4 2 3 3 3 3 3 1 X 1 1 2 4 2 4 1 4 3 3 3 3 3 3 4 4 4 2 4 1

4 2 3 3 3 3 1 2 1 X 1 3 4 4 4 4 4 3 3 3 3 3 2 4 4 2 4 1 4

4 1 3 3 3 3 3 2 1 1 X 2 4 4 4 4 4 3 3 1 3 3 3 4 4 4 4 2 2

4 1 2 2 1 1 3 1 2 3 2 X 1 2 1 3 3 4 4 4 4 4 3 4 4 1 4 4 4

3 4 3 3 3 3 3 4 4 4 4 1 X 1 1 2 2 4 4 4 4 4 2 3 3 3 3 2 3

3 4 3 3 3 3 3 4 2 4 4 2 1 X 2 1 2 4 4 4 4 4 1 3 3 3 3 1 3

3 4 3 3 3 3 2 4 4 4 4 1 1 2 X 2 1 4 4 4 2 1 4 2 1 3 3 3 3

3 4 3 3 3 3 2 4 1 4 4 3 2 1 2 X 1 4 4 4 4 4 1 1 2 3 3 3 3

3 4 3 1 3 3 1 4 4 4 4 3 2 2 1 1 X 4 4 2 4 1 4 3 3 3 3 2 3

3 3 4 4 4 4 4 3 3 3 3 4 4 4 4 4 4 X 1 2 2 1 2 1 2 3 3 3 3

3 3 4 4 4 4 4 3 3 3 3 4 4 4 4 4 4 1 X 1 2 2 1 3 3 3 3 2 3

3 3 4 4 4 4 4 2 3 3 1 4 4 4 4 4 2 2 1 X 1 2 1 2 1 3 3 3 3

3 3 4 4 4 4 4 1 3 3 3 4 4 4 2 4 4 2 2 1 X 1 2 3 3 3 3 1 3

3 3 4 4 2 4 2 3 3 3 3 4 4 4 1 4 1 1 2 2 1 X 4 3 3 3 3 1 3

3 3 1 2 4 1 4 3 3 2 3 3 2 1 4 1 4 2 1 1 2 4 X 3 3 4 3 4 3

2 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 3 3 2 1 3 1 3 2 3 3 3 X 1 1 1 3 2

2 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 3 3 1 2 3 2 3 1 3 3 3 1 X 2 2 3 1

2 1 2 4 2 4 1 4 4 2 4 1 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 4 1 2 X 1 2 4

1 4 4 4 4 4 4 4 2 4 4 4 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 1 2 1 X 1 2

1 4 4 4 1 4 3 4 4 1 2 4 2 1 3 3 2 3 2 3 1 1 4 3 3 2 1 X 2

1 4 4 1 4 2 4 1 1 4 2 4 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 2 1 4 2 2 X

Rysunek 5.11: Kolorowanie typu (C4, C4, K3, K3; 29).
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X 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 3 3 3 3 3 3 3 3 2 2 2 2 1 1 1 1 1

4 X 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 3 3 3 3 3 3 3 3 3 2 1 1 1 4 4 4 4 3 3 2 2 4 2 1 1 4 4 3 2 1

4 4 X 3 3 3 3 3 2 1 1 1 4 4 4 4 4 3 3 3 2 4 4 4 1 4 3 3 2 4 3 4 2 1 4 4 3 4 4 4 1 3

4 4 3 X 2 2 2 1 3 3 3 1 3 3 3 3 1 4 4 4 1 2 4 4 4 3 4 1 4 4 4 3 3 4 4 3 4 4 3 4 4 4

4 4 3 2 X 2 1 2 1 3 3 3 3 3 3 3 3 4 4 1 2 4 4 4 4 1 4 2 4 3 4 3 3 4 2 1 4 4 2 4 4 4

4 4 3 2 2 X 1 1 3 2 1 3 3 3 3 3 3 4 2 4 4 4 4 4 4 3 4 4 4 4 4 3 1 4 4 3 1 4 3 4 4 4

4 4 3 2 1 1 X 1 3 3 3 3 3 3 3 2 2 4 4 4 4 4 4 1 4 1 4 4 4 4 4 3 3 4 4 3 2 4 3 4 4 4

4 4 3 1 2 1 1 X 3 1 3 3 3 3 3 3 3 4 4 4 4 4 4 4 4 3 4 4 4 4 4 3 3 4 4 3 4 2 2 4 4 4

4 4 2 3 1 3 3 3 X 2 1 2 4 4 1 4 1 3 3 3 3 4 4 4 4 4 3 3 1 4 3 4 4 4 4 4 3 4 2 4 3 3

4 4 1 3 3 2 3 1 2 X 2 2 4 4 2 4 4 3 3 3 3 4 4 2 4 4 3 3 1 4 3 1 4 4 4 4 3 1 4 4 3 3

4 4 1 3 3 1 3 3 1 2 X 1 4 4 4 4 4 3 3 3 3 4 4 4 4 4 3 2 2 4 3 4 4 4 4 2 3 4 4 4 2 3

4 4 1 1 3 3 3 3 2 2 1 X 4 4 4 4 4 2 3 1 3 4 4 4 4 4 3 3 3 4 3 4 4 2 4 4 3 4 4 4 3 2

4 3 4 3 3 3 3 3 4 4 4 4 X 1 2 2 1 4 4 4 2 3 3 3 3 4 3 3 4 4 4 4 4 2 1 4 3 4 4 4 1 3

4 3 4 3 3 3 3 3 4 4 4 4 1 X 2 1 2 4 4 4 1 3 2 3 3 4 3 3 4 4 4 4 4 4 2 4 3 4 4 2 1 3

4 3 4 3 3 3 3 3 1 2 4 4 2 2 X 1 1 4 4 4 4 3 3 3 1 4 3 3 4 2 4 2 1 4 4 4 3 4 4 1 3 3

4 3 4 3 3 3 2 3 4 4 4 4 2 1 1 X 2 4 4 1 4 3 3 3 3 4 3 3 4 4 2 4 4 4 4 4 3 4 2 1 3 3

4 3 4 1 3 3 2 3 1 4 4 4 1 2 1 2 X 1 4 2 4 3 3 3 3 4 3 3 4 4 4 4 4 4 2 4 3 4 4 4 3 3

4 3 3 4 4 4 4 4 3 3 3 2 4 4 4 4 1 X 1 1 2 3 1 3 3 2 4 4 3 4 2 3 4 4 4 4 4 4 4 2 2 4

4 3 3 4 4 2 4 4 3 3 3 3 4 4 4 4 4 1 X 2 1 3 3 3 3 4 4 4 2 4 2 4 4 3 3 1 2 3 4 4 4 4

4 3 3 4 1 4 4 4 3 3 3 1 4 4 4 1 2 1 2 X 2 3 1 3 3 4 4 4 3 4 1 4 4 4 3 4 4 2 1 4 4 4

4 3 2 1 2 4 4 4 3 3 3 3 2 1 4 4 4 2 1 2 X 1 3 3 3 4 4 4 1 4 1 4 4 4 3 4 4 4 4 4 4 4

4 2 4 2 4 4 4 4 4 4 4 4 3 3 3 3 3 3 3 3 1 X 2 2 1 3 4 4 1 3 3 2 4 4 1 4 4 4 4 4 4 4

4 1 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 3 2 3 3 3 1 3 1 3 2 X 2 1 3 1 4 3 4 3 4 3 4 4 3 2 4 3 2 4 4

4 1 4 4 4 4 1 4 4 2 4 4 3 3 3 3 3 3 3 3 3 2 2 X 2 3 4 4 1 3 3 4 3 4 4 4 4 4 4 1 4 4

4 1 1 4 4 4 4 4 4 4 4 4 3 3 1 3 3 3 3 3 3 1 1 2 X 3 2 4 2 4 3 4 3 2 1 3 4 4 3 4 4 4

3 4 4 3 1 3 1 3 4 4 4 4 4 4 4 4 4 2 4 4 4 3 3 3 3 X 2 4 4 2 4 1 2 3 3 2 4 3 2 3 4 1

3 4 3 4 4 4 4 4 3 3 3 3 3 3 3 3 3 4 4 4 4 4 1 4 2 2 X 1 1 1 4 4 4 3 3 4 2 3 4 3 1 2

3 4 3 1 2 4 4 4 3 3 2 3 3 3 3 3 3 4 4 4 4 4 4 4 4 4 1 X 2 2 4 4 4 3 3 4 1 3 4 3 1 2

3 4 2 4 4 4 4 4 1 1 2 3 4 4 4 4 4 3 2 3 1 1 3 1 2 4 1 2 X 4 2 4 4 3 4 4 4 3 4 3 4 4

3 3 4 4 3 4 4 4 4 4 4 4 4 4 2 4 4 4 4 4 4 3 4 3 4 2 1 2 4 X 4 1 2 1 1 3 3 2 3 1 3 3

3 3 3 4 4 4 4 4 3 3 3 3 4 4 4 2 4 2 2 1 1 3 3 3 3 4 4 4 2 4 X 4 4 3 3 4 1 4 4 2 4 4

3 2 4 3 3 3 3 3 4 1 4 4 4 4 2 4 4 3 4 4 4 2 4 4 4 1 4 4 4 1 4 X 1 3 3 2 4 3 1 3 4 4

3 2 2 3 3 1 3 3 4 4 4 4 4 4 1 4 4 4 4 4 4 4 3 3 3 2 4 4 4 2 4 1 X 3 2 1 4 3 1 3 4 4

2 4 1 4 4 4 4 4 4 4 4 2 2 4 4 4 4 4 3 4 4 4 4 4 2 3 3 3 3 1 3 3 3 X 2 3 3 2 3 1 3 3

2 2 4 4 2 4 4 4 4 4 4 4 1 2 4 4 2 4 3 3 3 1 4 4 1 3 3 3 4 1 3 3 2 2 X 3 3 1 3 4 3 3

2 1 4 3 1 3 3 3 4 4 2 4 4 4 4 4 4 4 1 4 4 4 3 4 3 2 4 4 4 3 4 2 1 3 3 X 4 3 2 3 4 4

2 1 3 4 4 1 2 4 3 3 3 3 3 3 3 3 3 4 2 4 4 4 2 4 4 4 2 1 4 3 1 4 4 3 3 4 X 1 4 3 2 2

1 4 4 4 4 4 4 2 4 1 4 4 4 4 4 4 4 4 3 2 4 4 4 4 4 3 3 3 3 2 4 3 3 2 1 3 1 X 3 2 3 3

1 4 4 3 2 3 3 2 2 4 4 4 4 4 4 2 4 4 4 1 4 4 3 4 3 2 4 4 4 3 4 1 1 3 3 2 4 3 X 3 4 4

1 3 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 2 1 1 4 2 4 4 4 4 2 1 4 3 3 3 3 1 2 3 3 1 4 3 3 2 3 X 3 3

1 2 1 4 4 4 4 4 3 3 2 3 1 1 3 3 3 2 4 4 4 4 4 4 4 4 1 1 4 3 4 4 4 3 3 4 2 3 4 3 X 1

1 1 3 4 4 4 4 4 3 3 3 2 3 3 3 3 3 4 4 4 4 4 4 4 4 1 2 2 4 3 4 4 4 3 3 4 2 3 4 3 1 X

Rysunek 5.12: Kolorowanie typu (C4, C4, K3, K4; 42).



Rozdziaª 6

Podsumowanie i kierunki dalszych

bada«

Najbardziej oczekiwany jest post¦p w klasycznych liczbach Ramseya. W przypadku

dwóch maªych grafów peªnych, na przestrzeni ostatnich lat, post¦p jest niewielki i gªownie

dotyczy dolnych oszacowa«, które wci¡» znacznie odbiegaj¡ od ich górnych odpowiedni-

ków. Ciekawe s¡ badania dotycz¡ce oszacowania ró»nicy R(3, n + 1)− R(3, n). Aktualnie

wiadomo, »e wynosi ona co najmniej 3, ale wydaje si¦, »e jest wi¦ksza dla dostatecznie

du»ych n. Najwi¦ksz¡ nadzieje na wyznaczenie kolejnej liczby Ramseya mo»na mie¢ w

przypadku trójkolorowej liczby R(3, 3, 4), o której wiadomo, »e wynosi 30 lub 31. Du»y

nacisk poªo»ony jest tak»e na polepszenie dolnego oszacowania liczby R(3, 3, 3, 3). Dzisiaj

znane jest 4-kolorowanie grafu peªnego na 50 wierzchoªkach, które nie zawiera jednobarw-

nego trójk¡ta. W kolorowaniu tym ró»nice pomi¦dzy maksymalnym i minimalnym stop-

niem wierzchoªków w odpowiednich kolorach s¡ du»e. Jest to nietypowe dla krytycznych

kolorowa« i daje nadziej¦ na popraw¦ tego oszacowania.

W prezentowanej rozprawie zajmowali±my si¦ liczbami Ramseya, których jednym z pa-

rametrów byª cykl C4. W przypadkach liczb R(C4, K2,n) i R(C4,Wn) nie nale»y spodzie-

wa¢ si¦ znacznej poprawy górnego oszacowania poniewa» zarówno twierdzenie Harbortha

i Mengersen (twierdzenie 3.1) jak i zaprezentowane w tej rozprawie twierdzenie 4.1 daje

równo±¢ dla pewnej niesko«czonej podklasy grafów. My±l¦ jednak, »e w obu przypadkach

mo»liwe b¦dzie wyznaczenie dokªadnych warto±ci liczb dla kolejnych maªych parametrów.

W przypadku trójkolorowych liczb Ramseya z cyklem C4, my±l¦ »e najtrudniejszym przy-

padkiem jest liczbaR(C4, K4, K4) oraz »e w najbli»szym czasie mo»liwe b¦dzie wyznaczenie
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liczby R(C4, C4, K4), której dolne oszacowanie zostaªo wyznaczonej w tej rozprawie.

Inne, szerzej badane w ostatnich latach liczby to mi¦dzy innymi: dwukolorowe liczby dla

grafów peªnych bez jednej kraw¦dzi, liczby dla trzech ±cie»ek (lub trzech cykli) tej samej

dªugo±ci, trójkolorowe liczby Ramseya dla dªu»szych cykli i ±cie»ek oraz liczby, których

parametrami s¡ grafy zªo»one z kilku rozª¡cznych kopii tego samego grafu.
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